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Kurzfassung

Designprozesse von Schallwandlern werden durch zunehmende Rechenka-
pazitdten immer mehr durch simulative Betrachtungen unterstiitzt. Dabei
ist vor allem die Wahl der Materialparameter der verwendeten Materialien
wichtig fiir ein realitdtsnahes Simulationsergebnis.

Bei Schallwandlern werden haufig Piezokeramiken als aktive Elemente
genutzt, welche sich durch eine Verkopplung mechanischer und elektrischer
Eigenschaften auszeichnen. Zur Bestimmung ihrer Materialparameter stellt
der IEEFE Standard on Piezoelectricity ein standardisiertes Verfahren dar.
Dazu sind fiinf Impedanzmessungen an vier unterschiedlich gefertigten
Probekorpergeometrien notwendig. Da an jedem einzelnen Probekorper
nur eine Untermenge aller notwendigen Materialparameter bestimmt wer-
den kann, werden diese dann zu einem kompletten Materialparametersatz
zusammengefiigt. Aufgrund der unterschiedlichen Prozessbedingungen, bei
denen die jeweiligen Probekorper hergestellt werden, ist dieser Materialpa-
rametersatz jedoch inkonsistent und kann nie das Verhalten einer einzelnen
Probe beschreiben. Daher wird in der vorliegenden Arbeit ein Messverfah-
ren entwickelt, mit dem es moglich ist, alle relevanten Materialparameter
unter besonderer Berticksichtigung von Démpfung an einem einzelnen Pro-
bekorper allein durch Impedanzmessungen zu bestimmen. Als Probekérper
wird dazu eine in der Anwendung héufig verwendete Scheibengeometrie
verwendet. Um eine hinreichend hohe Sensitivitdt auf alle Materialparame-
ter zu gewahrleisten, wird diese mit einer optimierten Elektrodentopologie
gefertigt. Da in diesem Fall keine analytische Betrachtung mehr méoglich

ist, wird das Messverfahren durch einen inversen Ansatz realisiert.
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Abstract

Design processes of ultrasonic transducers become increasingly simulation-
driven due to rising computational capabilities. Therewithin, the choice of
the material parameters for modelling the materials used is particularly
important for a realistic simulation result.

Piezoceramics, which couple mechanic and electrical properties, are often
used as active elements in ultrasonic transducers. The IEEE Standard on
Piezoelectricity is a standardised procedure for determining these parame-
ters that requires five impedance measurements on four piezocermics of
different geometry. Since only a subset of all necessary material parameters
can be determined for each individual specimen, these are then combined
to form a complete set of material parameters. Due to different processing
conditions for each specimen, this set of material parameters is inconsistent
and cannot describe the behaviour of a single specimen appropriately.
Therefore, in the present thesis, a method is developed with enables the
determination of all relevant material parameters including damping on a
single piezocermic by means of electrical impedance measurements alone.
A piezoelectric ceramic with disc-shaped geometry, which is frequently used
in applications, is used as a specimen. In order to ensure a sufficiently high
sensitivity to all material parameters, it is manufactured with an optimised
electrode topology. Because in this case analytical solutions, which relate
the measurement quantities to the material parameters, do not exist, the

measurement method is implemented using an inverse approach.
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Einleitung

1.1 Motivation und Zielstellung

Die Erzeugung und Detektion von Schall spielt in vielen technischen An-
wendungen eine grofle Rolle. Als aktives Element eines Schallwandlers
werden dabei haufig Piezokeramiken verwendet. Diese ermoglichen die
Wandlung von elektrischer und mechanischer Energie und sind sowohl in
sensorischen als auch aktorischen Anwendungen zu finden. Im aktorischen
Bereich konnen Anwendungen wie Ultraschallreinigung, Ultraschallschwei-
Ben oder Lithotripsie zur medizinischen Zertriitmmerung von Gallen-, Harn
oder Nierensteinen genannt werden. Dabei ist allerdings in nennenswertem
MafBe mit nicht-linearen Effekten zu rechnen. In dieser Arbeit sollen aus-
schlieflich lineare Figenschaften betrachtet werden, wie sie bei sensorischen
Anwendungen von Bedeutung sind. Hier sind typische Anwendungsfelder
beispielsweise Durchfluss-, Abstands- oder Fiillstandssensoren, die Erken-
nung von Luftblasen in Dialysesystemen oder der Einsatz als Tonabnehmer
fur Instrumente. Fir typische Anwendungen in Luft und Flissigkeiten
erstreckt sich der charakteristische Frequenzbereich von einigen Kilohertz
bis in den Megahertzbereich, was auch den in dieser Arbeit betrachteten
Bereich widerspiegelt.

Der Entwurf von Ultraschallwandlern ist in den letzten Jahrzehnten
gepriagt von einem Wandel hin zu simulationsgestiitztem Design. Dies
wird ermoglicht durch die steigende Verfiigharkeit von Rechenkapazitaten
und die Entstehung einer Vielzahl kommerzieller, intuitiv bedienbarer
Simulationswerkzeuge, sodass eine aufwendige Prototypen-Entwicklung

zumindest teilweise durch simulative Untersuchungen abgelost werden
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kann. Neben der Kenntnis der Moglichkeiten und Limitationen der zum
Einsatz kommenden numerischen Werkzeuge, ist es vor allem notwendig, die
Parameter zur Beschreibung des Verhaltens der verwendeten Materialien
moglichst gut zu kennen, da dieses das Ergebnis der Simulation wesentlich

beeinflussen.

Dabei muss stets ein vollstdndiger Materialparametersatz bekannt sein,
auch wenn nicht alle Parameter direkt fiir die Beschreibung des aktiven Ele-
ments notwendig sind. Das Verhalten einer freischwingenden Piezokeramik
ist gegebenenfalls nur von einer Teilmenge des kompletten Materialpa-
rametersatzes abhangig. Wird das Element jedoch beispielsweise durch
Klebung oder Klemmung in einem Schallwandler eingesetzt, &ndert sich mit
den Randbedingungen auch das Schwingverhalten und zuvor irrelevante

Materialparameter beeinflussen dann das Materialverhalten signifikant.

Die Bestimmung dieses vollstandigen Materialparametersatzes kann
durch ein standardisiertes Verfahren erfolgen. Dazu werden Messungen der
frequenzabhéngigen elektrischen Impedanz benotigt, welche sich besonders
eignen, da sie im Vergleich zu beispielsweise vibrometrischen Messungen der
Oberflachenauslenkung oder -geschwindigkeit, einfach durchzufiihren und
robust sind. Diese Impedanzmessungen werden an vier unterschiedlichen
Probekorpergeometrien durchgefiihrt, die jeweils so gewahlt sind, dass sie
annahernd eine analytisch beschreibbare Eigenschwingung ausfithren. Aus
den aus der Impedanz ableitbaren Resonanzfrequenzen und den geometri-
schen Abmessungen kann so direkt auf die Materialparameter geschlossen
werden. Die einzelnen Eigenschwingungen und damit die Verlaufe der fre-
quenzabhangigen Impedanz sind jedoch immer nur abhéangig von einer
Untermenge des kompletten Materialparametersatzes. Die Sensitivitat der
Impedanz auf die restlichen Parameter ist in diesen Fallen typischerweise
sehr klein. Die bestimmten Teilmengen der Materialparameter werden dann
zu einem kompletten Satz vereinigt. Dabei wird jedoch davon ausgegangen,
dass jeweils das exakt gleiche Material nur in einer anderen Geometrie

vermessen wird. Da der Herstellungs- und Polarisationsprozess jedoch nicht
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hinreichend reproduzierbar ist, fithrt diese Annahme zu inkonsistenten
Datensatzen.

Dabher ist es Ziel dieser Arbeit, die Bestimmung aller relevanten Material-
parameter an einer einzelnen, scheibenférmigen Piezokeramik ausschliefilich
durch Impedanzmessung zu realisieren. Die scheibenférmige Geometrie
wird gewéhlt, da sie fiir Schallwandler mit nur einem aktiven Element
eine hohe anwendungstechnische Bedeutung hat. Das Verfahren fordert
damit keine Fertigung spezieller Probekorpergeometrien, fiir die sich die
Produktionsbedingungen von den in der Applikation genutzten Piezoke-
ramiken unterscheiden. Diese einfache Scheibengeometrie ist jedoch nicht
sensitiv beziiglich aller Materialparameter. Um die Sensitivitat bei gegebe-
ner Geometrie zu steigern, bleibt als Freiheitsgrad die Elektrodenstruktur.
Diese wurde dahingehend optimiert, dass die mittlere Sensitivitat auf
alle Parameter maximiert wird. Damit ergibt sich eine Anordnung mit
nicht-uniformen Randbedingungen, was dazu fiihrt, dass die Impedanz
zwar sensitiv auf alle notwendigen Materialparameter ist, jedoch nicht
mehr analytisch bestimmt werden kann. Daher kommt an dieser Stelle eine
Finite-Elemente-Simulation zum Einsatz. Die Materialparameterbestim-
mung geschieht dann im inversen Verfahren, das heifit durch Optimierung
der Modellparameter, bis das Simulationsmodell die gemessene Impedanz
im Sinne einer zu definierenden Kostenfunktion bestmoglich abbildet.

Dartiber hinaus stellt sich die Frage nach der Modellierung des Damp-
fungsverhaltens piezokeramischer Materialien. Wo bei dem Modell fiir den
linearen, ungedampften Fall weitestgehend Konsens herrscht, existiert kein
allgemein etabliertes Modell fiir die Beschreibung von Dampfungsmecha-
nismen in piezokeramischen Materialien. Viele klassisch in der Mechanik
verwendete Modelle fiir gedampfte Systeme sind dariiber hinaus nur eindi-
mensional definiert und damit nicht geeignet, um das transversal isotrope
Material einer Piezokeramik darzustellen. Daher soll das entwickelte Mess-
verfahren dazu genutzt werden, zu evaluieren, welches Dampfungsmodell
das Materialverhalten moglichst gut beschreibt und eine gemessene Impe-

danz moglichst gut abbilden kann.
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Daraus ergeben sich fiir diese Arbeit folgende wissenschaftliche Frage-

stellungen:

o Konnen allein durch eine modifizierte Elektrodentopologie die Mate-
rialparameter einer piezokeramischen Scheibe vollsténdig und konsis-

tent bestimmt werden?

o Wie kann eine Optimierungsstrategie zur Losung des inversen Pro-
blems zur Bestimmung der piezoelektrischen Materialparameter reali-

siert werden?

o Welche Dampfungsmodelle beschreiben das piezokeramische Materi-

alverhalten iiber einen groflen Frequenzbereich am besten

o Welche Messunsicherheiten lassen sich fiir die im inversen Verfah-
ren bestimmten Materialparameter angeben und wie kénnen diese

berechnet werden?

In der vorliegenden Arbeit sollen Moglichkeiten aufgezeigt werden, durch
das entwickelte Messverfahren alle relevanten Materialparameter zu be-
stimmen und so perspektivisch das bisherige Messverfahren mit all seinen

Nachteilen abzulosen.

1.2 Einordnung der Arbeit

Diese Arbeit ist im Rahmen eines kooperativen Forschungsprojektes zwi-
schen dem Fachgebiet Elektrische Messtechnik der Universitdt Paderborn
und der Arbeitsgruppe Mathematische Optimierung der Humboldt-Univer-
sitat zu Berlin entstanden, welches von der Deutschen Forschungsgemein-
schaft unter der Projektnummer 321120716 geférdert wird. Damit baut
sie auf Vorarbeiten in beiden Fachbereichen auf. Die prinzipielle Moglich-
keit der Sensitivitatssteigerung durch eine optimierte Elektrodentopologie
konnte bereits von Jens Rautenberg und Kshitij Kulshreshtha beschrie-

ben werden, die gezeigt haben, dass dies mit Hilfe von drei ringférmigen



1.2 Einordnung der Arbeit

Elektroden moglich ist [Kull5]. Durch Carsten Unverzagt und Benjamin
Jurgelucks konnte diese Topologie dann konkretisiert und realisiert wer-
den [Unv13; Jurl9]. In der Dissertation von Unverzagt finden sich erste
Ansétze zur Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren [Unv18].

Die vorliegende Arbeit setzt an einigen der dort bereits beschriebenen
Punkten an. Die Simulation wird wie bereits bei Jurgelucks mit Hilfe des
Simulationswerkzeugs CFS++ realisiert. Dariiber hinaus werden weitere
Aspekte, wie der Einfluss der Polynomordnung der Ansatzfunktionen bei
der Finite-Elemente-Approximation auf das Simulationsergebnis evaluiert,
die vorher keine Beachtung fanden, jedoch essentiell sind. Die Beschreibung
einer problemangepassten Optimierungsstrategie wird in dieser Arbeit neu
entwickelt, um eine Materialcharakterisierung fiir unterschiedliche pie-
zokeramische Materialien nach dem gleichen Vorgehen zu ermoglichen.
Zusatzlich wird der Aspekt der Dampfung eingehend diskutiert. Unter-
schiedliche Dampfungsmodelle werden so erweitert, dass sie die transversale
Isotropie des piezokeramischen Materials abbilden. Das entwickelte inverse
Verfahren ermoglicht dann eine Identifikation der Parameter unterschied-
licher Dampfungsmodelle iiber einen groflien Frequenzbereich. Dies erlaubt
eine Bewertung, welches Modell zur Beschreibung von Piezokeramiken
geeignet ist. Dartiber hinaus werden ausgewéhlte Aspekte betrachtet, die
einen Einfluss auf die Messunsicherheit der Materialparameter haben. Im
Ergebnis soll ein neues Messverfahren entstehen, welches die fiir eine Finite-
Elemente-Simulation relevanten linearen Materialparameter (inklusive der
Parameter eines Dampfungsmodells) vollstandig und konsistent anhand
einer Piezokeramik applikationstypischer Geometrie mittels einer Messung

der elektrischen Impedanz ermdglicht.
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1880 wiesen Pierre und Jaques Curie zum ersten Mal experimentell die
Verschiebung des Ladungsschwerpunktes durch eine mechanische Verfor-
mung nach [Cur80]. Kurz darauf sagte der Mathematiker Lippmann durch
thermodynamische Betrachtungen den inversen Effekt voraus [Lip81], was
im selben Jahr experimentell bestétigt werden konnte [Cur81]. Diese Effek-
te sind heute unter dem Namen piezoelektrischer beziehungsweise inverser
piezoelektrischer Effekt bekannt. Die ersten Anwendungen fiir piezoelek-
trische Kristalle ergaben sich im ersten Weltkrieg in ultraschallbasierten
U-Boot-Detektoren, welche auf Puls-Echo-Messungen basierten. Danach
wurden die Anwendungen der neuen Werkstoffe vielféltiger: sie wurden
und werden seitdem beispielsweise zur Erzeugung hoch-stabiler Frequen-
zen, in Mikrophonen oder zur zerstorungsfreien Priifung eingesetzt. Im
zweiten Weltkrieg wurden die ersten keramischen, piezoelektrischen Ma-
terialien entwickelt. Dazu wird das zu Beginn isotrope Keramikmaterial
iiber die Curie-Temperatur erhitzt und in ein starkes elektrisches Feld
eingebracht, was zu einer Ausrichtung der einzelnen Doménen entlang
dieses Feldes fithrt. Erst dadurch entsteht das piezoelektrische Verhal-
ten der Keramik [Hey08|. Zunéachst auf Basis von Barium-Titanat, dann
auch basierend auf Blei-Zirkonat-Titanat wurden die Werkstoffe durch
unterschiedliche Dotierungen angepasst fiir den jeweiligen Anwendungsfall
hergestellt. Heutzutage finden piezoelektrische Keramiken in Durchfluss-,
Fillstands- und Konzentrationsmesssystemen sowie Abstandssensorik bis
hin zu aktorischen Anwendungen wie Ultraschallreinigung oder medizini-
scher Lithotripsie vielfaltigen Einsatz. Die Entwicklung neuer Werkstoffe
riickt aktuell immer stirker in den Fokus, da die RoHS-Richtlinie [RoHS11]
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seit 2002 den Einsatz von Blei in technischen Anwendungen nur im Rahmen
noch zugelassener Ausnahmegenehmigungen gestattet, da diese bleihaltigen
Materialien derzeit technisch und wirtschaftlich noch nicht substituiert

werden konnen.

2.1 Bestimmung piezoelektrischer

Materialparameter

Die Charakterisierung des piezoelektrischen Materialverhaltens und damit
die Bestimmung der einem Materialmodell zugeordneten Materialparameter
ist seit der Entdeckung des piezoelektrischen Effekts stets von Bedeutung
gewesen. Besonders piezoelektrische Keramiken stehen dabei im Fokus, da
ihre Figenschaften im Gegensatz zu kristallinen Werkstoffen, stark durch
die Produktionsbedingungen beeinflusst werden. Dabei weisen Piezokera-
miken eine transversale Isotropie auf, das heifit, dass das Material eine
Vorzugsrichtung aufweist, in der es sich anders verhalt als orthogonal dazu.
Diese Vorzugsrichtung ergibt sich bei einer gegebenen Geometrie erst durch

das angelegte elektrische Feld im Polarisationsprozess.

Damit reduziert sich die Anzahl der fiir die Materialbeschreibung not-
wendigen Parameter fiir den linearen, verlustfreien Fall auf zehn: fiinf
zur Beschreibung des mechanischen Verhaltens, zwei zur Beschreibung
des elektrischen Verhaltens und drei Parameter fiir die Beschreibung der
piezoelektrischen Kopplung. Fiir eine Erlauterung der Parameter sei auf

Kapitel 3 verwiesen.

Das standardisierte Vorgehen zur Materialparameterbestimmung wird
im IEEFE Standard on Piezoelectricity [IEEE87] beschrieben. Dieses fufit
auf zuvor entwickelten analytischen Verfahren. Inzwischen zéhlen aber
auch iterative Parameteridentifikationsverfahren zum Stand der Technik.

Diese werden im Folgenden kurz erlédutert.
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2.1.1 Analytische Verfahren

Die mathematische Beschreibung des mechanischen und elektrischen Verhal-
tens von Piezokeramiken ist analytisch nur fiir einfache Randbedingungen
und mit Hilfe von Naherungen maglich. Eine eindimensionale Betrachtung
ermoglicht das bekannte Mason-Modell [Mas48], welches Methoden der
Netzwerktheorie nutzt. Dieses beschreibt das piezoelektrische Material
iiber ein Dreitor, mit zwei mechanischen und einem elektrischen Tor. Dabei
beschreiben die mechanischen Tore die mechanische Last auf beiden Seiten.
Auch eine Erweiterung auf Scheibengeometrien, welche dann als Viertor
beschrieben werden, ist moglich [Iul98]. Hier wird das vierte Tor genutzt
um die mechanische Last an der Mantelfldche der Scheibe zu modellieren
und so eine zweidimensionale, axialsymmetrische Betrachtung zu ermogli-
chen. Ein weiteres eindimensionales Modell, welches haufig genutzt wird,
ist das Butterworth-van-Dyke-Modell [But14; Dyk28|. Dies wird abgebildet
durch ein elektrisches Ersatzmodell aus einer statischen Kapazitét, die mit
einem RLC—Schwingkreis parallel geschaltet wird. Mit Hilfe dieses Modells
kann jeweils ein Resonanz-Antiresonanz-Paar abgebildet werden. Diese
Art eindimensionaler Ersatzmodelle werden aufgrund ihrer Einfachheit
héufig fiir erste Abschatzungen genutzt, finden in dieser Arbeit jedoch

keine Anwendung.

Fiir einzelne Schwingungsmoden wie zum Beispiel dem radialen Mode ei-
ner piezokeramischen Scheibe geben beispielsweise Piao et al. oder Meitzler
et al.analytische Ausdriicke fir die elektrische Impedanz in Abhéngigkeit
der Frequenz an [Pial7; Mei73|. Auch fir andere einfache Geometrien
und Moden ist dies moglich (zum Beispiel [She07]). Die Kopplung un-
terschiedlicher Eigenschwingungen ist jedoch nur schwer analytisch be-
schreibbar [Mos60; Tul98; Lin98; Bril0]. Erweiterungen der beschriebenen
Verfahren erfolgten beispielsweise durch das Einbeziehen von Verlusten
durch komplexe Materialparameter [She92; Kwo97]. Dazu kann unter an-
derem eine Betrachtung der Bandbreite der Resonanzstelle herangezogen

werden, welche direkt mit der Schwinggiite zusammenhéangt [Lan64]. Sher-
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rit hingegen definiert eine komplexe Resonanzfrequenz einer gedampften
Piezokeramik. Der Realteil der komplexen Resonanzfrequenz wird wie bis-
her bestimmt. Dieser wird jedoch durch einen Imaginarteil ergénzt, welcher
sich aus dem Minimum und Maximum des Imaginarteils der Impedanz
bestimmen lasst. Sind die Resonanzfrequenzen entsprechend als komplexe
Grofien gegeben, konnen durch Auswerten der analytischen Gleichungen
fiir ungedampfte Materialien direkt komplexe Materialparameter bestimmt

werden [She92].

Generell gilt, dass falls eine analytische Beschreibung der charakteristi-
schen Frequenzen in Abhéangigkeit der Materialparameter durch ein verein-
fachtes Modell gegeben ist, die Moglichkeit besteht, im Umkehrschluss aus
den gegebenen Resonanzfrequenzen wiederum, wenn notig durch weitere

Approximationen, Riickschliisse auf die Materialparameter zu ziehen.

2.1.2 Standardisiertes Verfahren

Durch die geschickte Wahl von Probekérpergeometrien konnen Falle ge-
schaffen werden, bei denen einige Frequenzbereiche sehr gut durch ana-
lytische Naherungen beschrieben werden - vorausgesetzt die Parameter
des Materials sind hinreichend gut bekannt. Andersherum lassen sich so
jedoch auch durch Messung und Bestimmung der einzelnen Eigen- oder
Resonanzfrequenzen die Materialparameter berechnen. Da jedoch durch die
einfache Geometrie nur wenige Materialparameter fiir das Schwingverhalten
relevant sind, sind dazu mehrere unterschiedliche Probekoérpergeometri-
en notwendig. 1961 konnten die diesbeziiglichen Betrachtungen in einem
Standard zur Bestimmung piezoelektrischer Materialparameter [Com61]
als Vorganger fiir den IEEE Standard on Piezoelectricity [IEEE87] und
die darauf basierenden Normen [DIN50324-1; DIN50324-2; DIN50324-3]

zusammengefasst werden.

10
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L II.

I1I.

Abbildung 2.1: Standardisierte Probekorpern nach [DIN50324-2]. Pfeil gibt
die Polarisationsrichtung an.

Dabei werden zur vollstandigen Identifikation aller zehn Materialparame-
ter! vier unterschiedliche Probekérper benétigt, an denen fiinf Eigenschwin-

gungen ausgewertet werden (siehe Abbildung 2.1 und Abbildung 2.2):

[. hoher Zylinder; Polarisationsrichtung in Richtung des elektrischen
Feldes (£33, s, da3)
II. flacher, langer Quader; Polarisationsrichtung in Richtung des elektri-
schen Feldes (el;, s¥, ds;)
[ITa. flache Scheibe im Radialmode; Polarisationsrichtung in Richtung des
elektrischen Feldes (35, s%)
IIIb. flache Scheibe im Dickenmode; Polarisationsrichtung in Richtung des
elektrischen Feldes (si)
IV. flacher, langer Quader; Polarisationsrichtung orthogonal zum elektri-

schen Feld (c1;, s%,, dis)

Im Standard on Piezoelectricity sind diese zehn Materialparameter fiinf elastische
Nachgiebigkeiten sg, zwei dielektrische Permittivitdten ¢ und drei piezoelektrische
Konstanten d;;. Zur genaueren Erlduterung siehe Unterabschnitt 3.2.3.

11
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Abbildung 2.2: Vorgehen zur Bestimmung der piezoelektrischen Material-
parameter nach standardisiertem Verfahren [IEEES7].

Fiir die Bestimmung der angegebenen Materialparameter (siehe Angaben
in Klammern) sind die Messung der Resonanz- und Antiresonanzfrequenzen
sowie der Kapazitat und auch die jeweiligen Materialparameter, welche aus
den vorherigen Messungen bestimmt wurden, notwendig [Rup19]. Einige
Parameter konnen aus Messungen an verschiedenen Probekorpern gewon-
nen werden, sodass diese beispielsweise gemittelt werden miissen, wenn
sich unterschiedliche Werte ergeben. Eine automatisierte Berechnung der
Materialparameter aus gemessenen Impedanzverlaufen ist unter anderem
in der Software PRAP von TASI Technical Software Inc. [PRAP] umge-
setzt. Damit ermdglicht das standardisierte Verfahren die Bestimmung aller
relevanten Materialparameter, sofern Probekorper des gleichen Materials

in den notwendigen Geometrien vorliegen.

2.1.3 lterative Verfahren

Neben Verfahren zur direkten Berechnung der Materialparameter aus
den gemessenen Resonanzfrequenzen, entwickelten sich auch indirekte

Verfahren beruhend auf iterativen Vorgehensweisen (beispielsweise [Smi76b;

12
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Donl10]). Damit gewann auch die Bestimmung der Materialparameter
im inversen Verfahren an Bedeutung. Dabei wird ein parametrierbares
Vorwartsmodell der relevanten Teile eines realen Messsystems entwickelt,
dessen Eingangsparameter p solange angepasst werden, bis es das Verhalten
Z des realen Systems beziiglich einer gewédhlten Zielfunktion J mdéglichst
gut abbildet:

mpin J(Z™=, Z5™ (p)). (2.1)

Im Falle der Materialcharakterisierung bei Piezokeramiken heifit das, dass
der Materialparametervektor p, aus dem die elektrische Impedanz Z mit
Hilfe des Vorwértsmodells berechnet werden kann, solange angepasst wird,

bis gemessene und simulierte Impedanz moglichst gut tibereinstimmen.

In den 1950er Jahren begann die zunehmende Nutzung von Computern
zur Simulation physikalischer Probleme. Basierend auf den mathemati-
schen Prinzipien der Variationsrechnung [Sch51] entwickelte sich dabei
unter anderem die Finite-Elemente-Methode (FEM), welche auf Grund
ihrer flexiblen Einsatzmoglichkeiten schnell grole Verbreitung fand. Fiir
piezoelektrische Materialien wurde dabei die Entwicklung numerischer
Methoden maBgeblich von Holland und Eer Nisse gepriagt [Hol68]. Dies ge-
wann auch fiir die Materialparameterbestimmung an Bedeutung. Das zuvor
meist analytische Vorwértsmodell kann durch FEM-Simulationen ersetzt
werden, sodass die Charakterisierung nicht mehr ausschliellich auf den
Resonanzfrequenzen der Eigenschwingungen, sondern auf dem gesamten
Impedanzverlauf durchgefithrt werden konnte, was erstmals auch das Einbe-
ziehen von verkoppelten Moden ermoglichte. Ansétze zur Charakterisierung
von Piezokeramiken bedienen sich unterschiedlicher Optimierungsalgorith-
men und Regularisierungsmethoden. So kommen sowohl ableitungsfreie
Algorithmen wie der Nelder-Mead-Simplex-Algorithmus bei Kybartas und
Lukosevicius [Kyb02], als auch gradientenbasierte Algorithmen [And07;
Lah05] zum Einsatz. Kybartas und Lukosevicius untersuchten weiterhin

den Einfluss des Durchmesser-Dicken-Verhéltnisses einer piezokeramischen

13
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Scheibe auf die Sensitivitdt der Impedanz beziiglich der Materialparameter.
Dabei stellte sich heraus, dass eine erhohte Verkopplung von Moden ten-
denziell zu einer hoheren Sensitivitét fithrt. Eine gute Ubereinstimmung
von Messung und Simulation kann jedoch nicht erreicht werden, da als
Zielfunktion ein Korrelationskoeffizient genutzt wird, mit dem es nicht
moglich ist, Abweichungen im Betrag zu minimieren. Auch Betrachtungen
basierend auf Sensitivitatsstudien [Pérl0; Pérl4; Pérl6] und mehrstufi-
gen Optimierungsverfahren [Rup09; Unv18]| zeigen sich vielversprechend.
Ahnlich gehen Andrade et al. vor, indem sie eine Gewichtungsfunktion
fiir einzelne Frequenzen annehmen. Uberlegungen zum optimalen Design
des Experiments werden von Lahmer [Lah08a; Lah08b] aufgegriffen, um
die Anzahl der Messungen an unterschiedlichen Frequenzstiitzstellen zu
reduzieren.

Da man nun nicht mehr auf bestimmte Eigenschwingungen und einfache
Probekorpergeometrien der standardisierten Verfahren [IEEES87] angewie-
sen ist, ergibt sich zumindest theoretisch die Moglichkeit, alle relevanten
Materialparameter an einem einzelnen Probekorper zu bestimmen [Chi88;
She91]. Dies hat vor allem den Vorteil, dass die Untersuchungen an einer
Materialprobe durchgefiihrt werden kénnen. Bei mehreren Probekorpern
muss stets von leicht unterschiedlichen Prozessbedingungen und von un-
terschiedlichen, durch die Geometrie bedingten Polarisationsbedingungen
ausgegangen werden [Ale95]. Das heifit, dass sich ein einzelner Parame-
tersatz stets aus Messungen an eigentlich unterschiedlichen Materialien
zusammensetzt, was zu unplausiblen und inkonsistenten Ergebnissen fithren
kann, wie es auch beim standardisierten Verfahren der Fall ist. Sherrit et al.
verfolgen daher den Ansatz, nach und nach unterschiedliche Probekoérper
aus dem gleichen Material zu schneiden [Shell]. Jedoch muss hier auch das
Aufbringen der Elektroden und eine Nachpolarisation an jedem einzelnen
Probekorper durchgefithrt werden, was wiederum zu Materialveranderun-
gen fithren kann.

Eine FEM-basierte Charakterisierung an einem einzelnen Probekorper
bringt jedoch andere Nachteile mit sich. Der Vorteil, dass sich die Wahl
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2.2 Modellierung von Dampfung in piezokeramischen Materialien

des Probekorpers an der Anwendung orientieren kann, sorgt dafiir, dass
sich die Geometrie auf relativ einfache Topologien beschrankt. Daraus folgt
jedoch, dass einige Materialparameter nur eine geringe Sensitivitdat auf die
elektrische Impedanz aufweisen und somit nur mit grofler Unsicherheit im
inversen Verfahren bestimmt werden kénnen. Da diese Parameter zwar
zur Beschreibung der frei schwingenden Piezokeramik von keiner grofien
Relevanz sind, jedoch im verbauten Zustand im Schallwandler grofien
Einfluss haben kénnen, miissen auch diese hinreichen bekannt sein. An
dieser Stelle ist ein Kompromiss zwischen der Anzahl der Probekorper
und der Sensitivitat auf die Materialparameter zu finden. Rupitsch et al.
reduzieren beispielsweise bei hinreichend hoher Sensitivitdt die Anzahl
der Probekorper auf zwei [Ruplla; Rupl5]. Alternativ kann an einem
einzelnen Probekorper nicht nur die Impedanz, sondern auch die Ober-
flachengeschwindigkeit gemessen werden, um die Sensitivitat auf einige
Materialparameter zu erhéhen [Rup09]. Diese Messungen sind jedoch ap-
parativ sehr aufwendig und teuer, sowie fehleranféllig [Rup15].
Unverzagt et al. untersuchten die Moglichkeit einer Ringelektrodenan-
ordnung, welche beziiglich der Sensitivitit optimiert wurde [Unv13; Kull5;
Jurl9]. Damit kénnen trotz der sehr einfachen scheibenférmigen Geometrie,
wie sie in der Anwendung haufig zu finden ist, durch eine nicht gleichfor-
mige Anregung an einem einzelnen Probekorper alle Materialparameter
mit hinreichend hoher Sensitivitat bestimmt werden. An diesem Punkt soll
mit dieser Arbeit angesetzt werden, um die gewonnene optimale Elektro-
denstruktur zur Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren zu

nutzen.

2.2 Modellierung von Dampfung in

piezokeramischen Materialien

Die Ursache und die Beschreibung von Dampfung in piezoelektrischen

und piezokeramischen Materialien ist bis heute Thema wissenschaftlicher
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2 Stand der Forschung

Diskussionen. Die Problematik, welche Verlustmechanismen existieren,
welche dominant sind und welche eventuell voneinander abhangig sind,
sind dabei weitestgehend ungekléart. Dargestellt werden kénnen Verluste
iiber einen Imaginarteil der Materialparameter [Lan64; Gonl6; MeulT;
Ye08; Hol67]. Widerspriichliche Aussagen findet man vor allem in Bezug
auf die piezoelektrischen Konstanten und die Frage, ob diese rein reell
sind. So kann zum einen dafiir argumentiert werden, dass h oder e reell
sein [Burb3; Miis72], auch wenn dies nicht durch Messungen bestatigt
werden konnte [Fuk71]. Weiter verbreitet ist die Ansicht, dass die piezo-
elektrischen Verlustmechanismen abhédngig sind von dielektrischen und
mechanischen Dampfungseigenschaften [Smi76a; Ber06; Hagl12; Arl82]. Fiir
Materialparameteridentifikationsanwendungen werden unter anderem auch
Modelle genutzt, bei dem alle Verlustmechanismen iiber nur einen Para-
meter beschrieben werden, um die Anzahl der zu bestimmenden Groéflen
moglichst gering zu halten [Rup19]. Auch kénnen alle Dampfungsmecha-
nismen zusammengefasst werden, sodass eine Formulierung tiber einen
komplexen Kopplungsfaktor moglich ist [San99]. Da fiir die hier beschriebe-
ne Anwendung fir einen gute Materialbeschreibung eine moglichst geringe
Anzahl an Materialparameter genutzt werden soll, soll sich auf mechanische
Dampfung beschréankt werden, in der alle anderen Démpfungsmechanismen
mit abgebildet werden [San97; Let93].

Jedes dissipative System muss notwendigerweise auch dispersiv sein,
um die Kausalitatsbedingungen nach Kramers-Kronig zu erfiillen [Kra27;
Kro26]. Daher existiert eine Vielzahl an Modellen, welche unterschiedli-
ches frequenzabhéngiges Materialverhalten modellieren. Im Rahmen von
FEM-Simulationen ist besonders das Rayleigh-Dampfungsmodell [Ray94]
vorherrschend. Dieses ist vor allem durch eine vorteilhaften Eigenschaf-
ten fiir das bei der Simulation zu lésende Gleichungssystem motiviert.
Dariiber hinaus kann die Dampfungsmatrix einfach aus den sowieso berech-
neten Masse- und Steifigkeitsmatrizen zusammengesetzt werden. Durch
die Nutzung des Rayleigh-Démpfungsmodells kann so mit nur geringfii-

giger Erhohung der Rechenzeit Dampfung implementiert werden. Jedoch
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2.2 Modellierung von Dampfung in piezokeramischen Materialien

ist diese Art von Démpfung stets nur in einem Arbeitspunkt sinnvoll.
Sowohl fiir sehr grofle als auch kleine Frequenzen strebt die Démpfung
gegen unendlich und ist damit unphysikalisch. Fiir piezokeramische Ma-
terialien findet sich in der Anwendung alternativ die Beschreibung tiber
frequenzunabhéangige, komplexe Materialparameter. Auch dieses Modell
ist nicht physikalisch, liefert jedoch fiir geringe Dampfungen wie sie bei
Keramiken iiblich sind, gute Ergebnisse. Daher werden hier auch Ansétze
verfolgt, dieses unphysikalische Modell geringfiigig anzupassen, damit trotz-
dem die Kausalitdtsbedingungen erfiillt sind. Als physikalisch motiviertes
Modell kommt vor allem das Zener-Modell zum Tragen, welches sowohl
Relaxations- als auch Retardationsmechanismen abbildet [Pow98; She98].
Abwandlungen sind als Maxwell- und Kelvin-Voigt-Modell bekannt und
beschreiben jeweils nur entweder Relaxation oder Retardation, jedoch nicht

beides.
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Mathematische Beschreibung

piezokeramischer Materialien

3.1 Der piezoelektrische Effekt

| F
9 ©
¢ o

Abbildung 3.1: Schematische zweidimensionale Darstellung des Einflusses
einer aufleren Kraft F' auf die Gitterstruktur von Quarz.
x: negativer Ladungsschwerpunkt
x: positiver Ladungsschwerpunkt
x: gemeinsamer Ladungsschwerpunkt

Der piezoelektrische Effekt beschreibt das Auftreten einer elektrischen
Spannung auf Grund einer mechanischen Deformation und vice versa. Die-
ser Effekt entsteht durch die Verschiebung von Ladungsschwerpunkten
unter mechanischer Last. Historisch gesehen wurde dieser Effekt zunéchst
bei kristallinen Materialien beobachtet, von denen heute vor allem Quarz
eine technische Bedeutung hat [Hey08]. Hier lasst sich das Prinzip des
piezoelektrischen Effekts besonders gut erldutern. Abbildung 3.1 verdeut-
licht dabei den Einfluss einer dufleren Kraft F auf den Ladungsschwer-
punkt einer Gitterstruktur. Ohne duflere Einwirkungen liegen positiver und
negativer Ladungsschwerpunkt iibereinander. Bei einer Verformung der
Gitterstruktur ist dies nicht mehr der Fall, sodass ein elektrischer Dipol

entsteht [LealO]. Neben kristallinen Materialien konnen auch Keramiken
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3 Mathematische Beschreibung piezokeramischer Materialien

piezoelektrisches Verhalten aufweisen. Dies wurde zunéchst in den 1940er
Jahren an Bariumtitanat festgestellt [Rob47]. Spéter fanden vor allem
bleibasierte Materialien als Piezokeramiken Anwendung [Jaf52; Saw53;
Uch12]. Dabei sind Keramiken aufgrund ihrer isotropen Struktur zunéchst
nicht piezoelektrisch. Erst durch einen sogenannten Polarisationsprozess,
bei dem die Keramik bei Temperaturen iiber der Curie-Temperatur einem
starken elektrischen Feld ausgesetzt wird, richten sich die zunachst unge-
ordneten Doménen aus. Diese Ausrichtung bleibt auch nach Abschalten
der angelegten Spannung erhalten und bedingt das piezoelektrische Ver-
halten [Tic80]. Dariiber hinaus ist das Material nun nicht mehr isotrop,
sondern transversal isotrop, wobei die Vorzugsrichtung die Richtung des
elektrischen Feldes bei der Polarisation ist (siehe Unterabschnitt 3.2.3).

Seit einigen Jahren gibt es aus 6kologischen Griinden Bestrebungen,
die bleihaltigen Materialien durch bleifreie Alternativen zu ersetzen. Dies
betrifft auch die meisten Piezokeramiken. Nur durch eine Ausnahmege-
nehmigung sind diese aktuell in einigen Anwendungen zulassig. Diese
Regelung treibt die Entwicklung neuer Materialien voran, wobei vor allem
Bismuth-Verbindungen erfolgreiche Alternativen bieten.

Auch Polymere kénnen piezoelektrisches Verhalten aufweisen. Hier ist
vor allem PVDF als Werkstoff zu benennen, worauf jedoch nicht néher

eingegangen werden soll [Coc12].

3.2 Piezoelektrische Gleichungen

3.2.1 Begriffsdefinition

Das reale Verhalten eine Materials ist gegeben durch seine Materialeigen-
schaften. Soll dieses mathematisch abgebildet werden, bedarf es einem
Materialmodell. Dieses bildet die Materialeigenschaften (oder einen Teil
dieser) fiir einen gewissen Giiltigkeitsbereich ndherungsweise ab. Jedes

Modell wird parametriert durch einen Satz Materialparametern, welche
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3.2 Piezoelektrische Gleichungen

das Materialverhalten erst quantifizierbar machen. Diese sind stets nur in
Zusammenhang mit der Definition eines Materialmodells sinnvoll definiert.

In dieser Arbeit liegt der Fokus zum einen auf der Bestimmung der
Materialparameter und zum anderen auf der Modellbildung fir das piezo-
elektrische Dédmpfungsverhalten. Die zu bestimmenden Materialparameter

sind vor dem Hintergrund des jeweiligen Materialmodells zu interpretieren.

3.2.2 Notation

Abbildung 3.2: Beispielhafte Indizierung des Spannungstensors.

Zur mathematischen Beschreibung piezoelektrischer Phanomene werden
mechanische und elektrische Grofien verkoppelt. Dies geschieht zunéchst
iiber die elektrische Feldstédrke E und die dielektrische Verschiebung D,
sowie die mechanische Spannung 7" und Dehnung S. Im dreidimensiona-
len Fall kénnen die Komponenten der elektrischen Groflen E;, D; mit
i,7 = {1,2,3} in jeweils einem Vektor E, D zusammengefasst werden.
Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Gréflen wird durch die Per-

mittivitdtsmatrix € mit den Elementen ¢;; dargestellt:

Dj = gijEz' (31)
D =¢cFE, (3.2)
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3 Mathematische Beschreibung piezokeramischer Materialien

wobei Gleichung 3.1 hier im Sinne der Einstein’schen Summenkonvention

> x;y; abkiirzend durch x;y; geschrieben wird [Ein16].

Bei den mechanischen Groflen 7" und S miissen zusétzlich auch Scherbe-
wegungen beachtet werden, was hier bereits fiir die Feldgroflen zu jeweils
zwei notwendigen Indizes fiithrt. Beispielhaft ist die Indizierung fiir eine
Flache mit Normalenvektor in xo-Richtung in Abbildung 3.2 gezeigt. Ty,
und S,,, mit k, I, m,n = {1,2,3} konnen dann jeweils in den Matrizen T'
und S zusammengefasst werden. Der Zusammenhang dieser beiden Grofien
iiber das Hook’sche Gesetz wird dann tiber den Steifigkeitstensor ¢ mit

den Elementen cy,,, realisiert:

Tk = ChimnSmi (3-3)
T = [& S. (3.4)

Fir diese gilt die Symmetrie Cyimn = Clknm = Cmnki, Welche genutzt werden
kann, um die Tensor-Matrix-Gleichung zu reduzieren. Die dazu verwendete
Voigt’sche Notation [Voi66] bildet stets einen Doppelindex kl beziehungs-
weise mn so auf einen einfachen Index i beziehungsweise 5 ab, wie es in
Tabelle 3.1 angegeben ist. Damit lassen sich nun mechanische Spannung
und Dehnung jeweils als Vektor mit 6 Elementen und die Steifigkeit als

6 X 6-Matrix schreiben:

=cS. (3.6)

Typischerweise sind die Scherungen in Voigt’scher Notation noch mit einem

Faktor zwel definiert:

S4 = 2023 = 2C32 (37)
55 == 2013 = 2031 (38)
Sﬁ == 2012 == 2021. (39)
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Tabelle 3.1: Bestimmung der Indizes fiir die Voigt’sche Notation.

Tensorindizes Voigt’sche Notation

kl/ mn i/ J

11 1

22

33
23 bzw. 32
31 bzw. 13
12 bzw. 21

S T = W N

3.2.3 Lineare Zustandsgleichungen

Zur Herleitung der linearen Zustandsgleichungen lasst sich von grund-
sétzlichen thermodynamischen Energiebetrachtungen ausgehen. Dabei gilt

allgemein fiir adiabate Zustandsdnderungen
dU = > FdF.,, (3.10)

wobei U die innere Energie und Fi, F; die jeweiligen intensiven und exten-
siven GroBen bezeichnet [Val; Noll6]. Fiir den piezoelektrischen, das heifit

elektrischen und mechanischen Fall, heifit das
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3 Mathematische Beschreibung piezokeramischer Materialien

Halt man jeweils eine der extensiven Groflen konstant, ergeben sich die

Zusammenhénge

U \P
T.. = 12
Y <(9Sij> (312)

S
E; = (35) : (3.13)

wobei die hochgestellte Grofle jeweils konstant angenommen wird. Geht
man von naherungsweise linearem Verhalten aus, lésst sich durch Taylor-

reihenentwicklung im Entwicklungspunkt null

_(oT;\° oT,; \°
OE; \° OF; \"°
Ei = <6Dk> Dk + <85k1> Skl (314b)

die mechanische Spannung und das elektrische Feld approximativ be-
stimmen. Mit Hilfe von Gleichung 3.12 und Gleichung 3.13 ergibt sich
daraus [Ber64; Smi05]

92U U \"
Ty=-——Dp+ | 1
97 9D,08, ”(asijaskl) S (3.152)
U \° 02U
E; = D : .15b
‘ <6Di8Dk>  ODage M (3.15b)

Fiithrt man die tiblichen Kenngrofien

0*U
hiky = hiij 90,05 (3.16)
ij

2U \"

D

Do ——— 1

Cz]kl <852]8S7d> (3 7)
U \°

S _
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3.2 Piezoelektrische Gleichungen

ein, ergeben sich die piezoelektrischen Gleichungen

Ty = —hije Dy + ¢3Sk (3.19a)
E; = KDy — hiij Sira Sk (3.19Db)

oder in Voigt’scher Notation

T=-h'D+cPS (3.20a)
E=£k°D - hS (3.20b)

mit

T = waa Tyya T227 Tyz; Tmz; sz]t

[

= 11, 15, T3, T1, T5, Tg]' (3.21)
S = [Supay Syy» Sz, 28y2, 2542, 25"

= [S1, 82, 83, 81, S5, Sel* (3.22)
E=|E,E,E,]

= [Ey, By, B3] (3.23)
D=[D,, D, D.]*

= [D1, Dy, D3] (3.24)
he RGP e RO 1S e RS, (3.25)

Unterschiedliche Formen der piezoelektrischen Gleichungen kénnen aus
unterschiedlichen thermodynamischen Potentialen durch Legendre-Trans-
formation (siche Abschnitt A.1) bestimmt werden [Smi05]:

S=dE+s"T (3.26a)
—~D =¢"E +dT (3.26b)
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S=g'D+s"T (3.27a)
E=r"D—gT (3.27b)
T =—-€e'E+c"S (3.28a)
D =¢°E + eS. (3.28Db)

Fiir piezokeramische Materialien sind die Materialmatrizen e, ¢® und €°
jedoch nicht vollbesetzt. Da die polarisierten Materialien transversal iso-
trop sind, miissen die Matrizen invariant gegeniiber Drehungen um die
Polarisationsachse sein. Drehungen um 90° miissen lediglich eine Vertau-
schung der Achsen mit sich bringen. Aus diesen physikalischen Symmetrien
resultieren auch Symmetrien der Materialmatrizen, sodass sich diese wie

folgt darstellen lassen:

c]fl c% 01153 0O 0 O
cth i 3 00 0
B = 0?3 01133 ng 0o 0 0
- 0 0 0 & 0 0
0 0 0 0 & o (3.29)
(0 0 0 0 0 cf
(0 0 0 0 e5 0 S0 0
e=|0 0 0 e5 0 0f e5=]0 £, 0
es1 ez ez 0 0 O 0 0 533

mit ¢ = 0,5 (¢} — ¢l). Damit sind nur zehn Parameter notwendig, um

das piezokeramische Material vollstandig zu beschreiben.
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3.2 Piezoelektrische Gleichungen

3.2.4 Differentialgleichung zur dynamischen

Beschreibung des piezoelektrischen Effekts

Zur Beschreibung eines piezoelektrischen Materials lasst sich ein Diffe-
rentialgleichungssystem aufstellen. Dazu wird unter der Annahme der

elektrostatischen Néherung eine Gleichung fiir das elektrische Verhalten
div{D} =0 (3.30)
und eine fiir das mechanische Verhalten
pOiu = div{T} = B'{T} (3.31)

genutzt, wobei u die Auslenkung und

9. 0 0]
0 8, 0
0 0 a.
B{\ = 3.32
B{} 0 o 8 (3.32)
a. 0 8,
0, 8 0

den Tensor-Divergenzoperator in Voigt’scher Notation in kartesischen
Koordinaten beschreiben. Quellen in Form von elektrischen Ladungen oder
aueren Kréften werden hier zunachst nicht beschrieben. Durch Einsetzen
der konstitutiven Gleichung 3.28a und 3.28b ergibt sich

0=div{e’E + eS| (3.33a)
pdiu = B" {—gtE + QES} ) (3.33b)
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Mit Hilfe von

S = ; (Vu + V'u,t) =B{u} (3.34)
E=-V¢ (3.35)

lasst sich ein verkoppeltes Differentialgleichungssystem der Auslenkung u
und des elektrischen Potentials ¢ schreiben [Lah08a; Kal07]:

0 = div{e°Ve — eB {u}} (3.36a)
pOiu = B {gthb +cB {u}} : (3.36b)

Im Frequenzbereich ergibt sich unter der Annahme harmonischer Vorgénge

durch Fouriertransformation mit der Kreisfrequenz w

0 = div{e’V¢ — eB {u}} (3.37a)
—pwu = B* {gthb +c"B {u}} . (3.37b)

Beschreibung in Zylinderkoordinaten

Eine Beschreibung in Zylinderkoordinaten setzt an den Grundgleichungen

S = ; (Vu+ Vu') (3.38)
pOiu = div {T} (3.39)
div{D} =0 (3.40)

an. Mit der Definition der Tensor-Divergenz in Zylinderkoordinaten

Oy Spr + £ 1050 + S — Spp) + 0.5,

div {S} = |0,5rp + L (0,554 + Srp + Ser] + 025, (3.41)
0y Sz 4 [0S0, + Sr2] 4 0.5
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3.2 Piezoelektrische Gleichungen

und der Vektor-Divergenz in Zylinderkoordinaten
div{D} =0,D, + - (a D,+ D,)+0.D,

sowie dem Vektor-Gradienten (siehe Abschnitt A.3)

Oyl % (Opur —uy)  Ou,
Vu = |0,u, % (Opuy +uy)  Oruy
Oy, %Qauz 0,u,

lassen sich die Grundgleichungen in Voigt’scher Notation mit

formulieren. Damit ergibt sich fiir Gleichung 3.38

S =G {u}
mit
0, 0 0
; 70, 0
0 0 0,
g{} N 0 %875 217'8‘:0 ‘
50. 0 30,
ECEOI

(3.42)

(3.43)

(3.49)

(3.50)
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Fiir die Bewegungsgleichung (Gleichung 3.39) erhélt man

pdiu =T {T} (3.51)
mit
O +1 to,-1) 0 0 0. 0
T{}=1] 0 10, 0 0. 0 0, +2 (3.52)
0 0 9. 0, 0.+ 0

und fiir Gleichung 3.40
D{D}=0 (3.53)
mit
D{}=[o+1 Lo, o (3.54)

Die piezoelektrischen Differentialgleichungen in Zylinderkoordinaten lauten
dann mit den oben definierten Operatoren und Vektoren in Voigt’scher

Notation

0="D{eVo - g {u}} (3.55a)
pOiu =T {Qthzﬁ + g {u}} : (3.55b)

Beschreibung einer piezoelektrischen Scheibe

i I

Abbildung 3.3: Rotationsflache einer piezoelektrischen Scheibe {2 mit voll-
flachigen Elektroden I, und Ij.
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Zur Beschreibung einer piezoelektrischen Scheibe mit vollflichigen Elek-

troden erweist sich eine Beschreibung in Zylinderkoordinaten als sinnvoll.

Abbildung 3.3 zeigt solch eine Anordnung, wobei auf der unteren Elektrode

das Potential 0 und auf der oberen Elektrode ein beliebiges Potential ¢y,

eingepragt wird. Dadurch kann eine zweidimensionale Betrachtung heran-

gezogen werden, da keine Auslenkung und keine Anderungen in azimutaler

Richtung zu erwarten sind (u, = 0 und 9, = 0). Die Konstanten und

Vektoren der konstitutiven Gleichungen ergeben sich in diesem reduzierten

Fall zu

O v 8 e

I

I

I

D,,D.]'
E,, E.]
_C% 0}132 01E3 0
C?z Clijl CE‘; 0
01133 ClEs 053 0
0 0 0

[0 0 0 615]

ez1 €31 esz 0

Die notwendigen Differentialoperatoren vereinfachen sich zu

G{}=

o 0
Lo
0 0,

1. 30,

(3.62)

(3.63)

(3.64)
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o+t 0 09, -1
0 0. o+ 0
D{}=10,+1 o, (3.66)

T{}= (3.65)

Zudem miissen Rand- und Anfangsbedingungen gesetzt werden. Zum einen
muss mechanische Spannungfreiheit an den Randern gewahrleistet werden.
Zum anderen muss im elektrischen Aquivalent die Normalenkomponente
der dielektrischen Verschiebung verschwinden. Das elektrische Potential

auf den Elektroden wird als gegebene feste Anregung ¢,,, angenommen.

N'T = 0 auf dem gesamten Rand (3.67)
D'n = 0 auf der Mantelfliche (3.68)
¢ = 0 auf der unteren Elektrode I (3.69)
® = Qanr auf der oberen Elektrode I, ( )

mit dem Flachennormalenvektor n = [n,, n,, n.| und

n. 0 0 n,
N'=10 n, 0 0]. (3.71)

0O 0 n, n,

Die Anfangsbedingungen lassen sich als Ruhezustand beschreiben: Potenti-

al, Auslenkung und Geschwindigkeit in alle Richtungen sind null [Kal07].

3.3 Beriicksichtigung von Dampfung

Neben dem oben beschriebenen, verlustfreien Fall gibt es unterschiedliche
Moglichkeiten geddmpfte Systeme zu beschreiben. Die unterschiedlichen
Déampfungsmodelle folgen dabei unterschiedlichen Motivationen und Her-
angehensweisen. Zunichst soll eine Ubersicht dreier Dampfungsmodelle
gegeben werden, wobei anfangs eine eindimensionale Betrachtung durch-

gefiihrt wird und erst danach die Erweiterung auf das mehrdimensionale
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3.3 Berticksichtigung von Dampfung

Modell erfolgen soll. Zusatzlich soll sich diese Arbeit ausschlieflich mit
mechanischer Dampfung befassen, da diesem Dampfungsmechanismus die

grofite Relevanz zugeschrieben wird [San97; Let93].

3.3.1 Rayleigh-Dampfung

Rayleigh-Dampfung beschreibt eine rein mechanische Démpfung. Es beruht
auf zwei geschwindigkeitsproportionalen gewichteten Termen, welche einen
masse- und einen steifigkeitsproportionalen Anteil darstellen. Die Gewich-
tung geschieht mit den beiden Rayleigh-Démpfungsparametern ay; und
ak. Das zugehorige eindimensionale Differentialgleichungssystem lautet

dann:

0 = 0,(50,¢ — ed,u) (3.72a)
pOtu = —anpdu + 0, (e0,¢ + E0u + axc®0,0,u). (3.72b)

Im Frequenzbereich kann diese Gleichung noch auf andere Art und Weise

dargestellt werden:

0 = 9,(c%0,¢ — edyu) (3.73a)
—pwu = —jwanpu + 0, (€0, ¢ + FOpu + jwakc®o,u). (3.73b)

Mit der Annahme oy = wéay und ag = %/ sowie durch Teilen beider
Gleichungen durch (1 — jay) lasst sich das Gleichungssystem in die Form

des ungedampften Systems jedoch mit komplexen Parametern bringen:

0= 3m(5§ay3x¢ — €RayOz ) (3.74a)
—pwtt = Oy (eRayOud + cgay(?xu) (3.74b)

33



3 Mathematische Beschreibung piezokeramischer Materialien

mit [Lah08a]
1 +JO~JK 1 —l—jOsz
E E E

= = 3.75

1 1
- _ 3.76
oy T A 1—jen© (3.76)

1 1
eﬁay = 5 = €5 (3.77)

1 — jan 1 joa

Vor allem im Kontext von FEM-Simulationen wird diese Art von Dampfung
typischerweise genutzt. Das liegt vor allem daran, dass diese rechenzeit-
optimiert implementiert werden kann (siche dazu Unterabschnitt 4.3.1).
Allerdings ist das Rayleigh-Dampfungsmodell nicht physikalisch motiviert
und birgt daher mégliche unphysikalische Effekte [Hal06).

3.3.2 Dampfung durch komplexe Konstanten

Komplexe Materialparameter sind im Allgemeinen eine Méglichkeit Damp-
fung zu beschreiben. Die einfachste Variante sind dabei konstante, fre-
quenzunabhéngige Materialparameter, die um einen Imaginarteil erganzt

werden:
CII;]omp = CE(l +j0[0). (378)

Die Motivation fiir dieses Dampfungsmodell liegt hauptséchlich in seiner
Einfachheit. Harmonische Schwingungen mit einer komplexen Konstanten
im Exponenten beschreiben eine abklingende Schwingung und damit ein
gedampftes System (siehe Abbildung 3.4). Allerdings ist auch dieses Modell
nicht kausal im Sinne der Kramers-Kronig-Beziehungen und damit streng

genommen unphysikalisch [Coh07].
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Auslenkung u
(e
T

-1t I | ] ]
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Zeit t

Abbildung 3.4: Vergleich einer geddmpften (rot) und ungedampften (blau)
Schwingung.

3.3.3 Zener-Modell

Im Gegensatz zu den beiden oben erwéhnten Beschreibungen fiir Damp-
fung ist das Zener-Modell physikalisch motiviert und gentigt somit der
Kausalitatsbedingung nach Kramers-Kronig [Nus72; Coh07; Kra27; Kro26].
Es bildet Relaxations- und Retardationsvorgénge im Material ab. Ein
aquivalentes Modell fiir die dielektrische Permittivitédt ist auch unter dem
Namen Debye-Modell bekannt [Pow98]. Durch ein mechanisches Ersatzmo-
dell aus zwei Federn und einem Dampfer (sieche Abbildung 3.5) kann das

Materialverhalten veranschaulicht werden. Dabei kann eine Feder durch
T =cS (3.79)
und ein Dampfer durch
T =n0,S (3.80)

beschrieben werden. Weiterhin gilt, dass die Dehnung der einzelnen Strénge
gleich ist und sich aus den Dehnungen der Einzelelemente der Strange
zusammensetzt. Fiir die mechanische Spannung gilt, dass diese sich in den

einzelnen Strédngen zu einer Gesamtspannung addiert, in den einzelnen
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///////////////////
///////////////////

Abbildung 3.5: Mechanisches Ersatzmodell fiir das Zener-Modell.

Stréangen jedoch gleich ist [War93]. Damit ergibt sich die Differentialglei-
chung fiir das Zener-Modell

T + TatT = Cl<S + dTatS) (381)

mit der Relaxationszeit 7 = nc;' und dem Steifigkeitsverhaltnis d =
(c1 +¢2) - ;. Im Frequenzbereich lisst sich daraus die komplexe, frequenz-

abhéngige Steifigkeit berechnen:

1+ jwdr
E E
= ) 3.82
Zen c 1 JwT ( )

3.3.4 Vergleich unterschiedlicher Dampfungsmodelle

Zum Vergleich der unterschiedlichen Dampfungsmodelle wird zunéchst ein
Déampfungsmafl definiert. Dies soll durch die Schwachung eines Signals
iiber den Ort geschehen und hier fiir rein mechanische, eindimensionale
Freiraum-Wellengleichungen hergeleitet werden. Dazu nehme man zunachst

eine ungedampfte Beschreibung an:

pdiu = cPo2u. (3.83)
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10
- —— Rayleigh
QZL —— kompl. Konst.
cEG 1071} - —— Zener
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Abbildung 3.6: Vergleich des Dampfungsmafles pq fiir unterschiedliche

Dampfungsmodelle.
(apy = 1,267-10°s, ax = 6,259 1071971 oy = 0,024,
7=1,6-10"s"1 d=1,05)

Als Ansatz wahlt man zeitlich und ortlich harmonische Wellen mit der

Kreisfrequenz w und der Wellenzahl ¢, sodass sich
—pw?u = —c"qu (3.84)
ergibt. Daraus folgt die Dispersionsbeziehung

pu?

9=\ (3.85)

Fiir eine iiber den Ort abklingende Welle wird die Wellenzahl komplex, was
in Ubereinstimmung mit der komplexen Steifigkeit steht, welche fiir die
unterschiedlichen Dampfungsmodelle definiert wurde. Als Dampfungsmaf

wird im Folgenden

~Im{q}
Ha = ~Relq) (3.86)
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betrachtet. Fiir geringe Dédmpfung, wie sie in Piezokeramiken typischerweise

auftritt, kann dies durch Linearisierung mit

Im <P
fq R 2Re{{cE}} (3.87)

approximiert werden. Fiir die drei beschriebenen Dampfungsmodelle ist
dieses Dampfungsmafl in Abbildung 3.6 dargestellt, wobei die jeweiligen
Dampfungsparameter so gewahlt sind, dass sich bei 1 MHz der gleiche Wert
ergibt.

3.3.5 Erweiterung der Dampfungsmodelle auf

dreidimensionale Materialien

Die beschriebenen Démpfungsmodelle sind zunéchst eindimensional defi-
niert. Zur Erweiterung der Dampfungsmodelle auf dreidimensionale Mate-
rialien soll hier nun eine Herangehensweise basierend auf der spektralen
Zerlegung der Materialmatrix beschrieben werden [The98; The00b; The00a;
Baul6; Car94]. Auch hier soll ausschlielich rein mechanische Dampfung
betrachtet werden, da diese mit méglichst wenigen zu optimierenden Para-
metern gut das Verhalten der Piezokeramik abbilden kann. Eine Betrach-
tung beztiglich der gesamten piezoelektrischen Materialmatrix, das heif3t
fiir eine Herangehensweise zur Beschreibung mechanischer, dielektrischer
und piezoelektrischer Démpfung, ist in Abschnitt C.2 zu finden. Im hier
betrachteten, rein mechanischen Fall wird fiir die Zerlegung jedoch nur die

Steifigkeitsmatrix herangezogen:
c*=BAB™, (3.88)

mit der Matrix der Eigenvektoren B = [by, ba, . . .| und der Diagonalmatrix

der Eigenwerte A von ¢®. Da es sich bei der Steifigkeitsmatrix um eine reelle
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und symmetrische Matrix handelt, ist die Eigenvektormatrix orthogonal,

sodass die Inverse durch die transponierte Matrix beschrieben werden kann:

c® = BAB' (3.89)
6
= > \b;bi". (3.90)
=1

Setzt man dies in die konstituierenden Gleichungen

T =cS (3.91)
6
=Y \ibib,'S (3.92)
i=1
6 ~
i=1

ein, ergeben sich die Eigendehnungen S;. Jeder dieser Eigendehnungen kann
nun ein eigener Verlustmechanismus mit jeweiligen Parametern zugeordnet
werden. Fir die Steifigkeitsmatrix transversal isotroper Materialien, welche
fiir radialsymmetrische Systeme auf eine 4 x 4-Matrix reduziert werden

kann (siehe Abschnitt 3.2.4), ergibt sich fiir die Eigenwerte und -vektoren

N = cu (3.94)

Ao = €11 — Cp2 (3'95)
2

+c12 + T2 —

N = C11 C;Q C33 n \/(Cll CZ C33) + 2¢}, (3.96)

2
‘1t tc cntciz—¢
A = ;2 33 \/( 11 Z 3) +2¢3, (3.97)
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b, = [0,0,0,1]' (3.98)

b, [1,-1,0,0]" (3.99)

1
V2

2013 2 2613 t
by = \/2+( ) [1,1, ,o} 3.100
’ ( A3 — C33 A3 — C33 ( )
-1
2013 2 2613 t
by — \/2+( ) [1,1, ,o} . 3.101
4 ( )\4 — C33 ) /\4 — (33 ( )

Hier wird ersichtlich, dass die erste Eigendehnung ausschlieflich eine Scher-

dehnung ist. Die zweite vereint radiale und azimutale Komponenten, wo-
hingegen die dritte und vierte Eigendehnung zusatzlich noch Komponenten
in Dickenrichtung beinhalten. Daher soll davon ausgegangen werden, dass
die dritte und vierte Eigendehnung dem gleichen Démpfungsmechanismus
unterliegen, sodass nur drei unterschiedliche Parametersatze fiir das jewei-
lige Dampfungsmodell betrachtet werden. Dies geschieht dann indem das
jeweilige frequenzabhéngige Verhalten des gewédhlten Dampfungsmodells
mit den Eigenwerten multipliziert wird. Fiir ein Zener-Modell ergibt sich

dann beispielsweise

~ 1 +jw7’1d1

A = _— 3.102
! caa 1 +jw7'1 ( )

~ 1 —|—jwr2d2

5o = (e — 3.103
2 (611 012) 1 —i—ijQ ( )

5 c11 + C12 + ¢33 \/(011 + c12 — 033)2 1 + jwTsds

A=[]—-——"T7— —2c2, | ————22 (3.104
3 ( 2 + 1 G 50, 104

X c11 + c12 + ¢33 \/(011 + c12 — 033)2 1 + jwTsds
M= —T"— — —2c2, | ———= (3.105
4 ( 2 4 B T30 010

sodass sich hier sechs zusatzliche Dampfungsparameter ergeben. Fir das

Déampfungsmodell mit komplexen Konstanten geschieht dies analog mit
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den Parametern ag i, apo und ap 3. Die Steifigkeitsmatrix, welche dieses

Dampfungsmodell beschreibt kann dann wieder durch
¢ = BAB® (3.106)

berechnet und fiir die Simulation genutzt werden.

Da das klassische Rayleigh-Dampfungsmodell als Referenz fiir ein typi-
scherweise in einem Simulationswerkzeug verfiighares Modell dient, soll es
nicht durch diesen Ansatz auf ein transversal isotropes Modell erweitert

werden.
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Finite-Elemente-Simulation

piezokeramischer Scheiben

Unterschiedliche Verfahren erlauben das Losen partieller Differentialglei-
chungen (zum Beispiel Finite-Differenzen-Verfahren, Finite-Volumen-Ver-
fahren, Finite-Integrationstechniken [Isel2]). In der Anwendung kommt
jedoch héufig die Finite-Elemente-Methode (FEM) zum Einsatz, da diese
sehr flexibel unterschiedliche physikalische Phadnomene und aufwéndige
Geometrien abbilden kann. Die Losung, die mit diesem Verfahren gefunden
wird, wird als schwache Losung bezeichnet, da die notwendigen Ablei-
tungen nur in einem generalisierten Sinne existieren miissen [Isel2]. In
diesem Kapitel wird das Simulationsverfahren im Allgemeinen, sowie not-
wendige Aspekte der Simulation piezokeramischer Scheiben im Speziellen

beschrieben.

4.1 Schwache Form der piezoelektrischen

Gleichungen

Fir die Simulation mittels FEM muss das gekoppelte Differentialglei-
chungssystem (Gleichung 3.36) zunéchst in eine schwache Form gebracht
werden. Dies fiihrt dazu, dass die Anforderungen an die Differenzierbarkeit
der Funktion verringert werden. Dazu werden die Gleichungen mit den

Testfunktionen v und w multipliziert, welche unendlich oft differenzierbar

43



4 Finite-Elemente-Simulation piezokeramischer Scheiben

gewahlt werden. Danach kann tiber das gesamte Gebiet (2 integriert werden,

sodass sich
p/vt <8t2u - onE)tu) d =
19
/vt (I {gtV¢ + "G {u} + axc®G {&u}}) dn (4.1a)

2
/ wD {5V + €6 {u}} d2 =0 (4.1b)

ergibt. Mit Hilfe des ersten Green’schen Integralsatzes
/9 div{grad{¥}}dN2 = — /grad{@} grad{¥}d{?
Q 2

+ /@n grad{¥}d{? (4.2)

mit den Funktionen © und ¥, dem Rechengebiet (2 und seinem Rand

I', dem Normalenvektor n und der abkiirzenden Schreibweise [ v'ud(2 =
0
(u, v) erhélt man

0 =p(0u, v) + anp(Ou, v)
- / v'N' (e'Vo + "G {u} + "G {du} + axc”G {u}) dI
r

+(e'Vo, G{v}) + ("G {u}, G{v})

+ax(c*G {du}, G{v}) (4.3a)
0 =(e3Ve, Vw) — (eG {u}, Vw)
+ / n'(eG {u} — e5Ve)wdl. (4.3b)
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Da sich die Anteile der Randintegrale auf Grund der Randbedingungen
der mechanischen Spannungsfreiheit zu null ergeben, vereinfacht sich die

schwache Form zu

0 =p(0u, v) + anp(Ou, v)

+(e'Ve, G{v}) +(c*G {u}, G {v})

+ak(c"G {du}, G{v}) (4.4a)
0=(e3Ve, Vw) — (eG {u}, Vw). (4.4b)

Fiir eine Scheibengeometrie, wie sie in Abbildung 3.3 gezeigt ist, gilt

zusitzlich

¢ = 0 auf der unteren Elektrode I (4.5)
¢ = Ganr auf der oberen Elektrode I,,,. (4.6)

Die schwache Form benotigt nun nur noch die Existenz der ersten ortlichen
Ableitung, nicht mehr auch die der Zweiten, wie in Gleichung 3.36a und
3.36b. Die Existenz der zusétzlich hinzukommenden Ableitungen der Test-
funktionen v und w koénnen stets durch geeignete Wahl dieser gewéhrleistet

werden.

4.2 Finite-Elemente-Methode zur Losung der

piezoelektrischen Gleichungen

Zur Approximation der schwachen Losung der piezoelektrischen Gleichun-
gen kann ein Finite-Elemente-Verfahren angewendet werden [Wag17; Hol68;
Zie05; Zhal7]. Dazu wird zunéchst das gesamte Rechengebiet in neen, Ele-
mente unterteilt. Das daraus entstehende Gitter, auch mesh genannt,

beinhaltet die Zusammensetzung der Elemente und deren Eckpunkte ng,
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auch Knoten genannt. Die gesuchten Feldgroflen werden dann je Element

mit Hilfe sogenannter Form- oder Ansatzfunktionen R'(r, z) gendhert:

o(r,z) = R (r,2) ™ (4.7)
w(r,z) = R'(r, 2)w" (4.8)
u(r, z) = R'(r, 2)u® (4.9)
v(r,z) = R'(r, 2)v" (4.10)

Der Vektor ¢* (und analog w™) setze sich aus den Knotenpotentialen an

den jeweiligen Knotenpunkten nk des Gitters zusammen:

P =[¢", ¢, 9" " (4.11)

Der Vektor u® (und analog v™) setzt sich aus den Knotenverschiebungen
in allen Raumrichtungen (im Fall radialer Symmetrie also u, und u,)

zusaminen:

0 1

O wr, . ., u™ ul ul, . ux] (4.12)

u = [u z? z

Die Ansatzfunktionen R'(r,z) werden im Vektor
R=[Rr,2), R (r,2),..., R"™(r, 2)]" (4.13)
beziehungsweise in der Matrix

0 nK
R R°(r, 2) R™(r, 2) 0 0 (4.14)
0 e 0 R(r,z) -+ R"™(r,z)
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zusammengefasst [Wagl7]. Setzt man nun Gleichung 4.7 bis 4.10 in die
schwache Form (Gleichung 4.4) ein, so ergibt sich

0=p / o2uS RRUO2oXdA0
/ eVI{R'$ ) G {RW ) a0

(
(c*g {R'u"}) g {R"} dn (4.150)

b\b

0 SV{R'$"}) V{R'w}d0

I
b\ -+
~—
|

— [ (eg {R"}) V{R'w"}de2, (4.15b)

:o\

Da nur die Ansatzfunktionen, jedoch nicht die Knotenpotentiale beziehungs-
weise Knotenauslenkungen eine ortliche Abhéangigkeit aufweisen, konnen
diese vor die Ableitungsoperatoren gestellt werden. Auflerdem miissen die

Gleichungen fiir beliebige Testfunktionen v und w erfiillt sein, sodass gilt:
0 =pd?uk' / RR'0
2
+ (pKt/V{Rt}tQQ{Bt} d.Q
I7;
+ oK /Q{Et}tQEQ (R} a0 (4.16a)
2
0 =K' / V{R'}'e*V{R'}d2
7

— WX / G {R'} ¢V{R}d. (4.16b)

In Matrixschreibweise ergibt sich damit [Kal07]

M 0 8tzu’K Kuu Kud) uK _
[0 0] [3,52¢K] " {wa _K¢¢] LbK] -0 (4-17)
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mit

M=) / RR'A0 (4.18)
K. - [¢{R} g {R}a0 (4.19)
Ky, = [ VIRV V(R0

2

K, - [G{R} eV{R}d02 (4.20)

Die rechte Seite, welche hier null ist, kann durch Quellterme der einzelnen
Knoten ergénzt werden, um eine elektrische oder mechanische Anregung
in Form einer elektrischen Ladung oder einer d&ufleren Krafteinwirkung zu

realisieren.

Die Ansatzfunktionen R'(r,z) werden typischerweise lokal gewihlt, das
heif}t fiir jeden Knoten ¢ sind die Ansatzfunktionen null, aufler fir die
direkt am Knoten angrenzenden Elemente. Fiir den am einfachsten dar-
stellbaren eindimensionalen Fall ist dies fiir lineare Ansatzfunktionen in
Abbildung 4.1a dargestellt [Kal07]. Nimmt man nun die Betrachtung
elementweise vor, so ist es sinnvoll, die jeweiligen Ansatzfunktionen in
globalen Koordinaten x auf ein Einheitselement in lokalen Koordinaten &
zu transformieren. Damit ergeben sich fiir den eindimensionalen Fall zwei
Element-Ansatzfunktionen R°(¢) und R'(£) aus Abbildung 4.1b im trans-
formierten Koordinatensystem. Gleiches gilt fiir den axialsymmetrischen
Fall, welcher durch ein zweidimensionales Gitter abgebildet werden kann.
Wird von Dreieckselementen ausgegangen, gehoren zu jedem Element drei
Knoten. Daher werden drei Element-Ansatzfunktionen benétigt, welche in

den transformierten Koordinaten (§,7) auf einem Einheitsdreieck (siehe
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1 1
S ©
& 05 & 05/
| I
01 2 3 4 00 0,5 1
X
— Rz) — R'(z) — R*(z) — RY(§) — RY(¢)
(a) Global (b) Lokal

Abbildung 4.1: Eindimensionale Ansatzfunktionen in globalen und lokalen
Koordinaten.

Abbildung 4.2) definiert werden [Zhal7]. Lineare Ansatzfunktionen kénnen

beispielsweise durch

RU(Em) =1-¢—n (4.21)
R'(&m) =¢ (4.22)
R*(&m)=n (4.23)

gegeben sein. Auch die Koordinatentransformation von (§,7) zu (r, z) des
Dreieckelements mit den Knoten (rg, o), (1, 21) und (rg, z5) ldsst sich nun

definieren:

RY (&,m)| - (4.24)
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Z9

Abbildung 4.2: Dreieckselement in lokalen und globalen Koordinaten.

Damit kann auf Elementebene beispielsweise die Element-Massematrix
M berechnet werden. Dazu muss das benétigte Integral ebenfalls in die

lokalen Koordinaten (£,7) transformiert werden:

M = /E(r 2)R(r,z)'df2 (4.25)
2

= p/B(r, 2)R(r, 2)'rdrdz (4.26)

=p [ | REmRET(E )\ Ildsan, (4.27)

wobei |J| die Determinante der Jacobi-Matrix der Koordinatentransforma-
tion ist, welche die Beziehung zwischen der Dreiecksfldche in globalen und

lokalen Koordinaten herstellt:

g |%r ol (4.28)
O¢z Opz

Die Gleichungen fiir die Eintrage der Jacobi-Matrix sowie fir r(£,7) in
Gleichung 4.27 ergeben sich mit Hilfe von Gleichung 4.24 und bediirfen

nur einer Ableitung der linearen Ansatzfunktionen.

50



4.2 Finite-Elemente-Methode zur Losung der piezoelektrischen Gleichungen

Fiir die Berechnung der Element-Steifigkeitsmatrizen K ws K ug und
K »o Missen zusétzlich noch die jeweiligen Differentialoperatoren G und

V in lokale Koordinaten transformiert werden [Zhal7|. Dafiir gilt:

8{ :i_lt ar _ {11 {12 ar (429)
Oy 0. Jo1 Jaa| |0,

und damit
110 + J120, 0
~ rt 0
gi{l = . . 4.30
| Jn0c + Ty Jn0e + 120,
V= ‘]:1185+‘]:128’7 . (4.31)
_ngag + J22877
Zusammenfassend konnen damit die Element-Matrizen wie folgt berechnet
werden:
1 1-n
M=y [ [ R&nRE ()Ll (4.32)
0 0
11-7
~ ~ ~ ~ t
K= / G{R'(&,n)} FG{R'(€,n)} r(&,mldldedy  (4.33)
0 0
1 1-—m . .
- = (=t 5 (5t
Ku= [ [ V{R(n)} eG{R (€0} r€mldlasay (439
0 0
1 1-m t t
~ ~ (=t ~ (=t
K= [ [ V{R(€n} SV{R €} riemldlagay.  (4.35)
0 0

Diese Integrale werden typischerweise numerisch gelost [Zhal7]. Dafir

bietet sich beispielsweise das Gaufl-Quadratur-Verfahren an, welches die
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Tabelle 4.1: Gewichte und Gauf}-Punkte fiir die Quadratur eines Einheits-
dreiecks.

Gewichtsfaktor Lokale Koordinaten
w; & i
—9/39 13 13
25 /o6 3/5 15
25 /o s 3/5
25 /o6 Lfs 1/s

Integration durch die gewichtete Summe der an unterschiedlichen Punkten

ausgewerteten Integranden realisiert:

1-n

| | femdedn~ Y @it (6. (436)

Im axialsymmetrischen Fall ist darauf zu achten, dass durch den r~!-Term
keine polynomiale Ordnung des zu integrierenden Ausdrucks angenommen
werden kann, sodass keine exakte Quadraturformel existiert [Cla00]. Je
hoher allerdings der Exaktheitsgrad der Quadratur gewahlt wir, desto
geringer ist der zu erwartende Fehler [Coo02]. Jedoch muss beachtet werden,
dass das Integral fiir r = 0 singuldr wird und daher nicht fiir die Quadratur
genutzt werden kann. Beispielsweise kann eine 4-Punkte-Quadratur wie in

Tabelle 4.1 angewendet werden.

Die so berechneten Element-Matrizen miissen nun in die Gesamtmatri-
zen integriert werden. Dieser Vorgang wird Assemblieren genannt. Dabei
wird eine Zuordnung der lokalen Elementknoten i,j € {1,2,3} zu den
globalen Knoten k,l € {nki,nks,nks} mit ngq,nke,nxs € {1, - -ng}
vorgenommen. Dann gilt:

7’7.7

Analog gilt dies fiir die Steifigkeitsmatrizen.
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4.2 Finite-Elemente-Methode zur Losung der piezoelektrischen Gleichungen

Natiirliche Randbedingungen sind hier Neumann-Randbedingungen, bei
denen die normalen Ableitungen am Rand null sind, da die Randintegrale
in Gleichung 4.4 zu null gesetzt werden. Dies beschreibt einen spannungs-
freien Rand. Dirichlet-Randbedingungen konnen direkt in die Matrizen
integriert werden. Dazu wird fiir den jeweiligen Knoten die entsprechende
Zeile zu null und das entsprechende Diagonalelement zu eins gesetzt. Zu
dem jeweiligen Element des Anregungsvektors wird der Wert, den die
Auslenkung beziehungsweise das Potential in diesem Knoten annehmen
soll, addiert.

4.2.1 Elemente hoherer Ordnung

Neben linearen Ansatzfunktionen, wie sie beispielhaft in Abbildung 4.1a
dargestellt sind, kommen haufig auch Funktionen héherer Ordnung zum
Einsatz. Bekannte Beispiele sind hier Lagrange- oder Legendre-Polynome

der Ordnung p. Lagrange-Ansatzfunktionen sind definiert durch

i & £ — gj
R = | | 4.38

mit den Element-Eckpunkten & j;. Vorteilhaft ist hier die Interpolati-
onseigenschaft der Lagrange-Polynome (Abbildung 4.3a) Die berechneten
Werte der Knotenverschiebungen und -potentiale entsprechen direkt den
Verschiebungen und Potentialen an den Knoten. Problematisch ist je-

doch, dass fiir jede Polynomordnung eine komplett neue Basis, das heif3t
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4 Finite-Elemente-Simulation piezokeramischer Scheiben

die Menge der Ansatzfunktionen bestimmt werden miissen. Dies ist bei

Legendre-Polynomen R'(€)

£
R(©) = [ Li-ay)dy (439)
lo(§) =1 (4.40)
L1(§) =¢ (4.41)
() = 50l — 1) (4.42)

nicht der Fall. Die Ansatzfunktionen kleinerer Polynomordnungen sind
stets in der Basis der hoheren Polynomordnung enthalten (siehe Abbil-
dung 4.3b). Dieses hierarchische Verhalten kann vorteilhaft genutzt werden,
wenn die Polynomordnung gedndert werden soll oder wenn unterschiedli-
che Rechengebiete durch unterschiedliche Polynomordnungen abgebildet
werden sollen. Jedoch besitzen sie nicht die Interpolationseigenschaft der
Lagrange-Polynome. Die Wahl der Elementgrofie A und des Polynomgrads
p kann das Konvergenzverhalten der Simulation stark beeinflussen. Fiir
elastische Probleme soll jedoch eine Polynomordnung von mindestens p = 2
gewahlt werden [Bak02]. Der bei gegebener Elementgrofie h und Wellenzahl
¢ minimale Polynomgrad kann durch

p > QO - ; + (qh)% (4.43)
bestimmt werden [Haul6; Ain04]. Eine Betrachtung zur Konvergenz fiir

die in dieser Arbeit verwendete Simulation ist in Abschnitt 5.1 zu finden.
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4.2 Finite-Elemente-Methode zur Losung der piezoelektrischen Gleichungen

p=1 p=2 p=3
1 1 ) — RY(¢)
0.5 . § — R'(§)
<3 . | | 4*%@)
sl 0 1 o 1| 0 RO
¢ £ €

(a) Lagrange-Ansatzfunktionen

p=1 p=2 p=3
1 1 1 — R°(¢)
. 05) : | —RY()
s 0 | _22(5)
sl Z L o 1 0 =1 (€)

14 3

(b) Legendre-Ansatzfunktionen

Abbildung 4.3: Lagrange- und Legendre-Ansatzfunktionen fiir unterschied-
liche Polynomordnungen p.

4.2.2 Losung im Frequenzbereich

Fiir eine Losung im Frequenzbereich kann die zeitliche Ableitung in eine
Multiplikation mit jw iiberfithrt werden, sodass das Gleichungssystem nach

dem gesuchten Vektor [uX, ¢¥]* aufgelost werden kann:

2 | M0 Ko Koy u —
S ) SR

Nun kann fiir unterschiedliche Kreisfrequenzen die Knotenauslenkung
beziehungsweise das Knotenpotential bestimmt werden. Damit die Matrizen
trotz der Frequenzabhangigkeit nicht in jedem Frequenzschritt vollstandig

neu assembliert werden miissen, konnen Dirichlet-Randbedingungen vorher
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4 Finite-Elemente-Simulation piezokeramischer Scheiben

getrennt in die Massematrix M und in die Steifigkeitsmatrix K eingebaut
werden. Mit sich andernder Frequenz muss dann nur die Massematrix mit
der Kreisfrequenz multipliziert werden und die Matrizen werden addiert.

Um diese Addition auszugleichen, wird der Anregungsvektor g angepasst:
gp = (—* +1)g. (4.45)

Auch fir gedampfte Systeme beispielsweise mit Rayleigh-Démpfung kann

dies in dhnlicher Weise
gp = (—w’ + 1+ jw(o + ax))g (4.46)

geschehen. So miussen fiir jede Frequenz nur Additionen und Multiplikatio-
nen, jedoch keine Neu-Assemblierung der Matrizen vorgenommen werden.
Elementweise Zugriffe auf die Matrizen und Vektoren sind nicht notwendig,

was die Rechenzeit verringert.

4.2.3 Losung im Zeitbereich

Die Losung der Differentialgleichung ist bei harmonischer Anregung durch
Fouriertransformation méglich. Fiir transiente Losungen muss zusétzlich
zur Ortlichen Diskretisierung durch die FEM eine Diskretisierung der
Zeit vorgenommen werden. Fiir die hier betrachteten piezoelektrischen
Gleichungen eignet sich zur Zeitdiskretisierung vor allem das Newmark-
Verfahren [New59], da dieses speziell fiir mechanische Bewegungsgleichun-
gen entwickelt wurde. Der elektrische Teil der gekoppelten Gleichungen
enthalt aufgrund der elektrostatischen Naherung keine Zeitabhéngigkeit.
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4.2 Finite-Elemente-Methode zur Losung der piezoelektrischen Gleichungen

Grundlagen des Newmark-Verfahrens

Das Newmark-Verfahren beschreibt eine Klasse an moglichen Zeitschritt-

verfahren, die sich alle durch folgende Update-Regeln auszeichnen:

1
Up+1 = Up + Atatun + At2 |:<2 - 6) 8t2un + Bafun_,_l (447)
= T, + A2 307U 11 (4.48)
Ot 1 = Opuy, + At [(1 — ¥)0%u, + ’y@funﬂ} (4.49)
= Oyily, + Aty Up 1, (4.50)
mit u,, = ult,] und At = t,1 — t,. Unterschiedliche Werte fir § und ~y

beschreiben dabei unterschiedliche Zeitschrittverfahren. Fir 28 >~ > 0,5
ist das Newmark-Verfahren unabhéngig von der Wahl der Schrittweite At

stabil. Zwei Verfahren sind dabei von besonderem Interesse.

Newmark-Verfahren mit linearer Beschleunigung Unter der Annah-
me eines linearen Verlaufs der Beschleunigung 0?u miissen bei einer
Taylorreihen-Entwicklung stets nur maximal dritte Ableitungen der Aus-

lenkung u beriicksichtigt werden. Damit ergibt sich:

2 (t — tn)2 3
Ou(t) = dyu, + (t — t,)0;u, + Tﬁt U, (4.51)

Mﬂ%%+@—%m%+@i;)$n+@(3)$n (4.52)

Durch Approximation der dritten Ableitungen mittels Vorwértsdifferen-

zenquotienten

Py — OFuy,
At

O, ~ (4.53)

o7



4 Finite-Elemente-Simulation piezokeramischer Scheiben

und den Ubergang von t auf ¢, ergibt sich

At
Ortinir ~ Dot + - |07t + Ot 41 (4.54)

| 1
U1 7ty + AL, + AL {3@2%“ + 2O (4.55)

was einem Newmark-Verfahren mit 5 = /6 und v = !/2 entspricht. Damit

ist es nur fur bestimmte Schrittweiten At stabil.

Newmark-Verfahren mit konstanter Beschleunigung Unter der An-
nahme einer konstanten Beschleunigung miissen jeweils nur maximal zweite

Ableitungen der Auslenkung u berticksichtigt werden:

Opu(t) ~ Opuy + (t — t,) 0 un (4.56)
(t — tn)2 2

Néahert man nun 97u(t) durch einen Mittelwert an den zwei Punkten t,

und ¢,

Ofu(t) = - (0funsr + OFuy) (4.58)

| —

ergibt sich durch Einsetzen und erneuten Ubergang von t nach t,;

At
0tun+1 ~ (9tun + 7(83'&714_1 + Q?Un) (459)

1 1

Damit erhélt man ein Newmark-Verfahren mit den Parametern 5 = 1/1

und v = 1/2, welches unabhéngig von der Wahl der Schrittweite stabil ist.
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4.2 Finite-Elemente-Methode zur Losung der piezoelektrischen Gleichungen

Newmark-Verfahren fiir mechanische und piezoelektrische

Differentialgleichungen

Da bei den piezoelektrischen Gleichungen auf Grund der elektrostatischen
Néherung nur der mechanische Teil eine Zeitabhéngigkeit aufweist, muss
fiir die Zeitdiskretisierung ausschliefilich der mechanische Teil betrachtet
werden. Soll nun die schwache Form der piezoelektrischen Gleichungen
(Gleichung 4.4)

PO 11, ©) + (€'V i1, G{v}) + ("G {uni}, G{v}) =0 (4.61a)
(5V i1, Vw) — (€G {ttny1}, Vw) =0 (4.61b)

diskretisiert werden, geschieht dies durch Einsetzen von Gleichung 4.48
und Gleichung 4.50:

PO unsr, v) + Aty(eG {Funii |, G {v})
+(e'Voni1, G{v}) = —("G{@.}, G{v}) (462a)
<§Sv¢n+lv Vw) - At25<Qg {un-i-l}v Vw> = <§Q {ﬂ’n}a Vw). (4'62b)

Damit ergibt sich das iterative Vorgehen bei der Losung der zeitabhangigen

piezoelektrischen Gleichungen wie folgt [Kal07]:

1. O,y = Opu, + At(1 — 7)02u,

1
i, = w, + Atdyu, + AL (2 _ 5) 02,
2. Losen von Gleichung 4.62

3. 8fun+1 = oy, + At’yé?funﬂunﬂ =u, + AtQBafunH
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4 Finite-Elemente-Simulation piezokeramischer Scheiben

4.3 Simulation unter Beriicksichtigung

unterschiedlicher Dampfungsmodelle

Die simulative Realisierung des Einbeziehens von Dampfung hangt stark

vom gewdhlten Dampfungsmodell ab.

4.3.1 Rayleigh-Dampfung

Das Rayleigh-Démpfungsmodell findet bei FEM-Simulationen sehr haufig
Anwendung, da sich hier die Element-Dampfungsmatrix direkt durch ge-
wichtete Summation der Element-Masse- und Steifigkeitsmatrix ergibt, so-
dass die bereits assemblierten Matrizen genutzt werden kénnen. Zusétzlich
ergibt sich ein Vorteil durch die Diagonalisierbarkeit der Dampfungsma-
trix. Im Allgemeinen sind die Moden gedampfter Systeme nicht wie bei
ungeddmpften Systemen orthogonal. Fiir das Rayleigh-Démpfungsmodell
gilt diese Orthogonalitat jedoch weiterhin. Um dies zu zeigen, geht man
zunédchst vom ungeddmpften System aus Gleichung 4.17 aus [Cra06]. Das

zugehorige generalisierte Eigenwertproblem ist
(K —w*M)u=0, (4.63)
mit den Eigenwerten w; und den Eigenvektoren w,;, welche in

A = diag(w;) (4.64)
u = [uj, us,...| (4.65)

zusammengefasst werden konnen. Damit lésst sich jeder Verschiebungsvek-

tor als gewichtete Summe der Eigenvektoren schreiben:

u = u, (4.66)

60



4.3 Simulation unter Berticksichtigung unterschiedlicher Dampfungsmodelle

wobei @ die Verschiebung in sogenannten modalen Koordinaten ist. Fir

normierte Eigenvektoren gilt dann

u'Mu=1 (4.67)
uKu=A, (4.68)

sodass das generalisierte Eigenwertproblem diagonalisierbar ist und somit
die einzelnen Differentialgleichungen entkoppelt werden kénnen. Wird nun
ein masse- und ein steifigkeitsproportionaler Dampfungsanteil hinzugefiigt

ergibt sich folgende Differentialgleichung:
MOo*u + Cou+ Ku =0 (4.69)
mit
C=ayM + ox K. (4.70)
Fir diese Definition der Dédmpfungsmatrix C' gilt

u'Cu = ayu'Mu + axu' Mu (4.71)
=aul + axA, (4.72)

sodass auch diese Matrix diagonalisierbar ist und auch das mit Rayleigh-
Dampfung beaufschlagte Differentialgleichungssystem entkoppelt werden
kann. Das Rayleigh-Dampfungsmodell kann im Zeitbereich (zum Beispiel
mit dem oben beschriebenen Newmark-Verfahren) gelost oder auch im

Frequenzbereich durch komplexe Materialparameter abgebildet werden.

4.3.2 Dampfung durch komplexe Konstanten

Mit komplexen Konstanten kann im Frequenzbereich analog zum rein reel-

len Fall umgegangen werden, sodass sich die Art und Weise der Berechnung
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4 Finite-Elemente-Simulation piezokeramischer Scheiben

nicht verédndert, sondern durch die Komplexwertigkeit nur die Rechenzeit
erhoht wird.

4.3.3 Zener-Modell

Auch andere frequenzabhingige Modelle wie das Zener-Modell kénnen auf
einfache Art und Weise nur im Frequenzbereich implementiert werden.
Hier miissen dann in jedem Frequenzschritt die komplexen Parameter
angepasst werden, was stets eine komplette Assemblierung der Element-
Matrizen mit sich bringt und daher l&dngere Rechenzeiten verursacht. Im
Zeitbereich ergibt sich fiir das Zener-Modell stets eine Faltung, sodass die
gesamte Historie der Feldgroflen mit einbezogen werden miissten, was zu
erheblichem Speicher- und Rechenaufwand fithrt [Car88]. Daher werden

fir diesen Fall nur Simulationen im Frequenzbereich betrachtet.

4.4 Unterschiedliche Verfahren zur

Impedanzberechnung

Die frequenzabhangige Impedanz einer Piezokeramik kann simulativ im
Zeit- oder im Frequenzbereich bestimmt werden. Die Berechnung im Zeit-
bereich hat den Vorteil, dass durch das Zeitschrittverfahren (siche Ab-
schnitt 4.2.3) die fir die FEM notwendigen Matrizen nur ein einziges Mal
erzeugt werden miissen. Dadurch kann recht schnell die gesamte Impe-
danz bestimmt werden. Die Frequenzbereichssimulation muss fiir jeden
Frequenzpunkt die Matrizen neu berechnen. Allerdings miissen hier nur
die Frequenzpunkte berechnet werden, die auch wirklich ben6tigt werden.

Probleme mit Aliasing durch Unterabtastung treten nicht auf.

4.4.1 Impedanzberechnung durch Zeitbereichssimulation

Im Zeitbereich wird als Anregesignal ein Potential ¢(¢) in Form eines Drei-

eckspuls genutzt [Kal07]. Dies kann beispielsweise auf I, als Dirichlet-
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4.4 Unterschiedliche Verfahren zur Impedanzberechnung

Randbedingung eingepragt werden. Der gegeniiberliegende Elektrode [§
wird dann ein ground-Potential ¢ = 0 zugewiesen. Durch Fouriertrans-
formation konnen die zeitabhangigen Groéflen dann zur Berechnung einer

frequenzabhéngigen Impedanz beitragen:

_ P(w)
Z(w) = 0] (4.73)
mit
Q= / Ddr (4.74)
_ / —5V¢ + eB {u} T’ (4.75)

Da der Dreieckspuls eine unendlich hohe Abtastfrequenz mit sich brin-
gen miisste, ist ein gewisser Aliasingeffekt unvermeidbar. Damit dieser
im betrachteten Frequenzbereich jedoch vernachlassigbar bleibt, ist hier
eine Abtastfrequenz von f,,; = 50 MHz gewahlt. Damit ist bei einem
Dreieckspuls A mit einer Breite von 200 ns die periodische Wiederholung
im Spektrum bei 4 MHz (das heit f = 0,5 - fa,, — 4 MHz) auf unter 0,5 %
abgeklungen [Kamo08§]:

(2 2
A< t > 2Oonssm( 00 ns 7'rf2)
200 ns (200ns - 7tf)

(4.76)

Die Betrachtung bezieht sich zunachst auf das Eingangssignal, kann je-
doch auch als erste Abschétzung fiir die Impedanz genutzt werden. Durch
Vergleich mit der harmonischen Analyse lésst sich der Aliasingfehler iden-

tifizieren.
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4 Finite-Elemente-Simulation piezokeramischer Scheiben

4.4.2 Impedanzberechnung durch

Frequenzbereichssimulation

Im Frequenzbereich muss fiir jeden Frequenzpunkt die frequenzabhéngi-
ge FEM-Matrix berechnet werden. Jedoch muss hier nur die Anzahl der
tatsdachlich benotigten Frequenzen betrachtet werden, da keine Aliasing-
oder Auflésungsprobleme auftreten konnen. Auflerdem ist es mit dem in
Unterabschnitt 4.2.2 beschriebenen Vorgehen moglich, dass Teile der Ma-
trizen vorher berechnet werden und fiir jeden Frequenzpunkt nur noch
Multiplikationen mit Konstanten und Additionen von Matrizen durchge-
fiihrt werden miissen, welche auch auf diinn-besetzten Matrizen effizient
moglich sind. Potential und Ladung ergeben sich dann direkt als frequenz-
abhangig und kénnen ohne Transformation mit Hilfe von Gleichung 4.73

zur Impedanzbestimmung genutzt werden.

4.4.3 Vergleich der Verfahren zur Impedanzberechnung

Die Unterschiede zwischen Zeit- und Frequenzbereichssimulation sind in
Abbildung 4.4 dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Abweichun-
gen bis zur ersten Dickenresonanz (ca. 2 MHz bis 3 MHz) gering sind. Fur
hohere Frequenzen ergeben sich deutliche Unterschiede, die jedoch mit der
Erhohung der Abtastfrequenz der Zeitbereichssimulation abnehmen.

Neben den Betrachtungen in Zeit- und Frequenzbereich soll die Richtig-
keit der numerischen Berechnung auch durch den Vergleich unterschiedlich-
er Implementierungen der Simulation validiert werden. Zum einen kommt
das Simulationswerkzeug CFS++ (Coupled Field Simulation in C++)
der TU Wien zum Einsatz [Kall0; openCFS20]. Zum anderen wird als
Vergleichssoftware eine Implementierung in Python [Ros95] der in Ab-
schnitt 4.2 beschriebenen Gleichungen und eine Implementierung mit Hilfe
der Software FEniCS [Logl2] gewihlt. Die sehr gute Ubereinstimmung der
Ergebnisse ist in Abbildung 4.5 zu sehen.
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—— harmonisch
—— transient
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Abbildung 4.4: Vergleich der simulierten Impedanz durch transiente und
harmonische Simulation.
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Abbildung 4.5: Vergleich unterschiedlicher FEM-Implementierungen.

65






Realisierung des inversen

Verfahrens

Als inverses Verfahren beschreibt man ein Vorgehen, bei dem man von
einer gegebenen Wirkung auf die Ursache schlieft. Mathematisch wird die
zugehorige Losung als Optimierungsproblem beschrieben, bei dem eine
Ursache gesucht wird, welche in Bezug auf ein sogenanntes Vorwéartsmodell

die gemessene Wirkung bestmoglich abbildet:

p®" = argmin J (y™, p), (5.1)
P

wobei p die Ursache, y™* die gemessene Wirkung, .J eine geeignete Zielfunk-

Pt die Ursache, welche die Zielfunktion minimieren, beschreiben.

tion und p
Das allgemeine Vorgehen zur Losung solch eines Problems ist in Abbil-
dung 5.1 dargestellt. Diese Art von Problemen entstehen beispielsweise,
wenn Groflen nicht direkt messbar sind. In diesem Fall kann jedoch deren
Wirkung auf eine andere Grofle erfasst werden, welche besser zugénglich
sind. Die Bestimmung der nicht direkt messbaren Groéflen erfolgt dann
tiber das Losen eines inversen Problems [Lou89].

Dies ist auch in der vorliegenden Arbeit der Fall. Die Materialparameter
einer piezokeramischen Probe werden aus der Messung der elektrischen
Impedanz bestimmt. Dabei gilt fiir alle folgenden Betrachtungen, wenn

nicht anders erwahnt:

» Es werden piezokeramische Scheiben mit einem Durchmesser von
10 mm und einer Dicke von 1 mm genutzt.

e Die Dichte wird aus der Bestimmung der Masse und des Volumens ge-
wonnen und ist daher nicht Teil des zu optimierenden Parametersatzes

des inversen Verfahrens.
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Messung > Startwerte
pn+1
Dy <
\
Optimierungs-
Vorwartsmodell P . &
algorithmus
Zsim
> Zielfunktion

Abbildung 5.1: Schematische Darstellung des Optimierungsprozesses.

» Die Frequenzauflosung, die fiir die Optimierung gewahlt wird, betragt
6250 Hz.

o Der betrachtete Frequenzbereich erstreckt sich von ca. 125 kHz bis
5,6 MHz.

Bei inversen Problemen stellt sich immer auch die Frage nach der Exis-
tenz, Eindeutigkeit und Stetigkeit der Losung. Als erstes untersuchte diese
Phénomene Hadamard [Had02].

Wenn diese drei Kriterien erfiillt sind, gilt das Problem als gut-gestellt.
Vor allem bei realen Systemen, welche immer gewissen Messunsicherheiten
unterliegen, kann nicht damit gerechnet werden, dass das Vorwéartsmodell
die Realitdt exakt abbildet. Daher wird die Zielfunktion typischerweise

nicht null, sondern nur hinreichend klein.

Im Folgenden werden die unterschiedlichen Bestandteile des inversen
Problems - das Vorwartsmodell, das Messsystem, die Startwertschétzung
und das Optimierungsverfahren - fiir die Materialparameterbestimmung

piezokeramischer Scheiben durch Impedanzmessung beschrieben.
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5.1 Das Vorwartsmodell

Die vorgestellte FEM-Simulation dient als Ausgangspunkt fiir das Losen
eines inversen Problems zur Materialparameterbestimmung. Dazu muss zu-
néchst eine geeignete Messanordnung, die eine Bestimmung aller relevanten
Parameter ermoglicht, gefunden und diese dann in einem Simulationsmodell

abgebildet werden.

5.1.1 Angepasste Elektrodenstruktur

Eine geeignete Messanordnung ist unter anderem dadurch bestimmt, dass
die Messgrofie sensitiv auf die zu bestimmenden Parameter ist. Das heif3t
in diesem Fall, dass eine Anderung der Materialparameter sich in der
Messgrofle Impedanz niederschlégt. Dies muss fiir jeden der zu bestimmen-
den Parameter gelten. Bei piezokeramischen Scheiben mit vollflachigen
Elektroden, wie man sie typischerweise erwerben kann [PI19], ist dies
jedoch nicht der Fall. In der piezoelektrischen Scheibe ergibt sich durch
die symmetrische Struktur ein nahezu homogenes elektrisches Feld. Da die

Feldlinien damit jedoch nur eine z-Komponente haben, bleiben Anderun-

10* 7

10°

T T TTTIT

—_
@)
[N}

T T TTTIT

Impedanz |Z| / Q

10"

Frequenz f / MHz

Abbildung 5.2: Einfluss der Variation von &}, auf die Impedanz einer pie-
zokeramischen Scheibe mit vollfldchigen Elektroden.

69



5 Realisierung des inversen Verfahrens
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Abbildung 5.3: Schematische Darstellung der Ringelektrodenanordnung.

gen in Parametern, welche diese Richtung nicht direkt beschreiben in der

Impedanz unbemerkt.

Am deutlichsten ist dies im Fall von &5, zu sehen. In Abbildung 5.2 wird
deutlich, dass eine Anderung von &3, keine nennenswerte Anderung in der
Impedanz hervorruft, sodass der Wert der Permittivitdt auch nicht durch
Impedanzmessung an einer scheibenféormigen Piezokeramik mit vollflachi-
gen Elektroden bestimmt werden kann. Eine Moglichkeit zur Erhohung
der Sensitivitidt wéare die Wahl einer anderen Geometrie. Da allerdings
scheibenférmige Keramiken in der Anwendung eine groie Relevanz haben
und die Parameterbestimmung direkt an der in der jeweiligen Applikati-
on genutzten, uniken Piezokeramik erfolgen soll, wird an der Geometrie
festgehalten. Was jedoch als Freiheitsgrad offen steht, ist die Elektroden-
struktur [Unv13; Kull5]. Durch eine inhomogene Elektrodenstruktur kann
sich ein elektrisches Feld ausbilden, welches Komponenten in alle Richtun-
gen aufweist, sodass zu erwarten ist, dass die Sensitivitat der Impedanz
auf die Materialparameter erhoht werden kann. Um weiterhin eine ra-
diale Symmetrie, welche die Rechenzeit-Vorteile einer zweidimensionalen
Simulation mit sich bringt, beizubehalten, wird eine Anordnung mit drei

Ringelektroden gewahlt.

Abbildung 5.3 zeigt die schematische Darstellung der Elektrodenanord-

nung. Die Radien r; sind dabei so bestimmt, dass sich eine moglichst hohe
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Abbildung 5.4: Einfluss der Variation von &}, auf die Impedanz einer pie-
zokeramischen Scheibe mit Ringelektrodenanordnung.

Sensitivitit auf alle Materialparameter ergibt. Eine geeignete Konfiguration
ergibt sich zu [Jurl9; Fel20b]

t
r=[368mm 3,99mm 399mm 4,99mm| . (5.2)

Zwischen den drei Elektroden werden drei Impedanzen gemessen, wobei
immer jeweils zwei Elektroden kurzgeschlossen werden und zur dritten
gemessen wird [Fel19b]. Folgende Bezeichnungen sollen im Folgenden ver-

wendet werden:

Zy: Impedanz zwischen ely kurzgeschlossen mit els und ely
Zo: Impedanz zwischen el; kurzgeschlossen mit el; und el

Z3: Impedanz zwischen el; kurzgeschlossen mit ely und el

Beispielhaft zeigt Abbildung 5.4 die Variation des Parameters £}, fiir
7. Hier ergibt sich eine zwar geringe, aber doch sichtbare Verdnderung der
Impedanz und somit eine gesteigerte Sensitivitdt beziiglich des Parameters

g}, der Ringelektrodenanordnung gegeniiber einer vollflichigen Elektrode.
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

5.1.2 Simulationsmodell

O

|
| I'en o2

VST

Abbildung 5.5: Geometrie des zweidimensionalen Modells einer piezoelek-
trischen Scheibe.

Das hier genutzte Vorwartsmodell basiert auf einer oben beschriebe-
nen Losung der piezoelektrischen Differentialgleichungen durch die Finite-
Elemente-Methode. Dabei kann auf Grund der radialsymmetrischen Geo-
metrie eine zweidimensionale Betrachtung genutzt werden. Das Geometrie-
modell entspricht dann einem Rechteck, wobei eine Seitenkante die Rotati-
onsachse bildet (Abbildung 5.5). Dieses Rechengebiet muss fir die FEM-
Simulation diskretisiert werden. Dies ist mit dem Programm Gmsh [Geu09]
automatisiert moglich. Fiir das hier genutzte Vorwartsmodell wird ein
unstrukturiertes Gitter erzeugt, welches beispielhaft in Abbildung 5.6
dargestellt ist.

Diese ortliche Diskretisierung beeinflusst mafigeblich das Ergebnis der
Simulation. Dabei kann einer Verfeinerung zum einen durch eine kleinere
Elementgrofie A und zum anderen auch durch eine hohere Polynomordnung

der Ansatzfunktionen p erzielt werden. Eine geeignete Konfiguration fiir

OO
S

S XN
B AS
hetieV LK
SO SRR

Abbildung 5.6: Gitter des zweidimensionalen Modells einer piezoelektri-
schen Scheibe mit Elementgrofie A = 60 pm.
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5.1 Das Vorwartsmodell

Elementgrofie und Polynomordnung, die zum einen einen annehmbaren
numerischen Fehler mit sich bringt und zum anderen trotzdem in einer
akzeptablen Rechenzeit 16sbar ist, soll durch Vergleich mit einer Referenz-
simulation gefunden werden. Die Referenzimpedanz wird durch Simulation
mit sehr kleiner Elementgréfie und hoher Polynomordnung durchgefiihrt.
Damit sind die zu erwartenden numerischen Abweichungen sehr gering, so-
dass die Abweichungen zwischen Simulationen mit anderen Konfigurationen
und dieser Referenz Riickschliisse auf die Qualitdt dieser Konfigurationen
gibt. Fur die Referenz wird hier die Elementgrofie h = 60 pm (entspricht
ca. 33 Elementen pro Wellenlange fiir die erste Dickenresonanz) und die

Polynomordnung p = 5 gewéhlt. Die quadratische Abweichung

110g1 (| Zsimm (p, 1)) = 10810 (| Zeim (p = 5, h = 60 um) )| (5-3)

summiert tiber die drei Impedanzen und alle Frequenzen bis 5,6 MHz und

die jeweils zugehorige Berechnungszeit ist in Abbildung 5.7 dargestellt.

Zusétzlich zur Abweichung kann auf Grund der Elementgrofie und der
Polynomordnung abgeschéitzt werden, bis zu welcher Frequenz diese Konfi-
guration geeignet ist und tber der groflere numerische Abweichungen zu
erwarten sind. Wird wie in Hauck [Haul6] die vereinfachte Annahme

gh 1

genutzt und die Wellenzahl ¢ ersetzt, ergibt sich
1N 1 /cP
< — ] —/—. 5.5
d <p " 2) wh\ (5:5)

Somit kann eine Frequenz angegeben werden, fiir die das wie gewahlt
parametrierte Modell gute Ergebnisse liefert. Fiir die Referenz ergibt sich
damit f < 128 MHz, fir h = 200pm und p = 1 etwa f < 1MHz. Da

im Folgenden ein Frequenzbereich bis ca. 5,6 MHz untersucht werden soll,
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Abbildung 5.7: Quadratische Abweichung und Berechnungszeit fiir unter-
schiedliche Elementgrofien und Polynomordnungen.

muss darauf geachtet werden, dass Polynomordnung und Elementgrofie
entsprechend gewahlt werden.

Durch diese Betrachtungen lésst sich die Wahl einer geeigneten Konfi-
guration des Simulationsmodells begriinden. Fiir die Losung des inversen
Problems muss im Rahmen der Optimierung typischerweise eine grofie
Anzahl an Simulationen durchgefiihrt werden, sodass stets ein Kompromiss
zwischen Berechnungszeit und Abweichung geschlossen werden muss. Fiir

Berechnungen, fiir die eine geringe Berechnungszeit im Vordergrund steht,
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5.1 Das Vorwartsmodell

wird auf eine Elementgrofie von A = 200 pm und eine Polynomordnung von
p = 3 zuriickgegriffen, da so in unter 4 min eine moglichst geringe Abwei-
chung erreicht werden kann. Dies ist vor allem in den ersten Schritten der
Optimierung der Fall. Im spateren Verlauf der Optimierung wird dann die
Polynomordnung um eins erhéht, um die numerischen Abweichungen weiter
zu verringern (h = 200 pm, p = 4). Mit einer angenommenen Steifigkeit
cP = 150 GPa und Dichte p = 7800 kg/m3 ergibt sich Gleichung 5.5 dann
zu [ < 31 MHz, was den in dieser Arbeit betrachteten Frequenzbereich
abdeckt.

5.1.3 Einfluss der Elektroden

Die Elektroden stellen stets eine geringe mechanische Last auf der Aufiensei-
te der Piezokeramik dar. Da diese sich jedoch als sehr klein herausstellt, soll
untersucht werden, ob diese im Folgenden vernachlassigt werden kann und
die Elektroden allein als elektrische Randbedingung beschrieben werden
konnen. Dazu wird das Simulationsmodell um Elektroden aus Kupfer-
Nickel (CuNi) an den jeweiligen Stellen erweitert. Dabei werden die Dichte,

der Elastizitatsmodul und die Poissonzahl der Elektroden mit

peuni = 8900 kg /m? (5.6)
Ecuni = 1,241 GPa (5.7)
VCuNi — 0,32 (58)

angenommen [Eve71]. Abbildung 5.8 zeigt eine Positionsmessung der Ober-
fliche einer Piezokeramik am Ubergang von einem Bereich mit zu einem
ohne Elektrode. Die Referenzierung fiir die Null-Position wird im Bereich
ohne Elektrode gesetzt. Der negative Bereich deutet auf evenutelle Ma-
terialabtragung bei der Ablation der Elektrode hin, was jedoch nur in
geringem Ausmaf der Fall ist, sodass sich kein relevanter Einfluss erwarten
lasst Die Elektrode wird daher im Folgenden durch eine ca. 4,64 pm dicke
Kupfer-Nickel-Schicht modelliert.
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Abbildung 5.8: Positionsmessung an der Oberfliche der Piezokeramik an
einer Elektrodenkante.

Produktionsbedingt werden die Elektroden zusatzlich nicht komplett

vollflichig aufgebracht, sondern gehen nicht bis ganz an den Rand, was

als Isorand bezeichnet wird. Auch diese Abweichung von den idealen Be-

dingungen soll berticksichtigt werden. Abbildung 5.9 zeigt den Vergleich

zwischen zwei Simulation, bei denen einmal die Elektroden allein durch

Randbedingungen modelliert sind und einmal die Elektrode durch eine

Kupfer-Nickel-Schicht realisiert wird. Im diesem Falle der vollflachig mit

Impedanz |Z| / Q

10* 7

10°

—_
)
[N}

(@] T T T TTTm]

10!

T T TTTTIL

—— CuNi-Schicht
—— Randbed.

1 2 3 4 ) 6 7 8
Frequenz f / MHz

Abbildung 5.9: Einfluss der Elektroden bei Piezokeramiken mit vollfléchi-
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Abbildung 5.10: Einfluss der Elektroden bei Piezokeramiken mit Ringelek-
troden.

Elektroden bedeckten Piezokeramik ist dieser Einfluss auf die Impedanz
durch eine leichte Verschiebung der Dickenresonanzfrequenz zu erkennen.
Dies ist durch die zuséatzliche Dicke und den durch die Elektrode hervorge-
rufenen Massebelag zu erklaren. Fiir die Impedanzen mit Ringelektroden
fallt der Einfluss entsprechend noch geringer aus (siehe Abbildung 5.10), so-
dass im Folgenden davon ausgegangen wird, dass die Elektroden zumindest

in diesem Fall vernachléssigt werden kénnen [Weill].

5.2 Impedanzmessung

Fiir das reale Messsystem ist sowohl die Strukturierung der Elektroden
fiir das gewahlte Messobjekt als auch die Bestimmung der elektrischen

Impedanz selbst relevant und sollen hier kurz thematisiert werden.
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

5.2.1 Elektrodenstrukturierung

Die fertigungstechnische Herstellung der Piezokeramikscheiben mit Ring-
elektrodenanordnung kann auf unterschiedliche Art und Weise geschehen.
Prinzipiell gibt es zwei unterschiedliche Herangehensweisen.

Zum einen konnen Elektroden direkt in der gewtnschten Form aufge-
tragen werden. Dies geschieht meist im sogenannten Dickschichtverfahren,
bei denen durch eine Maske die Elektrodenpaste aufgetragen und anschlie-
Bend durch Erhitzen eingebrannt wird. Diese hohen Temperaturen haben
jedoch zur Folge, dass eine Polarisation nach dem Prozess erfolgen muss.
Sind die aufgebrachten Elektroden dann wie hier notwendig nicht voll-
flachig aufgebracht, kann bei der Polarisation nur ein inhomogenes Feld
eingepragt werden, was zu lokal unterschiedlichem Materialverhalten fiihrt.
Daher sind diese Verfahren fiir die Herstellung von Piezokeramiken mit
Ringelektrodenanordnung nicht geeignet.

Zum anderen konnen die Elektroden im Nachhinein strukturiert wer-
den, das heifit die Elektroden werden zunéchst im Dunnschichtverfahren
(beispielsweise durch Sputtern) vollflachig aufgetragen und die Keramik
polarisiert. Im Anschluss kann durch Laserablation die Elektrode an den
gewlinschten Flachen wieder abgetragen werden. Da der Laser nur ober-
flachlich und zeitlich sehr kurz wirkt, kann davon ausgegangen werden,
dass die darunterliegende Keramik dadurch in ihren Eigenschaften unver-
andert bleibt. Dies kann beispielsweise direkt beim Hersteller (zum Beispiel
PI Ceramic GmbH, Lederhose, Deutschland) geschehen. Alternativ kann
ein Lasergravursystem fiir den Heimgebrauch als kostengiinstige Variante
genutzt werden. Dabei sind Verfahrgeschwindigkeit, Laserleistung und
Fokussierung neben Elektrodenmaterial und Laserwellenldnge wesentliche
Einflussfaktoren fir das hinreichende Abtragen der Elektrode [Fril9].

5.2.2 Messung der elektrischen Impedanz

Eine moglichst prazise Impedanzmessung kann in einer Vierleitermes-

sung [Miih17] realisiert werden, um Anschluss- und Leitungswidersténde
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vernachlédssigen zu konnen. Fir die eigentliche Messung konnen dabei un-
terschiedliche Verfahren zum Einsatz kommen. Fiir die hier beschriebene
Anwendung muss ein Sweep von wenigen Kilohertz bis in den Megahertz-
bereich moglich sein. Dafiir bietet sich das Verfahren der Auto-Balancing-
Bridge an, welches im verwendeten Keysight Impedance Analyzer E4990E
(Keysight Technologies, Santa Rosa, CA, USA) realisiert wird [Key16].
Das prinzipielle Vorgehen ist in Abbildung 5.11 dargestellt. Der Block
Auto-Balancing sorgt dafiir, dass fir die Strome ipyt = ¢, gilt und das
Potential im Knoten K dem Massepotential entspricht [Meil8]. Fiir nied-
rige Frequenzen kann dies einfach durch einen Transimpedanzverstéarker
realisiert werden. Fiur hohere Frequenzen kommt eine Schaltung, wie sie in
Abbildung 5.12 dargestellt ist, zum Einsatz. Im oberen Knoten fliefit die

Stromdifferenz

ldif = DUT — &r (5.9)

= Dqift COS(Wosz + @) (5.10)

hinein, wobei 7 im Folgenden die Amplitude des Signals darstellt, welche alle
Verstarkungs- und Skalierungsfaktoren bis zum jeweiligen Punkt beinhaltet.
Dieser wird jeweils mit einem Kosinus, beziehungsweise einem Sinussignal
der gleichen Frequenz multipliziert und durch die nachfolgenden integrie-
renden Verstarker gemittelt, sodass sich 7cos(p) beziehungsweise 7sin(p)
ergeben. Diese werden jeweils mit dem Eingangssignal u,g, beziehungsweise
einer phasenverschobenen Version multipliziert und dann addiert, sodass

sich das Ausgangssignal, wenn man es als Strom ¢, interpretiert zu

iy =1 (cos(p) cos(Wosgt) — sin(y) sin(wosst)) (5.11)
= 7 co8(Wosst + ) (5.12)

ergibt. Dieser Strom wirkt im Knoten K dann dem Strom ipyr entgegen
und regelt iq;¢ zu null. Zur Bestimmung der Impedanz werden nun sowohl

die Spannung upyr sowie die Spannung iiber dem Referenzwiderstand
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Abbildung 5.11: Prinzipielle Darstellung der Impedanzmessung mit Auto-
Balancing-Bridge nach [Key16].

Liff

coS(Woszt) Sin(woszt)

uOSZ

¢

90°

Abbildung 5.12: Blockschaltbild zur Auto-Balancing-Bridge nach [Key16].
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u, aufgenommen. Mit Hilfe eines Phasendetektors kann deren Real- und
Imaginarteil getrennt mit Hilfe eines Analog-Digital-Umsetzers (ADU)

umgesetzt werden. Die Impedanz Zpyr ergibt sich dann durch

Zpur = By Abut, (5.13)

Uy

5.3 Startwertbestimmung

Fir die Losung des inversen Verfahrens wird ein lokaler Optimierungs-
algorithmus genutzt. Dieser dient dem Finden eines lokalen Minimums
in der Umgebung von gegebenen Startwerten. Diese Startwerte konnen
auf unterschiedliche Art und Weise beispielsweise aus Herstellerdaten,
Erfahrungswerten oder vereinfachten Abschéitzungen gewonnen werden.
In dieser Arbeit wird als vereinfachte Anordnung eine Impedanzmessung
einer Piezokeramik mit vollflachigen Elektroden (Abbildung 5.13) genutzt.
Diese Anordnung lésst sich in unterschiedlichen Bereichen durch jeweils
unterschiedliche Naherungen beschreiben, sodass direkte Zusammenhénge
zwischen charakteristischen Groflen der Impedanz (wie beispielsweise den
Resonanzfrequenzen) und einigen Materialparametern angegeben werden
konnen, wie es bereits beim standardisierten Verfahren [IEEE87] der Fall

ist.

Abbildung 5.13: Piezokeramik mit vollflachigen Elektroden.
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5 Realisierung des inversen Verfahrens
5.3.1 Dickenschwingung

Die erste Naherung besteht in der Betrachtung einer reinen Dickenschwin-
gung. Anschaulich kann dies durch eine unendlich ausgedehnte Platte
der Dicke h,. verstanden werden. Daher kann die Betrachtung auf die
Komponenten in Dickenrichtung reduziert werden (das heifit Index z be-

ziehungsweise 3). Dies wird mathematisch abgebildet durch [She07]

T3 = C3D353 — h33D3 (514)
Es3 = k3, D5 — hs3Ss. (5.15)

Als Randbedingung gilt mechanische Spannungsfreiheit an den Grenzfla-

chen:
. hpc
T3 =0 fur z = :I:T. (5.16)

Durch Einsetzen von S3 = d,u3 und Gleichung 5.14 in die Bewegungsglei-

chung

ergibt sich unter der Annahme einer in z Richtung konstanten dielektrischen
Verschiebung und rein harmonischen Vorgéngen us(t, z) = uz(z)e™! die zu

losende Wellengleichung;:
e 0%us(2) = —pwus(2). (5.18)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist mit noch zu bestimmenden

Konstanten C; und C5 durch

uz(z) = C4 cos (qaiz) + Cysin (qg;2) (5.19)
qai = w LD (5.20)
€33
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gegeben [Ise36]. Durch Einsetzen in Gleichung 5.14 erhélt man

T3 = 63D362U3(Z) — h33D3 (521)
= —cBy - qai - C1sin (qaiz) + chy - qai - Cocos (qaiz) — hasDs.  (5.22)

Die Auswertung der Randbedingungen (Gleichung 5.16) fiihrt zu

Ppe Boe
z= 5 0= — cqqiC) sin (qdi;))
D h’pc
+ C33qdicf2 COS (Jdi? — h33D3 (523)
Ppe hoe
z=— ; : 0 = chyqqiCy sin (qdi§>

hpe
+ c53qaiCs cos (CIdi;) — h33Ds. (5.24)

Die Konstanten C; und Cy lassen sich durch Addition beziehungsweise

Subtraktion von Gleichung 5.23 und Gleichung 5.24 bestimmen:

hpe
0= —2h33D3 + 20?3(](1102 COS (qdi§> (525)
D . hpc
0 = —2¢33q4:C1 sin qdi? (5.26)
\
C,=0 (5.27)
hss D
Ch= —— . (5.28)
C334di COS (Qdi 5 )
Damit ergeben sich
hss D
us(z) = = 3378 7 sin (gaiz) (5.29)
C33qdi COS (Qdi ) )
hss D
S = Oug(z) = 5 5 3h cos (qqiz) - (5.30)
C33 COS (Qdi ;C)
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Zur Bestimmung der elektrischen Impedanz kénnen der Strom durch das
Gauf’sche Gesetz und die Spannung tiber das Induktionsgesetz berechnet

werden:

U=-— / Esyd> (5.31)

= / (hggSg — H§3D3)d2

/2 h3sDs
= o
7. ChsCOS (qdi L )
2
h3,D , Ppe . hpe
= — 33173 - [sm (qdi;> + sin <qdi§>] — hpcli§3D3
C33qdi COS (Qdi 5 )

2h2,D Ppe
_ 2hasbs (Qdip> — hpekisg Ds (5.32)
€334di

cos (qqiz) dz — /£§3D3 Ppe

2
[ =iwQ = jw / DydA = —jwDsA (5.33)

oA 2
mit A =707,

Die Impedanz der Dickenschwingung Zg; ergibt sich mit k3, = h3s/xS,cb, zu

Zi = [; (5.34)
- J:A [hpmgg, - ng;z tan (qd’gﬂ (5.35)
e ws) e

Zur Bestimmung der Materialparameter aus Messungen der Impedanz und

der damit verbundenen Bestimmung der Dicken(anti)resonanzfrequenz
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5.3 Startwertbestimmung

unter Annahme des oben beschriebenen idealen Dickenschwingers konnen
der Resonanz- und der Antiresonanzfall betrachtet werden.

Im Falle der Antiresonanz wird die Impedanz maximal. Dies ist der
Fall, wenn in Gleichung 5.37 der Tangens gegen unendlich strebt, das heift
wenn sein Argument ein Vielfaches von § annimmt. Daraus lasst sich wie

folgt der Parameter c5; ableiten:

hpc !

7T
anti,di "~ — & 5.38
Qanti,d 5 5 ( )

p hpe T
D Wantidi 5 T & 5.39
\[ B, “emidiTyT T (5:39)
CSDS = 4ph’12ac 3nti,di' (540)

Damit lasst sich der Ausdruck fiir die frequenzabhéngige Impedanz weiter

vereinfachen zu

S
K33Mpe

Ty = ———
d jwA

1 kﬁi tan( “ )] (5.41)

—w Af
4 fanti,di fanti ai

Im Falle der Resonanz wird die Impedanz null. So lasst sich der Para-

meter kg bestimmen:

S h k‘2~ .
0— sslee | T tan( s di > —1 (5.42)
.]wres,diA m 4fanti,di
k/,2. res,di
1 = U.)rcgldi tan ( - ’d ) (5-43)
Y —— 4 fanti,ai
Tt fres di T fres di
k3 = =% cot | - o 5.44
¢ 2 fanti,di (2 fanti,di) ( )
1 7Tfresdi Tt fresdi))
= — —tan | — |1 — : . 5.45
2 fanti,di ( 2 < fanti,di ( )

Da jedoch kq; von zwei noch unbekannten Materialparametern hsz und

K5 abhingt, muss einer dieser beiden auf anderem Wege bestimmt werden,

Leot(x) = tan (§ — z)
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

um den jeweils anderen aus der Kenntnis von kg; zu berechnen. Daher
wird aus einer zusitzlichen Messung der Kapazitit Cj bei einer niedrigen

Frequenz (im Vergleich zur Dickenresonanzfrequenz) ausgewertet:

hy . CT
£33 = pTO. (5.46)

Mit Hilfe des planaren Kopplungsfaktors k, (vergleiche Gleichung 5.98)

lasst sich dann
1
5?3 = (’f§3) = 5?3(1 — kp)(1 — kai) (5.47)

berechnen.

Somit konnen alle drei Parameter bestimmt werden, welche zur Beschrei-
bung einer idealen Dickenschwingung notwendig sind. Diese lassen sich mit
Hilfe von Abschnitt A.2 iiberfiihren in

-1

5%3 = (“gs) (5.48)
053 = 4Ph§c a2nti,di(1 - kgi) (5.49)

€33 — kdi\/ 03D3€§3. (550)

5.3.2 Radialschwingung

Als néchstes wird die Naherung fiir einen Radialschwinger betrachtet. Dazu
wird zunéchst Spannungsfreiheit und ein konstantes elektrisches Potential

¢ an den Elektroden angenommen:

hpe

T.. .0 =0 filr 2 ==+ 5 (5.51)
anr 1 . h C

= j:(b26J“t fir z ==+ ; . (5.52)
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Das Potential kann in z-Richtung homogen angenommen werden, was

einem konstanten elektrischen Feld E, = — grad ¢ entspricht:
b= @ejwtz (5.53)
hpe
B, = —Qanr o (5.54)
hpe
E,=E,=0. (5.55)

Die Gleichungen aus Abschnitt 3.2.4 lassen sich in Komponenten schreiben.

Damit vereinfachen sich die piezoelektrischen Gleichungen zu

T,y = cyOpu, + clEQiur + Ci30:u; + €310.0 (5.56)
Ty = cﬂi@fur + 00, + 50.u, + 310,60 (5.57)
.. = 0, + s, + s + e (5.58)
Ds = eg; <8r2ur + iur> + €330, U, — £550,0. (5.59)

Mit T,, = 0 auf den Randern ergibt sich

Do, = —c—%&ur = %l&ur + S p (5.60)
C33 C33T €33
was wiederum zu
T, = 10u, + cﬁ’Qiur + e8,0.¢ (5.61)
T, = cﬁ’liur + y0u, + €5,0,0 (5.62)
Dy = e, (B, + iur) Ry (5.63)
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

mit den planaren Varianten der Materialparameter

B \2
=iy — (ClE3> (5.64)
C33
B 2
&y =k, — (Clg) (5.65)
C33
p 6330?3
€31 = €31~ — g (5.66)
C33
P S 6?’,3
€33 = €33 + & (5.67)
C33

fithrt [Pial7]. Die verbleibende Bewegungsgleichung in Zylinderkoordinaten

ist damit

T,

Trr B
0, Ty + T“’*" = pdiu,, (5.68)

in die die piezoelektrischen Gleichungen eingesetzt werden. Mit 0,.¢ = 0

ergibt sich
p |92 1 1 2
i |Orur + —0ru, — —u,| = p0; u,. (5.69)
r r

Unter der Annahme zeitlich harmonischer Schwingungen, welche mathe-
matisch durch wu,.(r,t) = u,(r)e 7' beschrieben werden kénnen, liasst sich
diese Gleichung mit gaq = wy/?P/c?, vereinfachen zu

1 1
vy + =0y, [2 —} »=0. 5.70
r U + r Uy + Grad r2 U ( )
Diese Form ist bekannt als Bessel’sche Differentialgleichung, deren Losung

UT(T) = Cl‘]l <Qrad'r) + C2N1 <Qradr) (571)
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5.3 Startwertbestimmung

bekannt ist [Wall7]. Die Tatsache, dass die Neumannfunktion fir » — 0
gegen —oo strebt, fithrt zu Cs = 0. Die zweite Konstante C' ldsst sich durch

die Randbedingung der Spannungsfreiheit an den Randern bestimmen:

0="1T,, fir r =ry (5.72)
@ p 1) | b
0= C1e010,:J1(n) + Cicly . + e31030 (5.73)
pc
C C anr
= CulluTo(n)aa — LI () + Bl ) + T (574)
pc pc
J anr
= i [T — (=) 2D 4 (5.75)
Tpe pc
ey o) Jl(n) -
O =B )yl g 5.76
e L) (5.76)
mit
N = GradTpc (5.77)
C}fQ
‘1

Mit Gleichung 5.59 ergibt sich nun D3 mit der bestimmten Konstante C

zu

Jl (Qradr) p ¢anr
€33
r hpC

%z%QPM%M+ (5.79)

Damit lasst sich die Ladung @ iiber das Gaufi’sche Gesetz und Glei-
chung 5.79 berechnen:

Q= 27‘(/ Dsrdr (5.80)
0

=27

65101 : (]1 + ]2) - Sp ¢anr /Td?”] . (581)
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Die Integrale I; und I, werden der Ubersicht halber zunichst separat
gelost [Mat18]:

1

I= [ 031 (Graar) - 7 = g (Graar) + 701 (Gaar) =~ (5.82)
Grad Qrad

I Jo (G
L= / Ty (guaar) dr = —— — J0 () (5.83)

Grad Grad
]1 -+ [2 = T’Jl (qde’) = Tchl (77) . (584)

0
Durch Riicksubstitution ergibt sich

Q = 2mes . ChJy () — mely Donr 2. (5.85)

pc
hpe

Unter der Annahme harmonischer Vorginge und mit Gleichung 5.76 lasst

sich daraus der Strom bestimmen.

I =jw@ (5.86)
. €51 Panr J -
= jw [27te§1rpc 31¢p l(l - Vp)ﬂ - QradJO(n)‘| Ji (1)
pCC]_]_ TpC
— TP, 92 rfw] (5.87)
pc
. anr J (77) ¢anr
— iw |27(eb, )72 ¢ L — el r? 5.88
o |2 o, B T () e ) e | P59
X [ Jl (7]) ¢anrr2c
=jw |2 kP 2 — 1| meb, ——2 5.89
2 T ) ) ) ™ e >89
[ 1 ¢anrr2
—iw |2(kP)2 — 1| 7e® pe 5.90
o 20 s 1 e P (5.90)
mit
P \2
LP 2 _ (631) 5.91
( ) CI1)15§3 ( )
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5.3 Startwertbestimmung

und der Onoe-Funktion

i (z) = . (5.92)

Im Resonanzfall gilt I — oo, was dquivalent zu
1 — 0P — T (Meesraa) = 0 (5.93)
ist. Analog gilt im Antiresonanzfall (I = 0)
2(kP)* =1 = v° — Ji (Nantirad) - (5.94)

Zur Berechnung von k, werden nun noch v? und nuutiraq benotigt. Zur Be-
stimmung dieser Materialkenngréffen aus einem Impedanzverlauf, werden
einige GroBlen mit Hilfe des Verhéltnisses von zweiter und erster Radialre-
sonanz fap, = & .4/f .4 durch Polynome approximiert, welche sich aus
den oben genannten mathematischen Ausdriicken fiir die Resonanz- und
Antiresonanzbedingung ergeben. Dies ist notwendig, da fiir die oben ge-
nannten Gleichungen im Resonanz- und Antiresonanzfall keine analytische
Losung moglich ist. Die Groflen 7yes raqa und P lassen sich dann durch die

Polynome

VP = —1.236f2 + 11162 — 34.48 f,, + 36.26 (5.95)
Thesrad = —0.227f 4 2.23f2 — 7.898 fop, + 11.529 (5.96)

hinreichend genau approximieren [Mei73]. Daraus ldsst sich im Folgenden
Nantirada Destimmen [IEEES7]:

(5.97)

1 1
fa(mzi,rad - fr(es),rad )

Nanti,rad = Tres,rad 1+ 1
( f r(es),rad
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Der planare Kopplungsfaktor lasst sich so definieren als

Lo ()

= . (5.98)
T )

und kann fiir die Berechnung der bendtigten Permittivitit 5, (vergleiche

Gleichung 5.47) herangezogen werden.

5.3.3 Schatzung der Materialparameter

Da durch den Fall der vollflachigen Elektroden eine hinreichende Sensiti-
vitdt der Impedanz auf alle Materialparameter nicht gegeben ist, konnen
durch die vereinfachten Naherungen auch nicht alle Parameter abgeleitet
werden. Daher wird hier zunéchst ein isotropes Material angenommen, wel-
ches durch weniger Parameter abgebildet werden kann. Obwohl Isotropie
im Gegensatz zur Piezoelektrizitit steht, ist diese Annahme fiir eine erste
Startwertschitzung annehmbar.

In den obigen Kapiteln wurde bereits beschrieben, wie man &5, ks, es3
und v? aus dem Verlauf der Impedanz einer Piezokeramik mit vollflachigen
Elektroden bestimmt. Damit soll zunachst die komplette Steifigkeitsmatrix

c® approximiert werden. Aus cf; und v kann der Elastizitdtsmodul

14+ P
1—wpP

E = ch(1—20P) (5.99)

bestimmt werden. Eine isotrope Steifigkeitsmatrix lasst sich nun ausdriicken

uber
_1 — P VP VP ]
vP 1—v> P
p p 1 — P . . .
Ff=c| "’ Y g N (5.100)
. . . . —_— y . .
0.5 — P

0.5 —vP
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5.3 Startwertbestimmung

mit

E
C = SO (5.101)

Die Permittivitatsmatrix €5 und die Matrix piezoelektrischer Konstanten

e werden zunachst durch

g 0 0
§S =10 5§3 0 (5102)
€53
und [Unv18]
0 0 0 0 Z2ey 0
—%633 —%633 €33 0 0 0

angendhert. Die Parameter der unterschiedlichen Dampfungsmodelle miis-
sen ebenfalls zunachst aus der Impedanz der vollflachigen Piezokeramik

geschatzt werden.

Schatzung der Parameter des Rayleigh-Dampfungsmodells

Fiir die Startwerte der Parameter des Rayleigh-Déampfungsmodells wird
zunéchst eine Formulierung aus [DIN50324-2] genutzt, wonach sich der

Giitefaktor Qmecn 22U

1
Ouneat = 5.104
h 27Tfres ’ Z(fres) |C(0T ke2ff ( )
mit
2 g2
g = | L= T (5.105)

anti
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

ergibt (siche Abschnitt C.1). Da die erste Dickenresonanzfrequenz meist
die ausgeprégteste und préagnanteste Resonanz ist, soll fiir die Betrachtung
der Dampfung diese genutzt werden. Fiir jede Eigenkreisfrequenz w; lasst

sich der modale Dampfungsfaktor [Bat06]

2

o+ QKW
S a2 5.106
g ute (5.100)
bestimmen, wobei hier der Zusammenhang [Raul2]
= ! (5.107)
QQmech .

gilt. Die Berechnung fiir ay und ak kann dann iiber
ot + ax (Wi + Aw)® = 2(w; + Aw)é; (5.108)
ont + ax (Wi — Aw)? = 2(w; — Aw)E; (5.109)

durch méglichst kleine Variation der Eigenkreisfrequenz um +Aw erfolgen.

Fur Aw — 0 erhilt man

ay = it (5.110)
ak = &§wi, (5-111)

wobei die Eigenkreisfrequenz durch die erste Dickenresonanzfrequenz ange-

nommen wird.

Schatzung weiterer Dampfungsparameter

Die Bestimmung der Parameter der in Abschnitt 3.3 beschriebenen Modelle
geschieht ausgehend von den bestimmten Rayleigh-Dampfungsparametern
ay und ak. Die Parameter des Zener-Modells und des Modells mit komple-
xen Konstanten sollen dann so gewéhlt werden, dass das Démpfungsmafl

q in einem Frequenzpunkt gleich sind (vergleiche Abbildung 3.6 in Ab-
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5.3 Startwertbestimmung

schnitt 3.3). Fir Rayleigh-Dampfung ergibt sich das Dampfungsmaf jiq
nach Gleichung 3.87 zu

agw + M
20q Ray] = ——. 5.112
Hd,Rayl 1 — anox ( )
Fir das Dampfungsmodell mit komplexen Konstanten gilt
2/de,konst = O, (5113)

sodass durch Gleichsetzen fiir eine festgelegte Frequenz w,, der Parameter
oy durch
QKWap + SiM
Qg = —— (5.114)
1— K
aus den zuvor geschatzten Rayleigh-Parametern abgeleitet werden kann.

Fir das Zener-Modell ergibt sich als Dédmpfungsmafl

wr(d—1)

—_— 5.115
1+ w2r2d ( )

2,ud,Zener =

Durch Gleichsetzen kann nun der Parameter d in Abhédngigkeit von 7

bestimmt werden:

2,ud,Rayl + WapTap
)
WapT (1 — WapTap2/ld Ray)

d:

(5.116)

wobei fiir 7,, = 1w, gilt [Pri03]. Damit lasst sich der Ausdruck weiter zu

1+ 2pq Ray1

d =
I — 244 Ray1

(5.117)
vereinfachen.
Die Arbeitspunktfrequenz kann fir das Modell mit komplexen Konstan-

ten und das Zener-Modell fir die jeweiligen Eigenwerte (siehe Unterab-

schnitt 3.3.5) unterschiedlich bestimmt werden. Beispielhaft soll dies hier
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Frequenz f / MHz

a 10* —— 3
— — 53
N 103 :

— 12

) 10

ERETY

Frequenz f / MHz

Abbildung 5.14: Variation der Démpfungsparameter des Dampfungsmo-
dells mit komplexen Konstanten.

fiir das Modell mit konstanten Dampfungsparametern dargelegt werden.
Abbildung 5.14 zeigt die Impedanzen, bei denen jeweils die Parameter «y
der unterschiedlichen Eigenwerte variiert werden. Hier wird deutlich, dass
a1, welcher mit dem Eigenwert \; = c44 assoziiert ist, hauptsachlich im
Bereich kurz vor der ersten Dickenresonanz und im Bereich der tiberlagerten
Radialschwingungen wirksam wird. a2 hat hauptsachlich Auswirkungen
auf die Radialresonanzen und ag3 ist vor allem im Bereich der Dicken-
resonanz relevant. Dies entspricht erwartungsgeméfl den Bereichen hoher
Sensitivitdt der Materialparameter, die den jeweiligen Eigenwert bedingen.

Damit sollen die Arbeitspunktkreisfrequenzen wie folgt festgelegt werden:

1 3
fr(es),di + fr(es),rad

Wap,1 = 270 5 (5.118)
Wap2 = 2T fa saa (5.119)
Waps = 27 flod g (5.120)
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5.3 Startwertbestimmung

Daraus lassen sich dann aus den geschitzten Rayleigh-Démpfungsparame-

tern die Parameter fiir die anderen Dampfungsmodelle ableiten.

5.3.4 Bestimmung von Resonanzfrequenzen unter

Beriicksichtigung von Dampfung

Die Bestimmung der Startwerte fiir die Optimierung basiert zu grofien
Teilen auf den Resonanzfrequenzen, welche aus der elektrischen Impe-
danz bestimmt werden. Der Begriff der Resonanzfrequenz ist aber nur
bei ungeddmpften Systemen eindeutig definiert. Im gedampften Fall kon-
nen unterschiedliche Frequenzen, welche in Tabelle 5.1 beschrieben und
in Abbildung 5.15 dargestellt werden, als Resonanzfrequenz betrachtet
werden. Es gilt stets fi, < fs < fi < fa < fp < fu. Flr den ungedampf-
ten Fall gilt fr, = fs = fr < fa = fp = fu. Damit ergibt sich fiir die
Schatzung der Startwerte die Frage danach, welche Frequenz als f,es und
fanti genutzt werden soll. In standardisierten Verfahren werden an diesen
Stellen die Serien- und Parallelresonanzfrequenzen empfohlen [IEEES7].
In Anbetracht von Gleichung 5.42 lasst sich jedoch auch argumentieren,

dass die (Anti-)Resonanzfrequenz durch (max{w Re{Z}}) max{Re {i}}

Tabelle 5.1: Charakteristische Frequenzen eines Impedanzverlaufs

Name Bezeichnung Bedeutung
Minimalimpedanzfrequenz fm min{|Z|}
Serienresonanzfrequenz fs max{Re { = } }
Resonanzfrequenz fr Im { % } =0
Antiresonanzfrequenz fa Im{Z} =0
Parallelresonanzfrequenz Ip max{Re{Z}}
Maximalimpedanzfrequenz fo max{|Z|}
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Im{Z}

(a) Ortskurve der Impedanz.

fr a

Impedanz |Z]| /| Q
Phase argZ / °

|

frm fn
Frequenz f / MHz Frequenz f / MHz

(b) Betrag und Phase der Impedanz.

Abbildung 5.15: Resonanzfrequenzen bei einer gedampften Impedanz.

bestimmt werden kann [She92]. Hier dient dies vor allem der numerischen
Stabilitat, sodass gilt:

Jres = arg max {Re {wlz}} (5.121)
fanti = argmax {wRe {Z}}. (5.122)
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5.3 Startwertbestimmung

5.3.5 Nach-Optimierung der Startwerte

Die ersten Schiatzungen der Startwerte, welche zunéchst auf einem isotropen
Materialmodell basieren, kdnnen vorab noch durch eine Nach-Optimierung
verbessert werden [Fell8]. Ziel dieser Startwertoptimierung ist dabei nicht
eine moglichst adédquate Bestimmung der Materialparameter, sondern eine
rechenzeitminimierte und simple Annaherung an die gemessene Impedanz,
sodass die folgende Optimierung bereits in der Néhe des gesuchten Mini-
mums startet. Daher wird fiir die Simulation eine Zeitbereichssimulation
(ausschlieBlich mit Rayleigh-Dampfung) genutzt, da diese mit einem einma-
ligen Simulationsdurchlauf die gesamte Impedanz liefert. Diese vereinfachte
Startwert-Optimierung basiert weiterhin hauptsachlich auf einzelnen Reso-
nanzfrequenzen. Dazu wird zundchst eine Sensitivitatsstudie durchgefiihrt,
die die Abhangigkeit unterschiedlicher Resonanzstellen von einzelnen Ma-
terialparametern darstellt. Ausgegangen wird dabei von einem simulierten
Impedanzverlauf, welcher mit den Materialparametern in einem Arbeits-
punkt simuliert wird. Diese Materialparameter werden dann jeweils um
+5% variiert, um den Einfluss einzelner Parameter abzuschéitzen. Dies ist
beispielhaft fiir den Parameter c5; in Abbildung 5.16 zu sehen. Es ist zu

erkennen, dass ¢y sehr starken Einfluss auf die Lage der Dickenresonanz

10 |

10*

103

Impedanz |Z| / Q

Frequenz f / MHz

Abbildung 5.16: Einfluss der Variation von cf; auf die Impedanz einer
piezokeramischen Scheibe mit vollflachigen Elektroden.
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Tabelle 5.2: Einfluss der einzelnen Materialparameter auf den Impedanz-
verlauf. —: kein Einfluss, o: nur geringer Einfluss.

1. Radialresonanz n. Radialresonanz Dickenresonanz

cllal fres fresa |Z(fres)| o
ct Jress | Z(fres)] - -
1 Jres | Z(fres)| Jress | Z(fres)| -
B e 1Z(fu)] freos 1Z(freo) fres
cliy - - -
et - - -
g5, Verschiebung des gesamten Impedanzverlaufes nach oben/unten
€15 - - -
€31 o o —
€33 © o Janti
ang |1 Z (fres)| | Z(fres)] -
axg - - | Z( fres)]

und -antiresonanz hat, jedoch auch die Radialresonanzen beeinflusst. Die
Ergebnisse dieser Sensitivitatsstudien sind in Tabelle 5.2 zusammengefasst.
Einige Parameter haben offensichtlich keinen oder nur sehr geringen Ein-
fluss auf den Impedanzverlauf. Dies ist der Tatsache geschuldet, dass sich
durch die vollflichige Elektrodenform ein fast ausschliefllich homogenes
Feld in z-Richtung einstellt.

Zur Verbesserung der Startwerte kann nun vor der eigentlichen Op-
timierung eine Startwert-Optimierung genutzt werden. Mit Hilfe eines
Gradientenverfahrens konnen die Resonanzfrequenzen des simulierten Im-
pedanzverlaufs auf die des gemessenen geschoben werden [Pér10]. Allgemein

sieht dieses fiir einen beliebigen Parameter p wie folgt aus:

Pot1 = Po + Hopt(fres™ = fres)- (5.123)

Die Schrittweite jiop bestimmt sich, indem im Arbeitspunkt der Mate-

rialparameter (das heifit die Schétzung der Materialparameter aus dem
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5.3 Startwertbestimmung

isotropen Modell) durch einen Zentralen Differenzenquotienten die Sensi-
tivitdt bestimmt wird. Dazu wird eine Simulation mit um ppp erhéhten
beziehungsweise erniedrigten Materialparametern p™ und p~ durchgefiihrt
und die jeweilige Resonanzfrequenz f* und f~ bestimmt. Die Schrittweite

Hopt, €rgibt sich dann durch

_12-ppp-p

Hom = 5 Fr— 7 (5.124)

Diese Schrittweite wird zu Beginn einmal berechnet, bleibt wahrend der
Optimierung jedoch konstant, um den Rechenaufwand gering zu halten.
Sollte sich fiir ppp kein sinnvoller Gradient ergeben, wird dieser halbiert

und eine erneute Gradientenberechnung durchgefiihrt.

Neben der Optimierung der Resonanzfrequenzen kénnen noch weitere
Parameter durch analytische Zusammenhange verbessert werden. Zum
einen kann der Parameter ¢4y mit Hilfe empirischer Betrachtungen ([Raul2;

The98)|) fiir viele transversal isotrope Materialien abgeschétzt werden:

vy

1+2\/§VL I Sz
EL EL

(5.125)

c442’

mit der longitudinalen (transversalen) Poissonzahl v, (vr) und dem Elas-
tizitdtsmodul Eyp, (Fr), welche aus den zuvor optimierten Elementen der

Steifigkeitsmatrix wie folgt berechnet werden kénnen:

202
Fp = (33 — —— 13 5.126
. 5 C11 + C12 ( )
C11 — C12
Er = ((c11 + c19)e33 — 262, ) ———=— 5.127
T (( 11 12) 33 13) C11C33 +C%3 ( )
y =1 (5.128)
C11 — C12
2
yp = 12087 3 (5.129)

2
C11C33 — (i3
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Der Parameter €5; kann durch eine analytische Betrachtung der Kapazitit
bei der Frequenz fiap = 0,5 - (fresdi — fantiai) bestimmt werden. Die

frequenzabhéngige Impedanz einer Kapazitat ist

1
VA S —— 1
(w) wCT (5.130)
Pope
= . 5.131
jweges; A ( )

Geht man davon aus, dass an der Stelle fi,,, allein der Einfluss der Kapazitat

und nicht der der Resonanzen sichtbar wird, lisst sich 3, bestimmen durch

h
S pc
Ehe = , 5.132
% WiapA |Z (Wkap)| ( )

mit Wiap = 27 fap. Als Letztes wird der Wert fiir egs mit Hilfe der op-
timierten Startwerte erneut berechnet. Dies erfolgt direkt tiber die erste
Radialantiresonanzfrequenz. Dazu wird aus der radialen Antiresonanzbe-
dingung (Gleichung 5.94) kP? bestimmt werden. Daraus ergibt sich dann
mit Gleichung 5.91 und Gleichung 5.66

eh = \kP? - B, - by (5.133)
E

eg1 = —€f + B8 (5.134)
C33

Die Reihenfolge der mehrstufigen Optimierung beziehungsweise analyti-
schen Berechnung kann Einfluss auf das Ergebnis haben. Daher ist es das
Ziel, diese gut begriindet zu wihlen. Der Parameter ¢ty ist beispielsweise
so gut wie allein verantwortlich fiir die Verschiebung der Dickenresonanz-
frequenz. Daher sollte dieser zu erst optimiert werden. Wiirde man zum
Beispiel vorher c¥y optimieren, wiirde die danach folgende Optimierung von
ck, die vorher in Ubereinstimmung gebrachten Radialresonanzfrequenzen
wieder verstimmen. Ebenso sollte ¢ vor ¢, optimiert werden, da dieser
mehr Resonanzfrequenzen beeinflusst. Auch die analytische Bestimmung

von £33 beeinflusst die Dickenantiresonanzfrequenz stark, sodass diese Be-
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Tabelle 5.3: Reihenfolge der Optimierungsschritte der Nach-Optimierung
der Startwerte.

Parameter Bestimmung durch
1 5, Analytische Berechnung
2 s Erste Dickenresonanz
3 cty Zweite Radialresonanz
4 s Erste Radialresonanz
5 chy Analytische Berechnung
6 €33 Erste Dickenantiresonanz
7 €31 Analytische Berechnung
8 an Impedanz an der ersten Radialresonanz
9 K Impedanz an der ersten Dickenresonanz

rechnung zumindest vor der Optimierung von es3 umzusetzen ist. Aus
diesen Uberlegungen ergibt sich die in Tabelle 5.3 aufgezeigte Optimie-
rungsreihenfolge. Damit kdnnen alle Parameter auler €3, ¢ und e;5 durch
eine einfache Optimierung verbessert werden.

Fiir die nachfolgende Optimierung mit Hilfe der Ringelektrodenanord-
nung ergibt sich so ein guter Ausgangspunkt. Dies ist notwendig, da auch
hier eine Optimierung auf einzelnen Frequenzbereichen genutzt werden
soll, die erfordert, dass zugehorige Resonanzen in Messung und Simulation
zumindest in den gleichen vorgegebenen Bereichen liegen. Ist dies nicht
der Fall liegt die Resonanzfrequenz der simulierten Impedanz auflerhalb
des fiir die Zielfunktion genutzten Frequenzbereichs und wird nicht in
die Optimierung mit einbezogen, sodass an dieser Stelle kein sinnvolles

Optimierungsergebnis zu erwarten ist.

5.3.6 Evaluation des Startwertschatzers

Das Vorgehen zur Schétzung der Startwerte soll zunachst an einer simulier-
ten Impedanz validiert werden. Dazu wird beispielhaft eine Simulation ge-
nutzt, bei der die Parametern des Beispielmaterials PIC255 (Abschnitt B.1)
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Tabelle 5.4: Ergebnisse der Startwert-Optimierung am Beispielmaterial

PIC255.
vorgegeb. Startwert optimierter
Wert Startwert
Betrag rel. Betrag rel.
Abw. Abw.
ct,  GPa 119 121 1,72% 121 1,72%
% GPa 84 99 17,84 % 97 15,4 %
cty  GPa 83 99 19,26 % 86 413 %
ck,  GPa 117 121 3,46 % 120 2,68 %
¥ GPa 21 11 —4746% 17,5 —16,5%
ef;, nFm™ 815 6,9 —15,06% 6,53 —-19,8%
g3 nFm™! 6,58 6,9 5,21 % 6,53 —0,66 %
e;5 Cm™! 12,09 9,66 —20,03% 9,67 —20,03 %
esi Cm™! —6,03 —-290 —519% —4,06 —32,7%

ez Cm~' 1549 1450 —6,38% 14,95 —347%
an msTl 1267 34755  174,3% 82,644 —34.77%
ak ns  0,6259 2,18  2489% 0,56 —10,49%

vorgegeben werden. Die sich ergebenden Materialparameter nach der ersten
Schatzung und der Startwert-Optimierung sowie die relativen Abweichun-
gen sind in Tabelle 5.4 angegeben. Die dazugehorigen Impedanzen zeigt
Abbildung 5.17. Es zeigt sich, dass durch die erste Startwertschiatzung
eine angemessene, jedoch verbesserungswiirdige Ubereinstimmung der Re-
sonanzfrequenzen erreicht werden kann. Erst die entwickelte Startwert-
Optimierung sorgt fiir eine augenscheinlich gute Ubereinstimmung beider
Impedanzen. Auch die Abweichung der Materialparameter ist bei den
meisten Parametern gering. Es muss allerdings darauf hingewiesen werden,
dass fiir den hier betrachteten Fall vollflichiger Elektroden die Sensitivitat
der Impedanz auf einige Materialparameter relativ gering ist. Dadurch
konnen diese Parameter relativ stark von den vorgegebenen Parametern

des Beispielmaterials abweichen, wobei sich trotzdem eine gute Uberein-
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Abbildung 5.17: Ergebnisse der Startwert-Optimierung am Beispielmateri-
al PIC255.

stimmung zwischen den Impedanzen ergibt, was sich auch in den relativen
Abweichungen in Tabelle 5.4 zeigt.

Fiir eine reale Messung an einer PIC255-Scheibe sind keine Abweichun-
gen angebbar, da die entsprechenden Parameter unbekannt sind. Jedoch
ergeben auch hier die optimierten Startwerte eine gute Ubereinstimmung
zwischen Messung und Simulation (sieche Tabelle 5.5 und Abbildung 5.18).
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Abbildung 5.18: Ergebnisse der Startwert-Optimierung an einer PIC255-

Scheibe.

Tabelle 5.5: Ergebnisse der Startwert-Optimierung an einer PIC255-Schei-
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be.
Startwert optimierter
Startwert
c®  GPa 119 119
% GPa 97 83
c GPa 97 7
ck,  GPa 119 118
ck GPa 11 20
ef, nFm™! 7,03 6,12
g3 nFm™! 7,03 6,12
e;5 Cm™? 10,14 10,16
es1 Cm™! —3,04 —6,81
es3 Cm™! 15,20 15,20
ay st 91624 30767
QK ns 0,584 0,08




5.4 Sensitivitdtsanalyse zur Entwicklung einer Optimierungsstrategie

5.4 Sensitivitatsanalyse zur Entwicklung einer

Optimierungsstrategie

Eine Unterteilung der Materialparameter in Teilmengen, welche separat
auf ausgewahlten Frequenzbereichen optimiert werden, hat sich bereits bei
der Optimierung der Startwerte als sinnvoll erwiesen. Auch im Fall der
Piezokeramik mit Ringelektroden zeigt sich, dass unterschiedliche Materi-
alparameter zu teilweise d&hnlichen Anderungen in der Impedanz fiithren,
was hier als Quersensitivitaten bezeichnet wird. Dazu miissen zunéchst
durch eine ausfiihrliche Sensitivitatsanalyse eine geeignete Optimierungs-
reihenfolge und eine geeignete Zuordnung von Frequenzbereichen zu den

Materialparametern festgelegt werden.

Fiir eine gegebene Konstellation aus Radien lédsst sich der Einfluss der
einzelnen Materialparameter auf die sich ergebenden Impedanzen darstel-
len. Fir die folgende Optimierung ist dabei nicht nur interessant, welche
Parameter in welchen Frequenzbereichen eine hohe Sensitivitat in der Im-
pedanz aufweisen, sondern auch die Relation der Sensitivitidten einzelner
Parameter untereinander. So stellt sich beispielsweise die Frage, in welchen
Bereichen die Sensitivitat eines einzelnen Parameters hoch ist und die
der anderen gering, da hier eine Optimierung frei von Quersensitivitaten
moglich ist. Genau wie in Unterabschnitt 5.3.5 soll auch hier eine Optimie-
rungsstrategie gefunden werden, welche durch eine geschickte Reihenfolge
der zu optimierenden Parameter auf einzelnen Frequenzbereichen die Quer-
sensitivitdaten zwischen den Materialparametern minimiert [Fell9a; Fel20a].
Tabelle 5.7 gibt eine Ubersicht iiber die Sensitivititen der drei Impedan-
zen /i, Zy, Z3 auf die einzelnen Materialparameter py in den jeweiligen
Resonanzbereichen {f} (Tabelle 5.6). Dabei gibt die Farbe die normierte

Sensitivitat

Y(pr,i,{/})

T i 1) = e

(5.135)
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Tabelle 5.6: Unterteilung in Frequenzbereiche fiir das Beispielmaterial

PIC255.
Nr. Name Frequenzbereich in
MHz
0 1. Radialresonanz 0.125- 0.38
1 2. Radialresonanz 0.3875-0.6625
2 3. Radialresonanz 0.66875-0.875
3 3. Radial- bis 1. Dickenresonanz 0.88125-1.63125
4 1. Dickenresonanz 1.6375-2.1875
5 2. Dickenantiresonanz 2.19375-3.125
6 1. bis 2. Dickenresonanz 3.13125-5.6
mit
T(px,i,{f}) = |{f}‘ > 10pdogio (1 Zi(p, £)1)] (5.136)
fe{s}
T () = max T (o) (5.131)

an, wobei {f} die Menge der Frequenzstiitzstellen im jeweiligen Frequenz-
bereich und |{f}| die Méachtigkeit dieser Menge bezeichnen. Dabei wurde
der Frequenzbereich auf maximal 5,6 MHz beschréankt. Damit ist die zweite
Dickenresonanz nicht mehr mit einbezogen, da diese fiir die spatere Vali-
dierung genutzt werden soll. Ausgehend von dieser Darstellung wird eine
Zuordnung der Parameter zu einzelnen Frequenzbereichen, in denen die
Sensitivitdten besonders hoch sind, vorgenommen. Dabei ist jedoch nicht
nur der Wert der normierten Sensitivitit entscheidend. Zusétzlich zu beach-
ten sind die Sensitivitaten der anderen Materialparameter in den jeweiligen
Frequenzbereichen. Ziel ist es, moglichst Frequenzbereiche zu finden, in
denen die Sensitivitit auf nur einen Materialparameter hoch ist. Ist dies
nicht moglich, sollten die ebenfalls sensitiven Materialparameter bereits
vorher optimiert worden sein, sodass nur relativ geringe Storungen durch

diese Parameter zu erwarten sind. Damit ergibt sich auch eine Reihenfolge

108



5.4 Sensitivitatsanalyse zur Entwicklung einer Optimierungsstrategie

Tabelle 5.7: Sensitivitat der Impedanz beziiglich einzelner Materialparame-
ter in unterschiedlichen Frequenzbereichen (siche Tabelle 5.6).

Zl Zg Zg max
O 1] 2{ 3] 4] 5[ 6{ 0] 1|2 3[4 5 6|01 2|3 4|56

C11 3.39
C12 0.22
C13 3.50
C33 2.57
Caq 1.72
€11 0.58
£33 0.64
€15 0.73
€31 0.50
€33 0.86

der zu optimierenden Materialparameter. Zusétzlich darf die absolute Sen-
sitivitdt nicht aufler Acht gelassen werden. Hohere Sensitivitédten sollten
zu Beginn optimiert werden, da hier kleine Parameterdnderungen grofe
Anderungen der Impedanzen hervorrufen, welche die Optimierungsschritte

fiir die weniger sensitiven Materialparameter starker beeinflussen.

Weiterhin sei darauf hingewiesen, dass die Permittivitaten zu einem
grofen Teil die Impedanz nach oben beziehungsweise unten verschieben,
wohingegen die anderen Parameter einen grofferen Einfluss auf die Lage der
Resonanzfrequenzen haben, was durch Tabelle 5.7 nicht abgebildet wird.
Daher kann zunéchst eine Optimierung der Permittivitdten vorgenommen
werden, da diese recht unabhéngig von allen sonstigen Parametern sind.
Dazu wird ein Bereich gewéhlt, in dem moglichst wenig Resonanzstellen
auftreten. Da cfy auf fast dem gesamten Frequenzbereich Z3 sehr sensitiv
ist, wird dieser im Anschluss optimiert, damit die folgenden Material-
parameter davon unbeeinflusst bleiben. Die Parameter c¥, ¢k, und &y
beeinflussen hauptséchlich die radialen Resonanzen. Diese werden sortiert
nach 7™ optimiert. Der Parameter c§, hat die nichst héhere Sensitivitét

und beeinflusst stark Z;. Zum Schluss werden noch die Kopplungsfaktoren
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Tabelle 5.8: Sortierte Sensitivitat der Impedanz beziiglich einzelner Mate-

rialparameter in unterschiedlichen Frequenzbereichen (siche
Tabelle 5.6).

Z1 Zg Z3 max
0] 11 2{ 3] 4] 5|6/ 0 0] 11 2/ 3] 4] 5|6

€11 o 0.58
€33 0.64
C33 ° o o 257
C13 3.50
11 3.39
C12 ] 0.22
Cyq4 1.72
€15 ° 0.73
€31 ® 0.50
€33 0.86

optimiert, da hier im Vergleich geringere maximale Sensitivitaten vorliegen.
Die hier beschriebene Reihenfolge und Zuordnung der Frequenzbereiche
ist in Tabelle 5.8 dargestellt. Diese Zuordnung und Reihenfolge wird fiir
alle im Folgenden betrachteten Materialien angewendet. Dies ist gerecht-
fertigt, da der prinzipielle Einfluss der Materialparameter auf die einzelnen
Resonanzfrequenzen zumindest im fiir Piezokeramiken tiblichen Bereich
gleich ist [Sch10]. Lediglich die Lage der Resonanzfrequenzbereiche wird

entsprechend der Impedanzmessung angepasst.

Dieses Vorgehen ist — wie im folgenden Kapitel gezeigt wird — fiir un-
terschiedliche piezokeramische Materialien valide. Voraussetzung dafiir ist
das transversal isotrope Materialverhalten, welches jedoch fiir piezokerami-
sche Werkstoffe immer angenommen werden kann. Andere piezoelektrische
Materialien konnen jedoch andere Symmetrien aufweisen, wodurch sich
auch die Besetzung der Materialmatrizen andert und sich ein anderer
Materialparametersatz ergibt. Es kann davon ausgegangen werden, dass

die entwickelte Optimierungsstrategie fiir weiche Piezokeramiken, welche
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5.5 Zusammentassung der entwickelten Optimierungsstrategie

typischerweise in sensorischen Anwendungen zum Einsatz kommen, gute

Ergebnisse liefert.

5.5 Zusammenfassung der entwickelten
Optimierungsstrategie

Die Bestimmung der Materialparameter an einem einzelnen Probekor-
per erfolgt im inversen Verfahren, da die angepasste Elektrodenstruktur
nicht mehr hinreichend durch analytische Ndherungen gelost werden kann.
Daher kommt hier ein Optimierungsverfahren zum Einsatz, welches die
Materialparameter so anpasst, dass gemessene und simulierte Impedanz
moglichst gut im Sinne einer Zielfunktion iibereinstimmen. Als Zielfunkti-
on wird hier die summierte quadratische Abweichung der logarithmierten

Impedanzbetréige

2

>~ logip (125 (w, p)) = logyo (| 27" (w)]) (5.138)

=1

J:

gewahlt. Diese stellt sich bereits fiir ahnliche Fragestellungen als besonders
robust heraus [openCFS20; Cao08]. Zusétzlich werden die Materialpara-
meter fir die Optimierung durch ihre jeweilige Gréflenordnung skaliert,
damit alle zu optimierenden Parameter einen etwa gleichen Betrag aufwei-
sen [Jurl9]. Mogliche Grenzen fiir die Optimierung werden weitestgehend
vermieden und nur soweit eingefithrt, dass sie dafiir sorgen, dass alle Pa-
rameter positiv sind (beziehungweise e3; negativ und d; > 1), um ein
Mindestmafl an physikalischer Sinnfélligkeit zu gewahrleisten. Als Optimie-
rungsalgorithmus kommt ein Trust-Region-Verfahren zum Einsatz, dessen
Implementierung im Python-Paket scipy realisiert ist [Vir20; Bra99).
Ausgehend von gefundenen Startwerten kann dann das inverse Problem
gelost werden. Die dazu entwickelte Optimierungsstrategie zur Bestim-
mung der Materialparameter im inversen Verfahren basiert auf einem

mehrstufigen Verfahren. Dabei wird zunéchst eine Startwertschatzung und
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

Messung 25 ~ Startwert-
vollflichig " schétzung (1)
p°
Startwert-

Optimierung (2)

=0

p
Ringelektroden ‘ ] P 2

strategie (3-7)

Abbildung 5.19: Optimierungsstrategie zur Bestimmung piezoelektrischer
Materialparameter.

-optimierung auf der Piezokeramikscheibe mit vollflachigen Elektroden reali-
siert. Danach werden basierend auf der vorangehenden Sensitivitatsanalyse
einzelne Materialparameter auf einzelnen Frequenzbereichen der Impedan-
zen der Piezokeramik mit Ringelektroden optimiert, um Quersensitivitaten
zu eliminieren. Nach zweimaligem Durchlauf dieser Teiloptimierungen
werden zunéchst ausschliellich die Dampfungsparameter auf den je nach
Déampfungsmodell jeweils sensitiven Frequenzbereichen optimiert. Im An-
schluss erfolgt eine Optimierung auf den gesamten Impedanzen zunéchst

ohne und dann mit Dampfungsparametern.

Zusammenfassend ergibt sich folgendes Vorgehen fiir die Optimierung
der Materialparameter, welche in den vorangegangenen Abschnitten be-
schrieben und in Abbildung 5.19 dargestellt ist:
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5.5 Zusammentassung der entwickelten Optimierungsstrategie

1. Startwertschatzung an einer Piezokeramik mit vollflachigen Elektro-
den

2. Optimierung der Startwerte an einer Piezokeramik mit vollflachigen
Elektroden

3. Erste Optimierung der Materialparameter an einer Piezokeramik mit
Ringelektroden nach folgender Reihenfolge auf Teilfrequenzbereichen
(vgl. Tabelle 5.8):
(€71, €%1)s (c33), (eT3), (1), (cha)s (cky), (e1s), (ean)

4. Zweite Optimierung der Materialparameter an einer Piezokeramik
mit Ringelektroden

5. Optimierung der Dampfungsparameter auf den jeweiligen Frequenz-
bereichen

6. Optimierung der Steifigkeits-, Permittivitats- und Kopplungsparame-
ter iiber den gesamten Frequenzbereich

7. Optimierung aller Materialparameter (inklusive Dadmpfungsparame-

ter) iiber den gesamten Frequenzbereich

Die wichtigsten Elemente der einzelnen Optimierungsphasen sollen hier

noch einmal in Erinnerung gerufen werden:

1. Startwertschitzung an einer Piezokeramik mit vollflichigen
Elektroden
Die Startwertschéitzung basiert auf analytischen Ndherungen und
kann aus den Resonanzfrequenzen der piezokeramischen Scheibe

gewonnen werden:

C?])DS = 4p zfnti,dih’?)c (5139)
k:tQ _ E fres,di tan (T[(fanti,di - fres,di)) (5140)
2 fanti,di fanti,di
(2)
fres,rad
fup = 2 (5.141)
fres,rad

v = —1,236 fu,” + 11,1602, — 34,476 f., + 36,262 (5.142)
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

2.

114

CES = 4(1 - k?)p a?nti,dih’?x: (5143)
n=—0,227f2 +2,23f2 — 7,898 fap + 11,529 (5.144)
1) 1)
fanira - fresra
Nanti,rad = TJres,rad (]- + o d(l) rad (5145)
res,rad
\71 (nanti rad) + V{) -1
k2 = . 5.146
P \71 (nanti,rad) -2 ( )
Coh
T _ ~0%pc
E33 = Tgc (5147)
g3y = eg5(1 — K2)(1 — k) (5.148)
e33 = kiy/chyes; (5.149)
k2 a2nti,di - fr2es,di
S (5.150)
anti,di
Qmech - (27[fres,diZ(fres,di)OOkaf)71- (5151)

Optimierung der Startwerte an einer Piezokeramik mit voll-
flachigen Elektroden

Die Optimierung der Startwerte beruht darauf, dass ausschliellich
Resonanzfrequenzen betrachtet werden und in Ubereinstimmung mit
der Messung gebracht werden. Die Zuordnung von Parametern und

Resonanzfrequenzen ist in Tabelle 5.3 zu finden.

. Erste Optimierung der Materialparameter an einer Piezoke-

ramik mit Ringelektroden

Fir die Optimierung der Materialparameter wird nun die Anordnung
mir Ringelektroden betrachtet. Diese kann entweder durch Ablation
auf der selben Piezokeramik aufgebracht werden, welche auch fiir die
Startwertschatzung genutzt wurde oder mit einer Piezokeramik aus
der gleichen Charge durchgefiihrt werden, da die Unterschiede der
Materialparameter innerhalb einer Charge sehr gering sind. Die Zuord-

nung von Impedanzen, Frequenzbereichen und Materialparametern



5.5 Zusammentassung der entwickelten Optimierungsstrategie

ist in Tabelle 5.8 zu finden. Aufgrund der geringen Sensitivitit von ey
kann es vorteilhaft sein, hier statt des ausgewéhlten Frequenzbereichs
den gesamten Bereich zu nutzen. Die Reduktion der Freiheitsgrade
fiir jede Einzeloptimierung verringert dabei die Quersensitivitaten.

Hier wird die Anzahl der Optimierungsschritte auf 20 begrenzt.

. Zweite Optimierung der Materialparameter an einer Piezo-
keramik mit Ringelektroden

Hier wird Schritt 3 mit der gleichen Intention wiederholt. Die Anzahl
der Optimierungsschritte ist auf lediglich 10 begrenzt.

. Optimierung der Dampfungsparameter

Fiir die Dampfungsmodelle sind die jeweiligen Dampfungsparame-
ter fiir unterschiedliche Arbeitspunktfrequenzen gewéhlt (siehe Glei-
chung 5.118-Gleichung 5.120). Dementsprechend werden auch die
Frequenzbereiche gewahlt, auf denen die einzelnen Materialparameter

optimiert werden.

Rayleigh-Dampfung;:
ayr: Erste bis dritte Radialresonanz

ak: Erste Dicken(anti-)resonanz

Komplexe Konstanten:

«: Bereich zwischen dritter Radialresonanz und erster Dickenantire-
sonanz

as: Erste Dicken(anti-)resonanz

a: Erste bis dritte Radialresonanz

Zener-Modell:
71, di: Dritte Radialresonanz bis erste Dickenantiresonanz
73, d3: Erste Dicken(anti-)resonanz

T9, do: Erste bis dritte Radialresonanz
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5 Realisierung des inversen Verfahrens

6. Optimierung der Steifigkeits-, Permittivitiats- und
Kopplungsparameter
Alle Materialparameter (mit Ausnahme der Dampfungsparameter)
werden tiber alle Impedanzen und Frequenzbereiche bis ca. 5,6 MHz

optimiert.

7. Optimierung aller Materialparameter
Alle Materialparameter werden tiber alle Impedanzen und Frequenz-

bereiche bis ca. 5,6 MHz optimiert.

Damit ergibt sich ein robustes Optimierungsverfahren, welches fiir un-
terschiedliche Materialien ein gutes Optimierungsergebnis liefert. Die mit
diesem Vorgehen erzielten Resultate werden im folgenden Kapitel betrach-
tet.
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Materialparameter-
bestimmung im inversen

Verfahren

Die Bestimmung der Materialparameter soll nach dem oben beschriebenen
Verfahren nun Anwendung finden. Um die Konvergenz des Optimierungsal-
gorithmuses einschatzen zu kénnen, wird das Verfahren zunéchst benutzt,
um die Parameter simulierter Impedanzverlaufe zuriickzugewinnen. Erst im
Anschluss daran, wird das Verfahren fiir gemessene Impedanzen angewandyt.
Auf Basis dieser Messungen kann dann auch die Validitdt unterschiedlicher

Déampfungsmodelle untersucht werden.

6.1 Betrachtung simulierter Beispielmaterialien

Das oben beschriebene Vorgehen soll nun genutzt werden, um einen voll-
standigen Materialparametersatz aus drei Impedanzmessungen an einer
scheibenférmigen Piezokeramik mit Ringelektroden zu bestimmen. Zur
Validierung des Verfahrens wird als Messung zunachst eine simulierte
Impedanz genutzt, damit die zu Grunde liegenden Parameter p°P* be-
kannt sind. Da hier jegliche Messabweichungen vernachléssigt werden,
ist ein iibermafig gutes Konvergenzverhalten zu erwarten. Dies wird im
englischsprachigen Raum als inverse crime bezeichnet. Dieses Vorgehen,
fiir das inverse Verfahren eine ideale, simulierte ,Messung“ anzunehmen,
soll zumeist vermieden werden, da es sich hier um in der Realitat nicht
erreichbare ideale Bedingungen handelt, kann jedoch zur Analyse des

Optimierungsverhaltens sinnvoll sein [Wir04; Rup11b].
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Abbildung 6.1: Impedanz der Piezokeramiken mit vollflichigen Elektroden
aus Beispielmaterialien.

6.1.1 Parameteridentifikation unterschiedlicher

Materialien

Im Folgenden soll die Identifikation der Materialparameter an unterschied-
lichen Materialien dargestellt werden. Dazu werden die Beispielmaterialien
aus Anhang B verwendet. Die simulierten Impedanzen einer Scheibe (Dicke:
1 mm, Radius: 5mm) der Beispielmaterialien PIC255, Pz27 und APC855
mit vollflachigen Elektroden sind in Abbildung 6.1 dargestellt. Bei al-
len Materialien handelt es sich um weiche Piezokeramiken auf Basis von
Blei-Zirkonat-Titanat (PZT).

P1C255

PIC255 von PI Ceramic GmbH, Lederhose, Deutschland ist ein auf Blei-
Zirkonat-Titanat (PZT) basierendes Keramikmaterial. Es gehort zu den
weichen Piezokeramiken, was bedeutet, dass es sich durch die relativ
hohe Doménenbeweglichkeit leichter polarisieren lasst. Es ist vor allem in
sensorischen Anwendungen zu finden. Es zeichnet sich durch eine niedrige

mechanische Giite und eine hohe Curie-Temperatur von 350 °C aus [PI19].
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Abbildung 6.2: Konvergenz des Optimierungsprozesses fiir Beispielmaterial

PIC255.

Die simulierte Impedanz der vollflachigen Piezokeramik ist im Vergleich
zu den anderen untersuchten Materialien in Abbildung 6.1 dargestellt.
Abbildung 6.2 zeigt den Verlauf der Materialparameter in den einzel-
nen Phasen der Optimierung. Es zeigt sich, dass mit der angenommenen
Optimierungsstrategie alle Materialparameter mit beliebiger Genauigkeit
rekonstruiert werden konnen. Zudem wird deutlich, dass die vorgenommene,
stufenweise Optimierung (3 und 4) dafiir sorgt, dass vor der Phase 5 alle
Materialparameter in diesem Falle nicht mehr als 10 % von den vorgegebe-
nen Parametern des Beispielmaterials entfernt sind. Dies ermdglicht eine
effiziente und konvergente Optimierung in den letzten beiden Schritten, so-
dass zum Ende der Optimierung die zugrunde liegenden Materialparameter

zuriickgewonnen werden konnen.

Pz27

Ferroperm Pz27 von Meggit, Kvistgaard, Danemark ist eine haufig verwen-
dete, ebenfalls weiche Piezokeramik auf PZT-Basis. Auch sie besitzt eine

Curie-Temperatur von ca 350 °C und eine geringe mechanische Giite. Laut
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Abbildung 6.3: Konvergenz des Optimierungsprozesses fiir Beispielmaterial
Pz27.

Hersteller ist sie besonders geeignet fiir die zerstorungsfreie Priifung, als
auch fir Durchflussmesstechnik [Meg21].

Im Vergleich zu PIC255 zeigt sich in Abbildung 6.1 hauptséachlich die
etwas hohere Kapazitat und hohere Dampfung. Ansonsten verhalten sich
beide in der Impedanz sehr dhnlich. Bei der Optimierung zeigt sich hier noch
starker der Vorteil der Schritte 3 und 4, da beispielsweise der Parameter
e31, welcher durch den Startwertschétzer nicht besonders gut erfasst wurde,
hier zundchst nah an den vorgegebenen Wert gebracht wird, bevor die

Optimierung aller Parameter beginnt (siche Abbildung 6.3).

APC855

APCS855 von APC International, Ltd., Mackeyville, PA, USA hat im Ver-
gleich eine etwas geringere Curie-Temperatur von 200 °C, dafiir jedoch
einen hohen Kopplungsfaktor. Vor allem die hohere Permittivitét ist in Ab-
bildung 6.1 zu erkennen. Damit ist dieses Material nach Herstellerangaben

besonders geeignet fiir Drucksensoren, Hydrophone oder Beschleunigungs-
sensoren [APC21].
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Abbildung 6.4: Konvergenz des Optimierungsprozesses fiir Beispielmaterial

APCS855.

Bei der Optimierung in Abbildung 6.4 fillt hier besonders auf, dass ay; in
Phase 5 zunéchst sehr stark erhoht wird. In diesem Falle ist dies notwendig,
um lokale Minima zu iiberwinden. Vor allem im Bereich hoherer Frequenzen,
in dem ay relevant ist, iiberlagern sich unterschiedlichste Resonanzen. Da
das Verschieben einer solchen Resonanzstelle in der Impedanz zunéachst
zu groBeren Werten der Zielfunktion fithrt, kann durch hohere Démpfung
zunédchst der Optimierungsprozess vereinfacht werden. Problemlos wird die
angehobene Dampfung jedoch in den néchsten Schritten korrigiert, wobei

dann hier vor allem c¥, &%, und ¢ zu den richtigen Werten konvergieren.

6.2 Materialparameterbestimmung an einer
PIC255 Keramik

Bei Impedanzmessungen an Piezokeramiken vom Typ PIC255 ist stets mit
unvermeidbaren Messunsicherheiten und -abweichungen zu rechnen. Daher
kann die gemessene Impedanz nicht vollkommen durch die Simulation

dargestellt werden. Auflerdem muss hier fertigungsbedingt leicht von der
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Abbildung 6.5: Beispielhafte Messungen von Z; an fiinf unterschiedlichen
PIC255 Piezokeramik-Proben mit Ringelektroden.

idealen Elektrodengeometrie abgewichen werden. Da die piezokeramischen
Scheiben beim Aufbringen der Elektroden in eine Maske eingelegt wer-
den, ergibt sich immer ein sogenannter Isorand, sodass am dufleren Rand
keine Elektrode aufgebracht wird. Bei den Piezokeramiken mit vollflachi-
ger Elektrode hat die Keramik zwar einen Durchmesser von 10 mm, die
Elektrode jedoch nur von ca. 9,14 mm. Damit miissen auch die Radien
fiir die ringformigen Elektroden skaliert werden, sodass sich die gleiche
Abweichung des auleren Elektrodenradius ergibt und die weiteren Radien

zur = [3,74mm, 3,97mm, 3,97 mm, 4,57 mm]|' gewéhlt werden.

Um einen Eindruck von der Anderung der Impedanz fiir unterschiedliche
Piezokeramiken der gleichen Charge zu vermitteln, sind in Abbildung 6.5
fiinf Impedanzmessungen an einer Piezokeramik vom Typ PIC255 dar-
gestellt. Es zeigen sich geringfiigige Anderungen in der Impedanz, die
hauptséachlich durch die herstellungsbedingten Abweichungen der Elektro-
dengeometrie zu erkléren sind.

Das Verhalten wiahrend der Optimierung ist in Abbildung 6.6 dargestellt,
wobei hier p°?* der Endwert der Optimierung ist. Die sich ergebenden
Materialparameter sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst. Die mit diesen

Materialparametern simulierten Impedanzen sind im direkten Vergleich
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Abbildung 6.6: Konvergenz des Optimierungsprozesses fiir PIC255.

mit den Messungen in Abbildung 6.7 dargestellt. Man erkennt, dass eine
gute Ubereinstimmung zwischen Messung und Simulation erreicht werden
kann. Der Bereich bis 2 MHz ist hier sehr gut abgebildet. Dartiber hinaus
ist erkennbar, dass die Resonanzfrequenzen zwar iibereinstimmen, deren
Ausprégung jedoch in Messung und Simulation groffe Unterschiede aufweist.
Die angenommene Démpfung scheint in diesem Bereich im Modell zu grof§
zu sein. Das genutzte Rayleigh-Dampfungsmodell sorgt bei steigenden
Frequenzen fiir eine immer weiter ansteigende Démpfung. Typischerweise
ist es damit gut geeignet das Dampfungsverhalten in einem Arbeitspunkt
abzubilden, versagt aber fiir breitbandige Betrachtungen, da hier auflerhalb
des Arbeitspunkts die Dampfung stets unendlich wird (siehe auch Abbil-
dung 3.6). Daher sollen im Folgenden nun unterschiedliche, alternative

Dampfungsmodelle untersucht werden.
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6 Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren
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Abbildung 6.7: Optimierte und gemessene Impedanzen: PIC255 mit Ray-
leigh-Déampfung.

Tabelle 6.1: Optimierte Materialparameter: PIC255 mit Rayleigh-Damp-

fung.
ci11 132,7GPa €11 8,22nFm™! oy 26985571
ci12  89,1GPa €33 T7,41nFm™! (67374 1,34 ns
cis 85,7GPa eis 125Cm™2
c33 124,9GPa es1 —49Cm™2
caa  212GPa ess 16,2Cm™2
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6.3 Identifikation der Parameter unterschiedlicher Dampfungsmodelle

6.3 Identifikation der Parameter

unterschiedlicher Dampfungsmodelle

Um das physikalische Verhalten einer Piezokeramik besser abzubilden,
sollen Alternativen zum Rayleigh-Dampfungsmodell betrachtet werden.
Dazu kommen das Démpfungsmodell mit komplexen Konstanten und das
Zener-Dampfungsmodell zu Einsatz, wie sie in Abschnitt 3.3 beschriebenen
werden. Die Zerlegung in Eigendehnungen wird wie in Unterabschnitt 3.3.5
vorgenommen. Damit ergeben sich fiir das Dampfungsmodell mit kom-
plexen Konstanten drei weitere, zu bestimmende Materialparameter (a1,
ap1 und ap3). Fur das Zener-Dampfungsmodell sind es hingegen sechs
Parameter (71, dy, T2, dg, 73 und d3). Die Indizes beschreiben dabei jeweils
die Scherbewegung, die radiale Bewegung und die kombinierte Dicken-
Radial-Bewegung.

Die Startwertbestimmung erfolgt wie in Unterabschnitt 5.3.3 dargestellt.
Das Vorgehen wiahrend der Optimierung bleibt identisch [Fel21]. Die be-
stimmten Materialparameter sind stets vor dem Hintergrund des gewahlten
Modells aufzufassen. Beispielsweise ist der Parameter ¢t bei allen Mo-
dellen unterschiedlich zu interpretieren. Der rein reelle Parameter beim
Dampfungsmodell mit komplexen Konstanten kommt nie zum Tragen, da
fiir alle Frequenzen komplexe Parameter wirksam sind. Beim Zener-Modell
hingegen beschreiben die reellen Parameter das Verhalten fiir w = 0 und
bei Rayleigh-Dampfung ist der rein reelle Parameter ¢} bei agxw = o/
zu finden. Daher beeinflusst das gewédhlte Dampfungsmodell stets auch

alle Materialparameter.

6.3.1 Dampfung durch komplexe Konstanten

Zunachst soll Dampfung durch komplexe Konstanten betrachtet werden.
Diese kann fiir transversal isotropes Material durch Eigenwertzerlegung
durch die drei Parameter o1, ap2 und ap3 beschrieben werden. Damit

ergeben sich fiir eine Piezokeramik vom Typ PIC255 die Materialparameter
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6 Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren

aus Tabelle 6.2. Die sich ergebenen gemessenen und mit diesen Parame-
tern simulierten Impedanzen sind in Abbildung 6.8 dargestellt. Es ist zu
erkennen, dass die Simulation die Messung ahnlich gut wie im Falle der

Rayleigh-Dampfung abbildet, dies jedoch auch iiber 2 MHz hinaus tun.

Tabelle 6.2: Optimierte Materialparameter: PIC255 mit Dampfung durch
komplexe Konstanten

ci1 131,4GPa €11 8,08nFm™! o1 0,022
ciz 88,7GPa €33 7,59nFm™! ap2 0,057
c13 85,7GPa ei5 123Cm™2 g3 0,0036
css3 126,0 GPa es1 —56Cm™2
cas 212GPa ess 158Cm™2

1 1 | I

0 1 2 3 4
Frequenz f / MHz

—— gemessen
—— simuliert

1

0 1 2 3 4
Frequenz f / MHz

Abbildung 6.8: Optimierte und gemessene Impedanzen: PIC255 mit Damp-
fung durch komplexe Konstanten.
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6.3 Identifikation der Parameter unterschiedlicher Dampfungsmodelle

6.3.2 Zener-Modell

Das Zener-Modell lasst sich in diesem Falle durch sechs Parameter be-
schreiben: 7, dy, 7, ds, 73 und ds. Die sich fiir PIC255 ergebenen Materi-
alparameter sind in Tabelle 6.3 zu finden. Die sich ergebenen gemessenen
und mit diesen Parametern simulierten Impedanzen sind in Abbildung 6.9
dargestellt. Auch hier ergibt sich eine gute Ubereinstimmung zwischen

Messung und Simulation.

Tabelle 6.3: Optimierte Materialparameter: PIC255 mit Zener-Modell.

ci1 128,8GPa €11 8,21nFm™! 1 15ns
ci12 87.0GPa €33 7,onFm™! d, 1,14
ci3  82,9GPa eis 12,5Cm™2 7> 11,2ns
c33 120,8GPa es1 —51Cm™2 ds 1,69
caa 21,1GPa ess 15,6Cm™2 T3 1,94ps
ds 1,04

6.3.3 Weitere Dampfungsmodelle

Im Rahmen dieser Arbeit wurden weitere Dampfungsmodelle untersucht.
Darunter die Erweiterung des Rayleigh-Démpfungsmodells nach dem glei-
chen Vorgehen der Eigenwertzerlegung, welches bereits fiir die anderen
beiden Dampfungsmodelle herangezogen wurde. Weiterhin kénnen A3 und
A4, welche bisher wie in Unterabschnitt 3.3.5 beschrieben zusammenge-
fasst wurden, mit unterschiedlichen Dampfungsmechanismen belegt wer-
den. Auch die Moglichkeit der Zerlegung der gesamten piezoelektrischen
Matrix in ihre Eigenwerte wurde untersucht, sodass nicht ausschliefllich
mechanische Dampfung betrachtet wird (siehe Abschnitt C.2). Dariiber
hinaus wurde auch das Kelvin-Voigt-Modell implementiert. Keines dieser
Déampfungsmodelle fithrte jedoch zu signifikant anderen oder besseren
Ergebnissen, sodass reprasentativ hier nur die gewahlten drei Modelle

beschrieben und evaluiert werden.
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Abbildung 6.9: Optimierte und gemessene Impedanzen: PIC255 mit Zener-
Modell.

6.4 Evaluation und Konsistenzpriifung

Die Evaluation der Ergebnisse der zuvor durchgefithrten Optimierung
kann nach unterschiedliche Kriterien durchgefiihrt werden. Zum einen
muss natiirlich der Wert der Zielfunktion fiir das jeweilige Ergebnis klein
werden. Zum anderen muss der bestimmte Parametersatz physikalisch
sinnvoll sein. Dariiber hinaus soll dieser zumindest in gewissem Mafe
generalisierbar sein und Messungen abbilden, die nicht direkt fir die
Optimierung zur Verfiigung stehen. Diese Punkte sollen fiir die bestimmten

Materialparametersétze nun tiberpriift werden.

128



6.4 Evaluation und Konsistenzpriifung
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Abbildung 6.10: Frequenzabhéngige summierte Zielfunktion im Optimum.

6.4.1 Zielfunktion

Da die Dampfungsmodelle vor allem unterschiedliche Frequenzabhéangig-
keiten auflésen, wird in Abbildung 6.10 die tiber die drei Impedanzen

summierte, jedoch weiterhin frequenzabhéngige Zielfunktion dargestellt:

3
T() = 3= (10810 (1Z7(1)D) o (1z)". 6
Es wird deutlich, dass der Fehler fiir alle Modelle klein wird. Das Rayleigh-
Modell bildet jedoch die Dickenresonanz nur relativ schlecht ab. Fir das
Modell mit komplexen Konstanten ergibt sich kein Frequenzbereich, in
dem sich signifikant héhere Abweichungen als bei den anderen Dampfungs-
modellen ergeben, sodass dieses iiber den gesamten Frequenzbereich die

Messung gut abbildet.

6.4.2 Physikalische Plausibilitat

Physikalisch ergeben sich einige Randbedingungen, die fiir die einzel-
nen Materialparameter notwendigerweise gelten miissen. So miissen die
mechanische Steifigkeitsmatrix als auch die Permittivitdtsmatrix positiv

semi-definit sein [[EEE87]. Dies ist gegeben, wenn alle Eigenwerte (siche
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6 Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren

Gleichung 3.94 bis Gleichung 3.97) der Steifigkeitsmatrix und die beiden

Permittivitdten groBer oder gleich null sind. Dies ist erfiillt, wenn

ey >0 (6.2)

o > o (6.3)

cgs(chy — i) > 20}1332 (6.4)
9, 3, > 0. (6.5)

Diese Bedingungen werden fiir alle bisher betrachteten Materialien einge-
halten. Dartiber hinaus miissen fiir die jeweiligen Dampfungsparameter
bestimmte Bedingungen erfiillt sein. Fiir die Rayleigh-Dampfungsparameter

muss dabei stets

gelten [Ler90].

Nach Holland [Hol67] muss fir die Steifigkeitsmatrix zusétzlich gelten,
dass ihr Imaginérteil positiv semi-definit ist. Da die Parameter des Modells
mit komplexen Konstanten diesen Imaginérteil direkt représentieren, ergibt

sich daraus die Forderung, dass
o1, o2, o3 >0 (6.8)
gilt. Aus der gleichen Forderung ergibt sich fiir das Zener-Modell [Pri03]

T1, T2, T3 Z 0 (69>
dy. dy, ds > 1. (6.10)

Diese Forderungen werden ebenfalls fiir alle betrachteten Materialparame-
ter erfiillt, da sie dem Optimierungsalgorithmus als Grenzen vorgegeben

werden.
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Somit kann zumindest von einer physikalischen Plausibilitét ausgegan-
gen werden. Zuséatzlich kann bei einem Vergleich der Dampfungsparameter
festgestellt werden, dass zumindest fiir die beiden transversal isotropen
Déampfungsmodelle die Auspriagung der Dampfung fir die jeweiligen Ei-

genwerte dhnlich ist. So gilt:

Qp2 > Op1 > O3 (611)
dg > dl > dg. (612)

In beiden Modellen ist der Dampfungsmechanismus fiir den zweiten Eigen-
wert also am grofiten, der fiir den Dritten am kleinsten. Das bedeutet, dass
die jeweiligen Eigenbewegungen, welche mit den einzelnen Eigenwerten
verkniipft sind, iiber die einzelnen Dampfungsmodelle hinaus der Ordnung

nach gleich geddmpft werden.

6.4.3 Ubertragbarkeit der Materialparameter

In gewissem Mafle sollen die bestimmten Materialparameter tibertragbar
sein. Das heif3t fiir &hnliche Messanordnungen sollen die Materialparame-
ter weiterhin gute Ergebnisse liefern. Dabei soll darauf verzichtet werden,
andere Geometrien aus dem gleichen Material zu verwenden, da diese stets
prozessbedingten Abweichungen unterliegen. Auflerdem ist es problema-
tisch die Piezokeramik im Verbund mit anderen Materialien (wie zum
Beispiel in einem kompletten Schallwandler) zu untersuchen, da die umge-
benden Materialien nicht hinreichend bekannt sind. Daher soll in diesem
Fall auf die Keramik mit vollflichigen Elektroden zuriickgegriffen werden.
Da diese aus der gleichen Charge stammen, sind hier die prozessbedingten
Abweichungen als gering anzunehmen. Jedoch ist die gemessene elektrische
Impedanz eine Grofle, die nur zur Startwertschétzung, jedoch nicht fiir die
Optimierung selbst zur Verfligung steht. Somit kann diese genutzt werden,
um die bestimmten Materialparameter zu validieren. Zusétzlich wird ein

groferer Frequenzbereich als der fiir die Optimierung genutzte herangezo-
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Abbildung 6.11: Optimierte und gemessene Impedanzen mit unterschied-
lichen Dampfungsmodellen fiir Piezokeramiken mit voll-
flachigen Elektroden.

gen. Abbildung 6.11 zeigt den Vergleich der gemessenen und optimierten
Impedanzen fir PIC255. Die gemessenen Impedanzen werden in allen
Féillen durch die Simulation mit den jeweiligen Materialparametern gut
wiedergegeben, sodass hier die Ubertragbarkeit gegeben ist. Jedoch wird
hier deutlich, dass vor allem fiir die zweite Dickenresonanz bei ca. 6,5 MHz
bei der Rayleigh-Dampfung zu stark und beim Zener-Modell zu schwach ge-
dampft wird. Das liegt daran, dass die Dampfung fiir das Rayleigh-Modell
fiir hohere Frequenzen grofler und beim Zener-Modell fiir héhere Frequen-
zen kleiner wird (siche Abbildung 3.6). Da dieser Frequenzbereich in der
Optimierung nicht mit einbezogen wurde, kann er zusétzlich als ein Indiz
fiir die Ubertragbarkeit der Materialparameter angefiihrt werden. Vor allem
das frequenzabhangige Dampfungsverhalten kann hier validiert werden. Es

zeigt sich also erneut, dass das Modell mit komplexen Konstanten eine gute
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6.4 Evaluation und Konsistenzpriifung

Wahl zur Beschreibung von Piezokeramiken ist. Ahnliche Ergebnisse zeigen
sich bei der Betrachtung der Phase Abbildung 6.12. Diese kann zusétzlich
zur Validierung genutzt werden, da fiir die Optimierung ausschliellich auf

den Betrag der Impedanz zuriickgegriffen wird.
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Abbildung 6.12: Optimierte und gemessene Phase der Impedanz mit un-
terschiedlichen Dampfungsmodellen fiir Piezokeramiken
mit vollflachigen Elektroden.

6.4.4 Vergleich mit Literaturdaten

Die angegebenen Materialparameter werden in Tabelle 6.4 mit Daten fiir
PIC255 aus anderen Veroffentlichungen verglichen. Da hier jedoch keine
Angaben zur Dampfung gemacht werden, sollen fiir die folgenden Simu-
lationen die bestimmten Rayleigh-Dampfungsparameter oy = 26 985571
und ax = 1,34 ns genutzt werden, da es sich dabei um das gangigste Damp-
fungsmodell handelt. AuBerdem wird stets eine Dichte von 7800kg/m?
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6 Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren

genutzt. Es zeigt sich, dass in der Literatur zwar ungefahr gleiche Parame-
ter angegeben werden, jedoch auch gewisse Abweichungen auftreten. Da
bei den meisten Publikationen nicht angegeben ist, wie und bei welcher
Temperatur genau die Materialparameter bestimmt wurden, ist dies jedoch
auch zu erwarten, da die Probekorper unterschiedlich prozessiert werden
und unterschiedliche Geometrien genutzt werden. Es zeigt sich jedoch, auch
in der Darstellung der Impedanzen in Abbildung 6.13, das die bestimmten

Materialparameter im Vergleich zu den Literaturdaten durchaus plausibel

sind.

4 |
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~
N 103
N
=
< 102
[<D]
=3
E

10

Frequenz f / MHz

---- Messung — Hersteller — [Unv18] — [Gall2]
— [Rupl5] —— [YouO5] eigene

Abbildung 6.13: Simulierte Impedanzen mit unterschiedlichen Literatur-
werten.
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Tabelle 6.4: Literaturwerte der Materialparameter fiir PIC255.

[PI19] [Unv18] [Gall2] [Rupl5] [YouO5] eigene
ci1 GPa 123 134 117 124 111 132,7

ci2  GPa 76,7 88,4 78 78,7 63 88,1
a3 GPa 70,3 84,7 74 80,7 69 85,7
cs3  GPa 97,2 113 102 120 111 1249
cyy  GPa 22,3 20 22 20,3 19 21,2

en nFm~! 82 8,56 8,23 7,36 7,73 8,22
£33 nFm~! 7.6 7,42 7,97 6,8 6,02 7,41
ei5 Cm~2 11,9 11 11,91 11,9 1026 12,5
es; Cm2 71  -624  -68 68 561  -49
e Cm~2 13,7 14,6 13,03 16,1 1283 16,2

6.5 Unsicherheitsanalyse

Im Folgenden soll der Einfluss der Messunsicherheit einiger relevanter Gro-
Ben auf die aus der elektrischen Impedanz bestimmten Materialparameter
beschrieben werden. Dabei wird stets von normalverteilten Zufallsvariablen
und hinreichend gut im Arbeitspunkt linearisierbaren Modellen ausge-
gangen. Damit ist eine Beschreibung in Anlehnung an den guide to the
expression of uncertainty in measurement (GUM) [JCGM100:2008], dem
internationalen Standard zur Beschreibung von Messunsicherheiten, mog-
lich. Zunéchst miissen dafiir die relevanten Unsicherheiten quantifiziert

werden.
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6.5.1 Beschreibung der vorhandenen Messunsicherheiten

Unterschiedliche Unsicherheiten beeinflussen die Bestimmung der Materi-
alparameter. Dabei sollen hier folgende Grofien als unsicherheitsbehaftet

betrachtet und analysiert werden:

 die Elektrodenradien
o die Keramikgeometrie
o die Impedanzmessung
o die Messung der Dichte

o der Einfluss der Temperatur

Die Temperatur soll durch klimatisierte Bedingungen durch 22°C 4+ 2°C
gegeben sein.

Die Unsicherheit der Impedanzmessung lasst sich mit Hilfe der Angaben
im Datenblatt des Keysight Impedance Analyzer E4990A ermitteln [Key20].
Die relative Abweichung des gemessenen Impedanzwertes wird angegeben

mit

f; 12mQ  200|Z]
AZ =0,12 (1 1 1
=0, ( *1m ) Y1\ Tz T Tea ) (6.13)

fiir die einzelnen Frequenzen f; und den dazugehorigen Impedanzen Z;.

Die Kovarianzmatrix ergibt sich dann zu'

2
Xy, = diag{ASZi } (6.15)

Die Radien der Elektroden werden unabhangig voneinander mit einer
Standardabweichung von 57 pm (entspricht nach Gleichung 6.14 einer

Gleichverteilung +0,1 mm) angenommen. Dicke und Radius der Keramik,

!Die Varianz einer Gleichverteilung der einseitigen Breite a ergibt sich zu

o?=—. (6.14)
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6.5 Unsicherheitsanalyse

welche mit der Mitutoyo Digimatic Messschraube bestimmt werden, werden
mit einer Standardabweichung von 1,7 pm (entspricht nach Gleichung 6.14

einer Gleichverteilung 40,3 pm) beschrieben:

1 2
X, = (O,;nm)I (6.16)
3 2
X = (11;1)1. (6.17)

Die Dichte wird iiber eine Messung der Masse bestimmt. Dazu wird
die Feinwaage Sartorius LA 310 S genutzt, deren Toleranz durch +0,1 mg
angegeben ist [Sar21], woraus sich eine Standardabweichung von 0,058 mg
ergibt. Da die Geometrie und deren Unsicherheit ebenfalls Einfluss auf die
Unsicherheit der Dichte hat, werden diese durch Monte-Carlo-Simulation
mit N = 1000000 Werten propagiert [JCGM101:2008]. Damit ergibt sich

eine Kovarianzmatrix fur [rpc, hpe, p

3-10712m? —6-10710m? —9-10%kgm™!
Yoop=| —6-1071%m? 310712 m? —2.3-109kgm™!
—9-10%kgm™' —23-10°kgm~' 212,52 (kg/m?)?
(6.18)

Zusammenfassend lassen sich die unsicherheitsbehafteten Grofien mit

Duns = [7"1,7’2,T3,7’4,T5,Tpc,hpc,p]t (619)

Puns ~ N { s, ding { 2, 2y, 1 (6.20)

bezeichnen, wobei N {u, X'} eine Normalverteilung mit Mittelwert g und
Kovarianzmatrix X' beschreibt. Die Unsicherheiten der Impedanzmessung

und der Temperatur werden separat betrachtet.

137
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6.5.2 Linearisierung des Vorwartsmodells

Dem Ansatz der GUM folgend soll das Vorwértsmodell in einem Arbeits-
punkt linearisiert werden, um eine einfache Propagation der Unsicherheiten
zu ermoglichen. Die Impedanz wird dazu im Folgenden als ein Vektor der

Grofle an diskreten Frequenzstiitzstellen betrachtet:
Z(w;) = Z. (6.21)

Die gemessene Impedanz wird dann durch eine Taylorreihen-Approximation

linearisiert:

VA :Z(pmat’ puns) +a (622)
%lmat (pmat - p?r?;t) + luns(puns - I’l’uns) + Zopt +a (623)

mit einem mittelwertfreien, additiven Term a, welcher durch die Un-
sicherheit der Impedanzmessung beschrieben wird, de, Vektor der Ma-
terialparameter p,,, und der unsicherheitsbehafteten Gréflen p,,, und
ZP = Z(pP' | p..)- Die Jacobi-Matrizen J,,, und J,,, werden dabei
wie folgt definiert:

T st = |0 22 O - | s (6.24)
T s = |Opnes 2, 0pn 2| ' (6.25)

Aufgrund der sehr unterschiedlichen Groéflenordnungen der Parameter
werden diese mit den Diagonalmatrizen der Mittelwerte W ., und W, .

normalisiert:

6.26
6.27
6.28
6.29

ﬁmat - Er;;t (pmat - pggjt)

ﬁuns - EL:nls (puns - lJ’uns)
lmat - lmatwmat
luns = lmatmuns

o~ o~ o~ o~
— — ——  ~—
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6.5 Unsicherheitsanalyse

v

D =W '3 W (6.30)

———uns——

0. (6.31)

ltl’uns
Damit lasst sich Gleichung 6.23 schreiben als
Zmes ~ lmati)mat _'_ iunsi)uns + Zopt + a. (632)

Mit Hilfe dieses linearen Modells soll nun die Unsicherheit der Materialpa-

rameter bestimmt werden.

6.5.3 Bestimmung der Unsicherheit der

Materialparameter

Die Unsicherheit der Materialparameter wird nun aus den bekannten
Unsicherheiten der zuséatzlichen Modellgroflen und der Impedanzmes-
sung bestimmt. Dazu wird eine Herangehensweise in Anlehnung an die
GUM [JCGM100:2008] betrachtet, welche diesen durch eine Pseudoinverse
auf inverse Verfahren erweitert. Dabei soll stets von linearisierten Modellen

und normalverteilten Unsicherheiten ausgegangen werden.

Unsicherheitsbestimmung durch Pseudoinverse

Soll Gleichung 6.23 nach p, . umgestellt werden, ergibt sich als ein Zwi-

schenschritt zunachst

v

lmati)mat =Z"" — lurlsi)uns - Zopt —a. (633)

Notwendig ist nun eine Inversion der Jacobimatrix 1 mat- Da diese jedoch
nicht quadratisch ist, kann dies nicht exakt, aber doch im Sinne der kleins-
ten Fehlerquadrate durch eine Pseudoinverse geschehen [Penb5|, welche

durch J Inat bezeichnet wird:

Pinat = Fhnat (Zmes — JunsPuns — 2" — a) : (6.34)
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6 Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren

Da die Unsicherheiten von p,,, und a bekannt sind, konnen Mittelwert

und Kovarianzmatrix von p, . bestimmt werden:

I‘vl’gliat - linat(zmes - Zopt) (635>
ngat = ijnat (lunsgunsifms + EZ) ijﬁgt- (636)

Daraus ergibt sich fiir die unskalierten Parameter

I‘l’giat = wmatljl’rpiat + p?r?z;ﬁt (637)
Erpﬁat = Wmatzv‘gatwmat' (638)

Bestimmung der notwendigen Schrittweite zur Linearisierung

Zur Berechnung der Jacobimatrizen werden die dazu notwendigen Ablei-
tungen durch Finite Differenzen approximiert. Laut GUM [JCGM100:2008;
JCGM102:2011] ist die dafiir zu wéhlende Schrittweite die Standardun-
sicherheit der jeweiligen Grolen. Fir J,,, sind diese bekannt, fiir J .,
handelt es sich dabei jedoch gerade um die gesuchten Unsicherheiten der
Materialparameter. Da diese erst am Ende der Betrachtung bekannt sind,
soll hier ein iteratives Verfahren genutzt werden [Fell6; Fell7]. Dazu wird
zunachst eine initiale Schrittweite von entsprechend ().Ol(TmX)_1 angenom-
men mit deren Hilfe Unsicherheiten fiir die Materialparameter gewonnen
werden konnen. Im néchsten Schritt werden diese wiederum fiir die Li-
nearisierung genutzt, um neue Unsicherheiten zu bestimmen, bis keine
Anderung mehr auftritt (siehe Abbildung 6.14).

Unsicherheitsbeitrag durch die Temperatur

Die Unsicherheit der Temperatur kann nicht auf dem oben beschriebenen
Weg durch das Modell propagiert werden, dass sie keine Modellgrofie dar-
stellt. Daher miissen hier andere Abschitzungen getroffen werden, um den
Einfluss auf die Materialparameter zu bestimmen. Dabei wird auf tempera-

turabhéngige Messungen an Piezokeramiken mit vollflichigen Elektroden
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6.5 Unsicherheitsanalyse
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Abbildung 6.14: Iterative Entwicklung der Unsicherheiten.

zuriickgegriffen, da hier analytische Naherungen die Relation zwischen den
charakteristischen Frequenzen der Impedanz und den Materialparametern
abbilden [Sch18|. Fur variierte Temperaturen ergibt sich aus den mathe-
matischen Zusammenhéngen aus Abschnitt 5.3 die Abhangigkeit einiger

Materialparameter, wie sie in Abbildung 6.15 dargestellt ist. Bei einer

o0
=]
S 0150 [ &
2 01sp_p
EE;E 0.100 &
=% 00
= B €33
= = 0.050 e33
o
o, £ 0.025|
2 0.000 |-
= -0.025 |-
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o 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Temperatur /°C

Abbildung 6.15: Einfluss der Temperatur auf die Materialparameter.
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6 Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren

Tabelle 6.5: Unsicherheitsbeitrédge durch die Temperatur.

rel. Unsicherheit Unsicherheit

c 0,009 % 12,4 MPa
c 0,04 % 34,5 MPa
s 0,04 % 33,4 MPa
b 0,009 % 11,8 MPa
o 0,03 % 7,2 MPa
%) 0,3% 0,023nFm™"
£33 0,3 % 0,022nFm~!
e1s 0,2% 0,022 C/m?
es 0,2% 0,01 C/m?
€33 0,2% 0,028 C/m?

Temperatur von 22 °C + 2°C ergibt sich fiir die Temperatur eine Standard-
abweichung von oy = 1,33 K. Dies fiihrt bei den Materialparametern zu

Anderungen, die in Tabelle 6.5 zusammengefasst sind.

Unsicherheiten der Materialparameter

Aus den einzelnen Unsicherheitsbeitréagen lésst sich nun eine Gesamtunsi-
cherheit fiir die Materialparameter bestimmen. Diese sind in Tabelle 6.6
zusammengefasst. Es zeigt sich, dass vor allem die Unsicherheit der me-
chanischen Materialparameter im Vergleich sehr gering ist. Das liegt darin
begriindet, dass diese die Resonanz- und Antiresonanzfrequenzen maflgeb-
lich bestimmen. Da kleine Abweichungen in den Resonanzen zu grofien
Abweichungen fithren, konnen diese Parameter sehr genau bestimmt wer-
den. Dartiber hinaus hat vor allem der Dampfungsparameter o3 eine
hohe Unsicherheit. Zum einen ist die Bestimmung von Démpfung meist
problematisch, da die dadurch verursachten Effekte geringer sind als durch
die restlichen Materialparameter. Zum anderen ist auch der Absolutwert
von a3 sehr gering, sodass die grofie relative Abweichung trotzdem einer

kleinen absoluten Abweichung entspricht.
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6.6 Diskussion der Ergebnisse

Tabelle 6.6: Gesamtunsicherheit der Materialparameter.

optimierter Wert Unsicherheit rel. Unsicherheit

cy 131,4 GPa 0,51 GPa 0,39 %
s 88,7 GPa 0,54 GPa 0,6 %
i 85,7 GPa 0,27 GPa 0,3%
s, 126 GPa 0,51 GPa 0,4 %
s 21,2GPa 0,077 GPa 0,36 %
%) 8,08nF m™! 0,84nF m™! 10,4 %
€55 7.59nFm! 0,25nFm™! 3,3%
e1s 12,3C/m? 0,47 C/m? 3,8%
€31 —5,6 C/m? 0,12 C/m? 2,1%
ess 15,8 C/m? 0,26 C/m? 1,6 %
Q01 0,022 0,0016 7.2%
Q02 0,057 0,0021 3,6 %
03 0,0036 0,0007 20,3 %

6.6 Diskussion der Ergebnisse

Die Losung des inversen Verfahrens ist mit der entwickelten Optimierungs-
strategie robust fiir die hier gewahlten Beispielmaterialien moglich. Es zeigt
sich jedoch, dass das iiblicherweise genutzte Rayleigh-Dampfungsmodell
fiir einen groflen Frequenzbereich nicht anwendbar ist, da die Dampfung
fiir hohe Frequenzen modellbedingt zu grof§ ausfillt. Ein Dampfungsmodell
mit komplexen Konstanten hingegen fiihrt zu einer guten Ubereinstimmung
von Messung und Simulation. Auch die Ubertragbarkeit der Ergebnisse
auf einen erweiterten Frequenzbereich und Messungen an Piezokeramiken
mit vollflichigen Elektroden bestétigen die gute Ubereinstimmung. Im
Rahmen der Unsicherheitsanalyse kann der beste Schatzwert durch eine
Standardabweichung ergénzt werden.

Um diese Ergebnisse zu beurteilen, werden zufillig jeweils Materialpara-
meter sowie die Radien der Ringelektroden, die Geometriegréflen und die

Dichte aus Gaufl’schen Normalverteilungen mit den jeweiligen bestimmten
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6 Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren
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Abbildung 6.16: Gemessene Impedanzen (PIC255) und 95 %-Quantil des
besten Simulationsergebnisses mit Démpfung durch kom-
plexe Konstanten.

Parametern gezogen. Mit diesen variierten Parametern werden dann die
Impedanzen der Piezokeramik simuliert. Nach vierhundertmaliger Wie-
derholung ergibt sich damit eine Standardabweichung der Impedanzen.
In Abbildung 6.16 ist zum einen die gemessene Impedanz als auch das
95 %-Quantil der simulierten Impedanz mit optimalen Materialparame-
tern dargestellt. Dieses gibt an, dass sich ca. 95% der Impedanzen zu
den jeweiligen Frequenzpunkten innerhalb dieses Intervalls befinden. Es
entspricht fiir hier angenommene Gaufy’sche Normalverteilungen der dop-
pelten Standardabweichung. Die gemessene Impedanz liegt in fast allen
Frequenzpunkten innerhalb des bestimmten Quantils. Damit zeigt sich,
dass zu groflen Teilen die bleibende Abweichung zwischen Messung und
Simulation durch die hier beschriebenen Unsicherheiten erklart werden

kann.
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Zusammenfassung und
Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Messverfahren zur Bestimmung der
linearen piezoelektrischen Materialparameter an einem einzigen, scheiben-
formigen Probekorper entwickelt. Grundlage bietet dabei die Messung
der frequenzabhéangigen, elektrischen Impedanz an Piezokeramiken mit
Ringelektroden. Diese optimierte Elektrodenstruktur dient dazu trotz der
einfachen Scheibengeometrie eine hinreichende Sensitivitit der Impedanz
auf alle Materialparameter zu gewahrleisten. Die Materialparameterbe-
stimmung erfolgt dann im inversen Verfahren. Diese Arbeit beschreibt und
realisiert alle Aspekte dieses inversen Ansatzes.

Die Strukturierung der Elektroden fiihrt zu drei Ringen, von denen je-
weils zwei kurzgeschlossen werden, um die Impedanz gegeniiber der dritten
Elektrode zu messen. Dadurch ergeben sich drei Impedanzmessungen, die
simulativ abgebildet werden, wobei die notwendigen Materialparameter so
zu wihlen sind, dass sich eine méglichst gute Ubereinstimmung zwischen
Messung und Simulation ergibt. Dies gelingt durch ein mathematisches
Optimierungsverfahren. Die dafiir notwendigen Startwerte werden durch
vereinfachte analytische Betrachtungen der Impedanz einer piezokerami-
schen Scheibe mit vollflichigen Elektroden gewonnen. So lassen sich bereits
eine gewisse Teilmenge an Parametern approximieren. Um fir die Losung
des inversen Problems moglichst gute Bedingungen zu schaffen, werden
diese Startwerte jedoch zunachst noch mit dem einfachen, vollflichigen Fall
allein auf Basis der Resonanzfrequenzen optimiert. Das fiir die Optimierung

benotigte Vorwértsmodell wird durch eine FEM-Simulation realisiert. Da-
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7 Zusammentassung und Ausblick

bei ist vor allem wichtig, dass sowohl die Elementgrofie des Gitters als auch
die Polynomordnung der Ansatzfunktion entsprechend gewéhlt werden, um
kleine numerische Fehler und eine schnelle Rechenzeit zu gewéhrleisten. Mit
Messung, Simulationsmodell und Startwerten kann nun eine Optimierungs-
strategie fiir Piezokeramiken mit Ringelektroden entwickelt werden. Da
unterschiedliche Materialparameter, wenn nur einzelne Frequenzbereiche
betrachtet werden, in ihrer Wirkung auf die Impedanz nicht eindeutig
bestimmbar sind, wird zunéchst eine Sensitivitdtsanalyse durchgefithrt, um
eine Optimierungsstrategie zu entwickeln, die trotz dieser Quersensitivité-
ten zu einer guten Ubereinstimmung zwischen Messung und Simulation
fithrt. Um das Verhalten der Optimierung zu validieren, wird in einem
ersten Schritt an Stelle einer Messung eine Simulation genutzt, da hier
die zu Grunde liegenden Materialparameter bekannt sind. Hier kann fiir
drei beispielhafte Materialparametersatze gezeigt werden, dass das inverse
Verfahren diese Werte aus den Impedanzen zuriickgewinnen kann. Auch
fiir tatsichliche Impedanzmessungen kann eine gute Ubereinstimmung
zwischen Messung und Simulation zumindest fiir den Frequenzbereich
unterhalb der ersten Dickenresonanz erreicht werden.

Mit Hilfe dieses Verfahrens ist eine Bestimmung der Materialparameter
iiber einen weiten Frequenzbereich moglich. Daher eignet es sich besonders,
um unterschiedliche frequenzabhéngige Dampfungsmodelle zu evaluieren.
Dazu werden das klassische Rayleigh-Démpfungsmodell, Dampfung durch
komplexe Konstanten und ein Zener-Modell untersucht, die fiir die letzten
beiden noch auf die transversale Isotropie, die bei Piezokeramiken vorliegt,
erweitert werden. Im Vergleich zeigt sich, dass sowohl das Zener-Modell
als auch das Modell mit komplexen Konstanten zu einer Verbesserung der
Ubereinstimmung zwischen Messung und Simulation fithren. Werden die
Materialparameter fiir die Simulation tiber den fiir die Optimierung ge-
nutzten Frequenzbereich hinaus genutzt zeigt sich, dass hier die Dampfung
mit komplexen Konstanten die Frequenzabhangigkeit der Dampfung besser
abbildet. Zusatzlich hat dieses Modell den Vorteil, dass es durch weniger

Parameter bestimmt werden kann.
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7.2 Ausblick

Damit konnte ein geeignetes Verfahren entwickelt werden, welches zum
einen die Bestimmung der Materialparameter einer piezokeramischen Schei-
be realisiert und zum anderen dariiber hinaus die Evaluation unterschied-

licher frequenzabhéangiger Déampfungsmodelle ermoglicht.

7.2 Ausblick

Im Rahmen der Fortsetzung des von der Deutschen Forschungsgemeinschaft
geforderten Projekts ist geplant, die Materialparameterbestimmung durch
eine einzelne Impedanzmessung zu realisieren, da dies den Messaufwand
signifikant reduziert. Dazu wird das mathematische Optimierungsverfahren
zur Bestimmung der Elektrodentopologie dahingehend erweitert, dass nicht
die prinzipielle Ringgeometrie vorgegeben ist und nur die notwendigen
Radien optimiert werden, sondern stattdessen an beliebigen Stellen Elektro-
denringe aufgebracht werden konnen [Sch21; Cla21]. Neben der Information
wo eine Elektrode sinnvoll ist, soll zudem durch die Optimierung entschie-
den werden, ob hier das Anregesignal oder ground angelegt werden soll.
Damit soll es durch eine zweipolige Messung moglich sein, den vollstandigen
Materialparametersatz im inversen Verfahren zu bestimmen. Das prinzipi-
elle Vorgehen fiir die Entwicklung einer Optimierungsstrategie kann damit
validiert werden. Erste Untersuchungen an einer Testtopologie zeigen, dass
durch leichte Modifikation der sensitiven Frequenzbereiche gute Ergebnisse
mit der entwickelten sensitivitatsbasierten Optimierungsstrategie erzielt

werden konnen.

Fiir einen alternativen Ansatz zur Optimierungsstrategie kann eine
Gewichtung der einzelnen Frequenzstiitzstellen der Impedanzen genutzt
werden. Diese Gewichtung kann durch Losen eines linearen Gleichungssys-
tems so bestimmt werden, dass sich beliebige Sensitivitdten ergeben [Jurl9).
Auch mit dieser Herangehensweise konnte eine geeignete Optimierungsstra-

tegie entwickelt werden.
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7 Zusammentassung und Ausblick

Fir das favorisierte Dampfungsmodell mit komplexen Konstanten bleibt
der Nachteil der fehlenden Kausalitéit. Es kénnen allerdings durch Uber-
lagerung mehrerer kausaler Dampfungsmodelle Analogien geschaffen wer-
den, die eine annahernd konstante Steifigkeit iiber alle Frequenzen reali-
siert [Mur04; Nak16].

Die bestimmten linearen Materialparameter bilden weiterhin den Grund-
stein fiir die Bestimmung nichtlinearer Parameter. Zunachst konnen hier
lineare Parameter in unterschiedlichen Arbeitspunkten identifiziert werden,
wie es beispielsweise durch eine elektrische oder mechanische Vorspannung
moglich ist [Drel9; Sim02]. Fiir eine vollstdndig nichtlineare Bestimmung
ist der Begriff der Impedanz nicht mehr wohl-definiert, sodass hier auf ein

alternatives Maf§ der Beschreibung zuriickgegriffen werden miisste.
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Mathematischer Anhang

A.1 Legendre Transformation

Durch Legendre-Transformation [Zia09] kann die Beschreibung einer Funk-
tion von einer Zuordnung zu Werten zu einer Zuordnung von Steigungen
iiberfithrt werden. Das heif3t es wird eine Variablentransformation von
einem Funktionswert zu einer Tangentensteigung vorgenommen. Im Fall
piezoelektrischer Gleichungen ermoglicht es den Ubergang zwischen unter-
schiedlichen Darstellungsformen der piezoelektrischen Gleichungen, welche
aus unterschiedlichen thermodynamischen Potentialen resultieren. Aus-
gehend von der inneren Energie in Gleichung 3.10 (hier eindimensional
betrachtet)

dU = EdD +TdS (A.1)
kann iiber die Produktregel

d(ED) = EdD + DAE (A.2)
d(TS) = TdS + SdT (A.3)

und durch Subtraktion der beiden letzteren Gleichungen von der vorherigen
dG = —-SdT — DdFE (A.4)

eine Uberfithrung in eine andere Darstellungsform erreicht werden. Hier
bezeichnet G die Gibbs-Energie [Ike96].
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A Mathematischer Anhang

A.2 Darstellungsformen piezoelektrischer

Gleichungen
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A.3 Ableitung von Tensoren

A.3 Ableitung von Tensoren

Im Folgenden seien einige Ableitungsoperatoren in Zylinderkoordinaten (r,

¢, z) definiert. Dabei beschreibt ¢ eine Skalar, v einen Spaltenvektor und

m eine Matrix. = gibt eine Darstellung in Voigt’scher Notation an.

A.3.1 Gradient

grad ¢ =

Vv =

~

Fir radiale Symmetrie:

- 1 t

_87«@5, ;acpgba az¢

_87xvr % (0pv, —v,) O,v,
v, %(aﬂvw +v,) 0,0,

1
_&vz ~0,v., 0,v,

I 1
arvra *(890”@ + vr)7 az’vza
T

) 1
0,v, + —0,v,, 0,v, + 0,v.,
T

1 t
;(awvr —vy) + 87"”4 = G{v}

grad ¢ = [0,¢, 0.9]'

1
Vo= [arvra —Uy, @Uz, azvr + a1”'Uz:|
r
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A Mathematischer Anhang

A.3.2 Divergenz

1
V-v =0,v, + - (0,0, + v,) + 0,v, = D{v} (A.11)
r
aTmrr + %(asomgor + m,, — mgogo) + azmzr
V-m=|9m,,+ 0m,,+m,, —m,)+0.m.,| =T{m}
armrz + %(acpmgoz + mrz) + azmzz
(A.12)
Fiir radiale Symmetrie:
1
V-v =0, + ;vr + 0,v, (A.13)

V-m= " A (A.14)

170



Beispielmaterialparameter

B.1 Beispielmaterial PIC

255

Materialparameter aus Unverzagt [Unv1§]

= 7800 kg/m?
(119 84 83 0 0 0
84 119 8 0 0 0
83 8 117 0 0 0
cl = GPa
0 0 0 21 0 0
0O 0 0 0 21 0
(0 0 0 0 0 175
815 0 0
=10 815 0 |nFm™
0 0 658
0 0 0 0 12,09 0
e=1| 0 0 0 1209 0 0/Cm™
|—6,03 —6,03 1549 0 0 0
Rayleigh Kompl. Konst. Zener
opg = 1,267-10%s71 agy = 0,0333 71 = 242.5ns
ak =6,259-107s  agy = 0,045 dy = 1,069
aps = 0,018 T = 339,518
d2:1,094
T3 = 78,818
ds = 1,037
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B Beispielmaterialparameter

B.2 Beispielmaterial APC855

Materialparameter aus Buiochi et al. [Buil5]

p = 7600 kg/m?>

(1325 716 80,1 0 0 0 |
716 1325 80,1 0 0 0
80.1 801 1123 0 0 0
cF= | : ’ GPa
0 0 0 204 0 0
0 0 0 0 204 0
0 0 0 0 0 3045
1744 0 0
=] 0 1744 0 |[nFm™
0 0 11,519
) 0 0 0 1856 0
e=1| 0 0 0 1856 0 0/Cm™2
64 —64 2279 0 0 0

Rayleigh Kompl. Konst. Zener
ay = 6819057t ap1 = 0,018 71 = 262,05 ns
ak =1,259-1071%s g, = 0,021 dy = 1,037
ap 3 = 0,007 7> = 303,2ns
do = 1,043
73 ="79,1ns
ds = 1,014
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B.3 Beispielmaterial Pz27

B.3 Beispielmaterial Pz27

Materialparameter aus Rupitsch et al. [Rup10]

= 7600 kg/m?

(147 105 937 0 0 O]
105 147 937 0 0 0
937 937 113 0 0 0

cl = ’ ' GPa
0O 0 0 23 0 0
O 0 0 0 23 0
0 0 0 0 0 21
(10,005 0 0

e=| 0 10005 0 |nFm™!
0 0 809
0 0 0 0 1164 0

e=1| 0 0 0 1164 0 0{Cm™?
—3,09 —3,00 16 0 0 0

Rayleigh Kompl. Konst. Zener
ay = 1,267-10°s7! g = 0,034 71 = 2484 ns
ak =6,259-1071%s  agq = 0,042 dy = 1,07
op3 = 0,018 > = 318,3ns
dy = 1,088
73 = 78,4 1S
ds = 1,036
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Piezoelektrische

Dampfungsmodelle

C.1 Bestimmung der Giite

Fiir die Bestimmung der Dampfungsparameter wird zunéchst eine Ab-
schatzung der Giite vorgenommen. Dazu wird zunéchst wie in Kino et
al. [Kin87] beschrieben eine Approximation der Impedanz der reinen Di-
ckenschwingung vorgenommen, um einen effektiven Kopplungsfaktor zu
bestimmen. Danach kann der geddmpfte Fall durch Annahme einer kom-
plexen Frequenz abgebildet werden, deren Imaginérteil gerade mit Hilfe
der Giite Quneen abgebildet wird.

Ausgehend von der Impedanz einer reinen Dickenschwingung

KS.h 2k2. h
Zi: 33 bC 1-— dlt iﬂ Cl
¢ jwA qaihpe an | 1 2 (C.1)
ergibt sich jeweils eine Antiresonanzfrequenz bei
D
T |c
Wanti,di = (2n + 1) iy (C.2)

hpe \ p

Betrachtet man nun nur den zweiten Term ergeben sich Polstellen wenn
das Argument des Tangens (2n + 1)7t annimmt. Diese Art von Funktionen

lassen sich mit Hilfe des Satz von Mittag-Leffler! als Summe schreiben.
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C Piezoelektrische Diampfungsmodelle

Somit ergibt sich

2 2, h 2 2 8 ihpc
kdl tan (qdlpc> — kdl Z . Qd 5 . i (03>
Qdihpc 2 Qdihpc n=0 (Qn + 1) M — 4(Qdi gc)
iy 2 hpc
=2 e : (C.4)
n=0 (2n + 1) w2 — (Qdihpc)
S 8K2,
= (2n +1)°n2 — Cnt1)*n?w? (C.5)
anti,di
_,53 8k, o)
=N S -
anti,di
. keff n
=2 0T (C.7)
n=0 (1 - m)
mit
8k2.
ket = (o + 17 ©s)
(2n + 1)"m?

Beachtet man in der Summe nur die erste Resonanzstelle (n = 0) ergibt

sich eine Impedanz von

K3sh k2ew? . o
Ty = —387pe g el Pantidi .9
! jwA Wintidi — W (€-9)
Im Resonanzfall gilt (vergleiche Gleichung 5.105)
ke
l= (C.10)
=2
anti,di
W2 4 )
= 1=k (C.11)
wgnti,di i
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C.1 Bestimmung der Grite

Fir gedampfte Systeme wird eine komplexe Frequenz (oder Wellenzahl
oder Steifigkeit) angenommen. Damit erhélt man eine Antiresonanzfrequenz

von

) (1)

(Danti,di = Wanti,di <1 + J 2Q
mech

)2 (C.13)

~ 2 o 2 o
Wanti,di — Wanti,di (1 +)

QQmech
2 -
N Wangiai | 1 1] 0 (C.14)
mech
wodurch sich eine Impedanz von
r 2 2 <1
~ S h keﬂwanti,di (1 +J Qmec )
Zai = ﬁf”?’f 1— " (C.15)
_ “§3h 1 kgffwznti di
o A B 2 w? tidi
Jw L wanti,dl LU + .] Qarzelchl
1 k2w .. 4
eff*“anti,di (Clﬁ)
Qmech wantl di w + J amldl

mech

ergibt. Durch konjugiert komplexe Multiplikation und Vernachlassigung

aller héheren Potenzen von Qmecn ergibt sich mit Aw = w2 ; 4 — w?

o JwA Aw?
1 R <A°" ] 5:;?) C
- 17
JQmech Aw? ( )
Zai KSshpe | Keianti 1 Kt ai Aw (C.18)
! WA | Qmech Aw?  Qmech A2 _
S 2 2 9
K33h keff(’uanti,di(’u
= Zai WA | Qe Aw? (C.19)
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C Piezoelektrische Diampfungsmodelle

Im Resonanzfall gilt Zg4 = 0. Damit ergibt sich fiir den Betrag der Gesamt-

impedanz

S 2 2 2
K33Mpe KogWantiaiw

Zai(Wres.ai)| =
Zalrema)l = = 2 G
e 1 :

2 2 7
WA keﬁQmechwres,di 1-— keff

(C.20)

(C.21)

Stellt man dies nach Qe um und vernachlissigt hohere Potenzen von
k%; ergibt sich (vergleiche Gleichung 5.104)

S
F33lipe 1

. .22
wA Wres,di’Zdi (Wres,di)lkgﬂ" ( )

Qmech =

C.2 Spektrale Zerlegung der piezoelektrischen

Materialmatrix

Wie in Unterabschnitt 3.3.5 beschrieben kann ein Materialmodell durch
die spektrale Zerlegung der Materialmatrix auf drei Dimensionen erweitert
werden. Dies wurde bereits fiir die Steifigkeitsmatrix beschrieben, kann

jedoch auch fir die gesamte piezoelektrische Materialmatrix

cin ci2 cg 0 0 e3

ci2 ¢ ¢z 0 0 e3

c13 c3 cz3 0 0 es3
0 0 0 Cq4 €15 0
0 0 0 €15 €11 0

er3 ez ez 0 0 e33

(C.23)

angewendet werden. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass hier die Betrach-
tungen unter Vernachlassigung der physikalischen Einheiten geschehen

miissen. Daher sind die Zwischenschritte nicht immer physikalisch interpre-

178



C.2 Spektrale Zerlegung der piezoelektrischen Materialmatrix

tierbar. Fiir die Erweiterung miissen zunéchst die Eigenwerte dieser 6 x 6

Matrix bestimmt werden 2:

A1 = i1 — Cr (C.24)
1
1
fy b V2a
M=—+—7%— —— C.27
I R (C.27)
7 c*b ca
As=—2 + C.28
"T T3 608 3V (C.28)
7 cb c*a
P TR C.29
5= T3 698 3V (C.29)
mit
a=36-7" (C.30)
b=Va+Va*+a (C.31)
c=1+jV3 (C.32)
¢ =1-jV3 (C.33)
o =2(c} +cf, + 33+ e35)—
3 ((0%1 + cty) (s + €33) + (€33 + €33) (e + ez + C33)> +
6 (032011 + 3 c12 — cicia(css + €33 )
9633(033 + e33) + 12¢33e33(c11 + c12)+
18 ((CH + 612)(C?3 + 6%1 — 6%3) -+ 033033 + 631833) —
36(6%1033 -+ C%?)Egg) + 108013631633 (C34)
B = —2(ciz +€3)) — €33 + css(cin + cr2) + ess(cnn + 2+ cs3)  (C.35)
7= —Ci1 — Ci2 — €33 — €33 (C.36)

2Durchfiihrung der Berechnungen von Veronika Schulze.
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C Piezoelektrische Diampfungsmodelle

Die dazugehorigen Eigenvektoren ergeben sich dann zu

b, =[-1,1,0,0,0,0]" (C.37)
- 1 t

b2 = 0,0,07—7(—&144-811 +h),1,0:| <C38)
L 2615
r t

b3 = 0,0,0,—7(—0444*811 — h),l,()} (039)
L 2615
[N\ — i i '

b= | M Em S gm0y T 9 g 000, 1] (C.40)
. €31 €; €31 €; € €

fir i = {4,5,6} und mit

—eg1e33 + C13€33 + Cia\;

b = —€31033 + C13€33 + €31\ (G4
ei = €31 (C11-c1p-;) (C.42)
fi = €3 — cia33 + Cra); (C.43)
g = —C13€31 + C12€33 (C.44)
h = \/cil +4e3s — 2cpuenn + €34 (C.45)

Um die Anzahl der benétigten Parameter gering zu halten, konnen auch
hier unterschiedliche Eigenwerte mit gleichen Dampfungsmechanismen
erzielt werden. Beispielsweise konnen fiir Ay und A3, sowie fiir A5 und Ag

die gleichen Dampfungsparameter gewahlt werden.
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Untersuchung des

Konvergenzverhaltens

D.1 Konvergenz unterschiedlicher

Dampfungsmodelle an Beispielmaterialien

D.1.1 Dampfung durch komplexe Konstanten

1.6 |

143 gt 2 e S 3

L2 1 B
" e 1 P
SESEE Nt S . Bt

08| : e

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Iterationsschritt n

1) E E E E S
11 C1o C13 C33 Cyq €11

—— 5§3 €15 €31 €33 Q.1 Qo2
o3

Abbildung D.1: Konvergenz des Optimierungsprozesses fiir Beispielmateri-
al PIC255 mit komplexen Konstanten.
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D Untersuchung des Konvergenzverhaltens

D.1.2 Zener-Modell

3 4 5! 6 7
| | | | |
10 |- | | Bl i
- = | | [ | 1
Q& - I I i i i
[9 [ | | ] I 1
| | | I 5 I
| | | I |
1 = | | T}l ?MV Q
E ! 5 I 1
| | | I I 1
| | | | | |
| | | | |
0.1k ! i L i L L B

| L | I |
20 40 60 &0 100 120 140 160 180 200 220
Tterationsschritt n

E E E E E S
11 Cia Ci3 C33 Cyq €11
—— 6§3 €15 €31 €33 T1 dy
T2 dQ T3 dg

Abbildung D.2: Konvergenz des Optimierungsprozesses fiir Beispielmateri-
al PIC255 mit Zener-Modell.
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D.2 Konvergenz unterschiedlicher Dampfungsmodelle an Impedanzmessungen (PIC255)

D.2 Konvergenz unterschiedlicher
Dampfungsmodelle an

Impedanzmessungen (P1C255)

D.2.1 Dampfung durch komplexe Konstanten

3 4 5 6 7
102 I | \/\\/\\
5 1077 | | o
& I I I I I
e R
10—]_0 | L 1 1 1 | J ‘ | 1
0 50 100 150 200 250
Iterationsschritt n
—o oo T Chy v Cy — chy ciy e
— 523 €15 €31 €33 Qp,1 Q.2

Qo3

Abbildung D.3: Konvergenz des Optimierungsprozesses fiir PIC255 mit
komplexen Konstanten.
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D Untersuchung des Konvergenzverhaltens

D.2.2 Zener-Modell

3 4 5 6 7
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Abbildung D.4: Konvergenz des Optimierungsprozesses fiir PIC255 mit
Zener-Modell.

184



	Vorwort
	Kurzfassung
	Abstract
	Inhaltsverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Verzeichnis der verwendeten Abkürzungen und Symbole
	Einleitung
	Motivation und Zielstellung
	Einordnung der Arbeit

	Stand der Forschung
	Bestimmung piezoelektrischer Materialparameter
	Analytische Verfahren
	Standardisiertes Verfahren
	Iterative Verfahren

	Modellierung von Dämpfung in piezokeramischen Materialien

	Mathematische Beschreibung piezokeramischer Materialien
	Der piezoelektrische Effekt
	Piezoelektrische Gleichungen
	Begriffsdefinition
	Notation
	Lineare Zustandsgleichungen
	Differentialgleichung zur dynamischen Beschreibung des piezoelektrischen Effekts

	Berücksichtigung von Dämpfung
	Rayleigh-Dämpfung
	Dämpfung durch komplexe Konstanten
	Zener-Modell
	Vergleich unterschiedlicher Dämpfungsmodelle
	Erweiterung der Dämpfungsmodelle auf dreidimensionale Materialien


	Finite-Elemente-Simulation piezokeramischer Scheiben
	Schwache Form der piezoelektrischen Gleichungen
	Finite-Elemente-Methode zur Lösung der piezoelektrischen Gleichungen
	Elemente höherer Ordnung
	Lösung im Frequenzbereich
	Lösung im Zeitbereich

	Simulation unter Berücksichtigung unterschiedlicher Dämpfungsmodelle
	Rayleigh-Dämpfung
	Dämpfung durch komplexe Konstanten
	Zener-Modell

	Unterschiedliche Verfahren zur Impedanzberechnung
	Impedanzberechnung durch Zeitbereichssimulation
	Impedanzberechnung durch Frequenzbereichssimulation
	Vergleich der Verfahren zur Impedanzberechnung


	Realisierung des inversen Verfahrens
	Das Vorwärtsmodell
	Angepasste Elektrodenstruktur
	Simulationsmodell
	Einfluss der Elektroden

	Impedanzmessung
	Elektrodenstrukturierung
	Messung der elektrischen Impedanz

	Startwertbestimmung
	Dickenschwingung
	Radialschwingung
	Schätzung der Materialparameter
	Bestimmung von Resonanzfrequenzen unter Berücksichtigung von Dämpfung
	Nach-Optimierung der Startwerte
	Evaluation des Startwertschätzers

	Sensitivitätsanalyse zur Entwicklung einer Optimierungsstrategie
	Zusammenfassung der entwickelten Optimierungsstrategie

	Materialparameterbestimmung im inversen Verfahren
	Betrachtung simulierter Beispielmaterialien
	Parameteridentifikation unterschiedlicher Materialien

	Materialparameterbestimmung an einer PIC255 Keramik
	Identifikation der Parameter unterschiedlicher Dämpfungsmodelle
	Dämpfung durch komplexe Konstanten
	Zener-Modell
	Weitere Dämpfungsmodelle

	Evaluation und Konsistenzprüfung
	Zielfunktion
	Physikalische Plausibilität
	Übertragbarkeit der Materialparameter
	Vergleich mit Literaturdaten

	Unsicherheitsanalyse
	Beschreibung der vorhandenen Messunsicherheiten
	Linearisierung des Vorwärtsmodells
	Bestimmung der Unsicherheit der Materialparameter

	Diskussion der Ergebnisse

	Zusammenfassung und Ausblick
	Zusammenfassung
	Ausblick

	Literaturverzeichnis
	Mathematischer Anhang
	Legendre Transformation
	Darstellungsformen piezoelektrischer Gleichungen
	Ableitung von Tensoren
	Gradient
	Divergenz


	Beispielmaterialparameter
	Beispielmaterial PIC255
	Beispielmaterial APC855
	Beispielmaterial Pz27

	Piezoelektrische Dämpfungsmodelle
	Bestimmung der Güte
	Spektrale Zerlegung der piezoelektrischen Materialmatrix

	Untersuchung des Konvergenzverhaltens
	Konvergenz unterschiedlicher Dämpfungsmodelle an Beispielmaterialien
	Dämpfung durch komplexe Konstanten
	Zener-Modell

	Konvergenz unterschiedlicher Dämpfungsmodelle an Impedanzmessungen (PIC255)
	Dämpfung durch komplexe Konstanten
	Zener-Modell



