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Abstract

T h i s t h e s i s a d d r e s s e s t h e l e a r n i n g o f p r e f e r e n c e s , p a r t i c u l a r l y c h o i c e s , w i t h i n t h e m a c h i n e l e a r n i n g f r a m e w o r k . I t

i s p o s i t i o n e d a t t h e i n t e r s e c t i o n o f m a c h i n e l e a r n i n g , b e h a v i o r a l e c o n o m i c s , a n d p s y c h o l o g y . P r e f e r e n c e l e a r n i n g ,

a g r o w i n g s u b fi e l d o f m a c h i n e l e a r n i n g , h a s m a n y v i t a l a p p l i c a t i o n s , s u c h a s i n f o r m a t i o n r e t r i e v a l , r e c o m m e n d e r

s y s t e m s , a n d , r e c e n t l y , a l i g n i n g l a n g u a g e m o d e l s a n d a g e n t s w i t h h u m a n p r e f e r e n c e s .

W e c o n s i d e r t h e c h o i c e s e t t i n g , w h e r e a d e c i s i o n m a k e r i s p r e s e n t e d w i t h a s e t o f o b j e c t s a n d e x p r e s s e s a c h o i c e b y

s e l e c t i n g t h e s u b s e t o f o b j e c t s t h e y p r e f e r . G i v e n o b s e r v a t i o n s o f s e t s o f o b j e c t s a n d t h e c h o s e n o b j e c t s , t h e o v e r a l l

g o a l i s t o l e a r n t h e f u n c t i o n t h a t m a p s f r o m s e t s o f o b j e c t s t o s u b s e t s t h a t c a n g e n e r a l i z e t o u n s e e n s e t s o f o b j e c t s .

M a n y m o d e l s m a k e t h e s i m p l i f y i n g a s s u m p t i o n t h a t d e c i s i o n m a k e r s e v a l u a t e t h e u t i l i t y o f e a c h o b j e c t i n d e p e n d e n t l y .

H o w e v e r , t h i s c o n fl i c t s w i t h e x p e r i m e n t a l fi n d i n g s f r o m p s y c h o l o g y a n d b e h a v i o r a l e c o n o m i c s , w h i c h i n d i c a t e t h a t

t h e c o n t e x t i n w h i c h c h o i c e s a r e m a d e s i g n i fi c a n t l y i n fl u e n c e s t h e c h o i c e s .

T h e r e f o r e , w e s e t o u t t o s t u d y h o w t o c a p t u r e t h e i n fl u e n c e o f t h e s u r r o u n d i n g o b j e c t s o n a c h o i c e . W e p r o p o s e t o

g e n e r a l i z e t h e n o t i o n o f u t i l i t y i n t w o c o m p l e m e n t a r y w a y s . T h e fi r s t m e t h o d o l o g y e x p l i c i t l y a i m s t o i n c o r p o r a t e t h e

s e t - b a s e d c o n t e x t i n t o t h e a s s e s s m e n t o f t h e u t i l i t i e s . W e p r o p o s e t w o d e c o m p o s i t i o n a p p r o a c h e s t o m a k e t h e l e a r n i n g

o f s u c h a g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n f e a s i b l e . T h e fi r s t a p p r o a c h , F i r s t E v a l u a t e T h e n A g g r e g a t e ( F E T A ) , d e c o m p o s e s

t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y i n t o a n a g g r e g a t i o n o f l o w e r - o r d e r s u b - u t i l i t i e s . T h e s e c o n d a p p r o a c h , F i r s t A g g r e g a t e T h e n

E v a l u a t e ( F A T E ) , fi r s t c o m p u t e s a r e p r e s e n t a t i o n o f t h e s e t o f o b j e c t s a n d t h e n e v a l u a t e s t h e u t i l i t y o f e a c h o b j e c t

w i t h i n t h e c o n t e x t o f t h i s r e p r e s e n t a t i o n . F o r b o t h u t i l i t y d e c o m p o s i t i o n s , n e w c h o i c e s c a n b e p r e d i c t e d b y s e l e c t i n g

o b j e c t s w h o s e u t i l i t y e x c e e d s a c e r t a i n t h r e s h o l d .

T h e s e c o n d m e t h o d o l o g y r e s u l t e d f r o m t h e q u e s t i o n o f w h a t w o u l d h a p p e n i f w e m o v e d f r o m a o n e - d i m e n s i o n a l

t o a m u l t i - d i m e n s i o n a l u t i l i t y f u n c t i o n . T h i s e x t e n s i o n n a t u r a l l y l e a d s t o a c h o i c e f u n c t i o n f o r s u b s e t s e l e c t i o n s b y
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W e a n a l y z e m a t h e m a t i c a l p r o p e r t i e s f o r e a c h o f t h e m o d e l s w e d e v e l o p , s u c h a s e x p r e s s i v e p o w e r a n d i d e n t i fi a b i l i t y .

W e f u r t h e r d e r i v e s u i t a b l e d i f f e r e n t i a b l e l o s s f u n c t i o n s a n d d e s i g n a p p r o p r i a t e n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s . N e x t ,

w e e x t e n s i v e l y c o m p a r e t h e s e n e u r a l n e t w o r k s a g a i n s t s t a t e - o f - t h e - a r t a p p r o a c h e s a c r o s s a v a r i e t y o f d a t a s e t s t o

a s s e s s t h e i r e f f e c t i v e n e s s i n d i f f e r e n t s e t t i n g s . O u r r e s u l t s d e m o n s t r a t e t h a t o u r a p p r o a c h e s p e r f o r m v e r y f a v o r a b l y i n

l e a r n i n g t a s k s w i t h a h i g h d e g r e e o f c o n t e x t - d e p e n d e n c e .
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Figure 1.1.: A n i l l u s t r a t i o n o f a p e r s o n w h o

i s t h i n k i n g a b o u t n e w h e a d p h o n e s .

I m a g i n e t h e f o l l o w i n g s i t u a t i o n : Y o u r t r u s t y h e a d p h o n e s r e c e n t l y b r o k e , a n d

y o u a r e l o o k i n g f o r a r e p l a c e m e n t . Y o u a r e n o t f a m i l i a r w i t h t h e i n s a n d

o u t s o f h e a d p h o n e s a n d w h a t t o l o o k f o r a n d c o n s u l t w i t h a l a r g e l a n g u a g e

m o d e l ( L L M ) f o r a s e t o f u s e f u l c r i t e r i a t o c o m p a r e h e a d p h o n e s . T h e l a n g u a g e

m o d e l g e n e r a t e s t w o l i s t s o f c r i t e r i a a n d a s k s y o u w h i c h o f t h o s e y o u p r e f e r .

Y o u p i c k t h e fi r s t l i s t , f e e l i n g i t a l i g n s b e t t e r w i t h y o u r n e e d s . Y o u h e a d

o v e r t o y o u r f a v o r i t e s e a r c h e n g i n e a n d b e g i n s e a r c h i n g . A f e w r e s u l t s a p p e a r ,

a n d o n e i n p a r t i c u l a r c a t c h e s y o u r e y e . Y o u c l i c k o n i t . U p o n v i s i t i n g t h e

s i t e , t h e h e a d p h o n e s d i s p l a y e d d o n o t q u i t e m e e t y o u r e x p e c t a t i o n s , b u t a n

a d v e r t i s e m e n t f o r a n o t h e r p a i r o f h e a d p h o n e s g r a b s y o u r a t t e n t i o n . Y o u c l i c k

o n t h e a d a n d a r e d i r e c t e d t o a n o n l i n e s t o r e . A f t e r a b i t m o r e b r o w s i n g ,

y o u d e c i d e n o t o n l y t o p u r c h a s e t h e h e a d p h o n e s b u t a l s o a c a s e t h a t w a s

r e c o m m e n d e d a t t h e c h e c k o u t .

Y o u m i g h t n o t r e a l i z e t h a t t h r o u g h t h e s e a c t i o n s , y o u h a v e g e n e r a t e d a w e a l t h

o f p r e f e r e n c e d a t a . T h e s e d a t a a r e i n v a l u a b l e f o r t r a i n i n g a n d i m p r o v i n g m a -

c h i n e l e a r n i n g m o d e l s d e s i g n e d t o t a c k l e v a r i o u s t a s k s . W h e n y o u i n d i c a t e d

y o u r p r e f e r e n c e f o r o n e s e t o f c r i t e r i a o v e r a n o t h e r w h i l e c o n s u l t i n g t h e L L M ,

y o u p r o v i d e d p a i r w i s e p r e f e r e n c e d a t a , w h i c h c a n b e u s e d t o b e t t e r a l i g n f u t u r e

m o d e l s w i t h u s e r i n t e n t i o n s . F u r t h e r m o r e , y o u r i n t e r a c t i o n w i t h t h e s e a r c h

e n g i n e – s p e c i fi c a l l y t h e c l i c k o n y o u r c h o s e n l i n k – i s a p i e c e o f i n f o r m a t i o n f o r

r e fi n i n g t h e a l g o r i t h m s t h a t p o w e r i n f o r m a t i o n r e t r i e v a l . T h e a d v e r t i s e m e n t

p l a c e m e n t t h a t c a u g h t y o u r e y e i s t h e r e s u l t o f p r e f e r e n c e - b a s e d b a n d i t a l g o -

r i t h m s d e s i g n e d t o m a x i m i z e t h e l i k e l i h o o d o f a c l i c k . F i n a l l y , t h e a d d i t i o n a l

p r o d u c t r e c o m m e n d a t i o n a t t h e c h e c k o u t i s a d i r e c t a p p l i c a t i o n o f r e c o m m e n d e r

s y s t e m s . T h e s e s y s t e m s a r e u b i q u i t o u s i n m o d e r n e - c o m m e r c e a n d h e l p c o n n e c t

c u s t o m e r s w i t h p r o d u c t s t h e y a r e l i k e l y t o b u y .

A s w e c a n s e e , l e a r n i n g f r o m p r e f e r e n c e d a t a i s o f c e n t r a l i m p o r t a n c e i n t h e fi e l d

o f m a c h i n e l e a r n i n g , a s i t s p a n s s e v e r a l r e l e v a n t a p p l i c a t i o n s . W h a t a l l o f t h e s e

a p p l i c a t i o n s h a v e i n c o m m o n i s t h a t w e a r e o b s e r v i n g p r e f e r e n c e s o f i n d i v i d u a l s

i n a c e r t a i n c o n t e x t . M o s t o f t h e s e p r e f e r e n c e s a r e i m p l i c i t , a s w e o b s e r v e

h o w u s e r s i n t e r a c t w i t h a s y s t e m a n d a s s u m e t h a t c e r t a i n a c t i o n s i n d i c a t e a

p r e f e r e n c e f o r s o m e a l t e r n a t i v e s o v e r o t h e r s .

N o w , c e r t a i n l y , r e s e a r c h e r s i n m a c h i n e l e a r n i n g h a v e n o t i n v e n t e d t h e fi e l d o f

p r e f e r e n c e m o d e l i n g . T h e s t u d y o f h u m a n p r e f e r e n c e s g o e s b a c k t o t h e 1 8 t h

c e n t u r y w h e n r e s e a r c h e r s b e g a n c o n s i d e r i n g t h e v a l u a t i o n o f a l t e r n a t i v e s i n t h e

c o n t e x t o f g a m b l i n g [ M o n 1 3 ; B e r 3 8 ] . I n t h e 1 9 t h c e n t u r y , F e c h n e r [ F e c 6 0 ]

p i o n e e r e d p s y c h o p h y s i c a l r e s e a r c h . I n p a r t i c u l a r , t h e c o n c e p t o f “ j u s t n o t i c e a b l e

d i f f e r e n c e ” p l a y e d a c r u c i a l r o l e i n s h a p i n g t h e f o u n d a t i o n s o f p r e f e r e n c e

m o d e l s b y i n t e g r a t i n g p s y c h o l o g i c a l i n s i g h t s i n t o e c o n o m i c d e c i s i o n - m a k i n g .

T h e n e x t r e v o l u t i o n h a p p e n e d i n t h e 2 0 t h c e n t u r y , w h e n P a r e t o [ P a r 0 6 ] , V o n

N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n [ V M 4 7 ] , a n d L u c e [ L u c 5 9 ] d e v e l o p e d r o b u s t

a x i o m a t i c f o u n d a t i o n s f o r t h e o r i e s o f u t i l i t y b a s e d o n h u m a n p r e f e r e n c e s .

R a n d o m u t i l i t y m o d e l s ( R U M s ) l i k e t h e m u l t i n o m i a l l o g i t ( M N L ) m o d e l

w e r e d e v e l o p e d i n i n t h e fi r s t h a l f o f t h e 2 0 t h c e n t u r y a n d t h e n e s t a b l i s h e d i n
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e c o n o m i c t h e o r y b y M c F a d d e n [ M c F 7 4 ] . T h e s e a l l o w e d p r a c t i t i o n e r s t o i n f e r

u t i l i t y f u n c t i o n s f r o m p r e f e r e n c e d a t a , f a c i l i t a t i n g t h e e x p l a n a t i o n o f b e h a v i o r

a n d p r e d i c t i n g f u t u r e p r e f e r e n c e s .

H o w e v e r , i n a n u m b e r o f e m p i r i c a l s t u d i e s i t w a s o b s e r v e d t h a t i n s o m e s i t u a -

t i o n s , i n d i v i d u a l s d e v i a t e d f r o m w h a t w a s d e e m e d “ r a t i o n a l ” b e h a v i o r [ C o o 5 8 ;

C h i 6 0 ; K r a 6 7 ; B D M 6 3 ; T E 6 9 ; H P P 8 2 ; H P 8 3 ; R S S 8 7 ; S i m 8 9 ] . W h a t d o w e

m e a n b y r a t i o n a l h e r e ? I n g e n e r a l , i t i s p o s i t e d t h a t a r a t i o n a l d e c i s i o n m a k e r

a c t s a c c o r d i n g t o a u t i l i t y f u n c t i o n . A l t e r n a t i v e s a r e j u d g e d a c c o r d i n g t o t h i s

u t i l i t y f u n c t i o n , a n d t h e b e s t o n e i s c h o s e n b a s e d o n t h e p r i n c i p l e o f u t i l i t y

m a x i m i z a t i o n . T h e c o m b i n e d a x i o m s u n d e r l y i n g t h e a f o r e m e n t i o n e d a x i o m a t i c

a p p r o a c h e s i m p l y t h e e x i s t e n c e o f a u t i l i t y f u n c t i o n . I t w a s , t h e r e f o r e , c o m m o n

t o s a y t h a t i f d e c i s i o n m a k e r s a c t i n a w a y t h a t v i o l a t e s o n e o r m o r e a x i o m s ,

t h e i r b e h a v i o r i s “ i r r a t i o n a l ” . S y s t e m a t i c e x p e r i m e n t a t i o n r e v e a l e d t h a t t h e

p r e f e r e n c e c o n t e x t h a s a n o t i c e a b l e e f f e c t o n t h e p r e f e r e n c e s .

S e v e r a l d i s t i n c t c o n t e x t e f f e c t s w e r e i d e n t i fi e d t h a t r e l i a b l y c a u s e d s u c h d e v i a t i o n sc o n t e x t e f f e c t s

i n i n d i v i d u a l s . A s a n e x a m p l e , c o n s i d e r a s i t u a t i o n w h e r e a c u s t o m e r i s c h o o s i n g

b e t w e e n t h r e e d i f f e r e n t l a p t o p s , p r i c e d a t 1000 € , 1500 € a n d 2000 € . W e o f t e n

o b s e r v e t h a t i n s u c h a s i t u a t i o n , t h e c u s t o m e r i s m o r e l i k e l y t o c h o o s e t h e

m i d d l e o p t i o n b e c a u s e i t i s s e e n a s a c o m p r o m i s e b e t w e e n t h e o t h e r t w o . T h i s

i s k n o w n a s t h e c o m p r o m i s e e f f e c t a n d i s a w e l l - d o c u m e n t e d c o n t e x t e f f e c t i n t h ec o m p r o m i s e e f f e c t

l i t e r a t u r e [ S i m 8 9 ] . I n S e c t i o n 2 . 3 , w e w i l l d i s c u s s s e v e r a l o t h e r c o n t e x t e f f e c t s

t h a t h a v e b e e n o b s e r v e d i n t h e l i t e r a t u r e . T h e s e c o n t e x t e f f e c t s d e m o n s t r a t e

t h a t h u m a n c h o i c e b e h a v i o r m a y n o t s i m p l y b e r e p r e s e n t e d b y a s t r a i g h t f o r w a r d

u t i l i t y f u n c t i o n t h a t o n l y j u d g e s e a c h a l t e r n a t i v e i n d i v i d u a l l y . R a t h e r , u t i l i t i e s

n e e d t o b e c o m e c o n t e x t - d e p e n d e n t t o a c c o u n t f o r s u c h c o n t e x t e f f e c t s .

M o t i v a t e d b y t h e s e o b s e r v a t i o n s , r e s e a r c h e r s d e v i s e d u t i l i t y m o d e l s t h a t c o u l d

a c c o u n t f o r s o m e o f t h e c o n t e x t e f f e c t s ( s e e S e c t i o n 2 . 4 ) . H o w e v e r , t h e s e

m o d e l s a r e o f t e n l i m i t e d i n t h e i r e x p r e s s i v e p o w e r a n d a r e n o t a b l e t o c a p t u r e

a l l c o n t e x t e f f e c t s . T h i s i n c l u d e s c o n t e x t e f f e c t s t h a t a r e n o t y e t k n o w n o r a r e

d i ffi c u l t t o m o d e l e x p l i c i t l y . I n t h i s t h e s i s , w e a i m t o d e v e l o p m o d e l s t h a t c a n

c a p t u r e a w i d e r a n g e o f c o n t e x t e f f e c t s a n d a r e a b l e t o a d a p t t o n e w c o n t e x t

e f f e c t s .

W h i l e t h e m a i n f o c u s o f t h i s t h e s i s i s o n m o d e l i n g h u m a n p r e f e r e n c e s w i t h

a r b i t r a r y c o n t e x t e f f e c t s , t h e r e i s a g o o d a r g u m e n t t o b e m a d e t h a t t h e s e m o d -

e l s c a n a l s o b e a p p l i e d t o o t h e r s e t t i n g s w h e r e p r e f e r e n c e s a r e e x p r e s s e d . I t

i s f r u i t f u l t o g e n e r a l i z e t h i s c o n c e p t t o t h e i n f e r e n c e o f a b s t r a c t p r e f e r e n c e

f u n c t i o n s . O n e e x a m p l e i s t o o b s e r v e a n d l e a r n f r o m t h e p r e f e r e n c e s e x p r e s s e d

b y a h a r d - t o - c o m p u t e o p t i m i z a t i o n a l g o r i t h m ( i n t h e t y p i c a l s e n s e o f c o m p u -

t a t i o n a l c o m p l e x i t y ) . I n s u c h c a s e s , t h e o p t i m a l s e l e c t i o n i s h i g h l y c o n t e x t u a l ,

a n d i t i s d i ffi c u l t t o c a p t u r e t h e s e c o n t e x t e f f e c t s e x p l i c i t l y . W e , t h e r e f o r e ,

r e q u i r e m o d e l s t h a t c a n fl e x i b l y a d a p t t o a n y c o n t e x t e f f e c t s p r e s e n t i n t h e

d a t a . G e n e r a l l y s p e a k i n g , w e c a n t r e a t t h i s a s a p r o b l e m t o i n f e r a n u n k n o w n

a l g o r i t h m t h a t c a n o n l y b e o b s e r v e d b y i t s p r e f e r e n c e s . M o d e l i n g h u m a n

p r e f e r e n c e s i s t h e n s i m p l y a s p e c i a l c a s e w h e r e e a c h i n d i v i d u a l d e c i d e s o n t h e

p r e f e r r e d a l t e r n a t i v e s b a s e d o n s o m e u n d e r l y i n g d e c i s i o n a l g o r i t h m .

I n t h e m a c h i n e l e a r n i n g l i t e r a t u r e , t h e p r o b l e m o f l e a r n i n g f r o m p r e f e r e n c e s i s

o f t e n r e f e r r e d t o a s p r e f e r e n c e l e a r n i n g [ F H 1 0 ] . T h e g o a l o f p r e f e r e n c e l e a r n i n gp r e f e r e n c e l e a r n i n g

i s t o i n f e r a m o d e l t h a t c a n p r e d i c t t h e p r e f e r e n c e s o f a d e c i s i o n m a k e r b a s e d o n

o b s e r v e d d a t a . T h e s u b fi e l d h a s a l r e a d y s e e n a s u r g e i n i n t e r e s t i n r e c e n t y e a r s ,
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a s i t i s a c e n t r a l c o m p o n e n t i n m a n y a p p l i c a t i o n s , s u c h a s i n f o r m a t i o n r e t r i e v a l ,

r e c o m m e n d e r s y s t e m s , a n d o n l i n e m a r k e t i n g [ H S 2 4 ] . H o w e v e r , t h e m o s t

i n fl u e n t i a l a p p l i c a t i o n s o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g a r e i n t h e fi e l d o f r e i n f o r c e m e n t

l e a r n i n g , w h e r e i t w a s u s e d t o t r a i n t h e r e w a r d f u n c t i o n o f a n a g e n t w i t h t h e

p r e f e r e n c e s o f a h u m a n s u p e r v i s o r [ C h r + 1 7 ] . T h i s m e t h o d w a s l a t e r u s e d t o

a l i g n t h e l a r g e l a n g u a g e m o d e l G P T - 3 w i t h h u m a n p r e f e r e n c e s , r e s u l t i n g i n

I n s t r u c t G P T , n o w k n o w n a s C h a t G P T [ O u y + 2 2 ] . L e a r n i n g f r o m i m p l i c i t

b e h a v i o r w i l l b e i n c r e a s i n g l y i m p o r t a n t a s w e a r e c o n f r o n t e d w i t h l a r g e r a n d

m o r e c o m p l e x d a t a s e t s w i t h o u t t h e a b i l i t y t o l a b e l a l l o f t h e m m a n u a l l y .

I n t h e p r e f e r e n c e l e a r n i n g l i t e r a t u r e , n u m e r o u s a p p r o a c h e s i n v a r i o u s l e a r n i n g

s e t t i n g s h a v e b e e n p r o p o s e d t o m o d e l p r e f e r e n c e s . E a c h w i t h t h e i r o w n a d v a n -

t a g e s a n d t r a d e o f f s [ F H 1 0 ; H S 2 4 ] . S p e c i fi c l e a r n i n g s e t t i n g s a r e d i s t i n g u i s h e d

b a s e d o n w h i c h f e a t u r e s a r e a v a i l a b l e , t h e m o d a l i t y o f p r e f e r e n c e f e e d b a c k

( e . g . , r a n k i n g s , c h o i c e s o r o r d i n a l s c o r e s ) , a n d t h e t y p e o f l e a r n i n g p a r a d i g m

( e . g . , s u p e r v i s e d , u n s u p e r v i s e d , r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g , e t c . ) . A n e x p l i c i t o r

i m p l i c i t a s s u m p t i o n m a n y a p p r o a c h e s m a k e i s t h a t e a c h a l t e r n a t i v e c a n , i n

s o m e w a y , b e a s s i g n e d a u t i l i t y , a n d t h e o b s e r v e d p r e f e r e n c e s r e s u l t f r o m a u t i l i t y

p r e f e r e n c e p r o c e s s o p e r a t i n g b a s e d o n t h e s e u t i l i t i e s . A s w e w i l l s e e l a t e r i n

C h a p t e r 4 , t h i s c a u s e s t h e m a j o r i t y o f t h e s e a p p r o a c h e s t o b e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t ,

i . e . , t h e o t h e r a l t e r n a t i v e s p r e s e n t i n t h e c o n t e x t d o n o t p l a y a r o l e i n t h e u t i l i t y

a s s e s s m e n t . I n t y p i c a l w e b c o n t e x t s , u s e r s a r e o f t e n c o n f r o n t e d w i t h s e v e r a l

o p t i o n s , m a k i n g i t p l a u s i b l e t h a t c o n t e x t e f f e c t s p l a y a r o l e a n d n e e d t o b e

a c c o u n t e d f o r .

T h e m a i n g o a l o f t h i s t h e s i s i s t o a d d r e s s t h e a f o r e m e n t i o n e d p r o b l e m s i n t h e

c o n t e x t o f s u p e r v i s e d p r e f e r e n c e l e a r n i n g . W e i n v e s t i g a t e w h e t h e r i t i s p o s s i b l e

t o e ffi c i e n t l y l e a r n g e n e r a l , c o n t e x t - d e p e n d e n t p r e f e r e n c e m o d e l s . S p e c i fi c a l l y ,

w e w i l l f o c u s o n s e t t i n g s w h e r e t h e p r e f e r e n c e s a r e e x p r e s s e d a s c h o i c e s . A

c h o i c e i s a p r e f e r e n c e , w h e r e a d e c i s i o n m a k e r i s c o n f r o n t e d w i t h a s e t o f

o b j e c t s f r o m w h i c h t h e y s e l e c t t h e m o s t p r e f e r r e d o b j e c t o r s u b s e t o f o b j e c t s .

L e a r n i n g f r o m s u b s e t c h o i c e s a s a g e n e r a l i z a t i o n o f s i n g l e t o n c h o i c e s i s – i n t h e

c o n t e x t o f c h o i c e m o d e l i n g a s a w h o l e – a r e c e n t e n d e a v o r [ B K T 1 8 ] . S u b s e t s

a l l o w u s t o c o v e r m o r e c o m p l e x p r e f e r e n c e s , w h e r e t h e o p t i m a l d e c i s i o n i s t o

s e l e c t a s e t o f o b j e c t s r a t h e r t h a n a s i n g l e o n e . T a k e , f o r i n s t a n c e , t h e c h o i c e o f

a p o r t f o l i o o f i n v e s t m e n t o p p o r t u n i t i e s . D e p e n d i n g o n t h e s p e c i fi c i n v e s t m e n t

g o a l s , a d i v e r s i fi e d s e t o f i n v e s t m e n t s m i g h t b e p r e f e r a b l e t o a s i n g l e o n e t o

m a x i m i z e a c e r t a i n r e w a r d - t o - r i s k r a t i o . S u b s e t p r e f e r e n c e s m a y a l s o i n d i c a t e

i n d i f f e r e n c e w i t h r e s p e c t t o t h e o r d e r o f o b j e c t s , w h i c h c a n o c c u r i f t h e o b j e c t s

h a v e c e r t a i n p r o p e r t i e s t h a t c a n b e t r a d e d o f f a g a i n s t e a c h o t h e r . H o w e v e r ,

m o d e l i n g s u c h p r e f e r e n c e s i s n o t s t r a i g h t f o r w a r d , a s t h e n u m b e r o f p o s s i b l e

s u b s e t s g r o w s e x p o n e n t i a l l y w i t h t h e n u m b e r o f o b j e c t s . T h i s i s w h y o n e g o a l

o f t h i s t h e s i s i s t o d e v e l o p m o d e l s t h a t c a n e ffi c i e n t l y p r e d i c t s u b s e t c h o i c e s .

I n t h e f o l l o w i n g S e c t i o n 1 . 1 , w e w i l l fi r s t d e t a i l t h e r e s e a r c h q u e s t i o n s t h a t

g u i d e d t h e r e s e a r c h p r e s e n t e d i n t h i s t h e s i s a n d t h e s p e c i fi c o b j e c t i v e s t h a t w e r e

d e r i v e d . T h e n , w e h i g h l i g h t t h e m a i n c o n t r i b u t i o n s o f t h i s t h e s i s i n S e c t i o n 1 . 2

a n d d i s c u s s t h e p o t e n t i a l i m p a c t o n t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g . G i v e n t h a t

t h e i n t e n d e d a u d i e n c e o f t h i s t h e s i s e n c o m p a s s e s e x p e r t s i n m a c h i n e l e a r n i n g

a n d p r e f e r e n c e l e a r n i n g , a s w e l l a s r e s e a r c h e r s f r o m r e l e v a n t fi e l d s u t i l i z i n g

p r e f e r e n c e m o d e l s , s u c h a s e c o n o m i c s , p s y c h o l o g y , m a r k e t i n g r e s e a r c h , a n d

o p e r a t i o n s r e s e a r c h , t h e t h e s i s i n c l u d e s s e v e r a l f o u n d a t i o n a l c h a p t e r s . T h e s e
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c h a p t e r s a r e d e s i g n e d t o p r o v i d e a c o m p r e h e n s i v e b a c k g r o u n d f o r o u r d i v e r s e

r e a d e r s h i p . T h e r e f o r e , t h e t h e s i s p r o v i d e s s e v e r a l p r e l i m i n a r y c h a p t e r s t o

p r o v i d e t h e n e c e s s a r y b a c k g r o u n d t o t h i s d i v e r s e r e a d e r s h i p . W e p r e s e n t

d e p e n d e n c i e s b e t w e e n c h a p t e r s a n d t h e s u g g e s t e d s e q u e n c e f o r r e a d i n g t h e

t h e s i s i n S e c t i o n 1 . 3 . F i n a l l y , i t i s c l e a r t h a t g o o d r e s e a r c h i s d o n e i n c o n j u n c t i o n

w i t h m u l t i p l e c o - a u t h o r s , w h i c h i s w h y i n S e c t i o n 1 . 4 , i t i s s p e c i fi e d w h i c h

p a r t s o f e a c h c h a p t e r w e r e c o n t r i b u t e d b y c o - a u t h o r s .

1.1. Research Questions and Objectives

G i v e n t h a t t h e m a i n g o a l o f t h i s t h e s i s i s t o r e s e a r c h e ffi c i e n t c o n t e x t - d e p e n d e n t

m o d e l s f o r p r e f e r e n c e s , w e d e r i v e t h e m a i n r e s e a r c h q u e s t i o n s f r o m t h i s g o a l .

T h e s e g u i d e d t h e r e s e a r c h t h a t w a s p e r f o r m e d o v e r t h e c o u r s e o f t h e t h e s i s .

F o r e a c h r e s e a r c h q u e s t i o n , w e a l s o d e t a i l o b j e c t i v e s . T h e s e a r e c e r t a i n t a s k s o r

e x p e r i m e n t s t h a t n e e d t o b e p e r f o r m e d t o a n s w e r t h e r e s e a r c h q u e s t i o n a t h a n d .

I n t h e m a i n c h a p t e r s o f t h i s t h e s i s , w e m a y f u r t h e r s p e c i f y r e s e a r c h q u e s t i o n s

f o r e a c h i n v e s t i g a t i o n . H o w e v e r , h e r e , w e o n l y c o n s i d e r t h e o v e r a r c h i n g

t h e m e s .

Research Questions (RQs)

R Q 1 : W h i c h a p p r o a c h e s e x i s t i n p r e f e r e n c e l e a r n i n g , a n d o f t h o s e , w h i c h h a v e

a m e c h a n i s m t o a c c o u n t f o r c o n t e x t e f f e c t s ?

R Q 2 : W h a t a r e d i f f e r e n t e ffi c i e n t a n d n o v e l m e c h a n i s m s t o c a p t u r e t h e c o n t e x t

i n a c h o i c e s e t t i n g ?

R Q 3 : W h a t i s t h e e x p r e s s i v e p o w e r o f t h e s e m o d e l s , a n d w h i c h o t h e r i n t e r -

e s t i n g t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s c a n b e s h o w n ?

R Q 4 : H o w c a n t h e s e m o d e l s b e i n f e r r e d f r o m d a t a , a n d h o w d o t h e y c o m p a r e

t o e x i s t i n g m o d e l s ?

Elaboration and Objectives W e w i l l n o w e x p l o r e e a c h r e s e a r c h q u e s t i o n i n

g r e a t e r d e t a i l a n d p r e s e n t t h e p l a n n e d o b j e c t i v e s f o r t h e t h e s i s . A s w i t h a l l

r e s e a r c h e n d e a v o r s , g a i n i n g a t h o r o u g h u n d e r s t a n d i n g o f t h e e x i s t i n g l i t e r a t u r e

i s i m p o r t a n t . W i t h R Q 1 , w e t h e r e f o r e w a n t t o k n o w w h i c h a p p r o a c h e s e x i s tR Q 1

i n t h e d o m a i n o f p r e f e r e n c e m o d e l i n g a n d l e a r n i n g . T h i s s h o u l d c o v e r b o t h t h e

h i s t o r i c a l c o n t e x t a n d s t a t e - o f - t h e - a r t d e v e l o p m e n t s . I t i s e s p e c i a l l y i m p o r t a n t

t o r e v i e w t h e l i t e r a t u r e i n d i f f e r e n t fi e l d s t h a t e m p l o y p r e f e r e n c e m o d e l i n g

s i n c e m o d e r n p r e f e r e n c e l e a r n i n g i s a f a s t - g r o w i n g r e s e a r c h a r e a . T h i s l e t s

u s p r o p e r l y c o n t e x t u a l i z e n e w d e v e l o p m e n t s a n d e s t a b l i s h b r i d g e s b e t w e e n

d i f f e r e n t fi e l d s . T h e s c o p e o f t h i s l i t e r a t u r e a n a l y s i s i s t o p r o v i d e a t h o r o u g h

o v e r v i e w o f t h e m a i n t h e m e s i n e a c h r e s e a r c h a r e a . H o w e v e r , a s y s t e m a t i c

l i t e r a t u r e r e v i e w , w h i c h w o u l d r e q u i r e t h e e x h a u s t i v e a n a l y s i s a n d a g g r e g a t i o n

o f t h e e n t i r e l i t e r a t u r e , i s o u t s i d e t h e s c o p e o f t h i s t h e s i s . T h e r e f o r e , f o r R Q 1 ,

t h e o b j e c t i v e s a r e s t r a i g h t f o r w a r d :

1 . P e r f o r m a l i t e r a t u r e r e v i e w o f c l a s s i c u t i l i t y t h e o r y , i m p o r t a n t a x i o m a t i c

a p p r o a c h e s , a n d c h o i c e m o d e l s .

2 . P e r f o r m a l i t e r a t u r e r e v i e w o f t h e p r o b l e m s a n d a p p r o a c h e s t a c k l e d i n

p r e f e r e n c e l e a r n i n g .
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A s f o r R Q 2 , t h e a i m i s t o d e v e l o p n o v e l w a y s R Q 2i n w h i c h c o n t e x t - d e p e n d e n t

c h o i c e s c a n b e m o d e l e d . I n a d d i t i o n , w e w a n t t o b e a b l e t o l e a r n f r o m b o t h

s i n g l e t o n a n d s u b s e t c h o i c e s , w h i c h w o u l d m a k e t h e s e a p p r o a c h e s m o r e g e n -

e r a l l y a p p l i c a b l e . B e s i d e s t h e s e p r i m a r y g o a l s , t h e m o d e l s s h o u l d a l s o f u l fi l l

s e c o n d a r y r e q u i r e m e n t s . F i r s t l y , t h e d e v e l o p e d m o d e l s s h o u l d b e c o m p u t a -

t i o n a l l y e ffi c i e n t s o t h a t t h e y c a n b e u t i l i z e d i n p r a c t i c e . S e c o n d l y , t h e m o d e l s

s h o u l d b e d e s i g n e d w i t h e n d - t o - e n d t r a i n i n g i n m i n d . W i t h t h i s , t h e y c a n b e

u s e d a s p a r t o f t h e l a r g e r m o d e l , a l l o w i n g , f o r i n s t a n c e , t h e u s e o f d i f f e r e n t

i n p u t t r a n s f o r m a t i o n s ( e . g . , c o n v o l u t i o n s f o r i m a g e p r o c e s s i n g ) . T h e m a i n

o b j e c t i v e s a r e :

1 . F o r m a l l y d e fi n e t h e f r a m e w o r k o f c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e .

2 . D e v e l o p p r i n c i p l e d a p p r o a c h e s c a p a b l e o f l e a r n i n g f r o m c o n t e x t - d e p e n d e n t ,

a n d b o t h s i n g l e t o n a n d s u b s e t c h o i c e s .

F o r e a c h a p p r o a c h t h a t w e d e v e l o p , w e a l s o w a n t t o k n o w a b o u t i t s t h e o r e t i c

p r o p e r t i e s ( s e e R Q 3 ) . A p r o p e r t y t h a t i s o f t e n a n a l y z e d i n t h e c o n t e x t o f R Q 3

p r e f e r e n c e s i s t h e e x p r e s s i v e p o w e r o f a m o d e l . W e w a n t t o k n o w w h i c h k i n d e x p r e s s i v e p o w e r

o f p r e f e r e n c e s i t c a n r e p r e s e n t , g i v i n g u s i n s i g h t i n t o t h e fl e x i b i l i t y / i n d u c t i v e

b i a s o f t h e m o d e l . W e m a y w a n t t o i n v e s t i g a t e d i f f e r e n t t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s

d e p e n d i n g o n t h e s p e c i fi c m o d e l s w e d e v e l o p . T h e r e f o r e , w e s p e c i f y o u r

o b j e c t i v e s s u i t a b l y b r o a d l y t o b e a b l e t o a d a p t t h e s e o n t h e fl y . F o r R Q 3 t h e s e

a r e :

1 . F o r e a c h d e v e l o p e d a p p r o a c h , a n a l y z e t h e e x p r e s s i v e p o w e r .

2 . A n a l y z e i n t e r e s t i n g p r o p e r t i e s o f l o s s f u n c t i o n s t h a t a r e u s e d t o fi t t h e s e

m o d e l s t o d a t a .

T h r o u g h o u t t h i s t h e s i s , w e w i l l m a i n t a i n a c l e a r s e p a r a t i o n o f t h e ( a b s t r a c t )

g e n e r a l m o d e l s a n d t h e i r s p e c i fi c i m p l e m e n t a t i o n . H e r e , t h e t e r m “ i m p l e m e n t a -

t i o n ” e n c o m p a s s e s n o t o n l y t h e i m p l e m e n t a t i o n i n a p a r t i c u l a r p r o g r a m m i n g

l a n g u a g e b u t a l s o t h e i n s t a n t i a t i o n o f a m o d e l u s i n g a p a r a m e t r i c m o d e l , s u c h

a s n e u r a l n e t w o r k s . T h i s a l l o w s u s t o a n a l y z e t h e f u n d a m e n t a l p r o p e r t i e s o f

t h e g e n e r a l m o d e l w i t h o u t h a v i n g t o i m p o s e a n y a d d i t i o n a l p r o p e r t i e s t h a t

a r e i n h e r e n t t o a g i v e n i n s t a n t i a t i o n . R e g a r d i n g R Q 4 , o u r a i m i s t o fi n d o u t R Q 4

h o w e a c h m o d e l c a n b e i n f e r r e d f r o m a g i v e n d a t a s e t . W e w i l l p r o p o s e a

s u i t a b l e i n s t a n t i a t i o n f o r e a c h m o d e l i n p u r s u i t o f t h i s o b j e c t i v e . F u r t h e r m o r e ,

a c r i t i c a l a s p e c t o f t h i s t h e s i s i n v o l v e s c o n d u c t i n g a n e x p e r i m e n t a l c o m p a r i s o n

b e t w e e n t h e s e m o d e l s a n d e s t a b l i s h e d m o d e l s d o c u m e n t e d i n t h e l i t e r a t u r e .

S u c h c o m p a r i s o n s a r e c r u c i a l t o i d e n t i f y a d v a n t a g e s a n d t r a d e - o f f s a s s o c i a t e d

w i t h e a c h a p p r o a c h . J o i n i n g a l l t h e s e r e q u i r e m e n t s , w e f o r m u l a t e t h e f o l l o w i n g

o b j e c t i v e s f o r R Q 4 :

1 . I n s t a n t i a t e t h e a p p r o a c h e s d e v e l o p e d f o r R Q 2 u s i n g a p p r o p r i a t e m a c h i n e

l e a r n i n g m o d e l s , l o s s f u n c t i o n s , a n d i n f e r e n c e m e t h o d s .

2 . D e v e l o p r i g o r o u s e x p e r i m e n t a l p r o t o c o l s t o e n s u r e a c o m p r e h e n s i v e a n d

f a i r c o m p a r i s o n . T h i s i n c l u d e s s e l e c t i n g a d i v e r s e a r r a y o f d a t a s e t s ( b o t h

r e a l - w o r l d a n d s y n t h e t i c ) , b a s e l i n e a p p r o a c h e s , e v a l u a t i o n m e a s u r e s , a n d

a u x i l i a r y e x p e r i m e n t s .

3 . I m p l e m e n t a l l p r o p o s e d a p p r o a c h e s a n d c o n d u c t e m p i r i c a l e v a l u a t i o n s ,

a d h e r i n g t o t h e h i g h e s t s t a n d a r d s o f e x p e r i m e n t a l d e s i g n i n m a c h i n e

l e a r n i n g a l g o r i t h m c o m p a r i s o n .

4 . E x e c u t e t h e p l a n n e d e x p e r i m e n t s a n d e n g a g e i n a d e t a i l e d a n a l y s i s a n d

d i s c u s s i o n o f t h e fi n d i n g s .
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I n c o n c l u s i o n , t h e p r i m a r y g o a l o f t h i s r e s e a r c h i s t o e s t a b l i s h t h e c o n c e p t o f

c o n t e x t - d e p e n d e n t ( s u b s e t ) c h o i c e a s a n e w b r a n c h w i t h i n t h e b r o a d e r fi e l d

o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g . W e a l s o w a n t t o b o o t s t r a p t h i s b r a n c h w i t h a n a r r a y

o f a p p r o a c h e s a c c o m p a n i e d b y b o t h t h e o r e t i c a l a n d e m p i r i c a l r e s u l t s . I n t h e

f o l l o w i n g s e c t i o n , w e w i l l d e t a i l t h e m a i n c o n t r i b u t i o n s t h a t h a v e e m e r g e d

f r o m t h i s r e s e a r c h . W e w i l l a l s o t o u c h o n t h e p o t e n t i a l i m p a c t t h i s w o r k

c a n h a v e o n t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g a n d p r e f e r e n c e m o d e l i n g a s a

w h o l e . A d d i t i o n a l l y , w e w i l l t o u c h o n t h e b r o a d e r i m p l i c a t i o n s o f t h i s w o r k ,

s p e c i fi c a l l y i t s p o t e n t i a l t o i n fl u e n c e a n d r e s h a p e t h e l a n d s c a p e o f p r e f e r e n c e

l e a r n i n g a n d p r e f e r e n c e m o d e l i n g .

1.2. Contributions and Potential Impact

I n t h i s s e c t i o n , w e w i l l n o w g i v e a n o v e r v i e w o f t h e m a j o r c o n t r i b u t i o n s t h a t

w e r e a c h i e v e d o v e r t h e c o u r s e o f t h i s t h e s i s . T o t h i s e n d , w e w i l l a l s o r e f e r e n c e

t h e c o r r e s p o n d i n g c h a p t e r s a n d s e c t i o n s f o r e a s y a c c e s s . F o r g e n e r a l a d v i c e o n

t h e t h e s i s o u t l i n e a n d r e a d i n g o r d e r , p l e a s e r e f e r t o S e c t i o n 1 . 3 . T h e n , w e w i l l

a n a l y z e t h e b r o a d e r p o t e n t i a l i m p a c t o f t h i s t h e s i s w i t h i n t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e

l e a r n i n g , p r e f e r e n c e m o d e l i n g , a n d a p p l i c a t i o n s .

1.2.1. Main Contributions

Novel Models for Context-Dependent Choice T h e m a i n c o n t r i b u t i o n o f

t h i s t h e s i s i s t h e d e v e l o p m e n t o f t h r e e c o m p l e m e n t a r y a p p r o a c h e s t h a t c a n

m o d e l c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e . E a c h a p p r o a c h c a n , i n s o m e w a y , a c c o u n t

f o r c o n t e x t e f f e c t s p r e s e n t i n t h e d a t a . F u r t h e r m o r e , e a c h m e t h o d c a n m o d e l

s u b s e t c h o i c e s w i t h o u t t h e n e e d t o r e s t r i c t t h e s p a c e o f a d m i s s i b l e c h o i c e s e t s o r

t o o p t i m i z e l i k e l i h o o d o v e r a s p a c e o f c h o i c e s e t s w i t h a n e x p o n e n t i a l s i z e .

W e d e r i v e t h e fi r s t t w o a p p r o a c h e s f r o m a g e n e r a l i z e d u t i l i t y f r a m e w o r k . C e n t r a l

t o t h i s f r a m e w o r k i s a g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n , t h a t m a p s f r o m a n o b j e c tg e n e r a l i z e d u t i l i t y : S e c t i o n 5 . 1

a n d t h e e n t i r e t a s k c o n t e x t ( m e a n i n g a l l o t h e r o b j e c t s a v a i l a b l e d u r i n g t h e

c h o i c e ) t o a r e a l - v a l u e d u t i l i t y . T o m a k e l e a r n i n g s u c h a f u n c t i o n f e a s i b l e ,

w e p r o p o s e t w o d e c o m p o s i t i o n s o f t h i s g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n , F E T A

a n d F A T E . T h e f o r m e r d e c o m p o s e s t h e u t i l i t y f u n c t i o n i n t o a n a v e r a g e o fF E T A : S e c t i o n 5 . 3 . 1

F A T E : S e c t i o n 5 . 3 . 2 l o w e r - o r d e r u t i l i t y f u n c t i o n s . I n p a r t i c u l a r , t h e p a i r w i s e d e c o m p o s i t i o n i s

o f i n t e r e s t s i n c e i t b a l a n c e s c o m p u t a t i o n a l o v e r h e a d a n d e x p r e s s i v e p o w e r .

O u r F A T E d e c o m p o s i t i o n i n s t e a d fi r s t c o m p u t e s a r e p r e s e n t a t i o n o f t h e t a s k

c o n t e x t . T h e n , e a c h o b j e c t i s e v a l u a t e d i n t h e c o n t e x t o f t h i s r e p r e s e n t a t i v e .

I n t h i s g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n f r a m e w o r k , w e p r o p o s e t o r e p r e s e n t s u b s e t

c h o i c e s b y e m p l o y i n g t h r e s h o l d i n g , a s u c c e s s f u l t e c h n i q u e e m p l o y e d i n m u l t i -t h r e s h o l d i n g : S e c t i o n 5 . 2 . 1

l a b e l c l a s s i fi c a t i o n . T h i s a p p r o a c h o f f e r s t w o k e y a d v a n t a g e s : i t c a n n a t u r a l l y

p r o d u c e s u b s e t s o f a n y s i z e , a n d i t d o e s s o w i t h c o m p u t a t i o n a l e ffi c i e n c y , a s i t

e l i m i n a t e s t h e n e e d f o r o p t i m i z a t i o n o v e r s u b s e t s .

I n C h a p t e r 6 , w e i n t r o d u c e o u r t h i r d a p p r o a c h , w h i c h u s e s a m e t h o d o l o g y

o r t h o g o n a l t o F E T A a n d F A T E . I n s t e a d o f m o d e l i n g p r e f e r e n c e s u s i n g a

o n e - d i m e n s i o n a l b u t c o n t e x t u a l u t i l i t y f u n c t i o n , i t r e p r e s e n t s e a c h o b j e c t i n

a m u l t i - d i m e n s i o n a l u t i l i t y s p a c e . S u b s e t c h o i c e s t h e n e m e r g e n a t u r a l l y a s

t h e P a r e t o s e t i n t h i s s p a c e . W e c a l l f u n c t i o n s t h a t m a p o b j e c t s i n t o s u c h a
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u t i l i t y s p a c e P a r e t o - e m b e d d i n g s . F u r t h e r m o r e , w e a l s o i n t r o d u c e a p a i r w i s e P a r e t o - e m b e d d i n g s

P a r e t o - e m b e d d i n g a p p r o a c h t h a t i s a b l e t o a d a p t t h e e m b e d d i n g b a s e d o n t h e

t a s k c o n t e x t , s i m i l a r t o p a i r w i s e F E T A .

T o s u m m a r i z e , t h e r e s u l t i n g t h r e e a p p r o a c h e s a n d t h e i r i n d u c t i v e b i a s e s c o m -

p l e m e n t e a c h o t h e r . F E T A i s a d v a n t a g e o u s i f t h e o b s e r v e d c h o i c e s a r i s e f r o m

t h e v a l u a t i o n o f t h e o b j e c t s i n s m a l l e r c o n t e x t s , s u c h a s a h u m a n t h a t c o m -

p a r e s p a i r s o f o b j e c t s a n d t h e n c h o o s e s t h e o b j e c t t h a t p e r f o r m s w e l l i n a l l

c o m p a r i s o n s . F A T E s u p p o s e s t h a t t h e c o m p l e t e s e t o f a v a i l a b l e o b j e c t s c a n

b e c o n d e n s e d i n t o a n e ffi c i e n t r e p r e s e n t a t i o n s u c h t h a t i t i s e n o u g h t o j u d g e

t h e u t i l i t y o f a n o b j e c t i n t h e c o n t e x t o f t h i s s e t r e p r e s e n t a t i o n . T h i s c a n b e

b e n e fi c i a l i n s i t u a t i o n s w h e r e t h e c h o i c e s e x p r e s s p r e f e r e n c e s r e l a t i v e t o p r o p -

e r t i e s o f t h e w h o l e s e t , e . g . , c h o o s i n g a s e t o f p o l i t i c i a n s t h a t b e s t r e fl e c t s t h e

o v e r a l l v i e w s o f a l l p o l i t i c i a n s . F i n a l l y , w i t h t h e P a r e t o - e m b e d d i n g a p p r o a c h ,

w e a r e a b l e t o l e a r n a l o w - d i m e n s i o n a l u t i l i t y r e p r e s e n t a t i o n o f t h e o b j e c t s .

T h i s i s p a r t i c u l a r l y w e l l - s u i t e d f o r p r a c t i c a l s i t u a t i o n s w h e r e o b j e c t s a r e j u d g e d

b a s e d o n s e v e r a l c r i t e r i a t h a t m a y b e t r a d e d o f f a g a i n s t e a c h o t h e r . F o r a l l t h r e e

a p p r o a c h e s , w e a n a l y z e m a t h e m a t i c a l p r o p e r t i e s a n d fi n d t h a t t h e y a c h i e v e

e x c e l l e n t e m p i r i c a l r e s u l t s ( m o r e o n t h i s b e l o w ) .

Theoretical Results Concerning the New Models W e a n a l y z e t h e a b i l i t y o f

t h e m o d e l s t o r e p r e s e n t d i f f e r e n t c h o i c e f u n c t i o n s . W e fi n d t h a t t h e F A T E

d e c o m p o s i t i o n i s a b l e t o r e p r e s e n t a n y c h o i c e f u n c t i o n . T h i s fl e x i b i l i t y o f T h e o r y F A T E : S e c t i o n 5 . 3 . 2 . 1

F A T E c o m e s a t t h e c o s t o f i d e n t i fi a b i l i t y , w h i c h w e a l s o p r o v e .

F o r t h e p a i r w i s e F E T A d e c o m p o s i t i o n , w e s h o w t h a t t h e r e e x i s t c h o i c e f u n c -

t i o n s t h a t c a n n o t b e r e p r e s e n t e d . T h i s i n d i c a t e s t h e e x i s t e n c e o f a c e r t a i n T h e o r y F E T A : S e c t i o n 5 . 3 . 1 . 2

p a i r w i s e i n d u c t i v e b i a s . I n a d d i t i o n , w e s h o w t h a t t h e p a i r w i s e F E T A d e c o m -

p o s i t i o n i s i d e n t i fi a b l e u p t o t h e c h o i c e o f t h e 0t h o r d e r u t i l i t y . W e i n v e s t i g a t e

t h e i n d u c t i v e b i a s f u r t h e r b y e m p i r i c a l l y c o m p a r i n g t h e p e r f o r m a n c e o f t h e

p a i r w i s e F E T A d e c o m p o s i t i o n t o t h e m o r e g e n e r a l F A T E d e c o m p o s i t i o n i n

t e r m s o f d a t a e ffi c i e n c y . W e fi n d t h a t t h e p a i r w i s e F E T A d e c o m p o s i t i o n n e e d s

l e s s d a t a t o l e a r n a p a r t i c u l a r c h o i c e f u n c t i o n t h a n t h e F A T E d e c o m p o s i t i o n .

W e p r o p o s e i n s t a n t i a t i o n s o f t h e m o d e l s u s i n g n e u r a l n e t w o r k s . T o t h i s e n d ,

w e d e fi n e c o n v e x t a r g e t l o s s e s t h a t s h o u l d b e m i n i m i z e d a n d s u r r o g a t e l o s s e s

t h a t c a n b e o p t i m i z e d u s i n g a g r a d i e n t d e s c e n t p r o c e d u r e .

F o r t h e P a r e t o - e m b e d d i n g s , w e p r o v e t h a t n o t a l l c h o i c e f u n c t i o n s c a n b e

r e p r e s e n t e d . A s a f o l l o w - u p q u e s t i o n , w e a r e i n t e r e s t e d i n w h a t k i n d o f c h o i c e

f u n c t i o n s c a n b e r e p r e s e n t e d a n d i f t h e r e i s a d e fi n i n g p r o p e r t y o f s u c h c h o i c e

f u n c t i o n s . W e d e fi n e t h e P a r e t o - p r o p e r t y o n t h e l e v e l o f c h o i c e f u n c t i o n s t h a t P a r e t o - p r o p e r t y : D e fi n i t i o n 6 . 2 . 4

e n s u r e s t h e e x i s t e n c e o f a c e r t a i n p a r t i a l o r d e r r e l a t i o n . W e t h e n p r o v e t h a t

a n y c h o i c e f u n c t i o n t h a t h a s t h e P a r e t o - p r o p e r t y c a n b e r e p r e s e n t e d b y P a r e t o

e m b e d d i n g s . T h i s m e a n s w e h a v e i d e n t i fi e d a c l a s s o f c h o i c e f u n c t i o n s t h a t

a r i s e n a t u r a l l y a s a g e n e r a l i z a t i o n o f t h e m a x i m u m u t i l i t y p r i n c i p l e , a n d w e

k n o w h o w t h e y c a n b e r e p r e s e n t e d .

S i m i l a r l y t o t h e o t h e r m o d e l s , w e p r o p o s e a n i n s t a n t i a t i o n o f t h e m o d e l a n d

a d i f f e r e n t i a b l e s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n . W e p r o v e t h a t a s u r r o g a t e l o s s o f 0
g u a r a n t e e s t h a t a P a r e t o - e m b e d d i n g h a s b e e n i d e n t i fi e d . F u r t h e r m o r e , w e

s h o w t h a t i t s u ffi c e s t o m i n i m i z e t h e l o s s o n p a i r s o f o b j e c t s , w h i c h i s a d e s i r a b l e

p r o p e r t y f o r o p t i m i z a t i o n i n p r a c t i c e .
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Implementation and Evaluation of the New Models O u r p r o p o s e d m o d e l s

c a n b e i n s t a n t i a t e d u s i n g a w i d e v a r i e t y o f p a r a m e t r i c m o d e l s . W e u s e n e u r a l

n e t w o r k s ( c a l l e d F E T A - N e t a n d F A T E - N e t ) i n c o n j u n c t i o n w i t h s u i t a b l e

s u r r o g a t e l o s s e s . T h i s c h o i c e c o m e s w i t h s e v e r a l i m p o r t a n t a d v a n t a g e s . F i r s t l y ,

t h e m o d e l s c a n b e t r a i n e d i n a n e n d - t o - e n d f a s h i o n f o r a v a r i e t y o f s t r u c t u r e d

i n p u t s . N u m e r i c i n p u t d a t a a s w e l l a s t e x t , i m a g e s , e t c . , c a n b e u t i l i z e d b y

p a s s i n g i n p u t s t h r o u g h s p e c i a l i z e d n e u r a l n e t w o r k l a y e r s . S e c o n d l y , n e u r a l

n e t w o r k s a r e p o w e r f u l n o n l i n e a r m o d e l s t h a t c a n r e p r e s e n t a r b i t r a r i l y c o m p l e x

t a r g e t f u n c t i o n s . T h i s i s u s e f u l w h e n w e w a n t t o l e a r n c o m p l i c a t e d c o n t e x t

e f f e c t s o r h i g h l y n o n l i n e a r m a p p i n g s o f t h e i n p u t s t o c h o i c e s .

W e t h e n t e s t o u r m o d e l s i n c o m p r e h e n s i v e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n s . H e r e , t h e

m a i n g o a l i s t o e v a l u a t e t h e m o d e l s a n d n o t t h e i d i o s y n c r a s i e s o f s p e c i fi c n e u -

r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s . T h e r e f o r e , w e m a k e s u r e t o u s e n e u r a l n e t w o r k

a r c h i t e c t u r e s a s s t r a i g h t f o r w a r d a s p o s s i b l e . T h e r e m a i n i n g c h o i c e s o f h y p e r p a -

r a m e t e r s , s u c h a s n u m b e r o f u n i t s , l a y e r s , e t c . a r e o p t i m i z e d i n a d a t a - d r i v e n

f a s h i o n .

W e e m p i r i c a l l y t e s t t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y a p p r o a c h e s e x t e n s i v e l y a g a i n s t aE v a l u a t i o n F E T A - N e t / F A T E - N e t : S e c -

t i o n 5 . 5 s u i t e o f r e p r e s e n t a t i v e a p p r o a c h e s f r o m t h e l i t e r a t u r e . A s d a t a s e t s , w e u s e

b o t h r e a l - w o r l d d a t a s e t s a n d ( s e m i - ) s y n t h e t i c d a t a s e t s . W e o b s e r v e t h a t b o t h

o u r a p p r o a c h e s a r e c o m p e t i t i v e w i t h e x i s t i n g m o d e l s o n t h e f o r m e r . O n t h e

l a t t e r s e t o f d a t a s e t s , w e s e e a c o n s i d e r a b l e i m p r o v e m e n t i n p e r f o r m a n c e f o r

t h e c o n t e x t - d e p e n d e n t m o d e l s , w i t h o u r m e t h o d s b e a t i n g s t a t e - o f - t h e - a r t

a p p r o a c h e s .

S i m i l a r l y , w e t e s t o u r P a r e t o - e m b e d d i n g a p p r o a c h a g a i n s t F E T A - N e t a n dE v a l u a t i o n P a r e t o : S e c t i o n 6 . 3

F A T E - N e t a n d a s e t o f c o m p e t i t i v e b a s e l i n e s . T h e d a t a s e t s h e r e a r e a b e n c h -

m a r k s u i t e o f h a r d t e s t f u n c t i o n s c o m m o n l y e m p l o y e d i n t h e fi e l d o f m u l t i -

o b j e c t i v e o p t i m i z a t i o n t o t e s t o p t i m i z a t i o n a l g o r i t h m s . W e o b s e r v e t h a t b o t h

t h e P a r e t o - e m b e d d i n g a n d t h e p a i r w i s e P a r e t o - e m b e d d i n g a p p r o a c h o u t p e r -

f o r m t h e c o m p e t i t i o n o n t h i s s u i t e . T h i s d e m o n s t r a t e s t h a t m o r e s p e c i a l i z e d

m o d e l s w i t h c e r t a i n i n d u c t i v e b i a s e s , s u c h a s t h e f a m i l y o f P a r e t o - e m b e d d i n g

m o d e l s , c a n s i g n i fi c a n t l y o u t p e r f o r m m o r e g e n e r a l m o d e l s , s u c h a s F E T A - N e t

a n d F A T E - N e t , o n c e r t a i n p r o b l e m s i n p r a c t i c e .

1.2.2. Potential Impact

I n t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g , m o d e l i n g o f c h o i c e s a n d s p e c i fi c a l l y s u b s e ts u b s e t c h o i c e s

c h o i c e s i s a r e c e n t d e v e l o p m e n t [ B K T 1 8 ] . E x i s t i n g a p p r o a c h e s f o r s u b s e t c h o i c e ,

s u c h a s t h e o n e b y B e n s o n e t a l . [ B K T 1 8 ] , l a c k e d a n e ffi c i e n t m e c h a n i s m f o r

p r e d i c t i n g s u b s e t s . O u r a p p r o a c h e s , h o w e v e r , b r i d g e t h i s g a p a n d a r e a b l e

t o p r e d i c t s u b s e t s w i t h i n p o l y n o m i a l o r e v e n l i n e a r t i m e . T h i s i s d o n e w h i l e

s t i l l t a k i n g t h e i n t e r a c t i o n s o f t h e o b j e c t s i n t h e g i v e n t a s k i n t o a c c o u n t . T h i s

a d v a n c e m e n t i n c o m p u t a t i o n a l e ffi c i e n c y s e t s t h e s t a g e f o r w i d e r a d o p t i o n i n

p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s s u c h a s e - c o m m e r c e o r m a r k e t r e s e a r c h .

S i m i l a r l y , t h e d i m e n s i o n o f c o n t e x t - d e p e n d e n c e h a s r e m a i n e d l a r g e l y u n e x p l o r e dc o n t e x t - d e p e n d e n c e

i n t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g u n t i l n o w . E x i s t i n g m o d e l s i n t h e p r e v a i l i n g

l i t e r a t u r e o n c o n t e x t e f f e c t s a r e l i m i t e d i n t h e i r c a p a b i l i t y t o m o d e l c o n t e x t

e f f e c t s , t h e r e b y l i m i t i n g t h e i r a p p l i c a b i l i t y . A s w e w i l l s e e i n C h a p t e r 4 , a

c o m m o n a s s u m p t i o n i n t h e p r e f e r e n c e l e a r n i n g l i t e r a t u r e i s t h e i n d e p e n d e n t

e v a l u a t i o n o f u t i l i t i e s f o r e a c h o b j e c t . I n c o n t r a s t , t h e c o n t e x t - d e p e n d e n t
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m o d e l s i n t r o d u c e d i n t h i s t h e s i s a r e s t r i c t l y m o r e e x p r e s s i v e a n d e n a b l e t h e

m o d e l i n g o f n o n - s t a n d a r d h u m a n c h o i c e b e h a v i o r o r m o r e c o m p l e x c h o i c e

f u n c t i o n s .

1.3. Thesis Outline and Reading Order

W h i l e t h e m a i n f o c u s o f t h i s t h e s i s i s c o n t r i b u t i o n s t o t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e

l e a r n i n g , t h e i n s i g h t s g a i n e d h e r e e x t e n d b e y o n d t h i s s u b fi e l d o f m a c h i n e

l e a r n i n g . A s s u c h , t h e t h e s i s i s w r i t t e n w i t h a d i v e r s e r e a d e r s h i p i n m i n d , a n d

a d d i t i o n a l p r e l i m i n a r y c h a p t e r s h a v e b e e n i n c l u d e d t o p r o v i d e t h e n e c e s s a r y

c o n t e x t f o r u n d e r s t a n d i n g t h e m a i n c h a p t e r s .

T h e c h a p t e r s a n d d e p e n d e n c i e s b e t w e e n t h e m a r e o u t l i n e d i n F i g u r e 1 . 2 . T h r e e

p r e l i m i n a r y c h a p t e r s a r e d e s i g n e d t o p r o v i d e c o n t e x t f o r r e a d e r s o f d i f f e r e n t

b a c k g r o u n d s .

Readers with a Background in Machine Learning F o r r e a d e r s w i t h a b a c k -

g r o u n d i n m a c h i n e l e a r n i n g , w e g i v e a n o v e r v i e w o f s e m i n a l r e s u l t s c o n c e r n i n g

u t i l i t y t h e o r y i n C h a p t e r 2 . T h i s i n c l u d e s o r d i n a l u t i l i t y t h e o r y a s i n t r o d u c e d o r d i n a l u t i l i t y t h e o r y : S e c t i o n 2 . 2 . 1 . 1

b y P a r e t o [ P a r 0 6 ] , c a r d i n a l u t i l i t y t h e o r y m a d e v i a b l e b y V o n N e u m a n n a n d c a r d i n a l u t i l i t y t h e o r y : S e c t i o n 2 . 2 . 1 . 2

M o r g e n s t e r n [ V M 4 7 ] a n d L u c e ’ s c h o i c e a x i o m s [ L u c 5 9 ] . I n t h e c h a p t e r , w e c h o i c e a x i o m s : S e c t i o n 2 . 2 . 2

a l s o h i g h l i g h t t h e s h o r t c o m i n g s o f t h e s e a x i o m a t i c a p p r o a c h e s , l e a d i n g t o t h e

c o n t e x t e f f e c t s t h a t w e r e i d e n t i fi e d i n a s e r i e s o f e x p e r i m e n t s . R e a d e r s w i t h c o n t e x t e f f e c t s : S e c t i o n 2 . 3

a b a c k g r o u n d i n m a c h i n e l e a r n i n g m a y b e u n f a m i l i a r w i t h t h e l i t e r a t u r e o n

c l a s s i c a l p r e f e r e n c e m o d e l i n g w e g i v e a n o v e r v i e w i n S e c t i o n 2 . 4 . T h i s i n c l u d e s p r e f e r e n c e m o d e l i n g : S e c t i o n 2 . 4

b o t h c o n t e x t - i n d e p e n d e n t a n d c o n t e x t - d e p e n d e n t m o d e l s .

Readers with a Background in Economics, Psychology and Related Fields

F o r t h i s g r o u p o f r e a d e r s , w e i n c l u d e a p r e l i m i n a r y c h a p t e r a b o u t i m p o r t a n t

c o n c e p t s f r o m m a c h i n e l e a r n i n g . W e s t a r t w i t h t h e u n d e r p i n n i n g s o f g e n e r a l i z a t i o n c o n c e p t s f r o m m a c h i n e l e a r n i n g : C h a p t e r 3

a n d h o w m o d e l s a r e v a l i d a t e d t o e s t i m a t e t h e i r g e n e r a l i z a t i o n p e r f o r m a n c e . I n g e n e r a l i z a t i o n : S e c t i o n 3 . 1

v a l i d a t i o n : S e c t i o n 3 . 1 . 2t h e e x p e r i m e n t a l s e c t i o n s o f t h i s t h e s i s , w e e m p l o y e x t e n s i v e o p t i m i z a t i o n o f

h y p e r p a r a m e t e r s t o e n s u r e a f a i r c o m p a r i s o n b e t w e e n a l l e v a l u a t e d a p p r o a c h e s . I n

S e c t i o n 3 . 2 , w e t h e r e f o r e e x p l a i n w h y t h i s i s a p r o b l e m a n d h o w i t c a n b e s o l v e d

e ffi c i e n t l y . L a s t l y , t h e m o d e l s d e v e l o p e d o v e r t h e c o u r s e o f t h i s t h e s i s a n d

a l s o m a n y o f t h e c o m p a r i s o n a p p r o a c h e s a r e i n s t a n t i a t e d u s i n g n e u r a l n e t w o r k s . n e u r a l n e t w o r k s : S e c t i o n 3 . 3

S i n c e n e u r a l n e t w o r k s a r e a v a s t fi e l d , w e g i v e a n o v e r v i e w o f t h e n e c e s s a r y

b a c k g r o u n d i n S e c t i o n 3 . 3 . T h e f o c u s b e i n g o n h o w a s u i t a b l e a r c h i t e c t u r e a n d a

t a s k - d e p e n d e n t l o s s c a n b e c o m b i n e d t o fl e x i b l y t a c k l e a w i d e v a r i e t y o f l e a r n i n g

p r o b l e m s .

Readers Unfamiliar with Preference Learning P r e f e r e n c e l e a r n i n g i s a m a - p r e f e r e n c e l e a r n i n g : C h a p t e r 4

c h i n e l e a r n i n g s u b fi e l d f o c u s e d o n l e a r n i n g f r o m p r e f e r e n c e d a t a . I t s m a n y

a p p l i c a t i o n s – f r o m i m p l i c i t f e e d b a c k m o d e l s i n e - c o m m e r c e t o s t a t e - o f - t h e -

a r t d i r e c t p r e f e r e n c e o p t i m i z a t i o n ( D P O ) [ R a f + 2 3 ] u s e d t o t r a i n t h e c u r r e n t

g e n e r a t i o n o f L L M s – m a k e i t a h i g h l y r e l e v a n t s u b fi e l d i n m a c h i n e l e a r n i n g .

C h a p t e r 4 b e g i n s b y i n t r o d u c i n g t h e c o r e l e a r n i n g p r o b l e m s a n d h o w t h e y

d i f f e r w i t h r e s p e c t t o t h e t y p e o f p r e f e r e n c e d a t a c o n s i d e r e d a n d t h e t a r g e t

f u n c t i o n . N e x t , w e d e fi n e e v a l u a t i o n m e a s u r e s t h a t a r e u s e d t o j u d g e t h e
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Figure 1.2.: O v e r v i e w o f t h e t h e s i s c h a p t e r s a n d t h e i r d e p e n d e n c i e s . T h e m a i n c o n t e n t i s c o n t a i n e d w i t h i n t h e c h a p t e r s m a r k e d w i t h a d i a m o n d .

T h e b l u e a n d r e d c i r c l e s i n d i c a t e p r e l i m i n a r y c h a p t e r s r e c o m m e n d e d f o r r e a d e r s u n f a m i l i a r w i t h m a c h i n e l e a r n i n g o r p r e f e r e n c e s . C h a p t e r s m a r k e d

b y a p u r p l e c i r c l e a r e r e c o m m e n d e d f o r a l l r e a d e r s .

q u a l i t y o f d i f f e r e n t l e a r n e r s , f o c u s i n g o n t h o s e t h a t a r e r e l e v a n t t o t h i s t h e s i s .

W e a l s o h i g h l i g h t t h e m o s t i m p o r t a n t s o l u t i o n a p p r o a c h e s i n S e c t i o n 4 . 3 , a n ds o l u t i o n a p p r o a c h e s : S e c t i o n 4 . 3

h o w t h e y b r o a d l y c a n b e c a t e g o r i z e d .

Chapters Containing the Main Contributions I n C h a p t e r 5 , w e i n t r o d u c e

t h e n o t i o n o f a g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n a n d d e t a i l h o w i t c a n b e u s e d t og e n e r a l i z e d u t i l i t y : S e c t i o n 5 . 1

m o d e l a v a r i e t y o f c h o i c e f u n c t i o n s . A s i t i s i n f e a s i b l e t o l e a r n t h i s u t i l i t y

f u n c t i o n d i r e c t l y , w e p r o p o s e t w o m e t h o d s o n h o w i t c a n b e d e c o m p o s e d i n t o

a g g r e g a t i o n s o f t r a c t a b l e u t i l i t y f u n c t i o n s . T h e fi r s t d e c o m p o s i t i o n , F E T A ,F E T A : S e c t i o n 5 . 3 . 1

e v a l u a t e s t h e u t i l i t y o f e a c h o b j e c t i n a l l s u b c o n t e x t s , a n d t h e s e s u b - u t i l i t i e s

a r e t h e n a v e r a g e d t o a r r i v e a t t h e o v e r a l l u t i l i t y o f a n o b j e c t f o r a g i v e n c h o i c e

t a s k . O u r s e c o n d d e c o m p o s i t i o n , F A T E , fi r s t p r o d u c e s a r e p r e s e n t a t i o n o fF A T E : S e c t i o n 5 . 3 . 2

t h e t a s k c o n t e x t , a n d t h e n a u t i l i t y o f e a c h o b j e c t i s c o m p u t e d i n t h e c o n t e x t

o f t h i s r e p r e s e n t a t i o n . W e p r o p o s e s u i t a b l e n e u r a l n e t w o r k i n s t a n t i a t i o n s o f

t h e s e m o d e l s i n S e c t i o n 5 . 4 . T h e s e t u p a n d r e s u l t s o f t h e e x t e n s i v e e m p i r i c a l

e v a l u a t i o n o f t h e s e m o d e l s a r e p r e s e n t e d i n S e c t i o n 5 . 5 .

W e d e v e l o p a c o n c e p t u a l l y o r t h o g o n a l a p p r o a c h i n C h a p t e r 6 . T h i s n e w

c o n c e p t w e c a l l P a r e t o - e m b e d d i n g a n d d e fi n e i t i n S e c t i o n 6 . 2 . T h e i d e a i s t oP a r e t o - e m b e d d i n g : S e c t i o n 6 . 2

m a p o b j e c t s i n t o a n e w s p a c e s u c h t h a t t h e P a r e t o - o p t i m a l s e t s o f o b j e c t s

c o r r e s p o n d t o t h e c h o s e n s u b s e t s . I n S e c t i o n 6 . 2 . 1 , w e p r o p o s e a p r o c e d u r e

f o r l e a r n i n g s u c h e m b e d d i n g s f r o m d a t a , i n c l u d i n g a s u r r o g a t e l o s s a n d n e u r a l

n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s . W e t h e n a n a l y z e t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s i n S e c t i o n 6 . 2 . 2 .

W e c o m p a r e t h e P a r e t o - e m b e d d i n g a p p r o a c h e s t o o t h e r b a s e l i n e m o d e l s i n a

t h o r o u g h e x p e r i m e n t a l e v a l u a t i o n . T h e e x p e r i m e n t a l s e t u p a n d t h e r e s u l t s a r e

d e s c r i b e d i n S e c t i o n 6 . 3 .
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Figure 2.1.: A p e r s o n h a s t o m a k e a d e c i s i o n

b e t w e e n t w o h a t s .

I m a g i n e t h e f o l l o w i n g s i t u a t i o n : W e a r e i n a s m a l l t o w n w h e r e a l m o s t e v e r y o n e

k n o w s e v e r y o n e e l s e . A h a t m a k e r i s s i t u a t e d r i g h t i n t h e c e n t e r o f t o w n a n d

s e l l s e x t r a v a g a n t h a t s . O u r p r o t a g o n i s t s e e s t w o p a r t i c u l a r l y fl a m b o y a n t h a t s i n

t h e d i s p l a y w i n d o w , a b l u e a n d a r e d o n e . T h e y l i k e fl a m b o y a n t h a t s b e c a u s e i t

a l l o w s t h e m t o s h o w o f f . S i n c e t h e y s l i g h t l y p r e f e r t h e c o l o r r e d , t h e y d e c i d e

t o b u y i t .

W h a t w e h a v e o b s e r v e d h e r e i s a p r e f e r e n c e . O u r p r o t a g o n i s t p r e f e r r e d t h e r e d -

c o l o r e d h a t o v e r t h e b l u e - c o l o r e d h a t . I n a d d i t i o n , t h e y a l s o l i k e d fl a m b o y a n t

h a t s i n g e n e r a l , s o w e c a n a s s u m e t h a t t h e y i m p l i c i t l y p r e f e r t h e m o v e r a l l

o t h e r b a s i c h a t s . I t w o u l d b e u s e f u l i f w e c o u l d a s s i g n a n u m b e r t o e a c h h a t ,

r e p r e s e n t i n g t h e u t i l i t y i t p r o v i d e s t o o u r p r o t a g o n i s t . I n o u r c a s e w e k n o w

t h a t t h e u t i l i t y o f t h e r e d h a t h a s t o b e g r e a t e r t h a n t h e u t i l i t y o f t h e b l u e h a t .

I n a d d i t i o n , w e c a n p o s i t t h a t t h e u t i l i t y o f b o t h h a t s i s h i g h o v e r a l l s i n c e t h e y

a r e p r e f e r r e d o v e r m o s t o t h e r h a t s . W e d o n o t h o w e v e r k n o w h o w s u c h a

m a p p i n g t o u t i l i t i e s c o u l d b e c o m p u t e d , w h i c h a s s u m p t i o n s w o u l d n e e d t o

h o l d a n d w h e t h e r s u c h a m a p p i n g i s u n i q u e .

U t i l i t y t h e o r y h a s d e v e l o p e d o v e r t h e l a s t c e n t u r i e s t o a n s w e r t h e s e a n d m o r e

r e l a t e d q u e s t i o n s . S e v e r a l a x i o m a t i c a p p r o a c h e s e x i s t t h a t i m p o s e d i f f e r e n t

s e t s o f a s s u m p t i o n s o n t h e p r e f e r e n c e s w h i c h c a n t h e n b e u s e d t o p r o v e t h a t a

u t i l i t y f u n c t i o n t h a t i s c o n s i s t e n t w i t h t h e p r e f e r e n c e s d o e s i n d e e d e x i s t . T h e s e

t h e o r i e s w e r e d e v e l o p e d a n d p r o v e d e s p e c i a l l y d u r i n g t h e 2 0 t h c e n t u r y a n d

w e r e i n s t r u m e n t a l i n s h a p i n g m o d e r n e c o n o m i c a n a l y s i s [ H e a + 9 2 ] . T h e y [ H e a + 9 2 ] : H e a p e t a l . ( 1 9 9 2 ) , T h e T h e o r y o f

C h o i c e : A C r i t i c a l G u i d ep r o v i d e d a r i g o r o u s m a t h e m a t i c a l f o u n d a t i o n f o r u n d e r s t a n d i n g c o n s u m e r

c h o i c e , m a r k e t b e h a v i o r , a n d t h e a l l o c a t i o n o f r e s o u r c e s . F u r t h e r m o r e , t h e s e

d e v e l o p m e n t s h e l p e d b r i d g e t h e g a p b e t w e e n a b s t r a c t e c o n o m i c t h e o r y a n d

r e a l - w o r l d e c o n o m i c p r a c t i c e s , e n h a n c i n g t h e p r e d i c t i v e p o w e r a n d p r a c t i c a l

r e l e v a n c e o f e c o n o m i c m o d e l s .

N o w , c o m i n g b a c k t o t h e s i t u a t i o n f r o m F i g u r e 2 . 1 . A s s u m e i n s t e a d t h a t

t h e r e i s a n o t h e r r e d h a t i n t h e s h o p ’ s d i s p l a y t h a t l o o k s v e r y s i m i l a r t o t h e

e x i s t i n g o n e . O u r p r o t a g o n i s t , i f t h e i r g o a l i s t o s h o w o f f a n d t o b e t h e o n l y

o n e w e a r i n g t h i s p a r t i c u l a r h a t , m a y n o w s w i t c h t h e i r p r e f e r e n c e t o t h e b l u e

o n e i n s t e a d . E v e n t h o u g h t h e y p r e f e r r e d h a t s i n g e n e r a l , t h e f a c t t h a t i t i s n o

l o n g e r u n i q u e c h a n g e d t h e i r o p i n i o n . T h i s i s w h a t i s k n o w n i n t h e l i t e r a t u r e

a s a c o n t e x t e f f e c t . T h e a d d i t i o n o f a t h i r d o b j e c t t o t h e c h o i c e c o n t e x t h a d a n c o n t e x t e f f e c t

e f f e c t o n t h e p r e f e r e n c e o f t h e o r i g i n a l t w o o b j e c t s . I t s h o u l d b e c l e a r t h a t i n

t h i s s i t u a t i o n , i t i s n o l o n g e r p o s s i b l e t o a s s i g n a g l o b a l u t i l i t y t o e a c h o b j e c t

s i n c e t h a t w o u l d i m p l y t h e s a m e o r d e r i n g o f t h e t w o h a t s , r e g a r d l e s s o f t h e

c o n t e x t . E v e n t h o u g h t h i s i s a fi c t i o n a l s i t u a t i o n , t h e s e c o n t e x t e f f e c t s c a n a l s o

b e o b s e r v e d i n p r a c t i c e a n d a r e a t o d d s w i t h t h e r e q u i r e m e n t s i m p o s e d b y t h e

f o r m a l a x i o m s .

I n t h i s c h a p t e r , w e w a n t t o s h i n e a l i g h t o n t h e h i s t o r y o f u t i l i t y t h e o r y a n d C h a p t e r o v e r v i e w

i t s a x i o m a t i z a t i o n , a s w e l l a s t h e c o n t e x t e f f e c t s t h a t w e r e o b s e r v e d . A s t h e

m a i n f o c u s o f t h e t h e s i s l i e s o n c h o i c e m o d e l i n g i n t h e c o n t e x t o f m a c h i n e

l e a r n i n g , w e a s s u m e t h a t t h e t y p i c a l r e a d e r i s n o t t h a t f a m i l i a r w i t h t h e c l a s s i c a l
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f o u n d a t i o n s o f p r e f e r e n c e s a n d u t i l i t y . I n S e c t i o n 2 . 2 , w e w i l l t h e r e f o r e g i v e

a n o v e r v i e w o f t h e t y p i c a l a x i o m a t i c a p p r o a c h e s a n d t h e i r c o n s e q u e n c e s . W e

w i l l a l s o s e e t h e s h o r t c o m i n g s o f t h e s e a x i o m s a n d w h y t h e y s o m e t i m e s f a i l i n

p r a c t i c e i n S e c t i o n 2 . 3 , g i v i n g t h e r e a d e r a n o v e r v i e w o f t h e m o s t c o m m o n

c o n t e x t e f f e c t s t h a t w e r e i d e n t i fi e d . F i n a l l y , i n S e c t i o n 2 . 4 , w e i n t r o d u c e h o w

u t i l i t y t h e o r y i s c o m m o n l y a p p l i e d i n p r a c t i c e a n d p r e s e n t s o - c a l l e d r a n d o m

u t i l i t y m o d e l s .

2.1. Introduction to Notation

B e f o r e w e i n t r o d u c e t h e h i s t o r y o f p r e f e r e n c e s a n d t h e a x i o m s o f u t i l i t y t h e o r y ,

i t i s i m p o r t a n t t o i n t r o d u c e t h e n o t a t i o n t h a t w i l l b e u s e d t h r o u g h o u t t h i s a n d

s u b s e q u e n t c h a p t e r s . T h i s s e c t i o n i s d e s i g n e d t o b e s e l f - c o n t a i n e d , s e r v i n g a s a

r e f e r e n c e t o r e v i s i t a s n e e d e d .

T h e s e t t i n g w e w i l l c o n s i d e r i n t h i s t h e s i s i s v e r y g e n e r a l . A s i s a p p a r e n t , w e

w a n t t o b e a b l e t o r e p r e s e n t a l l t h e s e d i f f e r e n t s e t t i n g s f o r m a l l y . W e w i l l s t a r t

b y r e s t r i c t i n g o u r s e l v e s t o o n e p a r t i c u l a r p r o b l e m . F o r a g i v e n p r o b l e m , w e

w i l l c o n s i d e r a r e f e r e n c e s e t o f o b j e c t s o r a l t e r n a t i v e s , w h i c h w e w i l l d e n o t e b y 𝒳.r e f e r e n c e s e t

I n o u r m o t i v a t i n g e x a m p l e s h o w n i n F i g u r e 2 . 1 , 𝒳 c o u l d r e f e r t o a l l h a t s i n

e x i s t e n c e . E a c h o f t h e o b j e c t s a r e h a t s t h a t h a v e c e r t a i n a t t r i b u t e s , s u c h a s

c o l o r , e x t r a v a g a n c e , e t c . A s i s t y p i c a l , a n m a c h i n e l e a r n i n g , w e w i l l c a l l t h e s e

a t t r i b u t e s f e a t u r e s . T h u s , e a c h o b j e c t c a n b e r e g a r d e d a s a v e c t o r 𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑑),
a n d w e w i l l l e t 𝒳 b e a s u b s e t o f ℝ𝑑 . N o t e t h a t w e u s e t h e t e r m o b j e c t h e r e t o

r e f e r t o t h e i t e m s t h a t a r e b e i n g c o m p a r e d . I n t h e l i t e r a t u r e , t h e s e a r e a l s o

c a l l e d a l t e r n a t i v e s o r i t e m s . T h e p e r s o n o r p r o c e s s t h a t i s e x p r e s s i n g a p r e f e r e n c e

o v e r t h e s e o b j e c t s i s t y p i c a l l y c a l l e d t h e d e c i s i o n m a k e r .

I n s o m e a p p l i c a t i o n c o n t e x t s , t h e t y p i c a l a s s u m p t i o n i s t h a t e a c h o f t h e a t -

t r i b u t e s c o n t r i b u t e s m o n o t o n i c a l l y t o t h e o v e r a l l v a l u e o f t h e o b j e c t . S i n c e i t i s

n e i t h e r n e c e s s a r y n o r d e s i r a b l e , w e w i l l n o t m a k e t h i s a s s u m p t i o n h e r e . T h i s

i s p a r t i c u l a r l y r e l e v a n t i n m a c h i n e l e a r n i n g , w h e r e i t i s u s u a l l y n o t a p r i o r i

k n o w n w h e t h e r t h e i m p a c t o f t h e f e a t u r e s i s m o n o t o n i c .

W h i l e 𝒳, b e i n g a s u b s e t o f ℝ𝑑 , c a n b e a s e t o f i n fi n i t e s i z e , w e w i l l u s u a l l y

a s s u m e , f o r s i m p l i c i t y , t h a t 𝒳 i s fi n i t e . C e r t a i n l y , a d e c i s i o n m a k e r w i l l n o t b e

c o n f r o n t e d w i t h t h e f u l l s e t 𝒳, e a c h t i m e t h e y h a v e t o e x p r e s s a p r e f e r e n c e .

R a t h e r , w e w i l l c o n s i d e r s u b s e t s 𝑄 ⊆ 𝒳 t o b e d e c i s i o n t a s k s ( t a s k f o r s h o r t ) f o rd e c i s i o n t a s k s

w h i c h t h e d e c i s i o n m a k e r h a s t o p r o v i d e t h e i r d e c i s i o n
1

1 : W e c a n e a s i l y r e c o v e r t h e s e t t i n g w h e r e

t h e d e c i s i o n m a k e r i s a l w a y s c o n f r o n t e d

w i t h a l l o b j e c t s b y s e t t i n g ℚ ≔ {𝒳}.

. W i t h d e c i s i o n w e

m e a n t h e g e n e r i c e x p r e s s i o n o f a p r e f e r e n c e , w h i c h c a n , f o r e x a m p l e , b e a

c h o i c e , a r a n k i n g o r a u t i l i t y v a l u e .

T h e n o n - e m p t y s e t , c o n t a i n i n g a l l o f t h e s e t a s k s , w e d e n o t e b y ℚ ⊆ 2𝒳 ⧵ {∅}.
C o n s e q u e n t l y , i f a f a m i l y o f s u b s e t s ℚ s a t i s fi e s ∅ ∉ ℚ ≠ ∅, t h e n w e c a l l i t a

d e c i s i o n t a s k s p a c e . D e p e n d i n g o n t h e s p e c i fi c p r e f e r e n c e s e x p r e s s e d b y t h ed e c i s i o n t a s k s p a c e

d e c i s i o n m a k e r , w e m a y c h o o s e t o s p e c i a l i z e t h e s e n o t i o n s . F o r e x a m p l e , i f t h e

o b s e r v e d p r e f e r e n c e s a r e c h o i c e s , w e w i l l c a l l ℚ t h e c h o i c e t a s k s p a c e .

I n t u i t i v e l y , t h e t a s k s p a c e d e fi n e s t h e k i n d o f s i t u a t i o n s t h e d e c i s i o n m a k e r

i s c o n f r o n t e d w i t h a n d i m p a c t s t h e d i ffi c u l t y o f t h e d e c i s i o n p r o b l e m . F o r

e x a m p l e , i f t h e t a s k s p a c e i s t h e s e t o f a l l o b j e c t s 𝒳, i t m e a n s o n e m u s t a l w a y s

e x p r e s s a p r e f e r e n c e o v e r a l l o b j e c t s . O n t h e o t h e r h a n d , i f t h e t a s k s p a c e i s t h e

s e t o f a l l p o s s i b l e s u b s e t s o f s i z e 2 , i t m e a n s o n e o n l y h a s t o c o m p a r e p a i r s o f
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(a) S i n g l e t o n c h o i c e (b) S u b s e t c h o i c e

≻ ≻ ≻

(c) ( P a r t i a l ) r a n k i n g
Figure 2.2.: C o m m o n m o d e s o f e x p r e s s i n g

p r e f e r e n c e s .

o b j e c t s . I n p r a c t i c e , t h e t a s k s p a c e c a n b e c o n t r o l l e d b y t h e s y s t e m d e s i g n e r

t o a c h i e v e a g o o d t r a d e - o f f b e t w e e n t h e e x p r e s s i v e n e s s a n d c o m p l e x i t y o f a

d e c i s i o n .

N o w t h a t w e h a v e d e fi n e d t h e o b j e c t s w e w a n t t o c o n s i d e r a n d s u b s e t s t h e r e o f ,

w e s t i l l n e e d t o s p e c i f y t h e d e c i s i o n s t h e d e c i s i o n m a k e r i s a b l e t o e x p r e s s . I f

t h e d e c i s i o n m a k e r c h o o s e s o n e o r m o r e o f t h e o b j e c t s w h i l e d i s c a r d i n g t h e

r e s t , w e c a l l t h i s a c h o i c e . A b s t r a c t l y s p e a k i n g , a c h o i c e f u n c t i o n ( f o r ℚ) 𝑐∶ ℚ → 𝒞 c h o i c e f u n c t i o n

m a p s c h o i c e t a s k s 𝑄 ∈ ℚ t o c h o i c e s 𝑐(𝑄) ⊆ 𝑄, s u c h t h a t 𝑐(𝑄) ≠ ∅. I n c a s e t h a t

|𝑐(𝑄)| = 1, w e w i l l c a l l 𝑐 a s i n g l e t o n c h o i c e f u n c t i o n ( s e e F i g u r e 2 . 2 a ) . T o b e a b l e

t o d i s t i n g u i s h t h e g e n e r a l c a s e , a c h o i c e f u n c t i o n m a p p i n g t o s e t s o f a r b i t r a r y

l e n g t h i s c a l l e d a s u b s e t c h o i c e f u n c t i o n ( s e e F i g u r e 2 . 2 b ) . T h e c o r r e s p o n d i n g s e t

𝒞 ≔ ⋃𝑄∈ℚ 2ℚ ⧵ {∅} o f c h o i c e s f o r a n y 𝑄 ∈ ℚ i s c a l l e d t h e c h o i c e s p a c e .

A s l i g h t l y d i f f e r e n t w a y t o e x p r e s s p r e f e r e n c e s , a s t h e n a m e s u g g e s t s , i s t o l e t

t h e d e c i s i o n m a k e r o r d e r t h e o b j e c t s i n a g i v e n c h o i c e t a s k 𝑄. W e w i l l u s e t h e

n o t a t i o n 𝒙 ≻ 𝒙′ t o d e n o t e t h a t t h e o b j e c t 𝒙 i s p r e f e r r e d o v e r o b j e c t 𝒙′ . I f t h e 𝒙 ≻ 𝒙′ ( “ 𝒙 i s p r e f e r r e d o v e r 𝒙′” )

d e c i s i o n m a k e r i s i n d i f f e r e n t b e t w e e n t w o o b j e c t s , w e w i l l w r i t e 𝒙 ∼ 𝒙′ .

I n m a n y s e t t i n g s , w e a r e i n t e r e s t e d i n fi n d i n g a t o t a l o r d e r o f a l l o b j e c t s . T h e s e

o r d e r s a r e e n c o d e d u s i n g p e r m u t a t i o n s 𝜋 ∈ 𝒮𝑀 , w h e r e 𝑀 i s t h e n u m b e r o f

o b j e c t s i n 𝑄 a n d 𝒮𝑀 i s t h e s y m m e t r i c g r o u p o f o r d e r 𝑀. T h u s , 𝜋(𝑘) i s t h e r a n k

o f t h e 𝑘- t h o b j e c t , w h i l e t h e i n v e r s e 𝜋−1(ℓ) r e t u r n s t h e i n d e x o f t h e o b j e c t t h a t

i s i n t h e ℓ- t h p o s i t i o n . T o i l l u s t r a t e , i f w e h a v e t h e r a n k i n g 𝜋 = (2, 1, 3), t h e n
t h e fi r s t o b j e c t i s r a n k e d s e c o n d , t h e s e c o n d o b j e c t i s r a n k e d fi r s t , a n d t h e t h i r d

o b j e c t i s r a n k e d t h i r d . W i t h 𝜋−1 = (2, 1, 3), w e e x p r e s s t h a t o n r a n k o n e i s t h e

s e c o n d o b j e c t , o n r a n k t w o i s t h e fi r s t o b j e c t , a n d o n r a n k t h r e e i s t h e t h i r d

o b j e c t .

F o r a g i v e n p e r m u t a t i o n 𝜋 o n a t a s k 𝑄, w e t h e r e f o r e k n o w t h a t f o r a l l p a i r s

1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ |𝑄|, w e h a v e t h e p r e f e r e n c e r e l a t i o n 𝒙𝜋−1(𝑖) ≻ 𝒙𝜋−1(𝑗) . I t i s c o m m o n

t o c a l l 𝜋 i t s e l f a r a n k i n g , s i n c e i t r e t u r n s t h e r a n k s f o r g i v e n o b j e c t s i n d e x e s , w h i l e r a n k i n g

𝜋−1 i s c a l l e d a n o r d e r i n g b e c a u s e i t c a n b e u s e d t o o r d e r t h e o b j e c t s a c c o r d i n g t o o r d e r i n g

t h e i r p r e f e r e n c e s . A n a l o g o u s l y t o t h e c h o i c e s e t t i n g , w e c a n d e fi n e a r a n k i n g r a n k i n g f u n c t i o n

f u n c t i o n 𝜌∶ ℚ → 𝒮, w h i c h m a p s f r o m ( i n d e x e d ) s e t s o f o b j e c t s t o r a n k i n g s , a n d

w h e r e 𝒮 ≔ ⋃𝑀∈[|𝒳|] 𝒮𝑀 .

A n a l t e r n a t i v e w a y t o r e p r e s e n t r a n k i n g s i s u s i n g a s e t o f p a i r w i s e p r e f e r e n c e s

𝑅 ⊂ 𝒳2
. C o m p a r e d t o a p e r m u t a t i o n 𝜋, t h i s i s a d v a n t a g e o u s s i n c e i t a l l o w s

o n e t o s p e c i f y p a r t i a l o r d e r s a s w e l l . T h a t i s w h y w e r e q u i r e t h a t t h e r e l a t i o n

e n c o d e d b y 𝑅 i s i r r e fl e x i v e , a s y m m e t r i c a n d t r a n s i t i v e . O n e s u c h p a r t i a l o r d e r i s

d e p i c t e d i n F i g u r e 2 . 2 c , w h e r e w e c a n s e e t h a t t h e d e c i s i o n m a k e r w a s i n d i f f e r e n t

b e t w e e n t h e b l u e a n d t h e p u r p l e o b j e c t , w h i l e t h e r e m a i n i n g o b j e c t s a r e i n a

t o t a l o r d e r .

S a m p l e

S t r a w b e r r y

V a n i l l a

C h o c o l a t e5 0 %

3 0 %

2 0 %

Figure 2.3.: P r e f e r e n c e s e x p r e s s e d b y a p o p -

u l a t i o n . A p e r s o n i s r a n d o m l y s a m p l e d t o

r e v e a l t h e i r p r e f e r e n c e .
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Probabilistic preferences U n t i l n o w , w e o n l y l o o k e d a t c h o i c e s a n d r a n k i n g s

a s c o n s t a n t , d e t e r m i n i s t i c s t a t e m e n t s . T h a t m e a n s i f w e g i v e a d e c i s i o n m a k e r

a s e t o f o b j e c t s , i t w i l l a l w a y s c h o o s e t h e s a m e s u b s e t o r o r d e r t h e m i n t h e

s a m e w a y . I n p r a c t i c e , i t i s u s e f u l t o a s s u m e t h a t p r e f e r e n c e s a r e r a n d o m , i . e . ,

d i f f e r e n t o u t c o m e s c a n o c c u r w i t h v a r y i n g p r o b a b i l i t y . O n e m o t i v a t i o n f o r

t h i s i s w h e n m o d e l i n g t h e b e h a v i o r o f a p o p u l a t i o n o f d e c i s i o n m a k e r s .

C o n s i d e r t h e e x a m p l e s h o w n i n F i g u r e 2 . 3 , w h e r e 50 % o f t h e g i v e n p o p u l a t i o n

p r e f e r c h o c o l a t e , 30 % p r e f e r v a n i l l a a n d a n o t h e r 20 % p r e f e r s t r a w b e r r y i c e

c r e a m . W h e n r a n d o m l y s a m p l i n g a p e r s o n f r o m t h i s p o p u l a t i o n , t h e y w i l l t e l l

u s t h e i r p r e f e r e n c e . W h i l e e a c h p e r s o n m a y h a v e a d e t e r m i n i s t i c p r e f e r e n c e ,

o u r o b s e r v a t i o n i s n o w a r a n d o m v a r i a b l e . E v e n i n t h e c a s e o f a s i n g l e d e c i s i o n

m a k e r i t c a n b e w o r t h w h i l e t o m o d e l t h e i r p r e f e r e n c e s a s a p r o b a b i l i t y d i s t r i -

b u t i o n o v e r p o s s i b l e o u t c o m e s . T h e r e a r e a f e w r e a s o n s w h y t h e p r e f e r e n c e

m a y a p p e a r r a n d o m f o r a n o b s e r v e r , s u c h a s u n o b s e r v e d e x t e r n a l f a c t o r s t h a t

c a n c a u s e p r e f e r e n c e s t o c h a n g e d e p e n d i n g o n t h e c o n t e x t . O n e s u c h f a c t o r i s

t i m e : p r e f e r e n c e s m a y n o t r e m a i n c o n s t a n t a n d c o u l d e v o l v e o v e r e x t e n d e d

p e r i o d s . A n o t h e r e x a m p l e i s t h e i n fl u e n c e o f l o c a t i o n o n p r e f e r e n c e s . F o r

i n s t a n c e , a p e r s o n m i g h t f a v o r m o r e e x t r a v a g a n t c l o t h i n g i n a f a s h i o n - f o r w a r d

c i t y l i k e M i l a n b u t o p t f o r m o r e c o n s e r v a t i v e a t t i r e i n a t r a d i t i o n a l t o w n . T h i s

p r o b a b i l i s t i c m o d e l d o e s n o t l o s e g e n e r a l i t y ; t h e d e t e r m i n i s t i c c a s e i s s i m p l y

a s p e c i a l c a s e w h e r e t h e p r o b a b i l i t y o f o n e o u t c o m e i s s e t t o 100 %, w i t h a l l

o t h e r s a t z e r o .

F o r m a l l y , t h e s e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s 𝑝(⋅ ∣ 𝑄) w i l l b e d e fi n e d f o r e v e r y t a s k

𝑄 ∈ ℚ. I n t h e c a s e o f c h o i c e , f o r a g i v e n t a s k 𝑄, w e w i l l h a v e a p r o b a b i l i t y

0 ≤ 𝑝(𝐶 ∣ 𝑄) ≤ 1 f o r e a c h s u b s e t 𝐶 ⊆ 𝑄 t o b e c h o s e n . T h e u s u a l s i n g l e t o nI t i s u s e f u l t o e x t e n d 𝑝(⋅ ∣ 𝑄) t o 𝒞 b y s e t t i n g

𝑝(𝐶 ∣ 𝑄) ≔ 0 f o r a l l 𝐶 ∈ 𝒞 ⧵ 2ℚ . W e w i l l d o

s o f o r t h e r e m a i n d e r o f t h i s t h e s i s .

c h o i c e s e t t i n g c a n b e o b t a i n e d b y a d d i t i o n a l l y r e q u i r i n g t h a t 𝑝(𝐶 ∣ 𝑄) = 0, i f
|𝐶| ≠ 1. F o r t h e p r o b a b i l i t i e s t o b e v a l i d , w e r e q u i r e t h a t ∑𝐶∈𝒞 𝑝(𝐶 ∣ 𝑄) = 1 f o r

a l l 𝑄 ∈ ℚ. T h a t m e a n s a l l o f t h e p r o b a b i l i t i e s f o r a l l p o s s i b l e c h o i c e s e t s o f a

t a s k 𝑄 h a v e t o s u m u p t o 100 %.

A s f o r t h e r a n k i n g s e t t i n g , l e t 𝑝(𝜋 ∣ 𝑄) b e t h e p r o b a b i l i t y t h a t r a n k i n g 𝜋 i s

o b s e r v e d f o r a g i v e n t a s k 𝑄 ∈ ℚ. S i m i l a r t o t h e c h o i c e s e t t i n g , w e r e q u i r e t h e

p r o b a b i l i t i e s t o o b e y ∑𝜋∈𝒮|𝑄|
𝑝(𝜋 ∣ 𝑄) = 1 f o r a l l 𝑄 ∈ ℚ. I f w e a r e i n t e r e s t e d i n

h o w f r e q u e n t l y a n o b j e c t 𝒙 i s p r e f e r r e d o v e r a n o t h e r o b j e c t 𝒙′ , w e w i l l a l s o

d e n o t e t h e m a r g i n a l p r o b a b i l i t y o f t h i s p r e f e r e n c e b y

𝑝(𝒙𝑖 ≻ 𝒙𝑗 ∣ 𝑄) = ∑
𝜋∈𝒮|𝑄|

𝑝(𝜋 ∣ 𝑄)J𝜋(𝑖) < 𝜋(𝑗)K

w h e r e J⋅K i s t h e I v e r s i o n b r a c k e t

J𝑃K ≔ {
1 i f 𝑃 i s t r u e

0 o t h e r w i s e

t h a t w e w i l l u s e t h r o u g h o u t t h e t h e s i s .

E q u i p p e d w i t h t h e b a s i c l a n g u a g e f o r r e p r e s e n t i n g b o t h d e t e r m i n i s t i c a n d

p r o b a b i l i s t i c p r e f e r e n c e s , w e c a n n o w d i v e d e e p e r i n t o t h e b a c k g r o u n d m a -

t e r i a l a n d s e e w h a t a d d i t i o n a l s t r u c t u r e c a n b e i m p o s e d o n t h e p r e f e r e n c e s o r

t h e i r p r o b a b i l i t i e s . I n t h e n e x t s e c t i o n , w e w i l l fi r s t l o o k a t a b r i e f h i s t o r y o f

p r e f e r e n c e m o d e l i n g , a n d t h e n p r e s e n t i m p o r t a n t a x i o m s f o r u t i l i t y a n d c h o i c e

t h e o r y .
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2.2. Classical Preference Axioms

P r o b a b i l i t y t h e o r y w a s d e v e l o p e d o v e r t h e c o u r s e o f t h e 1 6 t h a n d 1 7 t h c e n t u r i e s

b y m a t h e m a t i c i a n s s u c h a s C a r d a n o , F e r m a t , P a s c a l , a n d H u y g e n s [ H u y 5 7 ] .

T h e c a l c u l a t i o n o f a n e x p e c t e d v a l u e , e s p e c i a l l y i n t h e c o n t e x t o f g a m b l i n g ,

w a s w e l l u n d e r s t o o d [ H a l 9 0 ] . T h e d e fi n i t i o n o f v a l u e w a s n o t u n d e r s c r u t i n y

s i n c e i t a p p e a r e d t o b e c l e a r i n t h i s c o n t e x t , w i t h n o r o o m f o r s u b j e c t i v i t y . I t

w a s o n l y i n 1 7 1 3 t h a t t h i s v i e w w a s c h a l l e n g e d b y t h e S t . P e t e r s b u r g p a r a d o x S t . P e t e r s b u r g p a r a d o x

c r e a t e d b y N i c o l a s B e r n o u l l i i n a c o r r e s p o n d e n c e w i t h M o n t m o r t [ M o n 1 3 ] .

T h e s u b j e c t o f t h e p a r a d o x i s a o n e - p l a y e r g a m e w h e r e a f a i r c o i n i s r e p e a t e d l y

t o s s e d . T h e g a m e b e g i n s w i t h a p r i c e o f 2. I f t h e c o i n s h o w s t a i l s , t h e p r i c e

i s d o u b l e d , a n d t h e g a m e c o n t i n u e s . I f i t s h o w s h e a d s , t h e g a m e e n d s w i t h

t h e p l a y e r w i n n i n g t h e c u r r e n t b e t . T h e q u e s t i o n i s h o w m u c h a r a t i o n a l

p l a y e r s h o u l d b e w i l l i n g t o p a y t o p a r t i c i p a t e i n t h i s g a m e . I f w e c a l c u l a t e t h e

e x p e c t e d v a l u e o f t h i s g a m e , w e g e t

∞
∑
𝑖=1

2𝑖 1
2𝑖

=
∞
∑
𝑖=1

1 = ∞,

w h i c h w o u l d i m p l y t h a t , i f g i v e n t h e o p p o r t u n i t y , e v e r y r a t i o n a l p e r s o n s h o u l d

p l a y t h i s g a m e a n d p a y a n y p r i c e . D a n i e l B e r n o u l l i [ B e r 3 8 ] a r g u e s t h a t m o s t

i n f o r m e d p e o p l e w o u l d n o t p a y m o r e t h a n 20 t o p l a y t h i s g a m e b e c a u s e t h e

u t i l i t y o f t h e p l a y e r ’ s w e a l t h i s n o t l i n e a r . H e p r o p o s e s t o u s e l o g a r i t h m i c u t i l i t y

f u n c t i o n , w h i c h r e s u l t s i n l a r g e r a n d l a r g e r p a y o u t s d i m i n i s h i n g i n u t i l i t y . I t

t u r n s o u t t h a t w h e n o p t i m i z i n g t h e e x p e c t e d u t i l i t y i n s t e a d o f t h e e x p e c t e d

v a l u e , t h e o p t i m a l a m o u n t i s i n d e e d fi n i t e a n d d o e s d e p e n d o n t h e c u r r e n t

w e a l t h o f t h e p l a y e r .

W h a t t h i s p a r a d o x d e m o n s t r a t e s i s t h a t o n e n e e d s t o d i s t i n g u i s h t h e r a w v a l u e o f

s o m e t h i n g f r o m t h e u t i l i t y i t a c t u a l l y h a s . T h e u t i l i t y o f a n o b j e c t i s a s u b j e c t i v e

m e a s u r e , w h i c h m a k e s i t d i ffi c u l t e v e n t o d e fi n e . I n t h e 1 9 t h c e n t u r y , f o r m a l

a x i o m a t i z a t i o n s w e r e d e v e l o p e d t o s u p p o r t t h e o r i e s o f u t i l i t y a n d c h o i c e . W i t h

u t i l i t y t h e o r y , t h e a i m i s t o i n f e r a u t i l i t y f u n c t i o n f r o m o b s e r v e d b e h a v i o r , s u c h

t h a t t h e b e h a v i o r c a n b e e x p l a i n e d b y t h e m a x i m i z a t i o n o f t h i s u t i l i t y f u n c t i o n

a n d f u t u r e b e h a v i o r c a n b e p r e d i c t e d . C h o i c e t h e o r y i s c o n c e r n e d s p e c i fi c a l l y

w i t h m o d e l i n g p r e f e r e n c e s i n t h e f o r m o f c h o i c e s . I n S e c t i o n 2 . 2 . 1 w e w i l l

i n t r o d u c e o r d i n a l t h e o r y a s i n t r o d u c e d b y P a r e t o [ P a r 0 6 ] i n t h e y e a r 1 9 0 6 ,

a n d c a r d i n a l t h e o r y w h i c h w a s d e v e l o p e d b y V o n N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n

[ V M 4 7 ] i n 1 9 4 7 . I n t h e c o n t e x t o f c h o i c e , L u c e [ L u c 5 9 ] p u b l i s h e d h i s w e l l -

k n o w n a x i o m a t i z a t i o n f o r c h o i c e s i n t h e y e a r 1 9 5 9 , w h i c h w e w i l l d i s c u s s i n

S e c t i o n 2 . 2 . 2 .

2.2.1. Axioms of Utility Theory

T h e m a i n g o a l o f u t i l i t y t h e o r y i s t o e x p l a i n t h e b e h a v i o r e x h i b i t e d b y a d e c i s i o n

m a k e r b y p o s i t i n g t h a t t h e y a r e a s s i g n i n g a u t i l i t y t o e a c h p o s s i b l e d e c i s i o n

o u t c o m e a n d s e l e c t a d e c i s i o n b a s e d o n w h a t c o u r s e o f a c t i o n m a x i m i z e s t h e i r

u t i l i t y [ V M 4 7 ; D e b 5 4 ] . T h e g o a l i s o f t e n , g i v e n o b s e r v e d b e h a v i o r , t o fi n d

t h e u n d e r l y i n g u t i l i t y f u n c t i o n .

U t i l i t y t h e o r y i s u s e d i n m a n y fi e l d s n o w a d a y s , m o s t n o t a b l y i n e c o n o m i c s .

B e s i d e s i t s f u n d a m e n t a l r o l e i n e c o n o m i c s , i t i s i n s t r u m e n t a l i n s o c i a l c h o i c e
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t h e o r y [ A r r 5 1 ] , d e c i s i o n t h e o r y , g a m e t h e o r y [ V M 4 7 ] a n d a r t i fi c i a l i n t e l l i g e n c e

[ R N 2 0 ] . H o w e v e r , i t h a s b e e n s h o w n i n p s y c h o l o g i c a l e x p e r i m e n t s t h a t b a s i c

u t i l i t y t h e o r y i s l i m i t e d i n e x p l a i n i n g a l l o f h u m a n b e h a v i o r [ A l l 5 3 ; S i m 5 7 ;

E l l 6 1 ; K T 7 9 ] . A l l a i s [ A l l 5 3 ] f o u n d t h a t p a r t i c i p a n t s i n h i s e x p e r i m e n t s s h o w e d

i n c o n s i s t e n t b e h a v i o r w h e n f a c e d w i t h c h o i c e s i n v o l v i n g u n c e r t a i n t y , l e a d i n g

t o t h e s o - c a l l e d A l l a i s p a r a d o x . E l l s b e r g [ E l l 6 1 ] f o u n d s i m i l a r i n c o n s i s t e n c i e s

i n h i s e x p e r i m e n t s , w h e r e p a r t i c i p a n t s w e r e a s k e d t o m a k e c h o i c e s i n v o l v i n g

u n k n o w n p r o b a b i l i t i e s . S u b s e q u e n t l y , t h e o r i e s s u c h a s p r o s p e c t t h e o r y [ K T 7 9 ]

h a v e b e e n d e v e l o p e d t o p r o v i d e a m o r e a c c u r a t e r e p r e s e n t a t i o n o f h u m a n

b e h a v i o r , p a r t i c u l a r l y u n d e r c o n d i t i o n s o f u n c e r t a i n t y a n d r i s k . O v e r t i m e ,

m a n y m o r e v i o l a t i o n s o f t h e a x i o m s o f u t i l i t y t h e o r y h a v e b e e n i d e n t i fi e d ,

w h i c h i s w h y w e w i l l d i s c u s s t h e s e i n m o r e d e t a i l i n S e c t i o n 2 . 3 .

T h e a d v e n t o f a r t i fi c i a l i n t e l l i g e n c e ( A I ) a n d m a c h i n e l e a r n i n g h a s g i v e n r i s e

t o a n e w c l a s s o f a g e n t s , w h i c h l e v e r a g e t h e c o n c e p t o f e x p e c t e d u t i l i t y m a x i -

m i z a t i o n ( E U M ) t o s o l v e a v a r i e t y o f p r o b l e m s [ R N 2 0 ] . U n l i k e t h e i r h u m a n

c o u n t e r p a r t s , t h e s e A I a g e n t s a r e e n g i n e e r e d t o e x h i b i t f e w e r b i a s e s a n d i d i o s y n -

c r a s i e s . T h i s i s d u e t o t h e i r a b i l i t y t o p r o c e s s i n f o r m a t i o n a n d m a k e d e c i s i o n s

b a s e d o n a l g o r i t h m s a n d d a t a . H o w e v e r , i t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t t h e s e

a g e n t s a r e n o t i m m u n e t o b i a s e s . I n p a r t i c u l a r , A I a g e n t s c a n i n h e r i t a n d e v e n

a m p l i f y b i a s e s p r e s e n t i n t h e i r u n d e r l y i n g t r a i n i n g d a t a [ B H N 2 3 ] .

U t i l i t y t h e o r y c a n b r o a d l y b e d i v i d e d i n t o o r d i n a l ( s e e S e c t i o n 2 . 2 . 1 . 1 ) a n d

c a r d i n a l u t i l i t y t h e o r y ( s e e S e c t i o n 2 . 2 . 1 . 2 ) . W h i l e t h e f o r m e r f o c u s e s o n c e r t a i n

o u t c o m e s a n d o n l y t h e o r d e r t h e r e o f , t h e l a t t e r a d m i t s t h e s t u d y o f p r o b a b i l i s t i c

o u t c o m e s a n d c o n s i d e r s o b j e c t s o n a n i n t e r v a l s c a l e . A l t h o u g h c a r d i n a l u t i l i t y

m a y a p p e a r t o b e t h e m o r e “ p o w e r f u l ” o f t h e a f o r e m e n t i o n e d t h e o r i e s , i t n e e d s

t o b e m e n t i o n e d t h a t i t r e q u i r e s m u c h s t r o n g e r a s s u m p t i o n s . W e w i l l s e e a

s i m i l a r t h e m e e m e r g e w h e n w e c o n t r a s t t h e s e w i t h t h e a x i o m s o f c h o i c e t h e o r y

i n S e c t i o n 2 . 2 . 2 .

2.2.1.1. Ordinal Utility

I n o r d i n a l u t i l i t y t h e o r y , t h e p o i n t o f d e p a r t u r e i s t h a t t h e p r e f e r e n c e s a r e

e x p r e s s e d o n a n o r d i n a l s c a l e . T h a t m e a n s w e c a n o n l y m a k e s t a t e m e n t s l i k e

“ I p r e f e r c h o c o l a t e i c e c r e a m o v e r s t r a w b e r r y ” o r “ I a m i n d i f f e r e n t b e t w e e n

m a n g o i c e c r e a m a n d l e m o n i c e c r e a m ” , b u t t h e m a g n i t u d e o f t h e p r e f e r e n c e

c a n n o t b e e x p r e s s e d . O n e w o u l d t y p i c a l l y d e n o t e 𝒙 i s p r e f e r r e d o v e r 𝒚 b y 𝑥 ⪰ 𝑦
( w i t h ≻ i n d i c a t i n g s t r i c t p r e f e r e n c e ) a n d o n e i s i n d i f f e r e n t b e t w e e n 𝒙 a n d 𝒚 b y

𝑥 ∼ 𝑦. I t s t a n d s t o r e a s o n t h a t t h i s r e s t r i c t i o n l o s e s a l o t o f i n f o r m a t i o n a n d o n e

w o u l d e x p e c t i t t o b e t o o r e s t r i c t i v e f o r a n u n d e r l y i n g t h e o r y o f e c o n o m i c s . T o

t h e c o n t r a r y , P a r e t o [ P a r 0 6 ] d e m o n s t r a t e d t h a t a r i c h e c o n o m i c t h e o r y c o u l d

b e d e v e l o p e d u s i n g p u r e l y o r d i n a l a s s u m p t i o n s . I t s u b s e q u e n t l y b e c a m e t h e

p r e v a l e n t t h e o r y i n e c o n o m i c s i n t h e e a r l y 2 0 t h c e n t u r y [ M o s 1 8 ; L S 6 5 ] .

T h e t h e o r y i s u s u a l l y i n t r o d u c e d i n t e r m s o f a c o n s u m e r , w h i c h e x p r e s s e s

p r e f e r e n c e s o n s o - c a l l e d c o m m o d i t y b u n d l e s . T h e s e a r e r e p r e s e n t e d b y v e c t o r s

𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑑) o f w h i c h e a c h e n t r y s t a n d s f o r t h e q u a n t i t y o f o n e c o m m o d i t y .

S i n c e t h e g e n e r a l c o n c e p t s o f o r d i n a l u t i l i t y t h e o r y a r e m o r e g e n e r a l , w e c a n

d r o p t h e s p e c i fi c a p p l i c a t i o n a n d a s s u m e t h a t a d e c i s i o n m a k e r h a s t o d e c i d e

b e t w e e n d i f f e r e n t o b j e c t s 𝒙 o f w h i c h e a c h v e c t o r c o m p o n e n t i s a n a t t r i b u t e t o
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b e m a x i m i z e d . W e a r e t h e n a b l e t o d e fi n e a n a t u r a l d o m i n a n c e r e l a t i o n o n t h e

v e c t o r s p a c e .

𝒙

𝒚1

𝒚2

𝒚3

Figure 2.4.: V e c t o r s a d m i t a n a t u r a l d o m i -

n a n c e r e l a t i o n 𝒙 < 𝒚.

W e w r i t e t h a t 𝒙 > 𝒚 i f 𝑥𝑖 ≥ 𝑦𝑖 f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑑] a n d 𝑥𝑖 > 𝑦𝑖 f o r a t l e a s t o n e 𝑖 ∈ [𝑑].
S e e F i g u r e 2 . 4 f o r a n e x a m p l e i n t w o - d i m e n s i o n a l s p a c e . H e r e , i t o b v i o u s l y

h o l d s t h a t 𝒚3 > 𝒙, b u t a l s o 𝒚1 > 𝒙 a n d 𝒚2 > 𝒙, s i n c e b o t h h a v e a t l e a s t o n e

c o o r d i n a t e w h i c h i s s t r i c t l y l a r g e r t h a n t h e s a m e c o o r d i n a t e o f 𝒙.

W i t h t h a t , w e c a n d e fi n e a p r e f e r e n c e r e l a t i o n o n t h e s e t o f o b j e c t s a s f o l l o w s .

Definition 2.2.1 ( [ L S 6 5 ] ) A r e l a t i o n 𝑅 o n a s e t 𝒳 ⊆ ℝ𝑑 i s a p r e f e r e n c e r e l a t i o n

i f t h e f o l l o w i n g a x i o m s h o l d f o r a n y 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝒳:

( i ) I f 𝒙𝑅𝒚 a n d 𝒚𝑅𝒛, t h e n 𝒙𝑅𝒛. ( T r a n s i t i v i t y )

( i i ) 𝒙𝑅𝒚 o r ( i n c l u s i v e ) 𝒚𝑅𝒙. ( C o n n e c t i v i t y )

( i i i ) I f 𝒙 > 𝒚, t h e n 𝒙𝑅𝒚 a n d n o t 𝒚𝑅𝒙. ( N o n s a t i e t y )

( i v ) I f 𝒙𝑅𝒚 a n d 𝒚𝑅𝒛, t h e n t h e r e e x i s t s 𝛼 ∈ [0, 1] s u c h t h a t [𝛼𝒙+(1−𝛼)𝒛] ∼ 𝒚.
( C o n t i n u i t y )

H e r e 𝒙 ∼ 𝒚 d e n o t e s t h e c a s e w h e r e 𝒙𝑅𝒚 a n d 𝒚𝑅𝒙, i n d i c a t i n g i n d i f f e r e n c e . A s

m e n t i o n e d b e f o r e , p r o p e r t y ( i ) i s e n f o r c i n g t h e t r a n s i t i v i t y o f p r e f e r e n c e s ,

w h i c h p r e v e n t s c y c l e s . P r o p e r t y ( i i ) e n s u r e s t h a t e a c h o b j e c t i s i n a r e l a t i o n

w i t h e v e r y o t h e r o b j e c t . A s o f n o w , t h e r e i s n o c o n n e c t i o n o f t h e p r e f e r e n c e

r e l a t i o n w i t h t h e d o m i n a n c e r e l a t i o n i n t h e 𝑑- d i m e n s i o n a l s p a c e , w h i c h i s w h y

p r o p e r t y ( i i i ) e s t a b l i s h e s t h a t 𝒙 > 𝒚 c o r r e s p o n d s t o a s t r i c t p r e f e r e n c e i n 𝑅.
F i n a l l y , t h e c o n t i n u i t y p r o p e r t y ( i v ) i s r e q u i r e d t o p r o v e t h e e x i s t e n c e o f a

u t i l i t y f u n c t i o n .

W i t h t h e s e a s s u m p t i o n s , i t i s t h e n p o s s i b l e t o s h o w t h a t a u t i l i t y f u n c t i o n 𝑢
e x i s t s .

Theorem 2.2.2 ( T h e o r e m 1 b y L u c e a n d S u p p e s [ L S 6 5 ] ) L e t 𝑅 b e a p r e f e r e n c e

r e l a t i o n o n 𝒳 ⊆ ℝ𝑑 . T h e n t h e r e e x i s t s a u t i l i t y f u n c t i o n 𝑢∶ 𝒳 → ℝ s u c h t h a t

f o r a n y 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳:

u (𝒙) ≥ u (𝒚) i f a n d o n l y i f 𝒙𝑅𝒚

A n i m m e d i a t e c o n s e q u e n c e i s t h a t u (𝒙) = u (𝒚) i f , a n d o n l y i f 𝒙 ∼ 𝒚. O n e m a y

a s k w h e t h e r t h i s u t i l i t y f u n c t i o n i s , i n f a c t , u n i q u e , a n d i t c a n b e s h o w n t h a t 𝑢
i s u n i q u e u p t o i n c r e a s i n g m o n o t o n e t r a n s f o r m a t i o n s [ L S 6 5 , T h e o r e m 2 ] .

T h i s r e s u l t s t i l l r e q u i r e s t h a t 𝒳 c o n s i s t s o f 𝑑- d i m e n s i o n a l v e c t o r s . L u c e a n d

S u p p e s [ L S 6 5 , T h e o r e m 3 ] s h o w s t h a t a s i m i l a r r e s u l t c a n b e o b t a i n e d f o r

a r b i t r a r y i n fi n i t e s e t s 𝒳 w i t h a p r e f e r e n c e r e l a t i o n . A n e c e s s a r y a n d s u ffi c i e n t

c o n d i t i o n i s t h a t t h e r e e x i s t s a c o u n t a b l e s u b s e t o f 𝒳, w h i c h i s o r d e r - d e n s e a n d

t h e r e c a n n o t b e a p a i r o f o b j e c t s i n t h e s u b s e t t h a t a r e i n d i f f e r e n t w i t h r e s p e c t

t o t h e p r e f e r e n c e r e l a t i o n ( e i t h e r 𝒙 ≻ 𝒙′ o r 𝒙 ≺ 𝒙′ h a s t o h o l d ) . A d d i t i o n a l l y ,

i t i s o f t e n a d v a n t a g e o u s t h a t t h e r e s u l t i n g u t i l i t y f u n c t i o n i s c o n t i n u o u s . H e r e

D e b r e u [ D e b 5 4 ] s h o w e d t h a t a c o n t i n u o u s u t i l i t y f u n c t i o n e x i s t s i f t h e o r d e r

t o p o l o g y r e s u l t i n g f r o m t h e p r e f e r e n c e r e l a t i o n i s s e p a r a b l e ( a l s o s e e [ L S 6 5 ,

S e c t i o n 2 . 2 ] ) .

W e c a n s e e t h a t w i t h a r e l a t i v e l y s m a l l s e t o f a s s u m p t i o n s , r e q u i r i n g o n l y a n

o r d i n a l g r a d u a t i o n o f p r e f e r e n c e s , t h e e x i s t e n c e o f a u t i l i t y f u n c t i o n c a n b e
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g u a r a n t e e d . I n t h e n e x t s e c t i o n , w e w i l l s e e w h a t h a p p e n s w h e n w e a s s u m e

t h a t p r e f e r e n c e s a r e e x p r e s s e d o n a c a r d i n a l s c a l e .

2.2.1.2. Cardinal Utility

0 5 10
𝐴 𝐵 𝐶

Figure 2.5.: T h r e e o b j e c t s o n a u t i l i t y s c a l e .

C o n t r a s t e d w i t h o r d i n a l u t i l i t y , w h e r e w e a s s u m e t h a t o n l y t h e o r d e r o f t h e

o b j e c t s i s i m p o r t a n t , c a r d i n a l u t i l i t y p o s i t s t h a t t h e m a g n i t u d e o f t h e d i f f e r e n c e s

i n u t i l i t y i s i m p o r t a n t a s w e l l . S e e , f o r e x a m p l e , t h e u t i l i t y s c a l e i n F i g u r e 2 . 5

w h e r e 𝑢(𝐴) = 1, 𝑢(𝐵) = 3 a n d 𝑢(𝐶) = 9. I n o r d i n a l u t i l i t y , w e w o u l d o n l y b e

a b l e t o d e d u c e t h a t 𝐴 ≺ 𝐵 ≺ 𝐶. I f w e t r e a t 𝑢 a s a c a r d i n a l u t i l i t y f u n c t i o n , t h e n

w e c a n s t a t e t h a t t h e d i f f e r e n c e i n u t i l i t y b e t w e e n 𝐴 a n d 𝐵 i s 2, w h i c h i s m u c h

s m a l l e r t h a n t h e d i f f e r e n c e i n u t i l i t y b e t w e e n 𝐵 a n d 𝐶, w h i c h i s 6.

C a r d i n a l u t i l i t y t h e o r y g o e s b a c k t o B e r n o u l l i 1 7 3 8 [ B e r 3 8 ] , w h o fi r s t s t a t e d

t h e e x p e c t e d u t i l i t y h y p o t h e s i s , i . e . , t h a t i n o r d e r t o d e c i d e i n t h e p r e s e n c e o f

u n c e r t a i n t y , o n e s h o u l d w e i g h t h e u t i l i t y o f e a c h o u t c o m e b y t h e p r o b a b i l i t y o f

i t o c c u r r i n g a n d t h e n p i c k i n g t h e o b j e c t w i t h t h e h i g h e s t w e i g h t e d a v e r a g e .

a r g m a x

𝒙∈𝒳
∑
𝑠
𝑢(𝑠) 𝑝(O u t c o m e (𝒙) = 𝑠 ∣ 𝒙)

O f

c o u r s e , t h i s p r e s u m e s t h a t a n i n d i v i d u a l c a n a c c u r a t e l y a s s i g n a n a b s o l u t e u t i l i t y

v a l u e t o e v e r y o b j e c t . T h i s l e d t o t h e p r o b l e m o f m e a s u r a b i l i t y o f u t i l i t y , w h i c h

c h a l l e n g e d e c o n o m i s t s a n d p s y c h o l o g i s t s u p u n t i l t h e 2 0 t h c e n t u r y [ M o s 1 8 ] .

B e n t h a m [ B e n 8 9 ] i n h i s i n fl u e n t i a l w o r k , w a s c e r t a i n t h a t m e a s u r i n g u t i l i t y[ B e n 8 9 ] : B e n t h a m ( 1 7 8 9 ) , A n I n t r o d u c t i o n

t o t h e P r i n c i p l e s o f M o r a l s a n d L e g i s l a t i o n w a s p o s s i b l e . R e s e a r c h e r s i n t h e 1 9 t h c e n t u r y u n s u c c e s s f u l l y t r i e d t o c o m e u p

w i t h d i f f e r e n t w a y s t o s o l v e t h e m e a s u r a b i l i t y p r o b l e m [ S t i 5 0 ] . I n a d d i t i o n ,

s e v e r a l r e s e a r c h e r s a r g u e d t h a t u t i l i t y s c a l e s a r e n o t i n t e r p e r s o n a l l y c o m p a r a b l e

[ R o b 3 2 ; A r r 5 1 ; H a u 9 5 ] , w h i c h m a d e i t d i ffi c u l t f o r u t i l i t a r i a n s t o r e a s o n a b o u t

c o l l e c t i v e u t i l i t i e s . T h i s l e d t o t h e r i s e o f o r d i n a l u t i l i t y t h e o r y i n t h e e a r l y 2 0 t h

c e n t u r y , s p e a r h e a d e d b y t h e t h e o r y d e v e l o p e d b y P a r e t o [ P a r 0 6 ] . W h i l e i t

w a s v e r y s u c c e s s f u l , u n c e r t a i n t y i n t h e o u t c o m e o f a c h o i c e w a s n o t m o d e l e d .

I t w a s o n l y i n 1 9 4 7 , w h e n V o n N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n p r o p o s e d t h e i r

a x i o m a t i z a t i o n , t h a t t h e e x i s t e n c e o f a c a r d i n a l u t i l i t y f u n c t i o n c o u l d b e p r o v e n

[ V M 4 7 ] . S i n c e t h e a x i o m s w e r e i n fl u e n t i a l , w e w i l l n o w r e c a l l t h e m h e r e .

V o n N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n d i s t i n g u i s h b e t w e e n p u r e o b j e c t s a n d m i x t u r e s
2

2 : a l s o c a l l e d l o t t e r i e s

o f o b j e c t s . A s s u m e w e h a v e a s e t o f o b j e c t s 𝒳. T h e n i f w e t a k e t w o o b j e c t s

𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳, t h e n w e c a n f o r m a m i x t u r e o f t h e s e b y s p e c i f y i n g t h a t 𝒙 h a p p e n s

w i t h p r o b a b i l i t y 𝛼 a n d 𝒚 o c c u r s w i t h p r o b a b i l i t y 1 − 𝛼. W e w i l l d e n o t e t h i s

u s i n g t h e o p e r a t i o n ℎ(𝒙, 𝛼, 𝒚) o r 𝒙𝛼𝒚 f o r s h o r t . M i x t u r e s o f o b j e c t s c a n b e

n e s t e d a r b i t r a r i l y , e . g . , (𝒙𝛼𝒚)𝛽𝒛 w o u l d b e a v a l i d w a y t o s p e c i f y a m i x t u r e o f

t h r e e o b j e c t s 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝒳.

W e w i l l a l s o a s s u m e t h a t t h e r e e x i s t s a r e l a t i o n 𝑅 o n t h e s e o b j e c t s , w h e r e

𝒙𝑅𝒚 d e n o t e s t h a t 𝒙 i s p r e f e r r e d o v e r 𝒚 o r t h e d e c i s i o n m a k e r i s i n d i f f e r e n t .

I t i s c o m m o n t o d e fi n e a d d i t i o n a l n o t a t i o n t o e x p r e s s i n d i f f e r e n c e a n d s t r i c t

p r e f e r e n c e [ L S 6 5 , p . 2 6 0 ] :

𝒙𝐼𝒚 i f a n d o n l y i f 𝒙𝑅𝒚 a n d 𝒚𝑅𝒙

𝒙𝑃𝒚 i f a n d o n l y i f 𝒙𝑅𝒚 a n d n o t 𝒚𝑅𝒙
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Definition 2.2.3 ( V o n N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n [ S e e 3 . 6 . 1 i n V M 4 7 ;

L S 6 5 ] ) A t r i p l e 𝒜 = (𝒳, 𝑅, ℎ) i s a V o n N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n s y s t e m o f

u t i l i t y i f f o r e v e r y 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝒳 a n d e v e r y 𝛼, 𝛽 ∈ (0, 1) t h e f o l l o w i n g a x i o m s h o l d :

( i ) 𝑅 i s a w e a k o r d e r i n g o f 𝒳
( i i ) 𝒙𝛼𝒚 ∈ 𝒳
( i i i ) 𝒙𝛼𝒚 = 𝒚(1 − 𝛼)𝒙
( i v ) (𝒙𝛼𝒚)𝛽𝒚 = 𝒙𝛼𝛽𝒚
( v ) i f 𝒙𝐼𝒚, t h e n 𝒙𝛼𝒛𝐼𝒚𝛼𝒛
( v i ) i f 𝒙𝑃𝒚, t h e n 𝒙𝑃𝒙𝛼𝒚 a n d 𝒙𝛼𝒚𝑃𝒚
( v i i ) i f 𝒙𝑃𝒚 a n d 𝒚𝑃𝒛, t h e n t h e r e e x i s t 𝛾 , 𝛿 ∈ (0, 1) s u c h t h a t 𝒚𝑃𝒙𝛾𝒛 a n d 𝒙𝛿𝒛𝑃𝒚.

A r e l a t i o n i s s a i d t o b e a w e a k o r d e r r e l a t i o n , i f i t s a t i s fi e s t r a n s i t i v i t y , i . e . , i f

𝒙𝑅𝒚 a n d 𝒚𝑅𝒛, t h e n 𝒙𝑅𝒛 a l s o h a s t o h o l d a n d i f i t a l w a y s h o l d s t h a t 𝒙𝑅𝒚 o r 𝒚𝑅𝒙.
A x i o m ( i i ) e n s u r e s t h a t 𝒳 i s c l o s e d u n d e r t h e m i x t u r e o p e r a t i o n ℎ. T h u s , i f

w e k n o w t h a t t w o o b j e c t s 𝒙 a n d 𝒚 a r e i n 𝒳, t h e n a n y m i x t u r e o f t h e m a l s o h a s

t o b e i n 𝒳.
3

A x i o m s ( i i i ) a n d ( i v ) s p e c i f y t h e b a s i c p r o p e r t i e s o f o u r m i x t u r e 3 : I f w e a s s u m e t h a t t h e r e e x i s t a t l e a s t t w o

o b j e c t s 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 w i t h 𝒙𝑃𝒚, t h e n ( i i ) i m p l i e s

t h a t 𝒳 i s i n fi n i t e [ L S 6 5 ] .

o p e r a t i o n , h o w t h e o r d e r o f t h e m i x t u r e o b j e c t s c a n b e s w a p p e d , a n d h o w

n e s t e d m i x t u r e s c a n b e fl a t t e n e d . A x i o m ( v ) s t a t e s t h a t i f o n e i s i n d i f f e r e n t

b e t w e e n t w o o b j e c t s 𝒙 a n d 𝒚, t h e n o n e a l s o h a s t o b e i n d i f f e r e n t i f a t h i r d

o b j e c t 𝒛 i s m i x e d i n t o b o t h w i t h e q u a l p r o p o r t i o n . I n a s i m i l a r v e i n , a x i o m ( v i )

a s s u m e s t h a t i f 𝒙 i s s t r i c t l y p r e f e r r e d t o 𝒚, t h e n 𝒙 i s a l w a y s s t r i c t l y p r e f e r r e d

o v e r a m i x t u r e o f b o t h , w h i l e a n y m i x t u r e i s a l w a y s s t r i c t l y p r e f e r r e d o v e r 𝒚.
F i n a l l y , a x i o m ( v i i ) i s a c o n t i n u i t y c o n d i t i o n , a s s u m i n g t h a t i f 𝒚 i s b e t w e e n 𝒙
a n d 𝒛 w i t h r e s p e c t t o s t r i c t p r e f e r e n c e , t h e n y o u c a n fi n d a m i x t u r e o f 𝒙 a n d 𝒛
w h i c h i s s t r i c t l y p r e f e r r e d t o 𝒚 a n d a l s o a m i x t u r e t o w h i c h 𝒚 i s p r e f e r r e d .

E q u i p p e d w i t h t h e s e a x i o m s , w e a r e n o w a b l e t o s t a t e t h e m a i n r e s u l t o f V o n

N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n , t h e e x i s t e n c e o f a u t i l i t y f u n c t i o n u .

Theorem 2.2.4 ( V o n N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n [ S e e A . 2 i n V M 4 7 ] ) L e t

𝒜 = (𝒳, 𝑅, ℎ) b e a V o n N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n u t i l i t y s y s t e m . T h e n t h e r e

e x i s t s a f u n c t i o n u ∶ 𝒳 → ℝ s u c h t h a t f o r e v e r y 𝒙 a n d 𝒚 i n 𝒳 a n d 𝛼 i n (0, 1)

( i ) 𝒙𝑅𝒚 i f a n d o n l y i f u (𝒙) ≥ u (𝒚).
( i i ) u (𝒙𝛼𝒚) = 𝛼u (𝒙) + (1 − 𝛼)u (𝒚).

T h e f u n c t i o n u i s u n i q u e u p t o p o s i t i v e l i n e a r t r a n s f o r m a t i o n s .

C o n s e q u e n c e ( i ) s t a t e s t h a t t h e u t i l i t i e s r e t u r n e d b y t h e f u n c t i o n u c a n b e u s e d

t o o r d e r t h e o b j e c t s b a s e d o n p r e f e r e n c e . T h e s e c o n d p r o p e r t y ( i i ) , o n t h e o t h e r

h a n d , a l l o w s u s t o e x p r e s s t h e u t i l i t y o f a n y m i x t u r e a s a m i x t u r e o f u t i l i t i e s o f

p u r e o b j e c t s . T h e l i t e r a t u r e h a s e x p l o r e d s e v e r a l a l t e r n a t i v e a x i o m a t i z a t i o n s ,

e i t h e r t o s i m p l i f y t h e a x i o m s o r t o g e n e r a l i z e t h e s y s t e m o f u t i l i t y . A p r o m i n e n t

e x a m p l e o f t h e f o r m e r i s t h e H e r s t e i n a n d M i l n o r s y s t e m o f u t i l i t y [ H M 5 3 ] ,

w h i c h s i m p l i fi e s t h e e x i s t e n c e p r o o f o f a u t i l i t y f u n c t i o n .

A s w e h a v e s e e n , w i t h c a r e f u l a s s u m p t i o n s o n t h e p r e f e r e n c e s e x p r e s s e d o n m i x -

t u r e s o f o b j e c t s , w e a r e a b l e t o s h o w t h e e x i s t e n c e o f a c a r d i n a l u t i l i t y f u n c t i o n .

W i t h o r d i n a l u t i l i t y , i t w a s o n l y p o s s i b l e t o a r r i v e a t a u t i l i t y f u n c t i o n w h i c h

i s u n i q u e u p t o m o n o t o n e t r a n s f o r m a t i o n s . T h a t i s w h y t h e a b s o l u t e u t i l i t y

v a l u e s a n d d i f f e r e n c e s t h e r e o f w e r e m e a n i n g l e s s . I n t u i t i v e l y s p e a k i n g , w h a t

d i s t i n g u i s h e s c a r d i n a l u t i l i t y f r o m o r d i n a l u t i l i t y i s t h e a b i l i t y t o i n t e r p o l a t e
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b e t w e e n o b j e c t s . T h i s e n s u r e s t h a t t h e m a g n i t u d e o f t h e u t i l i t y f u n c t i o n i s

m e a n i n g f u l .

O n e c o u l d a r g u e t h a t t h e a s s u m p t i o n s u n d e r p i n n i n g V o n N e u m a n n a n d M o r -

g e n s t e r n ’ s u t i l i t y s y s t e m a r e q u i t e t e c h n i c a l a n d m o r e o f a n o r m a t i v e n a t u r e ,

a n d t h u s a r e r e m o v e d f r o m a c t u a l h u m a n b e h a v i o r . A t t h e s a m e t i m e , o n l y t h e

o u t c o m e s o f e a c h o b j e c t a r e a s s u m e d t o b e p r o b a b i l i s t i c , w h i l e t h e p r e f e r e n c e s

t h e m s e l v e s a r e s t i l l a s s u m e d t o b e d e t e r m i n i s t i c . T h a t i s t h e r e a s o n w h y i n

1 9 5 9 L u c e p r o p o s e d h i s a x i o m s o f c h o i c e [ L u c 5 9 ] .

2.2.2. Axioms of Choice

B e f o r e w e t a k e a c l o s e r l o o k a t t h e a x i o m a t i z a t i o n o f c h o i c e , fi r s t n o t e t h a t

w e a r e n o w m o v i n g f r o m p r e f e r e n c e s , w h i c h a r e a l w a y s d e fi n e d o n p a i r s o f

o b j e c t s , t o c h o i c e s o n s u b s e t s o f o b j e c t s . F o r e x a m p l e , f o r a g i v e n s e t {𝑎, 𝑏, 𝑐},
w e c o u l d o b s e r v e a p e r s o n t o c h o o s e 𝑎. I t i s p o s s i b l e t o e x t r a c t s o m e p r e f e r e n c e

i n f o r m a t i o n f r o m c h o i c e s
4
, f o r e x a m p l e h e r e w e c o u l d s t a t e t h a t 𝑎 ≻ 𝑏 a n d4 : T h e s e a r e s t u d i e d u n d e r t h e n a m e r e -

v e a l e d p r e f e r e n c e s . 𝑎 ≻ 𝑐, b u t t h e p r e f e r e n c e b e t w e e n 𝑏 a n d 𝑐 i s n o t v i s i b l e . L u c e ’ s m a i n p o i n t

o f d e p a r t u r e i s t h e a s s u m p t i o n t h a t h u m a n c h o i c e i t s e l f s h o u l d b e t r e a t e d a s

a p r o b a b i l i s t i c p r o c e s s [ L u c 5 9 ] . S o , w e w i l l c o n s i d e r t h e p r o b a b i l i t y t h a t a

p a r t i c u l a r o b j e c t 𝒙 w i l l b e c h o s e n f r o m a s e t 𝑄. T h e s e p r o b a b i l i t i e s a r e a l l o w e d

t o b e 0 o r 1, s o t h e s p e c i a l c a s e o f c e r t a i n c h o i c e s i s c o v e r e d a s w e l l . W e w i l l a l s o

u s e t h e n o t a t i o n 𝑝∪(𝐴 ∣ 𝑄) t o d e n o t e t h e p r o b a b i l i t y t h a t t h e c h o s e n o b j e c t i s

p a r t o f t h e s e t 𝐴 ⊆ 𝑄. W i t h t h i s , w e w a n t t o d i s t i n g u i s h i t f r o m t h e p r o b a b i l i t y

t h a t s u b s e t 𝐴 i t s e l f i s c h o s e n , w h i c h w e d o n o t n e e d i n t h i s c o n t e x t .

F i r s t , r e c a l l t h e f o l l o w i n g p r o b a b i l i t y a x i o m s [ L u c 5 9 ] :

1 . F o r 𝑄 ⊂ 𝑄′, 0 ≤ 𝑝∪(𝑄 ∣ 𝑄′) ≤ 1.
2 . 𝑝∪(𝑄 ∣ 𝑄) = 1.
3 . I f 𝑅, 𝑆 ⊂ 𝑄 a n d 𝑅 ∩ 𝑆 = ∅, t h e n 𝑝∪(𝑅 ∪ 𝑆 ∣ 𝑄) = 𝑝∪(𝑅 ∣ 𝑄) + 𝑝∪(𝑆 ∣ 𝑄),

w h i c h i m p l i e s

𝑝∪(𝑆 ∣ 𝑄) = ∑
𝑥∈𝑆

𝑝(𝑥 ∣ 𝑄)

T h e s e a x i o m s e n s u r e t h a t f o r e a c h 𝑄 ∈ ℚ t h e f u n c t i o n 𝑝(⋅ ∣ 𝑄) i s a v a l i d

p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n . W h a t t h e s e d o n o t d o i s i m p o s e a g l o b a l s t r u c t u r e

a c r o s s a l l o f t h e s e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s . I n t h e w o r s t c a s e , t h e r e c o u l d b e

a c o m p l e t e l y d i f f e r e n t d i s t r i b u t i o n f o r e a c h s e t 𝑄 ∈ ℚ. I f t w o s e t s h a v e m a n y

o b j e c t s i n c o m m o n , i t i s n a t u r a l t o a s s u m e t h a t t h e i r c h o i c e b e h a v i o r s h o u l d

b e s i m i l a r . I t i s a l s o n a t u r a l t o p o s i t t h a t t h e c h o i c e p r o b a b i l i t i e s o b s e r v e d o n

s m a l l e r s e t s s h o u l d i n s o m e w a y c a r r y o v e r t o l a r g e r ( s u p e r ) s e t s .

I t i s f o r t h i s r e a s o n t h a t L u c e i n t r o d u c e s t h e f o l l o w i n g c h o i c e a x i o m :
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Axiom 2.2.5 ( [ A x i o m 1 i n L u c 5 9 ] ) L e t 𝑇 b e a n y fi n i t e s u b s e t o f 𝒳 s u c h t h a t ,

f o r e v e r y s u b s e t 𝑆 ⊆ 𝑇, 𝑝𝑆 i s d e fi n e d . T h e n t h e f o l l o w i n g p r o p e r t i e s h o l d :

( i ) I f 𝑝(𝒙 ∣ {𝒙, 𝒚}) ∉ {0, 1} f o r a l l 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑇, t h e n f o r 𝑅 ⊆ 𝑆 ⊆ 𝑇

𝑝∪(𝑅 ∣ 𝑇 ) = 𝑝∪(𝑅 ∣ 𝑆) 𝑝∪(𝑆 ∣ 𝑇 )

( i i ) I f 𝑝(𝒙 ∣ {𝒙, 𝒚}) = 0 f o r s o m e 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑇, t h e n f o r e v e r y 𝑆 ⊆ 𝑇

𝑝∪(𝑆 ∣ 𝑇 ) = 𝑝∪(𝑆 ⧵ {𝑥} ∣ 𝑇 ⧵ {𝒙})

T h e a x i o m h a s t h e e f f e c t o f c o u p l i n g t h e c h o i c e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s , w h i c h

s o f a r c o u l d h a v e b e e n c o m p l e t e l y i n d e p e n d e n t . P r o p e r t y ( i i ) s t a t e s t h a t a s s o o n

a s a n o b j e c t 𝒙 h a s p r o b a b i l i t y 0 i n a p a i r w i s e c h o i c e i n t h e p r e s e n c e o f o b j e c t 𝒚,
t h e n i t c a n n e v e r b e c h o s e n i n a n y s u p e r s e t o f {𝒙, 𝒚}. I n o t h e r w o r d s , i t t a k e s a

l o c a l , p a i r w i s e p r o b a b i l i t y a n d s p r e a d s i t t o s u p e r s e t s . A n o t h e r c o n s e q u e n c e i s

t h a t t h e o b j e c t 𝒙 c o u l d s a f e l y b e r e m o v e d f r o m t h e s e s a m e s u p e r s e t s s i n c e t h e

c h o i c e s w i l l n o t b e i m p a c t e d . P r o p e r t y ( i ) i m p o s e s t h a t a c h o i c e p r o b a b i l i t y

d i s t r i b u t i o n 𝑝𝑇 d e fi n e d o n a s e t 𝑇 c a n b e d e c o m p o s e d i n t o c h o i c e p r o b a b i l i t y

d i s t r i b u t i o n s o n i t s s u b s e t s 𝑅 ⊆ 𝑆 ⊆ 𝑇.

Consequences of Luce’s Choice Axiom T h e c h o i c e a x i o m i m p l i e s a v a r i e t y

o f p r o p e r t i e s , w h i c h a r e i m p o r t a n t f o r s e v e r a l r e a s o n s . O n t h e o n e h a n d , t h e s e

p r o p e r t i e s a r e u s u a l l y o b s e r v a b l e , m e a n i n g t h a t t h e y c a n b e e x p e r i m e n t a l l y

v e r i fi e d , w h i c h m a y n o t b e p o s s i b l e f o r a s p e c i fi c m o d e l d i r e c t l y . O n t h e o t h e r

h a n d , w e w i l l s e e t h a t m o s t o f t h e p r o p e r t i e s c a n b e s o r t e d b y h o w s t r o n g l y

t h e y c o n s t r a i n t h e c h o i c e p r o b a b i l i t i e s . T h i s a l l o w s o n e t o c a t e g o r i z e m o d e l s

b a s e d o n w h e r e t h e y c a n b e i n s e r t e d i n t o t h i s h i e r a r c h y . T h e f o l l o w i n g w i l l b e

a n o v e r v i e w o f t h e m o s t i m p o r t a n t c o n s e q u e n c e s o f L u c e ’ s c h o i c e a x i o m .

T h e fi r s t i m p o r t a n t p r o p e r t y i s i n d e p e n d e n c e o f i r r e l e v a n t a l t e r n a t i v e s ( I I A ) : i n d e p e n d e n c e o f i r r e l e v a n t a l t e r n a t i v e s

Lemma 2.2.6 ( I n d e p e n d e n c e o f i r r e l e v a n t a l t e r n a t i v e s [ L u c 5 9 ] ) I f 𝑝(𝒙 ∣
{𝒙, 𝒚}) ∉ {0, 1} f o r a l l 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑇 ∈ ℚ, t h e n A x i o m 2 . 2 . 5 i m p l i e s t h a t f o r a n y 𝑆 ⊆ 𝑇
s u c h t h a t 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑆,

𝑝(𝒙 ∣ {𝒙, 𝒚})
𝑝(𝒚 ∣ {𝒙, 𝒚})

= 𝑝(𝒙 ∣ 𝑆)
𝑝(𝒚 ∣ 𝑆)

T h i s l e m m a h a s i m p o r t a n t c o n s e q u e n c e s f o r t h e p o s s i b l e t y p e s o f c h o i c e m o d e l s .

I m m e d i a t e l y , w e c a n s h o w t h a t g i v e n a n y s e t 𝑄 ∈ ℚ a n d a n o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑄, w e c a n

d e t e r m i n e i t s p r o b a b i l i t y o f b e i n g c h o s e n u s i n g o n l y t h e p a i r w i s e p r o b a b i l i t i e s

[ L u c 5 9 , T h e o r e m 1 ] :

𝑝(𝒙 ∣ 𝑄) = (∑
𝒚∈𝑄

𝑝(𝒚 ∣ {𝒙, 𝒚})
𝑝(𝒙 ∣ {𝒙, 𝒚}))

−1

T h i s c e r t a i n l y a l l o w s o n e t o e ffi c i e n t l y s p e c i f y a c h o i c e m o d e l s i n c e i t i s o n l y

n e c e s s a r y t o s p e c i f y t h e p a i r w i s e p r o b a b i l i t i e s . I t a l s o a l l o w s o n e t o e a s i l y t e s t

w h e t h e r o b s e r v e d c h o i c e d a t a o b e y s A x i o m 2 . 2 . 5 b y c o m p a r i n g t h e c h o i c e

f r e q u e n c i e s o b s e r v e d o n p a i r s w i t h t h o s e o b s e r v e d o n l a r g e r s e t s o f o b j e c t s .

A s l i g h t l y w e a k e r p r o p e r t y o f a s i m i l a r fl a v o r i s c a l l e d r e g u l a r i t y , w h i c h i s a r e g u l a r i t y c o n d i t i o n



2 6 2 . F o u n d a t i o n s o f P r e f e r e n c e s

c o n d i t i o n o n c h o i c e p r o b a b i l i t i e s w h i c h a s s e r t s t h a t t h e c h o i c e p r o b a b i l i t i e s

o f i t e m s c a n n o t i n c r e a s e i f y o u a d d o b j e c t s t o a n e x i s t i n g s e t . F o r m a l l y , f o r

a l l 𝒙 ∈ 𝐴 ⊆ 𝐵 w i t h 𝐴, 𝐵 ∈ ℚ i t h o l d s t h a t 𝑝(𝒙 ∣ 𝐴) ≥ 𝑝(𝒙 ∣ 𝐵). T h e c o n d i t i o n

o n l y w e a k l y r e s t r i c t s t h e c h o i c e p r o b a b i l i t i e s a n d e a r l y e x p e r i m e n t a l d a t a w e r e

c o n s i s t e n t w i t h t h e p r o p e r t y [ B D M 6 3 ] . I t o n l y b e c a m e c l e a r t h a t t h e r e g u l a r i t y

c o n d i t i o n i s n o t u n i v e r s a l l y t r u e f o r h u m a n c h o i c e d a t a , w h e n r e s e a r c h e r s

d i s c o v e r e d t h e a t t r a c t i o n e f f e c t .a t t r a c t i o n e f f e c t : P a g e 3 0

A k e y p r o p e r t y w h i c h i s o f t e n c o n s i d e r e d i n t h e c o n t e x t o f p r e f e r e n c e s i s

t r a n s i t i v i t y . T h e m o t i v a t i o n i s c l e a r : a v i o l a t i o n o f t r a n s i t i v i t y w o u l d i m p l y

t h a t t h e p r e f e r e n c e s c a n e x h i b i t c y c l e s , w h i c h w o u l d m a k e a n y f u r t h e r a n a l y s i s

d i ffi c u l t . I t i s e a s y t o s e e t h a t t h e c h o i c e p r o b a b i l i t i e s c o n s t r a i n e d b y A x i o m 2 . 2 . 5

h a v e t o b e d e t e r m i n i s t i c a l l y t r a n s i t i v e , i . e . , a s s u m e A x i o m 2 . 2 . 5 h o l d s f o r a s e td e t e r m i n i s t i c t r a n s i t i v i t y

𝑄 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} w i t h 𝑝(𝑎 ∣ {𝑎, 𝑏}) = 1 a n d 𝑝(𝑏 ∣ {𝑏, 𝑐}) = 1, t h e n a l s o 𝑝(𝑎 ∣ {𝑎, 𝑐}) = 1.
T o p r o v e t h i s , w e c a n m a k e u s e o f p r o p e r t y ( i i ) o f A x i o m 2 . 2 . 5 i n c o n j u n c t i o n

w i t h 𝑝(𝑏 ∣ {𝑎, 𝑏}) = 𝑝(𝑐 ∣ {𝑏, 𝑐}) = 0, w h i c h a l l o w s u s t o s t a t e 𝑝(𝑎 ∣ {𝑎, 𝑏, 𝑐}) =
𝑝(𝑎 ∣ {𝑎, 𝑐}) = 𝑝(𝑎 ∣ {𝑎, 𝑏}) = 1.

Figure 2.6.: H i e r a r c h y o f t r a n s i t i v i t y d e fi n i -

t i o n s . E a c h a r r o w d e n o t e s t h e d i r e c t i o n o f

i m p l i c a t i o n . A d a p t e d f r o m [ H H K 2 0 ] .

S S T 𝜆- S T M S T W S T

𝜈- r e l a x e d

𝜆 ≥ 𝜈

W h e n g e n e r a l i z i n g t h e t r a n s i t i v i t y t o p r o b a b i l i s t i c p r e f e r e n c e s , i t i s i m p o r t a n t

t o n o t e t h a t i t i s n o l o n g e r a c l e a r , u n i q u e c o n c e p t . T h a t i s w h y , o v e r t h e

y e a r s , a m u l t i t u d e o f d i f f e r e n t d e fi n i t i o n s w e r e p r o p o s e d , w h i c h a r e u s u a l l y

o r d e r e d w i t h r e s p e c t t o t h e i r ” s t r e n g t h ” b y w h i c h t h e y c o n s t r a i n t h e c h o i c e

p r o b a b i l i t i e s ( s e e F i g u r e 2 . 6 f o r a n o v e r v i e w ) .

T h e e a r l i e s t d e fi n i t i o n s f o r s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y w e r e p r o p o s e d b y D a v i d s o n

a n d M a r s c h a k [ D M 5 8 ] . T h e y p r o p o s e w e a k s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y ( W S T ) , w h i c hw e a k s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y

s i m p l y a s s u m e s t h a t i f 𝑝(𝑎 ∣ {𝑎, 𝑏}) ≥ 1
2 a n d 𝑝(𝑏 ∣ {𝑏, 𝑐}) ≥ 1

2 , t h e n a l s o 𝑝(𝑎 ∣
{𝑎, 𝑐}) ≥ 1

2 . S t r o n g s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y ( S S T ) f u r t h e r r e q u i r e s t h a t 𝑝(𝑎 ∣s t r o n g s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y

{𝑎, 𝑐} ≥ m a x (𝑝(𝑎 ∣ {𝑎, 𝑏}), 𝑝(𝑏 ∣ {𝑏, 𝑐})). L u c e [ L u c 5 9 ] s h o w s t h a t i f A x i o m 2 . 2 . 5

h o l d s f o r a s e t o f o b j e c t s 𝒳, t h e n t h e p r o b a b i l i t i e s h a v e t o s a t i s f y S S T . M o d e r a t e

s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y ( M S T ) i s s i m i l a r t o S S T , b u t u s e s t h e m i n i m u m i n s t e a d o f

t h e m a x i m u m . W h e n i n t e r p o l a t i n g b e t w e e n S S T a n d M S T , w e o b t a i n 𝜆- S T ,

w h i c h h a s b e e n p r o p o s e d b y B a s u [ B a s 8 4 ] i n t h e c o n t e x t o f f u z z y p r e f e r e n c e

r e l a t i o n s . W e c a n a l s o i n t e r p o l a t e b e t w e e n S S T a n d W S T [ Y J 1 1 ] , w h i c h w e

r e f e r t o a s 𝜈- r e l a x e d s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y h e r e . I n t e r e s t i n g l y , i t t u r n s o u t t h a t

i t c a n n o t b e n e a t l y p l a c e d w i t h i n t h e e x i s t i n g i m p l i c a t i o n c h a i n .

A r g u a b l y , t h e m o s t i m p a c t f u l c o n s e q u e n c e o f A x i o m 2 . 2 . 5 i s t h e e x i s t e n c e o f a

u t i l i t y f u n c t i o n , w h i c h c a n b e u s e d t o d e t e r m i n e a l l o f t h e p r o b a b i l i t i e s .e x i s t e n c e o f a u t i l i t y f u n c t i o n
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Theorem 2.2.7 ( T h e o r e m 3 b y L u c e [ L u c 5 9 ] ) L e t 𝒳 b e fi n i t e a n d 𝑝(𝒙 ∣
{𝒙, 𝒚}) ∈ (0, 1) f o r a l l 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳. A s s u m e t h a t A x i o m 2 . 2 . 5 h o l d s f o r a l l 𝑄 ⊆ 𝒳.

T h e n t h e r e e x i s t s a u t i l i t y f u n c t i o n 𝑢∶ 𝒳 → ℝ≥0 s u c h t h a t f o r e v e r y 𝑄 ⊆ 𝒳 a n d

e v e r y 𝒙 ∈ 𝑄:

𝑝(𝒙 ∣ 𝑄) = u (𝒙)
∑𝒚∈𝑄 u (𝒚)

T h i s u t i l i t y f u n c t i o n i s u n i q u e u p t o m u l t i p l i c a t i o n b y a p o s i t i v e c o n s t a n t .

T h i s i s t h e b a s i c f o r m o f m a n y s u b s e q u e n t r a n d o m u t i l i t y m o d e l s l i k e f o r i n s t a n c e ,

t h e m u l t i n o m i a l l o g i t , w h i c h w e w i l l d i s c u s s i n m o r e d e t a i l i n S e c t i o n 2 . 4 . F u r -

t h e r m o r e , s i n c e u (𝒙) = 𝑘 𝑝(𝒙 ∣ {𝒙, 𝒚}) 𝑝(𝒚 ∣ {𝒙, 𝒚}) f o r a n y 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 a n d 𝑘 ∈ ℝ≥0 ,
o n e c o u l d e s t i m a t e t h e s e u t i l i t i e s b y o n l y o b s e r v i n g p a i r w i s e c o m p a r i s o n s .

T h a t t h e e x i s t e n c e o f a u t i l i t y f u n c t i o n f o l l o w s f r o m A x i o m 2 . 2 . 5 i s r e m a r k -

a b l e , s i n c e e a r l i e r w o r k i n e c o n o m i c s b y V o n N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n

[ V M 4 7 ] r e q u i r e d r e s t r i c t i v e a x i o m s ( s e e S e c t i o n 2 . 2 . 1 ) . I t a l s o d o e s n o t r e -

q u i r e t h e a s s u m p t i o n o f a p a r a m e t r i c m o d e l l i k e T h u r s t o n e ’ s m o d e l s [ T h u 2 7 ] ,

w h i c h p r e s u p p o s e t h a t u t i l i t i e s f o l l o w a n o r m a l d i s t r i b u t i o n . A c a v e a t o f T h e -

o r e m 2 . 2 . 7 i s t h a t i t r e q u i r e s t h a t a l l p r o b a b i l i t i e s t o b e i n (0, 1), i . e . , i t d o e s n o t

h a n d l e t h e c a s e w h e r e c h o i c e s a r e d e t e r m i n i s t i c . I n p r a c t i c e , t h a t w o u l d m e a n

t h a t w e c a n o n l y fi n d s e p a r a t e u t i l i t y f u n c t i o n s f o r s u b s e t s o f 𝒳 f o r w h i c h t h i s

a s s u m p t i o n h o l d s . L u c e a m e l i o r a t e s t h i s p r o b l e m b y p r o v i n g [ L u c 5 9 , T h e o r e m

4 ] t h a t i f a l l o b j e c t s 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 a r e fi n i t e l y c o n n e c t e d , i . e . , t h e r e e x i s t s a s e q u e n c e

o f i m p e r f e c t p a i r w i s e c o m p a r i s o n s b e t w e e n t h e m , a n d i f s t r o n g s t o c h a s t i c

t r a n s i t i v i t y h o l d s , t h e n t h e r e e x i s t s o n e u t i l i t y f u n c t i o n t h a t c a n c o m p u t e t h e

p r o b a b i l i t i e s o f a l l s u b s e t s w h i c h c o n t a i n o n l y i m p e r f e c t p r o b a b i l i t i e s .

W h i l e L u c e ’ s c h o i c e a x i o m w a s a s e m i n a l s t e p i n t h e t h e o r e t i c a l t r e a t m e n t

o f c h o i c e s a n d s p a w n e d a p l e t h o r a o f s u b s e q u e n t l i t e r a t u r e , c r a c k s s t a r t e d t o

a p p e a r i n t h e t h e o r y w h e n h u m a n e x p e r i m e n t a l d a t a a p p e a r e d t o d i s a g r e e w i t h

w h a t t h e a p p l i c a t i o n o f A x i o m 2 . 2 . 5 p r e d i c t e d . I n S e c t i o n 2 . 3 w e a r e g o i n g t o

l o o k a t c o n t e x t e f f e c t s w h i c h w e r e i d e n t i fi e d , i . e . , c e r t a i n s i t u a t i o n s i n w h i c h

c h o i c e p r o b a b i l i t y r a t i o s d e v i a t e a c r o s s d i f f e r e n t s u b s e t s .

An alternative axiomatization G i v e n t h a t L u c e ’ s c h o i c e a x i o m i s s o r e s t r i c t i v e ,

w e m a y w o n d e r w h a t a n a l t e r n a t i v e a x i o m a t i z a t i o n o f c h o i c e c o u l d l o o k l i k e

a n d w h a t s u i t a b l e r e q u i r e m e n t s a r e f o r i t t o s t i l l b e a s e n s i b l e m o d e l o f r e a l i t y .

M a s a t l i o g l u a n d N a k a j i m a [ M N 0 7 ] p r o p o s e t h e a x i o m o f c h o i c e b y e l i m i n a t i o n

( A C E ) , w h i c h a l l o w s f o r a m u c h l a r g e r v a r i e t y o f p o s s i b l e c h o i c e b e h a v i o r s :
5

5 : T h e a x i o m i s o n l y d e fi n e d f o r d e t e r m i n -

i s t i c c h o i c e s .

Axiom 2.2.8 ( [ M N 0 7 ] ) L e t 𝒳 b e a fi n i t e s e t o f o b j e c t s a n d 𝑐∶ 2𝒳 → 2𝒳
b e

a c h o i c e f u n c t i o n . F o r a n y 𝑄 ∈ 2𝒳
t h e r e e x i s t s a n o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄) s u c h t h a t i f

𝒙 ∈ 𝑄′ ⊂ 𝑄 t h e n 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄′).

I n o t h e r w o r d s , t h i s s a y s t h a t f o r a n y c h o i c e t a s k , t h e r e n e e d s t o b e a t l e a s t o n e

e l e m e n t i n t h e c h o i c e s e t t h a t i s c h o s e n i n a l l o f t h e s u b s e t s o f t h e c h o i c e t a s k .

T h i s i s i n c o n t r a s t t o L u c e ’ s c h o i c e a x i o m , w h i c h w o u l d r e q u i r e t h i s t o b e t r u e

f o r a l l c h o s e n o b j e c t s .
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T h e a u t h o r s a r g u e t h a t A C E i s t h e m i n i m u m r e q u i r e m e n t f o r r a t i o n a l c h o i c e ,

w h i l e s t i l l p r e v e n t i n g c h o i c e c y c l e s . A n e x a m p l e o f a c h o i c e f u n c t i o n t h a t e x h i b i t s

a c h o i c e c y c l e c o u l d b e 𝑐({𝑎, 𝑏, 𝑐}) = {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝑐({𝑎, 𝑏}) = {𝑎}, 𝑐({𝑏, 𝑐}) = {𝑏} a n d
𝑐({𝑎, 𝑐}) = {𝑐}. H e r e , w e a r e n o t a b l e t o fi n d a n e l e m e n t o f {𝑎, 𝑏, 𝑐} t h a t i s c h o s e n
i n a l l s u b s e t s . T h e r e f o r e , A C E i s v i o l a t e d .

2.3. Context Effects

T h e d e v e l o p m e n t o f a x i o m a t i c a p p r o a c h e s i n m o d e l i n g h u m a n p r e f e r e n c e s

a n d c h o i c e s w a s a s i g n i fi c a n t s t e p f o r w a r d . T h e o r e t i c a l l y , t h e s e a p p r o a c h e s

s h o u l d e n a b l e u s t o m o d e l a l l f a c e t s o f h u m a n p r e f e r e n c e s , e s p e c i a l l y i n d e c i s i o n -

m a k i n g c o n t e x t s . T h e n a t u r a l q u e s t i o n t h a t a r i s e s i s w h e t h e r t h e s e m o d e l s a r e

a n a c c u r a t e r e p r e s e n t a t i o n o f h u m a n c h o i c e b e h a v i o r . A n y a x i o m a t i c s y s t e m

d e p e n d s o n a s e t o f a s s u m p t i o n s , a n d i t i s t h e s e a s s u m p t i o n s t h a t m u s t b e t e s t e d

a g a i n s t r e a l - w o r l d d a t a t o v e r i f y t h e i r v a l i d i t y .

R e s e a r c h e r s h a v e , t h e r e f o r e , c o n d u c t e d s e v e r a l e x p e r i m e n t s t o e x a m i n e t h e

b e h a v i o r o f i n d i v i d u a l s i n d e c i s i o n - m a k i n g c o n t e x t s . S e c t i o n 2 . 3 . 1 w i l l p r e s e n t

a n o v e r v i e w o f t h e s e e x p e r i m e n t s , h i g h l i g h t i n g t h e s p e c i fi c p r o p e r t i e s o f t h e

a x i o m s t h a t w e r e f o u n d t o b e i n c o n s i s t e n t w i t h o b s e r v e d b e h a v i o r . W h i l e

i d e n t i f y i n g t h e s e p r o p e r t i e s i s u s e f u l t o p i n p o i n t t h e l i m i t a t i o n s o f o u r c u r r e n t

m o d e l s , i t d o e s n o t p r o v i d e a c o m p r e h e n s i v e u n d e r s t a n d i n g o f t h e u n d e r l y i n g

p s y c h o l o g i c a l m e c h a n i s m s t h a t d r i v e t h e s e d e v i a t i o n s .

A s a c o n s e q u e n c e , r e s e a r c h e r s h a v e s h i f t e d t h e i r f o c u s t o i d e n t i f y i n g s p e c i fi c

s i t u a t i o n s i n w h i c h t h e p r e f e r e n c e s o f i n d i v i d u a l s c a n r e l i a b l y b e i n fl u e n c e d

b y t h e c o n t e x t o f t h e p r e f e r e n c e . T h e m e c h a n i s m s t h a t w e r e i d e n t i fi e d i n t h i s

w a y a r e c a l l e d c o n t e x t e f f e c t s . T h e i n v e s t i g a t i o n o f t h e s e e f f e c t s o f f e r s a m o r ec o n t e x t e f f e c t s

n u a n c e d u n d e r s t a n d i n g o f h o w e n v i r o n m e n t a l a n d s i t u a t i o n a l f a c t o r s s h a p e

h u m a n p r e f e r e n c e s . I n s e c t i o n S e c t i o n 2 . 3 . 2 , w e w i l l e x p l o r e t h e s e c o n t e x t

e f f e c t s a n d p r e s e n t t h e m o s t w e l l - k n o w n o n e s .

2.3.1. Deviations from Axioms

M a n y o f t h e e x p e r i m e n t a l r e s u l t s i n t h i s r e g a r d c a m e f r o m t h e fi e l d o f e x p e r i -

m e n t a l p s y c h o l o g y , w h e r e r e s e a r c h e r s w e r e i n t e r e s t e d i n h o w h u m a n s e s t i m a t e

t h e d i f f e r e n c e i n v a r i o u s s t i m u l i ( e . g . , w e i g h t , b r i g h t n e s s , l o u d n e s s , d u r a t i o n ,

e t c . ) .

C o o m b s [ C o o 5 8 ] p e r f o r m e d a n e x p e r i m e n t w h e r e s u b j e c t s w e r e r e p e a t e d l y

s h o w n s e t s o f f o u r g r a y c o l o r p a t c h e s a n d a s k e d t o r a n k t h e m b a s e d o n h o w w e l l

t h e y r e p r e s e n t e d t h e i r i d e a l i m a g e o f “ g r a y ” . F o r t h e a n a l y s i s , t h e y t a b u l a t e d

t h e p a i r w i s e f r e q u e n c i e s t h a t o n e p a t c h w a s p r e f e r r e d o v e r a n o t h e r . A n a l y z i n g

t h e d a t a , t h e y f o u n d t h a t W S T w a s s a t i s fi e d , i . e . , f o r a n y t r i p l e o f p a t c h e s 𝐴,

𝐵 a n d 𝐶 w i t h 𝑝(𝐴 ≻ 𝐵) ≥ 0.5 a n d 𝑝(𝐵 ≻ 𝐶) ≥ 0.5, i t w a s a l s o t h e c a s e t h a t

𝑝(𝐴 ≻ 𝐶) ≥ 0.5. W h a t t h e y f o u n d , h o w e v e r , w a s t h a t S S T w a s v i o l a t e d f o r

s o m e o f t h e t r i p l e s .

C h i p m a n [ C h i 6 0 ] c o n d u c t e d e x p e r i m e n t s w i t h a r m y v o l u n t e e r s t h a t w e r e

a s k e d t o c o m p a r e m a t c h b o x e s . T h e m a t c h s t i c k s w e r e s p l i t i n h a l f a n d t h e n

t h e b o x e s w e r e fi l l e d w i t h v a r y i n g p r o p o r t i o n s o f h e a d s a n d t a i l s . I n t h e m a i n
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e x p e r i m e n t , t h e p a r t i c i p a n t s w e r e a s k e d t o b e t o n e i t h e r a m a t c h b o x w i t h a

k n o w n p r o p o r t i o n o r a m a t c h b o x w i t h a n u n k n o w n p r o p o r t i o n , b u t f o r w h i c h

a s m a l l s a m p l e w a s d r a w n . T h e r e s u l t s w e r e t a b u l a t e d a n d s t a t i s t i c a l t e s t s w e r e

u s e d t o c h e c k w h i c h p r o p e r t i e s o f t h e a x i o m s w e r e v i o l a t e d . C h i p m a n d e m o n -

s t r a t e d t h a t t h e p r o p e r t i e s S S T , l i n e a r i t y [ L u c 5 8 ] a n d I I A c a n b e c o n fi d e n t l y

r e j e c t e d .

I n 1 9 6 7 , K r a n t z t e s t e d t h e s i m p l e s c a l a b i l i t y a x i o m u s i n g c o l o r t r i a d t e s t s [ K r a 6 7 ] .

S u b j e c t s w e r e s h o w n t h r e e m o n o c h r o m a t i c l i g h t s 𝒙, 𝒚 a n d 𝒛 a n d g i v e n t h e t a s k

t o d e t e r m i n e w h i c h c o l o r d i f f e r e n c e w a s s m a l l e r , t h a t o f 𝒙 a n d 𝒛 o r 𝒚 a n d 𝒛.
B a s e d o n t h e c o l l e c t e d d a t a t h e y t e s t L u c e ’ s c h o i c e m o d e l a n d s i m p l y s c a l a b i l i t y

a x i o m i n g e n e r a l . W i t h t h e r e s u l t s , t h e y a r e a b l e t o r e j e c t b o t h c o n fi d e n t l y .

T v e r s k y a n d E d w a r d R u s s o [ T E 6 9 ] s h o w t h a t s i m p l e s c a l a b i l i t y , S S T , s u b s t i -

t u t a b i l i t y a n d I I A a r e e q u i v a l e n t . T h a t m e a n s t h e a b o v e e x p e r i m e n t s o f t e n

t e s t e d f o r t h e s a m e u n d e r l y i n g p r o p e r t y . R o u g h l y s p e a k i n g , w h a t a l l t h e s e

p r o p e r t i e s h a v e i n c o m m o n i s t h a t p r e f e r e n c e s o b s e r v e d i n t h e s e e x p e r i m e n t s

a r e i n s o m e w a y d e p e n d e n t o n o t h e r o b j e c t s p r e s e n t i n t h e p r e f e r e n c e c o n t e x t .

R e c e n t l y , B e n s o n e t a l . [ B K T 1 6 ] d e v i s e d a s u i t e o f s t a t i s t i c a l t e s t s a b l e t o d e t e c t s t a t i s t i c a l t e s t i n g f o r I I A v i o l a t i o n

d e v i a t i o n s f r o m I I A . E a c h t e s t a s s u m e s a s t h e n u l l h y p o t h e s i s t h a t I I A h o l d s ,

a n d d e v i a t i o n s c a n t h e n b e d e t e c t e d b y d e fi n i n g d i f f e r e n t r a n d o m v a r i a b l e s o n

t h e p r e f e r e n c e d a t a .

T o g a i n s o m e i n s i g h t s i n t o w h a t s p e c i fi c c o n t e x t s c a u s e t h e s e d e v i a t i o n s , w e

w i l l n o w t a k e a l o o k a t c o n t e x t e f f e c t s .

2.3.2. Identification of Context Effects

(a) S i m i l a r i t y E f f e c t (b) A t t r a c t i o n E f f e c t

C o r e s e t

(c) C o m p r o m i s e E f f e c t

Figure 2.7.: A n o v e r v i e w o f t h e m o s t c o m -

m o n l y i d e n t i fi e d c o n t e x t e f f e c t s i n t h e l i t e r -

a t u r e .

I n a n e f f o r t t o c a t e g o r i z e , h o w h u m a n s a r e d e v i a t i n g f r o m b e h a v i o r e x p e c t e d b y

f o l l o w i n g t h e a x i o m s , a v a r i e t y o f c o n t e x t e f f e c t s h a v e b e e n i d e n t i fi e d . R e f e r

t o F i g u r e 2 . 7 f o r a n o v e r v i e w . T h e s i m i l a r i t y e f f e c t o c c u r s w h e n t h e r e a r e

s e v e r a l s i m i l a r i t e m s i n a p r e f e r e n c e t a s k . T h e n i t h a p p e n s t h a t t h e p r o b a b i l i t y

m a s s i s d i s t r i b u t e d a m o n g s t t h e m w i t h o u t i m p a c t i n g o t h e r d i s s i m i l a r i t e m s .

I n t h e a t t r a c t i o n e f f e c t w e s e e a n i n c r e a s e i n p r o b a b i l i t y m a s s o f a n i t e m , i f

w e i n t r o d u c e a n o t h e r i t e m i t d o m i n a t e s . F i n a l l y , t h e c o m p r o m i s e e f f e c t a r i s e s

w h e n w e a d d a n e x t r e m e i t e m t o a p r e f e r e n c e c o n t e x t , a n d t h e c e n t r a l i t e m

b e c o m e s m o r e f a v o r a b l e . W e w i l l n o w g o o v e r e a c h e f f e c t i n g r e a t e r d e t a i l ,

p r e s e n t i n g t h e c o r r e s p o n d i n g s t u d i e s t h a t w e r e p e r f o r m e d .

Figure 2.8.: S i m i l a r i t y e f f e c t : I n t h e b l u e r e -

g i o n , t h e o b j e c t s a r e v e r y s i m i l a r a n d , t h e r e -

f o r e , o n l y s h a r e p r o b a b i l i t y w e i g h t a m o n g s t

e a c h o t h e r . T y p i c a l c h o i c e m o d e l s w o u l d

p r e d i c t t h a t a n e w b l u e o b j e c t s h o u l d a l s o

s t e a l p r o b a b i l i t y w e i g h t o f g r e e n .

The Similarity Effect I n a n i n s t r u c t i v e e x a m p l e p r o v i d e d b y D e b r e u [ D e b 6 0 ] ,

t h e u s e o f L u c e ’ s c h o i c e a x i o m r e s u l t s i n a c l e a r d e v i a t i o n f r o m e x p e c t e d

c h o i c e p r o b a b i l i t i e s . C o n s i d e r a s c e n a r i o w h e r e a n i n d i v i d u a l i s p r e s e n t e d w i t h

t h e o p t i o n t o c h o o s e b e t w e e n a r e c o r d i n g o f a c o m p o s i t i o n b y D e b u s s y a n d

t w o r e c o r d i n g s o f t h e s a m e B e e t h o v e n c o m p o s i t i o n . A s s u m i n g t h e i n d i v i d u a l
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d o e s n o t p r e f e r o n e r e c o r d i n g o v e r a n y o t h e r , t h e a x i o m w o u l d p r e d i c t a

c h o i c e p r o b a b i l i t y o f 1/3 f o r e a c h r e c o r d i n g . H o w e v e r , t h i s p r e d i c t i o n i s

c o u n t e r i n t u i t i v e . I n t u i t i v e l y , o n e w o u l d a n t i c i p a t e t h a t t h e t w o B e e t h o v e n

r e c o r d i n g s , b e i n g i d e n t i c a l , w o u l d s h a r e t h e i r p r o b a b i l i t y m a s s a n d s u m u p

t o a p r o b a b i l i t y e q u a l t o t h a t o f t h e s i n g l e D e b u s s y r e c o r d i n g . A s s u c h , w e

w o u l d e x p e c t t h e p r o b a b i l i t y o f t h e D e b u s s y r e c o r d i n g t o b e c l o s e t o 1/2 a n d

t h e p r o b a b i l i t y o f e a c h B e e t h o v e n r e c o r d i n g t o b e c l o s e t o 1/4.

T h e e m p i r i c a l v e r i fi c a t i o n o f t h i s h y p o t h e s i s w a s c o n d u c t e d b y B e c k e r e t a l .

[ B D M 6 3 ] . I n t h e i r s t u d y , 62 s t u d e n t s w e r e a s k e d t o s e l e c t w a g e r s f r o m s e t s

c o m p r i s i n g e i t h e r t w o o r t h r e e o p t i o n s .
6

I n t h e t h r e e - o p t i o n s e t s , o n e w a g e r6 : H e r e , a w a g e r r e f e r s t o a v e c t o r a s s i g n i n g

r e w a r d s a c r o s s f o u r e q u a l l y p r o b a b l e e v e n t s . w a s e i t h e r a n e x a c t d u p l i c a t e o r a c l o s e l y s i m i l a r w a g e r , a l b e i t w i t h p e r m u t e d

v e c t o r e n t r i e s . T h e fi n d i n g s c o r r o b o r a t e d t h e s i m i l a r i t y e f f e c t , d e m o n s t r a t i n g

t h a t s i m i l a r i t e m s i n d e e d t e n d t o s h a r e t h e i r p r o b a b i l i t y m a s s , a s r e fl e c t e d i n

t h e p a r t i c i p a n t s ’ c h o i c e s .

T v e r s k y a n d E d w a r d R u s s o [ T E 6 9 ] f u r t h e r i n v e s t i g a t e t h e s i m i l a r i t y e f f e c t , b y

l e t t i n g 161 p r i s o n e r s c o m p a r e t h e s i z e o f r e c t a n g l e s o r l e n s e s . T h e g o a l w a s t o

i n v e s t i g a t e w h e t h e r a m o r e s i m i l a r s h a p e a l l o w s t h e p a r t i c i p a n t s t o a s s e s s t h e

s i z e d i f f e r e n c e m o r e a c c u r a t e l y , w h i c h w o u l d a ffi r m t h e s i m i l a r i t y h y p o t h e s i s .

T h e s u b s e q u e n t a n a l y s i s r e v e a l e d t h a t c h o i c e p r o b a b i l i t i e s w e r e s i g n i fi c a n t l y

i n fl u e n c e d b y t h e s i m i l a r i t y t o t h e r e f e r e n c e o b j e c t , l e a d i n g t o t h e r e j e c t i o n o f

t h e i n d e p e n d e n c e a x i o m .

Figure 2.9.: A t t r a c t i o n E f f e c t : T h e a d d i t i o n

o f a n a s y m m e t r i c a l l y d o m i n a t e d o b j e c t i n

t h e r e d r e g i o n c a u s e s t h e b l u e o b j e c t t o i n -

c r e a s e i t s p r o b a b i l i t y s h a r e .

a t t r a c t i o n e f f e c t The Attraction Effect w a s i n t r o d u c e d b y H u b e r e t a l . [ H P P 8 2 ] a n d H u b e r

a n d P u t o [ H P 8 3 ] , w h o n o t e d t h a t a d d i n g a n a s y m m e t r i c a l l y d o m i n a t e d o b j e c t

c a n c a u s e t h e c h o i c e p r o b a b i l i t y o f t h e n o w d o m i n a t i n g o b j e c t t o i n c r e a s e .

T h i s , i n t u r n , v i o l a t e s b o t h t h e r e g u l a r i t y c o n d i t i o n a n d t h e s i m i l a r i t y e f f e c t .

I n F i g u r e 2 . 9 , w e c a n s e e a n e x a m p l e s i t u a t i o n t h a t d e p i c t s t h e a t t r a c t i o n e f f e c t .

T h e b l u e o b j e c t i s a s y m m e t r i c a l l y d o m i n a t i n g t h e r e d o b j e c t , i . e . , t h e g r e e n

o b j e c t d o e s n o t d o m i n a t e t h e r e d o b j e c t .

H u b e r e t a l . [ H P P 8 2 ] d e m o n s t r a t e t h e a t t r a c t i o n e f f e c t e m p i r i c a l l y b y l e t t i n g

153 s t u d e n t s c h o o s e f r o m t w o o r t h r e e o b j e c t s w i t h i n s i x p r o d u c t c a t e g o r i e s .

E a c h o b j e c t w a s s p e c i fi e d b y t w o p r e f e r e n c e f e a t u r e s . I n t h e s e t s c o n t a i n i n g

t h r e e o b j e c t s , o n e o b j e c t i s a s y m m e t r i c a l l y d o m i n a t e d b y a n o t h e r o b j e c t , c a l l e d

t h e t a r g e t . T h e s t u d y c o m p a r e d t h e c h o i c e p r o b a b i l i t i e s b e t w e e n s e t s w i t h a n d

w i t h o u t a d e c o y . T h e u n d e r l y i n g h y p o t h e s i s p o s i t e d t h a t t h e p r e s e n c e o f a

d e c o y w o u l d i n c r e a s e t h e c h o i c e p r o b a b i l i t y o f t h e t a r g e t . T h i s w a s c o n fi r m e d

i n t h e s u b s e q u e n t e x p e r i m e n t s . T h e e x t e n t o f t h e p r o b a b i l i t y i n c r e a s e v a r i e d

d e p e n d i n g o n t h e d e c o y ’ s p l a c e m e n t , w i t h t h e l a r g e s t a v e r a g e i n c r e a s e b e i n g

13 % ( a b s o l u t e d i f f e r e n c e ) .

H u b e r a n d P u t o [ H P 8 3 ] e x t e n d t h e i r i n v e s t i g a t i o n t o a s s e s s t h e i m p a c t o f w h a t

t h e y t e r m “ s l i g h t l y i n f e r i o r ” d e c o y s . T h e s e d e c o y s a r e n o t s t r i c t l y d o m i n a t e d ,

b u t t h e y o f f e r a b a d t r a d e - o f f o f t h e p r e f e r e n c e f e a t u r e s . A f t e r a n a l y z i n g t h e

r e s u l t s , t h e y o b s e r v e t w o d i s t i n c t e f f e c t s : fi r s t l y , a g l o b a l a t t r a c t i o n e f f e c t , w h e r e i ng l o b a l a t t r a c t i o n e f f e c t

t h e r e i s a r e d i s t r i b u t i o n o f p r o b a b i l i t y w e i g h t t o w a r d s a n e w o b j e c t ; s e c o n d l y , a

l o c a l s u b s t i t u t i o n e f f e c t t h a t h a p p e n s a f t e r t h e g l o b a l a t t r a c t i o n e f f e c t . T h i s l a t t e rl o c a l s u b s t i t u t i o n e f f e c t

e f f e c t i s c h a r a c t e r i z e d b y t h e n e w o b j e c t d r a w i n g p r o b a b i l i t y w e i g h t p r i m a r i l y

f r o m i t s n e a r e s t c o m p e t i t o r s i n t h e p r e f e r e n c e s p a c e . N o t a b l y , t h e i n t e n s i t y o f

t h i s l o c a l a t t r a c t i o n e f f e c t d e p e n d s o n t h e p r e c i s e l o c a t i o n o f t h e n e w o b j e c t

w i t h i n t h e p r e f e r e n c e l a n d s c a p e .



2 . 3 . C o n t e x t E f f e c t s 3 1

R a t n e s h w a r e t a l . [ R S S 8 7 ] a r g u e t h a t t h e a t t r a c t i o n e f f e c t m a y b e a t t r i b u t e d

t o a n i n s u ffi c i e n t e l a b o r a t i o n o n t h e i m p l i c a t i o n s o f t h e o b j e c t f e a t u r e s . T h e y

h y p o t h e s i z e t h a t a c o m p r e h e n s i v e u n d e r s t a n d i n g o f t h e f e a t u r e s , c o u p l e d w i t h

f a m i l i a r i t y w i t h t h e p r o d u c t c a t e g o r y , s h o u l d p r e v e n t t h e a t t r a c t i o n e f f e c t .

T o v a l i d a t e t h i s h y p o t h e s i s , t h e a u t h o r s p e r f o r m e d f o u r e x p e r i m e n t s w i t h

p a r t i c i p a n t s . T h e fi n d i n g s r e v e a l e d t h a t w h i l e c l e a r d e s c r i p t i o n s o f f e a t u r e s

s u b s t a n t i a l l y r e d u c e d t h e a t t r a c t i o n e f f e c t , t h e y f a i l e d t o e r a d i c a t e i t e n t i r e l y .

C o n t r a r y t o e x p e c t a t i o n s , f a m i l i a r i t y w i t h t h e p r o d u c t c a t e g o r y d i d n o t s i g n i f -

i c a n t l y d i m i n i s h t h e a t t r a c t i o n e f f e c t .

S i m o n s o n [ S i m 8 9 ] p o s i t t h a t t h e a t t r a c t i o n e f f e c t m a y p a r t l y s t e m f r o m s t u d y

p a r t i c i p a n t s a n t i c i p a t i n g t h a t t h e i r d e c i s i o n s a r e b e i n g e v a l u a t e d b y o t h e r s .

T h e y p r o p o s e t h a t a ( n e a r - ) d o m i n a n c e r e l a t i o n s e r v e s a s a c o m p e l l i n g r a t i o n a l e

f o r j u s t i f y i n g a d e c i s i o n . T h i s h y p o t h e s i s w a s e x a m i n e d t h r o u g h a s e r i e s o f

e m p i r i c a l s t u d i e s . T h e r e s u l t s s h o w t h a t t h e a t t r a c t i o n e f f e c t i n c r e a s e s w h e n

p a r t i c i p a n t s a r e i n f o r m e d t h a t t h e y w i l l n e e d t o j u s t i f y t h e i r c h o i c e s . C o n -

v e r s e l y , i n s c e n a r i o s w h e r e p a r t i c i p a n t s w e r e a s s u r e d o f t h e c o n fi d e n t i a l i t y o f

t h e i r c h o i c e s , t h e a t t r a c t i o n e f f e c t p e r s i s t e d , a l b e i t i n a d i m i n i s h e d c a p a c i t y .

T h e a u t h o r s c o n j e c t u r e t h a t , i n t h e s e i n s t a n c e s , a d o m i n a n c e r e l a t i o n m a y

f u n c t i o n a s a d e c i s i o n a l t i e b r e a k e r . S i m o n s o n [ S i m 8 9 ] n o t e t h a t t h e s l i g h t l y

i n f e r i o r d e c o y s , a s u t i l i z e d i n t h e p r e v i o u s s t u d i e s b y H u b e r a n d P u t o [ H P 8 3 ] ,

t e n d e d t o t r a n s f o r m o n e o f t h e o b j e c t s i n t o a p e r c e i v e d c o m p r o m i s e o p t i o n .

T h i s o b s e r v a t i o n l e d t h e m t o i n t r o d u c e t h e c o n c e p t o f t h e c o m p r o m i s e e f f e c t .

C o r e s e t

Figure 2.10.: C o m p r o m i s e e f f e c t : A n e w o b -

j e c t ( h e r e g r e e n ) i s a d d e d t o a c o r e s e t ( b l u e ) .

T h e c e n t r a l o b j e c t b e c o m e s t h e c o m p r o m i s e

o p t i o n .

The Compromise Effect T h e c o m p r o m i s e e f f e c t , a s p r o p o s e d b y S i m o n s o n c o m p r o m i s e e f f e c t

[ S i m 8 9 ] , s t a t e s t h a t a n o b j e c t m a y g a i n p r o b a b i l i t y w e i g h t i f n e w o b j e c t ( s ) a r e

a d d e d t o t h e s e t o f o b j e c t s s u c h t h a t t h e o r i g i n a l o b j e c t b e c o m e s a c o m p r o m i s e

o p t i o n . T h e a u t h o r s h y p o t h e s i z e t h a t ( 1 ) a n o b j e c t w i l l g a i n p r o b a b i l i t y s h a r e i f

i t b e c o m e s a c o m p r o m i s e o p t i o n a n d ( 2 ) t h e a n t i c i p a t i o n o f b e i n g j u d g e d s h o u l d

s t r e n g t h e n t h e e f f e c t . T h e s e h y p o t h e s e s a r e s u b s e q u e n t l y c o n fi r m e d i n t h r e e

s t u d i e s w i t h u p t o 372 s t u d e n t s , i . e . , c o m p r o m i s e o p t i o n s w e r e s i g n i fi c a n t l y

m o r e l i k e l y t o b e s e l e c t e d b y t h e p a r t i c i p a n t s , a n d e v e n m o r e s o w h e n t h e y

w e r e t o l d t h a t t h e y w e r e g o i n g t o h a v e t o j u s t i f y t h e i r c h o i c e a t a l a t e r p o i n t .

I n q u e s t i o n n a i r e s a f t e r t h e e x p e r i m e n t s , t h e p a r t i c i p a n t s r a t e d c o m p r o m i s e

o p t i o n s l e s s l i k e l y t o b e c r i t i c i z e d , b u t n o t e a s i e r t o j u s t i f y .

S i m o n s o n a n d T v e r s k y [ S T 9 2 ] t h e n a r g u e t h a t t h e r e a r e t w o u n d e r l y i n g p r i n -

c i p l e s t h a t c a n e x p l a i n t h e a t t r a c t i o n a n d t h e c o m p r o m i s e e f f e c t , a s w e l l a s

m a k i n g n e w t e s t a b l e p r e d i c t i o n s . T h e s e t w o p r i n c i p l e s t h e y c a l l t r a d e o f f c o n t r a s t t r a d e o f f c o n t r a s t

a n d e x t r e m e n e s s a v e r s i o n . T h e f o r m e r p o s i t s t h a t a n i n d i v i d u a l , w h e n g i v e n a e x t r e m e n e s s a v e r s i o n

c h o i c e b e t w e e n t w o n o n - d o m i n a t e d o b j e c t s , w i l l a s s e s s t h e t r a d e o f f s o f t h e

f e a t u r e s . T h e p r e s e n c e o f a d d i t i o n a l o b j e c t s d u r i n g t h e d e c i s i o n - m a k i n g p r o -

c e s s c a n i n fl u e n c e t h i s a s s e s s m e n t , f o r i n s t a n c e , b y p r e s e n t i n g a n o p t i o n w i t h

i n f e r i o r t r a d e o f f s , t h e r e b y r e n d e r i n g o n e o f t h e o r i g i n a l o p t i o n s m o r e a p p e a l i n g .

E x t r e m e n e s s a v e r s i o n , a s t h e n a m e s u g g e s t s , i s a g e n e r a l t e n d e n c y t o a v o i d

l o s s e s . I n t h e c o n t e x t o f p r e f e r e n c e s , t h i s l e a d s t o a t e n d e n c y t o f a v o r m o r e

m o d e r a t e , c o m p r o m i s e o b j e c t s o v e r t h o s e p e r c e i v e d a s b e i n g e x t r e m e . T h e

a u t h o r s a l s o p r o p o s e a n a s y m m e t r i c v e r s i o n o f e x t r e m e n e s s a v e r s i o n , w h i c h

t h e y c a l l p o l a r i z a t i o n , w h e r e e x t r e m e s a r e o n l y a v o i d e d f o r c e r t a i n f e a t u r e s . p o l a r i z a t i o n

T o i l l u s t r a t e t h i s c o n c e p t , t h e y r e f e r t o t h e c o m m o n l y o b s e r v e d q u a l i t y - p r i c e

t r a d e o f f i n c o n s u m e r b e h a v i o r . E m p i r i c a l e v i d e n c e f r o m t h e i r s t u d i e s i n d i c a t e s
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t h a t p a r t i c i p a n t s o f t e n a v o i d e d l o w - q u a l i t y / l o w - p r i c e o b j e c t s . H o w e v e r , t h i s

b e h a v i o r w a s n o t o b s e r v e d f o r h i g h - q u a l i t y / h i g h - p r i c e o b j e c t s .

Other Context Effects R e s e a r c h i n t h e d o m a i n s o f e x p e r i m e n t a l p s y c h o l o g yo t h e r c o n t e x t e f f e c t s

a n d m a r k e t i n g h a s f o u n d v a r i o u s a d d i t i o n a l c o n t e x t e f f e c t s o b s e r v a b l e i n e x p e r -

i m e n t a l s e t t i n g s . I y e n g a r a n d L e p p e r [ I L 0 0 ] d e m o n s t r a t e t h a t t o o m a n y o b j e c t s

a v a i l a b l e d u r i n g a c h o i c e l e a d t o d e c i s i o n p a r a l y s i s a n d o v e r a l l l e s s s a t i s f a c t i o n

( a p h e n o m e n o n a l s o k n o w n a s c h o i c e o v e r l o a d ) . H o w e v e r , c o n t r a r y t o t h e c o m -c h o i c e o v e r l o a d

m o n b e l i e f t h a t c o n t e x t e f f e c t s v a n i s h i n t h e p r e s e n c e o f o v e r l o a d , t h e a u t h o r s

d o n o t fi n d t h i s e f f e c t i n t h e i r e x p e r i m e n t s , a n d H a w k i n s e t a l . [ H a w + 1 2 ]

a n d W e d e l l e t a l . [ W H V 2 2 ] c o r r o b o r a t e t h i s fi n d i n g i n t h e i r e x p e r i m e n t s .

H a w k i n s e t a l . [ H a w + 1 2 ] d e m o n s t r a t e i n t h e i r e x p e r i m e n t s t h a t t h e n u m b e r

o f m i s t a k e s m a d e b y p a r t i c i p a n t s w a s i n d e p e n d e n t o f t h e n u m b e r o f o b j e c t s

i n t h e c h o i c e t a s k . T h e e x c e p t i o n t o t h i s r u l e w a s w h e n t h e c h o i c e h a d t o b e

m a d e i n a v e r y s h o r t t i m e f r a m e . P e t t i b o n e [ P e t 1 2 ] a n d C a t a l d o a n d C o h e n

[ C C 1 9 ] c o r r o b o r a t e t h i s fi n d i n g t h a t c o n t e x t e f f e c t s a r e l e s s p r o n o u n c e d w i t h

l e s s d e l i b e r a t i o n t i m e .

F u r t h e r m o r e , s e v e r a l s t u d i e s h a v e d e m o n s t r a t e d t h a t t h e e x t e r n a l c o n t e x t

i n w h i c h a c h o i c e i s p r e s e n t e d i n fl u e n c e s t h e r e s u l t i n g d e c i s i o n . T v e r s k y

a n d K a h n e m a n [ T K 8 1 ] fi n d t h a t t h e w a y i n f o r m a t i o n i s p r e s e n t e d h a s a n

i m p a c t o n t h e p r e f e r e n c e s o b s e r v e d , a c o n c e p t c a l l e d f r a m i n g . I n t h e r e a l mf r a m i n g

o f m e d i c a l p o l i c y , J o h n s o n a n d G o l d s t e i n [ J G 0 3 ] e x p l o r e t h e i n fl u e n c e o f

d e f a u l t o p t i o n s o n d e c i s i o n - m a k i n g , r e v e a l i n g a s i g n i fi c a n t i n c r e a s e i n t h e

w i l l i n g n e s s o f p a r t i c i p a n t s t o b e c o m e o r g a n d o n o r s w h e n t h i s i s p r e s e n t e d a s t h e

d e f a u l t c h o i c e . S i m i l a r l y , K a h n e m a n e t a l . [ K K T 9 0 ] s h o w i n e x p e r i m e n t s t h a t

i n d i v i d u a l s a s c r i b e a g r e a t e r v a l u e t o o b j e c t s t h a t a r e i n t h e i r p o s s e s s i o n ( c a l l e d

t h e e n d o w m e n t e f f e c t ) . W h i l e t h e s e s t u d i e s p r o v i d e i n s i g h t s i n t o t h e b r o a d e re n d o w m e n t e f f e c t

s p e c t r u m o f c o n t e x t e f f e c t s , i t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t f o r t h e r e m a i n d e r o f

t h e t h e s i s , w e a s s u m e t h a t t h e c o m p l e t e p r e f e r e n c e c o n t e x t i s e x p r e s s e d b y t h e

p r e f e r e n c e t a s k , i . e . , t h e s e t o f o b j e c t s a v a i l a b l e .

O v e r a l l , w e c a n s e e t h a t t h e p r e s e n c e o f c o n t e x t e f f e c t s n e c e s s i t a t e s t h a t m o d -

e l s t r a i n e d o n p r e f e r e n c e d a t a n e e d t o i n c o r p o r a t e t h e s e , e i t h e r e x p l i c i t l y o r

i m p l i c i t l y . T h e i n h e r e n t c h a l l e n g e o f e x p l i c i t l y a c c o u n t i n g f o r c o n t e x t e f f e c t s

l i e s i n t h e p r e r e q u i s i t e o f h a v i n g a p r i o r i k n o w l e d g e c o n c e r n i n g w h i c h s p e c i fi c

c o n t e x t e f f e c t s a r e p r e s e n t w i t h i n t h e g i v e n d a t a s e t . T h e m o d e l s p r e s e n t e d

o v e r t h e c o u r s e o f t h i s t h e s i s a r e a b l e t o i m p l i c i t l y t a k e t h e o b j e c t c o n t e x t i n t o

a c c o u n t , t h e r e b y e n a b l i n g t h e r e p r e s e n t a t i o n o f p r e v i o u s l y u n e x p l o r e d c o n t e x t

e f f e c t s . I n a d d i t i o n , a s w e t r a n s i t i o n f r o m m o d e l i n g h u m a n c h o i c e s t o l e a r n -

i n g a r b i t r a r y c h o i c e f u n c t i o n s , t h e c h o i c e s a r e t h e r e s u l t o f a n a b s t r a c t c h o i c e

f u n c t i o n r a t h e r t h a n h u m a n d e c i s i o n m a k i n g b i a s e s a n d h e u r i s t i c s . C o n s e -

q u e n t l y , p r e s p e c i f y i n g t h e c o r r e c t c o n t e x t e f f e c t s b e c o m e s d i ffi c u l t a n d s h o u l d

b e l e a r n e d i n a d a t a - d r i v e n w a y .

2.4. Preference Modeling

I n S e c t i o n 2 . 2 , w e e x a m i n e d v a r i o u s a x i o m a t i c s y s t e m s t h a t g u a r a n t e e t h e

e x i s t e n c e o f a u t i l i t y f u n c t i o n . W h a t r e m a i n s t o b e a d d r e s s e d i s a s y s t e m a t i c

m e t h o d t h r o u g h w h i c h o n e c a n d e d u c e s u c h a u t i l i t y f u n c t i o n f r o m e m p i r i c a l
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p r e f e r e n c e d a t a . C o n s e q u e n t l y , t h i s s e c t i o n i s d e d i c a t e d t o a n e x p l o r a t i o n o f s o -

c a l l e d R U M s . T h e s e m o d e l s s p e c i f y a p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o v e r i n d i v i d u a l

u t i l i t i e s a n d c a n b e i n f e r r e d f r o m o b s e r v a t i o n a l d a t a e m p l o y i n g t h e m e t h o d

o f m a x i m u m l i k e l i h o o d e s t i m a t i o n – b r i d g i n g t h e g a p b e t w e e n t h e o r y a n d

p r a c t i c e .

E a r l y m o d e l s o f u t i l i t y h a d t h e i r r o o t s i n b i n a r y o u t c o m e m o d e l s . T h e fi r s t

m o d e l s o f t h a t k i n d t h a t o p e r a t e d o n b i n a r y o u t c o m e s w e r e s o - c a l l e d p r o b i t p r o b i t m o d e l s

m o d e l s [ T h u 2 7 ] . T h e s e g o b a c k t o w o r k b y F e c h n e r [ F e c 6 0 ] , b u t b e c a m e

p o p u l a r d u e t o r e s e a r c h c o n d u c t e d b y G a d d u m [ G a d 3 3 ] a n d B l i s s [ B l i 3 4 ] .

P r o b i t m o d e l s a r e a b l e t o m o d e l b i n a r y o u t c o m e s b y e s t i m a t i n g t h e o u t c o m e

p r o b a b i l i t y b a s e d o n t h e c u m u l a t i v e d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n o f t h e s t a n d a r d

n o r m a l d i s t r i b u t i o n .
7

7 : T h e t e r m p r o b i t i s a p o r t m a n t e a u o f

“ p r o b a b i l i t y ” a n d “ u n i t ” .

I n t h e y e a r 1 9 5 1 , B e r k s o n [ B e r 5 1 ] a r g u e d f o r t h e u s e o f t h e l o g i s t i c f u n c t i o n

i n s t e a d , c a u s i n g a c o n t r o v e r s y a t t h a t t i m e . T h e l o g i s t i c f u n c t i o n w a s d e r i v e d

b y V e r h u l s t [ V e r 3 8 ] f o r t h e s t u d y o f p o p u l a t i o n s . B e r k s o n a l s o p r o p o s e d t h e

t e r m “ l o g i t ” a s a n a n a l o g y f o r t h e w i d e l y u s e d p r o b i t . T h e l o g i s t i c c u r v e i s

h o w e v e r v e r y s i m i l a r t o t h e c u m u l a t i v e d i s t r i b u t i o n f u n c t i o n o f t h e n o r m a l

d i s t r i b u t i o n , a n d t h e i n i t i a l d e b a t e o n w h i c h m o d e l s h o u l d b e p r e f e r r e d w e n t

a w a y w i t h t h e a d v e n t o f c o m p u t e r s t h a t h e l p e d w i t h t h e c a l c u l a t i o n . I n t h e

c o n t e x t o f b i o l o g i c a l a s s a y s G u r l a n d e t a l . [ G L D 6 0 ] n e e d e d a n a n a l y s i s m e t h o d

t h a t s u p p o r t s m o r e t h a n t w o o u t c o m e s a n d w e r e t h e fi r s t t o u s e w h a t i s n o w

c a l l e d a m u l t i n o m i a l l o g i t m o d e l . M u l t i n o m i a l l o g i t fi r s t b y G u r l a n d e t a l .

[ G L D 6 0 ] t h e n l a t e r g e n e r a l i z e d b y v a r i o u s a u t h o r s [ B W 6 7 ; B o c 6 9 ; R E B 7 1 ;

M c F 7 6 ; S t o 6 9 ; T h e 6 9 ; T h e 7 0 ] .

T h e i n i t i a l a d o p t i o n o f t h e l o g i t m o d e l i n t h e d o m a i n o f c h o i c e m o d e l i n g

w a s p i o n e e r e d b y M c F a d d e n [ M c F 7 4 ] . H e d e v e l o p e d a p r i n c i p l e d t h e o r e t i c

f r a m e w o r k f o r p r o b a b i l i s t i c c h o i c e , w h e r e i n t h e l o g i t m o d e l e m e r g e d n a t u r a l l y ,

a c o n t r i b u t i o n f o r w h i c h h e w a s s u b s e q u e n t l y a w a r d e d t h e N o b e l M e m o r i a l

P r i z e i n E c o n o m i c S c i e n c e s i n 2 0 0 0 [ M c F 0 1 ] . M o d e l s t h a t f o l l o w t h i s p r o b a -

b i l i s t i c f r a m e w o r k a r e n o w a d a y s k n o w n a s R U M s . W e w i l l t a k e a c l o s e r l o o k

a t t h e s e m o d e l s i n S e c t i o n 2 . 4 . 1 . A n i n t e r e s t i n g e x t e n s i o n o f R U M s i n v o l v e s

a s s u m i n g t h e e x i s t e n c e o f m u l t i p l y u t i l i t y f u n c t i o n s , w h i c h w e w i l l d e t a i l i n

S e c t i o n 2 . 4 . 2 .

2.4.1. Random Utility Models

T h e f o u n d a t i o n a l d e r i v a t i o n o f R U M s b y M c F a d d e n i s e n c a p s u l a t e d w i t h i n h i s

s e m i n a l b o o k c h a p t e r d e d i c a t e d t o t h i s s u b j e c t [ M c F 7 4 ] . W e w i l l f o l l o w t h e [ M c F 7 4 ] : M c F a d d e n ( 1 9 7 4 ) , “ C o n d i t i o n a l

L o g i t A n a l y s i s o f Q u a l i t a t i v e C h o i c e B e -

h a v i o r ”

d e r i v a t i o n o u t l i n e d i n t h e c h a p t e r h e r e b u t a d a p t t h e l a n g u a g e a n d n o t a t i o n t o

b e c o n s i s t e n t w i t h t h e r e m a i n d e r o f t h e t h e s i s . A n i m p o r t a n t p o i n t t o m a k e i s

t h a t M c F a d d e n p o s i t s t h a t e a c h i n d i v i d u a l h a s a d e t e r m i n i s t i c c h o i c e f u n c t i o n .

T h e a c t u a l r a n d o m n e s s a r i s e s b e c a u s e w e s a m p l e a n i n d i v i d u a l r a n d o m l y f r o m

a p o p u l a t i o n . W e t h e n a s s u m e t h a t t h e r e e x i s t s a n u n d e r l y i n g u t i l i t y f u n c t i o n

o n t h e p o p u l a t i o n l e v e l a n d i n d i v i d u a l d e v i a t i o n s c a n s i m p l y b e r e g a r d e d a s

r a n d o m n o i s e . T h e f r a m e w o r k b y M c F a d d e n a l l o w s o n e t o a l s o t a k e a t t r i b u t e s

o f t h e i n d i v i d u a l s i n t o a c c o u n t . L e t 𝑆 ⊆ ℝℓ b e t h e s e t o f i n d i v i d u a l s , w h e r e

e a c h 𝒔 ∈ 𝑆 i s r e p r e s e n t e d b y a v e c t o r o f a t t r i b u t e s .
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F o r m a l l y , t h e r a n d o m u t i l i t y f u n c t i o n o f a n i n d i v i d u a l 𝒔 c a n t h e n b e d e c o m -

p o s e d a s f o l l o w s :

𝑈(𝒔, 𝒙) = 𝑢(𝒔, 𝒙) + 𝜀(𝒔, 𝒙) ( 2 . 1 )

H e r e 𝑢 r e p r e s e n t s t h e d e t e r m i n i s t i c , p o p u l a t i o n - l e v e l u t i l i t y c o m p o n e n t , w h i l e

𝜀 i s t h e s t o c h a s t i c c o m p o n e n t t h a t m o d e l s t h e d e v i a t i o n s o b s e r v e d f o r e a c h

i n d i v i d u a l . I t i s a s s u m e d t h a t e a c h i n d i v i d u a l m a k e s c h o i c e s b y c h o o s i n g t h e

o b j e c t 𝒙 t h a t m a x i m i z e s 𝑈(𝒔, 𝒙). I t c a n b e s h o w n [ M c F 7 4 , L e m m a 1 ] t h a t

i f w e a s s u m e 𝜀 t o b e i n d e p e n d e n t a n d i d e n t i c a l l y d i s t r i b u t e d ( i . i . d . ) w i t h a

W e i b u l l d i s t r i b u t i o n , t h e n w e o b t a i n t h e f o l l o w i n g w e l l - k n o w n e x p r e s s i o n o f

t h e c h o i c e p r o b a b i l i t y :

𝑝(𝒙 ∣ 𝒔, 𝑄) = 𝑒𝑢(𝒔,𝒙)

∑𝒙′ 𝑒
𝑢(𝒔,𝒙′) ( 2 . 2 )

T h i s f o r m i s w i d e l y k n o w n a s t h e M N L m o d e l . T h e s a m e f o r m c a n b e d e -M N L m o d e l

r i v e d b y p o s i t i n g t h r e e a x i o m s : I I A , s t r i c t l y p o s i t i v e p r o b a b i l i t i e s a n d i r r e l e -I I A : L e m m a 2 . 2 . 6

v a n c e o f a n a l t e r n a t i v e s e t . T h e l a t t e r a x i o m r e q u i r e s t h a t t h e l o g - o d d s r a t i o

l o g (𝑝𝒙𝒙′ / 𝑝𝒙′𝒙) c a n b e r e p r e s e n t e d b y a s i m p l e d i f f e r e n c e :

l o g (
𝑝𝒙𝒙′
𝑝𝒙′𝒙

) = 𝑢(𝒔, 𝒙) − 𝑢(𝒔, 𝒙′)

w h e r e 𝑝𝒙𝒙′ d e n o t e s t h e p r o b a b i l i t y t h a t 𝒙 i s c h o s e n f r o m t h e t a s k c o n t a i n i n g

o n l y 𝒙 a n d 𝒙′ . I n c a s e 𝜀 i s a s s u m e d t o b e d i s t r i b u t e d a c c o r d i n g t o a m u l t i v a r i a t e

G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n , w e g e t t h e m u l t i n o m i a l p r o b i t m o d e l [ M c F 8 1 ] .m u l t i n o m i a l p r o b i t m o d e l

A s p r e v i o u s l y d e m o n s t r a t e d , t h e s e a x i o m s i m p l y t h a t t h e c o n t e x t e f f e c t s i n t r o -

d u c e d i n S e c t i o n 2 . 3 c a n n o t b e m o d e l e d . M c F a d d e n t h e r e f o r e c a u t i o n s t h e u s e

o f t h e a f o r e m e n t i o n e d m o d e l i n s i t u a t i o n s w h e r e t h e a x i o m s a r e n o t s a t i s fi e d .

I n p a r t i c u l a r , t h e o b j e c t s a v a i l a b l e s h o u l d b e c l e a r l y d i s t i n c t .

I n c a s e t h e u t i l i t y f u n c t i o n 𝑢(𝒔, 𝒙) i s a l i n e a r f u n c t i o n w i t h w e i g h t v e c t o r 𝜽 a n d

w e o b s e r v e e a c h c h o i c e o f a n i n d i v i d u a l j u s t o n c e , M c F a d d e n c a l l s t h e r e s u l t i n g

m o d e l t h e c o n d i t i o n a l l o g i t m o d e l . T h e p a r a m e t e r s o f t h i s m o d e l c a n b e d e r i v e dc o n d i t i o n a l l o g i t m o d e l

u s i n g m a x i m u m l i k e l i h o o d e s t i m a t i o n .

2.4.1.1. Variants and Generalizations

T h e M N L m o d e l a s s u m e s t h a t t h e n o i s e 𝜀 i s i n d e p e n d e n t l y d i s t r i b u t e d . A

p r i n c i p l e d w a y t o g e n e r a l i z e t h e M N L m o d e l i s t o i n s t e a d a s s u m e a m u l t i v a r i a t e

e x t r e m e v a l u e d i s t r i b u t i o n f o r 𝜀. T h e r e s u l t i n g m o d e l s a r e c a l l e d g e n e r a l i z e d

e x t r e m e v a l u e ( G E V ) m o d e l s [ M c F 8 1 ; T r a 0 9 ] . F o r a n i n - d e p t h e x p l o r a t i o n o f

G E V m o d e l s , w e d i r e c t t h e d i s c e r n i n g r e a d e r t o t h e c o m p r e h e n s i v e t r e a t i s e b y

T r a i n [ T r a 0 9 ] , w h i c h s h a l l s e r v e a s t h e f o u n d a t i o n a l r e f e r e n c e t h r o u g h o u t t h i s[ T r a 0 9 ] : T r a i n ( 2 0 0 9 ) , D i s c r e t e C h o i c e M e t h -

o d s w i t h S i m u l a t i o n s e c t i o n .

O n e r e p r e s e n t a t i v e o f t h i s c l a s s o f m o d e l s i s t h e n e s t e d l o g i t ( N L ) m o d e l . R e c a l ln e s t e d l o g i t ( N L ) m o d e l

t h a t i n S e c t i o n 2 . 3 , w e i n t r o d u c e d t h e s i m i l a r i t y e f f e c t , w h e r e v e r y s i m i l a r o b j e c t s

s h a r e a c o m m o n p r o b a b i l i t y w e i g h t , a n d a d d i n g a n e w s i m i l a r o b j e c t w i l l n o t

s t e a l p r o b a b i l i t y w e i g h t f r o m d i s s i m i l a r o b j e c t s . T h e d e f a u l t M N L m o d e l i s

n o t a b l e t o a c c o u n t f o r t h i s c o n t e x t e f f e c t s i n c e i t w i l l r e c e i v e a p r o p o r t i o n a l

s h a r e o f p r o b a b i l i t y w e i g h t f r o m e a c h o t h e r o b j e c t ( s e e ( 2 . 2 ) ) . I n t h e n e s t e d
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l o g i t ( N L ) m o d e l , w e p a r t i t i o n a l l o b j e c t s i n t o s o - c a l l e d n e s t s . W e t h e n p o s i t

t h a t I I A h o l d s w i t h i n n e s t s b u t n o t b e t w e e n o b j e c t s o f d i f f e r e n t n e s t s .

L e t 𝐼(𝒳) b e a m a p p i n g o f t h e s e t o f o b j e c t s t o n a t u r a l n u m b e r s f o r t h e p u r p o s e

o f i n d e x i n g . W e a s s u m e t h a t 𝐼(𝒳) = ⨆𝐾
𝑖=1 𝐵𝑖 , i . e . , t h e o b j e c t s a r e d i v i d e d i n t o

d i s j o i n t s e t s . F o r e a c h i n d i v i d u a l 𝒔 ∈ 𝑆 l e t 𝜀𝒔 = (𝜀𝒔1, … , 𝜀𝒔|𝒳|) b e a v e c t o r o f

n o i s e t e r m s ( a l s o t r e a t e d a s u n o b s e r v e d u t i l i t y d e v i a t i o n s ) . T h e n a N L m o d e l

i s d e fi n e d t o h a v e t h e f o l l o w i n g c u m u l a t i v e d i s t r i b u t i o n :

e x p (−
𝐾
∑
𝑘=1

(∑
𝑖∈𝐵𝑘

𝑒−
𝜀𝒔𝑖
𝜆𝑘 )

𝜆𝑘
) .

E a c h n e s t 𝐵𝑘 h a s a p a r a m e t e r 𝜆𝑘 t h a t i n d i c a t e s t h e i n d e p e n d e n c e o f t h e o b j e c t s

w i t h i n t h e n e s t . T h a t m e a n s 𝜆𝑘 = 1 s p e c i fi e s t h a t t h e r e i s n o c o r r e l a t i o n a t a l l

b e t w e e n t h e o b j e c t s o f 𝐵𝑘 , a n d i f t h i s h o l d s f o r a l l n e s t s , t h e m o d e l s i m p l i fi e s t o

t h e u s u a l M N L . F r o m t h a t , w e c a n c a l c u l a t e t h e c h o i c e p r o b a b i l i t y o f t h e N L

m o d e l a s f o l l o w s :

𝑝(𝒙 ∣ 𝒔, 𝑄) =
𝑒𝑢(𝒔,𝒙)/𝜆𝑘 (∑𝑗∈𝐵𝑘

𝑒𝑢(𝒔,𝒙𝑗)/𝜆𝑘)
𝜆𝑘−1

∑𝐾
𝑘=1 (∑𝑗∈𝐵𝑘

𝑒𝑢(𝒔,𝒙𝑗)/𝜆𝑘)
𝜆𝑘−1

.

O n e i n t e r e s t i n g c o n s e q u e n c e i s t h a t t h e r a n d o m u t i l i t y o f a n o b j e c t 𝒙𝑖 ∈ 𝐵𝑘 f o r

i n d i v i d u a l 𝒔 d e c o m p o s e s a d d i t i v e l y :

𝑈(𝒔, 𝒙, 𝐵𝑘) = 𝑢𝐵𝑘(𝒔) + 𝑢(𝒔, 𝒙) + 𝜀(𝒔, 𝒙) ,

w h e r e 𝑢𝐵𝑘(𝒔) i s a c o n s t a n t u t i l i t y a s s i g n e d t o e a c h n e s t .

N L m o d e l s c a n b e n e s t e d m o r e t h a n o n e l a y e r d e e p [ M c F 7 7 ; B L 1 8 ] t o a c c o u n t

f o r a h i e r a r c h i c a l d e p e n d e n c e s t r u c t u r e . B e n s o n e t a l . [ B K T 1 6 ] p r o p o s e a n

e ffi c i e n t a l g o r i t h m t h a t c a n l e a r n t h e t r e e s t r u c t u r e u s i n g h y p o t h e s i s t e s t i n g .

T h e i r a p p r o a c h , h o w e v e r , r e q u i r e s t h e a v a i l a b i l i t y o f p a i r w i s e c o m p a r i s o n s i n

t h e p r e f e r e n c e d a t a . T h e r e a r e a l s o v a r i a n t s w h e r e o b j e c t s c a n b e l o n g t o m u l t i p l e

n e s t s a t t h e s a m e t i m e [ V o v 9 7 ; B i e 9 8 ; B B 9 9 ] . T h e g e n e r a l i z e d n e s t e d l o g i t ( G N L ) g e n e r a l i z e d n e s t e d l o g i t ( G N L )

b y W e n a n d K o p p e l m a n [ W K 0 1 ] g e n e r a l i z e s t h e l a t t e r m o d e l s b y a l l o w i n g

e a c h o b j e c t t o b e f r a c t i o n a l l y a l l o c a t e d t o e a c h n e s t . T o t h i s e n d a l l o c a t i o n

p a r a m e t e r s 𝛼𝑖𝑘 ∈ [0, 1] f o r e a c h o b j e c t 𝒙𝑖 a n d e a c h n e s t 𝐵𝑘 a r e i n t r o d u c e d w i t h

∑𝐾
𝑘=1 𝛼𝑖𝑘 f o r a l l 𝑖. F o r t h e c o m p l e t e c h o i c e p r o b a b i l i t y 𝑝(𝒙 ∣ 𝒔, 𝑄) o f a n o b j e c t 𝒙𝑖 ,

w e r e f e r t o t h e p u b l i c a t i o n b y W e n a n d K o p p e l m a n [ W K 0 1 ] . I t i s , h o w e v e r

i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t t h e p r o b a b i l i t y d e c o m p o s e s a s f o l l o w s :

𝑝(𝒙 ∣ 𝒔, 𝑄) =
𝐾
∑
𝑘=1

𝑝(𝒙 ∣ 𝒔, 𝑄, 𝐵𝑘) 𝑝(𝐵𝑘 ∣ 𝒔, 𝑄) ,

w h e r e 𝑝(𝐵𝑘 ∣ 𝒔, 𝑄) i s t h e p r o b a b i l i t y t h a t a n e s t 𝐵𝑘 i s c h o s e n a n d 𝑝(𝒙 ∣ 𝒔, 𝑄, 𝐵𝑘)
d e n o t e s t h e p r o b a b i l i t y t h a t o b j e c t 𝒙 i s c h o s e n i f w e k n o w t h a t n e s t 𝐵𝑘 w a s

c h o s e n . I n o t h e r w o r d s , i t i s a w e i g h t e d a v e r a g e o f t h e p r o b a b i l i t y t h a t a n

o b j e c t i s b e i n g c h o s e n w i t h i n e a c h n e s t .

A v e r y g e n e r a l v a r i a n t o f t h e M N L m o d e l i s t h e m i x e d l o g i t ( M L ) m o d e l . A s t h e m i x e d l o g i t ( M L ) m o d e l

n a m e s u g g e s t s , i t i s d e fi n e d a s t h e m i x t u r e o f s e v e r a l l o g i t m o d e l s . T h i s m i x t u r e

c a n b e d i s c r e t e , w i t h a s e t o f p a r a m e t e r s f o r e a c h m i x t u r e m o d e l , o r c o n t i n u o u s

w h e r e s u i t a b l e p r i o r d i s t r i b u t i o n s a r e s p e c i fi e d f o r t h e p a r a m e t e r s o f a n i n fi n i t e
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a m o u n t o f m i x t u r e m o d e l s . T h e s e m i x t u r e s c a n v e r y fl e x i b l y r e p r e s e n t a v a r i e t y

o f R U M s a n d M c F a d d e n [ M c F 0 1 ] s h o w t h a t i n d e e d t h e m i x e d l o g i t ( M L )

m o d e l s a r e u n i v e r s a l , m e a n i n g t h a t t h e y a r e a b l e t o a p p r o x i m a t e a n y R U M .

W h i l e t h e a f o r e m e n t i o n e d m o d e l s c a n m o d e l s o m e c o n t e x t e f f e c t s , s u c h a s t h e

s i m i l a r i t y e f f e c t , t h e i r c a p a b i l i t i e s a r e c o n s t r a i n e d b y s e v e r a l n o t a b l e l i m i t a t i o n s .

N L m o d e l s r e q u i r e t h e e x p l i c i t s p e c i fi c a t i o n o f n e s t s , i n f o r m a t i o n t h a t m a y n o t

b e a v a i l a b l e i n p r a c t i c e . C o n v e r s e l y , M L m o d e l s n e c e s s i t a t e t h e s p e c i fi c a t i o n o f

s u i t a b l e p r i o r s f o r t h e w e i g h t s o f e a c h f e a t u r e . I n a d d i t i o n , t h e i n t e r p r e t a t i o n

o f t h e r e s u l t i n g m i x e d m o d e l i s d i ffi c u l t . T h e m a i n l i m i t a t i o n , h o w e v e r , i s t h a t

i t i s a s s u m e d t h a t t h e d e c i s i o n m a k e r s h a v e a n u n d e r l y i n g u t i l i t y f u n c t i o n f o r

t h e o b j e c t s , a n d i n d i v i d u a l d e v i a t i o n s a r e m o d e l e d a s i n d e p e n d e n t o r c o r r e l a t e d

n o i s e .

A n a l t e r n a t i v e a p p r o a c h t o a r r i v e a t a d i f f e r e n t u t i l i t y - b a s e d f r a m e w o r k i s t o

a s s u m e t h e e x i s t e n c e o f m u l t i p l e u t i l i t y f u n c t i o n s . T h e s e a r e t h e n s u i t a b l y

a g g r e g a t e d t o a r r i v e a t t h e o v e r a l l u t i l i t y o f a n o b j e c t . T h i s v e r s a t i l e f r a m e w o r k

w i l l b e c o n s i d e r e d i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n .

2.4.2. Multiple Utility Functions

A s w e h a v e s e e n i n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n , R U M s e x h i b i t i n h e r e n t l i m i t a t i o n s

i n m o d e l i n g c o n t e x t e f f e c t s . A m a j o r f o c u s o f t h i s t h e s i s i s c o n t e x t - d e p e n d e n t

m o d e l s , m o d e l s w h i c h a r e a b l e t o c a p t u r e a w i d e r a n g e o f c o n t e x t e f f e c t s . I n t h i s

s e c t i o n , w e w i l l e x p l o r e a n o t a b l e a p p r o a c h f r o m t h e e x i s t i n g l i t e r a t u r e t h a t

a c c o m p l i s h e s t h i s t o s o m e e x t e n t . I t d o e s s o b y a g g r e g a t i n g m u l t i p l e c o n t e x t -

i n d e p e n d e n t u t i l i t y f u n c t i o n s i n t o a p o s s i b l y c o n t e x t - d e p e n d e n t u t i l i t y . A v e r y

g e n e r a l f r a m e w o r k i n t h i s d o m a i n w a s p r o p o s e d b y A m b r u s a n d R o z e n [ A R 1 5 ] ,[ A R 1 5 ] : A m b r u s e t a l . ( 2 0 1 5 ) , “ R a t i o n a l i s -

i n g C h o i c e w i t h M u l t i - S e l f M o d e l s ” w h i c h e n c o m p a s s e s m a n y m u l t i - u t i l i t y m o d e l s p r e v i o u s l y s u g g e s t e d i n t h e

l i t e r a t u r e . T h e s e u t i l i t y f u n c t i o n s a r e f r e q u e n t l y i n t e r p r e t e d t h r o u g h a p s y c h o -

l o g i c a l l e n s . F o r i n s t a n c e , K a l a i e t a l . [ K R S 0 2 ] d e s c r i b e t h e s e a s “ r a t i o n a l e s ” ,

u t i l i z e d t o e x p r e s s p r e f e r e n c e s . I n t h e c o n t e x t o f r e s e a r c h o n a d d i c t i o n , B e r n -

h e i m a n d R a n g e l [ B R 0 4 ] d i s c u s s v a r i o u s “ s y s t e m s ” t h a t i n t e r a c t w i t h i n o n e

i n d i v i d u a l . T h e n o w p r e v a l e n t n a m e o f s o - c a l l e d “ s e l v e s ” w a s i n t r o d u c e d b y

F u d e n b e r g a n d L e v i n e [ F L 0 6 ] a n d t h e n u s e d i n t h e f r a m e w o r k p r o p o s e d b y

A m b r u s a n d R o z e n [ A R 1 5 ] .

T h e m u l t i p l e s e l v e s ( o r m u l t i - s e l f f o r s h o r t ) f r a m e w o r k i n t r o d u c e d b y A m b r u s

a n d R o z e n [ A R 1 5 ] u n i fi e s s e v e r a l ( s i n g l e t o n ) c h o i c e m o d e l s w h e r e a c h o i c e

i s m a d e b y a g g r e g a t i n g m u l t i p l e u t i l i t i e s p r o d u c e d b y s o - c a l l e d s e l v e s . I t i s

a s s u m e d t h a t t h e r e i s a fi n i t e s e t o f o b j e c t s 𝒳 ∈ 𝔛, w h e r e 𝔛 i s t h e c l a s s o f

a l l c o n c e i v a b l e s e t s o f o b j e c t s . T h e n o n e o b s e r v e s c h o i c e t a s k s 𝑄 ∈ 2𝒳
a n d

c o r r e s p o n d i n g c h o i c e s 𝑐(𝑄), w h e r e 𝑐∶ 2𝒳 → 𝒳 i s c a l l e d a c o l l e c t i v e c h o i c e

f u n c t i o n . T h e f r a m e w o r k a l s o a l l o w s e a c h s e l f t o h a v e a c e r t a i n t y p e 𝑡 ∈ 𝒯.

T h i s g e n e r a l i z a t i o n a l l o w s o n e t o h a v e a g g r e g a t i o n f u n c t i o n s t h a t t r e a t s e l v e s

d i f f e r e n t l y b a s e d o n t h e i r t y p e . A s e l f i s t h e r e f o r e d e fi n e d a s a t u p l e (𝑢, 𝑡),s e l f

c o n s i s t i n g o f a u t i l i t y f u n c t i o n 𝑢∶ 𝒳 → ℝ a n d a t y p e 𝑡 ∈ 𝒯. T h e s e t o f a v a i l a b l e

s e l v e s i s d e n o t e d b y 𝒮.

F i n a l l y , t h e a g g r e g a t e d ( c o l l e c t i v e ) u t i l i t y i s c o m p u t e d f o r a g i v e n o b j e c t 𝒙 ∈ 𝒳
i n t h e c o n t e x t o f t h e c h o i c e t a s k 𝑄, t h e s e t o f o b j e c t s 𝒳, t h e s e t o f s e l v e s 𝒮 a n d

t h e s e t o f t y p e s 𝒯:

𝑓∶ 𝒳 × 2𝒳 × 2𝒮 × 𝔛 × 𝒯 → ℝ
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I n t h i s g e n e r a l f r a m e w o r k , t h e s e t 𝒳 i s a n i n p u t b e c a u s e i t w o u l d a l l o w s o m e o n e

t o a g g r e g a t e b a s e d o n w h i c h o b j e c t s a r e n o t p r e s e n t i n a g i v e n c o n t e x t . F o r

m o s t m o d e l s i n t h e l i t e r a t u r e , i t i s s u ffi c i e n t t o d r o p t h e s e t o f o b j e c t s 𝒳 a n d

t h e s e t o f t y p e s 𝒯 f r o m t h e s i g n a t u r e .

A s a n e x a m p l e , a w e l l - k n o w n m o d e l c o v e r e d b y t h i s f r a m e w o r k i s t h e l o s s l o s s a v e r s i o n m o d e l

a v e r s i o n m o d e l p r o p o s e d b y T v e r s k y a n d K a h n e m a n [ T K 9 1 ] .

𝑓 (𝒙, 𝑄, 𝑆) = ∑
(𝑢,𝑡)∈𝑆

𝑚(𝑢(𝒙)) + ∑
(𝑢,𝑡)∈𝑆

ℓ(𝑢(𝒙) − 𝑟({𝑢(𝒙′)}𝒙′∈𝑄))

w h e r e r o u g h l y s p e a k i n g , a n a g g r e g a t e d u t i l i t y o f a n o b j e c t i s c o m p u t e d , a n d

t h e n a l o s s - a v e r s i o n t e r m i s a d d e d . T h e l o s s - a v e r s i o n t e r m i s t h e d i f f e r e n c e

b e t w e e n t h e u t i l i t y o f t h e o b j e c t a n d a r e f e r e n c e u t i l i t y 𝑟. A s i m p l e i n s t a n t i a t i o n

o f t h i s m o d e l h a s b e e n i n t r o d u c e d b y O r h u n [ O r h 0 9 ] , w h i c h l e t 𝑚 b e a l i n e a r

f u n c t i o n , ℓ(𝑎) ≔ 𝑎 i f 𝑎 ≥ 0 a n d ℓ(𝑎) ≔ 𝜆𝑎 o t h e r w i s e . F o r t h e r e f e r e n c e

f u n c t i o n 𝑟, t h e y c h o o s e a w e i g h t e d a v e r a g e . T o s e e h o w w e a r e a b l e t o m o d e l

c o n t e x t - d e p e n d e n t u t i l i t i e s , c o n s i d e r E x a m p l e 2 . 4 . 1 .

T h e m u l t i - s e l f f r a m e w o r k i s , t h e r e f o r e , a b l e t o m o d e l c o n t e x t - d e p e n d e n t

u t i l i t y a n d h e n c e a l s o c h o i c e f u n c t i o n s . I t i s r e m a r k a b l e t h a t t h e u t i l i t y f u n c t i o n s

e m p l o y e d b y t h e s e l v e s a r e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t . O n l y b y s u i t a b l y a g g r e g a t i n g

t h e u t i l i t i e s e v a l u a t e d f o r a g i v e n c h o i c e t a s k d o w e a r r i v e a t a c o l l e c t i v e u t i l i t y

t h a t i s c o n t e x t - d e p e n d e n t . W e s h a l l r e v i s i t t h i s c o n c e p t i n C h a p t e r 6 , w h e r e w e

i n t r o d u c e t h e c o n c e p t o f P a r e t o - e m b e d d i n g s t h a t a l s o u s e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t

u t i l i t y d i m e n s i o n s t o a c h i e v e a c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e . T h e m a i n d i f f e r e n c e

w i l l b e t h a t t h e s e u t i l i t y d i m e n s i o n s w i l l n o t b e a g g r e g a t e d , a s i s t h e c a s e f o r

t h e m u l t i - s e l f f r a m e w o r k .
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a

b

c

𝑢1

𝑢 2

Figure 2.11.: V i s u a l i z a t i o n o f t h e p o i n t s 𝑎, 𝑏
a n d 𝑐 a l o n g a x e s 𝑢1 a n d 𝑢2 .

Example 2.4.1 ( C o n t e x t - d e p e n d e n c e o f t h e l o s s a v e r s i o n m o d e l ) L e t 𝒳 =
{𝑎, 𝑏, 𝑐} a n d a s s u m e t h a t w e e v a l u a t e d t h e i r u t i l i t y a c c o r d i n g t o t w o u t i l i t y

f u n c t i o n s 𝑢1 a n d 𝑢2 a s d e p i c t e d i n F i g u r e 2 . 1 1 .

T h e e x a c t v a l u e s a r e g i v e n i n t h e f o l l o w i n g t a b l e :

𝑎 𝑏 𝑐 𝑟𝑎𝑏 𝑟𝑎𝑏𝑐
𝑢1 1 7 6 4 4.7
𝑢2 10 3 2 6.5 5.0

W e n o w u s e a s i m p l e v a r i a n t o f t h e m o d e l b y O r h u n [ O r h 0 9 ] t o c o m p u t e

t h e a g g r e g a t e d u t i l i t i e s f o r t h e o b j e c t s . W e l e t 𝑚 ≔ i d ( t h e i d e n t i t y

f u n c t i o n ) a n d 𝑟 b e t h e a r i t h m e t i c m e a n . T h e l o s s - a v e r s i o n p a r a m e t e r 𝜆 i s

s e t t o 5. W e w i l l o n l y h a v e o n e t y p e 𝑡, a n d t h e r e f o r e , o u r c o m p l e t e s e t o f

s e l v e s i s 𝑆 = {(𝑢1, 𝑡), (𝑢2, 𝑡)}.
T h e r e f o r e , w e g e t

𝑓 (𝑎, {𝑎, 𝑏}, 𝑆) = 1 + 10 + ℓ(1 − 4) + ℓ(10 − 6.5) = 14.5 − 𝜆 ⋅ 3

= 14.5 − 15 = −0.5

𝑓 (𝑏, {𝑎, 𝑏}, 𝑆) = 7 + 3 + ℓ(7 − 4) + ℓ(3 − 6.5) = 13 − 𝜆 ⋅ 3.5

= 13 − 17.5 = −4.5

𝑓 (𝑎, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝑆) = 1 + 10 + ℓ(1 − 4.7) + ℓ(10 − 5) = 16 − 𝜆 ⋅ 3.7

= 16 − 18.5 = −2.5

𝑓 (𝑏, {𝑎, 𝑏, 𝑐}, 𝑆) = 7 + 3 + ℓ(7 − 4.7) + ℓ(3 − 5) = 12.3 − 𝜆 ⋅ 2

= 12.3 − 10 = 2.3

A s w e c a n s e e , t h e i n t r o d u c t i o n o f o b j e c t 𝑐 c a u s e d t h e p r e f e r e n c e b e t w e e n

o b j e c t s 𝑎 a n d 𝑏 t o fl i p . O n t h e s e t {𝑎, 𝑏}, o b j e c t 𝑎 w a s p r e f e r r e d , w h i l e f o r

t h e s e t {𝑎, 𝑏, 𝑐}, o b j e c t 𝑏 a c h i e v e d t h e h i g h e r u t i l i t y .
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Concepts from Machine Learning 3.
W h i l e t h e m a j o r i t y o f t h e l i t e r a t u r e o n p r e f e r e n c e a n d c h o i c e m o d e l i n g h a s

f o c u s e d o n n o r m a t i v e a n d d e s c r i p t i v e a p p r o a c h e s , t h e a v a i l a b i l i t y o f l a r g e - s c a l e

p r e f e r e n c e d a t a f a c i l i t a t e d t h e a p p l i c a t i o n o f m o r e d a t a - c e n t r i c m e t h o d s f r o m

t h e fi e l d o f m a c h i n e l e a r n i n g . I t i s c l e a r t h a t t h e w o r l d o f m o d e r n e - c o m m e r c e

h a s a v a r i e t y o f s e t t i n g s w h e r e u s e r s e x p r e s s p r e f e r e n c e i n f o r m a t i o n . T h i n k o f

a s e a r c h e n g i n e w h e r e a u s e r i n p u t s a s e a r c h t e r m , r e c e i v e s a l i s t o f r e l e v a n t

r e s u l t s , a n d fi n a l l y c l i c k s o n o n e o r m o r e o f t h e l i n k s . T h e c l i c k c a n b e t r e a t e d

a s i m p l i c i t p r e f e r e n c e i n f o r m a t i o n i n t h e f o r m o f a c h o i c e , w h i l e t h e c o m p l e t e

l i s t o f r e s u l t s i s t h e s e t o f a l t e r n a t i v e s . A n o t h e r a r e a w h e r e c h o i c e s a p p e a r

f r e q u e n t l y i s i m p l i c i t f e e d b a c k i n t h e c o n t e x t o f r e c o m m e n d a t i o n s . S t r e a m i n g

s e r v i c e s p r e s e l e c t a s e t o f s h o w s , m o v i e s , s o n g s , a n d o t h e r c o n t e n t f o r t h e u s e r ,

w h o t h e n c h o o s e s w h i c h t o p l a y . T h e o b j e c t i v e i s t o i d e n t i f y a n d r e c o m m e n d

c o n t e n t w i t h a h i g h p r o b a b i l i t y o f b e i n g c h o s e n b y t h e u s e r .

A b i g d i f f e r e n c e i n p h i l o s o p h y b e t w e e n c l a s s i c a l p r e f e r e n c e m o d e l i n g a n d

m a c h i n e l e a r n i n g i s t h e c h o i c e o f m o d e l s . I n c l a s s i c a l p r e f e r e n c e m o d e l i n g ,

i t i s i m p o r t a n t t h a t t h e m o d e l s u s e d a r e b e h a v i o r a l l y p l a u s i b l e , i . e . , i t c a n b e

u s e d t o e x p l a i n o b s e r v e d c h o i c e s , a n d t h a t t h e n e c e s s a r y a s s u m p t i o n s / a x i o m s

a r e c o n s i s t e n t w i t h h u m a n b e h a v i o r . I n m a c h i n e l e a r n i n g , h o w e v e r , t h e m a i n

g o a l i s t o m a x i m i z e p r e d i c t i v e p e r f o r m a n c e , w h i c h m e a n s w e a r e l o o k i n g

f o r a m o d e l t h a t w o r k s w e l l w h e n a p p l i e d t o n e w d a t a . T h e s e a p p r o a c h e s

c e r t a i n l y a r e n o t m u t u a l l y e x c l u s i v e . A g o o d c l a s s i c a l p r e f e r e n c e m o d e l s h o u l d

a l s o b e a b l e t o g e n e r a l i z e t o n e w d a t a , w h i l e t h e r e a r e a l s o s o m e m a c h i n e

l e a r n i n g m o d e l s t h a t e x p l i c i t l y i n c o r p o r a t e a b e h a v i o r a l l y p l a u s i b l e i n d u c t i v e

b i a s [ R O S 2 0 ] .

W e w i l l n o w t a k e a c l o s e r l o o k a t t h e m a i n c o n c e p t s o f m a c h i n e l e a r n i n g . A s

b e f o r e , w e w i l l h a v e a s p a c e 𝒳, b u t t h i s t i m e c a l l e d t h e i n s t a n c e s p a c e . E a c h i n s t a n c e s p a c e

𝒙 ∈ 𝒳 i s c a l l e d a n i n s t a n c e a n d c o u l d f o r e x a m p l e b e a n i m a g e , i f t h e s e t t i n g i s

i m a g e c l a s s i fi c a t i o n o r a t e x t u a l d o c u m e n t , i n t h e s e t t i n g o f n a t u r a l l a n g u a g e

p r o c e s s i n g . O f t e n , t h e i n s t a n c e s p a c e i s a s s u m e d t o b e a 𝑑- d i m e n s i o n a l r e a l -

v a l u e d s p a c e , s u c h t h a t 𝒳 ⊆ ℝ𝑑 a n d 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑑) f o r e a c h 𝒙 ∈ 𝒳, b u t t h i s

i s n o t n e c e s s a r i l y a l w a y s t h e c a s e .

U s u a l l y , w e w i l l a l s o h a v e a c o r r e s p o n d i n g o u t p u t s p a c e 𝒴, w h i c h p r o v i d e s t h e o u t p u t s p a c e

v a l u e s o r l a b e l s w e a c t u a l l y c a r e a b o u t . T a k e , f o r i n s t a n c e , i m a g e c l a s s i fi c a t i o n ,

w h e r e a n a p p r o p r i a t e o u t p u t s p a c e c o u l d b e t h e s e t o f a l l c a t e g o r y l a b e l s i n

t h e E n g l i s h l a n g u a g e . T h u s , i f w e a r e g i v e n a p i c t u r e d e p i c t i n g a c a t , w e

w o u l d b e a b l e t o a s s i g n t o i t t h e l a b e l “ c a t ” . D e p e n d i n g o n w h a t w e c h o o s e

f o r 𝒴, w e u s u a l l y e n d u p w i t h d i f f e r e n t m a c h i n e l e a r n i n g s e t t i n g s . I f 𝒴 i s a

c o n t i n u o u s s p a c e , w e c a l l t h e p r o b l e m a r e g r e s s i o n p r o b l e m , w h i l e i f 𝒴 i s a

d i s c r e t e s p a c e , w e c a l l i t a c l a s s i fi c a t i o n p r o b l e m . H e r e a n i m p o r t a n t s p e c i a l c a s e

i s b i n a r y c l a s s i fi c a t i o n , w h e r e 𝒴 = {−1, +1} o r {0, 1}. S i n c e t h e v a l u e s o f t h e

o u t p u t s p a c e , i n a s e n s e , “ t e l l ” t h e l e a r n e r w h a t t o p r e d i c t , t h e s e t t i n g o v e r a l l

i s c a l l e d s u p e r v i s e d l e a r n i n g .

C e r t a i n l y , t h e r e a r e m a n y o t h e r s e t t i n g s i n m a c h i n e l e a r n i n g , s u c h a s u n s u p e r -

v i s e d l e a r n i n g , w h e r e t h e l e a r n e r d o e s n o t h a v e a c c e s s t o a n e x p l i c i t o u t p u t

s p a c e a n d h a s t o fi n d p a t t e r n s i n t h e d a t a o n i t s o w n . O t h e r s e t t i n g s i n c l u d e
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r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g , w h e r e t h e l e a r n e r i n t e r a c t s w i t h a n e n v i r o n m e n t a n d

r e c e i v e s r e w a r d s f o r i t s a c t i o n s , o r s e m i - s u p e r v i s e d l e a r n i n g , w h e r e o n l y a s m a l l

p o r t i o n o f t h e d a t a i s l a b e l e d . T h i s t h e s i s i s c o n c e r n e d w i t h s u p e r v i s e d l e a r n i n g ,

w h i c h i s w h y w e w i l l f o c u s o n t h i s s e t t i n g f o r t h e r e m a i n d e r o f t h i s c h a p t e r .

𝒳

𝒴

Figure 3.1.: A s i m p l e r e g r e s s i o n p r o b l e m i n

o n e d i m e n s i o n .

W e w i l l t h e n a s s u m e t h a t b o t h s p a c e s a r e r e l a t e d b y a f u n c t i o n 𝑓∶ 𝒳 → 𝒴.

T h i s i s t h e f u n c t i o n w e g e n e r a l l y w a n t t o m o d e l u s i n g m a c h i n e l e a r n i n g .

C o n s e q u e n t l y , i t i s a l s o c a l l e d t h e t a r g e t f u n c t i o n . S i n c e d a t a i n p r a c t i c e i s

r a r e l y n o i s e - f r e e , t h e u s u a l a s s u m p t i o n i s t h a t 𝑓 (𝒙) i s c o r r u p t e d b y n o i s e t o

a r r i v e a t 𝑦 ∈ 𝒴. A s a n e x a m p l e , o n e c o m m o n l y d e s c r i b e s t h e r e l a t i o n b e t w e e n

𝒙 a n d 𝒚 u s i n g

𝑌 = 𝑓 (𝑋) + 𝜖 𝜖 ∼ 𝒩(0, 𝜎2) ,

w h e r e t h e r a n d o m v a r i a b l e 𝜖 i s i n d e p e n d e n t a n d i d e n t i c a l l y d i s t r i b u t e d n o i s e

f o l l o w i n g a n o r m a l d i s t r i b u t i o n ( s e e F i g u r e 3 . 1 f o r a n e x a m p l e ) . S i n c e t h e

n o i s e d o e s n o t d e p e n d o n t h e v a l u e o f t h e i n p u t i n s t a n c e s 𝒙 ∈ 𝒳, i t i s c a l l e d

h o m o s c e d a s t i c n o i s e . C o r r e s p o n d i n g l y , i f w e w e r e t o a s s u m e t h a t t h e n o i s e c a nh o m o s c e d a s t i c n o i s e

v a r y b a s e d o n t h e c u r r e n t i n p u t s , t h e n w e c a l l i t h e t e r o s c e d a s t i c n o i s e . I n g e n e r a l ,h e t e r o s c e d a s t i c n o i s e

w e w i l l t r e a t b o t h t h e i n p u t i n s t a n c e s 𝒙 a n d t h e o u t p u t s 𝑦 t o b e r a n d o m v a r i a b l e s

w i t h t h e c o r r e s p o n d i n g j o i n t p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n 𝑃(𝒙, 𝑦).

O n e c o u l d s a y t h e m a i n g o a l o f m a c h i n e l e a r n i n g i s fi n d i n g t h e t a r g e t f u n c t i o n

𝑓. H o w e v e r , t h i s g o a l p r e s e n t s s e v e r a l c h a l l e n g e s . F i r s t l y , i n m o s t c a s e s , t h e

c l a s s o f f u n c t i o n s t o w h i c h 𝑓 b e l o n g s i s u n k n o w n , m a k i n g t h e s e a r c h p r o b l e m

i l l - d e fi n e d . S e c o n d l y , w e d o n o t y e t h a v e a n o t i o n o f h o w “ c l o s e ” a g u e s s f o r 𝑓
i s t o t h e g r o u n d t r u t h t a r g e t f u n c t i o n . T o a d d r e s s t h e f o r m e r p r o b l e m , w e w i l l

a s s u m e t h a t t h e r e e x i s t s a m o d e l s p a c e ℋ c o n t a i n i n g m o d e l s ℎ∶ 𝒳 → 𝒴.
1

T h u s ,m o d e l s p a c e

1 : T h i s m o d e l s p a c e i s o f t e n r e f e r r e d t o a s

t h e “ h y p o t h e s i s s p a c e ” .

i n s t e a d o f c o n s i d e r i n g t h e c l a s s o f a l l p o s s i b l e f u n c t i o n s , w e r e s t r i c t o u r s e a r c h

t o m o d e l s ℎ ∈ ℋ, w h i c h u s u a l l y i s s o m e c l e a r l y d e fi n e d c l a s s o f f u n c t i o n s .

A s f o r t h e l a t t e r p r o b l e m , w e w i l l d e fi n e a f u n c t i o n 𝐿∶ 𝒴 × 𝒴 → ℝ c a l l e d a

l o s s f u n c t i o n , w h i c h m e a s u r e s t h e m i s m a t c h b e t w e e n a n o b s e r v e d o u t p u t 𝑦 a n dl o s s f u n c t i o n

t h e p r e d i c t i o n o f a m o d e l ̂𝑦 = ℎ(𝒙). R o u g h l y s p e a k i n g , o u r g o a l w i l l b e t o

s e l e c t a m o d e l f o r w h i c h t h e a v e r a g e l o s s o n a g i v e n d a t a s e t i s m i n i m a l . S i m p l e

e x a m p l e s o f l o s s f u n c t i o n s i n c l u d e t h e 0 / 1 l o s s

𝐿(𝑦, ̂𝑦) = J𝑦 ≠ ̂𝑦K

w h i c h i s a p p l i c a b l e t o c l a s s i fi c a t i o n p r o b l e m s , o r t h e s q u a r e d l o s s

𝐿(𝑦, ̂𝑦) = (𝑦 − ̂𝑦)2

w h i c h c a n b e u s e d i n r e g r e s s i o n . A s a n e x a m p l e , c o n s i d e r t h e l i n e a r r e g r e s s i o n

p r o b l e m i n F i g u r e 3 . 2 . T h e s h a d e d s q u a r e s d e p i c t t h e d e v i a t i o n s o f t h e o b s e r v e d

p o i n t s f r o m t h e m o d e l l i n e . T h e a r e a o f e a c h o f t h e s e s q u a r e s i s e x a c t l y t h e

s q u a r e d l o s s .

Figure 3.2.: T h e m e a n s q u a r e d e r r o r p e n a l -

i z e s t h e s q u a r e d d e v i a t i o n s o f t h e o b s e r v e d

o u t p u t s a n d t h e m o d e l o u t p u t s .

S o f a r , t h i s l o s s f u n c t i o n o n l y m e a s u r e s t h e e r r o r f o r o n e p a i r (𝑦 , ℎ(𝒙)), b u t w e

w o u l d l i k e t o q u a n t i f y h o w w e l l a g i v e n m o d e l ℎ w o r k s i n g e n e r a l . T h i s i s

w h y w e c o n s i d e r t h e e x p e c t e d l o s s

ℛ(ℎ) = ∫𝐿(𝑦, ℎ(𝒙)) 𝑑 𝑃(𝒙, 𝑦) ,
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a l s o c a l l e d t h e r i s k . I t i s n a t u r a l n o w t o s e e k m o d e l s w h i c h m i n i m i z e t h e r i s k r i s k

ℎ∗ ∈ a r g m i n

ℎ∈ℋ
ℛ(ℎ) .

T h i s i s s e n s i b l e , b u t i n m o s t c a s e s , t h e j o i n t d i s t r i b u t i o n 𝑃(𝒙, 𝑦) i s n o t k n o w n .

T h u s , w e r e q u i r e o n e l a s t s t e p b e f o r e w e c a n a p p l y m a c h i n e l e a r n i n g i n p r a c -

t i c e .

W h i l e w e d o n o t h a v e a c c e s s t o t h e j o i n t p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n , w e w i l l

a s s u m e t h a t t h e r e i s t r a i n i n g d a t a 𝒟 = {(𝒙𝑖, 𝑦𝑖)}
𝑁
𝑖=1

∈ (𝒳 × 𝒴)𝑁 c o n s i s t i n g o f a

s e t o f 𝑁 i n s t a n c e s (𝒙𝑖, 𝑦𝑖). W i t h t h a t , w e c a n a p p r o x i m a t e t h e r i s k u s i n g t h e

a v e r a g e l o s s

ℛ
e m p

(ℎ) = 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝐿(𝑦𝑖, ℎ(𝒙𝑖)) ( 3 . 1 )

o b t a i n e d o n t h e t r a i n i n g i n s t a n c e s 𝒟, c a l l e d t h e e m p i r i c a l r i s k . T h e c o r r e s p o n d - e m p i r i c a l r i s k

i n g e m p i r i c a l r i s k m i n i m i z e r c a n b e d e fi n e d a n a l o g o u s l y t o ℎ∗ a s

ℎ̂ ∈ a r g m i n

ℎ∈ℋ
ℛ

e m p
(ℎ) .

T h e p r o c e s s i s i n g e n e r a l k n o w n a s e m p i r i c a l r i s k m i n i m i z a t i o n ( E R M ) . H o w - e m p i r i c a l r i s k m i n i m i z a t i o n

e v e r , a p p r o x i m a t i n g t h e r i s k u s i n g fi n i t e d a t a d o e s n o t c o m e w i t h o u t i t s o w n

p r o b l e m s . A s a n e x a m p l e , a s s u m e t h a t w e l e t 𝒴 = ℝ a n d ℋ b e t h e s e t o f a l l

p o l y n o m i a l s . T h e n f o r a n y fi n i t e 𝒟 w e c a n fi n d a p o l y n o m i a l ℎ, w h i c h s i m p l y

i n t e r p o l a t e s a l l p o i n t s 𝒙𝑖 .

Figure 3.3.: A p o l y n o m i a l o f d e g r e e 5 ( p u r -

p l e ) fi t s a l l t r a i n i n g e x a m p l e s p e r f e c t l y .

S e e F i g u r e 3 . 3 f o r a n e x a m p l e o f t h i s p h e n o m e n o n . H e r e , w e h a v e s i m u l a t e d

a d a t a s e t o f 6 p o i n t s i n o n e d i m e n s i o n . T h e t a r g e t f u n c t i o n i s s h o w n i n b l u e

d a s h e d l i n e s , a n d t h e 6 p o i n t s h a d n o i s e a p p l i e d t o t h e i r o u t p u t v a l u e s . W e l e t

ℋ b e t h e s e t o f a l l p o l y n o m i a l s u p t o t h e d e g r e e 5 a n d c o m p u t e t h e e m p i r i c a l

r i s k m i n i m i z e r ℎ̂ ( s h o w n i n p u r p l e ) . A s i s a p p a r e n t , t h e r i s k m i n i m i z e r a c h i e v e s

a l o s s o f 0 o n t h e t r a i n i n g e x a m p l e s , b u t i s e x h i b i t i n g l a r g e d e v i a t i o n s f r o m t h e

t a r g e t f u n c t i o n s a s s o o n a s w e m o v e a w a y f r o m t h e g i v e n p o i n t s . T h e r e f o r e ,

t h e m o d e l ℎ̂ i s n o t a b l e t o g e n e r a l i z e w e l l t o p o i n t s n o t p a r t o f t h e t r a i n i n g s e t .

T h i s p h e n o m e n o n i s c a l l e d o v e r fi t t i n g a n d d e m o n s t r a t e s a k e y c h a l l e n g e i n t h e o v e r fi t t i n g

fi e l d o f m a c h i n e l e a r n i n g . I n S e c t i o n 3 . 1 , w e w i l l t a k e a c l o s e r l o o k h o w t h i s

p r o b l e m c a n b e d e t e c t e d a n d t a c k l e d .

3.1. Generalization

W e h a v e s e e n t h a t b y a p p r o x i m a t i n g t h e r i s k w i t h t h e e m p i r i c a l r i s k a n d

s e l e c t i n g t h e c o r r e s p o n d i n g e m p i r i c a l r i s k m i n i m i z e r 𝑥̂, w e m a y o v e r fi t t h e

t r a i n i n g d a t a . T h e p r o b l e m i s a m i s m a t c h o f t h e i n - s a m p l e p e r f o r m a n c e ℛ
i n
=

ℛ
e m p

a n d t h e o u t - o f - s a m p l e p e r f o r m a n c e ℛ
o u t

= ℛ. T h i s r a i s e s s e v e r a l

q u e s t i o n s . F i r s t , h o w t h e d i f f e r e n c e |ℛ
o u t

− ℛ
i n
| c a n b e c h a r a c t e r i z e d , b o t h

t h e o r e t i c a l l y a n d p r a c t i c a l l y . S e c o n d , i f l e a r n i n g i s a t a l l p o s s i b l e , a n d i f y e s ,

u n d e r w h i c h c o n d i t i o n s .
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3.1.1. Theoretical Considerations

T h e r e a r e a f e w g e n e r a l b o u n d s o n e c a n p r o v e f o r t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n

i n - s a m p l e r i s k a n d o u t - o f - s a m p l e r i s k . F o r a n i . i . d . s e t o f d a t a 𝒟 a n d a fi x e d

m o d e l ℎ ∈ ℋ, w e c a n a p p l y t h e H o e f f d i n g i n e q u a l i t y t o a r r i v e a t t h e b o u n d

𝑃(|ℛ
o u t

− ℛ
i n
| > 𝜖) ≤ 2 e x p (−2𝜖2|𝒟|) ,

w h i c h s t a t e s t h a t a s t h e s i z e o f o u r d a t a s e t 𝒟 i n c r e a s e s , t h e i n - s a m p l e e s t i m a t e o f

t h e r i s k a p p r o a c h e s t h e o u t - o f - s a m p l e r i s k v e r y q u i c k l y . T h i s b o u n d , h o w e v e r ,

i g n o r e s t h e c o m p l e t e l e a r n i n g p r o c e s s u s e d t o s e l e c t a n a p p r o p r i a t e m o d e l ℎ.
S i n c e a m o d e l a r r i v e d a t u s i n g E R M a n d ℛ

i n
i s m i n i m i z e d , i t w i l l p r o b a b l y

u n d e r e s t i m a t e t h e t r u e ℛ
o u t

.

I n t h e c a s e o f b i n a r y c l a s s i fi c a t i o n , i . e . , 𝒴 = {−1, +1}, a n i m p o r t a n t r e s u l t i s t h e

V a p n i k – C h e r v o n e n k i s ( V C ) i n e q u a l i t y :V C i n e q u a l i t y

Theorem 3.1.1 ( V C i n e q u a l i t y [ V C 7 1 ] ) L e t 𝒳 b e a n i n s t a n c e s p a c e , 𝒴 =
{−1, +1} a n o u t p u t s p a c e a n d ℋ a m o d e l s p a c e w i t h ℎ∶ 𝒳 → 𝒴 f o r ℎ ∈ ℋ. L e t

𝒟 b e a d a t a s e t o f s i z e 𝑁 a n d 𝑚ℋ ∶ ℕ → ℕ b e t h e g r o w t h f u n c t i o n o f ℋ. T h e n

f o r a l l 𝜖 > 0:

𝑃 ( s u p

ℎ∈ℋ
|ℛ

o u t
(ℎ) − ℛ

i n
(ℎ)| > 𝜖) ≤ 4𝑚ℋ(2𝑁 ) e x p (−

1
8
𝜖2𝑁)

T h e g r o w t h f u n c t i o n 𝑚ℋ , r o u g h l y s p e a k i n g , s p e c i fi e s t h e e f f e c t i v e n u m b e r o fg r o w t h f u n c t i o n

d i s t i n c t h y p o t h e s e s t h a t a h y p o t h e s i s s p a c e ℋ g e n e r a t e s o n a d a t a s e t 𝒟. W e w i l l

n o t g o i n t o t h e e x a c t d e t a i l s o f i t s d e fi n i t i o n h e r e a n d r e f e r t h e i n t e r e s t e d r e a d e r

t o t h e e x c e l l e n t o v e r v i e w b y A b u - M o s t a f a e t a l . [ A M L 1 2 , C h a p t e r 2 ] . I t i s

e a s y t o s e e t h a t t h e b o u n d d e c a y s e x p o n e n t i a l l y i n t h e d a t a s e t s i z e 𝑁. T h e r e f o r e ,

i f t h e r e e x i s t s a n 𝑁 ∈ ℕ s u c h t h a t f o r a l l 𝑘 ≥ 𝑁 w e h a v e t h a t 𝑚ℋ(𝑘) < 2𝑘 ,
w e k n o w t h a t t h a t t h e b o u n d w i l l e v e n t u a l l y g o t o 0 . F o r a g i v e n h y p o t h e s i s

s p a c e ℋ, w e c a l l t h e l a r g e s t 𝑁 f o r w h i c h i t h o l d s t h a t 𝑚ℋ(𝑁 ) = 2𝑁 i t s V C

d i m e n s i o n . I f 𝑚ℋ(𝑁 ) = 2𝑁 f o r a l l 𝑁 ∈ ℕ, t h e V C d i m e n s i o n i s i n fi n i t e , a n dV C d i m e n s i o n

t h e V C i n e q u a l i t y c a n n o l o n g e r g u a r a n t e e t h a t t h e i n - s a m p l e r i s k c o n v e r g e s

t o t h e o u t - o f - s a m p l e r i s k . T h e V C i n e q u a l i t y c a n b e r e o r d e r e d t o a r r i v e a t a

d i r e c t b o u n d o f t h e o u t - o f - s a m p l e r i s k .

Theorem 3.1.2 ( V C g e n e r a l i z a t i o n b o u n d [ A M L 1 2 ] ) L e t 𝒳 b e a n i n s t a n c e

s p a c e , 𝒴 = {−1, +1} a n o u t p u t s p a c e a n d ℋ a m o d e l s p a c e w i t h ℎ∶ 𝒳 → 𝒴 f o r

ℎ ∈ ℋ. L e t 𝒟 b e a d a t a s e t o f s i z e 𝑁 a n d 𝑚ℋ ∶ ℕ → ℕ b e t h e g r o w t h f u n c t i o n

o f ℋ. T h e n f o r a l l 𝛿 > 0:

ℛ
o u t (ℎ̂) ≤ ℛ

i n (ℎ̂) + √
8
𝑁

l o g
4𝑚ℋ(2𝑁 )

𝛿

F r o m t h i s v e r y g e n e r a l r e s u l t , w e c a n d e d u c e t h a t l e a r n i n g i s i n d e e d p o s s i b l e ,

i f w e c o n s i d e r h y p o t h e s i s s p a c e s w i t h a fi n i t e V C d i m e n s i o n .

A n o t h e r a s p e c t w e c a n g a u g e w i t h t h e s e g e n e r a l i z a t i o n b o u n d s i s t h e c o m p l e x i t y

o f a h y p o t h e s i s s p a c e . I n t h e c a s e o f b i n a r y c l a s s i fi c a t i o n , i f t h e V C d i m e n s i o n

i s h i g h e r , w e n e e d a h i g h e r n u m b e r o f t r a i n i n g i n s t a n c e s 𝑁 t o c o n s t r a i n t h e

o u t - o f - s a m p l e p e r f o r m a n c e ℛ
o u t

. T h e s a m e i s t r u e i n o t h e r s e t t i n g s a s w e l l .
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Figure 3.4.: L e a r n i n g c u r v e s f o r a l i n e a r a n d

a p o l y n o m i a l m o d e l o f d e g r e e 7 .

T o v i s u a l i z e t h i s , c o n s i d e r F i g u r e 3 . 4 , w h e r e w e p l o t t h e l e a r n i n g c u r v e s f o r a l e a r n i n g c u r v e s

s i m p l e l i n e a r m o d e l a n d a m o r e c o m p l e x p o l y n o m i a l m o d e l ( o f d e g r e e 7 ) . W e

t r a i n e a c h m o d e l o n a t r a i n i n g d a t a s e t o f s i z e 𝑁 a n d d o s o f o r a l l 𝑁 s h o w n . T h e n ,

t h e i n - s a m p l e p e r f o r m a n c e ℛ
i n

i s c a l c u l a t e d o n t h e t r a i n i n g d a t a , w h i l e t h e

o u t - o f - s a m p l e p e r f o r m a n c e ℛ
o u t

i s c o m p u t e d o n a s e p a r a t e h o l d o u t d a t a s e t .

O u r l o s s f u n c t i o n i s t h e r o o t - m e a n - s q u a r e e r r o r √
1
𝑁 ∑𝑁

𝑖=1 (ℎ̂(𝒙𝑖) − 𝑦𝑖)
2
. W e

c a n o b s e r v e t h a t t h e ℛ
i n

i s a l w a y s u n d e r e s t i m a t i n g ℛ
o u t

, b u t b o t h c o n v e r g e

t o a c o m m o n l i m i t . T h e l i n e a r m o d e l n e e d s f e w e r t r a i n i n g i n s t a n c e s t h a n t h e

m o r e c o m p l e x p o l y n o m i a l m o d e l t o g e t c l o s e t o i t s l i m i t . T h e p o l y n o m i a l

m o d e l , h o w e v e r , i s u l t i m a t e l y a b l e t o a c h i e v e a l o w e r ℛ
o u t

. T h e l i m i t i n g

p e r f o r m a n c e i s a l s o c a l l e d t h e b i a s w i t h r e s p e c t t o t h e t a r g e t f u n c t i o n . A m o r e b i a s

c o m p l i c a t e d m o d e l u s u a l l y i s m o r e fl e x i b l e a n d i s a b l e t o a d a p t t o m o r e t a r g e t

f u n c t i o n s , h e n c e a l o w e r b i a s . T h e d e v i a t i o n o f ℛ
o u t

f r o m t h e l i m i t v a l u e i s

c a l l e d t h e v a r i a n c e , s h o w i n g h o w m u c h a h y p o t h e s i s c l a s s i s a b l e t o a d a p t t o v a r i a n c e

s m a l l v a r i a t i o n s i n t h e d a t a , c a u s i n g l a r g e e r r o r s .

I n p r a c t i c e , w e w i l l n o t b e a b l e t o c o m p u t e t h e o u t - o f - s a m p l e p e r f o r m a n c e

ℛ
o u t

a n d t h e g e n e r a l i z a t i o n b o u n d s a r e t o o l o o s e t o b e u s e f u l . T h e r e f o r e , w e

n e e d a n a l t e r n a t i v e w a y t o a p p r o x i m a t e ℛ
o u t

.

3.1.2. Validation

T h e i d e a o f v a l i d a t i o n i s r e m a r k a b l y s i m p l e : fi r s t s p l i t t h e d a t a s e t 𝒟 i n t o a

t r a i n i n g s e t 𝒟
t r a i n

( s i z e 𝑁 −𝑀) a n d v a l i d a t i o n s e t 𝒟
v a l

( s i z e 𝑀)
2
. T h e n , t r a i n 2 : U s u a l l y , w e w i l l s p l i t t h e d a t a s e t i n t o

𝒟
t r a i n

, 𝒟
v a l

a n d 𝒟
t e s t

, s i n c e t h e v a l i d a t i o n

s e t i s u s e d f o r m o d e l s e l e c t i o n o r h y p e r p a r a m e -

t e r o p t i m i z a t i o n .

t h e m o d e l o n l y o n 𝒟
t r a i n

, w h i c h w e w i l l c a l l ℎ− t o s i g n i f y t h a t i t w a s t r a i n e d

o n a r e d u c e d s e t o f d a t a . W e c a n t h e n c o m p u t e t h e v a l i d a t i o n r i s k

ℛ
v a l
(ℎ−) = 1

𝑀 ∑
𝒙𝑖∈𝒟

v a l

𝐿(ℎ−(𝒙𝑖), 𝑦𝑖) ,

w h i c h i s a n u n b i a s e d e s t i m a t e o f t h e o u t - o f - s a m p l e r i s k ℛ
o u t

, s i n c e t h e d a t a w a s

n o t u s e d t o t r a i n t h e m o d e l ℎ− . F o r m a l l y , t h i s m e a n s t h a t 𝔼𝒟
v a l
[ℛ

v a l
(ℎ−)] =

ℛ
o u t

(ℎ−). T h i s e s t i m a t e i s a l s o q u i t e a c c u r a t e . I n t h e c a s e o f b i n a r y c l a s s i fi c a -

t i o n , w e c a n s h o w t h a t t h e f o l l o w i n g b o u n d h o l d s w i t h h i g h p r o b a b i l i t y :

ℛ
o u t

(ℎ−) ≤ ℛ
v a l
(ℎ−) + 𝒪 (

1
√𝑀

) .
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W e h a v e t o t a k e i n t o a c c o u n t t h a t t h e l a r g e r w e m a k e 𝒟
v a l

, t h e f e w e r t r a i n i n g

i n s t a n c e s 𝒟
t r a i n

w e h a v e , r e s u l t i n g i n a h i g h e r ℛ
o u t

. T h u s , b y i n c r e a s i n g 𝑀,

w e r e d u c e t h e e r r o r o f o u r e s t i m a t e b u t i n c r e a s e t h e o v e r a l l r i s k , m a k i n g t h e

c h o i c e o f t h e r i g h t 𝑀 a t r a d e - o f f . I t i s u s u a l i n p r a c t i c e t o t r a i n a m o d e l o n t h e

c o m p l e t e d a t a s e t 𝒟 a f t e r p e r f o r m i n g t h e v a l i d a t i o n t o e s t i m a t e t h e r i s k . T h i s

w i l l r e s u l t ( o n a v e r a g e ) i n a r e d u c t i o n o f t h e o u t - o f - s a m p l e r i s k a n d s o m e w h a t

c o u n t e r a c t s t h e d i s a d v a n t a g e o f u s i n g a v a l i d a t i o n s e t .

3.1.2.1. Cross-Validation

A p r o b l e m w i t h v a l i d a t i o n s o f a r i s t h a t i f 𝑀 i s s m a l l , t h e n t h e v a r i a n c e o f o u r

e s t i m a t e ℛ
v a l

i s h i g h . O n e i d e a t o r e d u c e t h i s v a r i a n c e i s t o r e p e a t t h e s p l i t

o f o u r d a t a s e t 𝒟 s e v e r a l t i m e s u s i n g d i f f e r e n t s e t s f o r t r a i n i n g a n d v a l i d a t i o n

a n d s u b s e q u e n t l y a v e r a g i n g t h e r i s k e s t i m a t e s f o r m o r e s t a b l e r e s u l t s . T h e r e

a r e s e v e r a l w a y s t o d o t h i s , t h e m o s t c o m m o n a p p r o a c h o f w h i c h i s c a l l e d

𝐾- f o l d c r o s s - v a l i d a t i o n , w h e r e w e p a r t i t i o n t h e d a t a s e t i n t o 𝐾 ≔ ⌈𝑁/𝑀⌉ s e t s𝐾- f o l d c r o s s - v a l i d a t i o n

𝒟(1)
, 𝒟(2)

, … , 𝒟(𝐾)
. L e t ℎ1 , ℎ2 , … , ℎ𝐾 b e t h e c o r r e s p o n d i n g m o d e l s o b t a i n e d

b y t r a i n i n g o n t h e r e m a i n i n g d a t a , i . e . , ℎ𝑖 i s o b t a i n e d b y t r a i n i n g o n 𝒟(1) ∪
⋯ ∪ 𝒟(𝑖−1) ∪ 𝒟(𝑖+1) ∪ …𝒟(𝐾)

a n d v a l i d a t e d o n 𝒟(𝑖)
. T h e c r o s s - v a l i d a t i o n r i s k

e s t i m a t e i s t h e n c o m p u t e d a s f o l l o w s :

ℛ
v a l

= 1
𝐾

𝐾
∑
𝑘=1

1
|𝒟(𝑘)|

∑
(𝒙,𝑦)∈𝒟(𝑘)

𝐿(ℎ𝑘(𝒙), 𝑦) .

N o t e h o w t h i s e s t i m a t e i s n o l o n g e r c o m p u t e d f o r o n l y o n e h y p o t h e s i s b u t f o r

a w h o l e s e t o f h y p o t h e s e s . S i n c e t h e v a l i d a t i o n s e t s a r e n o t o v e r l a p p i n g , ℛ
v a l

i s

a n u n b i a s e d e s t i m a t o r f o r t h e o u t - o f - s a m p l e r i s k o n d a t a s e t s o f s i z e 𝑁 −𝑀. A s

w e a r e i n t e r e s t e d i n e s t i m a t i n g t h e o u t - o f - s a m p l e r i s k f o r o u r g i v e n d a t a s e t 𝒟,

i t i s n a t u r a l t o c h o o s e a 𝐾 t h a t i s a s l a r g e a s p o s s i b l e . I f 𝐾 = 𝑁, t h e n t h e r e s u l t i n g

m e t h o d i s c a l l e d l e a v e - o n e - o u t c r o s s - v a l i d a t i o n . Z h a n g a n d Y a n g [ Z Y 1 5 ] , b a s e dl e a v e - o n e - o u t c r o s s - v a l i d a t i o n

o n t h e o r e t i c a l a n d e m p i r i c a l r e s u l t s , fi n d t h a t l e a v e - o n e - o u t c r o s s - v a l i d a t i o n

h a s t h e l o w e s t b i a s a n d v a r i a n c e f o r s t a b l e m o d e l i n g p r o c e d u r e s . W h i l e t h i s

p r o v i d e s u s w i t h a g o o d e s t i m a t e o f ℛ
o u t

, i t c a n b e c o m p u t a t i o n a l l y i n t e n s i v e

t o c o m p u t e 𝑁 h y p o t h e s e s o n l a r g e r d a t a s e t s . I n p r a c t i c e , o n e w o u l d s e l e c t

𝐾 s o t h a t a g o o d t r a d e - o f f b e t w e e n e s t i m a t i o n a c c u r a c y a n d c o m p u t a t i o n a l

o v e r h e a d i s a c h i e v e d .

T h e s t a b i l i t y o f c r o s s - v a l i d a t i o n e s t i m a t e s c a n b e f u r t h e r r e d u c e d b y r e p e a t e d l y

s h u ffl i n g t h e d a t a a n d r e p e a t i n g t h e s a m e c r o s s - v a l i d a t i o n m e t h o d . I n t h e

l i m i t , t h i s m e t h o d o l o g y w i l l c o n v e r g e t o l e a v e - 𝑝- o u t c r o s s - v a l i d a t i o n , w h e r el e a v e - 𝑝- o u t c r o s s - v a l i d a t i o n

w e a v e r a g e t h e v a l i d a t i o n l o s s o f a l l (𝑁𝑝) p o s s i b l e s p l i t s o f t h e d a t a . I t i s c l e a r

t h a t f o r e v e n s l i g h t l y l a r g e r 𝑝, t h e e x h a u s t i v e e v a l u a t i o n o f a l l s p l i t s b e c o m e s

i n f e a s i b l e . F o r e x a m p l e , c o m p u t i n g t h e f u l l l e a v e - 5- o u t c r o s s - v a l i d a t i o n f o r

a d a t a s e t o f 100 i n s t a n c e s w o u l d r e q u i r e t h e e v a l u a t i o n o f 75 287 520 s p l i t s .

T h e r e f o r e , t h e i d e a o f M o n t e C a r l o c r o s s - v a l i d a t i o n i s t o r e p e a t e d l y s a m p l e aM o n t e C a r l o c r o s s - v a l i d a t i o n

r a n d o m s e t o f 𝑝 i n s t a n c e s ( w i t h o u t r e p l a c e m e n t ) t o b e u s e d a s a v a l i d a t i o n s e t .

T h e n u m b e r o f r e p e t i t i o n s i s u s u a l l y fi x e d b e f o r e h a n d a s w e l l . T h e a d v a n t a g e

o v e r 𝐾- f o l d c r o s s - v a l i d a t i o n i s t h a t t h e s i z e o f t h e v a l i d a t i o n s e t a n d t h e n u m b e r

o f r e p e t i t i o n s c a n b e c o n t r o l l e d i n d e p e n d e n t l y . T h i s i s a l s o w h y t h i s m e t h o d

w a s c h o s e n a s t h e m a i n v a l i d a t i o n m e t h o d i n t h e e x p e r i m e n t a l s e c t i o n o f t h i s

t h e s i s .
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Figure 3.5.: C h o o s i n g t h e b e s t p o l y n o m i a l d e g r e e f o r a g i v e n d a t a s e t b a s e d o n l e a v e - o n e - o u t c r o s s - v a l i d a t i o n . T h e t a r g e t f u n c t i o n i s s h o w n a s a

d a s h e d g r a y l i n e .

3.1.2.2. Uses of Validation

O t h e r t h a n s i m p l y h a v i n g a n e s t i m a t e o f t h e o u t - o f - s a m p l e p e r f o r m a n c e o f a

m o d e l ℎ, a n i m p o r t a n t u s e o f v a l i d a t i o n i s t o fi n d t h e c o r r e c t m o d e l c l a s s ℋ f o r

t h e g i v e n d a t a s e t . T h i s p r o b l e m i s c a l l e d m o d e l s e l e c t i o n . A n o t h e r a p p l i c a t i o n m o d e l s e l e c t i o n

c o n c e r n s t h e c o n t r o l o f t h e c o m p l e x i t y o f h y p o t h e s e s i n s i d e a m o d e l c l a s s .

M o d e l s t y p i c a l l y h a v e v a r i o u s p a r a m e t e r s t h a t i m p a c t c o m p l e x i t y . I n l i n e a r

r e g r e s s i o n , f o r i n s t a n c e , o n e t y p i c a l l y p e n a l i z e s t h e 𝐿2- n o r m o f t h e m o d e l

c o e ffi c i e n t s , a v e r y i m p o r t a n t c o n c e p t c a l l e d r e g u l a r i z a t i o n . A p a r a m e t e r i s r e g u l a r i z a t i o n

i n t r o d u c e d , w h i c h a l l o w s o n e t o t r a d e o f f b e t w e e n m o d e l fi t t o t h e t r a i n i n g

d a t a a n d a l o w n o r m o f t h e p a r a m e t e r s . I n g e n e r a l , t h e s e p a r a m e t e r s
3
, w h i c h 3 : U s u a l l y c a l l e d h y p e r p a r a m e t e r s t o d i s t i n -

g u i s h t h e m f r o m t h e m o d e l p a r a m e t e r s .i n fl u e n c e t h e c o m p l e x i t y o f t h e m o d e l c l a s s , s h o u l d n o t b e o p t i m i z e d o n t h e

t r a i n i n g s e t 𝒟
t r a i n

b y m i n i m i z i n g ℛ
i n
. A s w e h a v e s e e n b e f o r e , a m o r e c o m p l e x

m o d e l c l a s s ℋ c a n fi t a g i v e n s e t o f d a t a m o r e e a s i l y t h a n a m o r e s i m p l e ,

c o n s t r a i n e d m o d e l c l a s s . T h u s , m i n i m i z i n g h y p e r p a r a m e t e r s o n ℛ
i n

w i l l r e s u l t

i n t h e c h o i c e o f t h e m o s t fl e x i b l e m o d e l c l a s s , l i k e l y c a u s i n g o v e r fi t t i n g t o

o c c u r . T h e t a s k t o fi n d g o o d v a l u e s f o r h y p e r p a r a m e t e r s i s c a l l e d h y p e r p a r a m e t e r

o p t i m i z a t i o n ( H P O ) . h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n

S i n c e ℛ
v a l

i s a n u n b i a s e d e s t i m a t o r f o r ℛ
o u t

( a l b e i t f o r a s m a l l e r d a t a s e t s i z e ) ,

i t i s n a t u r a l t o u s e i t t o s o l v e m o d e l s e l e c t i o n a n d H P O t a s k s . O f c o u r s e , b y

m i n i m i z i n g ℛ
v a l

, w e a g a i n i n t r o d u c e a b i a s s i m i l a r t o w h a t w e d i d w h e n d o i n g

E R M , i . e . , o n a v e r a g e w e u n d e r e s t i m a t e t h e t r u e ℛ
o u t

. T h e r e f o r e , o n e s h o u l d

b e a w a r e o f t h e f a c t t h a t o p t i m i z i n g o v e r m a n y d i f f e r e n t h y p o t h e s i s c l a s s e s a n d

p a r a m e t e r s c a n a g a i n i n t r o d u c e t h e r i s k o f o v e r fi t t i n g .

A s a n e x a m p l e , c o n s i d e r p o l y n o m i a l s o f a c e r t a i n d e g r e e 𝑑, a n d l e t ℋ𝑑 d e n o t e

t h e c o r r e s p o n d i n g h y p o t h e s i s c l a s s . I n F i g u r e 3 . 5 , w e s a m p l e r a n d o m p o i n t s

f r o m a o n e - d i m e n s i o n a l t a r g e t f u n c t i o n ( s h o w n a s a d a s h e d g r a y l i n e ) p l u s

i n d e p e n d e n t G a u s s i a n n o i s e , v a r y i n g t h e n u m b e r o f p o i n t s a v a i l a b l e f o r t r a i n i n g .

T h e n , w e e m p l o y l e a v e - o n e - o u t c r o s s - v a l i d a t i o n t o s e l e c t t h e b e s t d e g r e e 𝑑 f o r

e a c h o f t h e t h r e e d a t a s e t s . W e c a n s e e t h a t w i t h i n c r e a s i n g n u m b e r o f p o i n t s ,

t h e c o m p l e x i t y o f t h e c h o s e n m o d e l c l a s s i n c r e a s e s a s w e l l , m o v i n g f r o m a

l i n e a r m o d e l f o r 5 p o i n t s ( ℋ1 ) t o a p o l y n o m i a l m o d e l o f d e g r e e 7 ( ℋ7 ) f o r 3 0

p o i n t s . N o t e t h a t d u e t o v a r i a n c e , t h i s o r d e r i s n o t a l w a y s m o n o t o n e . E s p e c i a l l y

w i t h f e w d a t a p o i n t s , i t c a n h a p p e n t h a t t h e y r a n d o m l y a r r a n g e i n t o s p e c i fi c

p a t t e r n s f a v o r i n g h i g h e r - o r d e r p o l y n o m i a l s . T h e e x a m p l e i n F i g u r e 3 . 5 s h o w s

o n e r e a l i z a t i o n w h e r e n o n e o f t h e s e p r o b l e m a t i c c a s e s h a p p e n e d , b u t o n e n e e d s



4 8 3 . C o n c e p t s f r o m M a c h i n e L e a r n i n g

Figure 3.6.: O v e r v i e w o f t h e n e s t e d v a l i d a -

t i o n p r o c e s s .
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t o b e m i n d f u l w h e n c o n s i d e r i n g s m a l l e r d a t a s e t s a n d a d d i t i o n a l r e g u l a r i z a t i o n

m a y b e b e n e fi c i a l .

A s w e c a n s e e , v a l i d a t i o n i s a n i m p o r t a n t p a r t o f t h e m a c h i n e l e a r n i n g p r o c e s s ,

a n d c r u c i a l t o e n s u r e t h a t t h e m o d e l w e u s e i n t h e e n d g e n e r a l i z e s t o u n s e e n

d a t a . I n S e c t i o n 3 . 2 , w e w i l l g o i n t o m o r e d e t a i l o n h o w w e c a n o p t i m i z e t h e

h y p e r p a r a m e t e r s o f a m o d e l . F i r s t , w e w i l l t a k e a s m a l l d e t o u r t o d i s c u s s n e s t e d

v a l i d a t i o n , w h i c h a l l o w s u s t o b o t h e m p l o y v a l i d a t i o n t o o p t i m i z e p a r a m e t e r s

a n d a l s o g e t a n u n b i a s e d e s t i m a t e o f ℛ
o u t

.

3.1.2.3. Nested Validation

A s w e h a v e s e e n , w e c a n u s e v a l i d a t i o n t o s e l e c t a s u i t a b l e m o d e l c l a s s f o r t h e

d a t a a t h a n d o r t o o p t i m i z e t h e h y p e r p a r a m e t e r s o f o u r m o d e l . I n d o i n g s o , w e

a l s o b i a s e d t h e r e s u l t i n g ℛ
v a l

s i n c e w e u s e d i t f o r t h e o p t i m i z a t i o n . W e m a y

s t i l l w a n t t o h a v e a n u n b i a s e d e s t i m a t e o f ℛ
o u t

f o r o u r fi n a l m o d e l t o m a k e a n

i n f o r m e d d e c i s i o n o n w h e t h e r t o u s e t h e m o d e l o r n o t . F u r t h e r m o r e , w e m a y

w a n t t o s e p a r a t e t h e H P O t a s k f r o m t h e m o d e l s e l e c t i o n t a s k , i . e . , o p t i m i z i n g

t h e h y p e r p a r a m e t e r s o f e a c h m o d e l s e p a r a t e l y a n d t h e n u s e f r e s h v a l i d a t i o n

d a t a t o d e c i d e o n t h e fi n a l m o d e l t o u s e . T h e n a t u r a l i d e a o f n e s t e d v a l i d a t i o n i s ,n e s t e d v a l i d a t i o n

t h e r e f o r e , t o p a r t i t i o n t h e d a t a s e t 𝒟 i n t o t h e s e t s 𝒟
t r a i n

, 𝒟(1)
v a l

, 𝒟(2)
v a l

, … , 𝒟
t e s t

.

H e r e 𝒟
t e s t

i s c a l l e d t h e t e s t s e t t o d i s t i n g u i s h i t f r o m t h e v a l i d a t i o n s e t s , a n d i s

u s e d t o c o m p u t e t h e fi n a l u n b i a s e d e s t i m a t e o f ℛ
o u t

. A s b e f o r e , 𝒟
t r a i n

i s u s e d

t o t r a i n a m o d e l u s i n g 𝐸𝑅𝑀. T h e v a l i d a t i o n s e t s 𝒟(1)
v a l

, … c a n t h e n b e u s e d f o r

H P O a n d m o d e l s e l e c t i o n . I n m o s t c a s e s , o n l y o n e o r t w o v a l i d a t i o n s e t s a r e

n e c e s s a r y .

T h e g e n e r a l p r o c e s s i s s h o w n i n F i g u r e 3 . 6 . W e s t a r t w i t h t h e f u l l d a t a s e t 𝒟
a n d s p l i t i t i n t o 𝒟

t r a i n
a n d 𝒟

t e s t
( o r a n g e c y c l e ) . T h i s i s o f t e n c a l l e d t h e o u t e r

v a l i d a t i o n s p l i t . T h e n , 𝒟
t r a i n

i s f u r t h e r s u b d i v i d e d i n t o 𝒟−
t r a i n

a n d 𝒟
v a l

i n w h a t

i s c a l l e d t h e i n n e r v a l i d a t i o n s p l i t . W i t h 𝒟−
t r a i n

w e c a n t h e n t r a i n a m o d e l ℎ−
t r a i n

.

A l t e r n a t i v e l y , w e c a n n e s t m o r e v a l i d a t i o n s ( d e p i c t e d b y t h e t h r e e d o t s ) , i f

r e q u i r e d . I n a n y c a s e , ℎ−
t r a i n

i s t h e n u s e d t o p r o d u c e p r e d i c t i o n s o n 𝒟
v a l

t o

c o m p u t e ℛ
v a l

. I f t h e s p l i t i s r e p e a t e d , f o r e x a m p l e , w h e n u s i n g 𝐾- f o l d c r o s s -

v a l i d a t i o n , t h e n w e a v e r a g e t h e v a l i d a t i o n p e r f o r m a n c e s o b t a i n e d o n e a c h s p l i t :

ℛ
v a l

= 1
𝐾 ∑𝐾

𝑖=1 ℛ(𝑖)
v a l

. T h i s e s t i m a t e c a n t h e n b e u s e d f o r H P O a n d / o r m o d e l

s e l e c t i o n . I n t h a t c a s e , t h e b l u e c y c l e i s r e p e a t e d s e v e r a l t i m e s , o n c e f o r e a c h

h y p o t h e s i s s p a c e f o r m o d e l s e l e c t i o n o r o n c e f o r e a c h i t e r a t i o n o f t h e H P O .

T h e i n f o r m a t i o n g a i n e d b y r u n n i n g t h e i n n e r v a l i d a t i o n c y c l e i s t h e n u s e d

w h e n t r a i n i n g t h e m o d e l ℎ− o n 𝒟
t r a i n

. T h a t i s , w e u s e t h e b e s t p a r a m e t e r s 𝜃∗

w e f o u n d d u r i n g H P O a n d / o r s e l e c t t h e b e s t h y p o t h e s i s s p a c e ℋ∗
h e r e . T h e n
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t h i s m o d e l p r e d i c t s o n 𝒟
t e s t

a n d w e c o m p u t e o u r u n b i a s e d e s t i m a t e o f t h e r i s k ,

w h i c h w e d e n o t e ℛ
t e s t

h e r e . T h e o r a n g e c y c l e s y m b o l s i g n i fi e s t h a t t h i s o u t e r

v a l i d a t i o n f o l d c a n b e r e p e a t e d a s w e l l . N o t e t h a t t h i s e n t a i l s p e r f o r m i n g t h e

c o m p l e t e H P O / m o d e l s e l e c t i o n a g a i n o n e a c h s p l i t . F i n a l l y , w e t r a i n a m o d e l

ℎ o n t h e c o m p l e t e d a t a s e t . S i n c e w e d o n o t h a v e a g l o b a l e s t i m a t e f o r 𝜃∗ a n d /

o r ℋ∗
, w e e i t h e r n e e d t o p i c k r a n d o m l y f r o m o n e o f t h e s p l i t s , o r r e r u n t h e

o p t i m i z a t i o n p r o c e s s o n 𝒟. T h e l a t t e r w i l l , o n a v e r a g e , r e s u l t i n a m o d e l w i t h

l o w e r ℛ
o u t

, b u t i s c o m p u t a t i o n a l l y m o r e c o s t l y .

T h i s p r o c e s s c a n , i n p r i n c i p l e , b e n e s t e d a s d e e p a s d a t a i s a v a i l a b l e . H o w e v e r , i t

i s c l e a r t h a t t h i s w i l l d e c r e a s e t h e a m o u n t o f t r a i n i n g d a t a a v a i l a b l e t o a c t u a l l y

fi t a m o d e l . R e c a l l t h a t i f w e d e c r e a s e t h e s i z e o f t h e d a t a s e t , w e w i l l , o n a v e r a g e ,

f a v o r s i m p l e r m o d e l s , w h i c h i s w h y e x c e s s i v e n e s t e d v a l i d a t i o n i s p r o n e t o

u n d e r fi t t i n g t h e a v a i l a b l e d a t a . A n o t h e r c o n s i d e r a t i o n i s t h e c o m p u t a t i o n a l

o v e r h e a d g r o w s e x p o n e n t i a l l y i n t h e n u m b e r o f s p l i t s . F o r e x a m p l e , i f 10- f o l d
c r o s s - v a l i d a t i o n i s u s e d f o r a s p l i t i n t o 4 d a t a s e t s 𝒟

t r a i n
, 𝒟(1)

v a l
, 𝒟(2)

v a l
a n d 𝒟

t e s t
,

t h e n t h i s w o u l d r e q u i r e t h e e v a l u a t i o n o f a t l e a s t 103 = 1000 m a n y s p l i t s . T h i s

n u m b e r g r o w s f u r t h e r i f H P O i s e m p l o y e d i n a n y o f t h e f o l d s s i n c e i t n e e d s t o

t r a i n m o d e l s s e v e r a l t i m e s u n t i l a g o o d p a r a m e t e r c o n fi g u r a t i o n i s f o u n d .

I n p r a c t i c e , o n e h a s t o d e c i d e h o w m a n y s p l i t s t o d o a t e a c h l e v e l , h o w m a n y

i n s t a n c e s t o s p l i t o f f a n d w h i c h v a l i d a t i o n m e t h o d t o e m p l o y . T h i s d e c i s i o n i s

i n f o r m e d b y t h e d e s i r e d r u n n i n g t i m e , p r e c i s i o n o f e r r o r b a r s , q u a l i t y o f t h e

fi n a l m o d e l a n d m o r e c o n s i d e r a t i o n s .

3.2. Hyperparameter Optimization

N o w a d a y s , i n m a c h i n e l e a r n i n g r e s e a r c h , i t i s i m p o r t a n t t o d o h y p e r p a r a m e t e r

o p t i m i z a t i o n ( H P O ) i n a p r i n c i p l e d w a y , n o t o n l y t o e k e o u t t h e l a s t b i t o f

p e r f o r m a n c e o f a m o d e l , b u t m o r e i m p o r t a n t l y , t o f a c i l i t a t e a f a i r c o m p a r i s o n

o f m o d e l s [ B i s + 2 3 ; E g g + 2 1 ] . B o u t h i l l i e r a n d V a r o q u a u x [ B V 2 0 ] s u r v e y e d

t h e H P O m e t h o d o l o g y o f 786 p a p e r s s u b m i t t e d t o t h e N e u r I P S 2 0 1 9 a n d

I C L R 2 0 2 0 c o n f e r e n c e s . T h e y f o u n d t h a t 93.7 % o f t h o s e r e s p o n d e n t s w h o

d o o p t i m i z e t h e h y p e r p a r a m e t e r s o f t h e i r a p p r o a c h e s u s e s i m p l e m e t h o d s l i k e

m a n u a l t u n i n g ( 45.7 %) , g r i d s e a r c h ( 40.6 %) o r r a n d o m s e a r c h ( 7.4 %) . M o r e

w o r r y i n g l y , 22.6 % o f r e s e a r c h e r s d i d n o t o p t i m i z e t h e h y p e r p a r a m e t e r s o f t h e i r

b a s e l i n e s a t a l l , w h i c h c a s t s d o u b t o n t h e f a i r n e s s o f s u c h e x p e r i m e n t s . C o n s e -

q u e n t l y , w e w i l l g o i n t o a b i t m o r e d e t a i l h e r e o n h o w H P O a n d s p e c i fi c a l l y

B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n c a n b e d o n e i n a p r i n c i p l e d w a y . T h e e x c e l l e n t b o o k b y

G a r n e t t [ G a r 2 3 ] s e r v e d a s a r e f e r e n c e t h r o u g h o u t t h i s s e c t i o n . [ G a r 2 3 ] : G a r n e t t ( 2 0 2 3 ) , B a y e s i a n O p t i m i z a -

t i o n

G i v e n a p a r a m e t e r s p a c e 𝛩 a n d a p a r a m e t r i z a b l e h y p o t h e s i s s p a c e ℋ𝜃 , w e c a n

w r i t e t h e H P O p r o b l e m a s

a r g m i n

𝜃∈𝛩
ℛ

v a l
(ℎ𝜃) w h e r e ℎ𝜃 ∈ a r g m i n

ℎ∈ℋ𝜃

ℛ
t r a i n

(ℎ) .

T h e i m p o r t a n t p a r t h e r e i s t h e o p t i m i z a t i o n o v e r 𝛩, w h i c h i s w h y i t m a k e s s e n s e

t o r e f r a m e t h i s p r o b l e m a s a m o r e g e n e r a l f u n c t i o n o p t i m i z a t i o n p r o b l e m :

𝜃∗ ∈ a r g m i n

𝜃∈𝛩
𝑓 (𝜃) , ( 3 . 2 )
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w h e r e 𝑓∶ 𝛩 → ℝ i s a r e a l - v a l u e d o b j e c t i v e f u n c t i o n t h a t w e w a n t t o m i n i m i z e .

T h i n k o f i t a s a b l a c k b o x f u n c t i o n , w h e r e t h e m a c h i n e l e a r n i n g p r o c e s s a n d

c o m p u t i n g t h e v a l i d a t i o n l o s s i s h i d d e n f r o m u s . W e c a n o n l y q u e r y p o i n t s 𝜃
a n d g e t t h e c o r r e s p o n d i n g f u n c t i o n v a l u e 𝑓 (𝜃).

I n t h e fi e l d o f f u n c t i o n o p t i m i z a t i o n , t h e r e a r e v a r i o u s m e t h o d s t o s o l v e t h i s

p r o b l e m , u s u a l l y w i t h d i f f e r e n t t r a d e - o f f s i n t e r m s o f s a m p l e e ffi c i e n c y , c o m -

p u t a t i o n a l c o s t , a n d r o b u s t n e s s . T h e c o r r e c t m e t h o d d e p e n d s o n t h e p r o p e r t i e s

o f t h e f u n c t i o n 𝑓. I n o u r c a s e , w e fi r s t a s s u m e t h a t n o g r a d i e n t o r h i g h e r - o r d e r

d e r i v a t i v e i n f o r m a t i o n i s a v a i l a b l e . O f t e n , h y p e r p a r a m e t e r s o f a m a c h i n e l e a r n -

i n g m o d e l a r e d i s c r e t e , e . g . , t h e n u m b e r o f l a y e r s a n d u n i t s i n a n e u r a l n e t w o r k ,

w h i c h i s w h y a g r a d i e n t d o e s n o t e x i s t . H o w e v e r , e v e n i n t h e c a s e s w h e r e

w e r e s t r i c t o u r s e l v e s t o r e a l - v a l u e d p a r a m e t e r s , t h e g r a d i e n t i s o f t e n c o s t l y

t o e v a l u a t e , r e q u i r i n g t h e b a c k p r o p a g a t i o n o f t h e v a l i d a t i o n l o s s t h r o u g h t h e

c o m p l e t e v a l i d a t i o n p r o c e d u r e [ M D A 1 5 ] . S e c o n d l y , w e a s s u m e t h a t 𝑓 i s c o s t l y

t o e v a l u a t e , m o t i v a t i n g t h e u s e o f s a m p l e - e ffi c i e n t o p t i m i z a t i o n m e t h o d s , a n d

r u l i n g o u t t h e e x h a u s t i v e c o m p u t a t i o n o f h i g h - d i m e n s i o n a l p a r a m e t e r g r i d s .

F i n a l l y , w e d o n o t r e s t r i c t t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n i n a n y w a y t o b e “ e a s y ” t o

o p t i m i z e , e . g . , w e d o n o t a s s u m e t h a t 𝑓 i s c o n v e x , s m o o t h , o r e v e n c o n t i n u o u s .

T h i s s e t t i n g i s u s u a l l y c a l l e d b l a c k b o x o p t i m i z a t i o n s i n c e n o t h i n g i s k n o w n a b o u tb l a c k b o x o p t i m i z a t i o n

𝑓 a n d w e c a n o n l y u s e i t t o q u e r y p o i n t s a n d t o g e t a c o r r e s p o n d i n g v a l u e .

T h e p r o b l e m i s a s e q u e n t i a l d e c i s i o n p r o b l e m , w h e r e t h e o p t i m i z e r h a s t o r e p e a t -s e q u e n t i a l d e c i s i o n p r o b l e m

e d l y d e c i d e o n a p o i n t t o e v a l u a t e u s i n g 𝑓, u p d a t i n g i t s i n t e r n a l m o d e l o f 𝑓
w h i l e d o i n g s o . O f c o u r s e , t h e o p t i m i z e r d o e s n o t k n o w t h e o u t p u t o f t h e

f u n c t i o n 𝑓 i n a d v a n c e , a n d t h e r e f o r e n e e d s t o a c c o u n t f o r t h i s u n c e r t a i n t y . A

p a r t i c u l a r l y s u c c e s s f u l a p p r o a c h i s B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n , w h i c h l e a r n s a s u r -B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n

r o g a t e m o d e l o f 𝑓 a b l e t o e x p r e s s t h e u n c e r t a i n t y r e g a r d i n g p o s s i b l e f u n c t i o n

v a l u e s a t p r e v i o u s l y u n s e e n p o i n t s . A s w e s h a l l s e e , t h i s a l l o w s i t t o e m p l o y

e ffi c i e n t s e a r c h s t r a t e g i e s t o a r r i v e a t a g l o b a l o p t i m u m q u i c k l y .

3.2.1. Bayesian Decision Theory

T h e h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z e r s t a r t s w i t h a d a t a s e t 𝒟 o f p o i n t s t h a t h a v e

a l r e a d y b e e n e v a l u a t e d . A n o t h e r i n p u t i s t h e o p t i m i z a t i o n s p a c e 𝛩, u s u a l l y

a s s u m e d t o b e a s u b s e t o f ℝ𝑑 . T h e m a i n d e c i s i o n t h e o p t i m i z e r h a s t o m a k e

i s c h o o s i n g a p o i n t 𝜽 ∈ 𝛩 t o e v a l u a t e . A s i s u s u a l i n d e c i s i o n t h e o r y , w e w i l l

d e fi n e a u t i l i t y f u n c t i o n 𝛼∶ 𝛩 → ℝ w h i c h a s s i g n s a d e g r e e o f u s e f u l n e s s t o a

g i v e n p o i n t o f t h e o p t i m i z a t i o n s p a c e . W e a d a p t t h i s f u n c t i o n b a s e d o n t h e

d a t a 𝒟 w e a l r e a d y h a v e , w h i c h w e d e n o t e b y 𝛼(𝜃;𝒟). A t t i m e s t e p 𝑡 ∈ ℕ, t h e

o p t i m i z e r w i l l t h e n s o l v e t h e f o l l o w i n g o p t i m i z a t i o n p r o b l e m

𝜽𝑡 ∈ a r g m a x

𝜽∈𝛩
𝛼(𝜽;𝒟𝑡) ( 3 . 3 )

t o d e t e r m i n e t h e n e x t p o i n t 𝜽𝑡 t o t r y . I t t h e n e v a l u a t e s 𝑦𝑡 ≔ 𝑓 (𝜽𝑡). T h e t u p l e

(𝜃𝑡, 𝑦𝑡) i s t h e n a p p e n d e d t o t h e d a t a s e t t o g e t 𝒟𝑡+1 ≔ 𝒟𝑡 ∪ {(𝜽𝑡, 𝑦𝑡)}. S i n c e t h e

r e s p o n s i b i l i t y o f f u n c t i o n 𝛼 i s t o h e l p i n t h e “ a c q u i s i t i o n ” o f u s e f u l p o i n t s

d u r i n g t h e o p t i m i z a t i o n p r o c e s s , i t i s w i d e l y c a l l e d a n a c q u i s i t i o n f u n c t i o n . T h ea c q u i s i t i o n f u n c t i o n

r e a d e r m a y n o t i c e t h a t t h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m ( 3 . 3 ) i s v e r y s i m i l a r t o t h e

a c t u a l o p t i m i z a t i o n p r o b l e m ( 3 . 2 ) . T h e d i f f e r e n c e i s t h a t w e a s s u m e 𝑓 t o b e

c o s t l y a n d / o r t i m e - c o n s u m i n g t o e v a l u a t e . 𝛼 i s u s u a l l y c h e a p t o c o m p u t e , a n d
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a s l o n g a s t h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m ( 3 . 3 ) c a n b e s o l v e d o r d e r s o f m a g n i t u d e

f a s t e r t h a n e v a l u a t i n g 𝑓, t h i s i s b e n e fi c i a l .

M a n y a c q u i s i t i o n f u n c t i o n s i n t h e l i t e r a t u r e c a n b e c o n s t r u c t e d u s i n g B a y e s i a n

d e c i s i o n t h e o r y , w h i c h i s t h e a p p l i c a t i o n o f B a y e s i a n m o d e l i n g t o d e c i s i o n t h e o r y

i n o r d e r t o f a c i l i t a t e m a k i n g d e c i s i o n s u n d e r u n c e r t a i n t y . T h e fi r s t q u e s t i o n

w e h a v e t o a n s w e r i s , w h a t d o w e e v e n c a r e a b o u t w h e n p e r f o r m i n g H P O ?

U s u a l l y , t h e o p t i m i z a t i o n p r o c e s s i s r u n f o r a fi x e d n u m b e r o f i t e r a t i o n s 𝑇, a f t e r
w h i c h w e e n d u p w i t h a p o i n t ̂𝜽. T h e p o i n t s 𝜽1 , … , 𝜽𝑇 a n d t h e i r r e s u l t s 𝑦1 , … ,

𝑦𝑇 a r e n o t i m p o r t a n t f o r t h e H P O t a s k , s i n c e o n l y t h e fi n a l r e c o m m e n d a t i o n i s

u s e d t o p a r a m e t r i z e o u r m a c h i n e l e a r n i n g m o d e l . F o r m a l l y , t h i s i s e x p r e s s e d

b y w h a t i s c a l l e d t h e s i m p l e r e g r e t s i m p l e r e g r e t

𝑟𝑇 = m i n
𝜽∈𝛩

𝜇𝒟𝑇
(𝜽) − 𝑓 ∗ , ( 3 . 4 )

w h e r e 𝑓 ∗ i s t h e g r o u n d - t r u t h m i n i m u m o f 𝑓 a n d 𝜇𝒟𝑇
i s t h e s u r r o g a t e m o d e l

o f t h e o p t i m i z e r a t t i m e s t e p 𝑇. T h i s i s o p p o s e d t o s e t t i n g s w h e r e w e w a n t t h e

w h o l e s e q u e n c e 𝑦1 , 𝑦2 , … t o b e a s l o w a s p o s s i b l e . T h i s c a n b e a u s e f u l m e a s u r e

i n a p p l i c a t i o n s w h e r e t h e i n t e r m e d i a t e r e w a r d s a r e i m p o r t a n t , s u c h a s i n o n l i n e

a d v e r t i s i n g , c l i n i c a l t r i a l s , o r r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g . M o r e p r e c i s e l y , i n t h e s e

s e t t i n g s , w e w a n t t o m i n i m i z e t h e c u m u l a t i v e r e g r e t c u m u l a t i v e r e g r e t

𝑅𝑇 =
𝑇
∑
𝑡=1

(𝑦𝑡 − 𝑓 ∗) =
𝑇
∑
𝑡=1

𝑦𝑡 − 𝑇𝑓 ∗ .

T h e g o a l t h e n i s t o d e fi n e a n o p t i m i z e r , w h i c h a c h i e v e s a s u b l i n e a r c u m u l a t i v e

r e g r e t , i . e . , l i m 𝑡→∞ 𝑅𝑇/𝑇 = 0.

I n t h e f o l l o w i n g , w e w i l l g o i n t o m o r e d e t a i l o n w h a t s u i t a b l e s u r r o g a t e m o d e l s

a r e f o r B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n . F i n a l l y , w e w i l l c o n s i d e r t y p i c a l a c q u i s i t i o n

f u n c t i o n s u s e d i n p r a c t i c e i n S e c t i o n 3 . 2 . 3 .

3.2.2. Surrogate Models

I n o r d e r t o u s e B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n f o r H P O , w e n e e d a s u r r o g a t e m o d e l . A s

t h e t e r m s u g g e s t s , i t w i l l a c t a s a p r o x y f o r t h e g r o u n d - t r u t h f u n c t i o n 𝑓. T h e r e

a r e a f e w p r o p e r t i e s a m o d e l s h o u l d h a v e t o b e a v i a b l e s u r r o g a t e m o d e l . M o s t

i m p o r t a n t l y , i t s h o u l d b e m u c h l e s s c o s t l y t o e v a l u a t e t h a n 𝑓. O t h e r w i s e , o n e

c o u l d w o r k d i r e c t l y w i t h 𝑓. S e c o n d l y , i t h a s t o b e p o s s i b l e t o c o m p u t e s o m e

m e a s u r e o f t h e p r e d i c t i v e u n c e r t a i n t y , m e a n i n g t h a t t h e m o d e l s h o u l d b e a b l e t o

e x p r e s s h o w c e r t a i n i t i s a b o u t t h e t r u e f u n c t i o n v a l u e a t a g i v e n p o i n t .

C o n s i d e r , f o r e x a m p l e , t h e s i t u a t i o n s h o w n i n F i g u r e 3 . 7 w h e r e w e e v a l u a t e d

o u r ( n o i s e - f r e e ) t a r g e t f u n c t i o n 𝑓 a t t w o d i f f e r e n t p o i n t s . I t i s c l e a r t h a t o u r

s u r r o g a t e m o d e l i s c e r t a i n w i t h r e s p e c t t o t h e p r e d i c t e d f u n c t i o n v a l u e a t

e x a c t l y t h o s e t w o p o i n t s w h i l e b e i n g m o r e u n c e r t a i n e v e r y w h e r e e l s e . A g o o d

w a y t o t h i n k a b o u t t h e s u r r o g a t e m o d e l i s t o t r e a t i t a s a m o d e l s p a c e ℋ𝒟
w h i c h r o u g h l y c o n t a i n s a l l m o d e l s c o n s i s t e n t w i t h t h e d a t a . I n F i g u r e 3 . 7 w e

s e e 1 0 r a n d o m l y c h o s e n m o d e l s ℎ ∈ ℋ𝒟 . T h e s h a d e d r e g i o n d e p i c t s t h e 95 %
r e g i o n o f t h e s u r r o g a t e m o d e l , a n d w e c a n s e e t h a t i t c o v e r s i t s o w n u n c e r t a i n t y

n i c e l y . T h i s u n c e r t a i n t y i s c a l l e d e p i s t e m i c u n c e r t a i n t y [ H o r 9 6 ; K D 0 9 ; H W 2 1 ] , e p i s t e m i c u n c e r t a i n t y

b e c a u s e t h e u n d e r l y i n g t a r g e t f u n c t i o n i n t h i s c a s e i s n o i s e - f r e e , a n d t h e o n l y
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“ r a n d o m n e s s ” i s d u e t o n o t k n o w i n g t h e p r e c i s e m o d e l . I f w e o b s e r v e m o r e

a n d m o r e d a t a , i . e . , |𝒟| → ∞, w e e x p e c t t h i s u n c e r t a i n t y t o g o t o 0 .

𝜃
Figure 3.7.: A g o o d s u r r o g a t e m o d e l i s a b l e

t o e x p r e s s i t s e p i s t e m i c u n c e r t a i n t y . T h e

f u r t h e r w e m o v e a w a y f r o m d a t a p o i n t s ,

t h e m o r e t h e v a r i a n c e o f c o n s i s t e n t m o d e l s

i n c r e a s e s . T h e r e d c u r v e s h o w s a f u n c t i o n

c o n s i s t e n t w i t h t h e d a t a , b u t v i o l a t i n g t h e

s m o o t h n e s s a s s u m p t i o n .

T h e a b i l i t y t o i n t e r - a n d e x t r a p o l a t e w e l l i s , o f c o u r s e , d e p e n d e n t o n t h e a b i l i t y

o f t h e s u r r o g a t e m o d e l t o m o d e l t h e s m o o t h n e s s a n d c o n t i n u i t y o f t h e t a r g e t

f u n c t i o n w e l l . I n F i g u r e 3 . 7 , w e c a n a l s o s e e t h e r e d c u r v e t h a t g o e s t h r o u g h

b o t h p o i n t s o f t h e d a t a s e t . T h e d i f f e r e n c e i s t h a t i t h a s a m u c h l o w e r s m o o t h n e s s

a n d i s n o t w e l l c o v e r e d b y t h e b l u e u n c e r t a i n t y r e g i o n . D e c i d i n g o n t h e c o r r e c t

s m o o t h n e s s t o u s e f o r t h e d a t a a t h a n d i s a g a i n a m o d e l s e l e c t i o n p r o b l e m ,

a l b e i t o n a m e t a - l e v e l .

T h e r e i s a v a r i e t y o f d i f f e r e n t m o d e l s w h i c h h a v e b e e n p r o p o s e d a s s u r r o g a t e

m o d e l s i n t h e l i t e r a t u r e . G a u s s i a n p r o c e s s e s a r e a n a t u r a l c h o i c e s i n c e t h e y

a r e , b y v i r t u e o f b e i n g a p r o b a b i l i s t i c m o d e l , a b l e t o e x p r e s s t h e i r e p i s t e m i c

u n c e r t a i n t y [ R W 0 6 ; G a r 2 3 ] . I n a d d i t i o n , t h e y h a v e o t h e r u s e f u l p r o p e r t i e s ,

s u c h a s b e i n g a b l e t o m o d e l d i f f e r e n t k i n d s o f s m o o t h f u n c t i o n s , a n d b e i n g

a b l e t o i n c o r p o r a t e p r i o r k n o w l e d g e a b o u t t h e f u n c t i o n b y c h o o s i n g a s u i t a b l e

c o v a r i a n c e f u n c t i o n . T h e y a r e a l s o a n o n - p a r a m e t r i c m o d e l , w h i c h m e a n s t h a t

g i v e n e n o u g h d a t a , t h e y c a n m o d e l a n y f u n c t i o n t o a n a r b i t r a r y p r e c i s i o n . T h i s

i s w h y w e w i l l g o i n t o m o r e o f t h e i r d e t a i l s l a t e r o n .

B e r g s t r a e t a l . [ B e r + 1 1 ] p r o p o s e t o m o d e l 𝑝(𝜽 ∣ 𝑦) u s i n g a s i m p l e ( P a r z e n )

d e n s i t y e s t i m a t i o n a p p r o a c h . T h e y d e fi n e

𝑝(𝜽 ∣ 𝑦) = {
ℓ(𝜽) i f 𝑦 ≤ 𝑦∗

𝑔(𝜽) i f 𝑦 > 𝑦∗

w h e r e 𝑦∗ i s a t h r e s h o l d o n t h e f u n c t i o n v a l u e s o b s e r v e d s o f a r , ℓ(𝜽) i s t h e d e n s i t y

e s t i m a t o r f o r a l l p o i n t s w h o s e o u t p u t i s s m a l l e r t h a n t h e t h r e s h o l d , a n d 𝑔(𝜽)
o f t h o s e l a r g e r t h a n t h e t h r e s h o l d . T h e r a t i o ℓ(𝜽)/𝑔(𝜽) c a n t h e n b e u s e d a s a n

a c q u i s i t i o n f u n c t i o n . T h e t h r e s h o l d 𝑦∗ i s c o m m o n l y s e t t o a p e r c e n t i l e ( e . g . ,

15 %) o f t h e o b s e r v e d d a t a [ B e r + 1 1 ; T i a + 2 1 ] . T h e r e a r e a f e w d r a w b a c k s t o

t h i s a p p r o a c h . S i n c e i t d e p e n d s o n d e n s i t y e s t i m a t i o n , i t s u f f e r s f r o m t h e c u r s e

o f d i m e n s i o n a l i t y a n d n u m e r i c a l i n s t a b i l i t y [ T i a + 2 1 ] .R a n d o m f o r e s t s

R a n d o m f o r e s t s a r e a g e n e r a l m o d e l c l a s s p r o p o s e d b y B r e i m a n [ B r e 0 1 ] , w h i c h

a r e u s e d f o r b o t h r e g r e s s i o n a n d c l a s s i fi c a t i o n . A r a n d o m f o r e s t i s a n e n s e m b l e

m o d e l c o n s i s t i n g o f m u l t i p l e d e c i s i o n t r e e s . I n e a c h n o d e o f a d e c i s i o n t r e e ,

a v a r i a b l e i s s e l e c t e d , a n d t h e n t h e d a t a a t t h a t s u b t r e e i s s p l i t b a s e d o n t h i s

v a r i a b l e . A t l e a f n o d e s , t h e e m p i r i c a l m e a n o f t h e o u t p u t v a l u e s i s s t o r e d

f o r u s e i n p r e d i c t i o n p u r p o s e s . A s i s , r a n d o m f o r e s t s a r e n o t a b l e t o e x p r e s s

t h e i r u n c e r t a i n t y a t a p o i n t . H u t t e r e t a l . [ H u t + 1 4 ] i n t r o d u c e a m o d i fi c a t i o n

w h e r e t h e e m p i r i c a l v a r i a n c e i s s t o r e d i n t h e l e a f n o d e s a s w e l l . S i n c e a f o r e s t

c o n s i s t s o f m u l t i p l e d e c i s i o n t r e e s , t h e m e a n s a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n s h a v e t o b e

a g g r e g a t e d . T h i s a g g r e g a t i o n c a n b e a c h i e v e d b y t r e a t i n g a p r e d i c t i o n a t a p o i n t

a s a m i x t u r e o f G a u s s i a n s , w i t h e a c h G a u s s i a n c o r r e s p o n d i n g t o a p a r t i c u l a r

l e a f n o d e o f t h e d e c i s i o n t r e e u s e d f o r t h a t p o i n t . O n e a d v a n t a g e o f r a n d o m

f o r e s t s a s s u r r o g a t e m o d e l s i s t h a t t h e y c a n e a s i l y d e a l w i t h d e p e n d e n c i e s i n

t h e p a r a m e t e r s p a c e . F o r e x a m p l e , l e t 𝜃1 ∈ {1, 2} b e t h e n u m b e r o f l a y e r s i n a

n e u r a l n e t w o r k a n d 𝜃2, 𝜃3 ∈ ℕ b e t h e n u m b e r o f h i d d e n u n i t s i n t h e fi r s t a n d

t h e s e c o n d l a y e r . T h e n i t i s c l e a r t h a t 𝜃3 i s o n l y a p p l i c a b l e i f 𝜃1 = 2. E v e n w i t h

t h i s m o d i fi c a t i o n , r a n d o m f o r e s t s a r e n o t a b l e t o e x t r a p o l a t e t h e u n c e r t a i n t y

w e l l t o r e g i o n s w i t h f e w d a t a p o i n t s [ G a r 2 3 ] .



3 . 2 . H y p e r p a r a m e t e r O p t i m i z a t i o n 5 3

T h e s u c c e s s o f n e u r a l n e t w o r k s i n o t h e r d o m a i n s h a s s p a r k e d i n t e r e s t i n u s i n g

t h e m f o r B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n a s w e l l . E s p e c i a l l y i n o p t i m i z a t i o n p r o b l e m s

w i t h a h i g h n u m b e r o f p a r a m e t e r s , t h e a b i l i t y o f n e u r a l n e t w o r k s t o o f t e n

l e a r n g o o d f e a t u r e r e p r e s e n t a t i o n s i s d e s i r a b l e . A m a j o r p r o b l e m w i t h t h i s i s

t h a t n e u r a l n e t w o r k s d o n o t h a v e a d i r e c t m e c h a n i s m t o s i g n a l t h e i r e p i s t e m i c

u n c e r t a i n t y [ H u s + 2 1 ] . E a r l y w o r k b y M a c K a y [ M a c 9 2 b ; M a c 9 2 a ] d e fi n e d

B a y e s i a n n e u r a l n e t w o r k s b y i m p o s i n g G a u s s i a n p r i o r d i s t r i b u t i o n s o n t h e p a r a m - B a y e s i a n n e u r a l n e t w o r k s

e t e r s o f t h e n e t w o r k . I n t h e i r P h D t h e s i s , N e a l [ N e a 9 6 ] d e s c r i b e s a p r i n c i p l e d [ N e a 9 6 ] : N e a l ( 1 9 9 6 ) , B a y e s i a n L e a r n i n g f o r

N e u r a l N e t w o r k sw a y t o d e fi n e p r i o r s o v e r n e t w o r k p a r a m e t e r s , s u c h t h a t t h e y p r o d u c e u s e f u l

p r i o r s o v e r f u n c t i o n s a s t h e n u m b e r o f h i d d e n u n i t s o f t h e n e u r a l n e t w o r k g o e s

t o i n fi n i t y . T h e d i ffi c u l t y l i e s i n c o m p u t i n g t h e p o s t e r i o r o f t h e B a y e s i a n n e u r a l

n e t w o r k , w h i c h i s i n t r a c t a b l e . A p p r o x i m a t i n g i t r e q u i r e s c o s t l y M o n t e C a r l o

m e t h o d s [ S p r + 1 6 ] , v a r i a t i o n a l m e t h o d s [ B l u + 1 5 ] o r e n s e m b l e a p p r o x i m a t i o n s

[ G G 1 6 ] . A d i s a d v a n t a g e o f u s i n g n e u r a l n e t w o r k s f o r B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n i s

t h a t n e u r a l n e t w o r k s a s a m o d e l c l a s s a r e t y p i c a l l y “ d a t a h u n g r y ” . O f t e n , i n

B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n , t h e g o a l i s t o c o n v e r g e q u i c k l y w i t h a s f e w i t e r a t i o n s

a s p o s s i b l e . I t i s , t h e r e f o r e , r a r e l y t h e c a s e t h a t t h e r e i s e n o u g h d a t a t o u s e a

B a y e s i a n n e u r a l n e t w o r k .

I n c a s e t h e r e i s a g o o d a m o u n t o f d a t a a v a i l a b l e , n e u r a l n e t w o r k s a r e o f t e n a b l e

t o m o d e l h i g h - d i m e n s i o n a l d a t a w e l l . I n s t e a d o f g o i n g f o r a B a y e s i a n n e u r a l

n e t w o r k , i t i s p o s s i b l e t o u s e n e u r a l n e t w o r k s o n l y a s f e a t u r e e x t r a c t o r s f o r a

G a u s s i a n p r o c e s s [ C a l + 1 6 ; W i l + 1 6 ] .

3.2.2.1. Gaussian processes

T h e m o d e l c l a s s m o s t o f t e n u s e d a s a s u r r o g a t e m o d e l f o r B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n

a r e G a u s s i a n p r o c e s s e s . I t i s a p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o v e r f u n c t i o n s 𝑓∶ 𝛩 → ℝ,

a n d t h e r e f o r e n a t u r a l l y a b l e t o r e p r e s e n t e p i s t e m i c u n c e r t a i n t y . F o r m a l l y , w e

d e fi n e t h e G a u s s i a n p r o c e s s a s f o l l o w s :

𝑝(𝑓 ) = 𝒢𝒫(𝑓 ; 𝜇, 𝐾)

w h e r e 𝜇∶ 𝛩 → ℝ i s a m e a n f u n c t i o n a n d 𝐾∶ 𝛩 × 𝛩 → ℝ i s a c o v a r i a n c e f u n c t i o n . m e a n f u n c t i o n

c o v a r i a n c e f u n c t i o nT h e l a t t e r i s a l s o o f t e n c a l l e d k e r n e l f u n c t i o n . W h i l e i t i s i n t u i t i v e l y c l e a r w h a t

k e r n e l f u n c t i o n
t h e m e a n f u n c t i o n i s d o i n g , i t m a y b e l e s s c l e a r w h a t t h e c o v a r i a n c e f u n c t i o n

i s a c c o m p l i s h i n g . R o u g h l y s p e a k i n g , t h e c o v a r i a n c e f u n c t i o n i s a m e a s u r e o f

s i m i l a r i t y . C o n s i d e r , f o r i n s t a n c e , F i g u r e 3 . 8 , w h e r e w e c a n s e e t h e b e h a v i o r

o f a t y p i c a l c o v a r i a n c e f u n c t i o n . T h e c o v a r i a n c e f u n c t i o n 𝐾 i s m a x i m a l w h e n

t h e p o i n t s 𝜽𝑖 a n d 𝜽𝑗 a r e e q u a l . I f w e i n c r e a s e t h e d i s t a n c e b e t w e e n t h e m , t h e

c o v a r i a n c e q u i c k l y d e c a y s t o 0 .

|𝜽𝑖 − 𝜽𝑗 |

𝐾

0
Figure 3.8.: A c o v a r i a n c e f u n c t i o n d e t e r -

m i n e s h o w “ s i m i l a r ” n e a r b y p o i n t s a r e .

T h i s i s a v e r y s i m p l i s t i c v i e w , h o w e v e r , s i n c e t h e c o v a r i a n c e f u n c t i o n o f a

G a u s s i a n p r o c e s s ( G P ) e n c o d e s m a n y i m p o r t a n t p r o p e r t i e s o f t h e f u n c t i o n s p a c e ,

e . g . , s m o o t h n e s s , c o n t i n u i t y , d i f f e r e n t i a b i l i t y , p e r i o d i c i t y a n d s t a t i o n a r i t y , t o

n a m e a f e w . T h e c h o i c e o f t h e c o r r e c t c o v a r i a n c e f u n c t i o n i s , t h e r e f o r e , t h e

m o s t i m p o r t a n t s t e p w h e n u s i n g G P s . N e v e r t h e l e s s , w h e n a p p l i e d a s a s u r r o g a t e

m o d e l i n a B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n s e t u p , o n e c a n t y p i c a l l y u s e o f f - t h e - s h e l f

c o v a r i a n c e f u n c t i o n s l i k e t h e M a t é r n c o v a r i a n c e f u n c t i o n [ M a t 6 0 ] , a s a s a f e

d e f a u l t c h o i c e .

A s i m p l e o n e - d i m e n s i o n a l G P i s s h o w n i n F i g u r e 3 . 9 . T h e r e a r e 5 o b s e r v a t i o n s

o f o u r t a r g e t f u n c t i o n 𝑓, w h i c h w e k n o w t o b e n o i s e - f r e e . A s a G P i s a
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p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o v e r f u n c t i o n s , i t i s c o m m o n t o d e p i c t i t b y p l o t t i n g

f u n c t i o n s s a m p l e d f r o m i t ( s e e t h e t o p r o w o f F i g u r e 3 . 9 ) . A n o t h e r c o m m o n

m e t h o d f o r v i s u a l i z i n g G P s i s t o p l o t t h e m e a n p r o c e s s 𝜇𝒟 a n d s o m e q u a n t i l e

o f t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n ( s e e t h e b o t t o m r o w o f F i g u r e 3 . 9 ) . T h i s i s p o s s i b l e ,

s i n c e f o r e a c h s i n g l e p o i n t 𝜽 ∈ 𝛩, t h e m a r g i n a l d i s t r i b u t i o n o f t h e G P i s s i m p l y a

u n i v a r i a t e G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n 𝒩(𝜇(𝜽), 𝐾(𝜽, 𝜽)). W e d e p i c t t h e m e a n p r o c e s s

𝜇 a s t h e c e n t r a l b l u e l i n e w h i l e w e v i s u a l i z e t h e 99.9 % c r e d i b l e i n t e r v a l o f t h e

r e s u l t i n g G a u s s i a n i n e a c h p o i n t a s t h e s h a d e d b l u e r e g i o n . W e s e e t h a t t h e

u n c e r t a i n t y p r e d i c t e d b y t h e G P a t t h e o b s e r v e d p o i n t s i s 0 , a s w e e x p e c t . T h e

p r e d i c t e d u n c e r t a i n t y i s t h e n i n c r e a s i n g s m o o t h l y t h e f u r t h e r w e m o v e a w a y

f r o m t h e o b s e r v a t i o n s .

𝑓

𝑓

𝜃
Figure 3.9.: A G P fi t t e d t o 5 o b s e r v a t i o n s .

T o p r o w : 5 0 f u n c t i o n s s a m p l e d f r o m t h e G P

p o s t e r i o r . B o t t o m r o w : M e a n a n d 99.9 % p r o -

c e s s o f t h e G P .

I n o r d e r t o u s e G P s i n a B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n s e t t i n g , w e n e e d t o s p e c i f y a

s u i t a b l e p r i o r G P , i . e . , a p r i o r m e a n f u n c t i o n 𝜇 a n d a p r i o r c o v a r i a n c e f u n c t i o n

𝐾. S i n c e t h e m e a n f u n c t i o n o n l y h a s a n e f f e c t o n r e g i o n s f a r a w a y f r o m

d a t a p o i n t s , a n d o n e w a n t s t o a v o i d b i a s i n g t h e m o d e l , o n e t y p i c a l l y a d o p t s a

c o n s t a n t m e a n f u n c t i o n . T h e p r i o r c o v a r i a n c e f u n c t i o n , a s m e n t i o n e d a b o v e ,

i s u s u a l l y s e t t o a M a t é r n c o v a r i a n c e f u n c t i o n , u n l e s s m o r e p r i o r k n o w l e d g e

i s a v a i l a b l e . C o v a r i a n c e f u n c t i o n s c a n b e c o m b i n e d i n v a r i o u s w a y s , w h i c h

a l l o w s a p r a c t i t i o n e r t o a c c u r a t e l y r e p r e s e n t t h e i r a s s u m p t i o n s a b o u t p o s s i b l e

f u n c t i o n s . S i n c e t h i s i s u s u a l l y n o t e m p l o y e d f o r B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n , w e

w i l l n o t g o i n t o d e t a i l s h e r e a n d r e f e r t h e i n t e r e s t e d r e a d e r t o t h e b o o k b y

R a s m u s s e n a n d W i l l i a m s [ R W 0 6 ] .

[ R W 0 6 ] : R a s m u s s e n e t a l . ( 2 0 0 6 ) , G a u s s i a n

P r o c e s s e s f o r M a c h i n e L e a r n i n g

E q u i p p e d w i t h t h e p r i o r G P 𝑝(𝑓 ), w e c a n u s e i t t o s p e c i f y t h e p o s t e r i o r d i s t r i -

b u t i o n o v e r f u n c t i o n s 𝑝(𝑓 ∣ 𝒟). B e f o r e d o i n g s o , i t i s c o m m o n t o e x p r e s s t h e

p r i o r p r o c e s s o n a s e t o f a r b i t r a r y p o i n t s 𝜣 w i t h c o r r e s p o n d i n g o b s e r v a t i o n s 𝝓.
T h e r e s u l t i n g d i s t r i b u t i o n w e d e n o t e b y 𝑝(𝝓 ∣ 𝜣). W i t h t h a t , t h e p o s t e r i o r

d i s t r i b u t i o n i s d e fi n e d b y :

𝑝(𝑓 ∣ 𝒟) = ∫𝑝(𝑓 ∣ 𝜣, 𝝓) 𝑝(𝝓 ∣ 𝒟) 𝑑𝝓 .

H e r e 𝑝(𝝓 ∣ 𝒟) ∝ 𝑝(𝝓 ∣ 𝜣) 𝑝(𝒚 ∣ 𝜣, 𝝓) i s t h e p o s t e r i o r d i s t r i b u t i o n o f t h e

f u n c t i o n v a l u e s . T h e t e r m 𝑝(𝒚 ∣ 𝜣, 𝝓) i s a s i m p l e G a u s s i a n l i k e l i h o o d . I t i s a l s o

c o m m o n t o d e n o t e t h e p o s t e r i o r G P b y 𝒢𝒫(𝑓 ; 𝜇𝒟, 𝐾𝒟) w i t h

𝜇𝒟(𝜽) ≔ 𝜇(𝜽) + 𝐾(𝜽, 𝜣)𝐾(𝜣, 𝜣)−1(𝝓 − 𝝁), a n d

𝐾𝒟(𝜽, 𝜽′) ≔ 𝐾(𝜽, 𝜽′) − 𝐾(𝜽, 𝜣)𝐾(𝜣, 𝜣)−1𝐾(𝜣, 𝜽′)

I n p r a c t i c e , o n e a v o i d s c o m p u t i n g t h e m a t r i x i n v e r s e f o r n u m e r i c a l r e a s o n s

a n d i n s t e a d a C h o l e s k y d e c o m p o s i t i o n i s e m p l o y e d . F u r t h e r m o r e , w e d i d n o t

y e t m e n t i o n t h e h y p e r p a r a m e t e r s o f t h e p r i o r c o v a r i a n c e f u n c t i o n , w h i c h n e e d

t o b e i n f e r r e d o r m a r g i n a l i z e d o u t . W e w i l l n o t g o i n t o f u r t h e r d e t a i l h e r e ,

b u t i n p r a c t i c e , o n e t y p i c a l l y u s e s m a x i m u m a p o s t e r i o r i i n f e r e n c e o r “ e x a c t ”

i n f e r e n c e u s i n g M a r k o v c h a i n M o n t e C a r l o ( M C M C ) m e t h o d s [ G a r 2 3 ] .

W i t h t h a t , w e h a v e a c o m p l e t e p r o b a b i l i s t i c m o d e l o f t h e f u n c t i o n s p a c e ,

w h i c h w e c a n u s e t o m a k e p r e d i c t i o n s a n d c o m p u t e t h e u n c e r t a i n t y o f t h e s e

p r e d i c t i o n s . W h a t r e m a i n s i s t o d e fi n e a f u n c t i o n t h a t t e l l s u s w h i c h p o i n t s a r e

m o s t u s e f u l t o e v a l u a t e t o a c h i e v e o u r o v e r a l l g o a l o f m i n i m i z i n g t h e s i m p l e

r e g r e t i n a s f e w i t e r a t i o n s a s p o s s i b l e .



3 . 2 . H y p e r p a r a m e t e r O p t i m i z a t i o n 5 5

3.2.3. Bayesian Optimization using Acquisition Functions

B e i n g a b l e t o m o d e l t h e u n c e r t a i n t y o f t h e p e r f o r m a n c e w i t h r e s p e c t t o t h e

h y p e r p a r a m e t e r s i s o n e i m p o r t a n t c o m p o n e n t o f e m p l o y i n g B a y e s i a n o p t i m i z a -

t i o n . T h e n e x t q u e s t i o n i s h o w n e w p o i n t s s h o u l d b e s e l e c t e d i n s u c h a w a y

t h a t o n e c o n v e r g e s q u i c k l y , a n d r o b u s t l y , t o a g l o b a l o p t i m u m . W e w i l l d o s o

b y d e fi n i n g a s p e c i a l f u n c t i o n w h i c h m a p s p o i n t s i n t h e s p a c e t o r e a l - v a l u e d

s c o r e s . S i n c e t h e r e p e a t e d o p t i m i z a t i o n o f t h i s f u n c t i o n i s u s e d t o “ a c q u i r e ”

n e w p o i n t s , i t i s c a l l e d a n a c q u i s i t i o n f u n c t i o n . F o r m a l l y , i t h a s t h e s i g n a t u r e a c q u i s i t i o n f u n c t i o n

𝛼∶ 𝛩 → ℝ. W i t h n e w i n f o r m a t i o n , t h e a c q u i s i t i o n f u n c t i o n s h o u l d c h a n g e a s

w e l l , w h i c h i s w h y o n e u s u a l l y i n c o r p o r a t e s t h e c u r r e n t d a t a s e t 𝒟 a s c o n t e x t

s u c h t h a t 𝛼(⋅;𝒟) d e n o t e s a n a c q u i s i t i o n f u n c t i o n a d a p t e d t o d a t a 𝒟. O n e c o u l d

r i g h t f u l l y a r g u e t h a t t h e a c q u i s i t i o n f u n c t i o n s h o u l d a l s o t a k e t h e o p t i m i z a -

t i o n b u d g e t i n t o a c c o u n t , i . e . , t h e n u m b e r o f i t e r a t i o n s w e p l a n t o r u n o u r

h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n f o r . D o i n g s o , o n e a r r i v e s a t B e l l m a n ’ s p r i n c i p l e

o f o p t i m a l i t y [ B e l 5 5 ] , w h i c h s t a t e s t h a t a d e c i s i o n i n a c e r t a i n s i t u a t i o n s h o u l d

b e t a k e n a s i f f u t u r e d e c i s i o n s a r e t a k e n o p t i m a l l y . I n p r a c t i c e , i m p l e m e n t -

i n g t h e c o m p u t a t i o n o f o p t i m a l p o l i c i e s b e c o m e s i n t r a c t a b l e a l r e a d y f o r s m a l l

o p t i m i z a t i o n b u d g e t s . T h i s i s t h e r e a s o n w h y o n e - s t e p l o o k a h e a d a c q u i s i t i o n o n e - s t e p l o o k a h e a d

f u n c t i o n s h a v e b e c o m e t h e d e f a u l t i n o f f - t h e - s h e l f o p t i m i z a t i o n l i b r a r i e s .

I n t h e f o l l o w i n g , w e w i l l g o i n t o m o r e d e t a i l o n h o w a c q u i s i t i o n f u n c t i o n s

a r e u s u a l l y d e s i g n e d , a n d w h a t p o p u l a r i m p l e m e n t a t i o n s a r e . A p r i n c i p l e d a n d

w i d e l y u s e d m e t h o d o l o g y i s t o d e r i v e a c q u i s i t i o n f u n c t i o n s b a s e d o n d e c i s i o n d e c i s i o n t h e o r y

t h e o r y . H e r e , o n e s p e c i fi e s a u t i l i t y f u n c t i o n 𝑢(𝒟), w h i c h r o u g h l y c o m p u t e s

t h e v a l u e o f t h e i n f o r m a t i o n c o n t a i n e d w i t h i n t h e g i v e n d a t a s e t 𝒟 t o i n f o r m

s o m e d e c i s i o n . I n t h e c a s e o f o p t i m i z a t i o n , t h i s c o u l d , f o r e x a m p l e , b e t h e

v a l u e o f t h e e s t i m a t e d o p t i m u m i f o n e w e r e t o t e r m i n a t e i m m e d i a t e l y . T h e

c o r r e s p o n d i n g a c q u i s i t i o n f u n c t i o n i s t h e n c o m p u t e d a s t h e o n e - s t e p m a r g i n a l o n e - s t e p m a r g i n a l g a i n

g a i n :

𝛼(𝜽;𝒟) = 𝐸[𝑢 (𝒟 ∪ {(𝜽, 𝑦)}) | 𝜽,𝒟] − 𝑢(𝒟)

D i f f e r e n t u t i l i t y f u n c t i o n s r e s u l t i n q u a l i t a t i v e l y d i f f e r e n t a c q u i s i t i o n f u n c -

t i o n s .

A p a r t i c u l a r l y s i m p l e u t i l i t y f u n c t i o n i s t h e p o i n t m a x i m i z i n g t h e e x p e c t e d

v a l u e o f t h e s u r r o g a t e m o d e l :

𝑢(𝒟) = m a x

𝜃∈𝛩𝒟
𝜇𝒟(𝜃)

w h e r e 𝛩𝒟 i s t h e s e t o f p o i n t s o b s e r v e d s o f a r .
4

I n t h e c a s e o f n o i s e l e s s o b s e r v a - 4 : U s i n g t h e c o m p l e t e p a r a m e t e r s p a c e 𝛩
h e r e i s a c o m p l e t e l y v a l i d c h o i c e a n d y i e l d s

t h e k n o w l e d g e g r a d i e n t a c q u i s i t i o n f u n c t i o n .

t i o n s , t h e o n e - s t e p m a r g i n a l g a i n s i m p l i fi e s t o t h e f o l l o w i n g e x p r e s s i o n :

𝛼
E I
(𝜽;𝒟) = ∫ m a x (𝑦 − m a x {𝑦 ∈ 𝑌𝒟}, 0) 𝑝(𝑦 ∣ 𝜽,𝒟) 𝑑𝑦

I t i s c a l l e d t h e e x p e c t e d i m p r o v e m e n t a c q u i s i t i o n f u n c t i o n ( s e e F i g u r e 3 . 1 0 f o r a e x p e c t e d i m p r o v e m e n t

v i s u a l i z a t i o n ) . T h e p o t e n t i a l i m p r o v e m e n t a p o i n t c a n y i e l d i s i n fl u e n c e d b y

t h e e x p e c t e d p e r f o r m a n c e a t t h a t p o i n t a n d a l s o t h e u n c e r t a i n t y . T h a t w a y , i t

a c h i e v e s a t r a d e o f f b e t w e e n e x p l o i t a t i o n a n d e x p l o r a t i o n .

A n o t h e r i m p o r t a n t f a m i l y o f a c q u i s i t i o n f u n c t i o n s i s b a s e d o n i n f o r m a t i o n -

t h e o r e t i c c o n c e p t s . O u r g o a l i n t h e e n d i s t o fi n d t h e o p t i m a l p o i n t i n p a r a m e t e r

s p a c e 𝜽∗ . T h e l o c a t i o n o f t h i s p o i n t i s u n c e r t a i n , w h i c h i s w h y w e c a n t r e a t
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𝛼EI(𝜽)

𝛼MES(𝜽)

Figure 3.10.: B e h a v i o r o f d i f f e r e n t a c q u i s i t i o n f u n c t i o n s . F i r s t r o w : G a u s s i a n p r o c e s s a f t e r 7 o b s e r v a t i o n s . S e c o n d r o w : E x p e c t e d i m p r o v e m e n t . L a s t

r o w : M i n - v a l u e e n t r o p y s e a r c h .

𝜽∗ a s a r a n d o m v a r i a b l e w h o s e d e n s i t y c o n c e n t r a t e s a r o u n d t h e t r u e o p t i m u m

w i t h m o r e a n d m o r e o b s e r v a t i o n s . I t i s t h e n n a t u r a l t o a s k w h i c h p o i n t s s h o u l d

b e s a m p l e d s u c h t h a t t h i s u n c e r t a i n t y i s r e d u c e d a s q u i c k l y a s p o s s i b l e . W h a t

w e a r e l o o k i n g f o r i s m a x i m i z i n g t h e m u t u a l i n f o r m a t i o n 𝐼 (𝑦 ; 𝜽∗ ∣ 𝜽 ,𝒟) o f t h em u t u a l i n f o r m a t i o n

v a l u e 𝑦 a t o u r q u e r y p o i n t 𝜽 w i t h t h e l o c a t i o n o f t h e g l o b a l o p t i m u m 𝜽∗ . T h i s

l e a d s t o a n a c q u i s i t i o n f u n c t i o n a l s o c a l l e d p r e d i c t i v e e n t r o p y s e a r c h [ H H G 1 4 ] .

T h e f u n c t i o n i s d i ffi c u l t t o e v a l u a t e , w h i c h i s w h y , i n p r a c t i c e , a p p r o x i m a t e

s o l u t i o n s a r e u s e d t o c o m p u t e t h e m u t u a l i n f o r m a t i o n .

A n a l t e r n a t i v e a p p r o a c h i s t o i n s t e a d c o m p u t e t h e m u t u a l i n f o r m a t i o n 𝐼 (𝑦 ; 𝑦∗ ∣
𝜽 ,𝒟) o f t h e v a l u e 𝑦 a t o u r q u e r y p o i n t 𝜽 w i t h t h e v a l u e 𝑦∗ o f t h e g l o b a l o p t i m u m

𝜽∗ . T h i s r e s u l t s i n t h e m a x - v a l u e e n t r o p y s e a r c h a c q u i s i t i o n f u n c t i o n 𝛼
M E S

.m a x - v a l u e e n t r o p y s e a r c h

B o t h e x p e c t e d i m p r o v e m e n t a n d m a x - v a l u e e n t r o p y s e a r c h a r e c o m p a r e d i n

F i g u r e 3 . 1 0 . T h e t o p r o w s h o w s 7 o b s e r v a t i o n s o f a n u n k n o w n o n e - d i m e n s i o n a l

f u n c t i o n a n d a G a u s s i a n p r o c e s s a s a s u r r o g a t e m o d e l f o r t h e o p t i m i z a t i o n . A s i s

a p p a r e n t , e x p e c t e d i m p r o v e m e n t f a v o r s p o i n t s c l o s e r t o e x i s t i n g o b s e r v a t i o n s ,

s i n c e t h e s e p o i n t s a r e m o r e l i k e l y t o y i e l d a n i m m e d i a t e i m p r o v e m e n t . M a x -

v a l u e e n t r o p y s e a r c h i n s t e a d p r e f e r s p o i n t s f a r t h e r a w a y f r o m e x i s t i n g p o i n t s

w h e r e i t c a n r e d u c e t h e u n c e r t a i n t y i n t h e e s t i m a t e o f t h e o p t i m u m v a l u e 𝑦∗

t h e m o s t .

D u e t o i t s r o b u s t n e s s a n d g o o d p e r f o r m a n c e , w e w i l l u s e m a x - v a l u e e n t r o p y

s e a r c h a s t h e a c q u i s i t i o n f u n c t i o n i n o u r e x p e r i m e n t s . I n t h e n e x t s e c t i o n , w e

w i l l g i v e a n o v e r v i e w o f t h e m a i n m o d e l c l a s s t h a t i s u s e d t o i n s t a n t i a t e t h e

m o d e l s d e v e l o p e d i n t h i s t h e s i s , n a m e l y n e u r a l n e t w o r k s .

3.3. Neural Networks and Inductive Biases

T h e p e r v a s i v e i n fl u e n c e o f n e u r a l n e t w o r k s i n t h e fi e l d o f m a c h i n e l e a r n i n g

i s w e l l - d o c u m e n t e d [ L B H 1 5 ] . T h e i r a d a p t a b i l i t y a c r o s s v a r i o u s d o m a i n s ,

c o u p l e d w i t h t h e i r r o b u s t p e r f o r m a n c e a n d t h e c o m p r e h e n s i v e e c o s y s t e m o f

s u p p o r t i n g l i b r a r i e s , h a s e s t a b l i s h e d t h e m a s t h e p r e f e r r e d s o l u t i o n f o r a d d r e s s -

i n g n o v e l l e a r n i n g c h a l l e n g e s [ P a s + 1 9 ] . W e w i l l m a k e u s e o f v a r i o u s n e u r a l

n e t w o r k s o v e r t h e c o u r s e o f t h i s t h e s i s , w h i c h i s w h y w e w i l l e x p l a i n t h e

i m p o r t a n t n o t i o n s h e r e . T h e e x c e l l e n t b o o k b y G o o d f e l l o w e t a l . [ G B C 1 6 ][ G B C 1 6 ] : G o o d f e l l o w e t a l . ( 2 0 1 6 ) , D e e p

L e a r n i n g w i l l b e u s e d a s a r e f e r e n c e t h r o u g h o u t t h i s s e c t i o n .
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3.3.1. From Linear Models to Deep Learning

N e u r a l n e t w o r k s a s a m o d e l c l a s s a r e h i g h l y c o m p o s i t e m o d e l s . I t i s , t h e r e f o r e ,

u s e f u l t o fi r s t l o o k a t t h e s i m p l e s t c o n s t i t u e n t , t h e l i n e a r m o d e l . A s b e f o r e ,

a s s u m e t h a t w e h a v e a s u p e r v i s e d l e a r n i n g p r o b l e m w h e r e 𝒳 i s t h e i n s t a n c e

s p a c e a n d 𝒴 ⊆ ℝ t h e c o r r e s p o n d i n g o u t p u t s p a c e . A l i n e a r m o d e l ℎ(𝒙) = 𝒘T𝒙
i s p a r a m e t r i z e d b y a w e i g h t v e c t o r 𝒘, w h i c h i s m u l t i p l i e d w i t h a n i n s t a n c e 𝒙
t o p r o d u c e a n o u t p u t . A u g m e n t i n g t h e m o d e l b y i n c l u d i n g a b i a s t e r m 𝑏 i s

c o m m o n a n d r e s u l t s i n a n a ffi n e m o d e l o f t h e f o r m ℎ(𝒙) = 𝒘T𝒙 + 𝑏. A l t h o u g h

l i n e a r m o d e l s a r e v e r y u s e f u l i n m a n y a p p l i c a t i o n s , t h e e x p r e s s i v e p o w e r i s

v e r y l i m i t e d .

A c o m m o n w a y t o a l l o w l i n e a r m o d e l s t o l e a r n n o n l i n e a r f u n c t i o n s i s t o

t r a n s f o r m t h e i n s t a n c e s u s i n g a n o n l i n e a r f u n c t i o n 𝜙(𝒙) s u c h t h a t ℎ(𝒙) =
𝒘T𝜙(𝒙) + 𝑏. H i s t o r i c a l l y , t h e f u n c t i o n 𝜙 w a s c o n s t r u c t e d m a n u a l l y b y d o m a i n

e x p e r t s . I t i s n a t u r a l t o a s k w h e t h e r 𝜙 c a n i n s t e a d b e l e a r n e d f r o m d a t a a s

w e l l . T h i s i s t h e a p p r o a c h t a k e n b y n e u r a l n e t w o r k s , w h e r e h i d d e n l a y e r s a r e h i d d e n l a y e r s

i n t r o d u c e d t o a c t a s f e a t u r e e x t r a c t o r s f o r s u b s e q u e n t l a y e r s . T h e s e h i d d e n l a y e r s

c a n b e , b a r r i n g p r a c t i c a l l i m i t a t i o n s , m a d e a r b i t r a r i l y w i d e o r s t a c k e d a r b i t r a r i l y

d e e p t o a l l o w r e p r e s e n t i n g h i g h l y n o n l i n e a r f u n c t i o n s [ H S W 8 9 ; L u + 1 7 ] .

A h i d d e n l a y e r i t s e l f c o n s i s t s o f o n e o r m o r e h i d d e n u n i t s , e a c h b e i n g a n a ffi n e h i d d e n u n i t s

f u n c t i o n t o w h i c h a n a c t i v a t i o n f u n c t i o n 𝑔∶ ℝ → ℝ i s a p p l i e d . U s i n g l i n e a r

a l g e b r a , w e c a n r e p r e s e n t a h i d d e n l a y e r s u c c i n c t l y b y

𝒉 = 𝑔(𝑊T𝒙 + 𝒄) .

T h a t 𝑔 i s n o n l i n e a r i s i m p o r t a n t b e c a u s e s t a c k i n g a r b i t r a r y a m o u n t s o f a ffi n e

f u n c t i o n s i s e q u i v a l e n t t o a s i n g l e a ffi n e t r a n s f o r m a t i o n . N o t e t h a t 𝑔 i t s e l f d o e s

n o t h a v e p a r a m e t e r s a n d i s n o t ( u s u a l l y ) a d a p t e d t o t h e d a t a a t h a n d . 0
𝑥

Figure 3.11.: T h e r e c t i fi e d l i n e a r a c t i v a -

t i o n f u n c t i o n c o m m o n l y u s e d i n n e u r a l n e t -

w o r k s .

T h e r e a r e a p l e t h o r a o f a c t i v a t i o n s a p r a c t i t i o n e r c a n u s e , e a c h w i t h t h e i r o w n

p r o p e r t i e s . T h e m o s t c o m m o n l y u s e d a c t i v a t i o n f u n c t i o n i s t h e R e L U ( s e e

F i g u r e 3 . 1 1 f o r a v i s u a l i z a t i o n ) , d e fi n e d b y t h e s i m p l e f u n c t i o n 𝑔(𝑥) = m a x {𝑥, 0}
[ G B B 1 1 ] . A l t h o u g h i t a p p e a r s t h a t n o t m u c h i s g a i n e d b y i n t r o d u c i n g a “ k i n k ”

i n t o a l i n e a r f u n c t i o n , i t t u r n s o u t t h a t c o m p o s i n g s e v e r a l R e L U s a l l o w s u s t o

m o d e l n o n l i n e a r f u n c t i o n s . C o n s i d e r t h e f u n c t i o n s h o w n i n F i g u r e 3 . 1 2 . I t i s

t h e r e s u l t o f a s m a l l n e u r a l n e t w o r k c o n s i s t i n g o f 5 h i d d e n u n i t s , e a c h o f w h i c h

u s e s t h e R e L U a c t i v a t i o n f u n c t i o n . A s w e c a n s e e , t h e r e s u l t i n g f u n c t i o n i s

m o r e c o m p l i c a t e d t h a n i t s c o n s t i t u e n t p a r t s .

0
𝑥

Figure 3.12.: A s i m p l e n e u r a l n e t w o r k c o n -

s i s t i n g o f 5 h i d d e n u n i t s u s i n g R e L U a c t i v a -

t i o n .

T h e r e f o r e , w e c a n s e e h o w n e u r a l n e t w o r k s a r e a b l e t o m o d e l c o m p l e x f u n c -

t i o n s b y d e c o m p o s i n g t h e m i n t o s i m p l e r p a r t s . I n t h e n e x t s e c t i o n , w e w i l l

d i s c u s s h o w n e u r a l n e t w o r k s a r e u s u a l l y t r a i n e d , w h i c h m a y s e e m l i k e a d a u n t -

i n g t a s k a t fi r s t , g i v e n t h e i r c o m p o s i t i o n a l n a t u r e .

3.3.2. Training Neural Networks

N o w t h a t w e h a v e i n t r o d u c e d n e u r a l n e t w o r k s , w e m a y w o n d e r h o w s u c h a

m o d e l c a n b e t r a i n e d . F o r l i n e a r m o d e l s , i t i s p o s s i b l e t o d e r i v e t h e e m p i r i c a l

l o s s m i n i m i z e r i n a c l o s e d f o r m . T h i s i s , i n g e n e r a l , n o t p o s s i b l e f o r n e u r a l e m p i r i c a l l o s s m i n i m i z e r : P a g e 4 3

n e t w o r k s . A d d i t i o n a l l y , t h e l o s s l a n d s c a p e o f n e u r a l n e t w o r k s i s n o n c o n v e x ,

w h i c h m a k e s t h e m h a r d t o o p t i m i z e . I t i s f o r t h i s r e a s o n , t h a t s t o c h a s t i c g r a d i e n t
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d e s c e n t ( S G D ) i s u s e d t o o p t i m i z e t h e p a r a m e t e r s o f n e u r a l n e t w o r k s . L e t( s t o c h a s t i c ) g r a d i e n t d e s c e n t

𝒥∶ 𝑊 → ℝ b e a f u n c t i o n m a p p i n g f r o m p a r a m e t e r v e c t o r s t o l o s s v a l u e s ,

r e p r e s e n t i n g o u r o b j e c t i v e t o b e m i n i m i z e d . T h e i d e a o f g r a d i e n t d e s c e n t i s

t h e n t o u p d a t e w e i g h t s i t e r a t i v e l y u s i n g t h e u p d a t e f o r m u l a

𝒘𝑡+1 = 𝒘𝑡 − 𝜂∇𝒥(𝒘𝑡) ,

w h e r e 𝜂 i s a c o n s t a n t c a l l e d t h e l e a r n i n g r a t e . I n o r d e r t o e v a l u a t e ∇𝒥(𝒘), w e

n e e d t o c o m p u t e t h e c o n t r i b u t i o n o f e a c h w e i g h t t o t h e fi n a l l o s s v a l u e . S i n c e

n e u r a l n e t w o r k s a r e c o m p o s i t e m o d e l s , w h i c h c a n b e s e v e r a l l a y e r s d e e p , i t i s

n o t i m m e d i a t e l y c l e a r h o w w e c a n c o m p u t e t h e a p p r o p r i a t e p a r t i a l d e r i v a t i v e

w i t h r e s p e c t t o e a c h w e i g h t . T h a n k f u l l y , i t i s p o s s i b l e t o p r o p a g a t e t h e l o s s v a l u e

u s i n g t h e c h a i n r u l e o f d e r i v a t i v e s b a c k t h r o u g h t h e n e t w o r k i n a s t e p - b y - s t e p

f a s h i o n .

W e b e g i n b y s t a t i n g t h e c h a i n r u l e f o r t h e s c a l a r c a s e . A s s u m e t h a t 𝑥 ∈ ℝ,

𝑦 = 𝑔(𝑥) a n d 𝑧 = 𝑓 (𝑔(𝑥)), t h e n t h e c h a i n r u l e i s

𝑑𝑧
𝑑𝑥

= 𝑑𝑧
𝑑𝑦

𝑑𝑦
𝑑𝑥

.

A s a n i l l u s t r a t i v e e x a m p l e , s u p p o s e w e h a v e a s i m p l e m o d e l o f t h e f o r m ̂𝑦 =
𝜎(𝑤𝑥 + 𝑏) w i t h 𝜎(𝑥) = l o g (1 + e x p (𝑥)) b e i n g t h e a c t i v a t i o n f u n c t i o n , a n d t h e

s q u a r e d e r r o r b e i n g t h e l o s s f u n c t i o n . T h u s , i f o u r t r u e o b s e r v a t i o n i s 𝑥, t h e n
𝒥(𝑤) = ( ̂𝑦 − 𝑦)2 a n d o u r g o a l c o u l d b e t o c a l c u l a t e

𝑑𝒥(𝑤)
𝑑𝑤 . T h e r e a r e s e v e r a l

f u n c t i o n s f o r w h i c h w e n e e d t o u s e t h e c h a i n r u l e . T h e c o m p l e t e c h a i n w i l l

l o o k a s f o l l o w s :

𝑑𝒥(𝑤)
𝑑𝑤

= 𝑑𝒥(𝑤)
𝑑 ̂𝑦

𝑑 ̂𝑦
𝑑𝑧

𝑑𝑧
𝑑𝑤

( 3 . 5 )

w i t h 𝑧 = 𝑤𝑥 + 𝑏 h e r e . W e c a n t h e n d e t e r m i n e a l l d e r i v a t i v e s s e p a r a t e l y a s

f o l l o w s :

𝑑𝒥(𝑤)
𝑑 ̂𝑦

= 2( ̂𝑦 − 𝑦) 𝑑 ̂𝑦
𝑑𝑧

= 1
1 + e x p (−𝑧)

𝑑𝑧
𝑑𝑤

= 𝑥 .

I n s e r t i n g i n t o ( 3 . 5 ) , w e g e t

𝑑𝒥(𝑤)
𝑑𝑤

= 2𝑥( ̂𝑦 − 𝑦)
1 + e x p (−𝑧)

= 2𝑥(𝜎(𝑤𝑥 + 𝑏) − 𝑦)
1 + e x p (−𝑤𝑥 − 𝑏)

. ( 3 . 6 )

0 10 20
𝑤

−10

0

10

𝑑ℐ
(𝑤

)/
𝑑𝑤

Figure 3.13.: B e h a v i o r o f t h e p a r t i a l d e r i v a -

t i v e o f t h e e x a m p l e f o r 𝑥 = 1, 𝑦 = 10 a n d

𝑏 = −5.

I n F i g u r e 3 . 1 3 w e p l o t ( 3 . 6 ) f o r a g i v e n p a i r (𝑥, 𝑦) = (1, 10) a n d 𝑏 fi x e d t o

−5. W e c a n s e e t h a t t h e d e r i v a t i v e i s n e g a t i v e f o r 𝑤 < 15 a n d p o s i t i v e f o r

𝑤 > 15. A g r a d i e n t d e s c e n t a l g o r i t h m w o u l d , t h e r e f o r e , i n c r e a s e t h e w e i g h t 𝑤
i n t h e f o r m e r c a s e , w h i l e d e c r e a s i n g i t i n t h e l a t t e r . N o t e h o w t h e m a g n i t u d e

o f t h e d e r i v a t i v e d e c r e a s e s t o w a r d s 𝑤 = 0 a n d c l o s e t o t h e o p t i m u m 𝑤 =
15. T h e i n i t i a l v a l u e o f 𝑤 d i c t a t e s t h e s p e e d o f c o n v e r g e n c e t o w a r d s t h e

o p t i m u m , w h i c h i s o n e r e a s o n w h y i n i t i a l i z a t i o n i s a n i m p o r t a n t t o p i c i n

d e e p l e a r n i n g [ N B S 2 2 ] .

W e h a v e s e e n t h a t w e c a n c a l c u l a t e p a r t i a l d e r i v a t i v e s f o r e a c h w e i g h t i n a

m o d e l u s i n g t h e c h a i n r u l e . D o i n g t h i s c o m p u t a t i o n d i r e c t l y c a n l e a d t o t h e

r e p e a t e d c o m p u t a t i o n o f m a n y t e r m s , w h i c h i s v e r y i n e ffi c i e n t . A p p r o a c h e s

t h a t s o l v e t h i s c o m p u t a t i o n p r o b l e m m o r e e ffi c i e n t l y a r e s u b s u m e d u n d e r
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t h e t e r m a u t o m a t i c d i f f e r e n t i a t i o n [ B a y + 1 8 ] . T h e w i d e l y u s e d b a c k p r o p a g a t i o n a u t o m a t i c d i f f e r e n t i a t i o n

b a c k p r o p a g a t i o na l g o r i t h m i n d e e p l e a r n i n g i s a s p e c i a l c a s e o f w h a t i s c a l l e d r e v e r s e a c c u m u l a t i o n

[ G r i 1 2 ] . F o r m o s t n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s a n d l o s s f u n c t i o n s e n c o u n t e r e d

i n p r a c t i c e , b a c k p r o p a g a t i o n i n c u r s a c o m p u t a t i o n c o s t o f 𝒪(𝑛), w h e r e 𝑛 i s t h e

n u m b e r o f n o d e s i n t h e c o m p u t a t i o n g r a p h o f t h e n e u r a l n e t w o r k .

S o f a r , w e h a v e t a l k e d a b o u t g r a d i e n t d e s c e n t a n d h o w t o c o m p u t e t h e g r a d i e n t

i n t h e fi r s t p l a c e . I n p r a c t i c e , t h e d a t a s e t s u s u a l l y a r e t o o l a r g e t h a t t h e c o m p l e t e

g r a d i e n t c a n b e c o m p u t e d e ffi c i e n t l y . S G D s o l v e s t h i s i s s u e b y r a n d o m l y

s a m p l i n g s u b s e t s o f i n s t a n c e s c a l l e d m i n i b a t c h e s i n e a c h i t e r a t i o n a n d c o m p u t i n g

a n e s t i m a t e o f t h e g r a d i e n t b y a v e r a g i n g t h e g r a d i e n t s o n t h e s e s u b s e t s . F o r m a l l y

w e s a m p l e a b a t c h {(𝒙(1), 𝒚(1)), … , (𝒙(𝑚), 𝒚(𝑚))} ⊆ 𝒟 a n d t h e n c o m p u t e t h e

g r a d i e n t e s t i m a t e

𝑔̂ = 1
𝑚
∇𝒘

𝑚
∑
𝑖=1

𝐿 (ℎ𝒘(𝒙(𝑖)), 𝒚(𝑖)) .

W i t h t h a t e s t i m a t e , w e c a n p e r f o r m t h e p a r a m e t e r u p d a t e a s b e f o r e : 𝒘𝑡+1 =
𝒘𝑡 − 𝜂𝑔̂. A n i m p o r t a n t i m p r o v e m e n t o f S G D , w h i c h a c c e l e r a t e s t h e c o n -

v e r g e n c e s p e e d , w a s t h e i n t r o d u c t i o n o f m o m e n t u m [ R H W 8 6 ] , w h e r e p a s t m o m e n t u m

g r a d i e n t s a r e i n c o r p o r a t e d a s a v e l o c i t y v e c t o r 𝒎 i n t o t h e g r a d i e n t c o m p u t a t i o n .

W e i n t r o d u c e a n e w p a r a m e t e r 𝛼 ∈ [0, 1) a n d u p d a t e t h i s v e l o c i t y v e c t o r a s

f o l l o w s

𝒎𝑡+1 = 𝛼𝒎𝑡 − 𝜂𝑔̂

a n d c h a n g e t h e u p d a t e f o r m u l a o f S G D t o 𝒘𝑡+1 = 𝒘𝑡 + 𝒎𝑡+1 . A v a r i a n t i s

N e s t e r o v m o m e n t u m [ N e s 8 3 ] , w h e r e t h e v e l o c i t y v e c t o r i s fi r s t a p p l i e d t o t h e

w e i g h t v e c t o r 𝒘, t h e n t h e g r a d i e n t 𝑔̂ i s c o m p u t e d u s i n g t h e u p d a t e d w e i g h t

v e c t o r a n d o n l y t h e n t h e v e l o c i t y v e c t o r a n d t h e w e i g h t v e c t o r s a r e f u l l y

u p d a t e d . T h i s c h a n g e i m p r o v e s t h e c o n v e r g e n c e s p e e d a n d s t a b i l i t y o f t h e

o p t i m i z a t i o n p r o c e s s [ N e s 8 3 ] .

A c o m m o n l y u s e d o p t i m i z e r i s c a l l e d a d a p t i v e m o m e n t e s t i m a t i o n ( A d a m ) , A d a m o p t i m i z e r

w h i c h c o m b i n e s t h e i d e a s o f s e v e r a l p r e v i o u s l y p r o p o s e d a p p r o a c h e s [ K B 1 5 ] .

S i m i l a r t o m o m e n t u m , i t t r a c k s a m o v i n g a v e r a g e o f t h e g r a d i e n t s 𝒎𝑡 ( fi r s t -

m o m e n t e s t i m a t e ) . I n a d d i t i o n , i t a l s o t r a c k s t h e s q u a r e s o f t h e g r a d i e n t u s i n g

a m o v i n g a v e r a g e 𝒗𝑡 ( s e c o n d r a w m o m e n t e s t i m a t e ) . S i n c e t h e s e e s t i m a t e s a r e

i n i t i a l i z e d t o z e r o , t h e y a r e b i a s e d d u r i n g t h e i n i t i a l i t e r a t i o n s , w h i c h i s w h y t h e

a u t h o r s e m p l o y b i a s c o r r e c t i o n t o a r r i v e a t 𝒎̂𝑡 a n d ̂𝒗𝑡 . T h e f u l l u p d a t e f o r m u l a s

a r e d e fi n e d a s f o l l o w s :

𝒎𝑡+1 = 𝛽1𝒎𝑡 + (1 − 𝛽1)𝑔̂ 𝒗𝑡+1 = 𝛽2𝒗𝑡 + (1 − 𝛽2)𝑔̂2

𝒎̂𝑡+1 =
𝒎𝑡+1

1 − 𝛽 𝑡+11
̂𝒗𝑡+1 =

𝒗𝑡+1
1 − 𝛽 𝑡+12

𝒘𝑡+1 = 𝒘𝑡 −
𝜂

√ ̂𝒗𝑡+1 + 𝜖
𝒎̂𝑡+1 .

D i v i d i n g t h e l e a r n i n g r a t e 𝜂 b y t h e s q u a r e r o o t o f ̂𝒗𝑡+1 e f f e c t i v e l y i m p l e m e n t s

d i f f e r e n t l e a r n i n g r a t e s f o r e a c h p a r a m e t e r i n 𝒘. A s m a l l c o n s t a n t 𝜖 i s a d d e d t o

i n c r e a s e n u m e r i c a l s t a b i l i t y .
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Table 3.1.: C o m m o n l e a r n i n g t a s k s a n d t h e i r t a s k - d e p e n d e n t l o s s e s .

L e a r n i n g t a s k T y p i c a l d o m a i n E x a m p l e a c t i v a t i o n E x a m p l e l o s s

R e g r e s s i o n ℝ 𝑠 = 𝑟 M S E : (𝑠 − 𝑦)2
B i n a r y c l a s s i fi c a t i o n [0, 1] 𝑠 = 1

1+e x p (𝑟) b i n a r y c r o s s - e n t r o p y : 𝑦 l o g 𝑠 + (1 − 𝑦) l o g (1 − 𝑠)
M u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n [0, 1]𝑘 𝑠𝑖 = 1

1+e x p (𝑟𝑖)
b i n a r y c r o s s - e n t r o p y : 𝑦𝑖 l o g 𝑠𝑖 + (1 − 𝑦𝑖) l o g (1 − 𝑠𝑖)

M u l t i - c l a s s c l a s s i fi c a t i o n 𝛥𝑘−1 𝑠𝑖 =
e x p (𝑟𝑖)

∑𝑘
𝑗=1 e x p (𝑟𝑗)

c a t e g o r i c a l c r o s s - e n t r o p y : − l o g 𝑠𝑦

R a n k i n g 𝒮𝑘 𝑠𝑖 = e x p (𝑟𝑖) P l a c k e t t - L u c e l o s s : ∑𝑘−1
𝑖=1 l o g (∑𝑘

𝑗=𝑖 e x p (𝑠𝑦−1(𝑗))) − 𝑠𝑦−1(𝑖)

3.3.3. Task-Dependent Losses

N e u r a l n e t w o r k s a r e a fl e x i b l e m o d e l c l a s s b e c a u s e t h e y c a n b e a p p l i e d t o a

v a r i e t y o f s e t t i n g s w i t h m i n i m a l c h a n g e s t o t h e o v e r a l l a r c h i t e c t u r e . W e w i l l

m a k e u s e o f t h i s p r o p e r t y i n t h i s t h e s i s a s w e l l , w h e r e w e a p p l y n e u r a l n e t w o r k s

i n t h e r e a l m o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g . T h e m a i n m e t h o d o l o g y i s t o l e t t h e l a s t

l a y e r o f t h e n e u r a l n e t w o r k o u t p u t o n e o r m o r e r e a l - v a l u e d s c o r e s 𝑟 ∈ ℝ f o r

a g i v e n i n s t a n c e . A n a c t i v a t i o n f u n c t i o n t h e n t r a n s f o r m s t h e s e s c o r e s i n t o a

r a n g e s u i t a b l e f o r t h e t a s k , e . g . , i n t h e c a s e o f b i n a r y c l a s s i fi c a t i o n , w e c o u l d

o u t p u t a v a l u e 𝑠 i n t h e r a n g e [0, 1]. F i n a l l y , a l o s s f u n c t i o n 𝐿 i s d e fi n e d , w h i c h

r e l a t e s t h e t r a n s f o r m e d s c o r e s t o t h e o b s e r v e d t a r g e t s i n t h e d a t a .

I n T a b l e 3 . 1 , c o m m o n l e a r n i n g t a s k s a n d t h e i r c o r r e s p o n d i n g d o m a i n s a r e

l i s t e d . I n t h e c a s e o f r a n k i n g , 𝑦 r e p r e s e n t s a p e r m u t a t i o n w i t h 𝑦−1 b e i n g i t s

i n v e r s e , i . e . , 𝑦−1(𝑖) m a p s t h e i n d e x 𝑖 o f a n o b j e c t t o t h e c o r r e s p o n d i n g r a n k . A s

i s a p p a r e n t , w e c a n s o l v e m a n y d i f f e r e n t s e t t i n g s j u s t b y s l i g h t l y v a r y i n g t h e

a c t i v a t i o n f u n c t i o n o f t h e l a s t l a y e r a n d t h e l o s s f u n c t i o n . W h a t t h i s s i m p l i fi e d

v i e w g l o s s e s o v e r i s t h a t t h e i n s t a n c e s 𝒙 ∈ 𝒳 c a n a l s o c h a n g e d e p e n d i n g o n t h e

s e t t i n g .

A s a n e x a m p l e , c o n s i d e r t h e t a s k o f l e a r n i n g f r o m r a n k i n g s . I f w e a r e g i v e n

a n i n s t a n c e v e c t o r 𝒙 f o r w h i c h w e h a v e t o p r e d i c t a r a n k i n g o f a s e t o f l a b e l s ,

t h e n t h e s e t t i n g i s c a l l e d l a b e l r a n k i n g [ V G 1 0 ] . I f , i n s t e a d t h e i n s t a n c e c o n s i s t s

o f s e v e r a l o b j e c t s , e a c h r e p r e s e n t e d b y a f e a t u r e v e c t o r , a n d t h e t a s k i s t o

r a n k t h e o b j e c t s , t h e n t h i s p r o b l e m i s c a l l e d o b j e c t r a n k i n g [ K K A 1 0 ] . W h i l e

t h i s n e c e s s i t a t e s a c h a n g e o f t h e n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e , t h e s a m e t a s k -

d e p e n d e n t l o s s e s o n t h e o u t p u t s c a n b e u s e d . T h e o n l y r e s t r i c t i o n i s t h a t i n c a s e

o f l a b e l s , o n e a s s u m e s t h a t t h e s e t o f l a b e l s r e m a i n s fi x e d , w h i c h a l l o w s o n e t o

g i v e e a c h l a b e l a d i f f e r e n t w e i g h t i n t h e l o s s f u n c t i o n . T h i s i s u s e f u l i n s e t t i n g s

w h e r e t h e r e i s a n i m b a l a n c e o f t h e d i f f e r e n t l a b e l s . I f t h e i n s t a n c e s i n s t e a d a r e

a s e t o f o b j e c t s , p o t e n t i a l l y d i f f e r e n t f o r e a c h i n s t a n c e , t h i s w e i g h t i n g i s n o t

p o s s i b l e .

S i n c e t h i s m e t h o d o l o g y i s s o fl e x i b l e , i t w i l l u n d e r p i n s o m e o f t h e a p p r o a c h e s

d e v e l o p e d i n t h i s t h e s i s . N o t e t h a t m a k i n g a n e u r a l n e t w o r k c o m p a t i b l e w i t h

a t a s k i s o f t e n o n l y t h e fi r s t s t e p . C o n s i d e r a b l e t i m e a n d r e s o u r c e s a r e i n v e s t e d

i n t o t h e d e v e l o p m e n t o f n e w n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s , w h i c h e n c o d e

s u i t a b l e i n d u c t i v e b i a s e s [ T C 2 1 ; M F L 2 0 ; K e r + 2 2 ] . B e f o r e w e g o i n t o m o r e

d e t a i l w i t h r e s p e c t t o c o m m o n n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s , w e w i l l t a k e a

d e t o u r i n t o w h a t g e n e r a l r e g u l a r i z a t i o n m e t h o d s e x i s t t o l i m i t t h e c o m p l e x i t y

o f n e u r a l n e t w o r k s .
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𝜆 = 0 𝜆 = 0.1 𝜆 = 0.9
𝑓 (𝑥) + 𝜖 f(x) ℎ(𝑥)

Figure 3.14.: E f f e c t o f 𝐿2 p a r a m e t e r n o r m r e g u l a r i z a t i o n o n t h e fi t o f a n o v e r p a r a m e t r i z e d ( 3 h i d d e n l a y e r s w i t h 5 0 u n i t s e a c h ) n e u r a l n e t w o r k .

3.3.4. Regularization of Neural Networks

N e u r a l n e t w o r k s a r e a v e r y fl e x i b l e m o d e l c l a s s , a n d t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s

q u i c k l y g r o w s w i t h t h e n u m b e r o f h i d d e n l a y e r s a n d u n i t s . A s w e h a v e s e e n i n

S e c t i o n 3 . 1 , t h e c o m p l e x i t y o f t h e m o d e l s h o u l d b e a p p r o p r i a t e f o r t h e a m o u n t

a n d i n f o r m a t i o n c o n t e n t o f t h e d a t a a t h a n d . T h e r e e x i s t s e v e r a l r e g u l a r i z a t i o n

m e t h o d s — s o m e g e n e r a l , s o m e o n l y a p p l i c a b l e t o n e u r a l n e t w o r k s — w h i c h c a n

b e u t i l i z e d .

T h e m o s t c o m m o n l y u s e d m e t h o d i s t o a d d a p e n a l t y t e r m f o r t h e c o m p l e x i t y

o f t h e m o d e l t o t h e l o s s f u n c t i o n . R e c a l l t h a t ℛ
e m p

(ℎ) d e n o t e d t h e e m p i r i c a l

r i s k o f a m o d e l ℎ ∈ ℋ. W e c a n t h e n d e fi n e t h e a u g m e n t e d r i s k a s f o l l o w s : e m p i r i c a l r i s k : E q u a t i o n 3 . 1 , P a g e 4 3

a u g m e n t e d r i s k

ℛ
a u g

(ℎ) = 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝐿(𝑦𝑖, ℎ(𝒙𝑖)) + 𝜆𝛺(ℎ) .

T h e f u n c t i o n 𝛺 s h o u l d b e l a r g e w h e n t h e c o m p l e x i t y o f t h e m o d e l ℎ i s h i g h a n d

l o w i n t h e o p p o s i t e c a s e . M i n i m i z i n g t h e a u g m e n t e d l o s s w i l l , t h e r e f o r e , f a v o r

m o d e l s w i t h b o t h a l o w e m p i r i c a l l o s s a n d a l o w c o m p l e x i t y . T h e p a r a m e t e r

𝜆 ∈ ℝ+ c o n t r o l s t h e t r a d e - o f f b e t w e e n t h e s e t w o a n d i s u s u a l l y o p t i m i z e d o n a

v a l i d a t i o n s e t . v a l i d a t i o n : S e c t i o n 3 . 1 . 2 , P a g e 4 5

I n t h e c a s e o f n e u r a l n e t w o r k s , p e n a l t i e s o n t h e n o r m o f t h e w e i g h t s 𝒘 a r e

t h e m a i n m e t h o d t o p e n a l i z e c o m p l e x i t y . I f t h e E u c l i d e a n n o r m i s u s e d , t h e

m e t h o d i s c a l l e d 𝐿2 r e g u l a r i z a t i o n , w i t h 𝛺(𝒘) = ‖𝒘‖22 b e i n g t h e p e n a l t y t e r m 𝐿2 r e g u l a r i z a t i o n

u s e d t o a u g m e n t t h e l o s s f u n c t i o n . I n F i g u r e 3 . 1 4 , w e c a n s e e t h e e f f e c t 𝐿2
r e g u l a r i z a t i o n h a s o n t h e m o d e l c o m p l e x i t y o f a n e u r a l n e t w o r k . T h e n e t w o r k

u s e d t o g e n e r a t e t h e p l o t s c o n s i s t s o f 3 h i d d e n l a y e r s w i t h 5 0 u n i t s e a c h . W i t h

5251 p a r a m e t e r s i n t o t a l , t h e n e t w o r k i s m a s s i v e l y o v e r p a r a m e t r i z e d f o r t h e

g i v e n t a s k o f l e a r n i n g a r e g r e s s i o n f u n c t i o n f o r a d a t a s e t o f 9 p o i n t s . I n c a s e o f

𝜆 = 0 ( n o r e g u l a r i z a t i o n ) , t h e m o d e l h a p p i l y i n t e r p o l a t e s a l l g i v e n p o i n t s a n d t h e

o u t - o f - s a m p l e p e r f o r m a n c e w o u l d , t h e r e f o r e , b e b a d . I n c r e a s i n g 𝜆 t o 0.1, t h e
m o d e l n o l o n g e r i n t e r p o l a t e s t h e p o i n t s , a n d t h e m o d e l fi t h a s i m p r o v e d s l i g h t l y ,

b u t i t i s s t i l l i n fl u e n c e d t o o m u c h b y t h e n o i s e o f t h e p o i n t s . F i n a l l y , w i t h

𝜆 = 0.9, t h e r e s u l t i n g m o d e l i s a l m o s t l i n e a r a n d a l m o s t m a t c h e s t h e g r o u n d -

t r u t h m o d e l , s h o w n a s a d a s h e d g r a y l i n e . W e c a n s e e t h a t 𝐿2 r e g u l a r i z a t i o n i s

a p o w e r f u l m e t h o d t o r e s t r i c t t h e c o m p l e x i t y o f n e u r a l n e t w o r k s , e v e n i f t h e

n u m b e r o f p a r a m e t e r s f a r e x c e e d s t h e a m o u n t o f d a t a w e h a v e .

T h e E u c l i d e a n n o r m i s n o t t h e o n l y n o r m t h a t c a n b e u s e d t o p e n a l i z e t h e
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m a g n i t u d e s o f t h e w e i g h t s . I f a s p a r s e w e i g h t v e c t o r 𝒘 i s s o u g h t , 𝐿1 r e g u l a r -

i z a t i o n i s c o m m o n l y a p p l i e d . S p a r s i t y c a n b e u s e f u l i f o n e w a n t s t o c o m p r e s s

t h e m o d e l o r f o r t h e p u r p o s e s o f f e a t u r e s e l e c t i o n . D u e t o t h e s h a p e o f t h e 𝐿2
b a l l u n i m p o r t a n t w e i g h t s w i l l r e c e i v e w e i g h t s c l o s e t o z e r o , b u t u s u a l l y n o t

e x a c t l y 0 .
5

W i t h 𝐿1 r e g u l a r i z a t i o n , t h e s h a p e o f t h e 𝐿1 b a l l a d m i t s s o l u t i o n s t o5 : T h i s c a n o n l y h a p p e n i n s i t u a t i o n s , w h e r e

t h e o p t i m a l w e i g h t v e c t o r ( w i t h o u t p e n a l t y )

c o n t a i n s z e r o e n t r i e s .

t h e a u g m e n t e d l o s s w i t h z e r o w e i g h t s .

A n o t h e r i m p o r t a n t r e g u l a r i z a t i o n m e t h o d , s p e c i fi c t o n e u r a l n e t w o r k s , i s c a l l e d

d r o p o u t . D u r i n g t r a i n i n g , d r o p o u t w i l l , w i t h p r o b a b i l i t y 𝑝, m a s k t h e o u t p u td r o p o u t

o f e a c h h i d d e n u n i t . T h i s e f f e c t i v e l y s a m p l e s a s u b n e t w o r k o f t h e n e u r a l

n e t w o r k , w h i c h i s t h e n u s e d t o m a k e a p r e d i c t i o n . I m p l i c i t l y , w e a r e d e fi n i n g

a n e n s e m b l e o f a n e x p o n e n t i a l n u m b e r o f n e u r a l n e t w o r k s , b u t i t i s n o t n e c e s s a r y

t o e x h a u s t i v e l y c a l c u l a t e a l l o f t h e m , a n d t h e p e r f o r m a n c e o f t h e e n s e m b l e c a n

b e a p p r o x i m a t e d w e l l b y a f e w r a n d o m s a m p l e s . D u r i n g i n f e r e n c e t i m e , i t i s

p o s s i b l e t o f o r e g o m a s k i n g a n d u s e t h e c o m p l e t e n e t w o r k i n s t e a d . T h i s o n l y

r e q u i r e s s c a l i n g t h e o u t g o i n g w e i g h t s o f e a c h h i d d e n u n i t b y t h e p r o b a b i l i t y

𝑝, a n d h e n c e i s k n o w n a s t h e w e i g h t s c a l i n g i n f e r e n c e r u l e [ H i n + 1 2 ] . S r i v a s t a v a

e t a l . [ S r i + 1 4 ] c o m p a r e d r o p o u t t o 𝐿2 r e g u l a r i z a t i o n a n d a f e w a d d i t i o n a l

r e g u l a r i z e r s o n t h e M N I S T d a t a s e t a n d fi n d t h a t i t l e a d s t o t h e s m a l l e s t t e s t

c l a s s i fi c a t i o n e r r o r .

I n c e r t a i n d o m a i n s d a t a s e t a u g m e n t a t i o n c a n b e a u s e f u l r e g u l a r i z a t i o n m e t h o d .d a t a s e t a u g m e n t a t i o n

T h e i d e a i s t h a t s m a l l t r a n s f o r m a t i o n s t o t h e i n s t a n c e s w i l l n o t c h a n g e t h e i r

l a b e l b u t h e l p t o fi l l t h e i n s t a n c e s p a c e . T h u s , o n e i n fl a t e s t h e o r i g i n a l d a t a s e t

b y a d d i n g n e w i n s t a n c e s w h e r e s u c h t r a n s f o r m a t i o n s h a v e b e e n a p p l i e d . A t y p -

i c a l e x a m p l e o f t h i s i s i m a g e c l a s s i fi c a t i o n , w h e r e a p p l y i n g r o t a t i o n s , fl i p p i n g ,

b l u r r i n g , z o o m i n g , e t c . , s h o u l d n o t c h a n g e t h e o v e r a l l i m a g e . O n e s h o u l d o n l y

s e l e c t t r a n s f o r m a t i o n s t h a t d o n o t a f f e c t t h e l a b e l s . F o r e x a m p l e , i f t h e t a s k

i s t o c l a s s i f y b i c y c l e s b y t h e i r c o l o r , t h e n a t r a n s f o r m a t i o n t h a t c o n v e r t s a n

i m a g e t o g r a y s c a l e o r r o t a t e s t h e h u e a n g l e i s n o t s u i t a b l e . F o r t h e n o w w e l l -

k n o w n A l e x N e t a r c h i t e c t u r e , t h e a u t h o r s u s e d d a t a a u g m e n t a t i o n t e c h n i q u e s

t o i m p r o v e t h e c l a s s i fi c a t i o n e r r o r o f t h e i r m o d e l a n d r e p o r t a r e d u c t i o n o f

1 % [ K S H 1 2 ] . T a y l o r a n d N i t s c h k e [ T N 1 8 ] c o m p a r e a s m a l l s e t o f c o m m o n

t r a n s f o r m a t i o n s a n d fi n d t h a t c r o p p i n g y i e l d s t h e h i g h e s t i n c r e a s e i n t e s t a c c u -

r a c y o f 13.82 %. N o w a d a y s , o f f - t h e - s h e l f l i b r a r i e s i m p l e m e n t a w i d e v a r i e t y

o f d i f f e r e n t a u g m e n t a t i o n m e t h o d s [ B u s + 2 0 ] , m a k i n g i t e a s y f o r r e s e a r c h e r s

a n d p r a c t i t i o n e r s t o i n c l u d e d a t a a u g m e n t a t i o n i n t h e i r p i p e l i n e .

T h e m o s t i m p a c t f u l w a y t o r e g u l a r i z e n e u r a l n e t w o r k s i s t o e n c o d e i n d u c t i v e

b i a s e s d i r e c t l y i n t o t h e n e t w o r k a r c h i t e c t u r e i t s e l f . T h i s i s w h y w e w i l l n o w

e x p l o r e k e y e x a m p l e s o f n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s d e s i g n e d f o r d i f f e r e n t

t y p e s o f d a t a .

3.3.5. Network Architectures & Inductive Biases

C l a s s i c a l , f u l l y - c o n n e c t e d f e e d - f o r w a r d n e t w o r k s , a s t h e n a m e s u g g e s t s , a r e

n e t w o r k s o r g a n i z e d i n t o s e v e r a l l a y e r s , e a c h c o n s i s t i n g o f a c e r t a i n n u m b e r o f

h i d d e n u n i t s . T h e “ f u l l y - c o n n e c t e d ” r e f e r s t o t h e p r o p e r t y t h a t t h e o u t p u t s o f

a l l h i d d e n u n i t s i n l a y e r 𝑖 − 1 a r e c o n n e c t e d t o a l l u n i t s o f l a y e r 𝑖. A m o n g t h e

u n i t s o f o n e l a y e r , t h e r e a r e n o c o n n e c t i o n s . I n t h e s e k i n d s o f n e t w o r k s , t h e o n l y

h y p e r p a r a m e t e r s a r e t h e n u m b e r o f l a y e r s t o u s e a n d t h e n u m b e r o f h i d d e n u n i t s

i n e a c h l a y e r . E a r l y w o r k o n t h e r e p r e s e n t a t i v e p o w e r o f s u c h n e t w o r k s r e s u l t e d
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i n t h e u n i v e r s a l a p p r o x i m a t i o n t h e o r e m [ H S W 8 9 ; C y b 8 9 ] , w h i c h s t a t e s t h a t i f u n i v e r s a l a p p r o x i m a t i o n t h e o r e m

y o u h a v e a t l e a s t o n e h i d d e n l a y e r w i t h e n o u g h h i d d e n u n i t s a n d a n o n l i n e a r

a c t i v a t i o n f u n c t i o n , t h e n a n y o n e - d i m e n s i o n a l B o r e l - m e a s u r a b l e f u n c t i o n c a n

b e a p p r o x i m a t e d . T h e i m p a c t o f t h e s e t y p e s o f r e s u l t s i s l i m i t e d s i n c e t h e y

w i l l n o t i n f o r m u s , w h e t h e r i t i s p o s s i b l e t o r e a c h s u c h s o l u t i o n s b y s t a n d a r d

t r a i n i n g m e t h o d s a n d h o w m a n y h i d d e n u n i t s a r e n e c e s s a r y . S u b s e q u e n t w o r k

h a s s h o w n t h a t i n t h e w o r s t c a s e , a n e x p o n e n t i a l n u m b e r o f h i d d e n u n i t s i s

r e q u i r e d t o a c h i e v e u n i v e r s a l a p p r o x i m a t i o n [ B a r 9 3 ] .

W h i l e t h i s g i v e s f u l l y - c o n n e c t e d l a y e r s fl e x i b i l i t y i n a l l o c a t i n g t h e w e i g h t s o f

e a c h c o n n e c t i o n i n o r d e r t o fi t t h e d a t a w e l l , i t i s w a s t e f u l t o h a v e c o n n e c t i o n s

q u a d r a t i c i n t h e n u m b e r o f u n i t s . S p e c i a l i z e d a r c h i t e c t u r e s f o r c o m m o n t a s k s

h a v e b e e n d e v e l o p e d , w h i c h a r e m o r e e c o n o m i c a l w i t h t h e n u m b e r o f w e i g h t s .

I n t h e f o l l o w i n g , w e w i l l g o o v e r t h e m o s t c o m m o n f a m i l i e s o f a r c h i t e c t u r e s

a n d t a k e a l o o k a t t h e i r p r o p e r t i e s .

3.3.5.1. Convolutional Neural Networks

Input matrix

Feature map

Figure 3.15.: T h e c o n v o l u t i o n o p e r a t i o n o f

a n e u r a l n e t w o r k . A 2 × 2 k e r n e l i s m o v e d

a c r o s s a 2 D i n p u t t o p r o d u c e a f e a t u r e m a p .

A c o m m o n w a y t o e n c o d e d o m a i n - s p e c i fi c p r o p e r t i e s i n t o t h e n e u r a l n e t w o r k

a r c h i t e c t u r e i s t o r e s t r i c t t h e c o n n e c t i o n s b e t w e e n h i d d e n u n i t s t o a s u i t a b l e

s u b s e t . W h e n d e a l i n g w i t h i m a g e d a t a , i t i s c l e a r t h a t w h e t h e r s o m e t h i n g i s a c a t

s h o u l d n o t d e p e n d o n t h e a b s o l u t e p o s i t i o n i n t h e i m a g e . R a t h e r , t h e l o c a l p a t t e r n

i s i m p o r t a n t f o r t h e r e c o g n i t i o n / c l a s s i fi c a t i o n . C o n v o l u t i o n a l n e u r a l n e t w o r k s

( C N N s ) , p r o p o s e d b y L e c u n [ L e c 8 9 ] , e n f o r c e t h i s b y t h e u s e o f l o c a l p a t t e r n

[ L e c 8 9 ] : L e c u n ( 1 9 8 9 ) , “ G e n e r a l i z a t i o n a n d

N e t w o r k D e s i g n S t r a t e g i e s ”

d e t e c t o r s c a l l e d k e r n e l s . T h e k e r n e l i s a p p l i e d t o t h e i m a g e b y a n o p e r a t i o n

c a l l e d c o n v o l u t i o n , t h e o u t p u t o f w h i c h i s a f e a t u r e m a p ( s e e F i g u r e 3 . 1 5 f o r a n

i l l u s t r a t i o n ) . T h e f o r m u l a f o r t h e t w o - d i m e n s i o n a l c o n v o l u t i o n o p e r a t i o n i s

d e fi n e d a s

𝒉𝑖𝑗 =
𝑀
∑
𝑚=1

𝑁
∑
𝑛=1

𝒙𝑖+𝑚,𝑗+𝑛 ⋅ 𝐾𝑚,𝑛 ,

w h e r e 𝒙 i s t h e i n p u t i m a g e , 𝐾 i s t h e k e r n e l o f s i z e 𝑀 ×𝑁, a n d 𝒉 i s t h e r e s u l t i n g

f e a t u r e m a p [ G B C 1 6 ] . P a d d i n g w i t h z e r o s i s o f t e n u s e d t o e n s u r e t h a t t h e

o u t p u t h a s t h e s a m e s i z e a s t h e i n p u t .

T h e c o n v o l u t i o n o p e r a t i o n h a s t h e p r e v i o u s l y m e n t i o n e d p r o p e r t y t h a t m o v i n g

a p a t t e r n t o a d i f f e r e n t p o s i t i o n o n t h e i m a g e w i l l m o v e t h e o u t p u t o f t h e k e r n e l

t o a d i f f e r e n t p o s i t i o n o n t h e f e a t u r e m a p w i t h o u t c h a n g i n g t h e o u t p u t i t s e l f .

T h i s p r o p e r t y i s c a l l e d t r a n s l a t i o n - e q u i v a r i a n c e [ G B C 1 6 ] . I t i s a n i m p o r t a n t

p r o p e r t y t h a t a l l o w s t h e n e t w o r k t o l e a r n l o c a l p a t t e r n s , w h i c h a r e i n v a r i a n t t o

t r a n s l a t i o n s o f t h e i n p u t , a s i s t h e c a s e i n i m a g e r e c o g n i t i o n t a s k s .

N o t e t h a t t h e k e r n e l w e i g h t s a r e s h a r e d a c r o s s t h e w h o l e i m a g e , w h i c h c o n s i d -

e r a b l y r e d u c e s t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s . T h i s i s i n c o n t r a s t t o f u l l y - c o n n e c t e d

l a y e r s , w h e r e e a c h h i d d e n u n i t h a s i t s o w n s e t o f w e i g h t s . T h e n u m b e r o f

p a r a m e t e r s i n a c o n v o l u t i o n a l l a y e r i s , t h e r e f o r e , p r o p o r t i o n a l t o t h e k e r n e l s i z e

a n d t h e n u m b e r o f k e r n e l s u s e d . S i m i l a r t o a f u l l y - c o n n e c t e d n e u r a l n e t w o r k ,

w e c a n s t a c k m u l t i p l e c o n v o l u t i o n a l l a y e r s o n t o p o f e a c h o t h e r t o i n c r e a s e t h e

r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r o f t h e n e t w o r k , u s i n g n o n l i n e a r a c t i v a t i o n f u n c t i o n s

a f t e r e a c h c o n v o l u t i o n o p e r a t i o n .
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Figure 3.17.: T h e V G G - 1 6 C N N a r c h i t e c t u r e [ S Z 1 5 ] . O r a n g e b o x e s d e p i c t c o n v o l u t i o n a l l a y e r s , r e d b o x e s a r e m a x - p o o l i n g l a y e r s , a n d p u r p l e

b o x e s a r e f u l l y - c o n n e c t e d l a y e r s .

Figure 3.16.: T h e p o o l i n g o p e r a t i o n a g g r e -

g a t e s t h e o u t p u t s o f n e i g h b o r i n g u n i t s ( h e r e

2 × 2 m a x - p o o l i n g ) . H e r e , a s t r i d e o f 2 i s

u s e d , w h i c h r e d u c e s t h e s i z e o f t h e o u t p u t

b y h a l f .
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I n a d d i t i o n , i t i s u s e f u l t o i n s e r t p o o l i n g l a y e r s b e t w e e n c o n v o l u t i o n a l l a y e r s .

W i t h p o o l i n g , t h e o u t p u t s o f t h e k e r n e l s i n e a c h r e g i o n a r e f u r t h e r a g g r e g a t e d

u s i n g , e . g . , t h e m a x - o p e r a t i o n [ Z C 8 8 ] ( s e e F i g u r e 3 . 1 6 f o r a n i l l u s t r a t i o n ) .

F o r m a l l y , t h e 𝑀 × 𝑁 m a x - p o o l i n g o p e r a t i o n i s d e fi n e d a s

m a x p o o l (𝒙)𝑖,𝑗 = m a x

𝑚∈[𝑀],𝑛∈[𝑁 ]
𝒙𝑖⋅𝑠𝑖+𝑚−1,𝑗⋅𝑠𝑗+𝑛−1 ,

w h e r e 𝑠𝑖 a n d 𝑠𝑗 a r e s t e p s i z e s i n t h e 𝑖 a n d 𝑗 d i r e c t i o n , r e s p e c t i v e l y . T h e s e s t e p

s i z e s a r e u s u a l l y c a l l e d s t r i d e s a n d a r e u s e d t o r e d u c e t h e s i z e o f t h e o u t p u t . A s

a n e x a m p l e , i f w e u s e 2 × 2 m a x - p o o l i n g w i t h a s t r i d e o f 2 , t h e s i z e o f t h e

o u t p u t i s h a l v e d , a s i s t h e c a s e i n F i g u r e 3 . 1 6 . T h i s m e c h a n i s m a l s o a l l o w s o n e

t o s u p p o r t i n p u t d a t a o f v a r y i n g s i z e s b y d y n a m i c a l l y c o m p u t i n g t h e r e q u i r e d

s t r i d i n g t o a r r i v e a t a fi x e d r e p r e s e n t a t i o n s i z e .

N o t e t h a t t h e c o n v o l u t i o n o p e r a t i o n i s e q u i v a r i a n t , b u t n o t i n v a r i a n t t o t r a n s -

l a t i o n s . T h e l a t t e r i s a s t r o n g e r p r o p e r t y a n d r e q u i r e s t h a t t h e o u t p u t o f t h e

f u n c t i o n 𝑓 d o e s n o t c h a n g e a t a l l w h e n 𝑔 i s a p p l i e d t o t h e i n p u t ( s e e D e fi n i -

t i o n 3 . 3 . 1 f o r t h e f o r m a l d e fi n i t i o n ) . W i t h t h e p o o l i n g o p e r a t i o n , t h e n e t w o r k

c a n l e a r n t o b e i n v a r i a n t t o s m a l l t r a n s l a t i o n s o f t h e i n p u t . T h e b i g g e r t h e

p o o l i n g r e g i o n , t h e m o r e i n v a r i a n t t h e n e t w o r k w i l l b e t o t r a n s l a t i o n s .

F o r a m o r e c o n c r e t e e x a m p l e , t h a t s h o w s h o w c o n v o l u t i o n a l l a y e r s a n d p o o l i n g

l a y e r s c a n b e c o m b i n e d t o f o r m a u s e a b l e n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e , c o n s i d e r

t h e e x a m p l e a r c h i t e c t u r e s h o w n i n F i g u r e 3 . 1 7 . I t s h o w s t h e C N N c a l l e d

V G G - 1 6 p r o p o s e d b y S i m o n y a n a n d Z i s s e r m a n [ S Z 1 5 ] f o r t h e t a s k o f i m a g e

c l a s s i fi c a t i o n . I t a c h i e v e d s t a t e - o f - t h e - a r t r e s u l t s i n 2 0 1 5 a n d i s a p r o t o t y p i c a l

e x a m p l e o f h o w m o d e r n c o n v o l u t i o n a l n e t w o r k s a r e s t r u c t u r e d . I t e m p l o y s
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5 c o n v o l u t i o n a l b l o c k s , 3 f u l l y - c o n n e c t e d l a y e r s a n d o n e s i g m o i d l a y e r t o

p r o d u c e t h e fi n a l c l a s s i fi c a t i o n s c o r e s . E a c h c o n v o l u t i o n a l b l o c k c o n s i s t s o f 2
t o 3 c o n v o l u t i o n a l l a y e r s u s i n g 3 × 3 k e r n e l s . A 2 × 2 m a x - p o o l i n g l a y e r w i t h

a s t r i d e o f 2 i s u s e d t o h a l v e t h e s i z e o f t h e o u t p u t . T h e V G G a r c h i t e c t u r e s

w e r e a n i n n o v a t i o n a t t h e i r t i m e s i n c e t h e y u s e d s m a l l 3 × 3 k e r n e l s , w h i l e

o t h e r a r c h i t e c t u r e s w e r e u s i n g l a r g e r k e r n e l s i z e s . T h i s r e d u c e d t h e n u m b e r o f

p a r a m e t e r s a n d t h u s e n a b l e d t h e a u t h o r s t o g o f o r a d e e p e r o v e r a l l n e t w o r k .

M o r e r e c e n t l y , n e w t e c h n i q u e s l i k e s k i p c o n n e c t i o n s [ H e + 1 6 ] h a v e b e e n

e m p l o y e d t o f u r t h e r i m p r o v e t h e p e r f o r m a n c e o f C N N s . S i n c e t h e s e a r e

o u t o f t h e s c o p e o f t h i s t h e s i s , w e w i l l n o t g o i n t o f u r t h e r d e t a i l h e r e . T h e

m a i n t a k e a w a y h e r e i s t h a t d e s i g n i n g t h e c o r r e c t n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e

r e q u i r e s o n e t o c o n s i d e r w h i c h s y m m e t r i e s e x i s t i n t h e p r o b l e m d o m a i n a n d

h o w t h e s e c a n b e e n c o d e d . C N N s a c h i e v e t r a n s l a t i o n - e q u i v a r i a n c e a n d s o m e

- i n v a r i a n c e t h r o u g h t h e u s e o f c o n v o l u t i o n a n d p o o l i n g l a y e r s .

3.3.5.2. Recurrent Neural Networks

ℎ

𝑥

𝑜

(a) R e c u r s i v e

ℎ𝑡−1

𝑥𝑡−1

ℎ𝑡
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(b) U n r o l l e d

Figure 3.18.: A r e c u r r e n t n e u r a l n e t w o r k

r e c e i v e s a r e p r e s e n t a t i o n o f t h e p r e v i o u s

s t a t e a s a d d i t i o n a l i n p u t . A d a p t e d f r o m F i g -

u r e 1 0 . 2 i n [ G B C 1 6 ] .

T h e a r c h i t e c t u r e s c o n s i d e r e d f o r n o w a r e f e e d f o r w a r d n e u r a l n e t w o r k s , i . e . ,

t h e o u t p u t o f a l a y e r n e v e r i s f e d i n t o a n e a r l i e r l a y e r . W i t h r e c u r r e n t n e u r a l

n e t w o r k s ( R N N s ) , t h i s r e s t r i c t i o n i s l i f t e d , a n d c i r c l e s i n t h e a r c h i t e c t u r e

d e s i g n a r e a l l o w e d . T h e s e n e t w o r k s a r e t y p i c a l l y a p p l i e d t o s e q u e n t i a l d a t a ,

e . g . , n a t u r a l l a n g u a g e , s i n c e t h e l e n g t h o f e a c h i n p u t i s n o t p r e d e t e r m i n e d a n d

t h e p r e c i s e o r d e r o f t o k e n s i s l e s s i m p o r t a n t t h a n t h e t o k e n s t h e m s e l v e s i n t h e

s u r r o u n d i n g c o n t e x t .

A t y p i c a l R N N a c t i n g o n a s e q u e n c e i s s h o w n i n F i g u r e 3 . 1 8 a . I t r e a d s a n i n p u t

𝑥, p r o c e s s e s i t t o p r o d u c e h i d d e n s t a t e ℎ a n d t h e h i d d e n s t a t e i s u s e d t o p r o d u c e

o u t p u t 𝑜. N o t e h o w t h e h i d d e n s t a t e i s u s e d a s a n a d d i t i o n a l i n p u t d u r i n g t h e

c o m p u t a t i o n o f t h e h i d d e n s t a t e . T h i s i s t h e k e y f e a t u r e o f R N N s a n d a l l o w s

t h e m t o m o d e l s e q u e n c e s o f a r b i t r a r y l e n g t h . I t i s e a s i e r t o u n d e r s t a n d t h e

c o m p u t a t i o n o f a n R N N w h e n i t i s u n r o l l e d , e . g . , a s s h o w n i n F i g u r e 3 . 1 8 b .

H e r e , t h e n e t w o r k a t t i m e s t e p 𝑡 i s a p p l i e d t o i n p u t 𝑥𝑡 , r e c e i v e s t h e h i d d e n s t a t e

ℎ𝑡−1 , a n d p r o d u c e s t h e o u t p u t 𝑜𝑡 . T h e n e t w o r k i t s e l f i s t h e s a m e a t e a c h t i m e

s t e p s i n c e t h e w e i g h t s a r e s h a r e d a c r o s s a l l t i m e s t e p s . T h i s i d e a t h a t t h e s a m e

n e u r a l n e t w o r k i s a p p l i e d s e v e r a l t i m e s d u r i n g o n e f o r w a r d p a s s i s t h e r e f o r e

r e f e r r e d t o a s w e i g h t s h a r i n g , a n d w e w i l l s e e i t a g a i n l a t e r w h e n w e w i l l d e v e l o p w e i g h t s h a r i n g
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n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s o p e r a t i n g o n s e t s o f o b j e c t s .

I n s t a y i n g w i t h t h e t h e m e o f i n d u c t i v e b i a s e s , R N N s a r e d e s i g n e d t o e n c o d e t h e

a s s u m p t i o n t h a t t h e i n p u t i s s e q u e n t i a l , a n d m o r e i m p o r t a n c e i s g i v e n t o i n p u t s

t h a t a r e c l o s e r i n t i m e . A s f o r t h e r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r , i t c a n b e s h o w n t h a t

R N N s a r e a b l e t o a p p r o x i m a t e a r b i t r a r y T u r i n g m a c h i n e s [ C S 2 1 ] . I n p r a c t i c e ,

h o w e v e r , R N N s h a v e p r o b l e m s l e a r n i n g l o n g - t e r m d e p e n d e n c i e s b e t w e e n

i n p u t t o k e n s . O n e r e a s o n i s t h a t t h e g r a d i e n t s p r o p a g a t e d b a c k t h r o u g h t h e

u n r o l l e d c o m p u t a t i o n g r a p h c a n e x p l o d e o r v a n i s h t h e l o n g e r t h e s e q u e n c e

[ P M B 1 3 ] . A n o t h e r p r o b l e m i s t h a t t h e i n fl u e n c e o f l o n g - t e r m d e p e n d e n c i e s

s h r i n k s e x p o n e n t i a l l y , a n d t h u s a r e d w a r f e d b y s h o r t - t e r m i n t e r a c t i o n s . S e v -

e r a l m e t h o d s h a v e b e e n p r o p o s e d t o s o l v e t h e s e i s s u e s , t h e m o s t s u c c e s s f u l

o f w h i c h w e r e g a t e d R N N a r c h i t e c t u r e s l i k e t h e l o n g s h o r t - t e r m m e m o r y

( L S T M ) a r c h i t e c t u r e p r o p o s e d b y H o c h r e i t e r a n d S c h m i d h u b e r [ H S 9 7 ] . I t

u s e s t w o c o m p u t a t i o n p a t h s , o n e f o r l o n g - t e r m m e m o r i e s a n d o n e f o r s h o r t -

t e r m m e m o r i e s . T h e n e t w o r k l e a r n s w h i c h i n f o r m a t i o n t o k e e p a n d w h i c h t o

d i s c a r d b y u s e o f g a t e s t h a t c o n t r o l t h e fl o w o f i n f o r m a t i o n . T h e y a v o i d t h e

v a n i s h i n g / e x p l o d i n g g r a d i e n t p r o b l e m b y l e t t i n g o n l y l i n e a r o p e r a t i o n s u p d a t e

t h e s t a t e s , w h i c h p r e v e n t s t h e m u l t i p l i c a t i v e c o m p o u n d i n g o f t h e w e i g h t s .

3.3.5.3. Encoding Sets using Neural Networks

L a t e r i n t h e t h e s i s , o n e o f t h e m a i n c h a l l e n g e s w i l l b e t o d e a l w i t h s e t s o f

o b j e c t s a s i n p u t . I n a s e t , t h e o r d e r o f t h e c o n s t i t u e n t s d o e s n o t m a t t e r , e . g . ,

i f w e h a v e a n a r b i t r a r y s e t {𝑎, 𝑏, 𝑐}, t h e n a n y p e r m u t a t i o n 𝜋 w i l l r e s u l t i n t h e

s a m e s e t : 𝜋({𝑎, 𝑏, 𝑐}) = {𝑎, 𝑏, 𝑐}. W h e n w o r k i n g w i t h n e u r a l n e t w o r k s , t h e

i n p u t h a s t o b e p r o v i d e d a s a f e a t u r e v e c t o r , w h i c h i s s e n s i t i v e t o p e r m u t a t i o n s

o f t h e i n p u t . A s a n e x a m p l e , c o n s i d e r t h e t a s k o f l e a r n i n g a r e a l - v a l u e d s e t -

f u n c t i o n 𝑓∶ 2ℝ𝑑 → ℝ. A s i m p l e i n p u t e n c o d i n g w o u l d b e t o c o n c a t e n a t e a l l

𝑑- d i m e n s i o n a l v e c t o r s i n t o o n e b i g v e c t o r s u c h t h a t t h e i n p u t s p a c e o f t h e

n e u r a l n e t w o r k b e c o m e s ℝ𝑛𝑑 . I n a t y p i c a l f u l l y - c o n n e c t e d n e u r a l n e t w o r k ,

e a c h v e c t o r c o n s i s t i n g o f 𝑑 f e a t u r e s w o u l d b e c o n n e c t e d t o d i f f e r e n t w e i g h t s .

T h u s , w i t h o u t f u r t h e r r e s t r i c t i o n s o n t h e w e i g h t s , c h a n g i n g t h e o r d e r o f t h e

i n p u t s w i l l r e s u l t i n a d i f f e r e n t o u t p u t . O n e c o u l d t r a i n t h e n e t w o r k u s i n g

r a n d o m l y s h u ffl e d s e t s o f o b j e c t s t o t r y t o g e t t h e n e t w o r k t o l e a r n t h a t t h e

o r d e r i s n o t i m p o r t a n t . T h e l e a r n e d f u n c t i o n w i l l , h o w e v e r , n o t b e p e r f e c t ,

a n d t h e n e t w o r k w i l l n e e d a f a c t o r i a l a m o u n t o f d a t a a u g m e n t a t i o n s t o l e a r n i t .

W e w i l l n o w l o o k a t r e s t r i c t e d n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s , w h i c h c a n e n c o d e t h i s

p r o p e r t y d i r e c t l y .

Definition 3.3.1 A f u n c t i o n 𝑓∶ 𝒳 → 𝒴
i s c a l l e d i n v a r i a n t w i t h r e s p e c t t o o p e r a t i o n

𝑔∶ 𝒳 → 𝒳, i f

𝑓 (𝑔(𝑥)) = 𝑓 (𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝒳 .

C h a r l e s e t a l . [ C h a + 1 7 ] p r o p o s e t h e P o i n t N e t n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e

f o r t h e p r o b l e m o f p o i n t c l o u d c l a s s i fi c a t i o n a n d s e g m e n t a t i o n . T h e y p a s s

e a c h p o i n t t h r o u g h a d e e p n e u r a l n e t w o r k a n d u t i l i z e a m a x - p o o l i n g l a y e r t o

a c h i e v e p e r m u t a t i o n - i n v a r i a n c e ( s e e D e fi n i t i o n 3 . 3 . 1 ) . Z a h e e r e t a l . [ Z a h + 1 7 ][ Z a h + 1 7 ] : Z a h e e r e t a l . ( 2 0 1 7 ) , “ D e e p S e t s ”

t a c k l e t h i s p r o b l e m b y s h o w i n g t h a t a n y f u n c t i o n 𝑓∶ 2𝒳 → 𝒴, r e c e i v i n g a s e t

a s t h e i n p u t , i s p e r m u t a t i o n - i n v a r i a n t , i f a n d o n l y i f i t c a n b e d e c o m p o s e d i n t o

t h e f o l l o w i n g f o r m :

𝑓 (𝑋) = 𝜌 (∑
𝑥∈𝑋

𝜙(𝑥)) , ( 3 . 7 )

w h e r e 𝜌 a n d 𝜙 a p p r o p r i a t e l y c o n s t r u c t e d f u n c t i o n s . U s i n g t h e a r g u m e n t t h a t

n e u r a l n e t w o r k s a r e u n i v e r s a l a p p r o x i m a t o r s , t h e a u t h o r s t h e n p r o p o s e t o
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r e p l a c e 𝜌 a n d 𝜙 b y n e u r a l n e t w o r k s . T h e k e y i n s i g h t h e r e i s t h a t t h e n e t w o r k

c o r r e s p o n d i n g t o 𝜙 i s o p e r a t i n g o n e a c h i n p u t 𝑥 ∈ 𝑋 i n d e p e n d e n t l y , i m p l i c i t l y

b e i n g e q u i v a l e n t t o a n e t w o r k d e fi n e d o n a v e c t o r o f l e n g t h 𝑛𝑑, b u t u s i n g t h e

e x a c t s a m e w e i g h t s f o r e a c h v e c t o r o f l e n g t h 𝑑. T h e p e r m u t a t i o n - i n v a r i a n c e

i s e n s u r e d b y s u m m i n g t h e r e p r e s e n t a t i o n s . S i n c e t h e s u m i s a c o m m u t a t i v e

o p e r a t i o n , t h e o r d e r o f t h e i n p u t s i s n o t i m p o r t a n t .

Definition 3.3.2 A f u n c t i o n 𝑓∶ 𝒳 →
𝒳 i s c a l l e d e q u i v a r i a n t w i t h r e s p e c t t o o p -

e r a t i o n 𝑔∶ 𝒳 → 𝒳, i f

𝑓 (𝑔(𝑥)) = 𝑔(𝑓 (𝑥)) ∀𝑥 ∈ 𝒳 .

T h e a u t h o r s a l s o p r o p o s e a w e i g h t - s h a r i n g s c h e m e u s e f u l f o r l e a r n i n g p e r m u t a t i o n -

e q u i v a r i a n t f u n c t i o n s ( s e e D e fi n i t i o n 3 . 3 . 2 ) :

𝑓 (𝒙) = 𝜎 (𝑤1𝑰𝒙 + 𝑤2 (𝟏𝟏
T
) 𝒙) ,

w h e r e 𝜎 i s a n o n l i n e a r i t y , 𝑤1 , 𝑤2 ∈ ℝ a r e t h e p a r a m e t e r s , 𝟏 ∈ ℝ𝑑 i s a c o l u m n

v e c t o r o f 1 s a n d 𝑰 ∈ ℝ𝑑×𝑑 i s t h e i d e n t i t y m a t r i x . T h e t e r m 𝑰𝒙 s i m p l y r e p r o d u c e s

t h e i n p u t a n d m u l t i p l i e s i t b y t h e w e i g h t 𝜆, w h i l e (𝟏𝟏
T
) 𝒙 s u m s t h e i n p u t s

a n d m u l t i p l i e s t h e s u m s b y 𝛾. T h e l a t t e r s u m c a n b e r e p l a c e d b y a n y o t h e r

c o m m u t a t i v e o p e r a t i o n o n t h e i n p u t s , w h i c h i s w h y t h e a u t h o r s a l s o p r o p o s e a

v a r i a t i o n t h a t u s e s m a x - p o o l i n g i n s t e a d . T h e s c h e m e c a n a l s o b e u s e d w h e n

t h e i n p u t s 𝒙 a r e m a t r i c e s ( i . e . , e a c h o b j e c t i n t h e s e t i s r e p r e s e n t e d b y a f e a t u r e

v e c t o r ) .

N o t e t h a t t h e p e r m u t a t i o n o p e r a t i o n o n 𝑛 e l e m e n t s d e fi n e s t h e s y m m e t r i c s y m m e t r i c g r o u p 𝑆𝑛
g r o u p 𝑆𝑛 . W e c a n g e n e r a l i z e t h e c o n c e p t s o f i n v a r i a n c e a n d e q u i v a r i a n c e b y

a l l o w i n g a r b i t r a r y g r o u p o p e r a t i o n s 𝑔 ( s e e D e fi n i t i o n 3 . 3 . 1 a n d D e fi n i t i o n 3 . 3 . 2 ) .

R a v a n b a k h s h e t a l . [ R S P 1 7 ] i n t r o d u c e t w o w e i g h t - s h a r i n g s c h e m e s ( o n e d e n s e [ R S P 1 7 ] : R a v a n b a k h s h e t a l . ( 2 0 1 7 ) , “ E q u i -

v a r i a n c e T h r o u g h P a r a m e t e r - S h a r i n g ”a n d o n e s p a r s e ) , w h i c h g u a r a n t e e t h e e q u i v a r i a n c e p r o p e r t i e s a s d e fi n e d b y a

g i v e n g r o u p o p e r a t i o n , w h i l e s t i l l b e i n g s e n s i t i v e t o o t h e r ( d e s i r a b l e ) g r o u p

o p e r a t i o n s . Z h o u e t a l . [ Z K F 2 1 ] g o o n e s t e p f u r t h e r a n d a p p l y m e t a - l e a r n i n g t o

l e a r n t h e a p p r o p r i a t e e q u i v a r i a n c e s c h e m e f o r a c o l l e c t i o n o f l e a r n i n g t a s k s .

3.3.5.4. Graph Neural Networks

W e c a n s e e t h a t e n c o d i n g s e t s u s i n g n e u r a l n e t w o r k s b y e n f o r c i n g c e r t a i n s y m -

m e t r i e s i s o n e w a y t o v i e w t h e p r o b l e m . W e g e t a c o m p l e m e n t a r y p e r s p e c t i v e

w h e n l o o k i n g a t g r a p h n e u r a l n e t w o r k s ( G N N s ) . T h e s e a r e n e u r a l n e t w o r k s t h a t

o p e r a t e o n g r a p h d a t a t o s o l v e a v a r i e t y o f t a s k s . B e f o r e w e g o i n t o m o r e d e t a i l ,

i t i s i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t m a n y l e a r n i n g t a s k s c a n b e r e p r e s e n t e d a s g r a p h

l e a r n i n g p r o b l e m s . T h e t a s k o f l e a r n i n g f r o m t w o - d i m e n s i o n a l i m a g e s c a n

b e c o n v e r t e d t o a g r a p h l e a r n i n g p r o b l e m b y l e t t i n g e a c h p i x e l b e a n o d e a n d

c o n n e c t i n g e a c h t o a l l o f i t s n e i g h b o r i n g p i x e l s v i a a n e d g e . M o r e r e l e v a n t t o

t h i s t h e s i s , a s e t c a n b e r e p r e s e n t e d b y a c o m p l e t e g r a p h o f a l l o f t h e o b j e c t s i n

t h e s e t .

T h e l i t e r a t u r e o n l e a r n i n g f r o m g r a p h d a t a i s v e r y h e t e r o g e n e o u s w i t h r e s p e c t

t o t h e t a s k s c o n s i d e r e d . O n e m a y w i s h t o p r e d i c t l a b e l s f o r t h e n o d e s o f a g i v e n

g r a p h , e . g . , g i v e n a g r a p h o f u s e r p r o fi l e s o f a s o c i a l n e t w o r k , t r y t o p r e d i c t

t h e p o l i t i c a l a ffi l i a t i o n f o r e a c h u s e r . A s t h e r e a d e r m a y h a v e g u e s s e d a l r e a d y ,

i t i s p o s s i b l e t o t a r g e t e d g e a t t r i b u t e s a s w e l l . O n e i m p o r t a n t a p p l i c a t i o n i s l i n k

p r e d i c t i o n , w h e r e t h e g o a l i s t o p r e d i c t h o w l i k e l y i t i s t h a t t w o u s e r s , o r m o r e

g e n e r a l e n t i t i e s , a r e c o n n e c t e d [ Z C 1 8 ] . F i n a l l y , w e m a y w a n t t o p r e d i c t t h e

p r o p e r t i e s o f t h e g r a p h a s a w h o l e , w i t h t h e g o a l o f d e t e r m i n i n g i f a p a r t i c u l a r

m o l e c u l e c a n a c h i e v e a d e s i r e d e f f e c t [ A n d 0 3 ; Y a n + 2 2 ] . F o r i n s t a n c e , i n d r u g
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d e v e l o p m e n t , w e m i g h t p r e d i c t i f a n e w c o m p o u n d c a n e f f e c t i v e l y i n h i b i t a

s p e c i fi c p r o t e i n .

T h e r e a r e s e v e r a l t y p e s o f G N N s c o n s i d e r e d i n t h e l i t e r a t u r e . W u e t a l .

[ W u + 2 1 ] d i s t i n g u i s h b e t w e e n f o u r m a i n c a t e g o r i e s o f G N N s :[ W u + 2 1 ] : W u e t a l . ( 2 0 2 1 ) , “ A C o m -

p r e h e n s i v e S u r v e y o n G r a p h N e u r a l N e t -

w o r k s ” ▶ R e c u r r e n t G N N s : M e s s a g e s a r e e x c h a n g e d b e t w e e n n e i g h b o r i n g n o d e s

u n t i l t h e n o d e f e a t u r e s s t a b i l i z e , a n d a n e q u i l i b r i u m i s r e a c h e d .

▶ C o n v o l u t i o n a l G N N s : N o d e r e p r e s e n t a t i o n s a r e f o r m e d b y p o o l i n g

t h e f e a t u r e s o f e a c h n o d e a n d i t s n e i g h b o r s , a n a l o g o u s t o c o n v o l u t i o n a l

o p e r a t i o n s ( s e e S e c t i o n 3 . 3 . 5 . 1 ) .

▶ G r a p h a u t o e n c o d e r s ( u n s u p e r v i s e d ) : A n e n c o d e r e m b e d s t h e g r a p h i n t o

a l a t e n t s p a c e , w h i l e a d e c o d e r i s t r a i n e d t o r e c o n s t r u c t t h e o r i g i n a l

g r a p h f r o m t h e l a t e n t r e p r e s e n t a t i o n . T h i s i s u s e f u l t o l e a r n a l o w e r -

d i m e n s i o n a l r e p r e s e n t a t i o n o f t h e g r a p h o r t o s o l v e t h e t a s k o f g r a p h

g e n e r a t i o n .

▶ S p a t i a l - t e m p o r a l G N N s : T h e s e a r e u s e d t o m o d e l d y n a m i c g r a p h s ,

w h e r e t h e s t r u c t u r e o f t h e g r a p h c h a n g e s o v e r t i m e . F o r e x a m p l e , c o n -

s i d e r t h e t r a ffi c fl o w i n a c i t y , w h e r e t h e n o d e s a r e i n t e r s e c t i o n s , a n d t h e

e d g e s a r e r o a d s . S p a t i a l - t e m p o r a l G N N s c a n i n c o r p o r a t e b o t h s p a t i a l i n -

f o r m a t i o n ( e . g . , t h e l a y o u t o f t h e r o a d s , i n t e r s e c t i o n s , e t c . ) a n d t e m p o r a l

i n f o r m a t i o n ( e . g . , t r a ffi c fl o w o v e r t i m e , r e a l - t i m e i n c i d e n t s , e t c . ) .

A g e n e r a l f o r m a l f r a m e w o r k f o r G N N s w a s i n t r o d u c e d b y X u e t a l . [ X u + 1 9 ] .

A s i s c o m m o n i n c o m p u t e r s c i e n c e , a g r a p h i s d e n o t e d b y 𝐺 = (𝑉 , 𝐸) w i t h 𝑉
b e i n g t h e s e t o f n o d e s a n d 𝐸 t h e s e t o f e d g e s . W e a s s u m e t h a t e a c h n o d e 𝑣 ∈ 𝑉
i s r e p r e s e n t e d b y a f e a t u r e v e c t o r 𝑋𝑣 ∈ ℝ𝑑 . T h e m a j o r i t y o f G N N s c o m p u t e

a n o d e r e p r e s e n t a t i o n ℎ𝑣 b y r e p e a t e d l y t a k i n g t h e ( c u r r e n t ) r e p r e s e n t a t i o n o f

i t s e l f a n d i t s n e i g h b o r s a n d a g g r e g a t i n g t h e s e i n a s u i t a b l e f a s h i o n . T h e m o r e

i t e r a t i o n s a r e p e r f o r m e d , t h e m o r e i n f o r m a t i o n c a n s p r e a d a c r o s s t h e g r a p h .

L e t ℎ(𝑘)𝑣 b e t h e r e p r e s e n t a t i o n o f n o d e 𝑣 a f t e r 𝑘 i t e r a t i o n s . T h i s r e p r e s e n t a t i o n

i s c o m p u t e d a s f o l l o w s :

𝑎(𝑘)𝑣 = A G G R E G A T E
(𝑘) (ℎ(𝑘−1)𝑢 ∣ 𝑢 ∈ 𝒩(𝑣)) ( 3 . 8 )

ℎ(𝑘)𝑣 = C O M B I N E
(𝑘) (ℎ(𝑘−1)𝑣 , 𝑎(𝑘)𝑣 ) ( 3 . 9 )

H e r e A G G R E G A T E i s a l e a r n a b l e f u n c t i o n a g g r e g a t i n g t h e n o d e r e p r e s e n t a -

t i o n s o f a l l n e i g h b o r s . C O M B I N E r e c e i v e s t h e p r e v i o u s n o d e r e p r e s e n t a t i o n

ℎ(𝑘−1)𝑣 a n d t h e r e s u l t o f t h e a g g r e g a t i o n 𝑎(𝑘)𝑣 t o p r o d u c e t h e n o d e r e p r e s e n t a -

t i o n o f i t e r a t i o n 𝑘. D e p e n d i n g o n t h e a r c h i t e c t u r e o f t h e s e t w o f u n c t i o n s , w e

o b t a i n d i f f e r e n t m o d e l s k n o w n i n t h e l i t e r a t u r e . A p r o t o t y p i c a l e x a m p l e i s t h e

G r a p h S A G E a r c h i t e c t u r e p r o p o s e d b y H a m i l t o n e t a l . [ H Y L 1 7 ] , w h e r e t h e

a g g r e g a t i o n i s d o n e u s i n g m a x - p o o l i n g :

𝑎(𝑘)𝑣 = M A X {R e L U (𝑊 ⋅ ℎ(𝑘−1)𝑢 ) | ∀𝑢 ∈ 𝒩(𝑣)} .

H e r e , 𝑊 i s a m a t r i x o f l e a r n a b l e w e i g h t s . T h e a s t u t e r e a d e r m a y n o t i c e t h a t

t h i s c l o s e l y r e s e m b l e s t h e a r c h i t e c t u r e s e m p l o y e d f o r e n c o d i n g s e t s , w i t h t h e

d i f f e r e n c e b e i n g t h a t t h e s e t s c o n s i d e r e d h e r e a r e t h e n o d e n e i g h b o r h o o d s i n

t h e g r a p h .

A n i m p o r t a n t q u e s t i o n c o n c e r n s t h e r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r o f G N N s . S i n c e

t h e d a t a w e c o n s i d e r a r e g r a p h s , w e a r e i n t e r e s t e d i n t h e e f f e c t o f t h e “ s t r u c t u r e ”
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o f t h e g r a p h o n t h e p r e d i c t i o n t a r g e t . I n g r a p h t h e o r y , q u e s t i o n s r e g a r d i n g

s t r u c t u r e u l t i m a t e l y b o i l d o w n t o t h e q u e s t i o n o f g r a p h i s o m o r p h i s m , i . e . , a g r a p h i s o m o r p h i s m

g r a p h 𝐺 i s i s o m o r p h i c t o a g r a p h 𝐻, i f t h e r e e x i s t s a b i j e c t i o n o f t h e n o d e s s u c h

t h a t a l l e d g e s a r e p r e s e r v e d ( s e e t h e m a r g i n n o t e f o r t h e e x a c t d e fi n i t i o n ) .

X u e t a l . [ X u + 1 9 ] s h o w t h a t a n y G N N i s a t m o s t a s p o w e r f u l a s t h e W e i s f e i l e r -

L e m a n ( W L ) g r a p h i s o m o r p h i s m t e s t . W e w i l l n o t g o i n t o i t s d e t a i l s h e r e , b u t

r o u g h l y s p e a k i n g , i t w o r k s b y r e p e a t e d l y c o l l e c t i n g n o d e l a b e l s i n a n e i g h b o r -

h o o d a r o u n d a n o d e a n d t h e n m a p p i n g t h e m t o a n e w l a b e l w i t h a s u i t a b l e

h a s h f u n c t i o n . I n o r d e r f o r G N N s t o r e a c h t h e s a m e d i s c r i m i n a t i v e p o w e r ,

X u e t a l . s h o w t h a t i t i s n e c e s s a r y t o u s e i n j e c t i v e f u n c t i o n s f o r t h e o p e r a t i o n s

A G G R E G A T E a n d C O M B I N E . T h e y p r o p o s e t h e g r a p h i s o m o r p h i s m n e t -

w o r k ( G I N ) , w h i c h d o e s s a t i s f y a l l n e c e s s a r y c o n d i t i o n s . I n a d d i t i o n , t h e y

i n v e s t i g a t e p o p u l a r a r c h i t e c t u r e s l i k e G r a p h S A G E a n d G C N , a n d s h o w t h a t

t h e s e f a i l t h e i n j e c t i v i t y c r i t e r i o n a n d a r e t h e r e f o r e n o t m a x i m a l l y e x p r e s s i v e .

D e s p i t e t h i s , X u e t a l . [ X u + 1 9 ] s h o w t h a t m o d e l s w i t h m e a n a g g r e g a t i o n s s t i l l

w o r k w e l l o n n o d e c l a s s i fi c a t i o n t a s k s b e c a u s e a l t h o u g h t h e y a r e n o t a b l e t o

d i s t i n g u i s h e x a c t g r a p h s t r u c t u r e s , t h e y a r e a b l e t o c a p t u r e t h e d i s t r i b u t i o n o f

e l e m e n t s i n a n e i g h b o r h o o d .

Definition 3.3.3 A g r a p h 𝐺 i s i s o m o r p h i c

t o a g r a p h 𝐻, i f t h e r e e x i s t s a b i j e c t i o n

𝜑∶ 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻) s u c h t h a t

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸(𝐺) ⇔ (𝜑(𝑢), 𝜑(𝑣)) ∈ 𝐸(𝐻)

3.3.5.5. Common Themes in Neural Architectures

I n t h i s s e c t i o n , w e h a v e s e e n h o w w e c a n r e p r e s e n t c o m p l e x f u n c t i o n s b y

c o m p o s i n g s e v e r a l s i m p l e , n o n l i n e a r f u n c t i o n s i n t o a ( n e u r a l ) n e t w o r k . B y

r e s t r i c t i n g t h e c o n n e c t i o n s , w e a r e a b l e t o e n c o d e d i f f e r e n t i n d u c t i v e b i a s e s . I n

p a r t i c u l a r , w e h a v e s e e n t h a t i n v a r i a n c e a n d / o r e q u i v a r i a n c e w i t h r e s p e c t t o

c e r t a i n o p e r a t i o n s i s a c o m m o n t h r e a d u n d e r l y i n g t h e d e s i g n o f m a n y a r c h i t e c -

t u r e s . C N N s e m p l o y c o n v o l u t i o n s a n d p o o l i n g t o b e e q u i v a r i a n t w i t h r e s p e c t

t o t r a n s l a t i o n s . N e u r a l n e t w o r k s f o r e n c o d i n g s e t s c o m p u t e r e p r e s e n t a t i o n s f o r

t h e c o n s t i t u e n t s o f a s e t a n d a g g r e g a t e t h e m u s i n g p o o l i n g . G N N s e x t e n d t h i s

i d e a t o g r a p h s , w h e r e t h e n e i g h b o r h o o d s a r o u n d e a c h n o d e a r e t r e a t e d a s s e t s .

B y r e p e a t e d l y c o m p u t i n g n e w n o d e r e p r e s e n t a t i o n s a n d p o o l i n g , s i g n a l s c a n

p r o p a g a t e a c r o s s t h e g r a p h t o s o l v e c o m p l e x t a s k s . T h e s e c o n c e p t s w i l l r e a p p e a r

i n t h e d e s i g n o f m o d e l s s u i t a b l e f o r l e a r n i n g c h o i c e a n d r a n k i n g f u n c t i o n s o v e r

t h e c o u r s e o f t h i s t h e s i s .

T h i s s e c t i o n a i m e d t o p r o v i d e t h e r e a d e r w i t h a h i g h - l e v e l o v e r v i e w o f c o m m o n

n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s . I n p r a c t i c e , a g i v e n n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e

h a s a d d i t i o n a l h y p e r p a r a m e t e r s t h a t c o n t r o l t h e n e t w o r k ’ s r e p r e s e n t a t i o n a l

p o w e r a n d m u s t b e s e t f o r g o o d p e r f o r m a n c e . T h e s e h y p e r p a r a m e t e r s i n c l u d e ,

f o r e x a m p l e , t h e n u m b e r o f l a y e r s a n d h i d d e n u n i t s i n e a c h l a y e r . M o r e u n i t s

a n d l a y e r s g e n e r a l l y i n c r e a s e t h e r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r b u t a l s o m a k e i t m o r e

p r o n e t o o v e r fi t t i n g . F o r e a c h p r o b l e m , a g o o d t r a d e - o f f o f w i d t h ( n u m b e r

o f u n i t s ) a n d d e p t h ( n u m b e r o f l a y e r s ) m u s t b e f o u n d . W h i l e t h e r e a r e s o m e

s t u d i e s t h a t i n v e s t i g a t e o p t i m a l s c a l i n g [ T L 1 9 ] , t h e s e p a r a m e t e r s a r e c o m m o n l y

s e t u s i n g H P O t e c h n i q u e s ( s e e S e c t i o n 3 . 2 ) .

I n t h i s c h a p t e r , w e c o v e r e d t h e b a s i c s o f m a c h i n e l e a r n i n g , i n c l u d i n g h o w

t o e n s u r e t h a t a m o d e l g e n e r a l i z e s w e l l t o u n s e e n d a t a , h o w t o o p t i m i z e a

m o d e l ’ s h y p e r p a r a m e t e r s a n d t y p i c a l n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s . A s t h i s

t h e s i s c o n c e r n s t h e s u b fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g , w e w i l l n o w t u r n o u r

a t t e n t i o n t o t h e p r o b l e m o f l e a r n i n g f r o m p r e f e r e n c e d a t a i n t h e n e x t c h a p t e r .
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I n t h e p r e c e d i n g c h a p t e r s , w e i n t r o d u c e d c l a s s i c a l n o t i o n s o f u t i l i t y t h e o r y a n d

c h o i c e m o d e l i n g ( s e e C h a p t e r 2 ) a n d p r o v i d e d a n o v e r v i e w o f m a c h i n e l e a r n i n g

c o n c e p t s ( C h a p t e r 3 ) . A t t h e i n t e r s e c t i o n o f t h e s e d o m a i n s l i e s P r e f e r e n c e

l e a r n i n g , a s u b - fi e l d o f m a c h i n e l e a r n i n g t h a t b r i d g e s t h e s e t w o r e a l m s . W h e r e

w e h a v e s e e n a f o c u s o n a x i o m a t i c a p p r o a c h e s i n t h e c l a s s i c a l c h o i c e t h e o r y ,

i n p r e f e r e n c e l e a r n i n g ( a n d i n m a c h i n e l e a r n i n g i n g e n e r a l ) , w e a r e m u c h

m o r e i n t e r e s t e d i n i n f e r r i n g m o d e l s f r o m d a t a a n d t h e s u b s e q u e n t p r e d i c t i v e

p e r f o r m a n c e o f o u r m o d e l s o n u n s e e n d a t a .

W h y i s t h e s t u d y o f p r e f e r e n c e s i m p o r t a n t i n m a c h i n e l e a r n i n g ? T h e r e a r e

s e v e r a l c o m p e l l i n g r e a s o n s w h y p r e f e r e n c e f e e d b a c k i s o f t e n p r e f e r r e d w h e n

d e a l i n g w i t h h u m a n f e e d b a c k . O n t h e o n e h a n d , i t i s m u c h e a s i e r f o r h u m a n s t o

o r d e r a l t e r n a t i v e s r e l a t i v e l y t h a n t o a s s i g n a n a b s o l u t e s c o r e [ P h e + 1 5 ] . O n t h e

o t h e r h a n d , i n a p p l i c a t i o n s , w e o f t e n o n l y r e c e i v e i n d i r e c t f e e d b a c k . C o n s i d e r

a u s e r w h o c l i c k s o n o n e o f t h e e n t r i e s a s e a r c h e n g i n e r e t u r n s . T h i s c a n e a s i l y

b e m o d e l e d b y a p r e f e r e n c e f o r t h i s e n t r y o v e r a l l o f t h e o t h e r s , b u t w e d o n o t

e x p l i c i t l y a s k t h e u s e r t o a s s i g n s c o r e s t o e a c h e n t r y .

A n o t h e r e x a m p l e t h a t m o t i v a t e s p r e f e r e n c e l e a r n i n g i s s e t t i n g s w h e r e i n f o r -

m a t i o n m a y b e c e n s o r e d o r p a r t i a l l y o b s e r v e d . A n i l l u s t r a t i v e s e t t i n g i n v o l v e s

a l g o r i t h m s s o l v i n g t a s k s w h e r e t h e r u n t i m e i s t h e m a i n t a r g e t t o b e p r e d i c t e d .

A l g o r i t h m s m a y r u n a v e r y l o n g t i m e o n c e r t a i n i n p u t t a s k s , w h i c h i s w h y a

t i m e o u t m a y b e i m p o s e d . W h i l e w e a r e n o t a b l e t o a s s i g n a p r e c i s e r u n t i m e

t o i n s t a n c e s w h e r e a t i m e o u t h a p p e n e d , w e c a n s t i l l r e c o r d a p r e f e r e n c e b y

r e c o g n i z i n g t h a t i n s t a n c e s w i t h o u t t i m e o u t s a r e p r e f e r r e d o v e r t h o s e w h e r e

a t i m e o u t o c c u r r e d . T h u s , h e r e t h e p r e f e r e n c e i s u s e d a s a w a y t o “ c o a r s e n ”

i n f o r m a t i o n , i n s t e a d o f r e c o r d i n g h u m a n p r e f e r e n c e s .

R e s e a r c h i n t o p r e f e r e n c e l e a r n i n g i s d r i v e n b y a p p l i c a t i o n s s u c h a s r e c o m -

m e n d e r s y s t e m s a n d i n f o r m a t i o n r e t r i e v a l ( I R ) , j u s t t o n a m e a f e w . C e r t a i n

s e t t i n g s w i t h i n t h i s fi e l d h a v e a t t r a c t e d m o r e a t t e n t i o n a n d s t u d y t h a n o t h e r s ,

r e fl e c t i n g t h e i r i m p o r t a n c e a n d p r e v a l e n c e . H o w e v e r , t h i s f o c u s c a n s o m e t i m e s

l e a d t o c o n f u s i o n i n t e r m i n o l o g y . T a k e , f o r i n s t a n c e , t h e s e t t i n g o f l e a r n i n g t o

r a n k , w h i c h s p e c i fi c a l l y r e f e r s t o a p p l y i n g p r e f e r e n c e l e a r n i n g i n t h e c o n t e x t o f

I R . G i v e n i t s w i d e s p r e a d a p p l i c a t i o n i n t o d a y ’ s w e b , t h e l i t e r a t u r e o n t h i s s u b -

j e c t i s v a s t , m a k i n g i t a f o c a l p o i n t i n t h e fi e l d . I t m i g h t b e t e m p t i n g t o e q u a t e

t h e e n t i r e t y o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g w i t h t h i s s i n g l e a p p l i c a t i o n . H o w e v e r , i n

t h i s c h a p t e r , w e w i l l s e e t h a t p r e f e r e n c e l e a r n i n g e x t e n d s f a r b e y o n d l e a r n i n g

t o r a n k , e n c o m p a s s i n g v a r i o u s p r o b l e m s t h a t d e m a n d d i s t i n c t s o l u t i o n s .

F ü r n k r a n z a n d H ü l l e r m e i e r [ F H 1 0 ] p r o v i d e a c o m p r e h e n s i v e o v e r v i e w o f t h e [ F H 1 0 ] : F ü r n k r a n z e t a l . ( 2 0 1 0 ) , P r e f e r e n c e

L e a r n i n gt h e n - e m e r g i n g fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g . T h e y d i f f e r e n t i a t e b e t w e e n v a r i o u s

s e t t i n g s b a s e d o n t h e s p e c i fi c l e v e l a t w h i c h p r e f e r e n c e s a r e e x p r e s s e d . F o r

e x a m p l e , w h e n w e o b s e r v e a n i n s t a n c e p a i r e d w i t h a c o r r e s p o n d i n g r a n k i n g

o f a s e t o f g l o b a l l a b e l s , i t fi t s i n t o t h e l a b e l r a n k i n g s e t t i n g . C o n v e r s e l y , i f w e

o b s e r v e a c o l l e c t i o n o f o b j e c t s – e a c h c h a r a c t e r i z e d b y a f e a t u r e v e c t o r – a l o n g

w i t h a r a n k i n g o f t h e s e o b j e c t s , w e r e f e r t o t h i s a s t h e o b j e c t r a n k i n g s e t t i n g .

T h u s , i t b e c o m e s a p p a r e n t t h a t b y m o d i f y i n g t h e i n p u t s a n d t a r g e t s , w e c a n
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d e fi n e a d i v e r s e a r r a y o f s e t t i n g s w i t h i n p r e f e r e n c e l e a r n i n g , e a c h n e c e s s i t a t i n g

a u n i q u e m e t h o d o l o g y .

A s m o s t o f t h e t h e s i s i s a b o u t c h o i c e m o d e l i n g o f o b j e c t s , w e a r g u e t h a t t h i s

s e t t i n g s h o u l d b e p o s i t i o n e d u n d e r t h e u m b r e l l a o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g a s w e l l .

T h i s i s b e c a u s e a c h o i c e r e p r e s e n t s a p r e f e r e n c e f o r o n e ( o r m o r e ) o p t i o n ( s )

o v e r o t h e r s . I n d e e d , a l a r g e b o d y o f c l a s s i c a l r e s e a r c h l o o k e d a t w h a t i s c a l l e d

“ r e v e a l e d p r e f e r e n c e s ” , i . e . , p r e f e r e n c e s t h a t w e i n f e r b y l o o k i n g a t c h o i c e s .

T h i s i s w h y w e , c o n t r a r y t o F ü r n k r a n z a n d H ü l l e r m e i e r [ F H 1 0 ] , w i l l i n c l u d e

i t i n t h e g e n e r a l f r a m e w o r k o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s .

C o n s e q u e n t l y , w e h a v e s t r u c t u r e d t h i s c h a p t e r t o r e fl e c t t h i s p e r s p e c t i v e . W e

w i l l b e g i n w i t h a n o v e r v i e w o f t h e v a r i o u s s e t t i n g s e n c o u n t e r e d i n p r e f e r e n c e

l e a r n i n g i n S e c t i o n 4 . 1 . A s p r e f e r e n c e l e a r n i n g i s a w i d e fi e l d , w e w i l l f o c u s o n

s e t t i n g s t h a t a r e m o r e r e l e v a n t t o t h i s t h e s i s . W e w i l l t h e n i n t r o d u c e e v a l u a t i o n

m e t r i c s t h a t a r e c o m m o n l y u s e d f o r t h e d i f f e r e n t s e t t i n g s i n S e c t i o n 4 . 2 . F i n a l l y ,

w e e x p l o r e g e n e r a l s o l u t i o n a p p r o a c h e s t h a t h a v e b e e n p r o p o s e d i n t h e l i t e r a t u r e

i n S e c t i o n 4 . 3 . I n t h i s s e c t i o n , w e w i l l a l s o i n v e s t i g a t e s p e c i fi c a l g o r i t h m s t h a t

w i l l b e u s e d l a t e r i n t h e t h e s i s .

4.1. Preference Learning Settings

C o m p a r a b l e t o t h e b r o a d e r fi e l d o f m a c h i n e l e a r n i n g , p r e f e r e n c e l e a r n i n g c a n

b e c l a s s i fi e d i n t o f u n d a m e n t a l l e a r n i n g p a r a d i g m s , i n c l u d i n g s u p e r v i s e d , u n s u -

p e r v i s e d , o n l i n e , a n d r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g [ H S 2 4 ] . E a c h o f t h e s e p a r a d i g m s

c a n b e f u r t h e r d i f f e r e n t i a t e d i n t o s p e c i fi c l e a r n i n g s e t t i n g s . G i v e n t h a t t h i s

t h e s i s p r i m a r i l y f o c u s e s o n t h e s u p e r v i s e d l e a r n i n g p a r a d i g m , t h i s s e c t i o n w i l l

p r e d o m i n a n t l y a d d r e s s s u p e r v i s e d l e a r n i n g s e t t i n g s w i t h i n t h e c o n t e x t o f p r e f -

e r e n c e l e a r n i n g . N o n e t h e l e s s , a c o n c i s e o v e r v i e w o f o t h e r s e t t i n g s i s p r o v i d e d

i n S e c t i o n 4 . 1 . 5 .

W e a r e g o i n g t o u s e t h e n o m e n c l a t u r e i n t r o d u c e d b y F ü r n k r a n z a n d H ü l l e r -

m e i e r [ F H 1 0 , p p . 1 – 1 7 ] a n d s u p p l e m e n t i t w i t h o u r o w n . S i m i l a r t o t h e

s u p e r v i s e d l e a r n i n g s e t t i n g , w e w i l l e n c o u n t e r i n s t a n c e s , t h a t a r e u s u a l l y r e p r e -i n s t a n c e : P a g e 4 1

s e n t e d b y a v e c t o r 𝒙 i n a n i n s t a n c e s p a c e 𝒳.

I n s o m e s e t t i n g s , s u c h a s o b j e c t r a n k i n g a n d o b j e c t c h o i c e , w e i n s t e a d h a v e

i n s t a n c e s t h a t a r e s e t s o f o b j e c t s . T h e n , e a c h o b j e c t i s r e p r e s e n t e d b y a v e c t o r 𝒙,
a n d 𝒳 i n s t e a d i s c a l l e d t h e o b j e c t s p a c e . T h e i n s t a n c e s p a c e ℚ i n t h e s e s e t t i n g s i s

t h e n a s u b s e t o f 2𝒳
a n d , f o r t h e r e s t o f t h e t h e s i s , w i l l b e c a l l e d t h e t a s k s p a c e .

T h e n , a n e l e m e n t 𝑄 ∈ ℚ i s c a l l e d a t a s k o r m o r e s p e c i fi c t o t h e s e t t i n g a c h o i c e

t a s k o r r a n k i n g t a s k .

I n t h e u s u a l c l a s s i fi c a t i o n s e t t i n g , w e o b s e r v e i n s t a n c e s a n d a n a s s i g n m e n t o f

o n e o r m o r e r e l e v a n t l a b e l s . T h e r e f o r e , w e a l s o c a l l a fi n i t e a n d d i s c r e t e s e t o fl a b e l : P a g e 4 1

v a l u e s 𝒴 = {𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑀} t h a t c a n b e o r d e r e d l a b e l s .

W i t h t h e s e c o n c e p t s , w e c a n g e n e r a t e t h e c o m m o n s e t t i n g s i n p r e f e r e n c e

l e a r n i n g ( s e e T a b l e 4 . 1 ) . I n c a s e w e o b s e r v e i n s t a n c e s t o w h i c h a r a n k i n g o v e r

l a b e l s i s a s s i g n e d , w e c a l l t h i s s e t t i n g l a b e l r a n k i n g . I t i s a s e t t i n g s i m i l a r t o

m u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n , b u t i n s t e a d o f a b i n a r y d e c i s i o n o n w h e t h e r a l a b e l i s

r e l e v a n t , w e r a n k t h e l a b e l s . A r e p r e s e n t a t i v e e x a m p l e a p p l i c a t i o n c o u l d b e
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Table 4.1.: C o m p a r i s o n o f D i f f e r e n t P r e f e r e n c e L e a r n i n g S e t t i n g s

Setting Input Data Target/Output Data Performance Measures

L a b e l R a n k i n g I n s t a n c e v e c t o r P r e f e r e n c e s o n l a b e l s R a n k i n g / C o r r e l a t i o n

O b j e c t R a n k i n g S e t o f o b j e c t v e c t o r s P r e f e r e n c e s o n o b j e c t s R a n k i n g / C o r r e l a t i o n

O b j e c t C h o i c e S e t o f o b j e c t v e c t o r s C h o i c e o f p r e f e r r e d o b j e c t ( s ) B i n a r y

I n s t a n c e R a n k i n g I n s t a n c e v e c t o r O r d e r e d c l a s s l a b e l R e t r i e v a l - b a s e d

a n o n l i n e s h o p t h a t w a n t s t o p r e d i c t a r a n k i n g o f t h e i r p r o d u c t s t h a t b e s t fi t a

g i v e n c u s t o m e r . W e p r e s e n t t h e s e t t i n g i n d e t a i l i n S e c t i o n 4 . 1 . 1 .

I n l a b e l r a n k i n g , w e t y p i c a l l y d o n o t o b s e r v e f e a t u r e i n f o r m a t i o n . W h e n t h i s

i s t h e c a s e , w e t r e a t i t a s t h e o b j e c t r a n k i n g s e t t i n g . I n s t e a d o f o n e i n s t a n c e

v e c t o r , w e a s s u m e t h a t t h e i n s t a n c e i s a s e t o f o b j e c t v e c t o r s , w i t h t h e t a s k o f

r a n k i n g t h e m b y p r e f e r e n c e . H e r e a n e x a m p l e a p p l i c a t i o n i s t h e r a n k i n g o f

p r o d u c t s t h a t h a v e f e a t u r e s ( f o r e x a m p l e m o v i e s t h a t h a v e t a g s a s s i g n e d t o

v a r y i n g d e g r e e s ) . W e i n t r o d u c e t h i s s e t t i n g i n S e c t i o n 4 . 1 . 3 . A r e l a t e d s e t t i n g

i s o b j e c t c h o i c e , m o r e c o m m o n l y k n o w n a s c h o i c e m o d e l i n g . I t a r i s e s w h e n w e

r e p l a c e t h e r a n k i n g o f o b j e c t s b y a c h o i c e , i . e . , t h e i n p u t i s a s e t o f o b j e c t s , a n d

t h e o u t p u t i s a s u b s e t o f t h e s e . A s e x a m p l e a p p l i c a t i o n c o n s i d e r a u s e r t y p i n g

i n a q u e r y i n t o a s e a r c h e n g i n e a n d t h e n c l i c k i n g o n a s u b s e t o f t h e r e s u l t s .

T h i s s u b s e t c o u l d b e t r e a t e d a s p r e f e r r e d o v e r t h e n o n - c h o s e n l i n k s . E v e n

t h o u g h w e a l r e a d y i n t r o d u c e t h e c l a s s i c a l v e r s i o n o f t h i s s e t t i n g i n C h a p t e r 2 ,

w e w i l l f o c u s o n t h e m o r e r e c e n t w o r k s i n t h e r e a l m o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g i n

S e c t i o n 4 . 1 . 4 .

F u r t h e r m o r e , w e h a v e i n s t a n c e r a n k i n g w h e r e , s i m i l a r t o m u l t i - c l a s s c l a s s i fi c a -

t i o n , w e h a v e a n i n s t a n c e , a n d t h e t a r g e t i s a c l a s s l a b e l . I n a d d i t i o n h o w e v e r ,

w e a s s u m e t h a t a l l c l a s s l a b e l s a r e o r d e r e d . S o f a r , t h i s s e t t i n g i s e x a c t l y t h a t

o f o r d i n a l c l a s s i fi c a t i o n . H o w e v e r , i n i n s t a n c e r a n k i n g , w e a r e n o t i n t e r e s t e d

i n l e a r n i n g a c l a s s i fi e r t h a t o u t p u t s a c l a s s l a b e l b u t a r a n k i n g f u n c t i o n t h a t

c a n o r d e r a g i v e n s e t o f i n s t a n c e s . A s a n e x a m p l e a p p l i c a t i o n , t h i n k o f t h e

t y p i c a l 5 - s t a r r a t i n g s y o u c a n fi n d o n l i n e . T h e r e w e a r e o f t e n i n t e r e s t e d i n a

fi n e - g r a i n e d s o r t i n g o f t h e i t e m s r a t h e r t h a n a s s i g n i n g c o a r s e o r d i n a l c l a s s e s .

W e a r e g o i n g t o l o o k a t t h i s s e t t i n g i n m o r e d e t a i l i n S e c t i o n 4 . 1 . 2 .

F i n a l l y , t o s h o w t h e b r e a d t h o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g a s a fi e l d a n d i t s i m p o r t a n c e

i n c o n t e m p o r a r y m a c h i n e l e a r n i n g , w e w i l l g i v e a s h o r t o v e r v i e w o f o t h e r

i m p o r t a n t l e a r n i n g s e t t i n g s w i t h i n t h e fi e l d . T h i s i n c l u d e s u n s u p e r v i s e d s e t t i n g s

s u c h a s c l u s t e r i n g o f p r e f e r e n c e d a t a . I n o n l i n e l e a r n i n g , t h e p r e f e r e n c e - b a s e d

b a n d i t s e t t i n g i s i m p o r t a n t i n p r a c t i c e b e c a u s e e l i c i t i n g p r e f e r e n c e s f r o m u s e r s

i s u s u a l l y l e s s d e m a n d i n g t h a n a b s o l u t e n u m e r i c v a l u e s . A r e l a t e d p r o b l e m i s

t h e g u i d i n g o f r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g p r o c e s s e s v i a p r e f e r e n c e f e e d b a c k . A n

i m p o r t a n t a p p l i c a t i o n o f t h i s i s t h e a l i g n m e n t o f L L M s , w h i c h i s u s u a l l y d o n e

b y r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g f r o m h u m a n f e e d b a c k ( R L H F ) [ Z i e + 1 9 ; O u y + 2 2 ]

o r m o r e r e c e n t l y D P O [ R a f + 2 3 ] .

4.1.1. Label Ranking

I n l a b e l r a n k i n g , w e h a v e a n i n s t a n c e s p a c e 𝒳, a n d w e c a l l t h e e l e m e n t s 𝒙 ∈ 𝒳
o f t h i s s p a c e i n s t a n c e s . I n a d d i t i o n , t h e r e i s a fi n i t e l a b e l s p a c e 𝒴 = {𝑦1, … , 𝑦𝑀}.
T h e s e s p a c e s a r e r e l a t e d b y a r a n k i n g f u n c t i o n 𝑓∶ 𝒳 → 𝒮𝑀 t h a t a s s i g n s t o e a c h
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i n s t a n c e 𝒙 a r a n k i n g 𝜋𝒙 ≔ 𝑓 (𝒙) s u c h t h a t 𝜋1 ≻ 𝜋2 ≻ ⋯ ≻ 𝜋𝑀 . W e w i l l a l s o

u s e t h e n o t a t i o n 𝑦𝑖 ≻𝒙 𝑦𝑗 t o d e n o t e t h a t l a b e l 𝑦𝑖 i s p r e f e r r e d o v e r l a b e l 𝑦𝑗 i n t h e

c o n t e x t o f i n s t a n c e 𝒙 w i t h 𝑓 a n d 𝜋 b e i n g i m p l i c i t .

Instances Preferences

0 . 7 1 . 2 0 . 3 0 . 5 …
𝐴 ≻ 𝐵,

𝐵 ≻ 𝐶, 𝐴 ≻ 𝐶

0 . 6 1 . 0 0 . 4 0 . 9 … 𝐵 ≻ 𝐴

… …

Figure 4.1.: T h e l a b e l r a n k i n g s e t t i n g . E a c h

t r a i n i n g i n s t a n c e i s a s s i g n e d a s e t o f p a i r w i s e

p r e f e r e n c e s .

T h e l e a r n e r h a s a c c e s s t o a d a t a s e t 𝒟 = {(𝒙𝑛,𝒮𝑛)}
𝑁
𝑛=1 w h e r e 𝒮𝑛 ⊂ 𝒴2

i s a s e t o f

p a i r w i s e c o m p a r i s o n s ( s e e F i g u r e 4 . 1 f o r a n i l l u s t r a t i o n ) . A p a i r (𝑦𝑖, 𝑦𝑗) i s i n 𝒮𝑛
i f 𝑦𝑖 ≻𝒙 𝑦𝑗 . N o t e t h a t w e d o n o t a s s u m e t h e s e p r e f e r e n c e s a r e c o m p l e t e . T h e

g o a l i s t o l e a r n a r a n k i n g f u n c t i o n ̂𝑓 ∶ 𝒳 → 𝒮𝑘 t h a t a p p r o x i m a t e s t h e g r o u n d

t r u t h r a n k i n g f u n c t i o n 𝑓.

Label Ranking Algorithms I n t h e c o n t e x t o f l a b e l r a n k i n g , n u m e r o u s m e t h o d s

h a v e b e e n d e v e l o p e d . A t a x o n o m y o f t h e s e m e t h o d s i s p r e s e n t e d i n F i g u r e 4 . 2 .

T h i s t a x o n o m y r e p r e s e n t s a c u r a t e d s e l e c t i o n f r o m t h e l i t e r a t u r e , n o t a n e x -

h a u s t i v e l i s t . I t o r g a n i z e s t h e m e t h o d s i n t o f o u r m a i n c a t e g o r i e s , i n s p i r e d

b y e x i s t i n g s u r v e y s [ V G 1 0 ; Z h o + 1 4 ; D e r 2 1 ] . I t i s w o r t h n o t i n g t h a t s o m e

m e t h o d s m a y fi t i n t o m o r e t h a n o n e c a t e g o r y .

R e d u c t i o n t e c h n i q u e s , a s t h e n a m e s u g g e s t s , r e d u c e t h e p r o b l e m o f s o l v i n g t h er e d u c t i o n t e c h n i q u e s

l a b e l r a n k i n g p r o b l e m t o e x i s t i n g p r o b l e m s i n m a c h i n e l e a r n i n g . T h i s i s a d v a n -

t a g e o u s s i n c e i t a l l o w s u s t o r e u s e e x i s t i n g a l g o r i t h m s . A n a t u r a l w a y t o s i m p l i f y

t h e p r o b l e m i s t o d e c o m p o s e i t o n t h e l e v e l o f l a b e l s o r p a i r s o f l a b e l s . T h e

f o r m e r l e a d s t o l a b e l w i s e a n d t h e l a t t e r t o p a i r w i s e d e c o m p o s i t i o n m e t h o d s .

A n e a r l y p a i r w i s e m e t h o d w a s p r o p o s e d b y H a r - P e l e d e t a l . [ H R Z 0 2 ] , w h o

m a p t h e 𝑑- d i m e n s i o n a l t r a i n i n g i n s t a n c e s i n t o a ( s p a r s e ) 𝑁 × 𝑑- d i m e n s i o n a l

s p a c e , i n w h i c h t h e y e n c o d e t h e p a i r w i s e r e l a t i o n o f t w o l a b e l s . T h e r e s u l t i n g

t r a n s f o r m e d t r a i n i n g i n s t a n c e s c a n t h e n b e u s e d t o t r a i n a n y b i n a r y c l a s s i fi e r .

F ü r n k r a n z a n d H ü l l e r m e i e r [ F H 0 3 ] i n s t e a d p r o p o s e t o l e a r n a q u a d r a t i c n u m -

b e r o f c l a s s i fi e r s , o n e f o r e a c h o r d e r e d p a i r o f l a b e l s . A t p r e d i c t i o n t i m e , a l l

c l a s s i fi e r s a r e q u e r i e d , a n d l a b e l s a r e r a n k e d b a s e d o n t h e n u m b e r o f t i m e s

t h e y w e r e p r e f e r r e d o v e r a n o t h e r l a b e l . T h e r e i s , h o w e v e r , i n g e n e r a l n o t a

u n i q u e m a p p i n g f r o m p a i r w i s e p r e f e r e n c e s t o c o m p l e t e r a n k i n g [ H ü l + 0 8 ] , s o

o t h e r m e t h o d s h a v e b e e n i n v e s t i g a t e d i n t h e l i t e r a t u r e . V o g e l a n d C l é m e n ç o n

[ V C 2 0 ] c o n s i d e r a s e t t i n g w h e r e o n l y t h e t o p - r a n k e d l a b e l i s k n o w n f o r e a c h

i n s t a n c e . T h e y r e d u c e t h e p r o b l e m t o a p a i r w i s e c l a s s i fi c a t i o n p r o b l e m a n d

s h o w t h a t f o r s e n s i b l e a s s u m p t i o n s o n t h e n o i s e , t h e g r o u n d t r u t h r a n k i n g c a n

b e r e c o v e r e d w i t h h i g h p r o b a b i l i t y .

I n l a b e l w i s e d e c o m p o s i t i o n s [ C H H 1 3 ; D M P 1 5 ] t h e i d e a i s t o p r e d i c t t h e r a n k

f o r e a c h l a b e l u s i n g a s e p a r a t e c l a s s i fi e r . E a c h o f t h e c l a s s i fi e r s i s , t h e r e f o r e ,

s o l v i n g a m u l t i - c l a s s c l a s s i fi c a t i o n p r o b l e m . A n o p t i m a l a s s i g n m e n t p r o b l e m

t h e n h a s t o b e s o l v e d t o p r e d i c t t h e r a n k i n g f o r a n e w i n s t a n c e , w h i c h c a n b e

d o n e i n t i m e c u b i c o f t h e n u m b e r o f l a b e l s . D e s t e r c k e e t a l . [ D M P 1 5 ] e x t e n d

t h e l a b e l w i s e d e c o m p o s i t i o n t o b e a b l e t o p r e d i c t p a r t i a l o r d e r s .

F u r t h e r m o r e , t h e r e a r e a d d i t i o n a l r e d u c t i o n t e c h n i q u e s t h a t d o n o t n e a t l y

fi t i n t o t h e p a i r w i s e v s l a b e l w i s e d i s t i n c t i o n . D e k e l e t a l . [ D S M 0 3 ] c o n s i d e r

a s e t t i n g w h e r e e a c h i n s t a n c e i s a s s o c i a t e d w i t h a p r e f e r e n c e g r a p h i n s t e a d

o f a r a n k i n g . T h e y p r o p o s e a f r a m e w o r k i n w h i c h t h e p r e f e r e n c e g r a p h i s

d e c o m p o s e d u s i n g a d e c o m p o s i t i o n p r o c e d u r e t h a t p r o d u c e s a s e t o f s u b g r a p h s .

E a c h s u b g r a p h i n d u c e s a c o r r e s p o n d i n g l o s s f u n c t i o n . T h e a u t h o r s t h e n u s e

a b o o s t i n g a l g o r i t h m t o s o l v e t h e r e s u l t i n g l e a r n i n g p r o b l e m s . G u r r i e r i e t a l .

[ G F S 1 4 ] e x p l o r e t h r e e m o r e r e d u c t i o n t e c h n i q u e s b a s e d o n c o d i n g : n o m i n a l
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L a b e l R a n k i n g

A l g o r i t h m s

R e d u c t i o n

T e c h n i q u e s

• C o n s t r a i n t C l a s s i fi c a t i o n [ H R Z 0 2 ]

• B o o s t i n g [ D S M 0 3 ]

• P a i r w i s e C o m p a r i s o n s [ F H 0 3 ; H ü l + 0 8 ; F H 1 1 ]

• L a b e l w i s e D e c o m p o s i t i o n [ C H H 1 3 ; D M P 1 5 ]

• A l t e r n a t i v e R e d u c t i o n s [ G F S 1 4 ]

P r o b a b i l i s t i c

• M a l l o w s [ C H 0 8 ; C H 0 9 ; C H H 0 9 ]

• P l a c k e t t - L u c e ( P L ) [ C D H 1 0 ]

• N a i v e B a y e s [ A S S 1 0 ]

T r e e - b a s e d

• L a b e l R a n k i n g T r e e s [ C H H 0 9 ]

• E n t r o p y - b a s e d R a n k i n g T r e e s [ R e b + 1 5 ]

O t h e r s

• R u l e - b a s e d [ G u r + 1 2 ]

• A s s o c i a t i o n R u l e s [ S á + 1 1 ]

• 𝑘- N e a r e s t N e i g h b o r [ B S C 0 3 ]

• M u l t i l a y e r P e r c e p t r o n [ R i b + 1 2 ]

• S t r u c t u r e d P r e d i c t i o n [ K G d 1 8 ]

Figure 4.2.: T a x o n o m y o f L a b e l R a n k i n g A l g o r i t h m s .

c o d i n g , d u m m y c o d i n g , a n d c l a s s i fi e r c h a i n s . T h e s e r e d u c t i o n s a r e a b l e t o t a k e

c o r r e l a t i o n s b e t w e e n l a b e l s i n t o a c c o u n t .

A n i m p o r t a n t c l u s t e r o f a p p r o a c h e s a r e p r o b a b i l i s t i c t e c h n i q u e s . A r e c u r r i n g p r o b a b i l i s t i c t e c h n i q u e s

t h e m e h e r e i s t h a t a r a n k i n g m o d e l l i k e t h e M a l l o w s [ M a l 5 7 ] o r P L [ P l a 7 5 ]

i s u s e d t o h a n d l e r a n k i n g f e e d b a c k d i r e c t l y . C h e n g a n d H ü l l e r m e i e r [ C H 0 8 ]

p r o p o s e a n i n s t a n c e - b a s e d l e a r n i n g m e t h o d b a s e d o n t h e M a l l o w s m o d e l . F o r a

g i v e n i n s t a n c e , t h e y fi n d t h e 𝑘- n e a r e s t n e i g h b o r s i n t h e t r a i n i n g i n s t a n c e s . T h e n ,

t h e y u s e m a x i m u m l i k e l i h o o d e s t i m a t i o n ( M L E ) o n t h e ( p a r t i a l ) r a n k i n g s o f

t h i s s u b s e t t o fi n d t h e p a r a m e t e r s o f t h e M a l l o w s m o d e l , i n p a r t i c u l a r , t h e

c e n t r a l r a n k i n g t h a t c a n b e u s e d f o r p r e d i c t i o n . S o l v i n g f o r t h e s e p a r a m e t e r s c a n

b e d o n e b r u t e - f o r c e [ C H 0 8 ] , w h i c h i s c o m p u t a t i o n a l l y c o s t l y , o r a p p r o x i m a t e

[ C H 0 9 ; C H H 0 9 ] b a s e d o n e x p e c t a t i o n - m a x i m i z a t i o n .

C h e n g e t a l . [ C D H 1 0 ] a l s o i n t r o d u c e a s i m i l a r i n s t a n c e - b a s e d l e a r n i n g a l -

g o r i t h m b a s e d o n t h e P L m o d e l . M L E o f t h e p a r a m e t e r s i s d o n e u s i n g a

m i n o r i z a t i o n a n d m a x i m i z a t i o n a l g o r i t h m . A r a n k i n g c a n b e p r e d i c t e d b y

s i m p l y s o r t i n g t h e l e a r n e d p a r a m e t e r s o f t h e P L d i s t r i b u t i o n . T h i s p r e d i c t i o n

i s p r o v a b l y o p t i m a l f o r c o m m o n l y u s e d l o s s f u n c t i o n s . I n e x p e r i m e n t s , t h e

a u t h o r s d e m o n s t r a t e t h a t t h e i n s t a n c e - b a s e d l e a r n i n g u s i n g t h e M a l l o w s m o d e l

p e r f o r m s s l i g h t l y b e t t e r w i t h c o m p l e t e r a n k i n g s , b u t t h e P L b a s e d l e a r n e r s p u l l

a h e a d a s s o o n a s r a n k i n g s a r e i n c o m p l e t e . A i g u z h i n o v e t a l . [ A S S 1 0 ] a d a p t t h e

p r o b a b i l i s t i c n a i v e B a y e s c l a s s i fi e r t o t h e s e t t i n g o f l a b e l r a n k i n g b y u s i n g t h e

S p e a r m a n c o r r e l a t i o n c o e ffi c i e n t a s a s i m i l a r i t y m e a s u r e . A t p r e d i c t i o n t i m e , i t

i s n e c e s s a r y t o i t e r a t e o v e r a l l p o s s i b l e r a n k i n g s t o e v a l u a t e t h e i r p r o b a b i l i t y ,

w h i c h i s c o m p u t a t i o n a l l y i n t e n s i v e .

T r e e - b a s e d t e c h n i q u e s a d a p t d e c i s i o n t r e e l e a r n i n g a l g o r i t h m s f o r u s e i n a l a b e l t r e e - b a s e d t e c h n i q u e s

r a n k i n g s e t t i n g . C h e n g e t a l . [ C H H 0 9 ] p r o p o s e t o c o n s t r u c t d e c i s i o n t r e e s

b a s e d o n t h e u s u a l r e c u r s i v e p a r t i t i o n i n g . A s s p l i t t i n g c r i t e r i o n , t h e y fi t a

M a l l o w s m o d e l a n d u s e w i t h i n - l e a f v a r i a n c e s a s a g o o d n e s s - o f - s p l i t m e a s u r e .

P r e d i c t i o n i s t h e n s t r a i g h t f o r w a r d s i n c e i t s u ffi c e s t o p r o p a g a t e a n i n s t a n c e t o

a l e a f n o d e , w h e r e t h e c e n t r a l r a n k i n g o f t h e M a l l o w s m o d e l c a n b e u s e d a s

a p r e d i c t i o n . R e b e l o d e S á e t a l . [ R e b + 1 5 ] i n t r o d u c e a l a b e l r a n k i n g v a r i a n t
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o f t h e r a n k i n g t r e e a l g o r i t h m t h a t u s e s S p e a r m a n ’ s c o r r e l a t i o n c o e ffi c i e n t t o

c a l c u l a t e a w e i g h t e d m e a n c o r r e l a t i o n f o r e a c h s u b s e t i n a s p l i t . T h e y a l s o

p r o p o s e a n e n t r o p y - b a s e d s p l i t t i n g c r i t e r i o n t h a t u s e s r a n k i n g e n t r o p y a s a

m e a s u r e o f u n c e r t a i n t y , w h i c h i s t o b e m i n i m i z e d f o r a s p l i t .

F i n a l l y , w e w i l l i n t r o d u c e a f e w o t h e r t e c h n i q u e s t h a t d i d n o t n e a t l y fi t i n t o t h eO t h e r t e c h n i q u e s

p r e v i o u s c a t e g o r i e s . S á e t a l . [ S á + 1 1 ] a n d G u r r i e r i e t a l . [ G u r + 1 2 ] a p p l y r u l e

i n d u c t i o n t o l a b e l r a n k i n g . R u l e l e a r n i n g a p p r o a c h e s a r e p a r t i c u l a r l y i n t e r e s t -

i n g f r o m a n i n t e r p r e t a b i l i t y p e r s p e c t i v e s i n c e t h e y p r o d u c e h u m a n - r e a d a b l e

d e c i s i o n c r i t e r i a t h a t c a n b e e a s i l y u n d e r s t o o d . T o t h i s e n d , t h e a u t h o r s o f t h e

f o r m e r p a p e r d e fi n e s i m i l a r i t y - b a s e d s u p p o r t a n d c o n fi d e n c e f u n c t i o n s t h a t

c a n b e u s e d i n t h e s t a n d a r d r u l e l e a r n i n g a l g o r i t h m A P R I O R I . T h e s i m i l a r i t y

i s d e fi n e d i n t e r m s o f f u l l r a n k i n g s u s i n g K e n d a l l ’ s 𝜏 o r S p e a r m a n ’ s c o r r e l a t i o n

c o e ffi c i e n t . G u r r i e r i e t a l . i n s t e a d d e c o m p o s e t h e f u l l r a n k i n g s i n t o p a i r s o f

l a b e l s . T h e y u s e a d o m i n a n c e - b a s e d r o u g h s e t a p p r o a c h a s a c l a s s i fi e r t h a t

p r o d u c e s c l a s s i fi c a t i o n r u l e s f o r t h e p a i r s . A v o t i n g s t r a t e g y i s u s e d t o d e c i d e

o n a r a n k i n g d u r i n g p r e d i c t i o n t i m e . R i b e i r o e t a l . [ R i b + 1 2 ] p r o p o s e a s i m p l e

n e u r a l n e t w o r k a p p r o a c h w h e r e t h e o u t p u t l a y e r r e t u r n s t h e s c o r e s f o r t h e 𝐾
c l a s s e s . T h e a u t h o r s i n v e s t i g a t e s i x l o s s f u n c t i o n s e m p i r i c a l l y a n d fi n d t h a t a

p o s i t i o n - d e p e n d e n t l o s s c o m b i n e d w i t h a n o r d e r i n g - b a s e d l o s s p e r f o r m s b e s t .

F i n a l l y , K o r b a e t a l . [ K G d 1 8 ] a p p r o a c h t h e l a b e l r a n k i n g p r o b l e m f r o m t h e

a n g l e o f s t r u c t u r e d p r e d i c t i o n . T h e y p r o p o s e s e v e r a l e m b e d d i n g s t h a t c a n b e

u s e d i n a s u r r o g a t e l e a s t s q u a r e s f r a m e w o r k . T h a t m e a n s r a n k i n g s a r e m a p p e d

i n t o a n e m b e d d i n g s p a c e i n w h i c h t h e E u c l i d e a n d i s t a n c e c a n b e u s e d a s a l o s s

f u n c t i o n .

A Variant of the Setting M u l t i - l a b e l r a n k i n g i s a g e n e r a l i z a t i o n o f l a b e l r a n k i n gm u l t i - l a b e l r a n k i n g

[ B F H 0 6 ; D e r 2 1 ] , w h e r e t h e l e a r n e r fi r s t h a s t o p r e d i c t t h e c o r r e c t s e t o f l a b e l s

f o r a g i v e n i n s t a n c e , a n d o n l y t h e n i t i s t a s k e d t o r a n k t h e l a b e l s . T h i s i s a

p r o b l e m o f t e n e n c o u n t e r e d i n p r a c t i c e , w h e r e n o t a l l l a b e l s a r e a p p l i c a b l e t o

e v e r y i n s t a n c e , o r i f o n e w a n t s t o s e p a r a t e r e l e v a n c e f r o m p r e f e r e n c e . A s a n

e x a m p l e , c o n s i d e r m o v i e r e c o m m e n d a t i o n s w h e r e e a c h m o v i e i s a l a b e l a n d

e a c h u s e r a n i n s t a n c e . E v e r y u s e r h a s o n l y s e e n a s u b s e t o f t h e m o v i e s , w h i c h

i s t h e i r l a b e l s e t , a n d t h e n w e c a n a s k t h e m t o r a n k t h e s e m o v i e s b y p r e f e r e n c e .

T o t a c k l e t h i s p r o b l e m , i t i s u s u a l l y d e c o m p o s e d i n t o t h e s u b t a s k s m u l t i - l a b e l

c l a s s i fi c a t i o n a n d l a b e l r a n k i n g . T h e r e a r e , h o w e v e r , m e t h o d s l i k e c a l i b r a t e d

l a b e l r a n k i n g [ B F H 0 6 ] t h a t s o l v e b o t h t a s k s s i m u l t a n e o u s l y .

4.1.2. Instance Ranking

W e r n e r [ W e r 2 2 ] r e c e n t l y c o m p o s e d a r e v i e w a r t i c l e o n t h e t o p i c o f i n s t a n c e[ W e r 2 2 ] : W e r n e r ( 2 0 2 2 ) , “ A R e v i e w o n

I n s t a n c e R a n k i n g P r o b l e m s i n S t a t i s t i c a l

L e a r n i n g ”

r a n k i n g , w h i c h w e u s e a s t h e m a i n r e f e r e n c e f o r t h i s s e c t i o n . R e c a l l t h a t i n

l a b e l r a n k i n g , t h e r e i s a n e x t e r n a l s e t o f l a b e l s t h a t a r e r a n k e d i n t h e c o n t e x t

o f a n i n s t a n c e . C o n v e r s e l y , i n o b j e c t r a n k i n g , a n i n s t a n c e c o n s i s t s o f s e v e r a l

o b j e c t s ( r e p r e s e n t e d b y f e a t u r e v e c t o r s ) t h a t n e e d t o b e r a n k e d . I n t h e c a s e o f

o b j e c t c h o i c e , w e i m p l i c i t l y s e p a r a t e t h e m i n t o t w o c l a s s e s : “ c h o s e n ” a n d “ n o t

c h o s e n ” . I n i n s t a n c e r a n k i n g , w e a r e i n t e r e s t e d i n t h e r a n k i n g o f t h e i n s t a n c e s

t h e m s e l v e s . T h e r e a r e s e v e r a l s u b - s e t t i n g s w i t h i n i n s t a n c e r a n k i n g t h a t w e c a n

d i s t i n g u i s h b a s e d o n t h e s p e c i fi c r a n k i n g t a s k t h a t i s t o b e s o l v e d a n d t h e t y p e o f

l a b e l s p a c e 𝒴 t h a t i s o b s e r v e d . D i f f e r e n t c o m b i n a t i o n s o f r a n k i n g t a s k a n d l a b e l

s p a c e l e a d t o d i f f e r e n t s e t t i n g s , w h i c h w e w i l l i n t r o d u c e i n t h e f o l l o w i n g .
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F i r s t l y , w e h a v e a n e x t e r n a l s e t 𝒴, a n a l o g o u s t o t h e l a b e l r a n k i n g s e t t i n g . E a c h

i n s t a n c e 𝒙 ∈ 𝒳 i s a s s i g n e d a n e l e m e n t 𝑦 f r o m t h e s e t 𝒴. T h i s s e t 𝒴 c a n b e

d i s c r e t e o r c o n t i n u o u s , b u t i t i s i m p o r t a n t t h a t t h e s e t 𝒴 i s o r d e r e d . I n c a s e

𝒴 i s b i n a r y , i . e . , 𝒴 = {−1, 1}, w e c a l l t h e r e s u l t i n g p r o b l e m a b i p a r t i t e i n s t a n c e

r a n k i n g p r o b l e m . L i k e w i s e , i n t h e g e n e r a l d i s c r e t e c a s e , i f |𝒴| = 𝑀, t h e n w e c a l l

i t a 𝑀- p a r t i t e i n s t a n c e r a n k i n g p r o b l e m . L a s t l y , w e s a y t h e p r o b l e m i s c o n t i n u o u s ,

i f 𝒴 i s a c o n t i n u o u s s e t .

S e c o n d l y , t h e r e a r e d i f f e r e n t r a n k i n g t a s k s t h a t o n e c o u l d b e i n t e r e s t e d i n . I n

t h e h a r d i n s t a n c e r a n k i n g s e t t i n g , t h e g o a l i s t o r a n k a l l i n s t a n c e s c o r r e c t l y . I f

t h e g o a l i s t o fi n d a n d r a n k o n l y t h e t o p - 𝑀 i n s t a n c e s , w e c a l l t h i s t h e l o c a l i z e d

i n s t a n c e r a n k i n g s e t t i n g . L a s t l y , i n t h e w e a k i n s t a n c e r a n k i n g s e t t i n g , t h e g o a l i s

t o d e t e c t t h e t o p - 𝑀 i n s t a n c e s w i t h o u t t h e n e e d t o r a n k t h e m .

W e a s s u m e t h a t a d a t a s e t 𝒟 = {(𝒙𝑛, 𝑦𝑛)}
𝑁
𝑛=1 i s g i v e n . T h e g o a l i s t o l e a r n a

r a n k i n g f u n c t i o n ̂𝑓 ∶ 2𝒳 → 𝒮, t h a t f o r a g i v e n s e t o f i n s t a n c e s o u t p u t s a r a n k i n g

o f t h e s e i n s t a n c e s . I t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t w e a r e n o t n e c e s s a r i l y i n t e r e s t e d

i n a p p r o x i m a t i n g t h e m a p p i n g 𝒳 → 𝒴; r a t h e r , o u r a i m i s t o d e t e r m i n e t h e

r e l a t i v e o r d e r i n g o f t h e i n s t a n c e s a c c u r a t e l y ( w i t h i n t h e a c c u r a c y c o n s t r a i n t s

i m p o s e d b y t h e r a n k i n g t a s k ) .

B e f o r e w e c o n t i n u e , i t i s i m p o r t a n t t o d i s t i n g u i s h i n s t a n c e r a n k i n g f r o m s e v e r a l

o t h e r s i m i l a r s e t t i n g s . I n c l a s s i fi c a t i o n / r e g r e s s i o n , w e a l s o a s s i g n a l a b e l / v a l u e 𝑦
t o a g i v e n i n s t a n c e 𝒙. T h e m a i n d i f f e r e n c e h e r e i s t h a t w e d o n o t a s s u m e t h a t

t h e s e t 𝒴 h a s a p a r t i c u l a r o r d e r . T h i s b r i n g s u s t o t h e s e t t i n g o f o r d i n a l r e g r e s s i o n , o r d i n a l r e g r e s s i o n

w h e r e w e i n d e e d a s s u m e t h a t t h e s e t 𝒴 i s o r d e r e d . T h e d e fi n i n g d i f f e r e n c e

b e t w e e n o r d i n a l r e g r e s s i o n a n d i n s t a n c e r a n k i n g i s t h a t i n i n s t a n c e r a n k i n g , i t

s u ffi c e s t o o r d e r a g i v e n s e t o f i n s t a n c e s , w h i l e i n o r d i n a l r e g r e s s i o n , w e n e e d

t o p r e d i c t a l a b e l f o r e a c h i n s t a n c e , w h i c h o f t e n r e q u i r e s a d d i t i o n a l d i s c r e t i z a -

t i o n [ W e r 2 2 ] . F i n a l l y , i n s t a n c e r a n k i n g i s a l s o v e r y s i m i l a r t o o b j e c t r a n k i n g .

I f w e m a k e t h e a s s u m p t i o n t h a t a l l o b j e c t s c a n b e o r d e r e d a c c o r d i n g t o s o m e

p a r t i a l o r d e r , t h e n t h i s r e d u c e s t o a n 𝑀- p a r t i t e i n s t a n c e r a n k i n g p r o b l e m .

Instance Ranking Algorithms T h e l i t e r a t u r e o n t h e i n s t a n c e r a n k i n g p r o b l e m

i s v a s t d u e t o i t s w i d e a p p l i c a b i l i t y i n I R a n d r e c o m m e n d e r s y s t e m s . F i g u r e 4 . 3

p r o v i d e s a n o v e r v i e w o f t h e t e c h n i q u e s t h a t h a v e b e e n u t i l i z e d t o t a c k l e t h i s

p r o b l e m . T h e t a x o n o m y g r o u p s t h e a p p r o a c h e s b a s e d o n t h e g e n e r a l m o d e l i n g

a p p r o a c h t h a t i s u s e d , i n l i n e w i t h t h e c a t e g o r i z a t i o n p r o p o s e d b y W e r n e r

[ W e r 2 2 ] .

T h e fi r s t m a j o r c a t e g o r y i s a p p r o a c h e s u s i n g s u p p o r t v e c t o r m a c h i n e s ( S V M s ) . S V M a p p r o a c h e s

T h e s e m i n a l p a p e r o n t h i s t o p i c w a s w r i t t e n b y J o a c h i m s [ J o a 0 2 ] , w h o p r o p o s e s

t h e R a n k i n g S V M a l g o r i t h m . T h e y n o t e t h a t t h e i r o p t i m i z a t i o n p r o b l e m i s

e q u i v a l e n t t o t h a t o f a c l a s s i fi c a t i o n S V M w h e r e p a i r w i s e d i f f e r e n c e s o f i n s t a n c e

v e c t o r s a r e u s e d a s i n s t a n c e s . S e v e r a l i m p r o v e m e n t s t o R a n k i n g S V M h a v e

b e e n i n v e s t i g a t e d i n t h e l i t e r a t u r e [ C a o + 0 6 ; Q i n + 0 7 ; J J S 1 1 ] . O f n o t e i s

t h e r e l a t i o n a l R a n k i n g S V M a l g o r i t h m d e s i g n e d f o r r e l a t i o n a l r a n k i n g d a t a

i n t r o d u c e d b y Q i n e t a l . [ Q i n + 0 8 ] , w h i c h n o t o n l y t a k e s i n t o a c c o u n t t h e

o v e r a l l r a n k i n g o f t h e i n s t a n c e s b u t a l s o t h e i r r e l a t i o n .

M P R a n k i s a v a r i a n t t h a t t a c k l e s t h e c o n t i n u o u s v a r i a n t o f t h e i n s t a n c e r a n k i n g

p r o b l e m [ C M R 0 7 b ] . T h e a u t h o r s i m p o s e a p e n a l t y o n t h e p a i r w i s e d i f f e r e n c e s

o f t h e s c o r e s s u c h t h a t t h e y a r e c l o s e t o t h e o b s e r v e d d i f f e r e n c e . I n a f o l l o w - u p



7 8 4 . P r e f e r e n c e L e a r n i n g

I n s t a n c e R a n k i n g

A l g o r i t h m s

S V M - b a s e d

T e c h n i q u e s

• R a n k i n g S V M [ J o a 0 2 ; C a o + 0 6 ; Q i n + 0 7 ; J J S 1 1 ]

• R e l a t i o n a l R a n k i n g S V M [ Q i n + 0 8 ]

• A U C - M a x i m i z i n g S V M [ R a k 0 4 ; A S 0 5 ; B S 0 5 ]

• M a g n i t u d e - s e n s i t i v e [ C M R 0 7 b ; C M R 0 7 a ; P a h + 0 7 ;

P a h + 0 9 ; P a h + 1 0 ; A D S 1 0 ]

• F e a t u r e S e l e c t i o n [ T i a + 1 1 ; L a i + 1 3 ; L a p + 1 4 ]

B o o s t i n g -

b a s e d

T e c h n i q u e s

• R a n k B o o s t [ F r e + 0 3 ; R S 0 9 ; R a k 1 2 ]

• Q B R a n k [ Z h e + 0 7 ]

• B r a d l e y - T e r r y w i t h T i e s [ Z h o + 0 8 ]

• F R a n k [ T s a + 0 7 ]

• I s o R a n k [ Z Z S 0 8 ]

• G r a d i e n t - f r e e G r a d i e n t B o o s t i n g [ W e r 1 9 ]

T r e e - t y p e

T e c h n i q u e s

• T r e e R a n k [ C V 0 8 a ; C V 0 9 ; C V 1 0 ]

• B a g g i n g T r e e s [ C D V 0 9 ; C D V 1 3 b ; C D V 1 3 a ]

D e e p

L e a r n i n g

• R a n k N e t [ T e s 8 8 ; B u r + 0 5 ]

• L i s t N e t [ C a o + 0 7 ]

• R e r a n k i n g [ A i + 1 8 ]

• G r a p h E m b e d d i n g s [ Z W Z 1 9 ]

• D i r e c t / S u r r o g a t e L o s s M i n i m i z a t i o n [ S o n + 1 6 ;

E n g + 1 9 ]

• V a r i o u s A p p r o a c h e s [ G u o + 1 6 ; X i o + 1 7 ; P a n + 1 7 ;

P e i + 1 9 ]

O t h e r

T e c h n i q u e s

• O r d i n a l R e g r e s s i o n [ C S 0 1 ]

• Q u e r y - a n d R e l e v a n c e - d e p e n d e n c e [ Z h a + 0 6 ;

M o o + 1 0 ]

• C o m b i n e d R a n k i n g & R e g r e s s i o n [ S c u 1 0 ]

Figure 4.3.: T a x o n o m y o f I n s t a n c e R a n k i n g A l g o r i t h m s .

p a p e r C o r t e s e t a l . [ C M R 0 7 a ] i n t r o d u c e t h e v a r i a n t S V R a n k t h a t m i n i m i z e s

a n 𝜖- i n s e n s i t i v e l o s s , w h i c h , h o w e v e r , i n c r e a s e s t h e a l g o r i t h m i c c o m p l e x i t y .

I n d e p e n d e n t l y , P a h i k k a l a e t a l . [ P a h + 0 7 ] i n t r o d u c e t h e R a n k R L S a l g o r i t h m

t h a t i s v e r y s i m i l a r t o M P R a n k . L a t e r , t h e y m o d i f y t h e a l g o r i t h m t o b e a b l e t o

h a n d l e p a i r w i s e p r e f e r e n c e s [ P a h + 0 9 ] a n d i m p r o v e t h e t r a i n i n g c o m p l e x i t y

u s i n g a g r e e d y a l g o r i t h m [ P a h + 1 0 ] . A g a r w a l e t a l . [ A D S 1 0 ] a p p l y d i f f e r e n t

v a r i a n t s o f t h e R a n k i n g S V M t o r a n k c h e m i c a l s t r u c t u r e s . F o r t h e c o n t i n u o u s

i n s t a n c e r a n k i n g s e t t i n g , t h e y a l s o a d v o c a t e i n c l u d i n g t h e m a g n i t u d e o f t h e

s c o r e d i f f e r e n c e i n t h e l o s s a n d d e fi n i n g a c o r r e s p o n d i n g l o s s f u n c t i o n .

R a k o t o m a m o n j y [ R a k 0 4 ] a n d A t a m a n a n d S t r e e t [ A S 0 5 ] p r o p o s e a d i f f e r e n t

S V M f o r m u l a t i o n t h a t m a x i m i z e s t h e A U C o f a s c o r i n g f u n c t i o n . B r e f e l d

a n d S c h e f f e r [ B S 0 5 ] o b s e r v e t h a t t h i s p r o b l e m f o r m u l a t i o n r e s u l t s i n a n A U C

s m a l l e r t h a n t h a t o f a t y p i c a l S V M a n d p r o p o s e a n a l t e r n a t i v e f o r m u l a t i o n

b a s e d o n n o r m s .

T h e r e i s a n o t a b l e s u b s e t o f l i t e r a t u r e d e d i c a t e d t o t h e c h a l l e n g e o f t r a i n i n g

S V M s t h a t i n c o r p o r a t e f e a t u r e s e l e c t i o n . A r a n g e o f m e t h o d s h a s b e e n p u t f o r t h

t o a d d r e s s t h i s [ T i a + 1 1 ; L a i + 1 3 ; L a p + 1 4 ] . A c o m m o n t h r e a d a m o n g t h e s e

a p p r o a c h e s i s t h e m o d i fi c a t i o n o f t h e l o s s f u n c t i o n t o e n c o u r a g e s p a r s i t y .

M o v i n g o n t o b o o s t i n g a p p r o a c h e s , F r e u n d e t a l . [ F r e + 0 3 ] t r a n s f e r r e d t h e w e l l -b o o s t i n g a p p r o a c h e s

k n o w n A d a b o o s t a l g o r i t h m t o t h e s e t t i n g o f r a n k i n g ( w h i c h t h e y c a l l R a n k -

B o o s t ) . I n s t e a d o f w e i g h i n g i n s t a n c e s i n d i v i d u a l l y a s i s u s u a l i n b o o s t i n g , t h e y
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w e i g h p a i r s o f i n s t a n c e s ( s e e F i g u r e 4 . 1 0 f o r a v i s u a l i z a t i o n ) . T h e r e f o r e , p a i r s

o f i n s t a n c e s a r e w e i g h t e d m o r e s t r o n g l y i f i t i s i m p o r t a n t t h a t t h e l e a r n e r s r a n k

t h e m c o r r e c t l y . R u d i n [ R u d 0 9 ] p r o p o s e a v a r i a n t o f R a n k B o o s t t h a t a l l o w s

o n e t o p u t m o r e e m p h a s i s o n t h e t o p e l e m e n t s o f a r a n k i n g . T h e y d o t h i s b y

e m p l o y i n g c o n v e x o b j e c t i v e s w i t h a 𝑝- n o r m . T h e c a s e w h e r e t h i s b e c o m e s t h e

∞- n o r m h a s b e e n i n v e s t i g a t e d b y R a k o t o m a m o n j y [ R a k 1 2 ] .

Z h e n g e t a l . [ Z h e + 0 7 ] a d d r e s s a n I R s e t t i n g w h e r e i n t h e y c o n s i d e r b o t h r e l e -

v a n c e s c o r e s a n d p a i r w i s e p r e f e r e n c e s . S i n c e r e l e v a n c e s c o r e s a l o n e m i g h t n o t

a d e q u a t e l y d e t e r m i n e a g o o d o r d e r o f i n s t a n c e s , i n t e g r a t i n g p a i r w i s e p r e f e r -

e n c e s c a n b e b e n e fi c i a l . T h e y i n t r o d u c e a l o s s f u n c t i o n t h a t i n t e g r a t e s t h e s e

t w o f a c t o r s a n d o p t i m i z e s i t w i t h g r a d i e n t b o o s t i n g , n a m i n g t h e i r a l g o r i t h m

Q B R a n k .

I n m a n y a p p l i c a t i o n s s u c h a s I R , t i e s o f t e n a r i s e , p a r t i c u l a r l y w h e n t w o d o c u -

m e n t s r e c e i v e i d e n t i c a l r e l e v a n c e s c o r e s . T o a d d r e s s t h i s , Z h o u e t a l . [ Z h o + 0 8 ]

h a v e e x t e n d e d b o t h t h e B r a d l e y - T e r r y a n d t h e T h u r s t o n e - M o s t e l l e r m o d e l s

t o a c c o m m o d a t e t i e s . T h e s e m o d i fi e d m o d e l s a r e s u b s e q u e n t l y u s e d t o d e fi n e

s p e c i fi c l o s s f u n c t i o n s , w h i c h a r e t h e n o p t i m i z e d u s i n g g r a d i e n t b o o s t i n g .

T s a i e t a l . [ T s a + 0 7 ] a r g u e t h a t t h e c r o s s - e n t r o p y l o s s u s e d b y m a n y a l g o r i t h m s ,

s u c h a s R a n k N e t , d o e s h a v e s o m e u n d e s i r a b l e p r o p e r t i e s . T h e y i n s t e a d a d v o c a t e

u s i n g a fi d e l i t y l o s s i n s t e a d , a d i s t a n c e m e a s u r e u s e d i n q u a n t u m p h y s i c s t o

d e s c r i b e t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n q u a n t u m s t a t e s . T h e y fi n d t h a t t h e i r a l g o r i t h m

i m p r o v e s o n a l g o r i t h m s s u c h a s R a n k B o o s t .

A n o t e w o r t h y b o o s t i n g m e t h o d i s p r e s e n t e d b y Z h e n g e t a l . [ Z Z S 0 8 ] . I t e r a -

t i v e l y , t h e y c o n s t r u c t a n a d d i t i v e m o d e l t h r o u g h t h e u s e o f g r a d i e n t b o o s t e d

r e g r e s s i o n t r e e s . I n e a c h i t e r a t i o n , d e v i a t i o n s b e t w e e n p a i r s , n e c e s s a r y f o r t h e

c u r r e n t m o d e l t o r a n k e v e r y p a i r c o r r e c t l y , a r e c o m p u t e d . F o l l o w i n g t h i s ,

a r e g r e s s i o n t r e e i s t r a i n e d t o p r e d i c t t h e s e d e v i a t i o n s , w i t h i t s o u t p u t b e i n g

w e i g h t e d a n d i n c o r p o r a t e d i n t o t h e c u r r e n t m o d e l . T o m i n i m i z e t h e d e v i a t i o n s

i n e a c h i t e r a t i o n , a n i s o t o n i c r e g r e s s i o n o p t i m i z a t i o n p r o b l e m i s e m p l o y e d ,

h e n c e t h e n a m e I s o R a n k .

W e r n e r [ W e r 1 9 ] a r g u e s t h a t u t i l i z i n g s u r r o g a t e l o s s e s a s a s u b s t i t u t e f o r t h e h a r d

r a n k i n g l o s s
1
i n t h e c o n t e x t o f h a r d c o n t i n u o u s i n s t a n c e r a n k i n g i s s u b o p t i m a l 1 : W i t h h a r d w e a r e h e r e r e f e r r i n g t o a l o s s

t h a t p e n a l i z e s t h e c o m p l e t e r a n k i n g , a s o p -

p o s e d t o a w e a k r a n k i n g l o s s , w h e r e t h e f o c u s

l i e s o n t h e t o p - 𝐾 i n s t a n c e s .

d u e t o t h e s u r r o g a t e s ’ u n b o u n d e d n a t u r e a n d t h e h i g h c o m p u t a t i o n a l c o s t s

a s s o c i a t e d w i t h g r a d i e n t c a l c u l a t i o n s . I n s t e a d , t h e y i n t r o d u c e a ” g r a d i e n t -

f r e e ” g r a d i e n t b o o s t i n g m e t h o d , t e r m e d S i n g B o o s t , d e s i g n e d t o m o r e d i r e c t l y

m i n i m i z e t h e h a r d r a n k i n g l o s s . T o m i t i g a t e o v e r fi t t i n g , t h e y i n c o r p o r a t e

s t a b i l i t y s e l e c t i o n [ M B 1 0 ] , a t e c h n i q u e t h a t e m p l o y s s u b s a m p l i n g t o i d e n t i f y a

c o n s i s t e n t s e t o f v a r i a b l e s . I m p o r t a n t l y , t h i s a p p r o a c h i s a p p l i e d a t t h e p r e d i c t o r

l e v e l t o e n s u r e a r e l i a b l e s e t o f p r e d i c t o r s f o r r a n k i n g .

E v e n t h o u g h w e h a v e s e e n a f e w t r e e - b a s e d b o o s t i n g t e c h n i q u e s i n t h e p r e c e d -

i n g p a r a g r a p h s , t h e r e a r e a l s o d e d i c a t e d t h a t h a v e b e e n d e v e l o p e d f o r i n s t a n c e t r e e - t y p e t e c h n i q u e s

r a n k i n g . C l é m e n ç o n a n d V a y a t i s [ C V 0 8 b ] c o n s i d e r t h e b i p a r t i t e r a n k i n g p r o b -

l e m a n d a i m t o d i r e c t l y a p p r o x i m a t e t h e o p t i m a l R O C c u r v e . T h e y c o m e u p

w i t h a r e c u r s i v e a p p r o x i m a t i o n s c h e m e , w h i c h c a n r e a d i l y b e r e p r e s e n t e d b y

a t r e e - s t r u c t u r e d d e c i s i o n r u l e . T h e y c a l l t h e r e s u l t i n g a p p r o a c h T r e e R a n k .

T h e a u t h o r s a l s o d e v e l o p e d s u b s e q u e n t t h e o r e t i c a l a n d a l g o r i t h m i c a d v a n c e s

[ C V 0 9 ; C V 1 0 ] . S i n c e T r e e R a n k i s a d e c i s i o n t r e e , i t i s a n a t u r a l q u e s t i o n

t o a s k i f i t c a n d i r e c t l y b e c o m b i n e d w i t h b a g g i n g t o a r r i v e a t a n e n s e m b l e
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a l g o r i t h m . C l é m e n ç o n e t a l . [ C D V 0 9 ; C D V 1 3 b ] t a c k l e e x a c t l y t h i s q u e s t i o n .

T h e m a i n d i ffi c u l t y h e r e i s t h e a g g r e g a t i o n o f m u l t i p l e r a n k i n g s ( a l s o k n o w n

a s t h e K e m e n y p r o b l e m ) . I n t h e i r R a n k i n g F o r e s t a l g o r i t h m [ C D V 1 3 b ] , t h e

a u t h o r s c o m p u t e t h e m e d i a n r a n k i n g t o s o l v e t h e a g g r e g a t i o n p r o b l e m .

T h e i n c r e a s e i n p o p u l a r i t y o f n e u r a l n e t w o r k s c a n a l s o b e s e e n i n t h e c o n t e x t o f

i n s t a n c e r a n k i n g . I n t h e s e m i n a l w o r k b y B u r g e s e t a l . [ B u r + 0 5 ] , t h e a u t h o r s

p r o p o s e t h e R a n k N e t a r c h i t e c t u r e . I t e m p l o y s a n i d e a t h a t g o e s b a c k t o w o r k

b y T e s a u r o [ T e s 8 8 ] , f e a t u r i n g a n e u r a l n e t w o r k t h a t o u t p u t s a r e a l - v a l u e d

s c o r e . T o u s e t h e n e t w o r k f o r r a n k i n g , o n e i n p u t s t w o i n s t a n c e s a n d c o n s i d e r s

t h e d i f f e r e n c e i n s c o r e s . T h e w e i g h t s o f t h e n e t w o r k a r e t r a i n e d f r o m p a i r s o f

i n s t a n c e s u s i n g t h e b i n a r y c r o s s - e n t r o p y l o s s f u n c t i o n .
2

I n I R , o n e t y p i c a l l y2 : R e f e r t o P a g e 9 8 f o r a m o r e d e t a i l e d e x -

p l a n a t i o n o f R a n k N e t . p u t s m o r e e m p h a s i s o n t h e t o p p o s i t i o n s o f a r a n k i n g . R a n k N e t t r e a t s e a c h

p o s i t i o n e q u a l l y , w h i c h i s n o t i d e a l . C a o e t a l . [ C a o + 0 7 ] t h e r e f o r e e x t e n d

R a n k N e t t o b e a b l e t o o p t i m i z e f o r t h e t o p - 𝑘 p o s i t i o n s . S i n c e t h e n e t w o r k i s

n o w t r a i n e d f r o m l i s t s o f i n s t a n c e s , t h e y c a l l t h e n e t w o r k L i s t N e t ( s e e P a g e 1 0 3

f o r a d e t a i l e d d e s c r i p t i o n ) .

W h i l e m a n y m e t h o d s p r i m a r i l y f o c u s o n c o n t e x t - i n d e p e n d e n t u t i l i t y f u n c t i o n s ,

w h i c h a s s i g n s c o r e s t o e a c h o b j e c t i r r e s p e c t i v e o f t h e q u e r y , A i e t a l . [ A i + 1 8 ]

i n t r o d u c e d a n a p p r o a c h c a p a b l e o f r e r a n k i n g s e a r c h r e s u l t s b a s e d o n t h e s p e c i fi c

q u e r y c o n t e x t . I n i t i a l l y , t h e y g e n e r a t e a c o n t e x t - i n d e p e n d e n t r a n k i n g f o r

i n s t a n c e s w i t h i n a g i v e n q u e r y . S u b s e q u e n t l y , a R N N i s e m p l o y e d t o m a p

t h e t o p - 𝑘 i n s t a n c e s i n t o a c o n t e x t u a l r e p r e s e n t a t i o n . T h e i n s t a n c e s a r e t h e n

r e r a n k e d u s i n g a m o d e l t h a t c o n s i d e r s b o t h t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t s c o r e a n d

t h e d e r i v e d c o n t e x t r e p r e s e n t a t i o n .

I n t h e d o m a i n o f p r o d u c t s e a r c h , c h a l l e n g e s a r i s e d u e t o s p a r s e d a t a a n d t h e

p r e s e n c e o f l o n g - t a i l e d d i s t r i b u t i o n s , w h i c h h i n d e r t h e e f f e c t i v e n e s s o f c o n -

v e n t i o n a l r e t r i e v a l m o d e l s . Z h a n g e t a l . [ Z W Z 1 9 ] a d v o c a t e t o i n c o r p o r a t e

t h e q u e r y a n d p r o d u c t g r a p h s i n t o t h e r a n k i n g a l g o r i t h m . W i t h i n t h e q u e r y

g r a p h , t w o q u e r i e s a r e i n t e r c o n n e c t e d i f t h e y s h a r e a c o m m o n p r o d u c t c l i c k .

A n a l o g o u s l y , i n t h e p r o d u c t g r a p h , t w o p r o d u c t s a r e c o n n e c t e d i f t h e y a r e

s o u g h t b y a m u t u a l q u e r y . T h e r e s e a r c h e r s u t i l i z e g r a p h e m b e d d i n g l a y e r s ,

t r a n s f o r m i n g b o t h g r a p h s i n t o v e c t o r r e p r e s e n t a t i o n s . I n o r d e r t o e s t i m a t e t h e

r e l e v a n c e o f a p r o d u c t t o a s p e c i fi c q u e r y , t h e g r a p h - b a s e d r e p r e s e n t a t i o n s o f

b o t h t h e p r o d u c t a n d t h e q u e r y a r e a p p e n d e d t o t h e f e a t u r e v e c t o r .

T y p i c a l r a n k i n g a l g o r i t h m s d o n o t d i r e c t l y o p t i m i z e t h e t a r g e t l o s s b u t i n s t e a d

m i n i m i z e a s u r r o g a t e l o s s . T h i s i s d o n e b e c a u s e t a r g e t l o s s e s a r e o f t e n d i s c r e t e

o r n o n c o n v e x , w h i c h m a k e s t h e m h a r d t o o p t i m i z e . S o n g e t a l . [ S o n + 1 6 ]

e m p l o y l o s s - a u g m e n t e d i n f e r e n c e , w h i c h a l l o w s t h e m t o o p t i m i z e t h e t a r g e t

l o s s d i r e c t l y . T h e y a p p l y t h e i r a p p r o a c h t o t h e a v e r a g e p r e c i s i o n ( A P ) l o s s ,

a v e r y r e l e v a n t l o s s f u n c t i o n i n I R . T h e r e s e a r c h e r s d e m o n s t r a t e e m p i r i c a l l y

t h a t t h e i r a p p r o a c h o u t p e r f o r m s s u r r o g a t e l o s s m e t h o d s a s s o o n a s l a b e l n o i s e i s

i n t r o d u c e d .

T y p i c a l r a n k i n g a l g o r i t h m s o f t e n m i n i m i z e a s u r r o g a t e l o s s r a t h e r t h a n d i r e c t l y

o p t i m i z i n g t h e d e s i r e d t a r g e t l o s s . T h i s a p p r o a c h i s p r e v a l e n t b e c a u s e t a r g e t

l o s s e s a r e f r e q u e n t l y d i s c r e t e o r n o n c o n v e x , m a k i n g t h e m h a r d t o o p t i m i z e .

H o w e v e r , S o n g e t a l . [ S o n + 1 6 ] u t i l i z e l o s s - a u g m e n t e d i n f e r e n c e , e n a b l i n g t h e m

t o o p t i m i z e t h e t a r g e t l o s s d i r e c t l y . T h e y s p e c i fi c a l l y a p p l y t h e i r m e t h o d t o

t h e A P l o s s , a p o p u l a r l o s s f u n c t i o n i n t h e r e a l m o f I R . E m p i r i c a l r e s u l t s i n -

d i c a t e t h a t t h e i r m e t h o d s u r p a s s e s s u r r o g a t e l o s s t e c h n i q u e s w h e n l a b e l n o i s e
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i s p r e s e n t . E n g i l b e r g e e t a l . [ E n g + 1 9 ] a i m t o m a k e i t p o s s i b l e t o o p t i m i z e

n o n - d i f f e r e n t i a b l e l o s s f u n c t i o n s . T h e y i d e n t i f y t h e n o n - d i f f e r e n t i a b l e s o r t i n g

o p e r a t i o n a s a c o m m o n c h a l l e n g e i n m a n y r a n k i n g l o s s f u n c t i o n s . T o a d d r e s s

t h i s , t h e a u t h o r s s u g g e s t r e p l a c i n g t h e s o r t i n g o p e r a t i o n w i t h a l e a r n e d , d i f -

f e r e n t i a b l e s o r t i n g n e t w o r k t h a t c a n s e r v e a s a s u r r o g a t e i n a v a r i e t y o f l o s s

f u n c t i o n s .

F i n a l l y , t h e i n s t a n c e r a n k i n g p r o b l e m h a s a l s o b e e n a d d r e s s e d u s i n g o t h e r t e c h - o t h e r t e c h n i q u e s

n i q u e s t h a t d o n o t fi t t h e p r e v i o u s c a t e g o r i e s . A n e a r l y w o r k o n t h e i n s t a n c e

r a n k i n g p r o b l e m w a s t h e o n e b y C r a m m e r a n d S i n g e r [ C S 0 1 ] , w h o a d a p t e d

t h e p e r c e p t r o n l e a r n i n g a l g o r i t h m t o i n s t a n c e r a n k i n g a n d c a l l e d i t P R a n k .

Z h a e t a l . [ Z h a + 0 6 ] i d e n t i f y t h e p r o b l e m o f q u e r y - d e p e n d e n t f e a t u r e s v a r y i n g

s t r o n g l y a c r o s s q u e r i e s . T o c o u n t e r a c t t h i s , t h e y fi t t w o m o d e l s , o n e q u e r y -

i n d e p e n d e n t s c o r i n g m o d e l a n d a n a d d i t i o n a l q u e r y - d e p e n d e n t , m o n o t o n e

f u n c t i o n t h a t t r a n s f o r m s t h e s c o r e s r e t u r n e d b y t h e s c o r i n g m o d e l .

M o o n e t a l . [ M o o + 1 0 ] a r g u e t h a t w h i l e t y p i c a l r e l a t i v e r a n k i n g m e t h o d s a r e

a b l e t o c a p t u r e t h e o v e r a l l r a n k i n g a c c u r a t e l y , t h e y a r e n o t a b l e t o p r e d i c t t h e

c o r r e c t r e l e v a n c e s c o r e s . T h e y d e v e l o p e d t h e I n t e r v a l R a n k a l g o r i t h m t h a t u s e s

i s o t o n i c r e g r e s s i o n t o g e t t h e c o r r e c t o v e r a l l r e l a t i v e o r d e r i n g . T h e a l g o r i t h m

f u r t h e r i n c o r p o r a t e s p e n a l t i e s t o m a k e t h e p r e d i c t e d s c o r e s a l i g n c l o s e l y w i t h

t h e g r o u n d - t r u t h l a b e l s a n d t o s e p a r a t e a l l l a b e l s d i s t i n c t l y . I n a s i m i l a r v e i n ,

S c u l l e y [ S c u 1 0 ] c o n s i d e r a r e g r e s s i o n s e t t i n g w i t h a l o n g - t a i l e d c h a r a c t e r i s t i c ,

w h e r e t h e r e a r e f e w o b s e r v a t i o n s f o r r a r e e v e n t s . T h e y p o s i t t h a t i n s u c h

s c e n a r i o s , l e v e r a g i n g r e l a t i v e r a n k i n g d a t a i s b e n e fi c i a l . C o n s e q u e n t l y , t h e y

p r o p o s e a h y b r i d l o s s f u n c t i o n t h a t c o m b i n e s r e g r e s s i o n a n d r a n k i n g , a n d t h e i r

e m p i r i c a l t e s t s h i g h l i g h t i t s c o m p e t i t i v e p e r f o r m a n c e i n e x e c u t i n g b o t h t a s k s

c o n c u r r e n t l y .

4.1.3. Object Ranking

≻ ≻ ≻

Task Ranking

Figure 4.4.: T h e o b j e c t r a n k i n g s e t t i n g .

I n o b j e c t r a n k i n g , t h e i n s t a n c e s a r e s e t s o f o b j e c t s , w h e r e a n o b j e c t i t s e l f i s

r e p r e s e n t e d b y a f e a t u r e v e c t o r 𝒙 ∈ 𝒳 w i t h 𝒙 ≔ (𝑥1, … , 𝑥𝑑)T . H e r e 𝒳 i s u s u a l l y

a s u b s e t o f ℝ𝑑 a n d c a l l e d t h e o b j e c t s p a c e o r u n i v e r s a l o b j e c t s e t . W h e r e a s i n

l a b e l r a n k i n g , t h e t a r g e t i s a r a n k i n g o f a s e t o f l a b e l s , i n o b j e c t r a n k i n g , t h e

o b j e c t s t h e m s e l v e s a r e r a n k e d . W e c a l l a s e t o f o b j e c t s t o b e r a n k e d a t a s k 𝑄
w i t h 𝑄 ∈ ℚ ⊆ 2𝒳

a n d 𝑄 ≔ {𝒙1, … , 𝒙𝐾}.

F o r e a c h t a s k 𝑄 o f s i z e 𝐾 w e a l s o o b s e r v e a c o r r e s p o n d i n g o r d e r 𝑂 s u c h t h a t

i f (𝒙𝑖, 𝒙𝑗) ∈ 𝑂 w e h a v e t h a t 𝒙𝑖 ≻ 𝒙𝑗 . W e s a y a n o r d e r i s a t o t a l o r d e r i f t h e r e i s

a p e r m u t a t i o n 𝜋 s u c h t h a t 𝒙𝜋(1) ≻ 𝒙𝜋(2) ≻ ⋯ ≻ 𝒙𝜋(𝐾) . T h e l e a r n e r o b s e r v e s

a d a t a s e t 𝒟 = {(𝑄𝑛, 𝑂𝑛)}
𝑁
𝑛=1 , w h e r e 𝑄𝑛 ⊆ 𝒳 i s a t a s k a n d 𝑂𝑛 i s t h e p r e v i o u s l y

m e n t i o n e d c o r r e s p o n d i n g p a r t i a l o r d e r . T h e g o a l i s t o l e a r n a r a n k i n g f u n c t i o n

̂𝑓 ∶ 2𝒳 → 𝒮, w i t h 𝒮 ≔ ⋃𝐾
𝑘=2 𝒮𝑘 b e i n g t h e u n i o n o f a l l p e r m u t a t i o n g r o u p s o f

a c e r t a i n s i z e 𝑘.

A t t h i s p o i n t , i t m a k e s s e n s e t o m e n t i o n t h e s e t t i n g t h a t a r i s e s w h e n l a b e l

r a n k i n g a n d o b j e c t r a n k i n g a r e c o m b i n e d . I n t h i s n e w s e t t i n g , t h e l e a r n e r

r e c e i v e s a n i n s t a n c e c o m p r i s e d o f i n s t a n c e f e a t u r e s a n d a s e t o f o b j e c t s w i t h

o b j e c t f e a t u r e s . T h i s c a n a l s o b e r e p r e s e n t e d a s a s e t o f d y a d s , w h e r e e a c h d y a d

i s a p a i r o f a n i n s t a n c e a n d a n o b j e c t . T h e l e a r n e r i s t h e n t a s k e d w i t h r a n k i n g

t h e d y a d s . T h e s e t t i n g i s c a l l e d d y a d r a n k i n g a n d i s a g e n e r a l i z a t i o n o f b o t h

l a b e l a n d o b j e c t r a n k i n g [ S H 1 8 ] . A p r o t o t y p i c a l e x a m p l e o f d y a d r a n k i n g i s
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t h e t a s k o f r a n k i n g m o v i e s f o r a g i v e n u s e r , w h e r e t h e u s e r i s t h e i n s t a n c e a n d

t h e m o v i e s a r e t h e o b j e c t s . A s s u c h , d y a d r a n k i n g a s a s e t t i n g i s c l o s e l y r e l a t e d

t o t h e fi e l d o f r e c o m m e n d e r s y s t e m s a n d c o l l a b o r a t i v e fi l t e r i n g [ G o l + 9 2 ] .

Object Ranking Algorithms G i v e n t h e s u b s t a n t i a l p a r a l l e l s b e t w e e n o b j e c t

r a n k i n g a n d i n s t a n c e r a n k i n g , a n d c o n s i d e r i n g t h e fi e l d ’ s s h i f t t o l e a r n i n g -

t o - r a n k a s t h e m a i n a p p l i c a t i o n , t h e t e r m “ o b j e c t r a n k i n g ” h a s w i t n e s s e d a

r e d u c e d p r e v a l e n c e w i t h i n t h e s c i e n t i fi c l i t e r a t u r e . W e t h e r e f o r e o p t t o g o

i n t o m o r e d e t a i l w i t h g e n e r a l l e a r n i n g - t o - r a n k a p p r o a c h e s i n S e c t i o n 4 . 3 s i n c e

t h e y a r e r e l e v a n t f o r t h e r e m a i n d e r o f t h e t h e s i s .

4.1.4. Object Choice

Task Choice

Figure 4.5.: T h e o b j e c t c h o i c e s e t t i n g .

W h e r e i n t h e l a s t s e c t i o n w e l o o k e d a t r a n k i n g s o f o b j e c t s , h e r e w e c o n s i d e r t h e

s e t t i n g w h e r e i n s t e a d w e o b s e r v e c h o i c e s . W e u s e t h e t e r m “ o b j e c t c h o i c e ” h e r e

t o r e f e r t o t h i s s e t t i n g t o b e c o n s i s t e n t w i t h t h e n o m e n c l a t u r e i n t r o d u c e d i n t h i s

t h e s i s . I n t h e p r e f e r e n c e l e a r n i n g l i t e r a t u r e , n o u n i v e r s a l t e r m i s u s e d t o r e f e r

t o t h i s s e t t i n g . T h e t e r m “ d i s c r e t e c h o i c e ” i s o f t e n u s e d , w h i c h c o n n e c t s t o t h e

n o m e n c l a t u r e i n t r o d u c e d i n c l a s s i c a l p r e f e r e n c e m o d e l i n g ( s e e S e c t i o n 2 . 4 ) .

A s b e f o r e , w e h a v e i n s t a n c e s t h a t a r e s e t s o f o b j e c t s 𝒙 ∈ 𝒳 w i t h 𝒙 ≔ (𝑥1, … , 𝑥𝑑).
T h e o b j e c t s p a c e 𝒳 w e a s s u m e t o b e a s u b s e t o f ℝ𝑑 . W e a d d i t i o n a l l y l e t

ℚ ⊆ 2𝒳 ⧵ ∅ b e t h e s e t o f a d m i s s i b l e s e t s o f o b j e c t s . A s e t o f o b j e c t s 𝑄 w i t h

𝑄 ∈ ℚ w e c a l l a c h o i c e t a s k . N o t e h o w w e d o n o t y e t a s s u m e a n y t h i n g a b o u tc h o i c e t a s k

t h e s t r u c t u r e o f ℚ. I n p a r t i c u l a r , n o c l o s u r e p r o p e r t i e s a r e a s s u m e d . I n c a s e
Example 4.1.1 I f a f a m i l y o f s e t s ℚ i s

c l o s e d w i t h r e s p e c t t o t h e s u b s e t o p e r -

a t i o n ⊂, t h e n f o r a l l s e t s 𝐴 ⊂ 𝐵 ∈ ℚ i t

h o l d s t h a t 𝐴 ∈ ℚ.

a d d i t i o n a l r e s t r i c t i o n s o n ℚ a r e r e q u i r e d l a t e r o n i n t h i s t h e s i s , w e w i l l m e n t i o n

t h e s e a t t h e a p p r o p r i a t e p l a c e s .

A s f o r t h e c h o i c e s , i n t h e l i t e r a t u r e , i t i s t y p i c a l l y a s s u m e d t h a t a s i n g l e o b j e c t

i s s e l e c t e d . H e r e , w e d o n o t m a k e t h i s a s s u m p t i o n a n d a l l o w c h o i c e s t o b e

a r b i t r a r y s u b s e t s . A c h o i c e i s t h e r e f o r e a s u b s e t 𝐶 ⊆ 𝑄 w i t h 𝐶 ≠ ∅. N o t e t h a tc h o i c e

s i n c e n o c l o s u r e p r o p e r t i e s h a v e b e e n a s s u m e d , i t d o e s n o t n e c e s s a r i l y h o l d t h a t

𝐶 ∈ ℚ. T h e t y p i c a l r e s t r i c t i o n t o s i n g l e t o n s e t s i n t h e l i t e r a t u r e c o r r e s p o n d s t o

|𝐶| = 1.

B a s e d o n a d a t a s e t 𝒟 = {(𝑄𝑛, 𝐶𝑛)}𝑁𝑛=1 , w e s e e k t o fi n d a f u n c t i o n 𝑐∶ ℚ → 𝒞
t h a t g e n e r a l i z e s w e l l t o u n s e e n c h o i c e s . T y p i c a l p e r f o r m a n c e m e a s u r e s f o r t h i s

s e t t i n g a r e t h o s e u s e d i n t h e c o n t e x t o f m u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n , s u c h a s t h e

𝐹1 s c o r e ( s e e S e c t i o n 4 . 2 . 1 ) .

Object Choice Algorithms A s w e f o c u s e d o n c l a s s i c a l m o d e l s f o r p r e f e r e n c e

m o d e l i n g i n S e c t i o n 2 . 4 , w e w i l l h e r e p r e s e n t a n o v e r v i e w o f t h e a p p r o a c h e s

t h a t w e r e d e v e l o p e d i n t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g s p e c i fi c a l l y . A s i s

c o m m o n w i t h m a c h i n e l e a r n i n g m o d e l s , t h e s e a r e u s u a l l y f o c u s e d o n p r e d i c t i v e

p e r f o r m a n c e a s o p p o s e d t o t h e e x i s t i n g n o r m a t i v e , p r e s c r i p t i v e , o r d e s c r i p t i v e

m o d e l s . T h e m o s t i m p o r t a n t d i s t i n c t i o n i s w h e t h e r t h e a p p r o a c h e s a r e d e s i g n e d

t o h a n d l e o n l y s i n g l e t o n o r a l s o s u b s e t c h o i c e s . T h i s i s b e c a u s e i t s u b s t a n t i a l l y

c h a n g e s t h e w a y t h e c h o i c e s h a v e t o b e m o d e l e d . F o r e x a m p l e , i f o n e n a ï v e l y

w e r e t o m o d e l e a c h p o s s i b l e s u b s e t a s o n e p o s s i b l e o u t c o m e , t h e n t h e s p a c e o f

o f p o s s i b l e o u t c o m e s b e c o m e s e x p o n e n t i a l i n t h e n u m b e r o f o b j e c t s , w h i c h

m a k e s i t u n f e a s i b l e c o m p u t a t i o n a l l y .
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W e b e g i n w i t h t h e s i n g l e t o n c h o i c e a p p r o a c h e s . E a r l y w o r k i n c l u d e d m o d e l s b a s e d s i n g l e t o n c h o i c e a p p r o a c h e s

o n r e s t r i c t e d B o l t z m a n n m a c h i n e s ( R B M s ) t h a t w e r e p r o p o s e d b y O s o g a m i a n d

O t s u k a [ O O 1 4 ] a n d O t s u k a a n d O s o g a m i [ O O 1 6 ] , w h e r e c h o i c e s a r e m o d e l e d

u s i n g a g e n e r a t i v e m o d e l . R B M s a r e a fl e x i b l e m o d e l c l a s s t h a t c a n m o d e l a

d i v e r s e r a n g e o f p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s . T h e y a r e , h o w e v e r , d i ffi c u l t t o t r a i n

r e l i a b l y a n d e ffi c i e n t l y , w h i c h l i m i t e d t h e i r a p p l i c a b i l i t y i n p r a c t i c e [ C h o + 1 5 ] .

I n t h e c o n t e x t o f fl i g h t i t i n e r a r i e s M o t t i n i a n d A c u n a - A g o s t [ M A 1 7 ] d e v e l o p

a c h o i c e m o d e l t h a t o p e r a t e s o n s e q u e n c e s a s i n p u t ( a s o p p o s e d t o s e t s ) , s u c h

t h a t t h e p r e d i c t e d o u t p u t s a r e p o s i t i o n s i n t h e s e q u e n c e .

R o s e n f e l d e t a l . [ R O S 2 0 ] a d o p t i d e a s f r o m t h e m u l t i - s e l f l i t e r a t u r e a n d p r o p o s e m u l t i - u t i l i t y m o d e l s : S e c t i o n 2 . 4 . 2

a n a p p r o a c h b a s e d o n n e u r a l n e t w o r k s . T h e o v e r a l l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e

d e c o m p o s e s a s [ R O S 2 0 ] :

𝑔𝒇(𝒙 ∣ 𝑄; 𝑤, 𝑟 , 𝜇) =
ℓ
∑
𝑖=1

𝑤({𝑓𝑖(𝒙)}𝒙∈𝑄)𝜇(𝑓𝑖(𝒙) − 𝑟({𝑓𝑖(𝒙)}𝒙∈𝑄)) ( 4 . 1 )

w h e r e 𝒇 c o n s i s t s o f ℓ l i n e a r f u n c t i o n s , a n d 𝑤, 𝑟 a r e p e r m u t a t i o n - i n v a r i a n t

n e u r a l n e t w o r k s . T h e i d e a i s t h a t 𝑤 m a p s e a c h s c o r e s e t t o a s e t - d e p e n d e n t p e r m u t a t i o n - i n v a r i a n t n e u r a l n e t w o r k s :

S e c t i o n 3 . 3 . 5 . 3w e i g h t . S i m i l a r l y , 𝑟 m a p s e a c h s c o r e s e t t o a s e t - d e p e n d e n t r e f e r e n c e v a l u e . T h e

f u n c t i o n 𝜇 i s d e fi n e d a s f o l l o w s

𝜇(𝑧; 𝑐) ≔ t a n h (𝑧)(𝑐J𝑧 < 0K + J𝑧 ≥ 0K),

a n d i m p l e m e n t s a l o s s a v e r s i o n f u n c t i o n w i t h 𝑐 ≥ 1 c o n t r o l l i n g h o w s t r o n g t h e

e f f e c t i s . R o s e n f e l d e t a l . [ R O S 2 0 ] p r o v e t h a t t h e m o d e l c o m p l e x i t y c a n b e

fl e x i b l y c o n t r o l l e d b y c h a n g i n g t h e n u m b e r o f l i n e a r f u n c t i o n s ℓ, a n d t h a t t h i s

h a s d i m i n i s h i n g r e t u r n s w i t h r e s p e c t t o t h e a p p r o x i m a t i o n e r r o r . S i m i l a r l y ,

t h e a u t h o r s s h o w t h a t t h e e s t i m a t i o n e r r o r f o r d i f f e r e n t a g g r e g a t o r s s c a l e s w e l l

w i t h ℓ, i m p l y i n g t h a t t h e m o d e l c a n b e l e a r n e d e ffi c i e n t l y . T h e d e c o m p o s i t i o n

p r o p o s e d b y t h e a u t h o r s s u b s u m e s m a n y e x i s t i n g m o d e l s a s s p e c i a l c a s e s , m a k i n g

i t a n i m p o r t a n t b a s e l i n e f o r o u r e m p i r i c a l e v a l u a t i o n .

W e m o v e o n t o s u b s e t c h o i c e a p p r o a c h e s . F o r t h e s e t t i n g w i t h o u t o b j e c t f e a t u r e s , s u b s e t c h o i c e a p p r o a c h e s

B e n s o n e t a l . [ B K T 1 8 ] d e fi n e a p r o b a b i l i s t i c c h o i c e m o d e l f o r s u b s e t c h o i c e s .

T h e y d e fi n e i t a s a m i x t u r e o f M N L m o d e l s o f a fi x e d c h o i c e s e t s i z e . E a c h

o b j e c t i s a s s u m e d t o h a v e a c e r t a i n v a l u e , a n d h i g h e r - o r d e r c o r r e c t i o n t e r m s

a r e a p p l i e d w h e r e n e c e s s a r y . T h e y s h o w , h o w e v e r , t h a t i t i s 𝒩𝒫- h a r d t o fi n d

t h e o p t i m a l s e t o f c o r r e c t i o n t e r m s .

D u e t o t h e l a c k o f o t h e r w o r k o n s u b s e t c h o i c e , w e p r o p o s e a g e n e r a l w a y t o

t u r n e x i s t i n g r a n k i n g m o d e l s i n t o s i n g l e t o n a n d s u b s e t c h o i c e m o d e l s u s i n g

t h r e s h o l d i n g [ P H 2 0 ; P f a + 2 2 ] . P l e a s e r e f e r t o C h a p t e r 5 a n d s p e c i fi c a l l y S e c -

t i o n 5 . 2 . 1 f o r a d e s c r i p t i o n o f t h i s m e t h o d . W e w i l l u s e t h i s m e t h o d t o a d a p t a

v a r i e t y o f m o d e l s , i n c l u d i n g o u r o w n , t o t h i s l e a r n i n g t a s k .

4.1.5. Other Important Settings

A s m e n t i o n e d b e f o r e , p r e f e r e n c e l e a r n i n g e n c o m p a s s e s m a n y m o r e s e t t i n g s

t h a n t h e s u p e r v i s e d l e a r n i n g s e t t i n g s w e i n t r o d u c e d i n t h e p r e c e d i n g s e c t i o n s .

I n t e r e s t i n p r e f e r e n c e l e a r n i n g h a s i n c r e a s e d s u b s t a n t i a l l y i n r e c e n t y e a r s d u e

t o i t s a p p l i c a t i o n i n t h e t r a i n i n g o f L L M s [ O u y + 2 2 ; R a f + 2 3 ] . T h i s i s w h y

w e w i l l t a k e a b r o a d e r l o o k a t i m p o r t a n t a p p l i c a t i o n a r e a s i n t h i s s e c t i o n t o
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s h o w c a s e t h e b r e a d t h o f t h e fi e l d . T h e r e c e n t s u r v e y b y H ü l l e r m e i e r a n d

S ło w ińs k i [ H S 2 4 ] p r o v i d e s a n e x c e l l e n t o v e r v i e w o f t h e fi e l d a n d w a s u s e d a s[ H S 2 4 ] : H ü l l e r m e i e r e t a l . ( 2 0 2 4 ) , “ P r e f e r -

e n c e L e a r n i n g a n d M u l t i p l e C r i t e r i a D e c i -

s i o n A i d i n g : D i f f e r e n c e s , C o m m o n a l i t i e s ,

a n d S y n e r g i e s — P a r t I I ”

t h e m a i n r e f e r e n c e h e r e .

Online Preference Learning O n e i m p o r t a n t a r e a w e w a n t t o h i g h l i g h t h e r e

i s o n l i n e p r e f e r e n c e l e a r n i n g , w h e r e o n l i n e m a c h i n e l e a r n i n g i s c o m b i n e d w i t ho n l i n e p r e f e r e n c e l e a r n i n g

p r e f e r e n c e - b a s e d f e e d b a c k . I n o n l i n e l e a r n i n g , t h e d a t a a r r i v e s i n c r e m e n t a l l y ,

a n d t h e l e a r n e r h a s t o m a k e p r e d i c t i o n s a t e a c h s t e p . T h e m u l t i - a r m e d b a n d i t

s e t t i n g i s a s p e c i fi c o n l i n e l e a r n i n g s e t t i n g w h e r e a l e a r n e r i s r e p e a t e d l y c o n -

f r o n t e d w i t h t h e c h o i c e o f s o - c a l l e d b a n d i t a r m s . I f o n e a r m i s p u l l e d , t h e

l e a r n e r r e c e i v e s a ( p o t e n t i a l l y s t o c h a s t i c ) r e w a r d . R o u g h l y s p e a k i n g , t h e g o a l

i s t o m a x i m i z e t h e c u m u l a t i v e r e w a r d , w h i c h m a k e s i t n e c e s s a r y t o e x p l o r e

d i f f e r e n t a r m s t o fi n d t h e b e s t a r m q u i c k l y b u t a l s o t o p u l l t h e b e s t a r m f o u n d

s o f a r o f t e n e n o u g h . T h i s i s t h e s o - c a l l e d e x p l o r a t i o n - e x p l o i t a t i o n t r a d e o f f . I ne x p l o r a t i o n - e x p l o i t a t i o n t r a d e o f f

m a n y s e t t i n g s , w e d o n o t d i r e c t l y o b s e r v e r e w a r d s w h e n p u l l i n g a n a r m , b u t

w e c a n c o m p a r e t w o a r m s a n d o b s e r v e a p r e f e r e n c e . T y p i c a l e x a m p l e s i n c l u d e

s p o r t s t o u r n a m e n t s , w h e r e t e a m s p l a y e a c h o t h e r w i t h t h e g o a l o f q u i c k l y

d e t e r m i n i n g a n o v e r a l l w i n n e r , a n d s c e n a r i o s i n v o l v i n g h u m a n f e e d b a c k w h e r e

a b s o l u t e r a t i n g s f o r o p t i o n s a r e d i ffi c u l t t o e x p r e s s , b u t r e l a t i v e p r e f e r e n c e s

a r e e a s i e r t o p r o v i d e . Y u e a n d J o a c h i m s [ Y J 0 9 ] f o r m a l i z e t h i s s e t t i n g a s t h e

d u e l i n g b a n d i t s p r o b l e m a n d p r o p o s e a g r a d i e n t - b a s e d m e t h o d t o s o l v e i t . T h ed u e l i n g b a n d i t s p r o b l e m

a u t h o r s s h o w t h a t t h e a l g o r i t h m c a n r e a d i l y b e a p p l i e d t o a w e b s e a r c h s e t t i n g ,

d e m o n s t r a t i n g i t s r e l e v a n c e . H a d d e n h o r s t e t a l . [ H B H 2 1 ] g e n e r a l i z e t h e s e t t i n g

b y l e t t i n g t h e l e a r n e r s e l e c t m o r e t h a n t w o a r m s . T h e n , t h e w i n n e r o f t h e s e

a r m s i s o b s e r v e d a s p r e f e r e n c e , o r s i n g l e t o n c h o i c e i n o u r t e r m i n o l o g y . T h e y

c a l l i t t h e m u l t i - d u e l i n g b a n d i t s p r o b l e m .

A r e l a t e d p r o b l e m i s p r e f e r e n c e - b a s e d o p t i m i z a t i o n , w h i c h s h a r e s s i m i l a r i t i e s w i t hp r e f e r e n c e - b a s e d o p t i m i z a t i o n

H P O ( s e e S e c t i o n 3 . 2 ) i n i t s g o a l o f fi n d i n g t h e g l o b a l o p t i m u m o f a t a r g e t

f u n c t i o n . H o w e v e r , t h e k e y d i s t i n c t i o n l i e s i n t h e e v a l u a t i o n m e t h o d . I n

p r e f e r e n c e - b a s e d o p t i m i z a t i o n , w e c a n n o t d i r e c t l y q u e r y t h e o u t p u t v a l u e o f a

s i n g l e p o i n t . I n s t e a d , w e s e l e c t t w o p o i n t s a n d r e c e i v e a p r e f e r e n c e b e t w e e n

t h e m . T h i s a p p r o a c h c a n b e v i e w e d a s a c o n t i n u o u s v e r s i o n o f t h e d u e l i n g

b a n d i t s s e t t i n g , h i g h l i g h t i n g t h e c l o s e r e l a t i o n s h i p b e t w e e n t h e s e o p t i m i z a t i o n

t e c h n i q u e s . T o m a k e l e a r n i n g f e a s i b l e , o n e u s u a l l y a s s u m e s a c e r t a i n k i n d

o f s m o o t h n e s s o f t h e t a r g e t f u n c t i o n . G o n z á l e z e t a l . [ G o n + 1 7 ] i n t r o d u c e

t h i s s e t t i n g a n d p r o p o s e a T h o m p s o n s a m p l i n g - b a s e d a p p r o a c h u s i n g G P s a s

s u r r o g a t e m o d e l s .

A n o t h e r s e t t i n g i n o n l i n e p r e f e r e n c e l e a r n i n g i s p r e f e r e n c e - b a s e d r e i n f o r c e m e n tp r e f e r e n c e - b a s e d r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g

l e a r n i n g . I n c l a s s i c a l r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g , a l e a r n e r i n t e r a c t s w i t h a n e n v i -

r o n m e n t a n d s o m e t i m e s r e c e i v e s a r e w a r d . A c e n t r a l p r o b l e m i n r e i n f o r c e m e n t

l e a r n i n g i s t h a t i t i s n o t c l e a r h o w t o d e fi n e a r e w a r d f u n c t i o n i n a w a y t h a t

a c c u r a t e l y c a p t u r e s w h a t t h e l e a r n e r i s s u p p o s e d t o d o , c a n n o t b e g a m e d b y t h e

l e a r n e r , a n d i s g i v e n o f t e n e n o u g h t o f a c i l i t a t e r e w a r d a t t r i b u t i o n [ W i r + 1 7 ] .[ W i r + 1 7 ] : W i r t h e t a l . ( 2 0 1 7 ) , “ A S u r v e y

o f P r e f e r e n c e - B a s e d R e i n f o r c e m e n t L e a r n -

i n g M e t h o d s ”

I n p r e f e r e n c e - b a s e d r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g , i n s t e a d o f s p e c i f y i n g a r e w a r d

f u n c t i o n , w e e x p r e s s p r e f e r e n c e s o n t h e l e v e l o f a c t i o n s , s t a t e s , t r a j e c t o r i e s ,

o r e v e n p o l i c i e s [ B u s + 1 4 ; W i r + 1 7 ; K a u + 2 3 ] . T h e a d v a n t a g e b e i n g t h a t t h e

l e a r n e r c a n u s e t h e p r e f e r e n c e f e e d b a c k a s i m p l i c i t f e e d b a c k a b o u t w h a t s h o u l d

b e r e w a r d e d . S o m e a p p r o a c h e s , s u c h a s t h e o n e b y C h r i s t i a n o e t a l . [ C h r + 1 7 ] ,

t r y t o i n f e r a n e x p l i c i t r e w a r d m o d e l f r o m t h e p r e f e r e n c e f e e d b a c k . C h r i s t i a n o

e t a l . s h o w h u m a n a n n o t a t o r s p a i r s o f s e g m e n t s o f a f u l l t r a j e c t o r y p r o d u c e d b y
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a p o l i c y a n d a s k t h e m f o r t h e i r p r e f e r e n c e . U s i n g a B r a d l e y - T e r r y - L u c e ( B T L )

m o d e l , t h e y fi t a r e w a r d m o d e l t h a t i s t h e n u s e d i n a c l a s s i c a l r e i n f o r c e m e n t

l e a r n i n g l o o p t o t r a i n t h e n e x t p o l i c y .

O u y a n g e t a l . [ O u y + 2 2 ] u s e p r e f e r e n c e - b a s e d r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g t o a l i g n a

L L M , t h a t w a s p r e t r a i n e d o n a l a r g e b o d y o f t e x t a n d fi n e t u n e d u s i n g s u p e r v i s e d

e x a m p l e s , t o b e m o r e u s e f u l f o r h u m a n i n s t r u c t i o n s . F o r a g i v e n q u e r y , t h e

r e s e a r c h e r s l e t t h e m o d e l o u t p u t f o u r d i f f e r e n t o u t p u t s . T h e s e o u t p u t s a r e t h e n

r a n k e d b y h u m a n s f o r q u a l i t y a n d a d h e r e n c e t o t h e p r o m p t . T h i s p r e f e r e n c e

d a t a i s c o l l e c t e d a n d u s e d t o t r a i n a r e w a r d m o d e l . T h e r e w a r d m o d e l i s

t h e n u s e d a s a p r o x y i n p r o x i m a l p o l i c y o p t i m i z a t i o n t o p r o d u c e a l a n g u a g e

m o d e l a d e p t a t f o l l o w i n g p r o m p t s . R a f a i l o v e t a l . [ R a f + 2 3 ] n o t e t h a t t r a i n i n g

t h e r e w a r d m o d e l a s a n i n t e r m e d i a t e s t e p i s u n n e c e s s a r y a n d p r o p o s e D P O .

U s i n g t h e p r e f e r e n c e d a t a , t h e y o p t i m i z e t h e m o d e l d i r e c t l y t o p r o d u c e m o r e

p r e f e r r e d o u t p u t s .

Unsupervised Preference Learning U n t i l n o w , w e o n l y l o o k e d a t s e t t i n g s U n s u p e r v i s e d P r e f e r e n c e L e a r n i n g

w h e r e s o m e k i n d o f s u p e r v i s i o n i s a v a i l a b l e . W h e t h e r i t i s d i r e c t s u p e r v i s e d

l e a r n i n g o r i n d i r e c t s u p e r v i s i o n , s u c h a s i n t h e c a s e o f r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g .

I n u n s u p e r v i s e d p r e f e r e n c e l e a r n i n g , w e a r e g i v e n p r e f e r e n c e d a t a , w h i c h i s

t h e o b j e c t o f s t u d y i t s e l f , m e a n i n g w e w a n t t o fi n d p a t t e r n s i n t h e p r e f e r e n c e s

t h a t g i v e u s a d d i t i o n a l i n s i g h t .

A t y p i c a l t a s k i n u n s u p e r v i s e d l e a r n i n g i s c l u s t e r i n g . T h e o b j e c t i v e o f c l u s t e r i n g c l u s t e r i n g

i s t o p a r t i t i o n a d a t a s e t i n t o s u b s e t s w h e r e o b j e c t s i n s i d e a c l u s t e r a r e s i m i l a r ,

a n d o b j e c t s o f d i f f e r e n t c l u s t e r s a r e d i s s i m i l a r . I n t h e c o n t e x t o f p r e f e r e n c e d a t a ,

m o d e l s s u c h a s M a l l o w s ’ m o d e l [ M a l 5 7 ] c a n b e u s e d t o i n f e r t h e r e p r e s e n t a t i v e

r a n k i n g f o r a g i v e n d a t a s e t . B u s s e e t a l . [ B O B 0 7 ] p r o p o s e t o fi n d s e v e r a l c l u s t e r s

u s i n g a m i x t u r e m o d e l . U s i n g a n e x p e c t a t i o n - m a x i m i z a t i o n a l g o r i t h m , t h e y

a r e a b l e t o a p p r o x i m a t e t h e p a r a m e t e r s o f t h i s m o d e l e ffi c i e n t l y . B a y e s i a n

m i x t u r e m o d e l s h a v e b e e n i n t r o d u c e d b y V i t e l l i e t a l . [ V i t + 1 8 ] f o r t h e M a l l o w s

m o d e l . A s a p r o b a b i l i s t i c m o d e l f o r r a n k i n g s , t h e P L m o d e l c a n a l s o b e u s e d i n

a c l u s t e r i n g c o n t e x t . C a r o n e t a l . [ C T M 1 4 ] u s e t h e P L m o d e l i n a B a y e s i a n

n o n p a r a m e t r i c r e g i m e , w h e r e a n i n fi n i t e n u m b e r o f m i x t u r e c o m p o n e n t s i s

a s s u m e d . M o l l i c a a n d T a r d e l l a [ M T 1 7 ] t h e n p r o v i d e a n e ffi c i e n t i n f e r e n c e

a l g o r i t h m f o r fi n i t e P L m i x t u r e s .

A n o t h e r u n s u p e r v i s e d l e a r n i n g t a s k i s p a t t e r n m i n i n g , w h e r e o n e a i m s t o fi n d p a t t e r n m i n i n g

s t a t i s t i c a l l y s i g n i fi c a n t , “ i n t e r e s t i n g ” p a t t e r n s i n a d a t a s e t . T h e r e a r e d i f f e r e n t

m e a s u r e s f o r w h a t c o n s t i t u t e s a n i n t e r e s t i n g p a t t e r n , w h i c h d e p e n d s o n t h e

k i n d o f d a t a t h a t i s p r e s e n t . H e n z g e n a n d H ü l l e r m e i e r [ H H 1 9 ] a r e t h e fi r s t t o

t r a n s f e r t h i s p r o b l e m t o p r e f e r e n c e d a t a . T h e y p r o p o s e a n a l g o r i t h m f o r m i n i n g

r a n k d a t a , w h i c h c a n i d e n t i f y f r e q u e n t s u b r a n k i n g s . G i v e n l a b e l r a n k i n g d a t a ,

S á e t a l . [ S á + 1 8 ] a i m t o d o e x c e p t i o n a l p r e f e r e n c e s m i n i n g . T h e i r g o a l i s t o fi n d

s u b g r o u p s o f i n s t a n c e s t h a t h a v e p r e f e r e n c e s d e v i a t i n g f r o m t h e n o r m . T h e y

p r o p o s e s e v e r a l q u a l i t y m e a s u r e s t h a t m e a s u r e h o w m u c h t h e p r e f e r e n c e m a t r i x

o f a s u b g r o u p d e v i a t e s f r o m t h e g l o b a l p r e f e r e n c e m a t r i x .
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4.2. Evaluation Measures

I n t h e r e a l m o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g , t h e r e i s a w i d e v a r i e t y o f e v a l u a t i o n m e a -

s u r e s a n d l o s s f u n c t i o n s . T h e s e s t r o n g l y d e p e n d o n t h e s p e c i fi c s e t t i n g o n e

i s s o l v i n g a n d , t h e r e f o r e , t h e f o r m a t o f t h e g i v e n d a t a . F o r a g i v e n s e t t i n g ,

t h e 0/1- l o s s i s t y p i c a l l y r e c o g n i z e d a s t h e c a n o n i c a l l o s s f u n c t i o n , p r i m a r i l y

b e c a u s e m i n i m i z i n g i t t h e o r e t i c a l l y y i e l d s p e r f e c t p r e d i c t i o n a c c u r a c y . N e v e r -

t h e l e s s , i t i s r a r e l y u s e d i n p r a c t i c e . T h i s s t e m s f r o m i t s i n h e r e n t o p t i m i z a t i o n

d i ffi c u l t i e s a n d i t s i n a b i l i t y t o r e fl e c t m o d e l c o n fi d e n c e , m a k i n g i t l e s s e f f e c t i v e

f o r d i f f e r e n t i a t i n g t h e p e r f o r m a n c e o f d i f f e r e n t m o d e l s . F r e q u e n t l y , t h e r e a r e

a d d i t i o n a l c o n s i d e r a t i o n s t h a t a r e i m p o r t a n t i n t h e c h o i c e o f a t a r g e t m e a s u r e .

F o r e x a m p l e , w h e n a d d r e s s i n g t h e i s s u e o f s i g n i fi c a n t i m b a l a n c e s b e t w e e n t h e

n u m b e r o f c h o s e n a n d u n c h o s e n o b j e c t s , i t i s a d v i s a b l e t o c o n s i d e r m e t r i c s s u c h

a s t h e 𝐹- m e a s u r e o r t h e 𝐴- m e a n b e c a u s e t h e y m i t i g a t e t h e b i a s t o w a r d s t h e

m a j o r i t y o u t c o m e . I n r a n k i n g , o n e m u s t d e c i d e o n t h e r e l a t i v e i m p o r t a n c e

o f e a c h r a n k . I s i t e s s e n t i a l t o t r e a t e a c h p o s i t i o n w i t h e q u a l w e i g h t o r t o

e n s u r e t h e h i g h e s t a c c u r a c y f o r t h e t o p - 𝐾 e l e m e n t s ? F o r t h e f o r m e r a p p r o a c h ,

K e n d a l l ’ s 𝜏 i s o f t e n t h e m e a s u r e o f c h o i c e . I n c o n t r a s t , f o r s c e n a r i o s p r i o r i t i z i n g

t h e t o p p o s i t i o n s , I R m e t r i c s s u c h a s n o r m a l i z e d d i s c o u n t e d c u m u l a t i v e g a i n

( N D C G ) o r e x p e c t e d r e c i p r o c a l r a n k ( E R R ) a r e t y p i c a l l y m o r e s u i t a b l e .

T h e p r i m a r y f o c u s o f t h i s t h e s i s i s a d d r e s s i n g c h o i c e p r o b l e m s . A c c o r d i n g l y ,

w e w i l l c o m p r e h e n s i v e l y e x a m i n e t h e m e a s u r e s p r e v a l e n t i n a n d u s e f u l f o r

c h o i c e - r e l a t e d r e s e a r c h . T o p r o v i d e c o n t e x t f o r t h e m e t h o d o l o g i e s i n t r o d u c e d

i n S e c t i o n 4 . 3 , a n o v e r v i e w o f t h e p r i n c i p a l e v a l u a t i o n m e a s u r e s f o r r a n k i n g

w i l l a l s o b e i n c l u d e d , a l b e i t i n a m o r e s u c c i n c t m a n n e r .

4.2.1. Choice Measures

I n t h e c h o i c e s e t t i n g , w e c o n s i d e r t w o s e t t i n g s i n t h i s t h e s i s : s i n g l e t o n a n d

s u b s e t c h o i c e . R e c a l l t h a t w i t h 𝑄 ∈ ℚ, w e d e n o t e a c h o i c e t a s k , w h i c h i s as i n g l e t o n a n d s u b s e t c h o i c e : S e c t i o n 2 . 1

s u b s e t o f t h e s e t o f a l l o b j e c t s 𝒳. A c h o i c e i s t h e n e x p r e s s e d a s a s u b s e t 𝐶 ⊆ 𝑄. I n

t h e f o l l o w i n g , w e s i m p l i f y n o t a t i o n b y o m i t t i n g 𝑄 f r o m t h e f u n c t i o n s i g n a t u r e

o f t h e l o s s b u t a s s u m e t h a t i t i s p a s s e d i m p l i c i t l y . D e p e n d i n g o n t h e fi e l d ,

a p p l i c a t i o n , o r c o n v e n t i o n , t h e f o l l o w i n g m e a s u r e s c a n b e d e fi n e d s u c h t h a t t h e

m e a s u r e s h o u l d b e m a x i m i z e d o r m i n i m i z e d . F o r e x a m p l e , o n e c a n m a x i m i z e

t h e 0/1- a c c u r a c y o r e q u i v a l e n t l y m i n i m i z e t h e 0/1- l o s s .

Canonical 0/1-Loss W e w i l l b e g i n w i t h t h e m o r e s t r a i g h t f o r w a r d s i n g l e t o n

c h o i c e s e t t i n g , w h e r e |𝐶| = 1. T h e c a n o n i c a l c a t e g o r i c a l 0/1- l o s s , i s t h e n d e fi n e dc a t e g o r i c a l 0/1- l o s s

a s

𝐿0/1(𝐶, 𝐶′) ≔ J𝐶 ≠ 𝐶′K, ( 4 . 2 )

w h e r e 𝐶 i s t h e g r o u n d - t r u t h s i n g l e t o n s e t a n d 𝐶′ t h e p r e d i c t i o n w e w a n t t o

s c o r e . I t i s e a s y t o s e e t h a t a n y f a l s e p r e d i c t i o n w i l l r e s u l t i n a l o s s o f e x a c t l y 1,
w h i l e p r e d i c t i n g t h e c o r r e c t o b j e c t y i e l d s a l o s s o f 0, h e n c e t h e n a m e . I n v e r t i n g

t h i s l o s s w i t h t h e f o r m u l a 1 − 𝐿0/1(𝐶, 𝐶′) l e a d s t o w h a t i s t e r m e d c a t e g o r i c a l

a c c u r a c y , t h e n w e g e t w h a t i s c a l l e d t h e c a t e g o r i c a l a c c u r a c y .c a t e g o r i c a l a c c u r a c y

I n a p p l i c a t i o n s w h e r e c h o i c e s a r e n o i s y o r a m b i g u o u s , m e a n i n g m a n y t o p

i t e m s h a v e a s i m i l a r q u a l i t y , o r w h e n t h e n u m b e r o f o p t i o n s i s l a r g e , o r t h e
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c h o i c e p r o b l e m i s h a r d t o l e a r n , u s i n g t o p - 𝑘 a c c u r a c y c a n b e b e n e fi c i a l . T o p - 𝑘
a c c u r a c y i s d e fi n e d a s t h e f r a c t i o n o f t i m e s t h e g r o u n d - t r u t h c h o s e n o b j e c t i s

f o u n d w i t h i n t h e t o p 𝑘 p o s i t i o n s a c c o r d i n g t o t h e p r e d i c t e d s c o r e s [ C h o + 1 7 ;

B L 1 8 ] .

O n e i m p o r t a n t b a s e l i n e w h e n e v a l u a t i n g d i f f e r e n t l e a r n e r s i s a l w a y s t h e p e r -

f o r m a n c e o f a r a n d o m g u e s s e r t o g a u g e w h e t h e r t h e l e a r n e r i s a c t u a l l y l e a r n i n g

s o m e t h i n g . A n i m m e d i a t e d r a w b a c k o f t h e c a t e g o r i c a l 0/1- l o s s i s t h a t t h e

c h o i c e t a s k b e c o m e s h a r d e r w i t h i n c r e a s i n g s i z e o f t h e t a s k 𝑄. I f a l e a r n e r g u e s s e s

u n i f o r m l y a t r a n d o m , t h e y w i l l a c h i e v e a n 0/1- l o s s o f 1 − 1
|𝑄| . T h e r e f o r e , t h e

p e r f o r m a n c e o f a r a n d o m g u e s s e r i s n o t c o n s t a n t , w h i c h m a k e s a s s e s s i n g t h e

p e r f o r m a n c e o f a l e a r n e r m o r e d i ffi c u l t , e s p e c i a l l y w h e n a v e r a g i n g a c r o s s a

v a r i e t y o f t a s k s i z e s . T h i s i s w h a t t h e n o r m a l i z e d ( c a t e g o r i c a l ) 0/1- l o s s i s t r y i n g n o r m a l i z e d ( c a t e g o r i c a l ) 0/1- l o s s

t o s o l v e . I t i s d e fi n e d a s

𝐿
n o r m 0/1(𝐶, 𝐶′) ≔

|𝑄|𝐿0/1(𝐶, 𝐶′)
|𝑄| − 1

. ( 4 . 3 )

I t h a s b e e n k n o w n a s “ c o r r e c t i o n f o r g u e s s i n g ” f o r a l o n g t i m e [ D E 7 3 ] . T h e

n o m i n a t o r c a n b e r e g a r d e d a s t h e e x p e c t e d n u m b e r o f o b j e c t s t h e l e a r n e r

c h o o s e s i n c o r r e c t l y f r o m a s e t o f s i z e |𝑄|. T h e d e n o m i n a t o r s p e c i fi e s t h e a c t u a l

n u m b e r o f i n c o r r e c t o b j e c t s i n t h e s i n g l e t o n c h o i c e s e t t i n g . N o r m a l i z a t i o n

r e s u l t s i n a l o s s w h e r e 0 d e n o t e s a p e r f e c t l e a r n e r , 1 i n d i c a t e s p e r f o r m a n c e

e q u i v a l e n t t o r a n d o m g u e s s i n g , a n d v a l u e s g r e a t e r t h a n 1 s u g g e s t l e a r n e r s t h a t

a r e o u t p e r f o r m e d b y r a n d o m g u e s s i n g . S i m i l a r t o t h e 0/1- l o s s , w e c a n d e fi n e

t h e n o r m a l i z e d a c c u r a c y a s 1 − 𝐿
n o r m 0/1(𝐶, 𝐶′). n o r m a l i z e d a c c u r a c y

I t i s p o s s i b l e t o u s e d e fi n i t i o n ( 4 . 2 ) f o r t h e s u b s e t c h o i c e s e t t i n g a s w e l l . I n

o t h e r w o r d s , a p r e d i c t i o n 𝐶′ w o u l d o n l y b e c o n s i d e r e d c o r r e c t i f t h e e n t i r e s e t

e q u a l s t h e g r o u n d t r u t h s e t 𝐶. W e w i l l c a l l t h i s t h e s u b s e t 0/1- l o s s . s u b s e t 0/1- l o s s

A s m e n t i o n e d i n t h e i n t r o d u c t i o n o f S e c t i o n 4 . 2 , t h e r e a r e a f e w i s s u e s w i t h t h e

0/1- l o s s a n d t h e s u b s e t 0/1- l o s s . T h e m o r e g e n e r a l p r o b l e m i s t h a t t h e l o s s e s

a r e n o t c o n t i n u o u s , h e n c e n o t d i f f e r e n t i a b l e , a r e c o n s t a n t a l m o s t e v e r y w h e r e ,

a n d n o n - c o n v e x . T h e r e f o r e , t h e y a r e d i ffi c u l t t o m i n i m i z e d i r e c t l y .

A s f o r t h e s u b s e t 0/1- l o s s , i t i s c l e a r t h a t i t b e c o m e s e x c e e d i n g l y l e s s u s e f u l

t h e l a r g e r 𝑄 a n d 𝐶 b e c o m e s i n c e a n y e r r o r b y t h e l e a r n e r r e s u l t s i n a l o s s o f

1. A n a l t e r n a t i v e w o u l d t h e r e f o r e b e t o e v a l u a t e t h e o b j e c t - w i s e 0/1- l o s s o b j e c t - w i s e 0/1- l o s s / H a m m i n g l o s s

1
|𝑄| ∑𝒙∈𝑄J𝒙 ∈ 𝐶KJ𝒙 ∈ 𝐶′K. I t i s a l s o r e f e r r e d t o a s t h e H a m m i n g l o s s i n t h e

c o n t e x t o f m u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n [ W a e + 1 4 ] . T h i s l o s s , c o m m o n l y r e f e r r e d

t o a s t h e H a m m i n g l o s s i n t h e c o n t e x t o f m u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n [ W a e + 1 4 ] ,

a d d r e s s e s t h e a f o r e m e n t i o n e d i s s u e b y s c o r i n g e a c h o b j e c t i n 𝑄 i n d e p e n d e n t l y .

H o w e v e r , t h e H a m m i n g l o s s i s n o t w i t h o u t i t s l i m i t a t i o n s . A c r i t i c a l s h o r t c o m -

i n g i s i t s e q u a l w e i g h t i n g o f f a l s e p o s i t i v e s a n d f a l s e n e g a t i v e s . T h i s c h a r a c t e r i s t i c

c a n l e a d t o s k e w e d e v a l u a t i o n i n s c e n a r i o s w i t h a s t r o n g i m b a l a n c e b e t w e e n

p o s i t i v e a n d n e g a t i v e i n s t a n c e s . F o r i n s t a n c e , c o n s i d e r a s u b s e t c h o i c e p r o b l e m

w h e r e c h o i c e s e t s w i t h m o r e t h a n o n e o b j e c t ( |𝐶| > 1) o n l y e m e r g e w h e n t h e

d e c i s i o n - m a k i n g p r o c e s s i s i n d i f f e r e n t o r u n c e r t a i n . I n s u c h c a s e s , s i n g l e t o n

s e t s a r e f r e q u e n t , a n d t h e d a t a s e t h a s a s i g n i fi c a n t d i s p a r i t y b e t w e e n t h e n u m b e r

o f n e g a t i v e a n d p o s i t i v e i n s t a n c e s .
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The 𝐹1-Measure C o n s e q u e n t l y , m e a s u r e s c o m m o n l y u s e d i n m u l t i - l a b e l c l a s -

s i fi c a t i o n i n t h e p r e s e n c e o f s t r o n g i m b a l a n c e , a r e m o r e s u i t a b l e i n t h e s u b s e t

c h o i c e s e t t i n g a s w e l l . O n e p a r t i c u l a r l y p o p u l a r m e a s u r e i s t h e 𝐹1 - m e a s u r e , t h e

h a r m o n i c m e a n o f t h e p r e c i s i o n a n d r e c a l l . T h e s e c o n s t i t u e n t s a r e d e fi n e d a s

P r e c i s i o n (𝐶, 𝐶′) = |𝐶 ∩ 𝐶′|
|𝐶′|

R e c a l l (𝐶, 𝐶′) = |𝐶 ∩ 𝐶′|
|𝐶|

( 4 . 4 )

a n d d e p i c t e d i n F i g u r e 4 . 6 a n d F i g u r e 4 . 7 . T h e p r e c i s i o n r e p r e s e n t s t h e p r o -

p o r t i o n o f o b j e c t s t h a t w e r e c o r r e c t l y c h o s e n b y t h e l e a r n e r a m o n g a l l c h o s e n

b y t h e l e a r n e r . A l o w p r e c i s i o n i s a n i n d i c a t o r f o r a l e a r n e r t h a t c h o o s e s t o o

m a n y o b j e c t s f o r a g i v e n t a s k 𝑄. S o l e l y m a x i m i z i n g t h e p r e c i s i o n o f a m o d e l i s

n o t i d e a l s i n c e i t f a v o r s m o d e l s t h a t a r e v e r y c o n s e r v a t i v e , p o t e n t i a l l y m i s s i n g

m a n y o f t h e t r u e c h o s e n o b j e c t s . C o n v e r s e l y , r e c a l l i s t h e f r a c t i o n o f o b j e c t s

t h e l e a r n e r c h o o s e s c o r r e c t l y a m o n g a l l r e l e v a n t o b j e c t s . A l e a r n e r w i t h a l o w

r e c a l l i s o n e t h a t c h o o s e s t o o f e w o f t h e t r u e c h o s e n o b j e c t s . S i m i l a r l y t o b e f o r e ,

i t i s n o t u s e f u l t o o p t i m i z e r e c a l l d i r e c t l y s i n c e a l e a r n e r t h a t a l w a y s c h o o s e s a l l

o b j e c t s i n 𝑄 w i l l h a v e m a x i m u m r e c a l l .

𝐶 𝐶′

Figure 4.6.: P r e c i s i o n i s t h e p r o p o r t i o n o f

c o r r e c t l y c h o s e n o b j e c t s a m o n g t h o s e c h o s e n

b y t h e m o d e l .

𝐶 𝐶′

Figure 4.7.: R e c a l l i s t h e p r o p o r t i o n o f o b -

j e c t s c o r r e c t l y c h o s e n b y t h e l e a r n e r a m o n g

a l l r e l e v a n t o b j e c t s .

I n e s s e n c e , w e w a n t a c h o i c e m o d e l t h a t a c h i e v e s a g o o d p e r f o r m a n c e i n b o t h

o f t h e s e m e a s u r e s . S u c h a m e a s u r e i s t h e

𝐹1- m e a s u r e

𝐹1 - m e a s u r e

𝐹1(𝐶, 𝐶′) ≔
2 p r e c i s i o n (𝐶, 𝐶′) ⋅ r e c a l l (𝐶, 𝐶′)
p r e c i s i o n (𝐶, 𝐶′) + r e c a l l (𝐶, 𝐶′)

= 2|𝐶 ∩ 𝐶′|
|𝐶| + |𝐶′|

. ( 4 . 5 )

T h e h a r m o n i c m e a n i s d o m i n a t e d b y s m a l l v a l u e s , a n d t h e r e f o r e , b o t h p r e c i s i o n

a n d r e c a l l n e e d t o b e h i g h s u c h t h a t t h e 𝐹1- m e a s u r e i s h i g h a s w e l l . N o t e

t h a t a v e r y s i m i l a r m e a s u r e i s t h e J a c c a r d i n d e x , w h i c h i s r e p r e s e n t e d b y t h e

e x p r e s s i o n

J a c c a r d (𝐶, 𝐶′) ≔ |𝐶 ∩ 𝐶′|
|𝐶 ∪ 𝐶′|

.

T h e J a c c a r d i n d e x i s e s p e c i a l l y p o p u l a r i n t h e fi e l d o f c o m p u t e r v i s i o n , w h e r e i t

i s u t i l i z e d , a m o n g o t h e r a p p l i c a t i o n s , a s a m e a s u r e f o r t h e s i m i l a r i t y o f b o u n d i n g

b o x e s o r r e g i o n s [ E v e + 0 6 ] . B o t h m e a s u r e s a r e m o n o t o n i c a l l y r e l a t e d , b u t t h i s

n o l o n g e r h o l d s w h e n s u m m e d a c r o s s a d a t a s e t , w i t h t h e J a c c a r d i n d e x b e i n g

h a r d e r t o o p t i m i z e [ W a e + 1 4 ] . W e g e t t h e c o r r e s p o n d i n g 𝐹1 - l o s s b y i n v e r t i n g :𝐹1- l o s s

𝐿𝐹1(𝐶, 𝐶
′) ≔ 1 − 𝐹1(𝐶, 𝐶′) ( 4 . 6 )

S i m i l a r t o t h e 0/1- l o s s , t h i s l o s s a s s u m e s v a l u e s i n [0, 1].

W h e n m o v i n g f r o m o n e i n s t a n c e t o a c o m p l e t e d a t a s e t , t h e c o m p u t a t i o n o f t h e

𝐹1- m e a s u r e / l o s s i s n o t u n i q u e l y d e fi n e d i n m u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n [ K o y + 1 5 ] .

T h i s i s b e c a u s e t h e c o n f u s i o n m a t r i x c a n b e c o m p u t e d a t d i f f e r e n t l e v e l s o f

a v e r a g i n g . I f w e c a l c u l a t e t h e 𝐹1- m e a s u r e / l o s s f o r e a c h i n s t a n c e i n d i v i d u a l l y ,

a s s h o w n i n ( 4 . 5 ) , w e a r e e m p l o y i n g a m e t h o d k n o w n a s i n s t a n c e - a v e r a g i n g :i n s t a n c e - a v e r a g i n g

𝐿
i n s t

(ℎ,𝒟) ≔ 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

𝐿𝐹1(𝐶𝑖, ℎ(𝑄𝑖)) ( 4 . 7 )

A l t e r n a t i v e l y , w e c o u l d fi r s t c o m p u t e t h e a v e r a g e c o n f u s i o n m a t r i x f o r e a c h

l a b e l , c o m p u t e t h e c o r r e s p o n d i n g 𝐹1- m e a s u r e , a n d fi n a l l y a v e r a g e a c r o s s a l l

l a b e l s . T h i s i s c a l l e d m a c r o - a v e r a g i n g . L a s t l y , w e c o u l d c o m p u t e t h e a v e r a g em a c r o - a v e r a g i n g

c o n f u s i o n m a t r i x a c r o s s b o t h l a b e l s a n d i n s t a n c e s a n d u s e t h a t t o e v a l u a t e a

g l o b a l 𝐹1- m e a s u r e . T h i s i s r e f e r r e d t o a s m i c r o - a v e r a g i n g .m i c r o - a v e r a g i n g
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E a c h o f t h e s e d i f f e r e n t m e t h o d s h a s t h e i r o w n b e n e fi t s a n d t r a d e o f f s . W i t h

m a c r o - a v e r a g i n g w e p l a c e e q u a l i m p o r t a n c e o n e a c h l a b e l , w h i c h c a n b e

a d v a n t a g e o u s , i f t h e m o d e l s h o u l d a l s o p e r f o r m w e l l f o r r a r e l a b e l s . I n s t a n c e -

a v e r a g i n g p l a c e s e q u a l w e i g h t o n e a c h i n s t a n c e i n s t e a d , w h i c h i s p a r t i c u l a r l y

u s e f u l i n s i t u a t i o n s w h e r e t h e n u m b e r o f l a b e l s v a r i e s . F i n a l l y , m i c r o - a v e r a g i n g

c a n b e u s e f u l w h e n t h e d a t a s e t i s i m b a l a n c e d . H o w e v e r , n o t a l l o f t h e s e a p p l y

t o t h e p r o b l e m o f o b j e c t c h o i c e . I n t h i s s e t t i n g , w e d o n o t h a v e a fi x e d v e c t o r

o f l a b e l s ; i n s t e a d , e a c h i n s t a n c e i s c o m p r i s e d o f a s e t o f o b j e c t s o n l y i d e n t i fi e d b y

t h e i r f e a t u r e v e c t o r . T h e s e t o f o b j e c t s 𝒳 c o u l d e v e n b e u n c o u n t a b l y l a r g e s i n c e

i t i s a s u b s e t o f ℝ𝑑 . T h e r e f o r e , m a c r o - a v e r a g i n g i s n o t p o s s i b l e i n t h e c o n t e x t

o f o b j e c t c h o i c e u n l e s s t h e r e a r e m a n y r e o c c u r r i n g o b j e c t s a c r o s s i n s t a n c e s . F o r

t h i s t h e s i s , w e t h e r e f o r e u s e i n s t a n c e - a v e r a g i n g .

The A-Mean H o w e v e r , t h e d o w n s i d e t o t h e 𝐹1- m e a s u r e / l o s s i s t h a t i t d e p e n d s

o n t h e p r e v a l e n c e o f c h o s e n o b j e c t s a n d i s t h e r e f o r e b i a s e d [ P o w 1 1 ] . T h i s c a n

b e p r o b l e m a t i c s i n c e o n e c a n n o t e a s i l y s e e w h e t h e r t h e o u t p u t o f a l e a r n e r

i s r a n d o m g u e s s i n g j u s t b y l o o k i n g a t t h e 𝐹1- m e a s u r e / l o s s . T h i s r a i s e s t h e

q u e s t i o n o f w h e t h e r t h e r e e x i s t m e a s u r e s t h a t a r e u n b i a s e d w i t h r e s p e c t t o t h e

p r e v a l e n c e . F o r t h e r a t i n g o f m e d i c a l t e s t s Y o u d e n [ Y o u 5 0 ] p r o p o s e d t h e 𝐽
s t a t i s t i c , w h i c h i s n o w a t t r i b u t e d t o h i s n a m e a s “ Y o u d e n ’ s 𝐽 s t a t i s t i c ” . W h e n

a p p l i e d t o t h e m u l t i - c l a s s o r m u l t i - l a b e l s e t t i n g , t h i s m e a s u r e i s k n o w n a s t h e

I n f o r m e d n e s s [ P o w 1 1 ] . I t i s d e fi n e d a s r e c a l l + s p e c i fi c i t y − 1 o r i n t e r m s o f I n f o r m e d n e s s

c h o i c e s :

I n f o r m e d n e s s (𝐶, 𝐶′) ≔ |𝐶 ∩ 𝐶′|
|𝐶|

+ |𝐶 ∩ 𝐶′|
|𝐶|

− 1 ( 4 . 8 )

H e r e 𝐶 d e n o t e s t h e c o m p l e m e n t o f t h e c h o i c e s e t 𝐶 w i t h r e s p e c t t o t h e t a s k

𝑄, i . e . , 𝐶 ≔ 𝑄 ⧵ 𝐶. T h e m e a s u r e a s s u m e s v a l u e s i n t h e d o m a i n [−1, 1] a n d i s

u n b i a s e d w i t h r e s p e c t t o t h e p r e v a l e n c e [ P o w 1 1 ] . A v a l u e o f 0 i n d i c a t e s t h a t a

l e a r n e r i s r a n d o m l y g u e s s i n g .

I n t h e fi e l d o f m u l t i - c l a s s / l a b e l c l a s s i fi c a t i o n , t h e m e a s u r e i s m o r e w i d e l y

k n o w n a s t h e A - m e a n ( o r A M f o r s h o r t ) [ M e n + 1 3 ] , w h i c h i s t h e i n f o r m e d n e s s A - m e a n

l i n e a r l y r e s c a l e d t o [0, 1]. 3 I n o t h e r w o r d s , i t i s d e fi n e d a s t h e a r i t h m e t i c m e a n 3 : T h i s m e a s u r e i s a l s o k n o w n a s b a l a n c e d

a c c u r a c y [ B r o + 1 0 ] .o f r e c a l l a n d s p e c i fi c i t y ( h e n c e t h e n a m e ) :

A M (𝐶, 𝐶′) ≔ 1
2 (

|𝐶 ∩ 𝐶′|
|𝐶|

+ |𝐶 ∩ 𝐶′|
|𝐶|

) = 1
2
(I n f o r m e d n e s s (𝐶, 𝐶′) + 1) ( 4 . 9 )

A f t e r t h e r e s c a l i n g , a v a l u e o f 0.5 a g a i n r e p r e s e n t s r a n d o m g u e s s i n g . F o r d a t a s e t s

w i t h a b a l a n c e d n u m b e r o f c h o s e n a n d n o t c h o s e n o b j e c t s , t h e m e a s u r e i s s i m p l y

t h e u s u a l a c c u r a c y .

0 0.25 0.5 0.75 1
0

0.25

0.5

0.75

1

F P R

T
P
R

Figure 4.8.: T h e p e r f o r m a n c e o f a m o d e l d e -

p i c t e d u s i n g a r e c e i v e r o p e r a t i n g c h a r a c t e r -

i s t i c ( R O C ) c u r v e . T h e s h a d i n g r e p r e s e n t s

t h e a r e a u n d e r t h e c u r v e .

Area under the ROC Curve T h e R O C c u r v e i s a p o p u l a r t o o l t o c o m p a r e t h e

p e r f o r m a n c e o f b i n a r y c l a s s i fi e r s , v i s u a l i z i n g t h e t r a d e - o f f b e t w e e n t h e t r u e

p o s i t i v e r a t e ( T P R ) a n d f a l s e p o s i t i v e r a t e ( F P R ) [ F a w 0 6 ; M c C 8 9 ] . T o t h i s e n d ,

w e u t i l i z e t h e p r e d i c t e d s c o r e s o f a c l a s s i fi e r , w h i c h a r e r e a l v a l u e s i n d i c a t i n g

t h e l i k e l i h o o d o f e a c h i n s t a n c e b e l o n g i n g t o t h e p o s i t i v e c l a s s . B y v a r y i n g t h e

t h r e s h o l d a t w h i c h t h e s e s c o r e s a r e d e e m e d t o i n d i c a t e a p o s i t i v e c l a s s i fi c a t i o n ,

w e c a n g e n e r a t e a s e r i e s o f T P R a n d F P R p a i r s , e a c h c o r r e s p o n d i n g t o a d i f f e r e n t

t h r e s h o l d v a l u e . P l o t t i n g t h e s e p a i r s p r o d u c e s t h e R O C c u r v e ( s e e F i g u r e 4 . 8 ) ,
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p r o v i d i n g a v i s u a l r e p r e s e n t a t i o n o f c l a s s i fi e r p e r f o r m a n c e a c r o s s a l l p o s s i b l e

t h r e s h o l d s .

C o m p u t i n g t h e a r e a u n d e r t h e R O C c u r v e ( A U C ) i s a w a y t o c o n d e n s e t h e

c o m p l e t e c u r v e i n t o a s i n g l e n u m b e r i n [0, 1]. A p e r f e c t c l a s s i fi e r w o u l d b e

l o c a t e d a t t h e p o i n t (0, 1) w h e r e t h e F P R i s 0 % a n d t h e T P R i s 100 %, a n d i t s

A U C i s 1. I f a m o d e l g u e s s e s r a n d o m l y , i t s c u r v e w i l l b e t h e d i a g o n a l , a n d t h e

r e s u l t i n g A U C i s 0.5.

W h e n m o v i n g t o t h e c h o i c e s e t t i n g , s i m i l a r t o t h e 𝐹1- m e a s u r e / l o s s , w e h a v e

t o a c c o u n t f o r t h e f a c t a g a i n t h a t t h e r e a r e m u l t i p l e o b j e c t s i n e a c h t a s k f o r

w h i c h w e n e e d t o m a k e a b i n a r y d e c i s i o n . S i n c e t h e s e t o f o b j e c t s i n o u r s e t t i n g

i s v a r i a b l e f r o m t a s k t o t a s k , a s t r a i g h t f o r w a r d i n s t a n c e - b a s e d a v e r a g i n g i s

s e n s i b l e . F o r a g i v e n t a s k , w e w o u l d , t h e r e f o r e , c a l c u l a t e t h e A U C f o r e a c h

i n s t a n c e s e p a r a t e l y , a n d t h e n a v e r a g e t h e A U C s :

A U C
i n s t

(u ,𝒟) ≔ 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

A U C (𝐶𝑖, u (𝑄𝑖)) ( 4 . 1 0 )

w h e r e u i s t h e u t i l i t y ( o r s c o r i n g ) f u n c t i o n o f t h e m o d e l . W e w i l l a d o p t t h i s

a v e r a g i n g m e t h o d f o r t h e A U C r e s u l t s p r e s e n t e d l a t e r i n t h i s t h e s i s .

T h e a f o r e m e n t i o n e d m e a s u r e s a r e u s e f u l i n c o m p a r i n g t h e p e r f o r m a n c e o f

d i f f e r e n t l e a r n e r s a c r o s s a v a r i e t y o f d a t a s e t s . I n a d d i t i o n , t h e y c a n b e u s e d a s t h e

t a r g e t m e a s u r e u s e d d u r i n g H P O . H o w e v e r , s i n c e t h e y a r e n o t d i f f e r e n t i a b l e ,H P O : S e c t i o n 3 . 2

t h e y c a n n o t b e u s e d i n a g r a d i e n t - b a s e d o p t i m i z a t i o n a l g o r i t h m t o fi t a c h o i c e

m o d e l . I n t h e u p c o m i n g c h a p t e r s w e w i l l s e e d i f f e r e n t a p p r o a c h e s o n h o w

t o w o r k a r o u n d t h i s p r o b l e m . T h a t i s , w e e m p l o y s u r r o g a t e l o s s e s b a s e d o n a

p r o b a b i l i s t i c m o d e l i n C h a p t e r 5 a n d a h i n g e s u r r o g a t e l o s s b a s e d o n c o n s t r a i n t s

i n C h a p t e r 6 .

4.2.2. Ranking Measures

A s t h i s t h e s i s f o c u s e s o n l e a r n i n g f r o m c h o i c e d a t a , w e w i l l n o t p r e s e n t t h e

r a n k i n g m e a s u r e s i n d e t a i l h e r e . I t i s , h o w e v e r , u s e f u l t o g i v e a n o v e r v i e w o f

t h e m o s t p o p u l a r m e a s u r e s h e r e s i n c e i t w i l l h e l p c o n t e x t u a l i z e t h e s o l u t i o n

a p p r o a c h e s i n S e c t i o n 4 . 3 . R e c a l l t h a t i n l e a r n i n g t o r a n k , t h e r a n k i n g i n f o r -

m a t i o n m a y b e g i v e n i n d i f f e r e n t w a y s d e p e n d i n g o n t h e s p e c i fi c s e t t i n g . O n e

p o s s i b i l i t y i s t h a t w e o b s e r v e a c o m p l e t e o r d e r o r p e r m u t a t i o n o f t h e o b j e c t s ,

w h i c h c o r r e s p o n d s t o t h e o b j e c t r a n k i n g s e t t i n g . O r w e c o u l d o b s e r v e o b j e c t s

w i t h ( o r d e r e d ) r e l e v a n c e d e g r e e s a s s i g n e d t o t h e m , a s i s c o m m o n i n i n s t a n c e

r a n k i n g o r o r d i n a l r e g r e s s i o n . T h i s s p e c i fi e s a p a r t i a l o r d e r a n d i s p a r t i c u l a r l y

c o m m o n i n I R . I t i s p o s s i b l e t o c o n v e r t a c o m p l e t e r a n k i n g i n t o r e l e v a n c e

d e g r e e s , w h i c h i s n e c e s s a r y t o c o m p u t e s o m e m e a s u r e s l i k e t h e N D C G , a s

w e w i l l s e e i n t h e f o l l o w i n g . H o w e v e r , t h e c o n v e r s e d i r e c t i o n i s n o t u n i q u e l y

p o s s i b l e , a n d m e a s u r e s a r e r e q u i r e d t o h a n d l e t i e s .

T h e r a n k i n g m e a s u r e s c a n b e r o u g h l y g r o u p e d i n t o t w o m a i n c a t e g o r i e s b a s e d

o n h o w t h e y w e i g h d i f f e r e n t p o s i t i o n s i n t h e r a n k i n g . M e a s u r e s t h a t a r e

a g n o s t i c t o t h e p o s i t i o n s a r e r a n k c o r r e l a t i o n m e a s u r e s s u c h a s K e n d a l l ’ s 𝜏 [ K e n 3 8 ]

o r S p e a r m a n ’ s 𝜌 [ S p e 0 4 ] . I n I R , m o d e l s u s u a l l y n e e d t o i d e n t i f y t h e m o s t

r e l e v a n t d o c u m e n t s fi r s t . T h e r e f o r e , o n e w e i g h s t h e t o p p o s i t i o n s m u c h m o r e

h i g h l y t h a n t h e r e s t . P o p u l a r m e a s u r e s i n t h i s d i r e c t i o n a r e , f o r i n s t a n c e , t h e



4 . 2 . E v a l u a t i o n M e a s u r e s 9 1

N D C G , t h e m e a n a v e r a g e p r e c i s i o n ( M A P ) , a n d t h e m e a n r e c i p r o c a l r a n k

( M R R ) .

Position-Agnostic RankingMeasures S i m i l a r t o t h e c h o i c e s e t t i n g , w e c a n a l s o p o s i t i o n - a g n o s t i c r a n k i n g m e a s u r e s

d e fi n e a 0/1- l o s s t h a t i s 0 i f a n d o n l y i f t h e c o m p l e t e p r e d i c t e d r a n k i n g m a t c h e s

t h e o b s e r v e d r a n k i n g . A s t h e r e a r e 𝑀! m a n y p e r m u t a t i o n s , t h i s b e c o m e s

e x c e e d i n g l y d i ffi c u l t f o r e v e n m o d e r a t e r a n k i n g s i z e s . A m o r e fi n e - g r a i n e d

w a y t o c o m p a r e r a n k i n g s i s r a n k c o r r e l a t i o n m e a s u r e s , s u c h a s K e n d a l l ’ s 𝜏 [ K e n 3 8 ] r a n k c o r r e l a t i o n m e a s u r e s

a n d S p e a r m a n ’ s 𝜌 [ S p e 0 4 ] . K e n d a l l ’ s 𝜏 c o u n t s t h e n u m b e r o f c o n c o r d a n t a n d

d i s c o r d a n t p a i r s o f o b j e c t s . A p a i r o f o b j e c t 𝒙𝑖 , 𝒙𝑗 i s c o n s i d e r e d c o n c o r d a n t , i f

𝜋 a n d 𝜋′ a g r e e o n t h e i r o r d e r . O t h e r w i s e , i t i s d i s c o r d a n t . A s a m e a s u r e f o r

c o r r e l a t i o n , i t a s s u m e s v a l u e s b e t w e e n −1 a n d 1, w i t h t h e l a t t e r i n d i c a t i n g a

p e r f e c t m a t c h o f b o t h r a n k i n g s a n d 0 n o c o r r e l a t i o n . I f K e n d a l l ’ s 𝜏 i s n e g a t e d

a n d s c a l e d t o [0, 1] i t i s k n o w n a s t h e r a n k i n g 0/1- l o s s o r s i m p l y r a n k i n g l o s s : r a n k i n g 0/1- l o s s

𝐿0/1(𝜋, 𝜋′) ≔
2

𝑀(𝑀 − 1) ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑀

J(𝜋(𝑖) − 𝜋(𝑗))(𝜋′(𝑖) − 𝜋′(𝑗)) < 0K . ( 4 . 1 1 )

I n p r a c t i c e , w e o f t e n o b s e r v e i n c o m p l e t e r a n k i n g s d u e t o t h e w a y d a t a i s

c o l l e c t e d ( e . g . , i m p l i c i t f e e d b a c k o n t o p - 𝐾 l i s t s ) ; t h e r e f o r e , i t b e c o m e s n e c e s s a r y

t o b e a b l e t o a c c o u n t f o r t i e s . B o t h f o r K e n d a l l ’ s 𝜏 a n d S p e a r m a n ’ s 𝜌 t h e r e a r e

m o d i fi c a t i o n s t h a t a r e a b l e t o h a n d l e t i e s .
4

4 : F o r 𝜏 r e f e r t o [ K e n 3 8 ; K e n 4 5 ; S t u 5 3 ;

C a l + 1 0 ; M B 1 3 ; M B 1 4 ; D F F 2 3 ] a n d f o r 𝜌
c o n s i d e r [ A T 1 5 ] .

Top-Focused Ranking Measures A s f o r r a n k i n g m e a s u r e s t h a t a r e g e a r e d t o p - f o c u s e d r a n k i n g m e a s u r e s

t o w a r d s I R i n t h a t t h e y w e i g h t h e t o p p o s i t i o n s m u c h m o r e h e a v i l y , t h e r e

a r e a v a r i e t y o f d i f f e r e n t m e t h o d s . A g e n e r a l w a y t o w e i g h t h e t o p p o s i t i o n s

m o r e i s o n l y t o c o m p u t e a m e a s u r e f o r t h e t o p - 𝐾 o b j e c t s . A n e x a m p l e o f t h i s

i s t h e p r e c i s i o n a t 𝐾, w h i c h i s t h e f r a c t i o n o f r e l e v a n t o b j e c t s t h a t w e r e a m o n g

t h e 𝐾 h i g h e s t r a t e d o b j e c t s r e t u r n e d b y t h e l e a r n e r [ M R S 0 8 ] . T h i s m e a s u r e ,

h o w e v e r , i g n o r e s t h e o r d e r o f t h e 𝐾 b e s t o b j e c t s , w h i c h i s w h y t h e M A P w a s

i n t r o d u c e d .
5

F o r a g i v e n t a s k , i t t a k e s t h e r a n k i n g p r e d i c t e d b y t h e l e a r n e r a n d 5 : N o t e , t h a t t h i s m e a s u r e i s n o t t h e a v e r a g e

o f t h e s i m p l e p r e c i s i o n , a f r e q u e n t s o u r c e o f

c o n f u s i o n .

i t e r a t i v e l y c o m p u t e s t h e p r e c i s i o n o f t h e t o p - 𝑖 o b j e c t s , s t a r t i n g w i t h 𝑖 = 1 u p

t o 𝑖 = 𝑀. T h e n , i t a v e r a g e s o n l y t h o s e p r e c i s i o n v a l u e s a c h i e v e d f o r r e l e v a n t

o b j e c t s ( w h i c h y i e l d s t h e A P ) . F i n a l l y , t h e s e v a l u e s a r e a v e r a g e d a c r o s s t h e

c o m p l e t e d a t a s e t t o a r r i v e a t t h e M A P .

A v e r y s i m i l a r m e a s u r e t o M A P i s t h e n o r m a l i z e d d i s c o u n t e d c u m u l a t i v e g a i n n o r m a l i z e d d i s c o u n t e d c u m u l a t i v e g a i n

( N D C G )( N D C G ) [ J K 0 0 ; J K 0 2 ; W a n + 1 3 ] . R o u g h l y s p e a k i n g , t h e c u m u l a t i v e g a i n

s u m s u p t h e r e l e v a n c e s c o r e s o f t h e t o p - 𝐾 o b j e c t s p r e d i c t e d b y t h e l e a r n e r .

T h e d i s c o u n t e d c u m u l a t i v e g a i n r e d u c e s t h e i m p a c t o f l o w - r e l e v a n c e o b j e c t s b y

d o w n w e i g h i n g l a t e r p o s i t i o n s i n t h e p r e d i c t e d r a n k i n g 𝜋′ a n d c a n b e w r i t t e n

a s

D C G 𝐾 =
𝐾
∑
𝑖=1

𝑔(𝑦𝜋′−1(𝑖))𝑑(𝑖) ,

w h e r e 𝑦𝜋′−1(𝑖) i s t h e r e l e v a n c e d e g r e e o f t h e o b j e c t t h e l e a r n e r p l a c e d o n p o s i t i o n

𝑖 a n d 𝑑 i s a m o n o t o n e d i s c o u n t f u n c t i o n a n d 𝑔 i s a m o n o t o n i c a l l y i n c r e a s i n g

f u n c t i o n . T h e t y p i c a l d i s c o u n t f u n c t i o n u s e d i n p r a c t i c e i s 𝑑(𝑥) = 1
l o g 2(1+𝑥)

.

F o r 𝑔, b o t h 𝑔(𝑥) = 𝑥 a n d 𝑔(𝑥) = 2𝑥 − 1 a r e u s e d i n p r a c t i c e , w h e r e t h e l a t t e r

g i v e s e v e n m o r e e m p h a s i s t o w a r d s h i g h l y r e l e v a n t o b j e c t s . F i n a l l y , t h e N D C G

n o r m a l i z e s t h e d i s c o u n t e d c u m u l a t i v e g a i n t o a s s u m e v a l u e s i n [0, 1].
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L a s t l y , m e a s u r e s b a s e d o n t h e r e c i p r o c a l r a n k h a v e b e e n p r o p o s e d [ K V 0 5 ; G S 1 9 ] .r e c i p r o c a l r a n k

W e a s s u m e t h a t w e h a v e a b i n a r i z a t i o n o f r e l e v a n c e , i . e . , w e h a v e r e l e v a n t a n d

i r r e l e v a n t o b j e c t s . F o r e a c h t a s k 𝑄𝑖 , o n e r e c o r d s t h e r a n k 𝑟𝑖 o f t h e fi r s t r e l e v a n t

o b j e c t i n t h e p r e d i c t e d r a n k i n g . T h e m e a n r e c i p r o c a l r a n k i s t h e n s i m p l y t h em e a n r e c i p r o c a l r a n k

a v e r a g e a c r o s s a l l i n s t a n c e s [ K V 0 5 ] :

M R R ≔ 1
𝑁

𝑁
∑
𝑖=1

1
𝑟𝑖

( 4 . 1 2 )

w h e r e ℎ i s t h e r a n k i n g f u n c t i o n p r o d u c e d b y t h e l e a r n e r , w h i c h g i v e s r i s e t o

t h e r a n k s 𝒓. C h a p e l l e e t a l . [ C h a + 0 9 ] i n t r o d u c e t h e e x p e c t e d r e c i p r o c a l r a n ke x p e c t e d r e c i p r o c a l r a n k ( E R R )

( E R R ) , w h i c h c h a n g e s ( 4 . 1 2 ) t o b e a w e i g h t e d a v e r a g e . E a c h r e c i p r o c a l r a n k i s

w e i g h t e d b y t h e ( e s t i m a t e d ) p r o b a b i l i t y t h a t a u s e r s t o p s a t t h a t p a r t i c u l a r r a n k .

T h i s p r o b a b i l i t y i s p r o p o r t i o n a l t o t h e r e l e v a n c e d e g r e e o f e a c h o b j e c t a n d t h e

r e l e v a n c e d e g r e e s o f t h e o b j e c t s t h a t c a m e b e f o r e i t o n t h e p r e d i c t e d r a n k i n g .

I n c a s e t h e r e l e v a n c e d e g r e e s a r e b i n a r y , E R R c o i n c i d e s w i t h M R R .

4.3. Solution Approaches

W h i l e t h e d i s t i n c t i o n o f t h e d i f f e r e n t p r e f e r e n c e s e t t i n g s i n S e c t i o n 4 . 1 i s

p r e c i s e , t h e r e a r e s o m e a s p e c t s t h a t s u g g e s t t h a t a d i f f e r e n t p e r s p e c t i v e m a y

b e w o r t h w h i l e . E v e n t h o u g h s e t t i n g s m a y d i f f e r , s o l u t i o n s t r a t e g i e s m i g h t

s h a r e s i m i l a r i t i e s o r b e d i r e c t l y t r a n s f e r a b l e . F o r e x a m p l e , w e c a n c o n v e r t a n

o b j e c t r a n k i n g i n s t a n c e t h a t c o n s i s t s o f 𝐾 o b j e c t s t h a t a r e r a n k e d t o a n i n s t a n c e

r a n k i n g p r o b l e m , w h e r e e a c h i n s t a n c e i s a s s i g n e d 𝐾 d i f f e r e n t r e l e v a n c e s c o r e s .

A s a n o t h e r e x a m p l e , c o n s i d e r a c h o i c e p r o b l e m i n s t a n c e w h e r e w e o b s e r v e d

t h a t o n e o b j e c t w a s c h o s e n . T h i s i s a s e t t i n g w e o f t e n o b s e r v e i n p r a c t i c e s i n c e

c l i c k d a t a o n s e a r c h e n g i n e s o r e - c o m m e r c e s t o r e s c a n b e c o n s i d e r e d c h o i c e

d a t a a n d i s r o u t i n e l y u s e d t o t r a i n r a n k i n g a l g o r i t h m s . B y d e c o m p o s i n g t h e

c h o i c e i n t o p a i r w i s e c o m p a r i s o n s , w h e r e t h e c h o s e n o b j e c t i s p r e f e r r e d o v e r a l l

u n c h o s e n o b j e c t s , w e o b t a i n a n o b j e c t r a n k i n g p r o b l e m . T h e r e f o r e , i t m a y b e

m o r e u s e f u l t o e s t a b l i s h a u n i v e r s a l n o m e n c l a t u r e t h a t a p p l i e s t o a v a r i e t y o f

s e t t i n g s a n d m o r e a c c u r a t e l y c h a r a c t e r i z e s t h e d a t a u s e d t o t r a i n a n d w h a t k i n d

o f m o d e l i s l e a r n e d .

L i u [ L i u 1 1 ] d o e s s o i n t h e i r i n fl u e n t i a l b o o k . T h e y a r g u e t h a t t h e r e a r e t h r e e[ L i u 1 1 ] : L i u ( 2 0 1 1 ) , L e a r n i n g t o R a n k f o r

I n f o r m a t i o n R e t r i e v a l f u n d a m e n t a l a p p r o a c h e s t h a t c a n b e d i s t i n g u i s h e d : T h e p o i n t w i s e , t h e p a i r w i s e

a n d t h e l i s t w i s e a p p r o a c h . I n t h e p o i n t w i s e a p p r o a c h , o n e l e a r n s a m o d e l t h a t

m a p s f r o m a f e a t u r e v e c t o r i n 𝒳 t o a r e l e v a n c e d e g r e e i n 𝒴. A p a i r w i s e a p p r o a c h

l e a r n s a f u n c t i o n t h a t t a k e s i n t w o i n s t a n c e s o r o b j e c t s a n d p r e d i c t s t h e r e l a t i v e

o r d e r . A n d fi n a l l y , a l i s t w i s e a p p r o a c h a i m s t o i n f e r a f u n c t i o n t h a t p r e d i c t s a

c o m p l e t e o r d e r o f t h e i n s t a n c e s / o b j e c t s i n q u e s t i o n .

T h i s d i s t i n c t i o n m a y a p p e a r s e n s i b l e , b u t i n p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s , i t c a n b e

l e s s c l e a r . T h i s b o i l s d o w n t o n u a n c e s i n t h e d e fi n i t i o n s o f w h a t c o n s t i t u t e s a

p o i n t w i s e , p a i r w i s e , o r l i s t w i s e a p p r o a c h . F o r e x a m p l e , w e o f t e n s e e a p p r o a c h e s

i n t h e l i t e r a t u r e w h e r e t h e d a t a u s e d t o t r a i n a m o d e l i s o f a p a i r w i s e o r l i s t w i s e

n a t u r e , b u t t h e m o d e l w e a c t u a l l y t r a i n i s p o i n t w i s e . C o n s i d e r R a n k N e t , w h i c h

u t i l i z e s p a i r w i s e t r a i n i n g d a t a a n d a p a i r w i s e l o s s f u n c t i o n t o t r a i n a p o i n t w i s e

l a t e n t u t i l i t y m o d e l . T h i s b e c o m e s p r o b l e m a t i c w h e n t h e g r o u n d - t r u t h f u n c -

t i o n i s i n h e r e n t l y p a i r w i s e o r l i s t w i s e a n d c a n n o t b e a c c u r a t e l y r e p r e s e n t e d b y
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a p o i n t w i s e f u n c t i o n .
6

T h e r e f o r e , w e a r g u e t h a t a p p r o a c h e s s h o u l d n o t o n l y 6 : W e w i l l l a t e r d i s c u s s c o n t e x t - d e p e n d e n c y ,

a c h a r a c t e r i s t i c o f s u c h f u n c t i o n s .b e c a t e g o r i z e d b a s e d o n t h e i r i n p u t d a t a a n d t r a i n i n g m e t h o d b u t a l s o b a s e d o n

t h e r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r o f t h e m o d e l t h e y i n f e r .

I n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n , w e f o l l o w t h e s t a n d a r d d e l i n e a t i o n o f t h e s e t h r e e

c a t e g o r i e s , b u t w i l l d i s c u s s i t i n m o r e d e t a i l w h e n a p a r t i c u l a r a p p r o a c h c o u l d

a l s o fi t i n t o a d i f f e r e n t c a t e g o r y a n d e x p l a i n t h e r e a s o n i n g . W e w i l l f o c u s o n

h i g h l y r e p r e s e n t a t i v e a p p r o a c h e s a n d t h o s e u s e d l a t e r d u r i n g t h e e x p e r i m e n t s .

I n S e c t i o n 4 . 3 . 1 , w e b e g i n b y i n t r o d u c i n g p o i n t w i s e a p p r o a c h e s t o w h i c h t h e

t y p i c a l c l a s s i fi c a t i o n a n d r e g r e s s i o n a p p r o a c h e s b e l o n g , b u t a l s o o r d i n a l r e g r e s -

s i o n . N e x t , i n S e c t i o n 4 . 3 . 2 , w e m o v e o u r a t t e n t i o n t o p a i r w i s e a l g o r i t h m s .

W e w i l l i n t r o d u c e f u n d a m e n t a l c o n c e p t s a n d e x a m i n e R a n k b o o s t , R a n k S V M ,

S o r t N e t , a n d R a n k N e t i n m o r e d e t a i l . L a s t l y , w e e x p l o r e l i s t w i s e a p p r o a c h e s

i n S e c t i o n 4 . 3 . 3 . H e r e , l o s s f u n c t i o n s a r e p a r t i c u l a r l y i m p o r t a n t , a n d w e g i v e

a n o v e r v i e w o f t h e i r u s e . W i t h L i s t N e t , w e i n t r o d u c e o n e p a r t i c u l a r a p p r o a c h

i n m o r e d e t a i l . T h e r e m a i n d e r o f t h i s s e c t i o n f o l l o w s t h e s t r u c t u r e o u t l i n e d i n

L i u [ L i u 1 1 ] , b u t i t p r o v i d e s a m o r e d e t a i l e d d e s c r i p t i o n o f t h e m e t h o d s u t i l i z e d

l a t e r i n t h i s t h e s i s .

4.3.1. Pointwise Approaches

P o i n t w i s e a p p r o a c h e s a r e v e r y s t r a i g h t f o r w a r d a p p r o a c h e s t o s o l v e l e a r n i n g

t o r a n k p r o b l e m s . W h e t h e r a n a p p r o a c h i s c l a s s i fi e d a s p o i n t w i s e i s u s u a l l y

d e c i d e d b a s e d o n t h e t y p e o f i n p u t d a t a a n d t h e fi n a l p r e d i c t i o n f u n c t i o n t h a t

i s p r o d u c e d . T h e m o s t c o m m o n d a t a w e e n c o u n t e r a r e i n s t a n c e s ( f o r e x a m p l e ,

d o c u m e n t s i n I R ) t h a t a r e a s s i g n e d a r e l e v a n c e d e g r e e . T h e l a t t e r i s t y p i c a l l y

g i v e n o n a n o r d i n a l s c a l e . H e n c e , f o r m a l l y w e o b s e r v e t u p l e s (𝒙𝑖, 𝑦𝑖) w i t h

𝒙 ∈ 𝒳, 𝑦𝑖 ∈ 𝒴 a n d |𝒴| = 𝑀. W e a s s u m e t h a t t h e r e l e v a n c e d e g r e e s a r e o r d e r e d ,

i . e . , t h e r e e x i s t s a p e r m u t a t i o n 𝜋 s u c h t h a t 𝑦𝜋(1) ≻ 𝑦𝜋(2) ≻ ⋯ ≻ 𝑦𝜋(𝑀) .

Comment

W i t h t h a t , w e c o u l d c o v e r m a n y p r e f e r e n c e l e a r n i n g s e t t i n g s s i m p l y b y

t r a n s f o r m i n g t h e i n p u t d a t a i n t o a fl a t t e n e d r e p r e s e n t a t i o n u s i n g r e l e v a n c e

d e g r e e s . T o l i s t a f e w e x a m p l e s : A s s u m e w e o b s e r v e p a i r w i s e c o m p a r i s o n s

o f i n s t a n c e s , i . e . , o f t h e f o r m 𝒙𝑖 ≻ 𝒙𝑗 . T h e n , w e c a n c o n v e r t t h e m u s i n g t w o

r e l e v a n c e d e g r e e s : (𝒙𝑖, 𝑦1), (𝒙𝑗, 𝑦2). A s f o r r a n k i n g s o f a c e r t a i n m a x i m a l s i z e ,

t h e y c a n b e m a p p e d t o a n e q u a l n u m b e r o f r e l e v a n c e d e g r e e s . I t s h o u l d b e

a p p a r e n t t h a t t h e s e t r a n s f o r m a t i o n s a r e v e r y c r u d e . I n t h e p a i r w i s e e x a m p l e ,

b y t r a n s f o r m i n g i t i n t o a p o i n t w i s e r e p r e s e n t a t i o n , w e e s s e n t i a l l y c l a i m t h a t

𝒙𝑖 i s u n i v e r s a l l y r e l e v a n t a n d 𝒙𝑗 i s u n i v e r s a l l y i r r e l e v a n t , e v e n t h o u g h w e

o n l y h a v e t h e v e r y l o c a l i n f o r m a t i o n t h a t 𝒙𝑖 i s m o r e r e l e v a n t i n t h e p r e s e n c e

o f 𝒙𝑗 .

P o i n t w i s e a p p r o a c h e s c a n r o u g h l y b e c a t e g o r i z e d i n t o r e g r e s s i o n , c l a s s i fi c a t i o n ,

a n d o r d i n a l r e g r e s s i o n a p p r o a c h e s . W e w i l l b e g i n w i t h t h e r e g r e s s i o n a p p r o a c h e s , r e g r e s s i o n a p p r o a c h e s

w h e r e t h e i d e a i s t o t r e a t t h e r e l e v a n c e d e g r e e s a s n u m e r i c v a l u e s o r t o e n -

c o d e t h e m ( e . g . , u s i n g a o n e - h o t e n c o d i n g ) a n d t h e n u s e s t a n d a r d r e g r e s s i o n

a p p r o a c h e s t o s o l v e t h e r e s u l t i n g r e g r e s s i o n p r o b l e m . F u h r [ F u h 8 9 ] i s o n e o f

t h e fi r s t t o s t u d y r e g r e s s i o n - b a s e d a p p r o a c h e s f o r r a n k i n g . T h e y l o o k a t b o t h
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o n e - h o t e n c o d e d a n d n u m e r i c r e g r e s s i o n t a r g e t s . I n t h e i r a p p r o a c h , t h e r e l e -

v a n c e d e g r e e s c a n a l s o b e a s s i g n e d d i f f e r e n t c o s t s t h a t c a n b e i n c o r p o r a t e d w h e n

c o m p u t i n g t h e r e g r e s s i o n t a r g e t s . I n g e n e r a l , a s a l o s s f u n c t i o n , w e c a n u s e a n y

l o s s f u n c t i o n t y p i c a l l y u s e d i n r e g r e s s i o n , l i k e t h e s q u a r e l o s s 𝐿(𝑦, 𝑦̂) = (𝑦 − 𝑦̂)2

( s e e P a g e 4 2 ) . I n t h e c o n t e x t o f o r d i n a l r e g r e s s i o n , H e r b r i c h [ H e r 9 9 ] i n t r o d u c e

h o w t h e p r o b l e m c a n e ffi c i e n t l y b e s o l v e d u s i n g a s u p p o r t v e c t o r m a c h i n e . T h e

k e y i n s i g h t i s t o a s s u m e t h a t t h e h y p e r p l a n e s t h a t s e p a r a t e t h e r e l e v a n c e d e g r e e s

a r e p a r a l l e l . T h i s a l l o w s f o r a v e r y e ffi c i e n t o p t i m i z a t i o n a l g o r i t h m b e c a u s e

o n l y t h e t h r e s h o l d s b e t w e e n t h e r e l e v a n c e d e g r e e s n e e d t o b e l e a r n e d . C o s s o c k

a n d Z h a n g [ C Z 0 6 ] i n v e s t i g a t e h o w w e l l a r e g r e s s i o n - b a s e d a p p r o a c h b a s e d o n

a s q u a r e l o s s w o u l d f a r e w h e n e v a l u a t e d b a s e d o n t h e d i s c o u n t e d c u m u l a t i v e

g a i n ( D C G ) . T h e y s h o w t h a t t h e s q u a r e l o s s i s a n u p p e r b o u n d f o r t h e D C G ,

i . e . , a s y m p t o t i c a l l y a r e g r e s s i o n - b a s e d l e a r n e r i s c o n s i s t e n t f o r t h e N D C G .

A n o t h e r w a y t o d e fi n e r e g r e s s i o n t a r g e t s c a l l e d e x p e c t e d r a n k r e g r e s s i o n , h a s b e e n

p r o p o s e d b y K a m i s h i m a e t a l . [ K K A 0 5 ] . T h i s m e t h o d i s p a r t i c u l a r l y u s e f u l

i n c a s e r a n k i n g s a r e o f v a r y i n g s i z e s , w h i c h i s o f t e n t h e c a s e i n p r a c t i c e . T h e

r a n k r (𝒙, 𝜋) s p e c i fi e s t h e p o s i t i o n o f o b j e c t 𝒙 i n a r a n k i n g 𝜋. S a y w e o b s e r v e t h e

r a n k i n g 𝜋 = (3, 1, 2), t h e n t h e r a n k o f o b j e c t 𝒙3 i s 1. W i t h t h e m i l d a s s u m p t i o n

t h a t w e s e l e c t e d t h e o b s e r v e d s e t o f o b j e c t s u n i f o r m l y a t r a n d o m
7
, t h e e x p e c t e d7 : T h i s i s a l s o c a l l e d t h e m i s s i n g - a t - r a n d o m

a s s u m p t i o n . r a n k c a n b e e s t i m a t e d u s i n g t h e f o r m u l a [ K K A 0 5 ] :

𝔼[r (𝒙, 𝜋∗) ∣ 𝜋] ∝ r (𝒙, 𝜋)
|𝑄| + 1

w h e r e 𝑄 i s t h e t a s k f o r w h i c h w e o b s e r v e d r a n k i n g 𝜋 a n d 𝜋∗ i s t h e a s s u m e d

r a n k i n g o f a l l p o s s i b l e o b j e c t s .

T h e n e x t c a t e g o r y o f p o i n t w i s e a p p r o a c h e s i s c l a s s i fi c a t i o n a p p r o a c h e s . H e r e , o n ec l a s s i fi c a t i o n a p p r o a c h e s

e i t h e r r e d u c e s t h e p r e f e r e n c e l e a r n i n g p r o b l e m t o a b i n a r y p r o b l e m , w h i c h

s i m p l i fi e s t h e p r o b l e m c o n s i d e r a b l y , o r o n e u s e s t e c h n i q u e s f r o m m u l t i - c l a s s

c l a s s i fi c a t i o n . T h e f o r m e r m e t h o d o l o g y i s m o r e w i d e l y k n o w n a s b i n a r y d e -

c o m p o s i t i o n . T h e s i m p l e s t b i n a r y d e c o m p o s i t i o n s e p a r a t e s o b j e c t s i n t o t h e t w o

c l a s s e s “ r e l e v a n t ” a n d “ n o t r e l e v a n t ” . S e v e r a l w o r k s h a v e u s e d t h i s m e t h o d o l -

o g y o v e r t h e y e a r s [ C G D 9 2 ; G e y 9 4 ; N a l 0 4 ] .

W i t h b i n a r y d e c o m p o s i t i o n s , w e a r e , h o w e v e r , n o t l i m i t e d t o u s i n g o n l y o n e

l e a r n e r . O n e i d e a i s t o s p l i t t h e o r i g i n a l p r e f e r e n c e l e a r n i n g p r o b l e m i n t o

s e v e r a l b i n a r y c l a s s i fi c a t i o n p r o b l e m s . A s s u m e w e h a v e 𝑀 m a n y r e l e v a n c e

c l a s s e s o r d e r e d i n i n c r e a s i n g o r d e r o f t h e r e l e v a n c e d e g r e e . T h e a p p r o a c h b y

F r a n k a n d H a l l [ F H 0 1 ] w i l l t h e n t r a i n 𝑀− 1 l e a r n e r s . T h e fi r s t o n e p r e d i c t s

t h e p r o b a b i l i t y t h a t t h e t r u e r e l e v a n c e c l a s s i s a b o v e 𝑦1 , i . e . , 𝑃(𝑦 ≻ 𝑦1 ∣ 𝒙)
a n d a n a l o g o u s l y f o r 𝑦2, 𝑦3, … . W i t h t h a t , i t i s s t r a i g h t f o r w a r d t o c o m p u t e t h e

p r o b a b i l i t y o f o n e s p e c i fi c r e l e v a n c e c l a s s 𝑦𝑚 u s i n g o n e p a i r o f l e a r n e r s :

𝑃(𝑦𝑚) = 𝑃(𝑦 ≻ 𝑦𝑚−1) ⋅ (1 − 𝑃(𝑦 ≻ 𝑦𝑚)) ( 4 . 1 3 )

f o r 𝑚 ∈ [2,𝑀 − 1]. F o r 𝑚 = 1 o r 𝑀 i t s u ffi c e s t o q u e r y o n e l e a r n e r . S i n c e t h e

d i f f e r e n c e i n E q u a t i o n 4 . 1 3 c a n b e c o m e n e g a t i v e i n p r a c t i c e , i t m a y b e u s e f u l

t o a p p l y a n a d d i t i o n a l m a x (⋅, 0) t o k e e p t h e p r o b a b i l i t y p o s i t i v e .

I n m u l t i - c l a s s c l a s s i fi c a t i o n a n i n fl u e n t i a l d e c o m p o s i t i o n m e t h o d , l e a r n i n g b y

p a i r w i s e c o m p a r i s o n s
8

8 : N o t e t h a t h e r e w e a r e n o t r e f e r r i n g t o a

p a i r w i s e p r e f e r e n c e l e a r n i n g a p p r o a c h . I n -

s t e a d o f p a i r s o f o b j e c t s , t h i s m e t h o d d e c o m -

p o s e s t h e r e l e v a n c e d e g r e e s i n t o p a i r s .

, w a s p r o p o s e d b y F ü r n k r a n z [ F ü r 0 2 ] . A b i n a r y c l a s s i fi e r

i s l e a r n e d f o r e a c h p a i r o f l a b e l s (𝑦𝑖, 𝑦𝑗) w i t h 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑀. T h e n , f o r a n e w
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i n s t a n c e 𝒙, w e e v a l u a t e t h e o u t p u t o f a l l l e a r n e r s a n d a g g r e g a t e t h e o u t p u t s .

T h e l a b e l w i t h t h e h i g h e s t a g g r e g a t e d s c o r e i s p r e d i c t e d . T h i s a p p r o a c h c a n

s t r a i g h t f o r w a r d l y a l s o b e a p p l i e d t o t h e p r o b l e m o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g , a s

F ü r n k r a n z e t a l . [ F H V 0 9 ] p o i n t o u t .

G e n e r a l l y , m u l t i - c l a s s c l a s s i fi c a t i o n l e n d s i t s e l f w e l l f o r u s e i n p r e f e r e n c e l e a r n -

i n g . L i e t a l . [ L B W 0 7 ] u s e m u l t i - c l a s s c l a s s i fi c a t i o n t o l e a r n a p r o b a b i l i s t i c

m o d e l f o r e a c h r e l e v a n c e l a b e l 𝑦𝑚 . T h e s e p r o b a b i l i t i e s a r e t h e n u s e d t o c o m p u t e

a w e i g h t e d m e a n o f m o n o t o n i c a l l y t r a n s f o r m e d r e l e v a n c e d e g r e e s . V e l o s o

e t a l . [ V e l + 0 8 ] e m p l o y a v e r y s i m i l a r w e i g h t e d m e a n w h e r e t h e y c o m p u t e

p r o b a b i l i t i e s u s i n g n o r m a l i z e d s c o r e s . T h e s c o r e s a r e o b t a i n e d b y a g g r e g a t i n g

a s s o c i a t i o n r u l e s , i . e . , t h e a v e r a g e c o n fi d e n c e o f t h e a s s o c i a t i o n r u l e s p r e d i c t i n g

a c e r t a i n r e l e v a n c e c l a s s i s u s e d a s t h e s c o r e o f t h a t c l a s s .

F i n a l l y , a n i m p o r t a n t c a t e g o r y o f p o i n t w i s e a p p r o a c h e s i s o r d i n a l r e g r e s s i o n o r d i n a l r e g r e s s i o n a p p r o a c h e s

a p p r o a c h e s . T h e s e e x p l i c i t l y e x p l o i t t h e f a c t t h a t a n a t u r a l o r d e r i n g o f t h e

r e l e v a n c e d e g r e e s e x i s t s . T h e i d e a i s t o l e a r n t h r e s h o l d s 𝜃1 ≤ 𝜃2 ≤ ⋯ ≤ 𝜃𝑀−1 t h a t

i n c o n j u n c t i o n w i t h a s c o r i n g f u n c t i o n u ∶ 𝒳 → ℝ a r e a b l e t o a s s i g n i n s t a n c e s

t o r e l e v a n c e d e g r e e s . A s e m i n a l a p p r o a c h i n t h i s s p a c e c a l l e d “ P R a n k i n g ” ( o r

p e r c e p t r o n - b a s e d r a n k i n g ) w a s p r o p o s e d b y C r a m m e r a n d S i n g e r [ C S 0 1 ] . T h e

a l g o r i t h m a d a p t s a w e i g h t v e c t o r 𝜽 o f a l i n e a r m o d e l ( i . e . , 𝜽T𝒙) a n d t h e v e c t o r

o f t h r e s h o l d s 𝜽 u s i n g a p e r c e p t r o n l e a r n i n g a l g o r i t h m . S h a s h u a a n d L e v i n

[ S L 0 2 ] t r y t o i m p r o v e g e n e r a l i z a t i o n b y i n t r o d u c i n g l a r g e - m a r g i n p r i n c i p l e s .

T o t h i s e n d , t h e y s p e c i f y t w o d i f f e r e n t s t r a t e g i e s . T h e “ fi x e d m a r g i n ” s t r a t e g y

m a x i m i z e s t h e m a r g i n o f t h e c l o s e s t r e l e v a n c e d e g r e e s , w h i l e t h e “ s u m o f

m a r g i n s ” s t r a t e g y m a x i m i z e s t h e o v e r a l l s u m o f t h e 𝑀 − 1 m a r g i n s . R e n n i e

a n d S r e b r o [ R S 0 5 ] g e n e r a l i z e s t h i s a p p r o a c h b y p e r m i t t i n g v a r i e d m a r g i n l o s s

f u n c t i o n s a n d b y a l s o a l l o w i n g o n e t o p e n a l i z e m a r g i n s b e t w e e n r e l e v a n c e

c l a s s e s t h a t a r e n o t n e i g h b o r i n g .

I n s u m m a r y , p o i n t w i s e a p p r o a c h e s o f f e r b o t h m e r i t s a n d l i m i t a t i o n s . O n e k e y

a d v a n t a g e i s t h e i r s i m p l i c i t y ; e x i s t i n g m a c h i n e l e a r n i n g a l g o r i t h m s c a n e a s i l y b e

a p p l i e d t o t r a n s f o r m a t i o n s o f t h e p r e f e r e n c e l e a r n i n g p r o b l e m . T h i s a d a p t a b i l -

i t y a n d t h e a b i l i t y t o p r o c e s s e a c h i n s t a n c e i n d e p e n d e n t l y m a k e t h e s e a l g o r i t h m s

h i g h l y s c a l a b l e . H o w e v e r , t h e s e m e t h o d s a l s o h a v e i n h e r e n t d r a w b a c k s . S p e c i f -

i c a l l y , t h e y o v e r l o o k t h e r e l a t i v e o r d e r i n g o f d a t a , t h e r e b y s a c r i fi c i n g a p o t e n -

t i a l l y v a l u a b l e s o u r c e o f i n f o r m a t i o n . W h i l e t h e a b s o l u t e s c o r e o f a n i n s t a n c e

m a y n o t b e c r u c i a l i n p r a c t i c e , m a i n t a i n i n g t h e c o r r e c t o r d e r – p a r t i c u l a r l y

a m o n g t h e t o p - 𝐾 i n s t a n c e s – c a n b e o f s i g n i fi c a n t i m p o r t a n c e . M o r e o v e r , i n

c o m m o n I R s c e n a r i o s w h e r e t h e n u m b e r o f r e s u l t s p e r q u e r y i s v e r y l a r g e ,

p o i n t w i s e a p p r o a c h e s m a y p r o d u c e l o s s f u n c t i o n s t h a t a r e d i s p r o p o r t i o n a t e l y

i n fl u e n c e d b y a n a b u n d a n t n u m b e r o f i r r e l e v a n t r e s u l t s . C o n s e q u e n t l y , w e

w i l l m o v e o n t o a p p r o a c h e s t h a t m o r e d i r e c t l y s o l v e t h e r a n k i n g p r o b l e m ,

b e g i n n i n g w i t h t h e c a t e g o r y o f p a i r w i s e a p p r o a c h e s .

4.3.2. Pairwise Approaches

A s t h e n a m e s u g g e s t s , t h e p a i r w i s e a p p r o a c h t o p r e f e r e n c e l e a r n i n g c o n s i d e r s

p a i r s o f i n s t a n c e s o r o b j e c t s a n d t h e i r r e l a t i v e o r d e r . W e a s s u m e t h a t t h e d a t a

c o n s i s t s o f o r d e r e d p a i r s (𝒙𝑖, 𝒙𝑗) ∈ 𝒳2
, w h i c h e x p r e s s t h a t 𝒙𝑖 ≻ 𝒙𝑗 . T h e g o a l i s

t o l e a r n a h y p o t h e s i s ℎ∶ 𝒳2 → {−1, 1} t h a t c a n a c c u r a t e l y p r e d i c t t h e o r d e r

b e t w e e n t w o i n s t a n c e s . F r o m t h i s , w e c a n a l r e a d y g l e a n t h e fi r s t p r o b l e m : i f
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w e c a r e a b o u t a r a n k i n g o f t h e i n s t a n c e s , h o w d o e s ℎ h e l p u s ? I f w e h a v e a

c o l l e c t i o n o f p r e d i c t e d p a i r w i s e p r e f e r e n c e s , w e c a n n o t a l w a y s fi n d a ( u n i q u e )

r a n k i n g t h a t s a t i s fi e s a l l . A s i m p l e e x a m p l e i s a p r e f e r e n t i a l c y c l e , i . e . , i f w e

t r e a t e a c h p a i r w i s e p r e f e r e n c e a s a n e d g e i n a g r a p h , t h e n t h e r e c o u l d b e a c y c l e

i n t h e g r a p h . A r a n k i n g i s a s t r i c t o r d e r o f t h e i n s t a n c e s t h a t c a n o n l y e x i s t i f

t h e p r e f e r e n c e g r a p h i s c y c l e - f r e e .

W e w i l l s e e t w o m a i n s t r a t e g i e s t o t a c k l e t h i s p r o b l e m . T h e m o r e w i d e l y

u s e d s t r a t e g y i s l a t e n t - u t i l i t y , w h e r e a f u n c t i o n u ∶ 𝒳 → ℝ i s i n f e r r e d f r o m

t h e p a i r w i s e c o m p a r i s o n s . W i t h t h i s i t i s s t r a i g h t f o r w a r d t o c o m p u t e a t o t a l

o r d e r o f a l l i n s t a n c e s , s i m p l y b y p a s s i n g a l l i n s t a n c e s i n t o t h e u t i l i t y f u n c t i o n

a n d s o r t i n g t h e r e s u l t i n g u t i l i t i e s . W e w i l l e x p l o r e t h e v a r i o u s a p p r o a c h e s o f

t h i s s t r a t e g y i n S e c t i o n 4 . 3 . 2 . 1 . T h e o t h e r m a i n s t r a t e g y i s t o l e a r n a n a c t u a l

p a i r w i s e o r d e r r e l a t i o n t h a t r e c e i v e s t w o i n s t a n c e s a s i n p u t a n d o u t p u t s t h e

o r d e r b e t w e e n t h e m . I n a s e c o n d s t e p , t h i s p a i r w i s e r e l a t i o n i s u s e d t o c o m e

u p w i t h a n o v e r a l l r a n k i n g , a n d w e w i l l d e s c r i b e t h e m e t h o d o l o g i e s e m p l o y e d

t h e r e a n d t h e i r t r a d e o f f s i n S e c t i o n 4 . 3 . 2 . 2 .

4.3.2.1. Latent-Utility Approaches

T h e m a i n o b j e c t i v e o f l a t e n t - u t i l i t y a p p r o a c h e s f o r p a i r w i s e r a n k i n g i s t o

d e c o m p o s e t h e fi n a l h y p o t h e s i s ℎ a s f o l l o w s : ℎ(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) = 𝑓(u (𝒙𝑖), u (𝒙𝑗)) w h e r e

u ∶ 𝒳 → ℝ i s a n ( u n o b s e r v e d ) u t i l i t y f u n c t i o n a n d 𝑓∶ ℝ2 → {−1, 1} i s a

d e c i s i o n f u n c t i o n . O f t e n t h e d e c i s i o n f u n c t i o n 𝑓 i s d e fi n e d i n t e r m s o f t h e

u t i l i t y d i f f e r e n c e u (𝒙𝑖) − u (𝒙𝑗). C o n s e q u e n t l y , w e h a v e

ℎ(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) = 𝑓(u (𝒙𝑖) − u (𝒙𝑗)) . ( 4 . 1 4 )

F r o m t h i s , w e c a n a l r e a d y s e e h o w p a i r w i s e a p p r o a c h e s u s i n g l a t e n t u t i l i t y

a r e e s s e n t i a l l y p o i n t w i s e a p p r o a c h e s i n d i s g u i s e . W h y i s t h a t ? A s s u m e w e

h a v e t r a i n e d a l a t e n t - u t i l i t y m o d e l u u s i n g p a i r w i s e c o m p a r i s o n s . W e c o u l d i n

p r i n c i p l e p a s s i n a l l i n s t a n c e s 𝒙1, … , 𝒙𝑁 t o o b t a i n u t i l i t i e s 𝑢1, … , 𝑢𝑁 . W i t h t h o s e

w e c a n c o n s t r u c t a d a t a s e t 𝒟′ = {(𝒙𝑖, 𝑢𝑖)}𝑖∈[𝑁] . W e , t h e r e f o r e , t r a n s f o r m e d t h e

o r i g i n a l d a t a s e t i n t o a p o i n t w i s e f o r m . T o b e m o r e p r e c i s e , t h i s c o u l d n o w b e

t r e a t e d a s a c o n t i n u o u s i n s t a n c e r a n k i n g p r o b l e m ( s e e S e c t i o n 4 . 1 . 2 ) o r s i m p l y

a r e g r e s s i o n p r o b l e m .

T h i s o b s e r v a t i o n s h o u l d n o t b e i n t e r p r e t e d a s a c r i t i q u e o f t h e a p p r o a c h ; t h e r e

a r e i n d e e d c o n t e x t s w h e r e i t i s f u l l y j u s t i fi e d . A d i s c e r n i n g r e a d e r m a y r e c a l l

a s i m i l a r i s s u e d i s c u s s e d e a r l i e r i n C h a p t e r 2 . I n t h a t c h a p t e r , t h e f o c u s w a sA x i o m s o f u t i l i t y t h e o r y : S e c t i o n 2 . 2 . 1

o n i d e n t i f y i n g t h e n e c e s s a r y a s s u m p t i o n s a b o u t p r e f e r e n c e s r e q u i r e d f o r t h e

e x i s t e n c e o f a u t i l i t y f u n c t i o n . I n o u r c u r r e n t c o n t e x t , t o p u t i t s i m p l y , w e

c a n i m p o s e c e r t a i n a s s u m p t i o n s o n t h e g r o u n d t r u t h p a i r w i s e r e l a t i o n ℎ. U n -

d e r s p e c i fi c a s s u m p t i o n s , a u n i q u e m a p p i n g t o u t i l i t i e s i s g u a r a n t e e d t o e x i s t

( t y p i c a l l y u p t o s o m e i n v a r i a n c e s ) .

S e v e r a l s e t s o f a s s u m p t i o n s c a n a s s u r e t h e e x i s t e n c e o f a n u n d e r l y i n g u t i l i t y

f u n c t i o n . I n t e r e s t i n g l y , m o s t o f t h e s e a s s u m p t i o n s c a n b e s h o w n t o b e e q u i v -

a l e n t t o s o m e f o r m o f t r a n s i t i v i t y . T h e r e f o r e , i f t h e g r o u n d t r u t h p a i r w i s et r a n s i t i v i t y : P a g e 2 6

r e l a t i o n i s t r a n s i t i v e ( a c c o r d i n g t o a n a p p r o p r i a t e d e fi n i t i o n ) , a l a t e n t - u t i l i t y

a p p r o a c h i s w e l l - m o t i v a t e d .
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RankSVM A s S V M s w e r e a n d s t i l l a r e a p o p u l a r m o d e l c l a s s , t h e y w e r e a l s o

a p p l i e d t o t h e p r e f e r e n c e l e a r n i n g p r o b l e m . J o a c h i m s [ J o a 0 2 ] a r e t h e fi r s t t o

u s e i t i n a r a n k i n g c o n t e x t , w h i l e H e r b r i c h e t a l . [ H G O 0 0 ] l o o k a t a s i m i l a r

a p p r o a c h i n t h e c o n t e x t o f o r d i n a l r e g r e s s i o n t w o y e a r s p r i o r . B o t h m e t h o d s

u t i l i z e a l i n e a r l a t e n t u t i l i t y f r a m e w o r k , e x p r e s s e d a s u (𝒙) = 𝜽T𝒙. Y e t , b y

e m p l o y i n g t h e k e r n e l t r i c k , w e a r e a l s o a b l e t o l e a r n n o n l i n e a r f u n c t i o n s .

- 2 - 1 1 2

2

𝑦(𝑖)𝑗,𝑘 ⋅ (u (𝒙𝑗) − u (𝒙𝑘))

H i n g e l o s s

0 / 1 - l o s s

Figure 4.9.: C o m p a r i s o n o f h i n g e l o s s a n d

0 / 1 - l o s s a s a f u n c t i o n o f t h e s c o r e d i f f e r e n c e

𝑦(𝑖)𝑗,𝑘 ⋅ (u (𝒙𝑗) − u (𝒙𝑘)).

F o r t h e R a n k S V M , e a c h i n s t a n c e ( w i t h t h e i n d e x 𝑖) o f a d a t a s e t i s b r o k e n i n t o

p a i r s o f o b j e c t s {𝒙(𝑖)𝑗 , 𝒙(𝑖)𝑘 } a n d t h e c o r r e s p o n d i n g p a i r w i s e p r e f e r e n c e i s d e n o t e d

b y 𝑦(𝑖)𝑗,𝑘 ∈ {−1, 1}. A s s u m i n g w e o b s e r v e c o m p l e t e r a n k i n g s f o r e a c h i n s t a n c e ( a s

i s t h e c a s e i n o b j e c t r a n k i n g ) , t h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m o f t h e S V M c a n b e

f o r m a l i z e d a s :

m i n i m i z e
1
2
‖𝜽‖2 + 𝜆

𝑁
∑
𝑖=1

∑
𝑗,𝑘∶ 𝑦(𝑖)𝑗,𝑘=1

𝜉𝑖,𝑗,𝑘

s u b j e c t t o 𝜽𝑇(𝒙(𝑖)𝑗 − 𝒙(𝑖)𝑘 ) ≥ 1 − 𝜉𝑖,𝑗,𝑘 i f 𝑦(𝑖)𝑗,𝑘 = 1,

𝜉𝑖,𝑗,𝑘 ≥ 0, ∀𝑖 = 1,… ,𝑁

W i t h t h e m i n i m i z a t i o n , w e t r y t o m a k e b o t h t h e p a r a m e t e r s 𝜽 a n d t h e s l a c k

v a r i a b l e s 𝜉 a s s m a l l a s p o s s i b l e . T h e f o r m e r f o r r e g u l a r i z a t i o n p u r p o s e s a n d

t h e l a t t e r t o m i n i m i z e t h e h i n g e l o s s ( d e p i c t e d i n F i g u r e 4 . 9 ) w h e n u s e d w i t h h i n g e l o s s

t h e i n e q u a l i t y c o n s t r a i n t s . I t i s a c o n v e x u p p e r b o u n d o f t h e 0/1- l o s s a n d ,

t h e r e f o r e , e a s i e r t o o p t i m i z e . T h e p a r a m e t e r 𝜆 c o n t r o l s t h e t r a d e o f f b e t w e e n

b o t h t e r m s a n d i s u s u a l l y t u n e d o n a h o l d - o u t s e t . A s i s t y p i c a l f o r S V M s , t h e

l o s s e x h i b i t s a m a r g i n e f f e c t , m e a n i n g t h a t i t p e n a l i z e s m i s c l a s s i fi c a t i o n s i n a

w a y t h a t e n c o u r a g e s t h e d e c i s i o n b o u n d a r y t o b e a s f a r a s p o s s i b l e f r o m a n y

d a t a p o i n t w h i l e s t i l l c o r r e c t l y c l a s s i f y i n g t h e t r a i n i n g d a t a . B y m a x i m i z i n g

t h i s m a r g i n , w e o b t a i n t h e c l e a r e s t s e p a r a t i o n b e t w e e n c l a s s e s , a n d h e n c e , t h e

m o d e l h a s g o o d g e n e r a l i z a t i o n p r o p e r t i e s . T h e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m a b o v e i s

s p e c i fi e d f o r t h e s e t t i n g w h e r e w e h a v e f u l l r a n k i n g s , b u t c a n s t r a i g h t f o r w a r d l y

b e a p p l i e d t o p a r t i a l r a n k i n g s a s w e l l .

RankBoost R a n k B o o s t , a s t h e n a m e s u g g e s t s , i s a b o o s t i n g a l g o r i t h m d e s i g n e d

f o r r a n k i n g p r o p o s e d b y F r e u n d e t a l . [ F r e + 0 3 ] . I t i s a n a d a p t a t i o n o f A d a B o o s t

( a d a p t i v e b o o s t i n g ) , a w e l l - k n o w n c l a s s i fi c a t i o n a l g o r i t h m b y t h e s a m e a u t h o r s

[ F S 9 7 ] . T h e i d e a i s t o i t e r a t i v e l y c o n s t r u c t a w e i g h t e d e n s e m b l e o f w e a k

r a n k e r s , e a c h b e i n g t r a i n e d o n a r e w e i g h t e d d a t a s e t .

Algorithm 1 L e a r n i n g a l g o r i t h m f o r R a n k B o o s t [ F r e + 0 3 ] .

Require: t r a i n i n g d a t a 𝒟 = {(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) ∣ i f 𝒙𝑖 ≻ 𝒙𝑗}
Ensure: I n i t i a l i z e d i s t r i b u t i o n 𝐷1 o n 𝒳2

.

1 : for 𝑡 = 1 t o 𝑇 do
2 : T r a i n w e a k r a n k e r 𝑓𝑡 ∶ 𝒳 → ℝ b a s e d o n d i s t r i b u t i o n 𝐷𝑡 .
3 : C h o o s e 𝛼𝑡 b a s e d o n a n a p p r o p r i a t e f o r m u l a .

4 : for (𝒙𝑖, 𝒙𝑗) ∈ 𝒟 do

5 : U p d a t e 𝐷𝑡+1(𝒙𝑗, 𝒙𝑖) = 1
𝑍𝑡
𝐷𝑡(𝒙𝑗, 𝒙𝑖) e x p (𝛼𝑡(𝑓𝑡(𝒙𝑗) − 𝑓𝑡(𝒙𝑖)))

6 : return 𝑓 (⋅) = ∑𝑡 𝛼𝑡𝑓𝑡(⋅)

T h e a l g o r i t h m i s s h o w n i n A l g o r i t h m 1 . A s u s u a l , i t r e c e i v e s a d a t a s e t c o n s i s t i n g
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o f p a i r s o f i n s t a n c e s (𝒙𝑖, 𝒙𝑗). I t m a i n t a i n s a p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n 𝐷𝑡 o v e r a l l

p a i r s ( s e e F i g u r e 4 . 1 0 ) . I t i s i n i t i a l i z e d u s i n g a u n i f o r m d i s t r i b u t i o n o v e r a l l

o b s e r v e d p a i r s , i . e . , w e s e t t h e p r o b a b i l i t y t o 0 f o r a l l r e m a i n i n g p a i r s . I n e a c h

i t e r a t i o n 𝑡 a w e a k r a n k e r 𝑓𝑡 i s t r a i n e d u s i n g t h e d i s t r i b u t i o n 𝐷𝑡 o v e r p a i r s a s

w e i g h t s , i . e . , t h e w e a k r a n k e r s h o u l d f o c u s o n g e t t i n g p a i r s t h a t h a v e a h i g h

w e i g h t c o r r e c t l y . E a c h w e a k r a n k e r i s a s s i g n e d a w e i g h t 𝛼𝑡 t h a t i s u s e d i n t h e

fi n a l w e i g h t e d a v e r a g e . F r e u n d e t a l . [ F r e + 0 3 ] d e t a i l s e v e r a l m e t h o d s o n h o w

t o c o m p u t e 𝛼𝑡 , w h i c h w e w i l l n o t s h o w h e r e . T h e n , i n e a c h i t e r a t i o n , t h e

n e x t d i s t r i b u t i o n 𝐷𝑡+1 i s c o m p u t e d u s i n g a n e x p o n e n t i a l w e i g h t i n g a p p r o a c h .

T h e a l g o r i t h m w i l l , t h e r e f o r e , q u i c k l y f o c u s o n p a i r s t h a t a r e h a r d t o r a n k

c o r r e c t l y .

𝑥2

𝑥3

𝑥4

𝑥5

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4
Figure 4.10.: M a t r i x r e p r e s e n t a t i o n o f R a n k -

B o o s t w e i g h t s 𝐷𝑡 f o r i n s t a n c e p a i r s (𝑥𝑖, 𝑥𝑗).
C i r c l e s i z e i n d i c a t e s w e i g h t m a g n i t u d e .

RankNet U s i n g p a i r w i s e c o m p a r i s o n s t o t r a i n a n e u r a l n e t w o r k i s a n a p p r o a c h

t h a t h a s b e e n p r o p o s e d a s e a r l y a s 1 9 8 8 b y T e s a u r o [ T e s 8 8 ] . I t w a s l a t e r p o p u -

l a r i z e d i n t h e y e a r 2 0 0 5 b y B u r g e s e t a l . [ B u r + 0 5 ] u n d e r t h e n a m e R a n k N e t .

T h e b a s i c i d e a i s t o i n s t a n t i a t e E q u a t i o n 4 . 1 4 w i t h u b e i n g a n e u r a l n e t w o r k

a n d 𝑓 b e i n g a n o n l i n e a r i t y l i k e t h e s i g m o i d ( m a p p i n g t o [0, 1])

s i g m o i d (𝑥) ≔ 1
1 + e x p (−𝑥)

,

t h e t a n h f u n c t i o n ( m a p p i n g t o [−1, 1]) o r e v e n a r e a l - v a l u e d o u t p u t . T h e

a d v a n t a g e o f u s i n g t h e s i g m o i d n o n l i n e a r i t y i s t h a t t h e o u t p u t o f t h e n e t w o r k

c a n b e i n t e r p r e t e d a s t h e p r o b a b i l i t y t h a t o b j e c t 𝒙𝑖 i s p r e f e r r e d t o o b j e c t 𝒙𝑗 , i . e . ,
ℎ(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) = 𝑃(𝒙𝑖 ≻ 𝒙𝑗). A n e x a m p l e i n s t a n t i a t i o n o f t h e R a n k N e t a r c h i t e c t u r e

Figure 4.11.: E x a m p l e i n s t a n t i a t i o n o f t h e

R a n k N e t a r c h i t e c t u r e . T h e i n p u t o b j e c t s o f

t h e n e t w o r k a r e g r e e n , t h e u t i l i t y n e t w o r k

u (⋅) i s s h o w n i n b l u e , a n d t h e n o n l i n e a r i t y 𝑓
i s d e p i c t e d i n r e d .

𝒙𝑗

𝒙𝑖

𝑓i n p u t

o b j e c t s

u (⋅)

u (⋅)

i s s h o w n i n F i g u r e 4 . 1 1 . T w o o b j e c t s 𝒙𝑖 a n d 𝒙𝑗 , e a c h r e p r e s e n t e d b y a f e a t u r e

v e c t o r , a r e s e p a r a t e l y p a s s e d i n t o t h e n e t w o r k u (⋅). T h e n u m b e r o f h i d d e n

l a y e r s a n d u n i t s i n s i d e u (⋅) a r e h y p e r p a r a m e t e r s s u b j e c t t o o p t i m i z a t i o n . T h e

o u t p u t o f t h e n e t w o r k ( a r e a l - v a l u e d s c a l a r ) i s t h e n f e d i n t o 𝑓. H o w e v e r ,

n e g a t i v e w e i g h t s h a r i n g i s e m p l o y e d , i . e . , i f w e h a v e

ℎ(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) = 𝑓(𝜃1u (𝒙𝑖) + 𝜃2u (𝒙𝑗))

t h e n 𝜃1 = −𝜃2 i s e n f o r c e d . T h e r e f o r e , w e h a v e ℎ(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) = 𝑓(𝜃1(u (𝒙𝑖) − u (𝒙𝑗))).
A n d s i n c e t h e w e i g h t 𝜃1 c a n j u s t b e e n c o d e d i n t h e p r e v i o u s l a y e r , t h e e x p r e s s i o n
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s i m p l i fi e s t o ℎ(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) = 𝑓(u (𝒙𝑖) − u (𝒙𝑗)) w h i c h i s e x a c t l y E q u a t i o n 4 . 1 4 .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

P r e d i c t e d p r o b a b i l i t y ̂𝑝

𝐿 C
E
(𝑝
,
̂ 𝑝)

𝑝 = 0
𝑝 = 0.5
𝑝 = 1

Figure 4.12.: T h e c r o s s - e n t r o p y l o s s f u n c -

t i o n 𝐿
C E

(𝑝, ̂𝑝).

T h i s y i e l d s a s t r a i g h t f o r w a r d r e d u c t i o n t o a c l a s s i fi c a t i o n p r o b l e m a n d i f w e

l e t 𝑓 b e t h e s i g m o i d , t h e u s u a l c l a s s i fi c a t i o n l o s s f u n c t i o n s l i k e t h e b i n a r y

c r o s s - e n t r o p y l o s s ( i n c a s e t h e n o n l i n e a r i t y i s t h e s i g m o i d ) c a n b e u s e d :

𝐿
C E

(𝑝, ̂𝑝) = −𝑝 l o g ̂𝑝 − (1 − 𝑝) l o g (1 − ̂𝑝) ( 4 . 1 5 )

w h e r e 𝑝 i s t h e g r o u n d - t r u t h p r o b a b i l i t y t h a t a g i v e n o b j e c t i s r a n k e d b e f o r e

a n o t h e r g i v e n o b j e c t , a n d ̂𝑝 i s t h e p r o b a b i l i t y p r e d i c t e d b y t h e m o d e l 𝑓. T h e

c r o s s - e n t r o p y l o s s f u n c t i o n i s s h o w n i n F i g u r e 4 . 1 2 . A s i s a p p a r e n t , i t s m o o t h l y

a p p r o a c h e s i n fi n i t y t h e c l o s e r t h e p r e d i c t i o n i s t o t h e w r o n g o u t c o m e . T h e

p a r a m e t e r s o f t h e n e u r a l n e t w o r k c a n t h e n b e t r a i n e d u s i n g t h e c l a s s i c b a c k -

p r o p a g a t i o n a l g o r i t h m [ R H W 8 6 ] . T h e w e i g h t u p d a t e c a n b e f a c t o r i z e d , w h i c h b a c k p r o p a g a t i o n : S e c t i o n 3 . 3 . 2

a l l o w s f o r a s i g n i fi c a n t s p e e d u p i n p r a c t i c e [ B u r 1 0 ] .

Other algorithms T h e m a i n a d v a n t a g e o f t h e p a i r w i s e l a t e n t - u t i l i t y a p p r o a c h e s

i s t h a t t h e y a l l o w o n e t o l e a r n a p o i n t w i s e m o d e l ( i . e . , t h e u t i l i t y f u n c t i o n )

f r o m p a i r w i s e e x a m p l e s . T h i s i s w e l l - m o t i v a t e d i n c a s e t h e u n d e r l y i n g p a i r w i s e

p r e f e r e n c e s a r e t r a n s i t i v e , w h i c h g u a r a n t e e s t h e e x i s t e n c e o f a u t i l i t y f u n c t i o n .

P r e d i c t i n g a r a n k i n g i s a l s o s t r a i g h t f o r w a r d s i n c e i t s u ffi c e s t o s o r t t h e p r e d i c t e d

u t i l i t i e s f o r a g i v e n l i s t o f o b j e c t s . A s w e h a v e s e e n i n S e c t i o n 2 . 3 , t h e r e a r e

s i t u a t i o n s w h e r e p r e f e r e n c e s a r e i n t r a n s i t i v e , o f t e n b e c a u s e t h e p r e f e r e n c e

c o n t e x t i n fl u e n c e s t h e p r e f e r e n c e s o b s e r v e d . I n t h o s e , i t b e c o m e s n e c e s s a r y

t o l e a r n a “ t r u e ” p a i r w i s e f u n c t i o n t h a t c a n n o t b e r e d u c e d t o a f u n c t i o n o f

u t i l i t i e s ( 4 . 1 4 ) .

4.3.2.2. True Pairwise Approaches

R e c a l l t h a t t h e g o a l w i t h p a i r w i s e a p p r o a c h e s w a s t o m o d e l t h e f u n c t i o n

ℎ∶ 𝒳2 → {−1, 1} f r o m p a i r w i s e p r e f e r e n c e o b s e r v a t i o n s . I n s t e a d o f d e c o m -

p o s i n g t h i s f u n c t i o n , w e w i l l a t t e m p t t o l e a r n i t d i r e c t l y o r t o l e a r n a p a i r w i s e

s c o r i n g f u n c t i o n u ∶ 𝒳2 → [−1, 1]. U n l i k e l a t e n t - u t i l i t y a p p r o a c h e s , w h i c h

s t r a i g h t f o r w a r d l y c o m p u t e a n o v e r a l l r a n k i n g , p a i r w i s e s c o r i n g f u n c t i o n s r e -

q u i r e a n a d d i t i o n a l s t e p . T h i s s t e p i n v o l v e s a g g r e g a t i n g t h e p r e d i c t e d p a i r w i s e

p r e f e r e n c e s i n t o a c o n s e n s u s r a n k i n g . T h e r e a r e v a r i o u s m e t h o d s t o a c h i e v e

t h i s a g g r e g a t i o n , e a c h w i t h i t s o w n s e t o f t r a d e o f f s .

CmpNN & SortNet R i g u t i n i e t a l . [ R i g + 1 1 ] p r o p o s e a p a i r w i s e n e u r a l n e t -

w o r k a r c h i t e c t u r e c a l l e d C m p N N , t h a t i s a b l e t o l e a r n a c e r t a i n p a i r w i s e

p r e f e r e n c e r e l a t i o n . S u c h a p a i r w i s e p r e f e r e n c e r e l a t i o n i s t h e n u s e d t o p r o d u c e

a r a n k i n g b y u s i n g i t a s a c o m p a r a t o r i n a s o r t i n g a l g o r i t h m . T o s o l v e t h e

p r o b l e m o f l e a r n i n g t o r a n k , t h e a u t h o r s e m p l o y a c t i v e l e a r n i n g t o p r o d u c e a

C m p N N m o d e l t h a t p e r f o r m s w e l l i n t e r m s o f a g l o b a l r a n k i n g m e a s u r e ( a s

o p p o s e d t o o n l y t h e p a i r w i s e p e r f o r m a n c e ) .

T h e u s e o f a p a i r w i s e r e l a t i o n i n c o n j u n c t i o n w i t h a s o r t i n g a l g o r i t h m i s c o m -

m o n l y d o n e i n t h e r a n k a g g r e g a t i o n l i t e r a t u r e [ A C N 0 8 ] . I n E x a m p l e 4 . 3 . 1 ,

w e c a n s e e h o w a s o r t i n g a l g o r i t h m c a n p r o d u c e a r a n k e d l i s t o f o b j e c t s u s i n g a

n o n t r a n s i t i v e c o m p a r a t o r .



1 0 0 4 . P r e f e r e n c e L e a r n i n g

Example 4.3.1 ( S o r t i n g w i t h a n o n t r a n s i t i v e c o m p a r a t o r ) L e t u s c o n s i d e r

a s o r t i n g p r o b l e m w i t h f o u r o b j e c t s {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷}. W e h a v e a c o m p a r a t o r

≻ t h a t p r o d u c e s t h e f o l l o w i n g n o n t r a n s i t i v e p r e f e r e n c e s : 𝐴 ≻ 𝐵, 𝐵 ≻ 𝐶,
𝐶 ≻ 𝐴, 𝐴 ≻ 𝐷, 𝐵 ≻ 𝐷, 𝐶 ≻ 𝐷. T h e s e a r e n o n t r a n s i t i v e s i n c e 𝐴, 𝐵, a n d 𝐶
f o r m a c y c l e .

W e n o w r u n m e r g e s o r t o n t h e i n p u t l i s t [𝐷, 𝐶, 𝐵, 𝐴]. T h e a l g o r i t h m w i l l

d i v i d e i t i n t o t h e l i s t s [𝐷], [𝐶], [𝐵], [𝐴] a n d a t t e m p t t o m e r g e t h e fi r s t t w o

a n d t h e l a s t t w o . S i n c e 𝐶 ≻ 𝐷 a n d 𝐴 ≻ 𝐵, w e g e t t h e l i s t s [𝐶, 𝐷] a n d [𝐴, 𝐵].
N o w , w e m e r g e t h e s e l i s t s a n d c o m p a r e 𝐶 a n d 𝐴. T h e c o m p a r a t o r y i e l d s

𝐶 ≻ 𝐴 a n d w e p u t 𝐶 a s t h e fi r s t e l e m e n t o f t h e fi n a l l i s t . T h e n 𝐴 f o l l o w s

d u e t o 𝐴 ≻ 𝐷, a n d t h e n 𝐵 d u e t o 𝐵 ≻ 𝐷 a n d fi n a l l y 𝐷. T h e r e f o r e , t h e

r e s u l t i n g l i s t i s [𝐶, 𝐴, 𝐵, 𝐷]. A n o t h e r i n i t i a l o r d e r o f t h e o b j e c t s c o u l d h a v e

r e s u l t e d i n a n o t h e r fi n a l l i s t . H o w e v e r , o b j e c t 𝐷 w o u l d a l w a y s b e r a n k e d

l a s t .

A s t h e C m p N N a r c h i t e c t u r e u s e d t o l e a r n t h e c o m p a r a t o r i s c e n t r a l t o t h e

a p p r o a c h a n d w i l l a l s o b e u s e d l a t e r i n S e c t i o n 5 . 4 . 1 , w e a r e g o i n g t o e x p l a i n i t

i n d e t a i l h e r e . T h e n e t w o r k i s l e a r n i n g a f u n c t i o n ℎ∶ 𝒳2 → ℝ2 . F o r a g i v e n

p a i r o f o b j e c t s 𝒙𝑖 a n d 𝒙𝑗 , t h e a u t h o r s p r o p o s e t o u s e t h e t a r g e t v e c t o r (1, 0) i n

c a s e 𝒙𝑖 ≻ 𝒙𝑗 a n d (0, 1) o t h e r w i s e . T h e y c a l l t h e fi r s t e l e m e n t o f t h i s v e c t o r 𝑁≻ ,

t h e e v i d e n c e f o r t h e fi r s t o b j e c t b e i n g p r e f e r r e d , a n d a n a l o g o u s l y t h e s e c o n d

e l e m e n t 𝑁≺ . T h e n , a s i m p l e l o s s f u n c t i o n l i k e t h e m e a n s q u a r e d e r r o r ( M S E )

c a n b e u s e d t o t r a i n t h e n e t w o r k .

U n t i l n o w , t h e t w o o u t p u t s a r e n o t c o u p l e d , b u t w e w o u l d e x p e c t s o m e k i n d

o f p e r m u t a t i o n - e q u i v a r i a n c e . T h a t m e a n s i t s h o u l d h o l d t h a t ℎ(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) = ℎ(𝒙𝑗, 𝒙𝑖).p e r m u t a t i o n - e q u i v a r i a n c e : D e fi n i t i o n 3 . 3 . 2

T h e a u t h o r s a c h i e v e t h i s b y e m p l o y i n g w e i g h t s h a r i n g . L e t 𝑁 b e t h e s h a r e d

p a i r w i s e n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e w i t h o n e o u t p u t n e u r o n . T h e n w e

p a s s i n a g i v e n p a i r o f o b j e c t s 𝒙𝑖 a n d 𝒙𝑗 t o o b t a i n 𝑁≻(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) ≔ 𝑁(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) a n d

𝑁≺(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) ≔ 𝑁(𝒙𝑗, 𝒙𝑖). N o w i t i s c l e a r t h a t w e h a v e 𝑁≻(𝒙𝑖, 𝒙𝑗) = 𝑁 (𝒙𝑖, 𝒙𝑗) =
𝑁≺(𝒙𝑗, 𝒙𝑖). I t c a n t h e n b e s h o w n t h a t t h e n e t w o r k i s r e fl e x i v e ( b o t h o u t p u t s a r e

e x a c t l y e q u a l i f w e p a s s t h e s a m e o b j e c t i n t w i c e ) a n d t h a t ≻ a n d ≺ i m p l e m e n t e d

b y t h e n e t w o r k a r e e q u i v a l e n t . H o w e v e r , t h e a r c h i t e c t u r e d o e s n o t p r e s c r i b e

p r o p e r t i e s s u c h a s t r a n s i t i v i t y .

W i t h t h i s c o m p a r a t o r n e t w o r k , w e a r e a b l e t o l e a r n a p a i r w i s e r a n k i n g m o d e l .

S i n c e i t c a n a l s o r e p r e s e n t n o n t r a n s i t i v e r e l a t i o n s , i t i s n o t p o s s i b l e t o u s e i t

d i r e c t l y f o r r a n k i n g . T h a t i s w h e r e t h e a u t h o r s i n t r o d u c e t h e S o r t N e t a l g o r i t h m .S o r t N e t a l g o r i t h m

T h e g o a l i s t o o p t i m i z e a g l o b a l r a n k i n g c r i t e r i o n b y a d a p t i v e l y c h a n g i n g t h e

t r a i n i n g s e t a v a i l a b l e t o t h e C m p N N t r a i n i n g p r o c e s s . I n i t i a l l y , a C m p N N

w i t h r a n d o m w e i g h t s i s c r e a t e d a n d u s e d a s a c o m p a r a t o r t o s o r t t h e e l e m e n t s

o f t h e c o m p l e t e t r a i n i n g a n d v a l i d a t i o n s e t . A l l p a i r s t h a t t h e m o d e l o r d e r e d

i n c o r r e c t l y a r e a d d e d t o t h e a d a p t i v e t r a i n i n g a n d v a l i d a t i o n s e t s . I n e a c h

i t e r a t i o n , t h e a l g o r i t h m a l s o e v a l u a t e s a r a n k i n g c r i t e r i o n o n t h e c o m p l e t e

r a n k i n g p r o d u c e d o n t h e v a l i d a t i o n s e t . I f t h e c u r r e n t C m p N N m o d e l a c h i e v e s

a b e t t e r g l o b a l r a n k i n g s c o r e , i t i s s a v e d a n d r e t u r n e d a f t e r t h e a l g o r i t h m

t e r m i n a t e s . I n e a c h s u b s e q u e n t i t e r a t i o n , t h e C m p N N m o d e l i s t r a i n e d o n

t h e c u r r e n t a d a p t i v e t r a i n i n g a n d v a l i d a t i o n s e t s , a n d t h e p r o c e d u r e t e r m i n a t e s

w h e n t h e s e s e t s d o n o t c h a n g e a n y m o r e o r i f a m a x i m u m i t e r a t i o n i s r e a c h e d .

T h e a u t h o r s r e m a r k t h a t o n e c o u l d a l s o u s e t h e o u t p u t s o f t h e C m p N N m o d e l

a s a s c o r e t o c o m p u t e a n o v e r a l l s c o r e f o r e a c h o b j e c t , w h i c h i s s i m i l a r t o t h e

i d e a w e i n v e s t i g a t e i n S e c t i o n 5 . 3 . 1 .
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Other Pairwise Approaches O n e n o t a b l e p a i r w i s e a p p r o a c h i n d o c u m e n t r e -

t r i e v a l i s c a l l e d d u o B E R T a n d w a s p r o p o s e d b y N o g u e i r a e t a l . [ N o g + 1 9 ] . I n d u o B E R T

d o c u m e n t r e t r i e v a l , i t i s n o w a d a y s c o m m o n t o e m p l o y m u l t i - s t a g e r e t r i e v a l ,

i . e . , o n e s t a r t s w i t h a f a s t p o i n t w i s e m o d e l t o fi l t e r o u t i r r e l e v a n t d o c u m e n t s t o

e n d u p w i t h a m a n a g e a b l e n u m b e r o f d o c u m e n t s t o b e r a n k e d b y m o r e e x p r e s -

s i v e m o d e l s . I n t h e m e n t i o n e d p a p e r , t h e a u t h o r s g o t h r o u g h 3 s t a g e s . I n t h e

fi r s t s t a g e , a v e r y f a s t m o d e l c a l l e d B M 2 5 [ R o b + 9 5 ] d o e s t h e a f o r e m e n t i o n e d

p r e s e l e c t i o n . T h e n , a m o r e e x p r e s s i v e p o i n t w i s e m o d e l c a l l e d m o n o B E R T f u r -

t h e r r e d u c e s t h e a m o u n t o f d o c u m e n t s . F i n a l l y , t h e p a i r w i s e d u o B E R T m o d e l

t a k e s i n t h e q u e r y a n d t w o d o c u m e n t s a n d p r o d u c e s a p a i r w i s e p r o b a b i l i t y .

T h e s e a r e t h e n a g g r e g a t e d u s i n g a n a g g r e g a t i o n f u n c t i o n t o d e t e r m i n e a s i n g l e

s c o r e f o r e a c h d o c u m e n t , w h i c h i s t h e n u s e d t o r e r a n k t h e l i s t o f d o c u m e n t s .

T h e r e s e a r c h e r s c o m p a r e d i f f e r e n t a g g r e g a t i o n f u n c t i o n s ( i . e . , t h e s u m o f s c o r e s ,

t h e s u m o f b i n a r y s c o r e s , t h e m i n i m u m , a n d t h e m a x i m u m ) a n d fi n d t h a t t h e

s u m s p e r f o r m b e s t o v e r a l l .

A s w e c a n s e e , t h e l i t e r a t u r e c o n t a i n s f e w e r t r u e p a i r w i s e a p p r o a c h e s t h a n

l a t e n t - u t i l i t y o n e s . A b i g r e a s o n i s t h a t l a t e n t - u t i l i t y a p p r o a c h e s a r e e a s i e r t o

w o r k w i t h a n d p r o d u c e a t o t a l o r d e r o u t o f t h e b o x . A m a j o r c o n s i d e r a t i o n

f o r p a i r w i s e a p p r o a c h e s w a s t o i n c r e a s e t h e i r f o c u s o n t h e t o p e l e m e n t s o r , i n

g e n e r a l , t o m a k e t h e m m o r e a w a r e o f t h e c o m p l e t e g l o b a l r a n k i n g t h e y h a v e t o

a d d r e s s . T h i s r a i s e s t h e q u e s t i o n o f w h e t h e r i t i s p o s s i b l e t o t a c k l e t h e r a n k i n g

t a s k d i r e c t l y , i . e . , i n s t e a d o f s i n g l e o b j e c t s o r p a i r s o f o b j e c t s , t o l o o k a t t h e

c o m p l e t e l i s t o f o b j e c t s i n s t e a d . T h i s i s w h a t w e w i l l l o o k a t i n t h e u p c o m i n g

s e c t i o n .

4.3.3. Listwise Approaches

T h i s s e c t i o n w i l l f o l l o w t h e c a t e g o r i z a t i o n i n t r o d u c e d b y L i u [ L i u 1 1 ] . S i n c e

m o s t o f t h e a p p r o a c h e s p r o p o s e d i n t h e l i t e r a t u r e a r e l a t e n t - u t i l i t y a p p r o a c h e s ,

w e w i l l o n l y h a v e a s m a l l s e c t i o n a b o u t t r u e l i s t w i s e a p p r o a c h e s a t t h e e n d o f

t h i s s e c t i o n .

4.3.3.1. Direct Optimization Approaches

D i r e c t l y o p t i m i z i n g t h e t a r g e t e v a l u a t i o n m e a s u r e i s n o t s t r a i g h t f o r w a r d s i n c e

m o s t e v a l u a t i o n m e a s u r e s a r e n e i t h e r d i f f e r e n t i a b l e n o r s m o o t h . T h i s m a k e s

t h e m h a r d t o o p t i m i z e u s i n g s t a n d a r d o p t i m i z a t i o n a l g o r i t h m s . T h e r e a r e

s e v e r a l w a y s t o a d d r e s s t h i s p r o b l e m . A p o p u l a r m e t h o d o l o g y i s t o a p p r o x i m a t e

o r b o u n d t h e t a r g e t m e a s u r e a n d t h e n u s e s t a n d a r d o p t i m i z a t i o n a p p r o a c h e s t o

o p t i m i z e t h e a p p r o x i m a t e m e a s u r e s . T h e s e c o n d s o l u t i o n i s t o u s e o p t i m i z a t i o n

a l g o r i t h m s t h a t c a n h a n d l e n o n - d i f f e r e n t i a b l e a n d d i s c o n t i n u o u s f u n c t i o n s .

Approximating the Target Measure S o f t R a n k b y T a y l o r e t a l . [ T a y + 0 8 ] t r e a t s A p p r o x i m a t i n g t h e T a r g e t M e a s u r e

t h e s c o r e s o f e a c h o b j e c t a s G a u s s i a n p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s , w h i c h l e t s t h e m

d e fi n e a p r o b a b i l i s t i c d i s t r i b u t i o n o f t h e r a n k s a n d s u b s e q u e n t l y a p r o b a b i l i s t i c

v e r s i o n o f t h e N D C G . T h e e x p e c t a t i o n o f t h i s s o f t N D C G c a n t h e n b e o p t i -

m i z e d u s i n g s t a n d a r d g r a d i e n t d e s c e n t . T h i s m e t h o d o l o g y w a s l a t e r e x p a n d e d

b y l e a r n i n g m o r e o f t h e p a r a m e t e r s [ G S 0 8 ] o r t o b e a b l e t o o p t i m i z e o t h e r

r a n k i n g m e t r i c s [ Y R 1 0 ] . Z o e t e r e t a l . [ Z o e + 0 8 ] g e n e r a l i z e t h i s i d e a u s i n g a
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d e c i s i o n - t h e o r e t i c f r a m e w o r k . T h e y d e fi n e a n e x p e c t e d u t i l i t y , w h e r e t h e

u t i l i t y i s a t y p i c a l n o n - d i f f e r e n t i a b l e t a r g e t m e a s u r e , a n d t h e e x p e c t a t i o n i s

t a k e n w i t h r e s p e c t t o t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o v e r s c o r e s .

Q i n e t a l . [ Q L L 1 0 ] a n d C h a p e l l e a n d W u [ C W 1 0 ] r e a l i z e t h a t t h e m a i n

p r o b l e m w i t h t h e n o n - d i f f e r e n t i a b l e t a r g e t m e a s u r e s i s t h a t c h a n g i n g t h e

s c o r e s o f t h e o b j e c t s s l i g h t l y , d o e s n o t r e s u l t i n a c h a n g e o f t h e t a r g e t m e a s u r e .

T h e r e f o r e , t h e y p r o p o s e s m o o t h e d v e r s i o n s o f p o p u l a r t a r g e t m e a s u r e s . T h e i r

a p p r o a c h e s d i f f e r i n h o w t h e s m o o t h v e r s i o n o f t h e t a r g e t m e a s u r e i s d e fi n e d . I n

b o t h c a s e s , t h e s m o o t h i n g r e q u i r e s t h e s p e c i fi c a t i o n o f a s m o o t h i n g p a r a m e t e r

t h a t i m p a c t s t h e d i ffi c u l t y o f t h e r e s u l t i n g o p t i m i z a t i o n p r o b l e m a n d a l s o h o w

w e l l t h e s m o o t h e d m e a s u r e s a p p r o x i m a t e t h e t r u e t a r g e t m e a s u r e .

Bounding the Target Measure Y u e e t a l . [ Y u e + 0 7 ] i n t r o d u c e a n S V M v a r i a n tB o u n d i n g t h e T a r g e t M e a s u r e

t h a t i s a b l e t o o p t i m i z e t h e a v e r a g e p r e c i s i o n ( a n d i n l a t e r w o r k s a l s o N D C G

a n d M R R ) d i r e c t l y . S i n c e t h e r e s u l t i n g o p t i m i z a t i o n p r o b l e m s t i l l r e q u i r e s

a n e x p o n e n t i a l n u m b e r o f c o n s t r a i n t s , t h e a u t h o r s p r o p o s e t o m i n i m i z e t h e

m a x i m u m v i o l a t i o n i n s t e a d , w h i c h c a n b e d o n e e ffi c i e n t l y . X u e t a l . [ X u + 0 8 ]

d e r i v e t h e s p e c i fi c e x p r e s s i o n t h a t i s u p p e r b o u n d e d b y t h e a f o r e m e n t i o n e d

S V M f o r m u l a t i o n . I n a d d i t i o n , t h e y p r o p o s e P e r m u R a n k , w h i c h i n c r e m e n t a l l y

u p d a t e s t w o s e t s o f p e r m u t a t i o n s , t h o s e p e r f e c t o n e s t h a t t h e m o d e l j u d g e s

l o w e s t a n d i m p e r f e c t o n e s t h a t i t j u d g e s h i g h e s t . I n a d d i t i o n , a h i n g e - l o s s i s

u s e d t o u p p e r - b o u n d t h e e x p r e s s i o n t h e y d e r i v e d e a r l i e r .

Non-Smooth Optimization T h e a l g o r i t h m A d a R a n k , p r o p o s e d b y X u a n d L in o n - s m o o t h o p t i m i z a t i o n

[ X L 0 7 ] , a p p l i e s t h e A d a B o o s t i d e a t o t h e p r o b l e m o f l e a r n i n g t o r a n k . T h e

c o r e i d e a i s t o t a k e a n y t a r g e t m e a s u r e t h a t o p e r a t e s o n t h e s c a l e [−1, 1] a n d

u s e i t d i r e c t l y i n t h e c o m p u t a t i o n o f t h e e n s e m b l e a n d i n s t a n c e w e i g h t s . S i n c e

t h e a l g o r i t h m d o e s n o t r e q u i r e g r a d i e n t s o r a s m o o t h t a r g e t m e a s u r e i n g e n e r a l ,

i t i s a b l e t o o p t i m i z e a n e x p o n e n t i a l v e r s i o n o f t h e t a r g e t m e a s u r e d i r e c t l y

a n d e ffi c i e n t l y . T h e a u t h o r s p r o v e a l o w e r b o u n d f o r t h e t a r g e t m e a s u r e t h e

a l g o r i t h m a c h i e v e s t h a t d e p e n d s o n t h e m e a s u r e a c h i e v e d b y t h e e n s e m b l e a n d

t h e w e a k r a n k e r s i n e a c h i t e r a t i o n .

M e t a h e u r i s t i c s a r e p o p u l a r a p p r o a c h e s a p p l i e d t o d i ffi c u l t - t o - o p t i m i z e f u n c -

t i o n s . I t i s , t h e r e f o r e , n o s u r p r i s e t h a t t h e y w e r e a l s o u s e d t o o p t i m i z e r a n k i n g

t a r g e t m e a s u r e s . T o t h i s e n d Y e h e t a l . [ Y e h + 0 7 ] c r e a t e R a n k G P , a g e n e t i c

p r o g r a m m i n g m e t h o d t h a t e v o l v e s a ( l i n e a r ) r a n k i n g f u n c t i o n b a s e d o n p r i m -

i t i v e o p e r a t i o n s a n d c o n s t a n t s . T h e t a r g e t m e a s u r e t h e n a c t s a s t h e fi t n e s s

f u n c t i o n f o r t h e g e n e t i c p r o g r a m m i n g a l g o r i t h m , a n d s i n c e i t i s a b l a c k - b o x

o p t i m i z a t i o n a l g o r i t h m , a n y s u c h m e a s u r e c a n b e u s e d . T h e d o w n s i d e , a s w i t h

a n y m e t a h e u r i s t i c , i s t h e c o n s i d e r a b l e c o m p u t a t i o n a l c o s t . T h i s i s b e c a u s e m a n y

g e n e r a t i o n s o f r a n k i n g f u n c t i o n s h a v e t o b e c o n s t r u c t e d a n d e v a l u a t e d .

4.3.3.2. Probabilistic Approaches

I n s t e a d o f a p p r o x i m a t e l y o p t i m i z i n g t h e t a r g e t m e a s u r e , a n o t h e r p o s s i b i l i t y i s

n o t o p t i m i z i n g f o r t h e t a r g e t m e a s u r e a t a l l a n d i n s t e a d fi t t i n g a p r o b a b i l i t y

d i s t r i b u t i o n o v e r r a n k i n g s . O f t e n t i m e s t h i s r e s u l t s i n q u i t e a g o o d p e r f o r m a n c e

i n t e r m s o f t h e t a r g e t m e a s u r e .
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ListNet A s e m i n a l w o r k i n t h i s r e g a r d i s t h e L i s t N e t a p p r o a c h b y C a o e t a l . L i s t N e t

[ C a o + 0 7 ] . S i n c e w e w i l l u s e t h i s a p p r o a c h a s a b a s e l i n e i n t h e f o l l o w i n g

c h a p t e r s , w e e x p l a i n i t i n m o r e d e t a i l h e r e . T h e a u t h o r s p r o p o s e t o u s e t h e

f o l l o w i n g p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o n r a n k i n g s

𝑃𝒖(𝜋) ≔
𝑀
∏
𝑖=1

𝜙(𝑢𝜋(𝑖))

∑𝑀
𝑗=𝑖 𝜙(𝑢𝜋(𝑗))

w h i c h i s e x a c t l y t h e w e l l - k n o w n P L d i s t r i b u t i o n [ P l a 7 5 ; L u c 5 9 ] . T h e f u n c t i o n

𝜙∶ ℝ → ℝ+ ( u s u a l l y a n e x p o n e n t i a l f u n c t i o n ) i s i n c r e a s i n g a n d e n s u r e s t h a t t h e

r e s u l t i s a p r o p e r p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n . I t i s u s e f u l s i n c e i t a l l o w s t h e m o d e l

t o o u t p u t r e a l - v a l u e d u t i l i t i e s . I n s t e a d o f d i r e c t l y u s i n g t h e P L d i s t r i b u t i o n a s

t h e l i k e l i h o o d f o r o b s e r v e d r a n k i n g s , t h e a u t h o r s a i m t o c o m p u t e t w o d i s t i n c t

p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s : o n e r e s u l t i n g f r o m t h e p r e d i c t e d s c o r e s a n d a n o t h e r

f r o m t h e o b s e r v e d r a n k i n g o r r e l e v a n c e s c o r e s . S u b s e q u e n t l y , t h e c r o s s - e n t r o p y

b e t w e e n t h e s e d i s t r i b u t i o n s c a n b e u t i l i z e d a s a l o s s f u n c t i o n .

S i n c e t h e n u m b e r o f p e r m u t a t i o n s i s 𝑀!, C a o e t a l . [ C a o + 0 7 ] c o n t e n d t h a t s u c h

a c o m p u t a t i o n c o u l d b e i n t r a c t a b l e a n d s u g g e s t t o u s e t h e t o p - 1 p r o b a b i l i t y

𝑃𝒖(𝑖) ≔
𝜙(𝑢𝑖)

∑𝑀
𝑗=1 𝜙(𝑢𝑗)

i n s t e a d . W i t h ℎ𝜽 b e i n g t h e n e u r a l n e t w o r k p a r a m e t r i z e d b y w e i g h t v e c t o r 𝜽,
t h e r e s u l t i n g c r o s s - e n t r o p y l o s s f o r a n i n s t a n c e 𝑖 ∈ [𝑁] i s

𝐿(𝑦𝑖, ℎ𝜽(𝒙𝑖)) = −
𝑀𝑖

∑
𝑗=1

𝑃𝑦𝑖(𝑗) l o g (𝑃ℎ𝜽(𝒙𝑖)(𝑗))

a n d c a n e a s i l y b e o p t i m i z e d u s i n g g r a d i e n t d e s c e n t .

T h e n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e i s t h e s a m e a s t h a t u s e d i n R a n k N e t . T h e R a n k N e t : P a g e 9 8

o n l y d i f f e r e n c e i s t h a t R a n k N e t i s t r a i n e d b y p a i r w i s e c o m p a r i s o n s a n d L i s t N e t

b y r a n k i n g s ( a d i s t i n c t i o n t h a t e x t e n d s t o t h e c o r r e s p o n d i n g l o s s f u n c t i o n s ) .

C o m p l e x i t y - w i s e , R a n k N e t r u n s i n t i m e q u a d r a t i c i n t h e m a x i m u m n u m b e r

o f o b j e c t s i n a r a n k i n g , w h i l e L i s t N e t o n l y n e e d s l i n e a r t i m e .

O n e m i g h t c o n t e n d t h a t L i s t N e t d o e s n o t e n t i r e l y r e p r e s e n t a l i s t w i s e a p p r o a c h ,

g i v e n i t s e m p h a s i s s o l e l y o n t h e p r o b a b i l i t y o f t h e h i g h e s t - r a n k e d o b j e c t . N e v -

e r t h e l e s s , L i s t N e t d o e s i n c o r p o r a t e t h e e n t i r e s e t o f o b j e c t s a n d i s t r a i n e d o n

c o m p l e t e r a n k i n g s . T h e f o c u s o n t h e h i g h e s t - r a n k e d o b j e c t c a n b e s e e n a s

a d v a n t a g e o u s , p a r t i c u l a r l y s i n c e t h e a c c u r a t e o r d e r i n g o f t h e t o p i t e m s i s o f t e n

m o r e c r i t i c a l i n p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s . T o t h i s e n d , t h e a u t h o r s n o t e a n e m p i r i -

c a l c o r r e l a t i o n b e t w e e n a d e c r e a s e i n t o p - 1 c r o s s - e n t r o p y l o s s a n d a n i n c r e a s e

i n t h e t a r g e t m e t r i c N D C G , a t r e n d n o t o b s e r v e d i n R a n k N e t , w h i c h r e l i e s o n

p a i r w i s e l o s s .

Other Probabilistic Approaches X i a e t a l . [ X i a + 0 8 ] p r o p o s e t o u s e t h e n e g a t i v e

l o g P L l i k e l i h o o d d i r e c t l y a s a l o s s , i n s t e a d o f t h e c r o s s - e n t r o p y l o s s . T h e y s h o w

t h a t t h i s l o s s i s t h e o n l y o n e t h a t i s c o n s i s t e n t ( c o n v e r g e s t o t h e t r u e d i s t r i b u t i o n

w i t h i n fi n i t e d a t a ) a n d s o u n d ( w o r s e r a n k i n g s a l w a y s i n c r e a s e t h e l o s s , a n d

b e t t e r r a n k i n g s d e c r e a s e i t ) . I n a d d i t i o n , i t c a n b e o p t i m i z e d e ffi c i e n t l y , w i t h
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i t s c o m p l e x i t y b e i n g l i n e a r i n t h e m a x i m u m n u m b e r o f o b j e c t s i n e a c h r a n k i n g .

T h e y u s e t h e P L l i k e l i h o o d i n a l e a r n i n g a l g o r i t h m a n d c a l l i t L i s t M L E .L i s t M L E

G e n e r a l i z i n g R a n k N e t , L i s t N e t a n d L i s t M L E , H u a n g a n d F r e y [ H F 0 8 ] a p p l y

t h e f r a m e w o r k o f c u m u l a t i v e d i s t r i b u t i o n n e t w o r k s ( C D N s ) t o t h e p r o b l e m

o f r a n k i n g . I t d e c o m p o s e s a n y p a r t i a l o r d e r e x p r e s s e d o n o b j e c t s i n t o p a i r w i s e

p r e f e r e n c e s . E a c h p a i r w i s e p r e f e r e n c e i s t h e n a n o d e i n a C D N , w h i c h i t s e l f i s

a n u n d i r e c t e d g r a p h . S u c h a C D N i s c o n s t r u c t e d f o r e a c h o b s e r v e d r a n k i n g .

F o r t h e c a s e w h e r e t h e r e a r e r e l e v a n c e l a b e l s a r e a v a i l a b l e f o r e a c h o b j e c t ,

H u a n g a n d F r e y [ H F 0 8 ] p r o p o s e a c o r r e s p o n d i n g m o d e l c a l l e d S t r u c t R a n k .
9

S t r u c t R a n k

9 : N o t e : “ S t r u c t R a n k ” h e r e d i f f e r s f r o m

t h e v i r t u a l s c r e e n i n g a l g o r i t h m o f t h e s a m e

n a m e , w h i c h i s u s e d i n d r u g d i s c o v e r y t o

r a n k c h e m i c a l c o m p o u n d s b a s e d o n S V M s .

K e r n e l r e g r e s s i o n i s u s e d t o m o d e l t h e u t i l i t y f u n c t i o n f o r e a c h n o d e . A s

R a n k N e t , L i s t N e t , a n d L i s t M L E c a n b e r e p r e s e n t e d u s i n g a s p e c i fi c C D N , a n d

t h e f r a m e w o r k c a n d e a l w i t h b o t h p a r t i a l a n d f u l l r a n k i n g s , i t i s m o r e g e n e r a l

t h a n t h e p r e v i o u s l y i n t r o d u c e d m e t h o d s .

A s i m i l a r i d e a t o C D N s i s t h e m e t h o d B o l t z R a n k p r o p o s e d b y V o l k o v s a n dB o l t z R a n k

Z e m e l [ V Z 0 9 ] . T h e y a p p l y t h e B o l t z m a n n d i s t r i b u t i o n t o r a n k i n g s , s p e c i f y i n g

a u t i l i t y f u n c t i o n c o n s i s t i n g o f a n i n d i v i d u a l p o t e n t i a l a n d a s u m o f p a i r w i s e

p o t e n t i a l s .
1 0

P r e c i s e c a l c u l a t i o n o f t h i s d i s t r i b u t i o n i s c o m p u t a t i o n a l l y d e m a n d -1 0 : T h i s u t i l i t y f u n c t i o n p a r a l l e l s t h e p a i r -

w i s e F E T A s t r a t e g y , w h i c h w i l l b e e l a b o -

r a t e d i n S e c t i o n 5 . 3 . 1 . I n t h i s c h a p t e r , w e

w i l l a l s o e l u c i d a t e i t s p r o s a n d c o n s .

i n g , l e a d i n g t o t h e r e s e a r c h e r s e v a l u a t i n g t h r e e a p p r o x i m a t i o n s t r a t e g i e s . T h e

s t r e n g t h o f B o l t z R a n k l i e s i n g e n e r a t i n g a p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n o v e r r a n k i n g s ,

f r o m w h i c h t h e e x p e c t e d t a r g e t m e a s u r e c a n b e c a l c u l a t e d . T h i s e x p e c t a t i o n

i s d i f f e r e n t i a b l e , m a k i n g i t a m e n a b l e t o o p t i m i z a t i o n u s i n g g r a d i e n t - b a s e d

m e t h o d s . C o n s e q u e n t l y , B o l t z R a n k c a n o p t i m i z e v a r i o u s t a r g e t m e a s u r e s ,

p r o v i d e d t h e s e m e a s u r e s h a v e s u ffi c i e n t v a r i a n c e t o g e n e r a t e a m e a n i n g f u l

t r a i n i n g s i g n a l .
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I n C h a p t e r 2 , w e e x a m i n e d t h e c l a s s i c a l a x i o m a t i c a p p r o a c h t o m o d e l i n g

p r e f e r e n c e s , w h i c h b e g i n s b y i d e n t i f y i n g t h e e s s e n t i a l p r o p e r t i e s t h a t r e a l -

w o r l d p r e f e r e n c e s s h o u l d e x h i b i t . T h e g o a l i s t o d e fi n e a s e t o f r e a s o n a b l e

a x i o m s t h a t g u a r a n t e e a u n i q u e a s s i g n m e n t o f u t i l i t i e s . R e c a l l , f o r i n s t a n c e , t h e

u t i l i t y s y s t e m p r o p o s e d b y V o n N e u m a n n a n d M o r g e n s t e r n [ V M 4 7 ] , w h e r e

w e a s s u m e t h e e x i s t e n c e o f a ( d e t e r m i n i s t i c ) w e a k o r d e r r e l a t i o n o n a s e t o f

a l t e r n a t i v e s . T h i s o r d e r i s c l o s e d u n d e r a r b i t r a r y m i x t u r e s o f t h e a l t e r n a t i v e s .

A d d i t i o n a l a x i o m s e n s u r e t h a t t h e m i x t u r e o p e r a t i o n i s w e l l - b e h a v e d . U n d e r

t h e s e c o n d i t i o n s , w e c a n s h o w t h a t a u n i q u e a s s i g n m e n t o f u t i l i t i e s ( u p t o

p o s i t i v e l i n e a r t r a n s f o r m a t i o n s ) e x i s t s f o r e a c h a l t e r n a t i v e . T h e a s s i g n e d u t i l i t i e s

m a i n t a i n t h e s a m e w e a k o r d e r r e l a t i o n , a n d t h e u t i l i t y o f a m i x t u r e c a n b e

c a l c u l a t e d u s i n g t h e c o n v e x c o m b i n a t i o n o f i n d i v i d u a l u t i l i t i e s .

I n s t e a d o f p a i r w i s e r e l a t i o n , L u c e [ L u c 5 9 ] d e fi n e s a x i o m s o n t h e l e v e l o f

p r o b a b i l i s t i c c h o i c e s
1
. I f a l l c h o i c e p r o b a b i l i t i e s a r e n o n z e r o , t h e n a x i o m ( i ) 1 : A x i o m 2 . 2 . 5

s t a t e s t h a t c h o i c e p r o b a b i l i t i e s o n s u p e r s e t s c a n b e d e c o m p o s e d m u l t i p l i c a t i v e l y

i n t o c h o i c e p r o b a b i l i t i e s o n i t s s u b s e t s . W h i l e t h i s r e s t r i c t i o n s o u n d s i n n o c u o u s ,

a s w e h a v e s e e n i n S e c t i o n 2 . 2 . 2 , i t h a s m a j o r c o n s e q u e n c e s . T h e m o s t i m p o r t a n t

c o n s e q u e n c e w a s t h e i n d e p e n d e n c e o f i r r e l e v a n t a l t e r n a t i v e s ( I I A ) p r o p e r t y , I I A : L e m m a 2 . 2 . 6

w h e r e f o r a n y t w o a l t e r n a t i v e s , t h e r a t i o o f t h e i r c h o i c e p r o b a b i l i t i e s i s c o n s t a n t

a c r o s s a l l s e t s c o n t a i n i n g t h e m . I t c a n a l s o b e s h o w n t h a t t h e a x i o m i m p l i e s

s t r o n g s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y ( S S T ) . S S T : p . 2 6

T h e r e a r e s e v e r a l i s s u e s w i t h t h i s m e t h o d o l o g y . F i r s t l y , t h e a x i o m s m a y b e

v i o l a t e d i n p r a c t i c e . A s d i s c u s s e d i n S e c t i o n 2 . 3 , s t u d i e s w i t h h u m a n s u b j e c t s

h a v e i d e n t i fi e d v a r i o u s c o n t e x t e f f e c t s w h e r e o b s e r v e d c h o i c e p r o b a b i l i t i e s

d i v e r g e f r o m t h o s e p r e d i c t e d b y c l a s s i c a l c h o i c e m o d e l s . F o r e x a m p l e , t h e

“ a t t r a c t i o n e f f e c t ” i s a c o n t e x t e f f e c t w h e r e t h e p r e s e n c e o f a t h i r d , l e s s a t t r a c t i v e a t t r a c t i o n e f f e c t : P a g e 3 0

o b j e c t c a n i n fl u e n c e t h e c h o i c e b e t w e e n t w o o t h e r o b j e c t s . I n c l a s s i c a l u t i l i t y

m o d e l s , t h e a d d i t i o n o f a n i r r e l e v a n t a l t e r n a t i v e s h o u l d n o t a f f e c t t h e p r e f e r e n c e

b e t w e e n t h e o r i g i n a l o p t i o n s . H o w e v e r , i n r e a l i t y , p e o p l e o f t e n c h a n g e t h e i r

p r e f e r e n c e s d u e t o t h e i n t r o d u c t i o n o f t h i s d e c o y , v i o l a t i n g t h e I I A p r o p e r t y .

A n o t h e r s o u r c e o f v i o l a t i o n s m a y a r i s e f r o m t h e a p p l i c a t i o n a r e a i t s e l f . C l a s s i c a l

u t i l i t y t h e o r y p r i m a r i l y f o c u s e s o n h u m a n o r r a t i o n a l d e c i s i o n m a k e r s , w h i c h

i s l o g i c a l g i v e n i t s d e v e l o p m e n t w i t h i n t h e fi e l d s o f p s y c h o l o g y a n d e c o n o m i c s .

I n c o m p u t e r s c i e n c e , m a c h i n e l e a r n i n g , a n d o t h e r a l g o r i t h m - o r d a t a - d r i v e n

fi e l d s , w e o f t e n e n c o u n t e r p r o b l e m s t h a t c a n b e f r a m e d a s p r e f e r e n c e p r o b l e m s .

T h e s e i n c l u d e , a m o n g o t h e r s , c o m b i n a t o r i a l o p t i m i z a t i o n p r o b l e m s [ S c h 0 2 ] ,

w h e r e t h e g o a l i s t o fi n d a n o p t i m a l s o l u t i o n f u l fi l l i n g c e r t a i n c o n s t r a i n t s , o r

s t r u c t u r e p r e d i c t i o n p r o b l e m s [ L i u + 2 3 ] , w h e r e t h e g o a l i s t o r a n k s t r u c t u r e s

b a s e d o n c o s t l y t o e v a l u a t e c r i t e r i a .

C o n s i d e r , f o r e x a m p l e , t h e w e l l - k n o w n k n a p s a c k p r o b l e m f r o m c o m b i n a t o r i a l

o p t i m i z a t i o n s h o w n i n F i g u r e 5 . 1 , w h e r e a m e t a p h o r i c a l b u r g l a r i s c o n f r o n t e d

w i t h a s e t o f i t e m s [𝑛] t h e y c o u l d t a k e i n t o t h e i r b a c k p a c k . E a c h i t e m 𝑖 ∈ [𝑛]
h a s a c e r t a i n v a l u e 𝑣𝑖 a n d a w e i g h t 𝑤𝑖 , a n d t h e b u r g l a r w a n t s t o m a x i m i z e t h e



1 1 0 5 . U t i l i t y - B a s e d P r e f e r e n c e s

Figure 5.1.: A b u r g l a r i s c o n f r o n t e d w i t h

a c h o i c e b e t w e e n d i f f e r e n t i t e m s t o s t e a l .

T h e i r g o a l i s t o m a x i m i z e t h e t o t a l v a l u e o f

s t o l e n g o o d s w h i l e o b e y i n g t h e c a p a c i t y o f

t h e i r k n a p s a c k .

s u m o f t h e v a l u e s o f t h e i t e m s t h e y c h o s e :

𝐶∗ = a r g m a x

𝐶⊆[𝑛]
∑
𝑖∈𝐶

𝑣𝑖

T h e p r o b l e m i s t h a t t h e b a c k p a c k h a s a l i m i t e d c a p a c i t y 𝑊, a n d t h e r e f o r e , a n y

s o l u t i o n 𝐶 h a s t o o b e y

(∑
𝑖∈𝐶

𝑤𝑖) ≤ 𝑊 .

W h i l e t h e d e c i s i o n v e r s i o n o f t h e k n a p s a c k p r o b l e m i s 𝒩𝒫- c o m p l e t e , t h e r e i s

n o k n o w n p o l y n o m i a l - t i m e a l g o r i t h m , w h i c h c a n c h e c k i f a g i v e n s o l u t i o n

i s o p t i m a l . A t t h e s a m e t i m e , i t i s k n o w n t h a t m a n y p r o b l e m i n s t a n c e s e n -

c o u n t e r e d i n p r a c t i c e c a n b e s o l v e d e ffi c i e n t l y [ M T 9 0 ; P i s 0 5 ] . P i s i n g e r [ P i s 0 5 ]

c o m p a r e t h e p e r f o r m a n c e o f s e v e r a l k n a p s a c k s o l v e r s o n a s e t o f b e n c h m a r k

i n s t a n c e s a n d fi n d t h a t t h e b e s t a l g o r i t h m s a r e a b l e t o s o l v e a l l i n s t a n c e s w i t h

a l o w r u n n i n g t i m e . T h i s p r o m p t e d t h e a u t h o r s t o l o o k f o r m o r e d i ffi c u l t

i n s t a n c e s . T h e r e a r e m a n y r e l a t e d p r o b l e m s t o t h e k n a p s a c k p r o b l e m , s u c h

a s t h e b i n - p a c k i n g p r o b l e m , t h e c h a n g e - m a k i n g p r o b l e m , o r t h e s u b s e t s u m

p r o b l e m . W e c o u l d f r a m e t h i s p r o b l e m a s a p r e f e r e n c e l e a r n i n g p r o b l e m b y

c o n s i d e r i n g s e t s o f o b j e c t s w i t h t h e i r v a l u e s a n d w e i g h t s a s f e a t u r e s a n d t h e c o r -

r e s p o n d i n g o p t i m a l s o l u t i o n a s t h e c h o i c e s e t s . T h e g o a l h e r e w o u l d b e t o l e a r n

a g e n e r a l m o d e l t h a t c a n s o l v e t h e k n a p s a c k p r o b l e m f o r u n s e e n c o m b i n a t i o n s

o f o b j e c t s .

I t i s i m m e d i a t e l y c l e a r t h a t f o r t h i s p r o b l e m , n o c o n s t a n t a s s i g n m e n t o f u t i l i t i e s

t o i t e m s c a n e x i s t s u c h t h a t t h e c h o i c e s b a s e d o n t h e s e u t i l i t i e s a r e a l w a y s

o p t i m a l . A s a n e x a m p l e , a s s u m e w e h a v e t h r e e o b j e c t s 𝒙, 𝒚 a n d 𝒛 w i t h v a l u e s

(2, 3, 2) a n d w e i g h t s (0.5, 2, 1.5) a n d l e t t h e a l l o w e d c a p a c i t y b e 2. L e t 𝑐∗ b e

t h e c h o i c e f u n c t i o n t h a t s e l e c t s a n o p t i m a l s u b s e t o f t h e o b j e c t s t o s o l v e t h e

k n a p s a c k p r o b l e m . T h e n i t i s e a s y t o s e e t h a t 𝑐∗({𝒙, 𝒚}) = {𝒚}, s i n c e 𝒚 h a s a

h i g h e r v a l u e o f 3. B u t a d d i n g 𝒛 t o t h e s e t c h a n g e s t h e c h o i c e s e t c o m p l e t e l y , a s

w e h a v e 𝑐∗({𝒙, 𝒚, 𝒛}) = {𝒙, 𝒛}. T h e o b j e c t s 𝒙 a n d 𝒛 c a n u s e t h e a l l o w e d c a p a c i t y

m o r e e ffi c i e n t l y a n d a c h i e v e a c o m b i n e d v a l u e o f 4. I f w e w e r e t o t r y t o

d e fi n e a u t i l i t y f u n c t i o n 𝑢∶ 𝒳 → ℝ, w h i c h a s s i g n s a c o n s t a n t v a l u e t o e a c h

i n d i v i d u a l o b j e c t , w e w o u l d r u n i n t o t r o u b l e . F r o m t h e fi r s t c h o i c e , w e k n o w

t h a t u (𝒚) > u (𝒙), s i n c e 𝒚 w a s c h o s e n . A s f o r t h e s e c o n d c h o i c e , w e k n o w t h a t 𝒚
w a s n o t c h o s e n , w h i l e 𝒙 w a s i n c l u d e d i n t h e c h o i c e s e t . T h e r e f o r e , u (𝒚) < u (𝒙)
w h i c h c o n t r a d i c t s t h e fi r s t c h o i c e . N o t e t h a t w e h a v e n o t y e t s p e c i fi e d h o w t o

c o n s t r u c t a c h o i c e s e t f r o m u t i l i t i e s . T h i s i s n o t n e c e s s a r y s i n c e w e c a n s e e t h a t
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a n y m e a n i n g f u l c o n s t r u c t i o n w i l l r u n i n t o t h i s c o n t r a d i c t i o n .

A s w e h a v e s e e n , w h e n f r a m i n g t h e k n a p s a c k p r o b l e m a s a c h o i c e p r o b l e m , i t

i s i m p o s s i b l e t o fi n d a g l o b a l a s s i g n m e n t o f u t i l i t i e s t o o b j e c t s s u c h t h a t o p t i m a l

c h o i c e s e t s c a n b e c o m p u t e d . L e t u s n o w t a k e a l o o k a t t y p i c a l a s s u m p t i o n s o n

t h e l e v e l o f c h o i c e s a n d s e e i f t h e y h o l d f o r o u r r u n n i n g e x a m p l e . I n C h a p t e r 2

w e i n t r o d u c e d t h e r e l a t i v e l y w e a k r e g u l a r i t y c o n d i t i o n w h i c h s t a t e s t h a t t h e r e g u l a r i t y c o n d i t i o n : P a g e 2 5

p r o b a b i l i t y o f o b j e c t s i n a s e t i s n o t a l l o w e d t o i n c r e a s e i f t h e s i z e o f t h e s e t i s

i n c r e a s e d . T h e a b o v e e x a m p l e v i o l a t e s t h i s c o n d i t i o n , s i n c e o b j e c t 𝒙 s t a r t s w i t h

0 % p r o b a b i l i t y i n t h e s e t {𝒙, 𝒚} a n d a d d i n g 𝒛 i n c r e a s e s t h e p r o b a b i l i t y t o 100 %.

W h a t a b o u t t r a n s i t i v i t y ? H e r e , w e c a n c o n s t r u c t a c o u n t e r e x a m p l e w i t h t h r e e t r a n s i t i v i t y : P a g e 2 6

o b j e c t s a s f o l l o w s : L e t t h e v a l u e s o f 𝒙, 𝒚 a n d 𝒛 b e (2, 4, 3) a n d t h e i r w e i g h t s b e

(2, 2, 3). T h e k n a p s a c k i s a l l o w e d t o h o l d a t o t a l w e i g h t o f 4. W e t h e n h a v e

𝑐∗({𝒙, 𝒚}) = {𝒙, 𝒚}, 𝑐∗({𝒚, 𝒛}) = {𝒚} a n d 𝑐∗({𝒙, 𝒛}) = {𝒛}. F o r t r a n s i t i v i t y t o h o l d ,

i t w o u l d h a v e b e e n n e c e s s a r y f o r 𝒙 t o b e i n 𝑐∗({𝒙, 𝒛}); t h u s , i t d o e s n o t h o l d .

W e c a n s e e f r o m t h e a f o r e m e n t i o n e d e x a m p l e t h a t t h e r e a r e c h o i c e f u n c t i o n s

t h a t d o n o t o b e y t h e c l a s s i c a l c h o i c e a n d u t i l i t y a x i o m s . N o w , t h e a s t u t e

r e a d e r m a y a s k i f s u c h c h o i c e f u n c t i o n s a r e e v e n c o m m o n o r r e a l i s t i c e n o u g h

t o w a r r a n t a m o v e a w a y f r o m t h e c l a s s i c a l a x i o m s . I f m o s t o f t h e p r e f e r e n c e

d a t a e n c o u n t e r e d i n p r a c t i c e ( a p p r o x i m a t e l y ) s a t i s fi e s t h e a x i o m s , i t w o u l d

n o t b e n e c e s s a r y t o a c c o m m o d a t e t h e f e w s c e n a r i o s w h e r e r i c h e r p r e f e r e n c e

m o d e l s a r e r e q u i r e d . H e r e , w e a r g u e f o r a s h i f t i n p e r s p e c t i v e . I t i s c l e a r

f r o m e x p e r i m e n t s w i t h h u m a n s u b j e c t s ( s e e S e c t i o n 2 . 3 ) t h a t c o n t e x t - b a s e d

v i o l a t i o n s o f t h e a x i o m s a r e c o m m o n . W h i l e t h e r e e x i s t e x t e n s i o n s o f c l a s s i c a l

m o d e l s ( s e e S e c t i o n 2 . 4 . 2 ) , w h i c h a r e a b l e t o t a k e s o m e c o n t e x t e f f e c t s i n t o

a c c o u n t , i t w o u l d b e d e s i r a b l e t o h a v e m o d e l s t h a t c a n a d a p t t o t h e d a t a a t

h a n d . T h i s w a y , i t i s n o t n e c e s s a r y t o k n o w w h i c h s p e c i fi c c o n t e x t e f f e c t s n e e d

t o b e m o d e l e d o r i f t h e r e e v e n e x i s t s a s p e c i fi c m o d e l , w h i c h c a n m o d e l t h e

c h o i c e f u n c t i o n ( e . g . , i n t h e c a s e o f t h e k n a p s a c k p r o b l e m ) .

W e w i l l t a k e o n t h i s p e r s p e c t i v e f o r t h e r e m a i n d e r o f t h e t h e s i s . W e w i l l

i n t r o d u c e w h a t w e c a l l a g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n , w h i c h w i l l n o t o n l y d e p e n d

o n a n o b j e c t t o a s s i g n a u t i l i t y b u t a l s o t h e c o m p l e t e o b j e c t c o n t e x t , i . e . , t h e

c o m p l e t e s e t o f o b j e c t s p r e s e n t w h e n t h e p r e f e r e n c e i s e x p r e s s e d . W i t h t h i s

c h a n g e , w e g a i n a s u b s t a n t i a l i n c r e a s e i n r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r s i n c e w e

c o u l d , i n p r i n c i p l e , a s s i g n d i f f e r e n t u t i l i t i e s f o r e a c h s e t o f o b j e c t s . C e r t a i n l y ,

t h i s i n c r e a s e i n fl e x i b i l i t y c o m e s w i t h i t s o w n p r o b l e m s . A s s u m i n g t h a t w e

o n l y h a v e a fi n i t e n u m b e r 𝑁 o f o b j e c t s i n t o t a l , w e w o u l d n e e d t o l e a r n a n

e x p o n e n t i a l n u m b e r o f p a r a m e t e r s .
2

I n a d d i t i o n , t h e p r e f e r e n c e s f o r e a c h 2 : ∑𝑁
𝑘=2 𝑘(

𝑁
𝑘) =

1
2 (2

𝑁 − 2)𝑁

o b j e c t s e t a r e i n d e p e n d e n t , t h u s w e c a n n o t g e n e r a l i z e a t a l l t o u n s e e n o b j e c t

s e t s .

W e w i l l , t h e r e f o r e , p r o p o s e t w o c o m p l e m e n t a r y m e t h o d o l o g i e s o n h o w t o

r e p r e s e n t s u c h a g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n . T h e fi r s t , c a l l e d F i r s t E v a l u a t e

T h e n A g g r e g a t e ( F E T A ) w e i n t r o d u c e i n S e c t i o n 5 . 3 . 1 , d e c o m p o s e s t h e g e n e r -

a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n i n t o a s u m o f s i m p l e r u t i l i t y f u n c t i o n s , e a c h o f w h i c h

c a p t u r e s t h e u t i l i t y c o n t r i b u t i o n o f a c e r t a i n s u b s e t . S i m i l a r t o c o n c e p t s l i k e

t h e T a y l o r s e r i e s , w e c a n o m i t c o n t r i b u t i o n s o f l a r g e r s u b s e t s t o m a k e t h e

c o m p u t a t i o n m o r e t r a c t a b l e . O u r s e c o n d a p p r o a c h ( c a l l e d F i r s t A g g r e g a t e

T h e n E v a l u a t e ( F A T E ) ) i s d e s c r i b e d i n S e c t i o n 5 . 3 . 2 . I t fi r s t m a p s t h e c o m p l e t e

s e t o f o b j e c t s t o a r e p r e s e n t a t i v e v e c t o r . T h e n , e a c h i n d i v i d u a l o b j e c t i s p a s s e d

i n t o a u t i l i t y f u n c t i o n , w h i c h r e c e i v e s b o t h t h e o b j e c t r e p r e s e n t a t i o n a n d t h e s e t
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r e p r e s e n t a t i o n a s i n p u t . I n C h a p t e r 6 , w e w i l l i n t r o d u c e a n a p p r o a c h t h a t g e n -

e r a l i z e s u t i l i t y d i f f e r e n t l y , b y m o v i n g t o m u l t i - d i m e n s i o n a l u t i l i t y f u n c t i o n s .

F o r t h i s c h a p t e r , g e n e r a l i z e d u t i l i t y w i l l r e f e r o n l y t o c o n t e x t - d e p e n d e n t u t i l i t y

f u n c t i o n s t h a t a r e s c a l a r . W e w i l l n o w i n t r o d u c e t h e c o n c e p t o f g e n e r a l i z e d

u t i l i t y f o r m a l l y a n d e x p l a i n h o w i t c a n b e u s e d t o m o d e l a v a r i e t y o f p r e f e r e n c e

m o d a l i t i e s .

5.1. Generalized Utility

W e c a n n o w i n t r o d u c e w h a t w e m e a n b y u t i l i t y i n g e n e r a l . R e g a r d i n g t h e

n e c e s s a r y n o t a t i o n f o r t h i s c h a p t e r , r e f e r b a c k t o S e c t i o n 2 . 1 i n t h e p r e l i m -

i n a r i e s . T h e g o a l i s t o a s s i g n a r e a l v a l u e t o e a c h o b j e c t s o t h a t t h e y c a n b e

c o m p a r e d b a s e d o n t h i s v a l u e . I n m e a s u r e m e n t t h e o r y , d i f f e r e n t t y p e s o f s c a l e s

a r e d i s t i n g u i s h e d
3
, a l l r e s u l t i n g f r o m d i f f e r e n t a s s u m p t i o n s s p e c i fi e d f o r t h e3 : T h e t y p i c a l s c a l e s a r e [ K i r 0 8 ] :

▶ N o m i n a l ( c a t e g o r i c a l , w i t h o u t o r -

d e r )

▶ O r d i n a l ( r a n k o r d e r )

▶ I n t e r v a l ( a l l o w s c o m p a r i s o n s o f

l e n g t h s , a d d i t i v e )

▶ R a t i o ( a l l o w s r a t i o s )

m e a s u r e m e n t p r o c e s s a t h a n d . I n t h i s w o r k , w e c o n s i d e r u t i l i t i e s a s f u n d a m e n t a l

e l e m e n t s f r o m w h i c h p r e f e r e n c e s a r e d e r i v e d t h r o u g h e i t h e r d e t e r m i n i s t i c o r

s t o c h a s t i c p r o c e s s e s . A c l a s s i c a l u t i l i t y f u n c t i o n c a n b e e x p r e s s e d a s a m a p p i n g

𝒳 → ℝ, w h e r e e a c h 𝒙 ∈ 𝒳 i s m a p p e d t o o n e c o n s t a n t v a l u e . A s w e r e m a r k e d

e a r l i e r , t h i s i s n o t fl e x i b l e e n o u g h i n t h e c a s e o f m o r e c o n t e x t u a l p r e f e r e n c e s .

W e , t h e r e f o r e , e x t e n d t h i s f u n c t i o n t o a l s o i n c l u d e t h e o b j e c t c o n t e x t a s a d -

d i t i o n a l i n p u t . A g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n ( f o r a p r e f e r e n c e s t r u c t u r e ℚ) i sg e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n

d e fi n e d a s

u ∶ {(𝒙, 𝑄) ∶ 𝒙 ∈ 𝑄 ∈ ℚ} → ℝ, (𝒙, 𝑄) ↦ u (𝒙, 𝑄), ( 5 . 1 )

W e c a l l a u t i l i t y f u n c t i o n c o n t e x t - i n d e p e n d e n t i n c a s e u (𝒙, 𝑄) = u (𝒙, 𝑄′) h o l d sc o n t e x t - i n d e p e n d e n t

f o r a n y 𝑄, 𝑄′ ∈ ℚ w i t h 𝒙 ∈ 𝑄 ∩ 𝑄′ a n d c o n t e x t - d e p e n d e n t o t h e r w i s e . I t i s e a s yc o n t e x t - d e p e n d e n t

t o s e e t h a t t h i s i s a g e n e r a l i z a t i o n s i n c e w e c a n l e t u (𝒙) ≔ u (𝒙, 𝑄) f o r s o m e

a r b i t r a r y 𝑄 ∈ ℚ w i t h 𝒙 ∈ 𝑄 f o r a g i v e n c o n t e x t - i n d e p e n d e n t u t i l i t y f u n c t i o n .

M c F a d d e n e t a l . [ M T T 7 7 ] w e r e t h e fi r s t a u t h o r s w h o p r o p o s e d t o a u g m e n t

t h e u t i l i t y c o m p u t a t i o n o f a n o b j e c t b y t h e f e a t u r e s o f t h e o t h e r o b j e c t s . T h e y

c a l l e d t h i s t h e u n i v e r s a l l o g i t m o d e l .u n i v e r s a l l o g i t m o d e l

Figure 5.2.: E x a m p l e h o w a g e n e r a l i z e d u t i l -

i t y f u n c t i o n c a n m a p t h e s a m e o b j e c t s t o d i f -

f e r e n t u t i l i t i e s , b a s e d o n t h e c o n t e x t .

𝒙1 𝒙2 𝒙3 𝒙4

𝑢1𝑢2 𝑢3 𝑢4 𝑢3 𝑢2

u (⋅, {𝒙2, 𝒙3, 𝒙4})u (⋅, {𝒙1, 𝒙2, 𝒙3})

I n F i g u r e 5 . 2 , w e s e e h o w a g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n c a n m a p t w o o v e r -

l a p p i n g s e t s o f o b j e c t s t o e n t i r e l y d i f f e r e n t u t i l i t y v a l u e s . T h e r e l a t i v e u t i l i t y

o f 𝒙2 a n d 𝒙3 i s d i f f e r e n t i n t h e t w o c o n t e x t s , m e a n i n g u (𝒙2, {𝒙1, 𝒙2, 𝒙3}) <
u (𝒙3, {𝒙1, 𝒙2, 𝒙3}) b u t u (𝒙2, {𝒙2, 𝒙3, 𝒙4}) > u (𝒙3, {𝒙2, 𝒙3, 𝒙4}). A s w e c a n s e e

f r o m t h i s e x a m p l e , w i t h g e n e r a l i z e d u t i l i t y , t h e r e i s n o l o n g e r a c l e a r l y d e fi n e d

v a l u e a s s i g n e d t o e a c h o b j e c t . I n s t e a d , u t i l i t y c a n o n l y b e d e fi n e d i n t h e c o n t e x t

o f a p r e f e r e n c e t a s k 𝑄. T h i s fl e x i b i l i t y c o m e s w i t h a n o b v i o u s d o w n s i d e . T h e r e

i s n o c o u p l i n g b e t w e e n d i f f e r e n t t a s k s , w h i c h m e a n s t h a t w i t h o u t f u r t h e r

a s s u m p t i o n s , w e a r e n o t a b l e t o g e n e r a l i z e t o u n s e e n t a s k s . A s f o r s e e n t a s k s ,

t h e l e a r n i n g p r o b l e m c o m e s d o w n t o l e a r n i n g i n d e p e n d e n t u t i l i t y f u n c t i o n s ,
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o n e f o r e a c h p r e f e r e n c e t a s k . T h e m a i n s t r a t e g y o f t h e a p p r o a c h e s i n t r o d u c e d

l a t e r o n w i l l b e t o d e c o m p o s e t h e g e n e r a l u t i l i t y f u n c t i o n i n t o s i m p l e r p a r t s

s u c h t h a t g e n e r a l i z a t i o n t o u n s e e n t a s k s i s p o s s i b l e .

5.2. Generating Preferences from Utilities

I n o u r m o d e l , t h e ( c o n t e x t - d e p e n d e n t ) u t i l i t i e s a r e t h e a t o m i c b u i l d i n g b l o c k s

f r o m w h i c h t h e o b s e r v e d p r e f e r e n c e s a r e d e r i v e d . F o r a g i v e n p r e f e r e n c e

t a s k 𝑄 ∈ ℚ t h e u t i l i t y f u n c t i o n u (⋅, 𝑄) a s s i g n s u t i l i t i e s t o e a c h o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑄.

I n t h e n e x t s t e p , t h e s e u t i l i t i e s c a n b e u s e d b y a p r e f e r e n c e p r o c e s s t o g e n e r a t e p r e f e r e n c e p r o c e s s

p r e f e r e n c e s ( s e e F i g u r e 5 . 3 f o r a n o v e r v i e w o f t h e c o m p l e t e p r o c e s s ) . T h i s

p r o c e s s c a n b e d e t e r m i n i s t i c o r p r o b a b i l i s t i c , a n d w e w i l l b e g i n i n t r o d u c i n g

t h e f o r m e r n e x t .

5.2.1. Deterministic Preferences

I n t h e c a s e w h e r e o u r p r e f e r e n c e s a r e c h o i c e s , a s i m p l e d e t e r m i n i s t i c c h o i c e

p r o c e s s i s t h e s i n g l e t o n c h o i c e s i n g l e t o n c h o i c e

𝐶
s i n g l e t o n

(u , 𝑄) ≔ a r g m a x

𝒙∈𝑄
u (𝒙, 𝑄) . ( 5 . 2 )

H e r e , w e r e q u i r e t h a t t h e u t i l i t y f u n c t i o n d o e s n o t p r o d u c e t i e s ( i . e . , 𝒙 ↦
u (𝒙, 𝑄) i s i n j e c t i v e ) . O t h e r w i s e , t h e s i n g l e t o n c h o i c e f u n c t i o n w o u l d r e t u r n a

s u b s e t i n s t e a d o f a s i n g l e o b j e c t . I n t h e f o l l o w i n g c o m m e n t b o x , w e d i s c u s s

t h e i m p o r t a n c e o f i n j e c t i v i t y i n t h e w i d e r c o n t e x t o f s o c i a l c h o i c e t h e o r y .

Comment

W h i l e i n j e c t i v i t y s e e m s l i k e a m i n o r t e c h n i c a l i t y h e r e , i t c a n h a v e m a j o r

c o n s e q u e n c e s i n c e r t a i n s e t t i n g s . C o n s i d e r s o c i a l c h o i c e t h e o r y , w h e r e t h e

g o a l i s t o a g g r e g a t e t h e p r e f e r e n c e s o f s e v e r a l i n d i v i d u a l s i n t o a c o l l e c t i v e

d e c i s i o n . I t i s a s s u m e d t h a t e a c h i n d i v i d u a l h a s t h e i r o w n u t i l i t y f u n c t i o n

m a p p i n g f r o m 𝒳 t o ℝ. A s o c i a l c h o i c e r u l e i s t h e n e m p l o y e d t o c h o o s e o n e

o f t h e e l e m e n t s 𝒙 ∈ 𝒳, s u c h t h a t a c e r t a i n n o t i o n o f c o l l e c t i v e u t i l i t y i s

m a x i m i z e d . I f s u c h a s o c i a l c h o i c e r u l e a l w a y s s e l e c t s e x a c t l y o n e e l e m e n t ,

i t i s c a l l e d r e s o l u t e .

T h e G i b b a r d - S a t t e r t h w a i t e t h e o r e m [ G i b 7 3 ; S a t 7 5 ] a s s u m e s a r e s o l u t e

c h o i c e r u l e a n d s h o w s t h a t e i t h e r o n e o f t h e s e p r o p e r t i e s h o l d s : ( 1 ) o n e o f

t h e i n d i v i d u a l s i s a d i c t a t o r ( 2 ) t h e r e c a n o n l y b e t w o o u t c o m e s ( |𝑐(𝒳)| = 2)
o r ( 3 ) i n d i v i d u a l s m a y m i s r e p r e s e n t t h e i r u t i l i t i e s t o i m p r o v e t h e i r o u t c o m e .

A s w e c a n s e e , r e s o l u t e n e s s i s a r a t h e r s t r o n g r e s t r i c t i o n o n t h e t y p e s o f a d -

m i s s i b l e s o c i a l c h o i c e r u l e s , a n d i t i s a l s o c e n t r a l i n s e v e r a l o t h e r i m p o s s i b i l i t y

r e s u l t s [ K H 9 0 ; O S 2 1 ] .

O n e w a y t o m o d e l s u b s e t c h o i c e s ( a n d i n d e e d t h e a p p r o a c h w e w i l l e m p l o y i n

t h i s t h e s i s ) i s t o d e fi n e a t h r e s h o l d 𝑡 ∈ ℝ s u c h t h a t

𝐶 𝑡
s u b s e t

(u , 𝑄) ≔ {𝒙 ∈ 𝑄 ∶ u (𝒙, 𝑄) ≥ 𝑡} ( 5 . 3 )

i s a s u b s e t c h o i c e f u n c t i o n . A l t h o u g h i t i s a s i m p l e m e c h a n i s m , w e w i l l u s e i t s u b s e t c h o i c e
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Figure 5.3.: O v e r v i e w o f t h e d a t a -

g e n e r a t i n g p r o c e s s : F i r s t , a t a s k 𝑄 i s

s a m p l e d ( w i t h p r o b a b i l i t y 𝑝(𝑄)) f r o m

𝒳. T h e o b j e c t s i n 𝑄 a r e a s s i g n e d l a t e n t

u t i l i t y d e g r e e s a n d t h e c h o i c e s e t i s fi n a l l y

c o n s t r u c t e d o n t h e b a s i s o f t h e s e s c o r e s .

choice set C

latent utilities

choice task Q

objects �

xi xkxj xl

ui ukuj ul

xj xl

Stage 1

Stage 2

t o c o n v e r t u t i l i t i e s t o c h o i c e s e t s i n t h e a p p r o a c h e s w e d e v e l o p i n t h i s c h a p t e r .

I t i s a l s o u s e d e x t e n s i v e l y i n r e l a t e d s e t t i n g s l i k e m u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n

[ K o y + 1 5 ] o r m u l t i - c r i t e r i a s o r t i n g [ A I M 2 1 ] . A n o t h e r p o s s i b i l i t y i s t o r e a l i z e

t h a t s i n g l e t o n c h o i c e i s a s p e c i a l c a s e o f t h e m o r e g e n e r a l t o p - 𝑘 c h o i c e . W h i l e

t h i s a l l o w s u s t o d r o p t h e t h r e s h o l d 𝑡 a s a p a r a m e t e r , t h e d i s a d v a n t a g e i s t h a t

t h e s i z e o f t h e s u b s e t s i s t h e n fi x e d t o 𝑘, w h e r e a s t h r e s h o l d e d s u b s e t c h o i c e c a n

e x p r e s s a l l p o s s i b l e c h o i c e s e t s i z e s . T o p - 𝑘 c h o i c e i s c o n c e p t u a l l y r e l a t e d t o

r a n k i n g , a c o n n e c t i o n t h a t w e w i l l d i s c u s s i n m o r e d e t a i l i n t h e n e x t s e c t i o n .

5.2.2. Probabilistic Preferences

W h i l e d e t e r m i n i s t i c p r e f e r e n c e s a r e u s e f u l t o s t u d y r e p r e s e n t a b i l i t y o r o t h e r

r e l a t e d t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s ( s e e S e c t i o n 2 . 2 ) , t h e y a r e l e s s u s e f u l w h e n c o n -

s i d e r i n g r e a l - w o r l d d a t a . T h e r e a r e s e v e r a l w a y s i n w h i c h r e a l - w o r l d d a t a c a n

b e p r o b a b i l i s t i c i n n a t u r e . F i r s t , a d e c i s i o n m a k e r c o u l d b e u n c e r t a i n w h e n

u t i l i t i e s a r e c l o s e i n v a l u e , a n d i f w e w e r e t o q u e r y t h e m a t d i f f e r e n t p o i n t s

i n t i m e , w e w o u l d g e t a d i f f e r e n t a n s w e r . S e c o n d l y , w e c o u l d o b s e r v e t h e

p r e f e r e n c e s o f m u l t i p l e d e c i s i o n m a k e r s s u c h t h a t t h e s t o c h a s t i c i t y i n t h e i r

p r e f e r e n c e s c a n b e r e g a r d e d a s d e v i a t i o n s f r o m t h e p o p u l a t i o n u t i l i t i e s . L a s t l y ,

t h e p r e f e r e n c e s c o u l d b e s t o c h a s t i c b y d e s i g n . A n e x a m p l e c o u l d b e t h a t w e

m o d e l g a m e - t h e o r e t i c p r o b l e m s a s a c h o i c e p r o b l e m , w i t h t h e o b j e c t s b e i n g t h e

r o w s o f t h e p a y o f f m a t r i x . T y p i c a l l y , w e c o n s i d e r t h e ( n o t n e c e s s a r i l y u n i q u e )

N a s h e q u i l i b r i u m t o b e t h e o p t i m a l s o l u t i o n f o r a g i v e n z e r o - s u m g a m e . I n

m a n y c a s e s , t h e N a s h e q u i l i b r i u m i s n o t d e t e r m i n i s t i c b u t a s t o c h a s t i c s t r a t e g y

t h a t r a n d o m i z e s b e t w e e n s e v e r a l s t r a t e g i e s . I n o p p o n e n t m o d e l i n g , w e c o u l d

t h e n u s e t h e o b s e r v e d c h o i c e s t o i n f e r t h e s t r a t e g y o f t h e o p p o n e n t [ N Z 2 2 ] .

I n f e r e n c e f r o m p r o b a b i l i s t i c p r e f e r e n c e s n e c e s s i t a t e s t h e s p e c i fi c a t i o n o f a p r o b -

a b i l i t y d i s t r i b u t i o n 𝑝(⋅ ∣ 𝑄), 𝑄 ∈ ℚ d e fi n e d o n 𝒞, w h i c h d e p e n d s o n t h e u t i l i t i e s .

A n a d v a n t a g e o f p r o b a b i l i s t i c m o d e l s i s t h a t t h e y a l l o w u s t o u s e t h e i r l i k e l i -

h o o d s t o i n f e r t h e p a r a m e t e r s o f t h e m o d e l . W h i l e s e v e r a l m a p p i n g s c a n r e l a t e

u t i l i t i e s t o p r o b a b i l i t i e s , w e w i l l f o c u s o n a f e w c a n o n i c a l o n e s , w h i c h w e w i l l

d e s c r i b e h e r e a n d t h e n u s e i n s u b s e q u e n t s e c t i o n s .

Singleton Choice T h e s e t t i n g o f s i n g l e t o n c h o i c e i s t h e m o s t w e l l - s t u d i e d o n e i ns i n g l e t o n c h o i c e

t h e l i t e r a t u r e a n d d a t e s b a c k t o w o r k d o n e b y T h u r s t o n e [ T h u 2 7 ] . A s t r a i g h t -

f o r w a r d w a y t o d e fi n e p r o b a b i l i t i e s i s t o a s s u m e t h a t c h o i c e s a r e m a d e b a s e d o n

a m u l t i n o m i a l d i s t r i b u t i o n . T o c o m p u t e t h e p r o b a b i l i t i e s f o r t h i s d i s t r i b u t i o n ,

w e fi r s t a p p l y a n e x p o n e n t i a l t r a n s f o r m a t i o n t o t h e u t i l i t i e s , e n s u r i n g t h a t t h e y
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a r e p o s i t i v e . T h e n t h e p r o b a b i l i t i e s a r e s i m p l y d e fi n e d t o b e t h e p r o p o r t i o n o f

e a c h t r a n s f o r m e d u t i l i t y o f t h e t o t a l s u m o f t r a n s f o r m e d u t i l i t i e s . T h e r e s u l t i n g

m o d e l i s c a l l e d t h e m u l t i n o m i a l l o g i t ( M N L ) m o d e l [ B e r 4 4 ; G L D 6 0 ; C o x 6 6 ; m u l t i n o m i a l l o g i t ( M N L )

M a n 6 6 ; T h e 6 9 ] . F o r m a l l y , w e h a v e t h e f o l l o w i n g d e fi n i t i o n

𝑝
M N L

(𝒙 ∣ 𝑄) ≔
e x p (u (𝒙, 𝑄))

∑𝒙′∈𝑄 e x p (u (𝒙′, 𝑄))
. ( 5 . 4 )

A d d i t i o n a l l y , w e r e q u i r e t h a t t h e p r o b a b i l i t y o f a l l n o n - s i n g l e t o n c h o i c e s e t s

i s 0 , i . e . , 𝑝(𝐶 ∣ 𝑄) = 0 f o r a n y 𝐶 ∈ 2𝑄 o f s i z e ≥ 2. T h e d e fi n i n g p r o p e r t y o f

m u l t i n o m i a l l o g i t ( M N L ) m o d e l s , i s t h a t f o r a n y 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑄 w e h a v e t h a t t h e i r

l o g o d d s r a t i o s a t i s fi e s :

l o g

𝑝
M N L

(𝒙 ∣ 𝑄)
𝑝
M N L

(𝒚 ∣ 𝑄)
= l o g

e x p (u (𝒙,𝑄))
∑𝒙′∈𝑄 e x p (u (𝒙′,𝑄))

e x p (u (𝒚,𝑄))
∑𝒙′∈𝑄 e x p (u (𝒙′,𝑄))

= l o g
e x p (u (𝒙, 𝑄))
e x p (u (𝒚, 𝑄))

= u (𝒙, 𝑄) − u (𝒚, 𝑄) .

T h a t m e a n s w e c a n r e a s o n a b o u t t h e r e l a t i v e p r o b a b i l i t y r a t i o o f p a i r s o f o b j e c t s

b y s i m p l y l o o k i n g a t t h e i r u t i l i t y d i f f e r e n c e w i t h o u t h a v i n g t o c o m p u t e t h e

c o m p l e t e p r o b a b i l i t y v e c t o r . R e l a t e d l y , i f w e r e s t r i c t t h e c h o i c e t a s k s 𝑄 t o

p a i r s o f o b j e c t s ( |𝑄| = 2 f o r a l l 𝑄 ∈ ℚ) , w e o b t a i n t h e B r a d l e y - T e r r y - L u c e

m o d e l [ B T 5 2 ] , w h i c h i s a n i m p o r t a n t s p e c i a l c a s e w h e n s t u d y i n g c o n t e s t s w i t h

p a i r w i s e c o m p a r i s o n s .

Subset Choice M o v i n g o n t o s u b s e t c h o i c e s , t h e fi r s t a s p e c t t o n o t i c e i s t h a t s u b s e t c h o i c e s

t h e n u m b e r o f p o s s i b l e s u b s e t s i s e x p o n e n t i a l i n t h e n u m b e r o f o b j e c t s . W e ,

t h e r e f o r e , w a n t t o a v o i d m o d e l s t h a t h a v e t o o p e r a t e o n t h a t s e t e x p l i c i t l y .

O n e e x a m p l e o f s u c h a m o d e l i s t h e o n e p r o p o s e d b y B e n s o n e t a l . [ B K T 1 8 ] .

I f w e a s s u m e t h a t o b j e c t s a r e i n d e p e n d e n t l y c h o s e n b a s e d o n t h e i r u t i l i t i e s f o r

a g i v e n t a s k 𝑄, w e a r r i v e a t a v e r y s i m p l e m o d e l :

𝑝(𝐶 ∣ 𝑄) ≔ 𝛾(u , 𝑄)∏
𝒙∈𝑄

e x p (J𝒙 ∈ 𝐶Ku (𝒙, 𝑄))
1 + e x p (u (𝒙, 𝑄))

, ( 5 . 5 )

w h e r e 𝐶 ∈ 2𝑄 i s a n o n - e m p t y c h o i c e s e t a n d 𝑄 ∈ ℚ t h e g i v e n c h o i c e t a s k .

𝛾 (u , 𝑄) i s a n o r m a l i z a t i o n c o n s t a n t t h a t e n s u r e s t h a t t h e s u m o v e r a l l p o s s i b l e

c h o i c e s e t s 𝐶 ∈ 2𝑄 i s e x a c t l y 1 .
4

T h e c h o i c e o f e a c h o b j e c t i s d e t e r m i n e d 4 : ∑𝐶∈2𝑄⧵{∅} 𝑝(𝐶 ∣ 𝑄) = 1

i n d e p e n d e n t l y . T h e r e f o r e , i f u i s a c o n t e x t - i n d e p e n d e n t u t i l i t y f u n c t i o n , t h e

c h o i c e p r o b a b i l i t i e s 𝑝(𝐶 ∣ 𝑄) a r e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t a s w e l l . A s w e c a n s e e ,

t h e f o l l o w i n g r a t i o

𝑝(𝐶 ∣ 𝑄)
𝑝(𝐶′ ∣ 𝑄)

= ∏
𝒙∈𝑄

e x p (J𝒙 ∈ 𝐶Ku (𝒙))
e x p (J𝒙 ∈ 𝐶′Ku (𝒙))

= ∏
𝒙∈𝐶∪𝐶′

e x p (J𝒙 ∈ 𝐶Ku (𝒙))
e x p (J𝒙 ∈ 𝐶′Ku (𝒙))

i s c o m p l e t e l y i n d e p e n d e n t o f 𝑄. T h i s w a y o f h a n d l i n g s u b s e t c h o i c e i s s i m i l a r

t o h o w m u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n i s u s u a l l y t a c k l e d [ Z Z 0 6 ; N a m + 1 4 ] . T h e

d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e s e s e t t i n g s i s t h a t i n m u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n , t h e s e t o f

l a b e l s r e m a i n s c o n s t a n t a c r o s s i n s t a n c e s , a n d w e d o n o t h a v e l a b e l f e a t u r e s .
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Choices based on Rankings W h i l e w e w i l l n o t p u r s u e i t f u r t h e r i n t h i s t h e s i s ,

w e s t i l l w a n t t o m e n t i o n a n i n t e r e s t i n g c h o i c e m o d e l b a s e d o n r a n k i n g s . I n s t e a d

o f d i r e c t l y g o i n g f r o m u t i l i t i e s u (⋅, 𝑄) t o c h o i c e s , w e a s s u m e t h a t w e fi r s t s a m p l e

a r a n k i n g 𝜋 o n 𝑄 fi r s t . T h e n a c h o i c e p r o c e s s 𝑔∶ 𝜋 ↦ 𝑔(𝜋) ∈ 2ℚ s e l e c t s e l e m e n t s

b a s e d o n t h e r a n k i n g . I n g e n e r a l , w e c a n e x p r e s s t h e o v e r a l l c h o i c e p r o b a b i l i t y

a s

𝑝(𝐶 ∣ 𝑄) ≔ ∑
𝜋
𝑝(𝜋) 𝑝(𝑔(𝜋) = 𝐶) , ( 5 . 6 )

s u m m i n g o v e r a l l p o s s i b l e r a n k i n g s 𝜋 o v e r 𝑄. W h i l e t h i s i n t r o d u c e s a d d i t i o n a l

c o m p l e x i t y — w e n o w h a v e t o m o d e l t w o p r o b a b i l i s t i c p r o c e s s e s — i t i s o f s o m e

i n t e r e s t s i n c e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n s o n r a n k i n g s h a v e b e e n i n v e s t i g a t e d

e x t e n s i v e l y i n t h e l i t e r a t u r e . R a n k i n g d i s t r i b u t i o n s c a n r o u g h l y b e c a t e g o r i z e d

i n t o d i s t a n c e - b a s e d r a n k i n g m o d e l s [ F V 8 6 ] a n d m u l t i s t a g e r a n k i n g m o d e l s

[ F V 8 8 ] . T h e M a l l o w s m o d e l [ M a l 5 7 ] i s t h e m o s t w e l l - k n o w n r e p r e s e n t a t i v e o f

t h e f o r m e r c a t e g o r y . I t i s c h a r a c t e r i z e d b y a c e n t r a l r a n k i n g , a d i s t a n c e f u n c t i o n ,

a n d a d i s p e r s i o n p a r a m e t e r . A s f o r m u l t i s t a g e m o d e l s , t h e p r o t o t y p i c a l e x a m p l e

i s t h e P l a c k e t t - L u c e m o d e l [ P l a 7 5 ] , w h e r e t h e p r o b a b i l i t y o f a r a n k i n g a r i s e s

f r o m r e p e a t e d c h o i c e s f r o m a n u r n .

A n i m p o r t a n t s p e c i a l c a s e o f t h e c h o i c e p r o c e s s 𝑔 i s t o p - 𝑘 c h o i c e , w h e r e t h e fi r s t 𝑘
o b j e c t s a r e c h o s e n d e t e r m i n i s t i c a l l y .

5
T h e a d v a n t a g e i s t h a t i t i s c o n c e p t u a l l y5 : 𝑔(𝜋) = {𝜋−1(1), … , 𝜋−1(𝑘)} ⊆ 𝑄 h o l d s

w i t h p r o b a b i l i t y 1 f o r a n y r a n k i n g 𝜋 s i m p l e . H o w e v e r , t h e d r a w b a c k i s t h a t 𝑘 i s fi x e d a c r o s s c h o i c e t a s k s , w h i c h

m a y o n l y b e a p p l i c a b l e f o r s o m e s e t t i n g s ( e . g . , i n f o r m a t i o n r e t r i e v a l ) . W e c a n ,

o f c o u r s e , g e n e r a l i z e t h i s a p p r o a c h b y a s s u m i n g t h a t t h e s i z e 𝑘 i s n o t fi x e d b u t

r a n d o m . I n t h i s c o n t e x t , F a h a n d a r e t a l . [ F H C 1 7 ] i n t r o d u c e a v e r y g e n e r a l

m o d e l t h a t d o e s n o t r e s t r i c t c h o i c e s t o t o p - 𝑘 s e t s .

T o s u m m a r i z e , w e h a v e i n t r o d u c e d t h e t w o - s t a g e p r o c e s s o f a s s i g n i n g u t i l i t i e s

t o o b j e c t s a n d t h e n g e n e r a t i n g p r e f e r e n c e s b a s e d o n t h e s e u t i l i t i e s . W e h a v e

s e e n d i f f e r e n t m o d e l s t h a t c a n b e u s e d t o g e n e r a t e p r e f e r e n c e s f r o m u t i l i t i e s ,

b o t h d e t e r m i n i s t i c a n d p r o b a b i l i s t i c . W h a t r e m a i n s i s t h e n e e d t o fi n d s u i t a b l e

d e c o m p o s i t i o n s f o r t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n s u c h t h a t g e n e r a l i z a t i o n

a n d i n f e r e n c e a r e p o s s i b l e . T h i s w i l l b e t h e f o c u s o f t h e n e x t s e c t i o n s .

5.3. Decomposing Generalized Utility

Figure 5.4.: C o n c e p t u a l v i s u a l i z a t i o n o f

o u r t w o d e c o m p o s i t i o n m e t h o d s . F o r e a c h

m e t h o d , w e s h o w a t a s k c o n s i s t i n g o f 4 o b -

j e c t s . H i g h l i g h t e d i n b l u e i s t h e c o m p u t a t i o n

o f t h e u t i l i t y f o r n o d e 𝒙1

𝒙1 𝒙2

𝒙3𝒙4

(a) F E T A

𝒙1 𝒙2

𝒙3𝒙4

(b) F A T E

I n t h i s s e c t i o n , w e i n t r o d u c e a n d e x a m i n e t w o a p p r o a c h e s f o r d e c o m p o s i n g

t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n ( 5 . 1 ) . I n t h e p r e v i o u s s e c t i o n , w e m e n t i o n e d

t h a t d i r e c t l y m o d e l i n g t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n r e q u i r e s o n e t o m o d e l

a n e x p o n e n t i a l n u m b e r o f u t i l i t y f u n c t i o n s , o n e f o r e a c h p r e f e r e n c e t a s k . A d -

d i t i o n a l l y , s i n c e t h e r e i s n o c o u p l i n g b e t w e e n t h e s e u t i l i t y f u n c t i o n s , w e a r e

u n a b l e t o g e n e r a l i z e t o n e w p r e f e r e n c e t a s k s .
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I n F i g u r e 5 . 4 , w e s h o w a c o n c e p t u a l v i s u a l i z a t i o n o f b o t h d e c o m p o s i t i o n

m e t h o d s a p p l i e d t o a t a s k c o m p r i s e d o f f o u r o b j e c t s : 𝑄 = {𝒙1 , 𝒙2 , 𝒙3 , 𝒙4}.
T h e fi r s t a p p r o a c h , w h i c h w e w i l l i n t r o d u c e i n S e c t i o n 5 . 3 . 1 a n d w h i c h i s

i l l u s t r a t e d i n F i g u r e 5 . 4 a , d e c o m p o s e s t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n i n t o a

s u m o f l o w e r - o r d e r s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s ( h e r e p a i r w i s e ) . F o r a g i v e n o b j e c t

𝒙1 ∈ 𝑄, w e fi r s t c o m p u t e s u b - u t i l i t i e s ( s h o w n i n b l u e ) a n d t h e n a g g r e g a t e t h e m

t o f o r m t h e o v e r a l l u t i l i t y o f 𝒙1 . W e r e f e r t o t h i s a p p r o a c h a s F i r s t E v a l u a t e

T h e n A g g r e g a t e ( F E T A ) .

T h e s e c o n d a p p r o a c h , s h o w n i n F i g u r e 5 . 4 b , u s e s a r e p r e s e n t a t i o n f u n c t i o n t h a t

m a p s t h e e n t i r e p r e f e r e n c e t a s k 𝑄 t o a v e c t o r , d e p i c t e d i n p u r p l e . U t i l i t i e s f o r

e a c h o b j e c t a r e t h e n c o m p u t e d b y e v a l u a t i n g t h e u t i l i t y i n t h e p r e s e n c e o f t h i s

c o n t e x t v e c t o r ( h e r e s h o w n i n b l u e f o r 𝒙1 ) . S i n c e t h e o r d e r i s r e v e r s e d h e r e ,

i . e . , w e fi r s t a g g r e g a t e a l l o b j e c t s a n d o n l y t h e n c o m p u t e u t i l i t i e s , w e c a l l t h i s

m e t h o d F i r s t A g g r e g a t e T h e n E v a l u a t e ( F A T E ) , w i t h m o r e d e t a i l s p r o v i d e d

i n S e c t i o n 5 . 3 . 2 .

I n t h e f o l l o w i n g , w e w i l l i n t r o d u c e a n d e x p l a i n b o t h d e c o m p o s i t i o n s . I n

a d d i t i o n , w e w i l l s h o w s o m e i n t e r e s t i n g t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s o f b o t h o f

t h e s e d e c o m p o s i t i o n s . M o r e p r e c i s e l y , f o r F E T A , w e a n a l y z e t h e s e c o n d -

o r d e r c a s e a n d s h o w t h a t i t i s i d e n t i fi a b l e u p t o t h e c h o i c e o f t h e c o n t e x t -

i n d e p e n d e n t u t i l i t y t e r m . W e w i l l a l s o s h o w t h a t t h e s e c o n d - o r d e r F E T A

m o d e l i s u l t i m a t e l y l i m i t e d i n e x p r e s s i v e n e s s ( i . e . , t h e r e e x i s t s o m e c h o i c e

f u n c t i o n s , w h i c h i t c a n n o t r e p r e s e n t ) . A s f o r F A T E , w e p r o v e t h a t t h e m o d e l

i s fl e x i b l e e n o u g h t o r e p r e s e n t a n y c h o i c e f u n c t i o n . T h i s fl e x i b i l i t y , h o w e v e r ,

c o m e s a t t h e e x p e n s e o f i d e n t i fi a b i l i t y , w h i c h i s n o l o n g e r s a t i s fi e d f o r t h i s

m o d e l .

5.3.1. First Evaluate Then Aggregate (FETA)

A s w e h a v e p r e v i o u s l y s k e t c h e d , o u r g o a l w i l l b e t o d e c o m p o s e t h e g e n e r a l i z e d

u t i l i t y f u n c t i o n ( 5 . 1 ) i n t o a s u m o f s u b - u t i l i t i e s , e v a l u a t e d o n c o n t e x t s o f

v a r y i n g s i z e s . W e w i l l d e n o t e t h e c o n t e x t s i z e b y 𝑘. A s a n e x a m p l e , a c o n t e x t

s i z e o f 2 w o u l d m e a n t h a t t h e s u b - u t i l i t y o f a n o b j e c t 𝒙 i s e v a l u a t e d i n t h e

p r e s e n c e o f 2 o t h e r o b j e c t s . F o r m a l l y , w e w i l l d e fi n e s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s u 0 , s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s

… , u 𝐾 o f t h e f o r m u 0 ∶ 𝒳 ⟶ ℝ a n d

u 𝑘 ∶ 𝐷𝑘 ⟶ ℝ, 𝐷𝑘 ≔ {(𝒙,𝐴) ∶ 𝒙 ∈ 𝒳 a n d 𝐴 ⊆ 𝒳 ⧵ {𝒙} w i t h |𝐴| = 𝑘}

w h e r e 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝐾 ≤ |𝑄|. T o i l l u s t r a t e , a s s u m e w e h a v e 𝒳 = {𝒙, 𝒚, 𝒛},
t h e n u 0(𝒙) = 1 w o u l d e x p r e s s t h a t t h e l a t e n t u t i l i t y o f o b j e c t 𝒙 i s 1. W i t h

u 2(𝒙, {𝒚, 𝒛}) = −0.1 w e c o u l d e x p r e s s t h a t t h e u t i l i t y o f 𝒙 i s d e c r e a s e d b y 0.1, i f
o b j e c t s 𝒚 a n d 𝒛 a r e p r e s e n t . N o w w e c a n r e p r e s e n t ( 5 . 1 ) a s a n a g g r e g a t i o n

u (𝒙, 𝑄) ≔ u 0(𝒙) +
𝐾
∑
𝑘=1

u 𝑘(𝒙, 𝑄), ( 5 . 7 )

w i t h u 𝑘(𝒙, 𝑄) b e i n g t h e a v e r a g e o v e r a l l s u b - u t i l i t i e s u 𝑘(𝒙, 𝑄′) f o r s u b s e t s 𝑄′ o f

𝑄 ⧵ {𝒙} c o n s i s t i n g o f 𝑘 d i s t i n c t e l e m e n t s :

u 𝑘(𝒙, 𝑄) =
1

(|𝑄|𝑘 ) − (|𝑄|−1𝑘−1 )
∑

𝑄′⊆𝑄⧵{𝒙}∶ |𝑄′|=𝑘
u 𝑘(𝒙, 𝑄′) .
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I t s h o u l d b e p o i n t e d o u t t h a t t h e s u b s e t s 𝑄′ a r e n o t r e s t r i c t e d t o b e v a l i d

p r e f e r e n c e t a s k s ( i . e . , 𝑄′ ∈ ℚ) . T h e s u m i s a l w a y s t a k e n w i t h r e s p e c t t o a l l 𝑘-
s i z e d s u b s e t s 𝑄′ o f 𝑄⧵{𝒙} a n d s h o u l d b e c o n s i d e r e d a s u m o v e r a l l c o n t r i b u t i o n s

t o t h e u t i l i t y t h e o t h e r o b j e c t s h a v e . T h u s w e c a n t h i n k o f u 𝑘(𝒙, 𝑄′) a s a m e a s u r e

t o w h i c h e x t e n t a n o b j e c t 𝒙 i s p r e f e r r e d i f e v a l u a t e d i n t h e c o n t e x t o f o b j e c t s

𝑄′ . T h e n u 𝑘(𝒙, 𝑄) i s a n i n d i c a t o r o f h o w m u c h 𝒙 i s o n a v e r a g e v a l u e d w h e n i n

t h e c o n t e x t o f 𝑘 d i s t i n c t e l e m e n t s f r o m 𝑄 ⧵ {𝒙}. F i n a l l y , w e c a l l u d e fi n e d i n

( 5 . 7 ) t h e F E T A u t i l i t y f u n c t i o n w i t h s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s u 0, … , u 𝐾 a n d d e n o t e i t

b y u
u 0,…,u 𝐾
F E T A

.

R e c a l l t h a t t h e m a i n i n c e n t i v e o f t h e d e c o m p o s i t i o n i s t o m a k e t h e c o m p u -

t a t i o n o f t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n ( 5 . 1 ) f e a s i b l e . R e p l a c i n g i t w i t h a n

e x p o n e n t i a l n u m b e r o f s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s , i t m a y a p p e a r t h a t w e h a v e n o t

g a i n e d a n y t h i n g . T h e m a i n m o t i v a t i o n b e h i n d t h e a b o v e d e c o m p o s i t i o n , h o w -

e v e r , i s t h a t w e g a i n c o n t r o l o v e r t h e o r d e r 𝐾 + 1, u p t o w h i c h d e p e n d e n c i e s

a n d i n t e r a c t i o n e f f e c t s c a n o c c u r . T o g a i n i n s i g h t i n t o t h e c o n c e p t o f “ o r d e r ”

i n t h i s c o n t e x t , e x a m i n e t h e fi r s t - o r d e r m o d e l , w h i c h i s r e p r e s e n t e d b y 𝐾 = 0.
T h i s m o d e l s i m p l i fi e s t o u 0(𝒙) a n d , t h e r e f o r e , o n l y a c c o u n t s f o r t h e i n h e r e n t

u t i l i t y o f e a c h o b j e c t . I n c o n t r a s t , a s e c o n d - o r d e r m o d e l , r e p r e s e n t e d b y 𝐾 = 1,
i n t r o d u c e s p a i r w i s e t e r m s . A s a r e s u l t , i t c a n m o r e c l o s e l y a p p r o x i m a t e t h e

g e n e r a l i z e d u t i l i t y m o d e l b e c a u s e i t c o n s i d e r s t h e i m m e d i a t e r e l a t i o n s h i p s b e -

t w e e n o b j e c t s i n a d d i t i o n t o t h e i r i n h e r e n t u t i l i t y . W i t h c o n t r o l o v e r t h e o r d e r

o f F E T A , w e a r e a b l e t o fi n d t h e r i g h t l e v e l o f fl e x i b i l i t y f o r t h e p r e f e r e n c e

d a t a a t h a n d . I n S e c t i o n 5 . 3 . 1 . 1 , w e w i l l f u r t h e r i n v e s t i g a t e t h e p r o p e r t i e s o f

t h e s e c o n d - o r d e r F E T A m o d e l .

5.3.1.1. Pairwise Approximation of FETA

F o l l o w i n g o u r e a r l i e r d i s c u s s i o n , w e k n o w t h a t t h e g e n e r a l F E T A - d e c o m p o s i t i o n

( 5 . 7 ) i s o v e r l y fl e x i b l e a n d c o m p u t a t i o n a l l y i n f e a s i b l e d u e t o t h e e x p o n e n t i a l

n u m b e r o f s u b - u t i l i t i e s . T h e r e f o r e , o u r g o a l i s t o r e s t r i c t t h e o r d e r o f t h e

m o d e l t o m a k e i t m o r e t r a c t a b l e a n d t o fi n d a s u i t a b l e i n d u c t i v e b i a s f o r t y p i c a l

p r e f e r e n c e d a t a . I t i s r e a s o n a b l e t o a s s u m e t h a t m o s t d e p e n d e n c i e s b e t w e e n

o b j e c t s a r e c a p t u r e d b y l o w e r - o r d e r i n t e r a c t i o n s , w i t h d i m i n i s h i n g r e t u r n s a s

t h e o r d e r o f F E T A i n c r e a s e s .

F o r t h i s r e a s o n , w e s t u d y t h e s p e c i a l c a s e 𝐾 = 1, w h i c h c a n b e s e e n a s a

s e c o n d - o r d e r a p p r o x i m a t i o n t o t h e m o r e g e n e r a l F E T A m o d e l ( 5 . 7 ) a n d t h e

g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n ( 5 . 1 ) . C o n s e q u e n t l y , f o r a F E T A m o d e l u
(u 0,u 1)
F E T A

w e n e e d t h e s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s u 0 ∶ 𝒳 ⟶ ℝ a n d u 1 ∶ 𝐷1 ⟶ ℝ a n d t h e

F E T A u t i l i t y f u n c t i o n t h e n s i m p l i fi e s t o

u (𝒙, 𝑄) = u 0(𝒙) +
1

|𝑄| − 1 ∑𝒚∈𝑄⧵{𝒙}
u 1(𝒙, {𝒚}) . ( 5 . 8 )

T h e v a l u e u 0(𝒙) c a n b e s e e n a s a k i n d o f i n h e r e n t , c o n t e x t - i n d e p e n d e n t u t i l i t y

o f 𝒙, w h e r e a s t h e s c o r e s u 1(𝒙, {𝒚}), 𝒚 ∈ 𝑄⧵{𝒙}, s e r v e a s “ c o r r e c t i o n s ” o f t h i s u t i l -

i t y i n t h e c o n t e x t o f t h e t a s k 𝑄. T o s e e h o w t h i s s i m p l e p a i r w i s e d e c o m p o s i t i o n

c a n a c h i e v e a c o n t e x t - d e p e n d e n t u t i l i t y f u n c t i o n , c o n s i d e r E x a m p l e 5 . 3 . 1 . A s

p r e v i o u s l y m e n t i o n e d , t h e c o n t e x t - d e p e n d e n t r a n d o m u t i l i t y m o d e l ( C D M )

p r o p o s e d b y S e s h a d r i e t a l . [ S P U 1 9 ] i s a s i m i l a r a p p r o x i m a t i o n , b u t i n s t e a d

o f a v e r a g i n g t h e t a s k c o n t e x t , t h e a u t h o r s s u m u p a l l u t i l i t i e s a n d i m p o s e

s u m - t o - z e r o c o n s t r a i n t s t o g u a r a n t e e i d e n t i fi a b i l i t y .
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Example 5.3.1 ( F E T A : C o n t e x t - d e p e n d e n c e ) A s a s i m p l e i l l u s t r a t i o n ,

s u p p o s e 𝒳 t o c o n s i s t o f 4 e l e m e n t s 𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅 ∈ ℝ𝑑 , l e t ℚ = 2𝒳 ⧵ {∅} a n d u

b e t h e F E T A u t i l i t y f u n c t i o n w i t h s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s u 0, u 1 d e fi n e d a s

f o l l o w s :

u 0(⋅) u 1(⋅, 𝒂) u 1(⋅, 𝒃) u 1(⋅, 𝒄) u 1(⋅, 𝒅)

𝒂 −0.8 — 1.2 0.8 0.0
𝒃 −0.7 0.0 — 1.2 1.4
𝒄 −0.7 0.6 0.0 — 0.2
𝒅 −0.8 1.0 0.0 0.8 —

T h e n , t h e u t i l i t i e s f o r t h e t a s k s {𝒂, 𝒃, 𝒄} a n d {𝒂, 𝒃, 𝒅} a r e g i v e n a s

u (⋅, {𝒂, 𝒃, 𝒄}) u (⋅, {𝒂, 𝒃, 𝒅})

𝒂 0.2 −0.2
𝒃 −0.1 0.0
𝒄 −0.4 —

𝒅 — −0.3

F o r t h e t a s k {𝒂, 𝒃, 𝒄} t h e i t e m 𝒂 h a s a h i g h e r u t i l i t y s c o r e t h a n 𝒃, w h e r e a s 𝒃
i s p r e f e r r e d o v e r 𝒂 f o r t h e t a s k {𝒂, 𝒃, 𝒅}, i . e . , t h e p r e f e r e n c e b e t w e e n 𝒂 a n d

𝒃 c h a n g e s d e p e n d i n g o n w h e t h e r t h e t h i r d i t e m i n t h e t a s k s e t i s 𝒄 o r 𝒅.

W e w i l l n o w m o v e o n t o a n a l y z i n g i n t e r e s t i n g p r o p e r t i e s o f t h e p a i r w i s e F E T A

m o d e l u
(u 0,u 1)
F E T A

. M o r e p r e c i s e l y , w e a r e g o i n g t o l o o k a t t h e i d e n t i fi a b i l i t y o f

t h e s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s a n d t h e e x p r e s s i v i t y o f t h e a p p r o x i m a t i o n .

5.3.1.2. Theoretical Properties of the pairwise FETA model

A n i m p o r t a n t p r o p e r t y o f s t a t i s t i c a l m o d e l s i s i d e n t i fi a b i l i t y [ W P 9 7 ] . I t r e f e r s i d e n t i fi a b i l i t y

t o t h e a b i l i t y t o d e t e r m i n e t h e p a r a m e t e r s o f a s t a t i s t i c a l m o d e l f r o m d a t a

u n i q u e l y . I f i d e n t i fi a b i l i t y i s v i o l a t e d , i t c a n l e a d t o a n u m b e r o f p r o b l e m s ,

s u c h a s u n r e l i a b l e p a r a m e t e r e s t i m a t e s . A s f o r t h e F E T A m o d e l u
(u 0,u 1)
F E T A

, w e

w i l l n o w s e e t h a t i t i s i d e n t i fi a b l e u p t o t h e c h o i c e o f u 0 .

Proposition 5.3.2 S u p p o s e |𝒳| ≥ 4 a n d 𝒬 t o b e s u c h t h a t f o r a n y d i s t i n c t

𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝒳 t h e r e i s s o m e 𝑄 ∈ 𝒬 w i t h {𝒙, 𝒚} ⊆ 𝑄 ∌ 𝒛. L e t u 0, ̃u 0 ∶ 𝒳 → ℝ a n d

u 1, ̃u 1 ∶ 𝐷1 → ℝ b e a r b i t r a r y . T h e n , w e h a v e u
(u 0,u 1)
F E T A

= u
( ̃u 0, ̃u 1)
F E T A

i f a n d o n l y i f

∀𝒙 ∈ 𝒳, ∀𝒚 ∈ 𝒳 ⧵ {𝒙}∶ ̃u 1(𝒙, {𝒚}) = u 1(𝒙, {𝒚}) − ̃u 0(𝒙) + u 0(𝒙).

P r o o f . T h e c o n v e r s e i m p l i c a t i o n ⇐ i s c l e a r , s i n c e

̃u 1(𝒙, {𝒚}) + ̃u 0(𝒙) = u 1(𝒙, {𝒚}) + u 0(𝒙)

h o l d s f o r a l l p a i r s o f d i s t i n c t p a i r s 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳. I n o r d e r t o p r o v e t h e r e m a i n i n g

i m p l i c a t i o n ⇒, s u p p o s e t h a t u
(u 0,u 1)
F E T A

= u
( ̃u 0, ̃u 1)
F E T A

.

Claim 5.3.2.1 F o r a n y d i s t i n c t 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝒳 w e h a v e

u 1(𝒙, {𝒚}) − u 1(𝒙, {𝒛}) = ̃u 1(𝒙, {𝒚}) − ̃u 1(𝒙, {𝒛}).
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P r o o f . F o r a r b i t r a r y 𝑄, 𝑄′ ⊆ 𝒳 w i t h |𝑄| = |𝑄′|, {𝒙, 𝒚} ⊆ 𝑄 ∌ 𝒛 a n d {𝒙, 𝒛} ⊆ 𝑄′ ∌ 𝒚
w e h a v e

u
(u 0,u 1)
F E T A

(𝒙, 𝑄) − u
(u 0,u 1)
F E T A

(𝒙, 𝑄′) = 1
|𝑄| − 1 (

u 1(𝒙, {𝒚}) − u 1(𝒙, {𝒛})) .

S i n c e t h i s h o l d s f o r a r b i t r a r y (u 0, u 1) ( a n d t h u s a l s o f o r ( ̃u 0, ̃u 1)) , C l a i m 5 . 3 . 2 . 1

f o l l o w s .

N o w , l e t 𝒙0 ∈ 𝒳 b e fi x e d f o r t h e m o m e n t a n d d e fi n e 𝑏∶ 𝒳 → ℝ v i a

𝑏(𝒙) ≔ {
̃u 0(𝒙) − u 0(𝒙), i f 𝒙 = 𝒙0,

u 1(𝒙, {𝒙0}) − ̃u 1(𝒙, {𝒙0}), i f 𝒙 ≠ 𝒙0.

A c c o r d i n g t o C l a i m 5 . 3 . 2 . 1 w e h a v e f o r a n y d i s t i n c t 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳⧵{𝒙0} t h e i d e n t i t y

̃u 1(𝒙, {𝒚}) = u 1(𝒙, {𝒚}) − (u 1(𝒙, {𝒙0}) − ̃u 1(𝒙, {𝒙0})) = u 1(𝒙, {𝒚}) − 𝑏(𝒙).

M o r e o v e r , t h e d e fi n i t i o n o f 𝑏 a s s u r e s t h a t ̃u 1(𝒙, {𝒙0}) = u 1(𝒙, {𝒙0}) − 𝑏(𝒙) h o l d s

f o r a n y 𝒙 ≠ 𝒙0 , i . e . , 𝑏 a l r e a d y f u l fi l l s

∀𝒙 ∈ 𝒳 ⧵ {𝒙0}∶ ∀𝒚 ∈ 𝒳 ⧵ {𝒙}∶ ̃u 1(𝒙, {𝒚}) = u 1(𝒙, {𝒚}) − 𝑏(𝒙). ( 5 . 9 )

F o r 𝒙 ∈ 𝒳⧵ {𝒙0} w e m a y c h o o s e a q u e r y s e t 𝑄 ⊆ 𝒳⧵ {𝒙0} a n d t h e n ( 5 . 9 ) a s s u r e s

u s

̃u 0(𝒙) − u 0(𝒙)

= u
( ̃u 0, ̃u 1)
F E T A

(𝒙, 𝑄) − u
(u 0,u 1)
F E T A

(𝒙, 𝑄)

+ 1
|𝑄| − 1 ∑𝒚∈𝑄⧵{𝒙}

(u 1(𝒙, {𝒚}) − ̃u 1(𝒙, {𝒚}))

= 1
|𝑄| − 1 ∑𝒚∈𝑄⧵{𝒙}

(u 1(𝒙, {𝒚}) − ̃u 1(𝒙, {𝒚}))

= 1
|𝑄| − 1 ∑𝒚∈𝑄⧵{𝒙}

𝑏(𝒙)

= 𝑏(𝒙).

S i n c e ̃u 0(𝒙0) = u 0(𝒙0) + 𝑏(𝒙0) h o l d s b y d e fi n i t i o n o f 𝑏, w e t h u s h a v e s h o w n

∀𝒙 ∈ 𝒳∶ 𝑏(𝒙) = ̃u 0(𝒙) − u 0(𝒙). ( 5 . 1 0 )

W i t h r e g a r d t o ( 5 . 9 ) i t r e m a i n s t o s h o w

∀𝒚 ∈ 𝒳 ⧵ {𝒙0}∶ ̃u 1(𝒙0, {𝒚}) = u 1(𝒙0, 𝒚) − 𝑏(𝒙0). ( 5 . 1 1 )

F o r t h i s , n o t e t h a t t h e s a m e a r g u m e n t a t i o n a s b e f o r e w i t h 𝒙0 r e p l a c e d b y s o m e

a r b i t r a r y 𝒙1 ∈ 𝒳 ⧵ {𝒙0} s h o w s u s t h a t 𝑏 a l s o f u l fi l l s ( 5 . 9 ) w i t h 𝒙0 r e p l a c e d b y

𝒙1 . I n p a r t i c u l a r , ( 5 . 1 1 ) h o l d s . C o m b i n i n g ( 5 . 9 ) , ( 5 . 1 0 ) a n d ( 5 . 1 1 ) c o m p l e t e s

t h e p r o o f .

I n t u i t i v e l y , w e p r o v e d t h a t i f w e k n o w t h a t t w o m o d e l s o u t p u t t h e s a m e

u t i l i t i e s u
(u 0,u 1)
F E T A

= u
( ̃u 0, ̃u 1)
F E T A

, t h e n w e c a n fi n d a c o n s t a n t 𝑏(𝒙) f o r e a c h o b j e c t

𝒙 ∈ 𝒳 t h a t s p e c i fi e s t h e d i f f e r e n c e s f o r u 0 , ̃u 0 a n d u 1 , ̃u 1 . F o r e x a m p l e , i f w e

a r e g i v e n u 0 a n d w e w a n t ̃u 0(𝒙) t o b e 5 h i g h e r , w e n e e d t o d e c r e a s e ̃u 1(𝒙, ⋅)
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b y t h e s a m e a m o u n t ( w h e n c o m p a r e d t o u 1(𝒙, ⋅)) . F i n a l l y , w e c a n r e s t a t e

P r o p o s i t i o n 5 . 3 . 2 i n t e r m s o f i n j e c t i v i t y a s f o l l o w s :

Corollary 5.3.3 S u p p o s e 𝒳 a n d 𝒬 a r e a s i n P r o p o s i t i o n 5 . 3 . 2 a n d l e t u 0 ∶ 𝒳 →
ℝ b e fi x e d . T h e n , t h e m a p p i n g u 1 ↦ u

(u 0,u 1)
F E T A

i s i n j e c t i v e .

Expressiveness of pairwise FETA A n o t h e r i n t e r e s t i n g t h e o r e t i c a l q u e s t i o n

c o n c e r n s t h e e x p r e s s i v e n e s s o f t h e F E T A d e c o m p o s i t i o n . W e w i l l t a k e a c l o s e r e x p r e s s i v e n e s s

l o o k a t c h o i c e f u n c t i o n s o f t h e f o r m 𝑐∶ ℚ → 𝒞 n o w . T h e s p a c e o f a l l p o s s i b l e

c h o i c e f u n c t i o n s i s v a s t , a n d t h i s r a i s e s t h e q u e s t i o n , i f o u r F E T A m o d e l i s

a b l e t o e x p r e s s t h e m a l l . A s w e i n t r o d u c e d i n ( 5 . 2 ) a n d ( 5 . 3 ) , w e a r e a b l e t o

c r e a t e a c h o i c e f u n c t i o n b y s e l e c t i n g c e r t a i n o b j e c t s b a s e d o n t h e i r u t i l i t i e s . F o r

e x a m p l e , l e t 𝑐 b e a n a r b i t r a r y c h o i c e f u n c t i o n , t h e n w e m a y w a n t t o k n o w i f

t h e r e e x i s t s a c h o i c e f u n c t i o n 𝑐̂(⋅) ≔ 𝐶 𝑡
s u b s e t

(u u 0,u 1
F E T A

, ⋅) w h i c h p r o d u c e s t h e s a m e

c h o i c e s a s 𝑐, i . e . , 𝑐(𝑄) = 𝑐̂(𝑄) f o r a l l t a s k s 𝑄 ∈ ℚ.

G i v e n t h a t t h e p a i r w i s e F E T A m o d e l ( 5 . 8 ) d o e s n o t i n c o r p o r a t e h i g h e r - o r d e r

i n t e r a c t i o n s b e t w e e n o b j e c t s a s c o m p a r e d t o t h e g e n e r a l F E T A m o d e l ( 5 . 7 ) . W e

w o u l d , t h e r e f o r e , h y p o t h e s i z e t h a t i t s e x p r e s s i v e n e s s i s l i m i t e d . T h e f o l l o w i n g

r e s u l t s h o w s t h a t t h e d e c o m p o s i t i o n i n t o p a i r w i s e u t i l i t i e s i s a r e s t r i c t i o n o n

t h e n u m b e r o f c h o i c e f u n c t i o n s w e c a n r e p r e s e n t . M o r e s p e c i fi c a l l y , w e c a n

c o n s t r u c t a c o u n t e r e x a m p l e w i t h 7 o b j e c t s .

Proposition 5.3.4 I f |𝒳| ≥ 7, n o t e v e r y s i n g l e t o n c h o i c e f u n c t i o n o n 𝒳 c a n

b e e x p r e s s e d v i a t h e s e c o n d - o r d e r F E T A m o d e l . M o r e p r e c i s e l y : F o r d i s t i n c t

𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒙, 𝒚, 𝒙′, 𝒚′ ∈ 𝒳 t h e r e d o n o t e x i s t s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s u 0 ∶ 𝒳 → ℝ,

u 1 ∶ 𝐷1 → ℝ a n d 𝑡 ∈ ℝ s u c h t h a t t h e c h o i c e f u n c t i o n 𝑐∶ ℚ → 𝒞 d e fi n e d e i t h e r

v i a 𝑐(⋅) ≔ 𝐶
s i n g l e t o n

(u u 0,u 1
F E T A

, ⋅) o r v i a 𝑐(⋅) ≔ 𝐶 𝑡
s u b s e t

(u u 0,u 1
F E T A

, ⋅) f u l fi l l s

𝑐({𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒙}) = {𝒂}, 𝑐({𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒚}) = {𝒂}, 𝑐({𝒂, 𝒃, 𝒙, 𝒚}) = {𝒃},
( 5 . 1 2 )

𝑐({𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒙′}) = {𝒃}, 𝑐({𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒚′}) = {𝒃}, 𝑐({𝒂, 𝒃, 𝒙′, 𝒚′}) = {𝒂}.
( 5 . 1 3 )

P r o o f . W e p r o v e t h e s t a t e m e n t i n d i r e c t l y . T o t h i s e n d , fi x d i s t i n c t 𝒂, 𝒃, 𝒄,
𝒙, 𝒚, 𝒙′ , 𝒚′ ∈ 𝒳 a n d a s s u m e t h e r e w e r e s o m e u 0, u 1 a n d 𝑡 ∈ ℝ s u c h t h a t 𝑐
d e fi n e d e i t h e r v i a 𝑐(⋅) ≔ 𝐶

s i n g l e t o n
(u u 0,u 1

F E T A
, ⋅) o r v i a 𝑐(⋅) ≔ 𝐶 𝑡

s u b s e t
(u u 0,u 1

F E T A
, ⋅)

f u l fi l l s b o t h ( 5 . 1 2 ) a n d ( 5 . 1 3 ) . W i t h t h e c o n v e n i e n t a b b r e v i a t i o n s 𝑢𝒓 ≔ u 0(𝒓)
a n d 𝑢𝒓,𝒔 ≔ u 1(𝒓, {𝒔}), t h e f o l l o w i n g c o n s t r a i n t s f o r ( 5 . 8 ) i m m e d i a t e l y f o l l o w

f r o m ( 5 . 1 2 ) :

𝑢𝒂 +
1
3 (

𝑢𝒂,𝒃 + 𝑢𝒂,𝒄 + 𝑢𝒂,𝒙) > 𝑢𝒃 +
1
3 (

𝑢𝒃,𝒂 + 𝑢𝒃,𝒄 + 𝑢𝒃,𝒙) ,

𝑢𝒂 +
1
3 (

𝑢𝒂,𝒃 + 𝑢𝒂,𝒄 + 𝑢𝒂,𝒚) > 𝑢𝒃 +
1
3 (

𝑢𝒃,𝒂 + 𝑢𝒃,𝒄 + 𝑢𝒃,𝒚) ,

𝑢𝒃 +
1
3 (

𝑢𝒃,𝒂 + 𝑢𝒃,𝒙 + 𝑢𝒃,𝒚) > 𝑢𝒂 +
1
3 (

𝑢𝒂,𝒃 + 𝑢𝒂,𝒙 + 𝑢𝒂,𝒚) .
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S u m m i n g u p t h e fi r s t t w o i n e q u a l i t i e s a n d t h e n a p p l y i n g t h e t h i r d o n e y i e l d s

2𝑢𝒂 +
1
3 (

2𝑢𝒂,𝒃 + 2𝑢𝒂,𝒄 + 𝑢𝒂,𝒙 + 𝑢𝒂,𝒚)

> 𝑢𝒃 +
1
3 (

𝑢𝒃,𝒂 + 𝑢𝒃,𝒙 + 𝑢𝒃,𝒚) + 𝑢𝒃 +
1
3 (

𝑢𝒃,𝒂 + 2𝑢𝒃,𝒄)

> 𝑢𝒂 +
1
3 (

𝑢𝒂,𝒃 + 𝑢𝒂,𝒙 + 𝑢𝒂,𝒚) + 𝑢𝒃 +
1
3 (

𝑢𝒃,𝒂 + 2𝑢𝒃,𝒄) ,

f r o m w h i c h w e o b t a i n v i a s u b t r a c t i n g c o m m o n t e r m s

𝑢𝒂 +
1
3 (

𝑢𝒂,𝒃 + 2𝑢𝒂,𝒄) > 𝑢𝒃 +
1
3 (

𝑢𝒃,𝒂 + 2𝑢𝒃,𝒄) . ( 5 . 1 4 )

E x a c t l y t h e s a m e a r g u m e n t a t i o n ( w i t h t h e r o l e s o f 𝒂 a n d 𝒃 i n t e r c h a n g e d a n d 𝒙
r e s p . 𝒚 r e p l a c e d b y 𝒙′ r e s p . 𝒚′ ) l e t s u s i n f e r f r o m ( 5 . 1 3 )

𝑢𝒃 +
1
3 (

𝑢𝒃,𝒂 + 2𝑢𝒃,𝒄) > 𝑢𝒂 +
1
3 (

𝑢𝒂,𝒃 + 2𝑢𝒂,𝒄) ,

w h i c h c o n t r a d i c t s ( 5 . 1 4 ) . T h i s c o m p l e t e s t h e p r o o f .

I t i s i m p o r t a n t t o n o t e h e r e t h a t l i m i t e d e x p r e s s i v i t y h a s s e v e r a l p o t e n t i a l a d -

v a n t a g e s . H i g h e x p r e s s i v i t y , o r t h e c a p a c i t y o f t h e u n d e r l y i n g h y p o t h e s i s s p a c e ,

c a n l e a d t o o v e r fi t t i n g a n d , t h e r e f o r e , p o o r g e n e r a l i z a t i o n . H o w e v e r , e v e n

m o r e i m p o r t a n t l y , a h i g h e r - o r d e r m o d e l c a n m i s r e p r e s e n t t h e w a y h u m a n s

e x p r e s s p r e f e r e n c e s . H u m a n s r e l y o n a b s o l u t e e v a l u a t i o n s a n d p a i r w i s e c o m -

p a r i s o n s r a t h e r t h a n c o n s i d e r i n g c o m p l e x , h i g h e r - o r d e r i n t e r a c t i o n s [ T r u 2 2 ] .

A s t h e n u m b e r o f o b j e c t s , |𝑄|, i n c r e a s e s , e x p e c t i n g i n d i v i d u a l s t o a c c o u n t f o r

t h e s e i n t e r a c t i o n s i m p o s e s a s i g n i fi c a n t c o g n i t i v e l o a d . W e a l s o k n o w f r o m

e x p e r i m e n t s t h a t c o n t e x t e f f e c t s a r e l e s s p r o n o u n c e d w i t h l e s s d e l i b e r a t i o n

t i m e [ P e t 1 2 ; C C 1 9 ] . T h u s , a m o d e l t h a t a l i g n s w i t h s i m p l e r , m o r e i n t u i t i v e

h u m a n d e c i s i o n - m a k i n g p r o c e s s e s m a y b e m o r e e f f e c t i v e a n d r e a l i s t i c .

O v e r a l l , w e e x p e c t F E T A t o w o r k w e l l f o r a l l c h o i c e f u n c t i o n s t h a t ( a p p r o x -

i m a t e l y ) d e c o m p o s e i n t o a p a i r w i s e r e l a t i o n b e t w e e n o b j e c t s . I f w e w a n t t o

i n c r e a s e t h e e x p r e s s i v e n e s s o f t h e m o d e l , w e c a n i n c r e a s e t h e o r d e r 𝐾 + 1 o f

t h e m o d e l b u t i n c u r a n i n c r e a s e d c o m p u t a t i o n a l b u r d e n d u e t o t h e e x p o n e n t i a l

g r o w t h o f t h e n u m b e r o f c o n t e x t s w e h a v e t o e v a l u a t e . N a t u r a l l y , t h i s l e a d s t o

t h e q u e s t i o n o f w h e t h e r i t i s p o s s i b l e t o i n c o r p o r a t e m o r e o f t h e s e t - b a s e d c o n -

t e x t w i t h o u t u l t i m a t e l y i n c r e a s i n g c o m p u t a t i o n a l c o m p l e x i t y . T h i s q u e s t i o n

m o t i v a t e d o u r o t h e r d e c o m p o s i t i o n c a l l e d F A T E .

5.3.1.3. Related Models

I n t h e c o n t e x t o f m a r k e t s h a r e m o d e l i n g , B a t s e l l a n d P o l k i n g [ B P 8 5 ] p r o p o s e

a d e c o m p o s i t i o n o f t h e m a r k e t s h a r e o f p r o d u c t s a c r o s s s u b s e t s . T h e i r i d e a i s

t o u s e l o g - o d d s r a t i o s

𝛽𝑄𝒙𝒚 = l o g (
𝑝𝑄(𝒙)

𝑝𝑄(𝒚)
)

a s t h e i r m a i n b u i l d i n g b l o c k s a n d s h o w t h a t t h e y c a n b e d e c o m p o s e d i n t o t h e

s u m

𝛽𝑄𝒙𝒚 = ∑
𝑄′⊆𝑄⧵{𝒙,𝒚}

𝛼𝑄
′

𝒙𝒚 .
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A s a n e x a m p l e , l e t 𝑄 = {𝒙, 𝒚, 𝒛}, t h e n 𝛽𝑄𝒙𝒚 = 𝛼∅𝒙𝒚 + 𝛼 {𝒛}𝒙𝒚 . H e r e 𝛼∅𝒙𝒚 c a n b e

i n t e r p r e t e d a s t h e b a s e l o g - o d d s r a t i o b e t w e e n 𝒙 a n d 𝒚, w h i l e 𝛼 {𝒛}𝒙𝒚 m e a s u r e s

h o w t h e l o g - o d d s r a t i o i s a d j u s t e d , i f 𝒛 i s p r e s e n t . B a t s e l l a n d P o l k i n g f u r t h e r

s h o w t h a t t h e r e e x i s t s a s e t o f e q u i v a l e n t p a r a m e t e r s o f t h e f o r m 𝑠𝑄
′

𝒙 , s u c h t h a t

t h e p r o b a b i l i t i e s c a n b e e x p r e s s e d a s

𝑝𝑄(𝒙) =
∏𝑄′⊆𝑄 e x p (𝑠𝑄

′
𝒙 )

∑𝒚∈𝑄∏𝑄′⊆𝑄 e x p (𝑠𝑄
′

𝒚 )
.

W e c a n s e e t h a t t h e s e t e r m s 𝑠𝑄
′

𝒙 a r e c o n c e p t u a l l y s i m i l a r t o o u r s u b - u t i l i t i e s

u 𝑘(𝒙, 𝑄′), w i t h t h e m a i n d i f f e r e n c e b e i n g t h a t t h e y a r e e q u a l l y w e i g h t e d t o

p r o d u c e t h e fi n a l p r o b a b i l i t y w h i l e w e d o t h e a f o r e m e n t i o n e d a v e r a g i n g f o r

e a c h c o n t e x t s i z e .

S e s h a d r i e t a l . [ S P U 1 9 ] t h e n b u i l d o n t h i s g e n e r a l m o d e l t o d e fi n e t h e i r C D M .

S i m i l a r t o t h e m o d e l w e w i l l a n a l y z e i n S e c t i o n 5 . 3 . 1 . 1 , i t i s a p a i r w i s e a p p r o x -

i m a t i o n t o t h e g e n e r a l u t i l i t y m o d e l . B o t h B a t s e l l a n d P o l k i n g [ B P 8 5 ] a n d

S e s h a d r i e t a l . [ S P U 1 9 ] a s s u m e v a r i o u s s u m - t o - z e r o c o n s t r a i n t s t o m a k e t h e

m o d e l i d e n t i fi a b l e . T h e s e a r e n o l o n g e r a n o p t i o n w h e n w e a s s u m e 𝒳 t o b e

i n fi n i t e o r i f w e w a n t t o g e n e r a l i z e t o p r e v i o u s l y u n s e e n o b j e c t s .

5.3.2. First Aggregate Then Evaluate (FATE)

R e c a l l t h a t o u r o v e r a l l g o a l i s s t i l l t o fi n d s u i t a b l e d e c o m p o s i t i o n s o f t h e g e n e r -

a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n ( 5 . 1 ) . D e c o m p o s i n g t h e f u n c t i o n i n t o a n a g g r e g a t i o n

o f s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s h a s b e e n a f r u i t f u l e n d e a v o r , b u t w e h a v e s e e n t h a t

w i t h i n c r e a s i n g o r d e r , t h e c o m p u t a t i o n q u i c k l y b e c o m e s i n f e a s i b l e . I d e a l l y , w e

w o u l d h a v e a u t i l i t y f u n c t i o n , w h i c h w e o n l y h a v e t o e v a l u a t e o n c e f o r e a c h

o b j e c t 𝒙 i n a g i v e n p r e f e r e n c e t a s k 𝑄, w h i l e s t i l l t a k i n g t h e t a s k c o n t e x t i n t o

a c c o u n t
6
. A s t h e t i t l e o f t h i s s e c t i o n s u g g e s t s , t h e g o a l w i l l b e t o fi r s t a g g r e g a t e 6 : S i n c e fi r s t - o r d e r F E T A f u l fi l l s t h e f o r -

m e r b u t d o e s n o t t a k e i n t o a c c o u n t t h e t a s k

c o n t e x t .

t h e t a s k c o n t e x t , a s g i v e n b y 𝑄, i n t o a c o n t e x t v e c t o r ( o f c o n s t a n t s i z e ) . T h e

c o n t e x t v e c t o r c a n b e t h o u g h t o f a s a r e p r e s e n t a t i o n o f t h e e s s e n t i a l f e a t u r e s o f

t h e c o m p l e t e i n p u t s e t 𝑄. T h e n , e a c h o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑄 i s e v a l u a t e d i n t h e p r e s e n c e

o f t h e c o n t e x t f e a t u r e t o a r r i v e a t t h e fi n a l u t i l i t y .

T h e fi r s t i n g r e d i e n t w e n e e d i s a n e m b e d d i n g f u n c t i o n 𝜙, w h i c h m a p s f r o m

t h e o b j e c t s p a c e 𝒳 t o a n 𝑚- d i m e n s i o n a l e m b e d d i n g s p a c e 𝒵 ⊆ ℝ. T h e p r i m a r y

o b j e c t i v e o f t h i s f u n c t i o n i s t o e n s u r e t h a t t h e c o n t e x t v e c t o r w i l l b e o f c o n s t a n t

s i z e 𝑚, r e g a r d l e s s o f t h e s e t s i z e |𝑄|. T o a c h i e v e t h i s , w e d e fi n e t h e c o n t e x t

v e c t o r t o b e t h e a v e r a g e o f a l l e m b e d d i n g v e c t o r s , i . e . , 𝒛 ≔ 1
|𝑄| ∑𝒚∈𝑄 𝜙(𝒚).

T h e r e a r e a f e w o b s e r v a t i o n s w e c a n m a k e h e r e . S i n c e t h e a r i t h m e t i c m e a n

i s a c o m m u t a t i v e o p e r a t i o n , t h e r e s u l t i n g c o n t e x t v e c t o r w i l l a l w a y s b e t h e

s a m e , n o m a t t e r t h e o r d e r i n w h i c h w e d o t h e c o m p u t a t i o n . T h i s p r o p e r t y ,

c a l l e d p e r m u t a t i o n - i n v a r i a n c e , w i l l b e i m p o r t a n t l a t e r o n w h e n w e i n s t a n t i a t e t h e

m o d e l u s i n g n e u r a l n e t w o r k s , w h i c h a r e n o t a b l e t o d e a l w i t h s e t - v a l u e d i n p u t

d i r e c t l y . T h e fi n a l i n g r e d i e n t t o t h e F A T E - m o d e l i s a c o n t e x t - d e p e n d e n t

s u b - u t i l i t y f u n c t i o n u
′ ∶ 𝒳 × 𝒵 → ℝ. W i t h t h i s , w e d e c o m p o s e t h e u t i l i t y a s

u (𝒙, 𝑄) ≔ u
′ (𝒙,

1
|𝑄| ∑𝒚∈𝑄

𝜙(𝒚)) , ( 5 . 1 5 )

a n d c a l l t h i s t h e F A T E u t i l i t y f u n c t i o n w i t h s u b - u t i l i t y f u n c t i o n u
′
a n d t r a n s f o r m a - F A T E u t i l i t y f u n c t i o n
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t i o n 𝜙 a n d d e n o t e i t b y u
u
′,𝜙

F A T E
.

C o n s i d e r E x a m p l e 5 . 3 . 5 f o r a n e x a m p l e w h i c h d e m o n s t r a t e s t h a t F A T E i s a

c o n t e x t - d e p e n d e n t m o d e l . A s b e f o r e , w e w a n t t o n o w t a k e a l o o k a t r e l a t e d

m o d e l s t h a t w e r e p r o p o s e d i n t h e l i t e r a t u r e .

Example 5.3.5 ( F A T E : C o n t e x t - d e p e n d e n c e ) S i m i l a r t o E x a m p l e 5 . 3 . 1 ,

s u p p o s e 𝒳 i s c o m p r i s e d o f f o u r e l e m e n t s 𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅 ∈ ℝ𝑑 , l e t 𝒵 ≔ ℝ a n d

𝜙∶ 𝒳 → 𝒵 a n d u
′ ∶ 𝒵 → ℝ b e s u c h t h a t

𝒳 𝜙(⋅) u
′(⋅, 2) u

′(⋅, 3)

𝒂 1 0.5 −0.1
𝒃 2 −0.1 0.5
𝒄 3 −0.2 −0.2
𝒅 6 −0.3 −0.3

a n d u
′(⋅, 𝑧) b e a r b i t r a r y f o r a n y 𝑧 ∈ ℝ ⧵ {2, 3}. F o r 𝑄1 ≔ {𝒂, 𝒃, 𝒄} a n d 𝑄2 ≔

{𝒂, 𝒃, 𝒅} t h e q u a n t i t y
1
|𝑄𝑖|

∑𝒚∈𝑄𝑖
𝜙(𝒚) i s 2 i f 𝑖 = 1 a n d 3 i f 𝑖 = 2. C o n s e q u e n t l y ,

w e h a v e u (𝒂, 𝑄1) = u
′(𝒂, 2) = 0.5 > −0.1 = u

′(𝒃, 2) = u (𝒃, 𝑄1) a n d a t t h e

s a m e t i m e u (𝒂, 𝑄2) = u
′(𝒂, 3) < u

′(𝒃, 3) = u (𝒃, 𝑄2), i . e . , t h e p r e f e r e n c e

b e t w e e n 𝒂 a n d 𝒃 c h a n g e s d e p e n d i n g o n w h e t h e r t h e t h i r d i t e m i n t h e s e t i s

𝒄 o r 𝒅.

5.3.2.1. Theoretical Properties of FATE

F o r t h e p a i r w i s e F E T A m o d e l , w e a n a l y z e d e x p r e s s i v e n e s s a n d s h o w e d t h a t i te x p r e s s i v e n e s s o f p a i r w i s e F E T A : P a g e 1 2 1

c a n n o t r e p r e s e n t a l l p o s s i b l e c h o i c e f u n c t i o n s ( w e w e r e a b l e t o fi n d a c o u n t e r e x -

a m p l e w i t h 7 o b j e c t s ) . O u r F A T E m o d e l a p p e a r s t o b e l i m i t e d i n e x p r e s s i v e n e s s

a s w e l l : T h e o b j e c t s o f a g i v e n t a s k 𝑄 a r e m a p p e d i n t o s o m e v e c t o r s p a c e , a n d

t h e a v e r a g e o f t h e s e v e c t o r s a c t s a s t h e c o n t e x t . T h u s , w e m a y e x p e c t t h i s

t o b e a b o t t l e n e c k w h i c h p r e v e n t s t h e m o d e l f r o m b e i n g a b l e t o e x p r e s s a l l

c h o i c e f u n c t i o n s a s w e l l . H o w e v e r , i t t u r n s o u t t h a t s i n c e w e a r e f r e e i n o u r

c h o i c e s o f 𝜙 a n d u
′
, w e a r e i n d e e d a b l e t o d o s o , a n d i t e v e n s u ffi c e s t o u s e a

o n e - d i m e n s i o n a l f u n c t i o n 𝜙∶ 𝒳 → ℝ. T h e p r o o f o f t h e u p c o m i n g r e s u l t i s

s i m i l a r t o t h e p r o o f o f T h e o r e m 2 b y Z a h e e r e t a l . [ Z a h + 1 7 ] .

Proposition 5.3.6 S u p p o s e 𝒳 t o b e c o u n t a b l e a n d 𝒬 ⊆ {𝑄 ⊆ 𝒳 ∶ |𝑄| < ∞}.
T h e r e e x i s t s a p a r a m e t r i z a t i o n 𝜙∶ 𝒳 → ℝ w i t h t h e f o l l o w i n g p r o p e r t y :

( i ) F o r a n y s i n g l e t o n c h o i c e f u n c t i o n 𝑐 o n 𝒬, t h e r e i s a u t i l i t y f u n c t i o n u
′
𝑐 ∶ 𝒳×

ℝ → ℝ s u c h t h a t 𝐶
s i n g l e t o n

(u u
′
𝑐 ,𝜙

F A T E
, 𝑄) = 𝑐(𝑄) h o l d s f o r a n y 𝑄 ∈ 𝒬.

( i i ) F o r a n y s u b s e t c h o i c e f u n c t i o n 𝑐 o n 𝒬 t h e r e e x i s t s a u t i l i t y f u n c t i o n u
′
𝑐 ∶ 𝒳×

ℝ → ℝ w i t h 𝐶1/2
s u b s e t

(u u
′
𝑐 ,𝜙

F A T E
, 𝑄) = 𝑐(𝑄) f o r a n y 𝑄 ∈ 𝒬.

P r o o f . S i n c e 𝒳 i s c o u n t a b l e , t h e r e e x i s t s a n i n j e c t i v e f u n c t i o n 𝛿∶ 𝒳 → ℕ. F o r

𝒙 ∈ 𝒳 d e fi n e

𝜙(𝒙) ≔ l n (𝑝𝛿(𝒙)) ,

w h e r e i n 𝑝𝑖 ∈ ℕ d e n o t e s t h e 𝑖- t h p r i m e n u m b e r f o r a n y 𝑖 ∈ ℕ. B e f o r e p r o v i n g

( i ) a n d ( i i ) , w e s h o w t h a t t h e m a p p i n g

𝛷∶ ℚ → ℝ, 𝑄 ↦ 1
|𝑄| ∑𝒙∈𝑄

𝜙(𝒙)
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i s i n j e c t i v e . F o r t h i s , l e t 𝑄, 𝑄′ ∈ ℚ w i t h 𝛷(𝑄) = 𝛷(𝑄′). T h e n ,

|𝑄′|
|𝑄|

=
l n (∏𝒙∈𝑄′ 𝑝𝛿(𝒙))

l n (∏𝒙∈𝑄 𝑝𝛿(𝒙))
= l o g 𝑏(𝑎)

h o l d s f o r t h e i n t e g e r s 𝑎 ≔ ∏𝒙∈𝑄′ 𝑝𝛿(𝒙) a n d 𝑏 ≔ ∏𝒙∈𝑄 𝑝𝛿(𝒙) , i . e . , 𝑎
|𝑄| = 𝑏|𝑄′|

.

A s 𝑎 a n d 𝑏 a r e b o t h p r o d u c t s o f d i s t i n c t p r i m e s , t h e u n i q u e n e s s o f t h e p r i m e

f a c t o r i z a t i o n l e t s u s i n f e r 𝑎 = 𝑏 a n d t h u s a l s o 𝑄 = 𝑄′ .

W e p r o c e e d w i t h p r o v i n g ( i ) a n d ( i i ) s i m u l t a n e o u s l y . F o r t h i s , s u p p o s e a n y

c h o i c e f u n c t i o n 𝑐 o n ℚ t o b e fi x e d . S i n c e 𝛷 f r o m a b o v e i s i n j e c t i v e , t h e r e e x i s t s

a m a p p i n g 𝛹∶ ℝ → ℚ s u c h t h a t 𝛹( 1
|𝑄| ∑𝒙∈𝒬 𝜙(𝒙)) = 𝑄 h o l d s f o r a n y 𝑄 ∈ 𝒬.

N o t e , t h a t 𝛹 �𝛷(𝒬) i s t h e i n v e r s e f u n c t i o n o f 𝛷. T h u s , t h e c l a i m f o l l o w s w i t h

t h e c h o i c e

u
′
𝑐(𝒙, 𝒛) ≔ J𝒙 ∈ 𝑐(𝛹(𝒛))K.

A s w e c a n s e e , w i t h a r b i t r a r y f u n c t i o n s 𝜙 a n d u
′
, w e c a n f u l l y e x p r e s s a n y

c h o i c e f u n c t i o n s i n c e w e a r e a b l e t o e n c o d e t h e f u l l c h o i c e t a s k 𝑄 w i t h o u t

l o s s o f i n f o r m a t i o n . C l e a r l y , t h i s e x p r e s s i v e n e s s , w h i l e d e s i r a b l e i n g e n e r a l ,

c o m e s a t a c o s t . W i t h a v e r y s i m p l e c o u n t e r e x a m p l e w e c a n s h o w t h a t u
(𝜙,u ′)
F A T E

w i t h o u t f u r t h e r a s s u m p t i o n s i s n o t i d e n t i fi a b l e : S u p p o s e u
′ ∶ 𝒳 × 𝒵 → ℝ i s i d e n t i fi a b i l i t y o f F A T E

o f t h e f o r m u
′(𝒙, 𝒛) ≔ 𝑓 (𝒙) + ‖𝑧‖2 f o r s o m e f u n c t i o n 𝑓∶ 𝒳 → ℝ, w h e r e ‖⋅‖2

d e n o t e s t h e s t a n d a r d e u c l i d e a n n o r m i n ℝ𝑑 ⊇ 𝒵. F o r a r b i t r a r y 𝜙1 ∶ 𝒳 → 𝒵, w e

o b t a i n w i t h 𝜙2 ≔ −𝜙1 t h a t

u
(𝜙1,u ′)
F A T E

(𝒙, 𝑄) − u
(𝜙2,u ′)
F A T E

(𝒙, 𝑄)

= ‖
1
|𝑄| ∑𝒚∈𝑄

𝜙1(𝒙)‖
2
− ‖−

1
|𝑄| ∑𝒚∈𝑄

𝜙1(𝒙)‖
2
= 0

f o r a n y 𝑄 ∈ 𝒬, 𝒙 ∈ 𝑄 ⊆ 𝒳, i . e . , u
(𝜙1,u ′)
F A T E

= u
(𝜙2,u ′)
F A T E

h o l d s .

N o w , i n p r a c t i c e , w e a r e c e r t a i n l y n o t u s i n g a r b i t r a r y f u n c t i o n s 𝜙 a n d u
′
i n

F A T E . T h e s e w i l l b e i n s t a n t i a t e d u s i n g f u n c t i o n s o f w h i c h t h e p a r a m e t e r s c a n

b e i n f e r r e d f r o m g i v e n d a t a l i k e l i n e a r m o d e l s o r n e u r a l n e t w o r k s ( s e e S e c -

t i o n 5 . 4 ) . T h i s , i n c o n j u n c t i o n w i t h s t o c h a s t i c i t y r e s u l t i n g f r o m t h e i n f e r e n c e

p r o c e s s ( e . g . , s t o c h a s t i c g r a d i e n t d e s c e n t ) , r e s u l t s i n a n e f f e c t i v e r e s t r i c t i o n

o n t h e e x p r e s s i v e n e s s o f t h e m o d e l . T h e r e f o r e , i t i s r e a s o n a b l e t o e x p e c t t h a t

o n e c a n a c h i e v e a g o o d o u t - o f - s a m p l e p e r f o r m a n c e , e v e n w i t h s u c h a fl e x i b l e

m o d e l .

5.3.2.2. Related Models

F A T E i s r e l a t e d t o r e c e n t a d v a n c e s i n d e a l i n g w i t h s e t - v a l u e d i n p u t s i n n e u r a l

n e t w o r k s [ Z a h + 1 7 ; R S P 1 7 ; B a t + 1 8 ] . T h e m e t h o d o l o g y h e r e i s t o c o n s t r u c t a S e c t i o n 3 . 3 . 5 . 3 : e n c o d i n g s e t s u s i n g n e u r a l

n e t w o r k sn e u r a l n e t w o r k i n s u c h a w a y t h a t i t i s p e r m u t a t i o n - e q u i v a r i a n t w i t h r e s p e c t t o

i t s i n p u t s , i . e . , i f t h e i n p u t o b j e c t s a r e p e r m u t e d , t h e c o r r e s p o n d i n g o u t p u t s a r e

p e r m u t e d i n t h e s a m e w a y . T h i s c a n b e u s e d t o l e a r n m a p p i n g s f r o m s e t s t o

t a r g e t s c o r e s d i r e c t l y . R o s e n f e l d e t a l . [ R O S 2 0 ] p r o p o s e a m e t h o d f o r l e a r n i n g

s e t - d e p e n d e n t a g g r e g a t i o n f u n c t i o n s w i t h a n i n d u c t i v e b i a s t o w a r d s p r i n c i p l e s
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f r o m b e h a v i o r a l c h o i c e t h e o r y . I n c o n t r a s t t o m o r e g e n e r a l m o d e l s l i k e D e e p

S e t s [ Z a h + 1 7 ] , w h i c h t r y t o a p p r o x i m a t e s e t f u n c t i o n s u s i n g a p e r m u t a t i o n -

i n v a r i a n t n e u r a l n e t w o r k , t h i s a p p r o a c h a i m s t o r e d u c e t h e m o d e l ’ s ” v i o l a t i o n

c a p a c i t y , ” o r fl e x i b i l i t y t o c h a n g e i t s c h o i c e s w h e n o b j e c t s a r e r e m o v e d f r o m

t h e c h o i c e t a s k .

T h e F A T E a p p r o a c h , o n t h e o t h e r h a n d , fi r s t c o n d e n s e s t h e t a s k c o n t e x t 𝑄
i n t o a r e p r e s e n t a t i v e v e c t o r a n d o n l y t h e n s c o r e s e a c h o b j e c t . T h e r e s u l t i n g

m o d e l h a s a n i n d u c t i v e b i a s t h a t f a v o r s f u n c t i o n s f o r w h i c h t h e o b j e c t u t i l i t y

d e p e n d s o n s u c h a s e t - g l o b a l r e f e r e n c e o b j e c t . T h i s c o u l d b e a d v a n t a g e o u s

f o r d a t a s e t s w h e r e t h e s e t o f o b j e c t s a s a w h o l e c a n b e s u m m a r i z e d b y s u i t a b l e

g l o b a l p r o p e r t i e s ( e . g . , c h o o s i n g t h a t e l e m e n t f r o m a s e t , w h i c h i s c l o s e s t t o

t h e c e n t r o i d o f a l l e l e m e n t s i n t h e s e t ) , s u c h t h a t t h e t a s k t o s c o r e t h e o b j e c t s

w i t h t h i s c o n t e x t b e c o m e s e a s y . F E T A o n t h e o t h e r h a n d , i n c o r p o r a t e s t a s k -

i n f o r m a t i o n t h r o u g h l o c a l i n t e r a c t i o n s .

5.3.3. Linear Sub-Utility Functions

A s l i n e a r m o d e l s a r e p o p u l a r i n s t a t i s t i c s a n d m a c h i n e l e a r n i n g , w e a r e i n t e r e s t e d

i n w h a t h a p p e n s i f t h e y a r e u s e d i n F A T E a n d F E T A .

FATE F o r F A T E , t h e t w o f u n c t i o n s w e h a v e t o i n s t a n t i a t e a r e t h e e m b e d d i n g

f u n c t i o n 𝜙∶ 𝒳 → 𝒵 a n d t h e s u b - u t i l i t y f u n c t i o n u
′ ∶ 𝒳 × 𝒵 → ℝ. D o i n g s o

w e h a v e 𝜙(𝒙) ≔ 𝑨𝒙 f o r s o m e m a t r i x 𝑨 ∈ ℝ𝑑×𝑚 , a n d u
′(𝒙, 𝒛) ≔ 𝒄T𝒙 + 𝒅T𝒛 f o r

a n y (𝒙, 𝒛) ∈ 𝒳 × 𝒵, 𝒄 ∈ ℝ𝑑 a n d 𝒅 ∈ ℝ𝑚 . I n s e r t i n g t h e s e i n t o ( 5 . 1 5 ) w e g e t

u
u
′,𝜙

F A T E
(𝒙, 𝑄) = 𝒄 𝑡𝒙 + 𝒅 𝑡 (

1
|𝑄| ∑𝒚∈𝑄

𝑨𝒚) .

N o t e h o w t h e s e c o n d s u m m a n d d o e s n o t d e p e n d o n 𝒙 f o r a g i v e n 𝑄 ∈ ℚ.

T h e r e f o r e , w e c a n i n f e r t h a t t h e t e r m 𝒄T𝒙 i s t h e o n l y p a r t o f t h e u t i l i t y f u n c t i o n

h a v i n g a n i n fl u e n c e o n t h e r e l a t i v e o r d e r o f t h e o b j e c t s . S i n c e t h e s i n g l e t o n

c h o i c e 𝐶
s i n g l e t o n

(u u
′,𝜙

F A T E
, 𝑄) i s o n l y a f f e c t e d b y 𝒄T𝒙, i t i s i n d e p e n d e n t o f 𝑄. S o

w e c a n o n l y h o p e t o h a v e a c o n t e x t - d e p e n d e n t F A T E m o d e l i f a t l e a s t o n e o f

u
′
a n d 𝜙 i s n o n l i n e a r .

FETA W e m a y b e i n c l i n e d t o a s s u m e n o w t h a t a l i n e a r v e r s i o n o f F E T A w i l l

h a v e t h e s a m e p r o b l e m , a n d t h e r e s u l t i n g c h o i c e m o d e l i s c o n t e x t - i n d e p e n d e n t .

H o w e v e r , w e s h a l l s e e t h a t d u e t o a s m a l l d i f f e r e n c e i n h o w t h e a v e r a g i n g i s

d o n e i n F E T A , w e d o g e t a n o n l i n e a r , c o n t e x t - d e p e n d e n t u t i l i t y m o d e l . T o

t h i s e n d , l e t u 0 a n d u 1 b e l i n e a r s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s o f a p a i r w i s e F E T A m o d e l ,

i . e . , u 0(𝒙) ≔ 𝒃T𝒙 a n d u 1(𝒙, {𝒚}) = 𝒄T𝒙 + 𝒅T𝒚 f o r a n y d i s t i n c t p a i r o f o b j e c t s

𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 a n d w e i g h t v e c t o r s 𝒃, 𝒄, 𝒅 ∈ ℝ𝑑 . I n s e r t i n g i n t o ( 5 . 8 ) , w e o b t a i n

u (𝒙, 𝑄) = 𝒃𝑡𝒙 + 1
|𝑄| − 1 ∑𝒚∈𝑄⧵{𝒙}

(𝒄 𝑡𝒙 + 𝒅 𝑡𝒚)

= (𝒃 + 𝒄)𝑡 𝒙 +
1

|𝑄| − 1 ∑𝒚∈𝑄⧵{𝒙}
𝒅 𝑡𝒚

f o r a n y o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑄 a n d t a s k 𝑄 ∈ ℚ. T h i s t i m e , t h e s u m i n t h e s e c o n d

s u m m a n d d e p e n d s o n 𝒙 ( i t i s e x c l u d e d f r o m t h e s u m ) , w h i c h i s w h y i t i s n o
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l o n g e r c o n s t a n t f o r a g i v e n 𝑄. W e c a n d e d u c e t h a t u c a n n o t b e r e p r e s e n t e d b y

a l i n e a r f u n c t i o n .

T h e s e c o n s i d e r a t i o n s a r e i m p o r t a n t b e c a u s e t h e y i n f o r m u s a b o u t w h i c h f u n c -

t i o n s c a n b e u s e d t o c r e a t e c o n t e x t - d e p e n d e n t d e c o m p o s i t i o n s . S o f a r , w e h a v e

p r o p o s e d d e c o m p o s i t i o n s w i t h o u t a d d r e s s i n g t h e q u e s t i o n o f h o w t o p r o p e r l y

s e l e c t t h e s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s i n p r a c t i c e . I n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n , w e w i l l

e x a m i n e n e u r a l n e t w o r k s t h a t c a n b e u t i l i z e d t o i m p l e m e n t t h e a f o r e m e n t i o n e d

m o d e l s a n d a l g o r i t h m s f o r e s t i m a t i n g t h e i r p a r a m e t e r s .

5.4. Generalized Utility using Neural Networks

T h e g o a l i n t h i s s e c t i o n w i l l b e t o i n s t a n t i a t e t h e s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s w h i c h

a r e p a r t o f t h e F E T A a n d F A T E m o d e l s . T o t h i s e n d , w e c h o s e t o u s e n e u r a l

n e t w o r k s a s o u r m o d e l c l a s s b e c a u s e t h e y h a v e t h e a b i l i t y t o l e a r n a n y f u n c t i o n ,

g i v e n e n o u g h d a t a [ H S W 8 9 ] . T h i s m e a n s t h a t , i n p r i n c i p l e , w e a r e a b l e t o

g e t a r b i t r a r i l y c l o s e t o t h e g r o u n d t r u t h s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s . A d d i t i o n a l l y ,

n e u r a l n e t w o r k s a r e a fl e x i b l e m o d e l c l a s s , a s t h e i r c o m p l e x i t y c a n b e c o n t r o l l e d

t h r o u g h t h e c h o i c e o f n e t w o r k a r c h i t e c t u r e a n d r e g u l a r i z a t i o n . T h i s a l l o w s u s

t o u s e s i m p l e o r c o m p l e x m o d e l s , d e p e n d i n g o n t h e n e e d s o f t h e p r o b l e m a t

h a n d . A n o t h e r b e n e fi t o f u s i n g n e u r a l n e t w o r k s i s t h a t t h e y a r e e a s y t o t r a i n

u s i n g g r a d i e n t d e s c e n t w i t h o u t t h e n e e d t o d e s i g n a c o m p l e t e l y n e w t r a i n i n g

a l g o r i t h m . I n t h e f o l l o w i n g , w e w i l l d e fi n e t w o n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c -

t u r e s c a l l e d F E T A - N e t a n d F A T E - N e t , w h i c h i m p l e m e n t t h e c o r r e s p o n d i n g

d e c o m p o s i t i o n a p p r o a c h e s w e i n t r o d u c e d e a r l i e r .

O u r d e s i g n g o a l s f o r b o t h n e u r a l n e t w o r k s a r e t w o f o l d . F i r s t , t h e y s h o u l d b e

e n d - t o - e n d t r a i n a b l e u s i n g ( s t o c h a s t i c ) g r a d i e n t d e s c e n t , a l l o w i n g f o r a m o r e

e ffi c i e n t a n d a u t o m a t e d t r a i n i n g p r o c e s s a n d e n a b l i n g t h e m t o b e i n t e g r a t e d

i n t o l a r g e r n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s . E n d - t o - e n d t r a i n a b i l i t y c a n h e l p p r e v e n t

o v e r fi t t i n g a n d l e a d t o b e t t e r p e r f o r m a n c e , a s t h e e n t i r e n e t w o r k i s o p t i m i z e d

a s a w h o l e r a t h e r t h a n r e l y i n g o n s u b o p t i m a l p r e - t r a i n e d c o m p o n e n t s . I t a l s o

a l l o w s f o r m o r e fl e x i b i l i t y , e n a b l i n g t h e e n t i r e n e t w o r k t o b e fi n e - t u n e d f o r

n e w t a s k s r a t h e r t h a n h a v i n g t o r e t r a i n p r e - t r a i n e d c o m p o n e n t s . C o n s e q u e n t l y ,

t h e o u t p u t s o f t h e n e t w o r k s s h o u l d b e d i f f e r e n t i a b l e a l m o s t e v e r y w h e r e w i t h

r e s p e c t t o t h e w e i g h t s a n d t h e l o s s f u n c t i o n s e m p l o y e d i n c o n j u n c t i o n w i t h

a r e g u l a r i z a t i o n t e r m f o r t h e w e i g h t s s h o u l d a l s o b e d i f f e r e n t i a b l e a l m o s t

e v e r y w h e r e a n d c o n v e x w i t h r e s p e c t t o t h e u t i l i t i e s . S e c o n d , t h e a r c h i t e c t u r e s

s h o u l d b e a b l e t o g e n e r a l i z e b e y o n d t h e t a s k s i z e s e n c o u n t e r e d i n t h e t r a i n i n g

d a t a , s i n c e , i n p r a c t i c e , i t i s u n r e a s o n a b l e t o e x p e c t a l l c h o i c e t a s k s t o b e o f

t h e s a m e s i z e . T h i r d , t h e a r c h i t e c t u r e s s h o u l d b e a b l e t o g e n e r a l i z e b e y o n d

t h e t a s k s i z e s e n c o u n t e r e d i n t h e t r a i n i n g d a t a . T h i s i s b e c a u s e t a s k s i z e s c a n

v a r y g r e a t l y i n p r a c t i c e , a n d a n e u r a l n e t w o r k t h a t c a n o n l y p e r f o r m w e l l o n a

s p e c i fi c t a s k s i z e m a y n o t b e u s e f u l i n r e a l - w o r l d a p p l i c a t i o n s .
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5.4.1. FETA-Net Architecture

W e w i l l b e g i n w i t h F E T A a n d w i l l i m p l e m e n t t h e p a i r w i s e v e r s i o n a s d e fi n e d

i n ( 5 . 8 ) i n S e c t i o n 5 . 3 . 1 . 1 . R e c a l l t h a t i t w a s d e fi n e d a s f o l l o w s :

u (𝒙, 𝑄) = u 0(𝒙) +
1

|𝑄| − 1 ∑𝒚∈𝑄⧵{𝒙}
u 1(𝒙, {𝒚}) . ( 5 . 1 6 )

T h e t w o s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s w e n e e d t o i m p l e m e n t a n d s u b s e q u e n t l y l e a r n

a r e u 0 a n d u 1 . W e a r e g o i n g t o i n s t a n t i a t e t h o s e u s i n g f e e d f o r w a r d n e u r a l

n e t w o r k s . T h e r e s u l t i n g a r c h i t e c t u r e w e c a l l F E T A - N e t , a n d i t i s d e p i c t e d i n

Figure 5.5.: T h e F E T A - N e t a r c h i t e c t u r e

i m p l e m e n t i n g t h e F E T A a p p r o a c h . L a y e r s

w i t h t r a i n a b l e w e i g h t s a r e s h o w n i n o r a n g e ,

w h i l e o p e r a t i o n s w i t h o u t t r a i n a b l e w e i g h t s

a r e d r a w n i n b l u e , a n d n o n l i n e a r i t i e s a r e d e -

p i c t e d i n g r e e n .
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F i g u r e 5 . 5 . W h i l e t h e a r c h i t e c t u r e c a n b e a p p l i e d t o a v a r i e t y o f p r e f e r e n c e

l e a r n i n g t a s k s ( e . g . , r a n k i n g , s i n g l e t o n c h o i c e , a n d s u b s e t c h o i c e ) , t h e n e t w o r k

s h o w n h e r e i s s u i t a b l e f o r s u b s e t c h o i c e p r o b l e m s , w h i c h w e c a n s e e f r o m t h e

f a c t t h a t t h e o u t p u t s a r e s c a l e d u s i n g a s i g m o i d f u n c t i o n .
7

F o r e x a m p l e , i f7 : A s i g m o i d f u n c t i o n s m o o t h l y m a p s t h e

r e a l n u m b e r l i n e t o t h e i n t e r v a l [0, 1]. w e e x c h a n g e t h e s i g m o i d f u n c t i o n f o r a s o f t m a x f u n c t i o n – e n s u r i n g t h a t t h e

u t i l i t i e s s u m t o 1 – t h e a r c h i t e c t u r e c a n b e u s e d f o r s i n g l e t o n c h o i c e i n s t e a d .

T h e fi g u r e d e p i c t s a p r o t o t y p i c a l f o r w a r d p a s s t h r o u g h t h e F E T A - N e t a r c h i -

t e c t u r e a n d w e w i l l b e g i n w i t h a h i g h - l e v e l v i e w . F r o m l e f t t o r i g h t , w e b e g i n

w i t h a q u e r y p r e f e r e n c e t a s k 𝑄, w h i c h i s p a s s e d i n t o t h e n e t w o r k s u 0 a n d u 1 .

T h e r e s u l t i n g s u b - u t i l i t y s c o r e s w i l l b e u s e d t o c o n s t r u c t t h e |𝑄| × |𝑄| m a t r i x

𝑅, w h e r e t h e d i a g o n a l i s fi l l e d u s i n g t h e o u t p u t s o f u 0 a n d a l l o f f - d i a g o n a l

e l e m e n t s r e s u l t f r o m u 1 . W e c o m p u t e t h e m e a n o f t h e o f f - d i a g o n a l e l e m e n t s

a l o n g t h e s e c o n d a x i s t o o b t a i n a |𝑄| × 1 v e c t o r , w h i c h i s t h e n a d d e d t o t h e

d i a g o n a l t o g e t t h e r a w u t i l i t y v e c t o r . F i n a l l y , a n e l e m e n t - w i s e s i g m o i d f u n c -

t i o n i s a p p l i e d t o m a k e t h e u t i l i t y s c o r e s u s a b l e f o r t h e t a s k o f s u b s e t c h o i c e

m o d e l i n g .

W e w i l l n o w t a k e a c l o s e r l o o k a t t h e t w o m a i n n e t w o r k s u 0 a n d u 1 . B e g i n n i n g

w i t h u 0 , w e c a n s e e t h a t i t i s a t y p i c a l f e e d f o r w a r d n e u r a l n e t w o r k u s i n g ℓ h i d d e n
l a y e r s , a l t e r n a t i n g l i n e a r l a y e r s , a n d n o n l i n e a r a c t i v a t i o n f u n c t i o n s . H e r e , w e

u s e t h e s e l f - n o r m a l i z i n g l i n e a r u n i t ( S E L U ) a s p r o p o s e d b y K l a m b a u e r e t

a l . [ K l a + 1 7 ] , s i n c e i t a l l o w s u s t o u s e d e e p e r n e t w o r k s w i t h o u t h a v i n g t o

r e s o r t t o b a t c h n o r m a l i z a t i o n [ I S 1 5 ] . H o w e v e r , a n y o f t h e c o n t e m p o r a r y

a c t i v a t i o n f u n c t i o n s s h o u l d w o r k h e r e . A s f o r t h e p a i r w i s e u t i l i t y f u n c t i o n

u 1 , w e a l s o u s e a s i m p l e p a i r w i s e f e e d f o r w a r d n e u r a l n e t w o r k b u t a d d i t i o n a l l y

e m p l o y a w e i g h t - s h a r i n g s c h e m e i n o r d e r t o m a k e t h e e v a l u a t i o n m o r e e ffi c i e n t .

M o r e s p e c i fi c a l l y , w e u s e t h e C m p N N a p p r o a c h b y R i g u t i n i e t a l . [ R i g + 1 1 ] ,

w h i c h a l l o w s u s t o c o m p u t e b o t h u 1(𝒙, 𝒚) a n d u 1(𝒚, 𝒙) i n a s i n g l e f o r w a r d

p a s s ( s e e P a g e 9 9 f o r m o r e d e t a i l s ) . T o t h i s e n d , w e l e t t h e n e t w o r k o u t p u t

t w o s u b - u t i l i t y s c o r e s u
+
1 a n d u

−
1 . T h e n , u s i n g w e i g h t - s h a r i n g

8

8 : W e i g h t - s h a r i n g r e f e r s t o t h e c o n c e p t o f

u s i n g t h e s a m e s e t o f w e i g h t s i n m u l t i p l e

l o c a t i o n s i n a n e u r a l n e t w o r k . w e e n s u r e
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t h a t u
+
1 (𝒙, 𝒚) = u

−
1 (𝒚, 𝒙) a n d u

−
1 (𝒙, 𝒚) = u

+
1 (𝒚, 𝒙) h o l d . W i t h t h a t , i t s u ffi c e s

t o i t e r a t e o v e r a l l c o m b i n a t i o n s ( w i t h r e p l a c e m e n t ) o f o b j e c t s o n c e , a n d t o

c o n s t r u c t t h e m a t r i x 𝑅 a s f o l l o w s :

𝑟𝑖,𝑗 =
⎧

⎨
⎩

u
+
1 (𝒙𝑖, 𝒙𝑗) i f 𝑖 < 𝑗

u
−
1 (𝒙𝑖, 𝒙𝑗) i f 𝑖 > 𝑗

u 0(𝒙𝑖) o t h e r w i s e

( 5 . 1 7 )

T h e n , e a c h r o w o f t h i s r e l a t i o n 𝑅 i s a v e r a g e d , a n d t h e d i a g o n a l i s a d d e d t o

a r r i v e a t t h e fi n a l u t i l i t y . T h e r e f o r e w e h a v e u (𝒙𝑖, 𝑄) = 𝑟𝑖,𝑖+ 1
|𝑄|−1 ∑1≤𝑗≠𝑖≤|𝑄| 𝑟𝑖,𝑗

f o r e a c h o b j e c t 𝒙𝑖 ∈ 𝑄.

Algorithm 2 F E T A - N e t t r a i n i n g a l g o r i t h m

Require:
D a t a s e t 𝒟 = {(𝑄𝑖, 𝐶𝑖)}𝑁𝑖=1 w i t h 𝑄𝑖 ⊂ ℝ𝑑

P a i r w i s e n e t w o r k u 1 ∶ ℝ𝑑 × ℝ𝑑 ⟶ ℝ2 , p a r a m e t r i z e d b y 𝜃1
D i a g o n a l n e t w o r k u 0 ∶ ℝ𝑑 ⟶ ℝ, p a r a m e t r i z e d b y 𝜃0
B a t c h s i z e 𝑏 ∈ ℕ, N u m b e r o f e p o c h s 𝐸 ∈ ℕ
S t e p s i z e s c h e d u l e 𝜼 = (𝜂1, 𝜂2, … ) w i t h 𝜂𝑖 ∈ ℝ>0 ∀𝑖 ∈ ℕ
L o s s f u n c t i o n 𝐿∶ 𝒞 × ⋃𝑘∈ℕ ℝ𝑘 ⟶ ℝ

1 : procedure T r a i n - F E T A - N e t ( 𝒟, u 0, u 1, 𝑏, 𝐸, 𝜼, 𝐿)
2 : I n i t i a l i z e r a n d o m w e i g h t v e c t o r s 𝜃0, 𝜃1
3 : for E p o c h 𝑒𝑝 ∈ [𝐸] do
4 : 𝒟 ← S h u ffl e (𝒟)
5 : 𝑇 ← ⌈𝑁𝑏 ⌉
6 : C o n s t r u c t m i n i - b a t c h e s ℬ1, … ,ℬ𝑇
7 : for I t e r a t i o n 𝑡 ∈ [𝑇 ] do
8 : ℓ𝑡 ← 0
9 : for all (𝑄, 𝐶) ∈ ℬ𝑡 do

1 0 : for 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ |𝑄| do
1 1 : if 𝑖 < 𝑗 then
1 2 : 𝑟 t m p ← u 1(𝒙𝑖, 𝒙𝑗)
1 3 : 𝑟𝑖,𝑗 ← 𝑟 t m p

0 , 𝑟𝑗,𝑖 ← 𝑟 t m p

1
1 4 : else
1 5 : 𝑟𝑖,𝑖 ← u 0(𝒙𝑖)

1 6 : 𝒖 ← (𝑟𝑖,𝑖 + 1
|𝑄|−1 ∑1≤𝑗≠𝑖≤|𝑄| 𝑟𝑖,𝑗)

|𝑄|

𝑖=1
1 7 : ℓ𝑡 ← ℓ𝑡 + 𝐿(𝐶, 𝒖)
1 8 : 𝜃0 ← 𝜃0 −

𝜂𝑒𝑝⋅𝑇+𝑡
|ℬ𝑡|

∇𝜃0ℓ𝑡
1 9 : 𝜃1 ← 𝜃1 −

𝜂𝑒𝑝⋅𝑇+𝑡
|ℬ𝑡|

∇𝜃1ℓ𝑡

N o w t h a t w e h a v e d e fi n e d t h e n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e , i t i s t i m e t o

e s t i m a t e i t s p a r a m e t e r s f r o m d a t a . A s t a n d a r d t r a i n i n g a l g o r i t h m f o r t h i s

t a s k i s d e m o n s t r a t e d i n A l g o r i t h m 2 . T h i s a l g o r i t h m u s e s s t o c h a s t i c g r a d i e n t

d e s c e n t t o fi n d t h e b e s t s e t o f p a r a m e t e r s f o r o u r F E T A - N e t m o d e l . S i n c e

w e w a n t t o t a c k l e a c h o i c e s e t t i n g h e r e , w e w i l l a s s u m e t h a t t h e r e i s a d a t a s e t

𝒟 = {(𝑄𝑖, 𝐶𝑖)}𝑁𝑖=1 c o n s i s t i n g o f c h o i c e t a s k s 𝑄𝑖 a n d t h e c o r r e s p o n d i n g c h o i c e s e t s

𝐶𝑖 ∈ 2𝑄𝑖 ⧵{∅}. T h e w e i g h t v e c t o r s o f t h e n e t w o r k s u 0 a n d u 1 w i l l b e r e p r e s e n t e d

b y 𝜃0 a n d 𝜃1 , r e s p e c t i v e l y . T o a v o i d p r o b l e m s w i t h e x p l o d i n g o r v a n i s h i n g

g r a d i e n t s , i t i s i m p o r t a n t t h a t w e i n i t i a l i z e t h e w e i g h t v e c t o r s a p p r o p r i a t e l y

a t t h e s t a r t o f t h e t r a i n i n g p r o c e s s [ G B 1 0 ; H e + 1 5 ] . T h e n f o r e a c h e p o c h , t h e

a l g o r i t h m s h u ffl e s t h e g i v e n d a t a s e t a n d c o n s t r u c t s m i n i - b a t c h e s ℬ1, … ,ℬ𝑇
w i t h ℬ𝑖 ⊂ 𝒟 f o r a l l i t e r a t i o n s 𝑖 ∈ [𝑇 ]. I n l i n e s 1 0 t o 1 5 , t h e p a i r w i s e r e l a t i o n
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i s c o n s t r u c t e d a s o u t l i n e d a b o v e . T h e u t i l i t i e s 𝒖 = (𝑢1, … , 𝑢|𝑄|) o f t h e o b j e c t s

w i t h i n t a s k 𝑄 a r e c a l c u l a t e d i n l i n e 1 6 b y s u m m i n g t h e p a i r w i s e r e l a t i o n 𝑟𝑖,𝑗
a c r o s s t h e c o l u m n s o f t h e m a t r i x . T h e l o s s i s c o m p u t e d i n l i n e 1 7 a n d a d d e d t o

t h e c u m u l a t i v e l o s s o f t h e b a t c h . A f t e r t h e l a s t b a t c h h a s b e e n p r o c e s s e d , w e

c o m p u t e t h e g r a d i e n t s o f t h e l o s s w i t h r e s p e c t t o t h e w e i g h t v e c t o r s 𝜃0 a n d 𝜃1
u s i n g b a c k p r o p a g a t i o n . T h e w e i g h t v e c t o r s a r e t h e n u p d a t e d i n l i n e s 1 8 – 1 9

u s i n g a n i t e r a t i o n - d e p e n d e n t l e a r n i n g r a t e .

A n i m p o r t a n t c o n s i d e r a t i o n i n p r a c t i c e i s t h e r u n t i m e c o m p l e x i t y o f a m o d e l ,

s i n c e i t d i c t a t e s t h e s i z e s o f d a t a s e t s t h a t w e c a n r e a l i s t i c a l l y h a n d l e .

T h e t r a i n i n g r u n t i m e c o m p l e x i t y p e r e p o c h o f F E T A - N e t , i n c l u d i n g t h e

c o m p u t a t i o n r e q u i r e d f o r b a c k p r o p a g a t i o n , i s 𝒪 (𝑁𝑑𝑞2). H e r e , 𝑁 i s t h e n u m b e r

o f t r a i n i n g i n s t a n c e s , 𝑑 i s t h e n u m b e r o f f e a t u r e s p e r o b j e c t , a n d 𝑞 i s a n u p p e r

b o u n d o n t h e n u m b e r o f o b j e c t s i n e a c h c h o i c e t a s k , d e fi n e d a s m a x (𝑄,𝑌 )∈𝒟 |𝑄|.
T h i s m e a n s t h a t t h e r u n t i m e c o m p l e x i t y i s l i n e a r i n t h e n u m b e r o f i n s t a n c e s

a n d f e a t u r e s b u t q u a d r a t i c i n t h e n u m b e r o f o b j e c t s i n e a c h c h o i c e t a s k . F o r a

n e w t a s k 𝑄, t h e p r e d i c t i o n t i m e c o m p l e x i t y i s i n 𝒪 (𝑑|𝑄|2), t h e r e f o r e q u a d r a t i c

i n t h e n u m b e r o f o b j e c t s a s w e l l .

5.4.2. FATE-Net Architecture

Figure 5.6.: T h e F A T E - N e t a r c h i t e c t u r e

t h a t i m p l e m e n t s t h e F A T E a p p r o a c h . H e r e ,

w e s h o w t h e s c o r e h e a d f o r o b j e c t 𝒙𝑖 . L a y e r s

w i t h t r a i n a b l e w e i g h t s a r e s h o w n i n o r a n g e ,

w h i l e o p e r a t i o n s w i t h o u t t r a i n a b l e w e i g h t s

a r e d r a w n i n b l u e , a n d n o n l i n e a r i t i e s a r e d e -
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W i t h F A T E , t h e g o a l i s fi r s t t o e m b e d e a c h o b j e c t i n t o a 𝑚- d i m e n s i o n a l e m -

b e d d i n g s p a c e . T h e s e e m b e d d i n g s a r e a v e r a g e d t o o b t a i n a t a s k r e p r e s e n t a t i v e

𝜇𝑄 . T h e u t i l i t y i s t h e n c o m p u t e d b y a f u n c t i o n t h a t r e c e i v e s t h e o b j e c t 𝒙𝑖 a n d
t h e t a s k r e p r e s e n t a t i v e 𝜇𝑄 . W e w i l l i n s t a n t i a t e t h i s a p p r o a c h u s i n g a n e u r a l

n e t w o r k a r c h i t e c t u r e c a l l e d F A T E - N e t .

T h e a r c h i t e c t u r e i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 6 , d e p i c t i n g t h e fl o w f r o m i n p u t q u e r y 𝑄
t o o u t p u t u t i l i t y u (𝒙𝑖, 𝑄) f o r o n e o b j e c t 𝒙𝑖 ∈ 𝑄. R e c a l l t h a t w e n e e d t o l e a r n t h e

e m b e d d i n g f u n c t i o n 𝜙 a n d t h e u t i l i t y f u n c t i o n u
′
o f t h e F A T E d e c o m p o s i t i o n

( 5 . 1 5 ) . A s b e f o r e , t h e q u e r y t a s k c o n s i s t s o f 𝑛 o b j e c t s 𝑄 = {𝒙1, … , 𝒙𝑛}. E a c h

o b j e c t i s i n d e p e n d e n t l y p a s s e d t h r o u g h a d e e p , d e n s e l y c o n n e c t e d e m b e d d i n g

l a y e r 𝜙. N o t e t h a t w e i g h t s h a r i n g i s e m p l o y e d , m e a n i n g t h e s a m e e m b e d d i n g

i s u s e d f o r e a c h o b j e c t . W e e n d u p w i t h |𝑄| e m b e d d i n g v e c t o r s o f l e n g t h

𝑑′ . T h e s e e m b e d d i n g s a r e a v e r a g e d t o a r r i v e a t t h e t a s k r e p r e s e n t a t i v e 𝜇𝑄 .
T h e n t h e v e c t o r 𝒙𝑖 , o f t h e o b j e c t f o r w h i c h w e w a n t t o c o m p u t e t h e u t i l i t y , i s

c o n c a t e n a t e d w i t h 𝜇𝑄 a n d b o t h a r e p a s s e d i n t o t h e n e t w o r k u
′
, w h i c h fi n a l l y

o u t p u t s a u t i l i t y u (𝒙𝑖, 𝑄). B o t h n e t w o r k s 𝜙 a n d u
′
a r e f e e d f o r w a r d n e u r a l

n e t w o r k s w i t h 𝑘 a n d ℓ h i d d e n l a y e r s r e s p e c t i v e l y . A s a l r e a d y m e n t i o n e d i n

S e c t i o n 5 . 4 . 1 , w e u s e S E L U n o n l i n e a r i t i e s i n t h e h i d d e n l a y e r s h e r e , b u t t h i s

s h o u l d n o t b e s e e n a s a p r e s c r i p t i o n .
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Algorithm 3 F A T E - N e t t r a i n i n g a l g o r i t h m

Require:
D a t a s e t 𝒟 = {(𝑄𝑖, 𝐶𝑖)}𝑁𝑖=1 w i t h 𝑄𝑖 ⊂ ℝ𝑑

E m b e d d i n g n e t w o r k 𝜙∶ ℝ𝑑 ⟶ ℝ𝑑′ , p a r a m e t r i z e d b y 𝜃𝜙
U t i l i t y n e t w o r k u

′ ∶ ℝ𝑑 × ℝ𝑑′ ⟶ ℝ, p a r a m e t r i z e d b y 𝜃
u

B a t c h s i z e 𝑏 ∈ ℕ, N u m b e r o f e p o c h s 𝐸 ∈ ℕ
S t e p s i z e s c h e d u l e 𝜼 = (𝜂1, 𝜂2, … ) w i t h 𝜂𝑖 ∈ ℝ>0 ∀𝑖 ∈ ℕ
L o s s f u n c t i o n 𝐿∶ 𝒞 × ⋃𝑘∈ℕ ℝ𝑘 ⟶ ℝ

1 : procedure T r a i n - F A T E - N e t ( 𝒟, 𝜙, u ′, 𝑏, 𝐸, 𝜼, 𝐿)
2 : I n i t i a l i z e r a n d o m w e i g h t v e c t o r s 𝜃𝜙, 𝜃u ′
3 : for E p o c h 𝑒𝑝 ∈ [𝐸] do
4 : 𝒟 ← S h u ffl e (𝒟)
5 : 𝑇 ← ⌈𝑁𝑏 ⌉
6 : C o n s t r u c t m i n i - b a t c h e s ℬ1, … ,ℬ𝑇
7 : for I t e r a t i o n 𝑡 ∈ [𝑇 ] do
8 : ℓ𝑡 ← 0
9 : for all (𝑄, 𝐶) ∈ ℬ𝑡 do

1 0 : 𝜇𝑄 ← 1
|𝑄| ∑𝒙∈𝑄 𝜙(𝒙)

1 1 : 𝒖 ← (u ′(𝒙, 𝜇𝑄))𝒙∈𝑄
1 2 : ℓ𝑡 ← ℓ𝑡 + 𝐿(𝐶, 𝒖)
1 3 : 𝜃

u ′ ← 𝜃
u ′ −

𝜂𝑒𝑝⋅𝑇+𝑡
|ℬ𝑡|

∇𝜃
u
ℓ𝑡

1 4 : 𝜃𝜙 ← 𝜃𝜙 −
𝜂𝑒𝑝⋅𝑇+𝑡
|ℬ𝑡|

∇𝜃𝜙ℓ𝑡

M o v i n g o n t o t h e t r a i n i n g a l g o r i t h m ( s h o w n i n A l g o r i t h m 3 ) , s i m i l a r t o t h e

a l g o r i t h m u s e d t o t r a i n F E T A - N e t , w e a g a i n h a v e a v a r i a n t o f s t o c h a s t i c

g r a d i e n t d e s c e n t h e r e . W e w i l l r e f e r t o t h e w e i g h t v e c t o r s f o r o u r n e t w o r k s 𝜙
a n d u

′
a s 𝜃𝜙 a n d 𝜃

u ′ , r e s p e c t i v e l y . T h e s e w e i g h t v e c t o r s a r e i n i t i a l i z e d u s i n g

a s u i t a b l e i n i t i a l i z a t i o n s c h e m e , a n a l o g o u s l y t o t h e p r o c e d u r e d e s c r i b e d i n

S e c t i o n 5 . 4 . 1 ( l i n e 2 ) . T h e s h u ffl i n g o f t h e d a t a s e t a n d m i n i - b a t c h c o n s t r u c t i o n

c o n t i n u e s a s b e f o r e . I n l i n e s 1 0 t o 1 2 , t h e r e p r e s e n t a t i v e 𝜇𝑄 i s c o m p u t e d f o r t h e

c u r r e n t m i n i - b a t c h , t h e v e c t o r o f u t i l i t i e s 𝒖 i s o b t a i n e d a n d t h e n t h e c u m u l a t i v e

l o s s i s u p d a t e d w i t h t h e l o s s o n t h e c u r r e n t m i n i - b a t c h . O n c e a l l m i n i - b a t c h e s

h a v e b e e n p r o c e s s e d , t h e w e i g h t v e c t o r s 𝜃
u ′ a n d 𝜃𝜙 a r e a d j u s t e d b y c o m p u t i n g

t h e g r a d i e n t o f t h e c u m u l a t i v e l o s s w i t h r e s p e c t t o b o t h w e i g h t v e c t o r s a n d

m o d i f y i n g b o t h w i t h a n a p p r o p r i a t e s t e p s i z e ( l i n e s 1 3 a n d 1 4 ) .

T h e r u n t i m e c o m p l e x i t y p e r e p o c h o f t h e F A T E - N e t a r c h i t e c t u r e i s w o r t h

m e n t i o n i n g . J u s t l o o k i n g a t t h e t r a i n i n g r u n t i m e c o m p l e x i t y o f F A T E - N e t , w e

s t i l l g e t 𝒪 (𝑁𝑑𝑞2) w i t h 𝑁 b e i n g t h e n u m b e r o f p r e f e r e n c e t a s k s i n t o t a l , 𝑑 b e i n g

t h e n u m b e r o f f e a t u r e s p e r o b j e c t a n d 𝑞 b e i n g a n u p p e r b o u n d o f t h e n u m b e r

o f o b j e c t s p e r t a s k . T h e r e a s o n i s t h a t d u r i n g b a c k p r o p a g a t i o n , t h e u t i l i t y o f

e a c h o b j e c t d e p e n d s o n 𝜇𝑄 a n d t h u s o n e a c h o t h e r o b j e c t i n 𝑄, r e s u l t i n g i n a

q u a d r a t i c c o m p l e x i t y . D u r i n g p r e d i c t i o n t i m e , h o w e v e r , i t s u ffi c e s t o c o m p u t e

𝜇𝑄 o n c e p e r t a s k . T h e r e f o r e , f o r a n e w t a s k , t h e c o m p l e x i t y r e d u c e s t o 𝒪(𝑑𝑞),
o r t i m e l i n e a r i n t h e n u m b e r o f o b j e c t s .
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5.5. Empirical Evaluation

A t t h i s p o i n t , i t m a k e s s e n s e t o t a k e s t o c k a n d r e m i n d o u r s e l v e s w h a t w e h a v e

a c c o m p l i s h e d s o f a r . W e s e t o f f b y a r g u i n g t h a t c o n t e x t - i n d e p e n d e n t u t i l i t y

i s t o o l i m i t e d i n m o d e l i n g h u m a n a n d n o n - h u m a n p r e f e r e n c e s a l i k e , w h i c h

m o t i v a t e d t h e u s e o f t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n ( 5 . 1 ) . S i n c e l e a r n i n g t h i s

f u n c t i o n d i r e c t l y i s n o t f e a s i b l e , w e p r o p o s e d t w o d e c o m p o s i t i o n s ( p a i r w i s e )

F E T A ( 5 . 8 ) a n d F A T E ( 5 . 1 5 ) , w h i c h m a k e i t m o r e a m e n a b l e t o l e a r n i n g .

F i n a l l y , w e p r o p o s e d t w o n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s F E T A - N e t a n d F A T E -

N e t a s i n s t a n t i a t i o n s o f t h e s e m o d e l s . W h a t r e m a i n s n o w i s t o e v a l u a t e t h e

e ffi c a c y o f t h e s e m o d e l s o n a c t u a l p r e f e r e n c e d a t a t o a s c e r t a i n i f t h e y a r e s u i t a b l e

f o r l e a r n i n g c o n t e x t - d e p e n d e n t p r e f e r e n c e f u n c t i o n s . I n t h i s s e c t i o n , w e w i l l

e x p l o r e t h i s q u e s t i o n i n m o r e d e t a i l , f o c u s i n g o n t h e i n v e s t i g a t i o n o f s i n g l e t o n

a n d s u b s e t c h o i c e f u n c t i o n s .

W e w i l l f o c u s t h e e v a l u a t i o n o n a n s w e r i n g t h e f o l l o w i n g r e s e a r c h q u e s t i o n s

( s h o r t R Q ) :

F F - R Q 1 : A r e t h e d e c o m p o s i t i o n s F A T E a n d F E T A s u i t a b l e f o r l e a r n i n g

c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e f u n c t i o n s ?

F F - R Q 2 : H o w i m p o r t a n t i s t h e c o m p l e x i t y / e x p r e s s i v e n e s s o f t h e u n d e r l y i n g

m o d e l c l a s s f o r t h e p e r f o r m a n c e o f t h e m o d e l s o n t h e d a t a s e t s ?

F F - R Q 3 : H o w i m p o r t a n t i s t h e a b i l i t y o f t h e m o d e l t o r e p r e s e n t c o n t e x t -

d e p e n d e n t c h o i c e f u n c t i o n s ?

F F - R Q 4 : H o w w e l l d o e s o u r a p p r o a c h g e n e r a l i z e t o d i f f e r e n t t a s k s i z e s ? C a n

w e m a k e a c c u r a t e p r e d i c t i o n s o n t a s k s o f a p a r t i c u l a r s i z e , e v e n i f t h a t

s i z e w a s n o t i n c l u d e d i n t h e t r a i n i n g d a t a ?

F F - R Q 5 : W h a t h a p p e n s i n t h e l i m i t i f w e i n c r e a s e t h e a m o u n t o f t r a i n i n g

d a t a ?

T o a d d r e s s F F - R Q 1 , w e w i l l t r a i n a n d e v a l u a t e F E T A - N e t a n d F A T E - N e t

o n a r a n g e o f d a t a s e t s . T h e s e d a t a s e t s w i l l i n c l u d e s y n t h e t i c a n d s e m i - s y n t h e t i c

d a t a s e t s w h e r e w e c a n e n s u r e t h a t c o n t e x t - d e p e n d e n c e i s c r u c i a l i n a c c u r a t e l y

m o d e l i n g t h e o b s e r v e d c h o i c e s , a s w e l l a s c o m m o n r e a l - w o r l d d a t a s e t s . I n

a d d i t i o n , w e w i l l c o m p a r e b o t h a p p r o a c h e s t o e x i s t i n g m o d e l s t o s e e h o w

c o m p e t i t i v e t h e y a r e .

R e s e a r c h q u e s t i o n s F F - R Q 2 a n d F F - R Q 3 d e a l w i t h t h e e x p r e s s i v e n e s s o f o u r

m o d e l s i n a p r a c t i c a l s e t t i n g . T o e l a b o r a t e o n F F - R Q 2 , w e w a n t t o k n o w

i f d e e p n e u r a l n e t w o r k s ( i . e . , F A T E - N e t a n d F E T A - N e t ) a r e r e a l l y n e e d e d

o r w h e t h e r s i m p l e r ( e . g . , l i n e a r ) m o d e l s w o u l d s u ffi c e . W e w i l l a t t e m p t t o

a n s w e r b o t h q u e s t i o n s b y c o n t r a s t i n g t h e p e r f o r m a n c e o f F E T A - N e t a n d

F A T E - N e t w i t h s p e c i fi c b a s e l i n e s . F o r F E T A , w e w i l l i n c l u d e a l i n e a r v a r i a n t

i n t h e e x p e r i m e n t s .
9

I n a d d i t i o n , t o a n s w e r F F - R Q 3 , w e w i l l h a v e a c o n t e x t -9 : R e c a l l t h a t f o r F A T E w e s h o w e d i n

S e c t i o n 5 . 3 . 3 t h a t a l i n e a r v a r i a n t w i l l b e

c o n t e x t - i n d e p e n d e n t .

i n d e p e n d e n t n e u r a l n e t w o r k a s a b a s e l i n e , w h i c h w i l l a l l o w u s t o a s c e r t a i n t h e

i m p o r t a n c e o f t h e c o n t e x t f o r e a c h d a t a s e t a s w e l l .

A s f o r F F - R Q 4 , t h e m e t h o d o l o g y w i l l b e s t r a i g h t f o r w a r d : W e w i l l t r a i n t h e

m o d e l s o n a fi x e d t a s k s i z e a n d t h e n e v a l u a t e t h e m o n a r a n g e o f s i z e s d u r i n g

t e s t t i m e . I f w e n o t i c e a s i g n i fi c a n t d e c r e a s e i n p e r f o r m a n c e w i t h o n l y s l i g h t

a l t e r a t i o n s t o t h e t a s k s i z e , i t s u g g e s t s t h a t t h e m o d e l h a s b e c o m e d e p e n d e n t

o n t h e s p e c i fi c s e t s i z e w e p r o v i d e d . T h i s i s u n d e s i r a b l e , a s i t i n d i c a t e s t h a t t h e

m o d e l i s n o t g e n e r a l i z i n g w e l l t o n e w s i z e s .
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F i n a l l y , f o r F F - R Q 5 , w e w i l l p i c k o u t o n e o f t h e c o n t e x t - d e p e n d e n t s e m i -

s y n t h e t i c c h o i c e p r o b l e m s , s u c h t h a t w e a r e a b l e t o g e n e r a t e a n a r b i t r a r y

a m o u n t o f t r a i n i n g d a t a . W e w i l l t h e n g e n e r a t e a s t r e a m o f f r e s h b a t c h e s t o

t r a i n o u r m o d e l s w i t h , s i m u l a t i n g w h a t h a p p e n s i f t h e d a t a s e t s i z e a p p r o a c h e s

i n fi n i t y . F r o m t h i s , w e w i l l a b l e t o d e d u c e i f t h e m o d e l s a r e a b l e t o r e p r e s e n t

t h e u n d e r l y i n g c h o i c e f u n c t i o n s e x a c t l y , o r i f t h e y a p p r o a c h a l i m i t b e l o w

100 % a c c u r a c y .

W e w i l l s t a r t b y d i s c u s s i n g t h e e x p e r i m e n t a l d e t a i l s i n S e c t i o n 5 . 5 . 1 , i n c l u d i n g

t h e g e n e r a l s e t u p , b a s e l i n e m o d e l s , l o s s f u n c t i o n s , a n d d a t a s e t s . I n S e c t i o n 5 . 5 . 2 ,

w e w i l l p r e s e n t t h e r e s u l t s o f o u r e x p e r i m e n t s a n d u s e t h e m t o a d d r e s s t h e

r e s e a r c h q u e s t i o n s w e p o s e d .

5.5.1. Experimental Setup

W e w i l l s t a r t b y i n t r o d u c i n g t h e g e n e r a l e x p e r i m e n t a l m e t h o d o l o g y . I t i s

i m p o r t a n t t h a t w e c o m p a r e t h e d i f f e r e n t m o d e l s a t c l o s e t o t h e i r p e a k p e r -

f o r m a n c e , m e a n i n g w e w a n t t o a v o i d d r a w i n g i n c o r r e c t c o n c l u s i o n s b e c a u s e

m o d e l s w e r e u s i n g s u b p a r h y p e r p a r a m e t e r s . T h e r e f o r e , i n a l l o f t h e e x p e r i -

m e n t s ( i f n o t e x p l i c i t l y m e n t i o n e d o t h e r w i s e ) , w e w i l l a p p l y h y p e r p a r a m e t e r

o p t i m i z a t i o n u s i n g n e s t e d v a l i d a t i o n w i t h i d e n t i c a l s p l i t s a n d n u m b e r o f i t e r a - h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n : S e c t i o n 3 . 2

n e s t e d v a l i d a t i o n : S e c t i o n 3 . 1 . 2 . 3t i o n s f o r e a c h m o d e l . T o b e m o r e p r e c i s e , w e u s e B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n w i t h

G a u s s i a n p r o c e s s e s t o o p t i m i z e t h e h y p e r p a r a m e t e r s . T o a c c u r a t e l y a s s e s s t h e G a u s s i a n p r o c e s s e s : S e c t i o n 3 . 2 . 2 . 1

p e r f o r m a n c e o f o u r m o d e l o n u n s e e n d a t a , w e w i l l i m p l e m e n t a n a d d i t i o n a l

o u t e r c r o s s - v a l i d a t i o n l o o p . I n s i d e t h i s l o o p , w e w i l l u s e t h e h y p e r p a r a m e t e r s

t h a t p e r f o r m e d b e s t o n t h e i n n e r v a l i d a t i o n s e t a n d a p p l y t h e m t o t h e t r a i n i n g

o n t h e f u l l t r a i n i n g s e t . T h e m o d e l ’ s p e r f o r m a n c e w i l l t h e n b e e v a l u a t e d o n

t h e t e s t s e t .

W e c o n d u c t e d e x p e r i m e n t s o n a c o m p u t e c l u s t e r t h a t i n c l u d e d a m i x o f

N V I D I A G T X 1 0 8 0 T i a n d R T X 2 0 8 0 T i G P U s , a v e r a g i n g 1 5 - 2 0 o f e a c h , a s

w e l l a s I n t e l X e o n E 5 - 2 6 7 0 p r o c e s s o r s . O n a v e r a g e , a j o b c o m p r i s i n g a s i n g l e

o u t e r s p l i t w i t h c o m p l e t e h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n o n t h e v a l i d a t i o n s e t

t o o k 8 h o u r s t o c o m p l e t e . T h e t r a i n i n g o f F A T E - N e t a n d F E T A - N e t o n

a v e r a g e ( a c r o s s d a t a s e t s ) r e q u i r e d 11 h o u r s .

A j o b c o m p r i s i n g a s i n g l e o u t e r s p l i t c o m p l e t e h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n

o n t h e v a l i d a t i o n s e t t y p i c a l l y t o o k 8 h o u r s t o c o m p l e t e . O n a v e r a g e , t r a i n i n g

F A T E - N e t a n d F E T A - N e t a c r o s s d a t a s e t s r e q u i r e d 1 1 h o u r s . T h e c o m b i n e d

t o t a l o f a l l e x p e r i m e n t s w a s r o u g h l y 11 400 G P U h o u r s a n d 6000 C P U h o u r s .

A l l e x p e r i m e n t s a r e i m p l e m e n t e d i n P y t h o n , a n d t h e c o d e a n d t h e d a t a s e t

g e n e r a t o r s a r e p u b l i c l y a v a i l a b l e .
1 0

1 0 : https://github.com/kiudee/cs-

ranking/tree/sda

I n t h e f o l l o w i n g , w e m o t i v a t e a n d p r e s e n t t h e s e t o f b a s e l i n e m o d e l s w e w i l l

u s e i n t h e e x p e r i m e n t s i n S e c t i o n 5 . 5 . 1 . 1 . T h e n , i t i s i m p o r t a n t t h a t w e c o n n e c t

t h e n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s d e fi n e d i n S e c t i o n 5 . 4 t o t h e c h o i c e t a s k s a t

h a n d v i a a p p r o p r i a t e l o s s f u n c t i o n s . W e w i l l i n t r o d u c e t h e s e l o s s f u n c t i o n s i n

S e c t i o n 5 . 5 . 1 . 2 . S p e c i fi c a l l y , w e w i l l d i s t i n g u i s h b e t w e e n t a r g e t l o s s e s , w h i c h

a r e t h e t r u e l o s s e s w e s e e k t o m i n i m i z e , a n d s u r r o g a t e l o s s e s , w h i c h a r e , i n

a l o o s e s e n s e o f t h e w o r d , a p p r o x i m a t i o n s o f t h e t a r g e t l o s s e s t h a t w e c a n

o p t i m i z e d u r i n g t r a i n i n g . T h e d a t a s e t s w e c o n s i d e r f o r t h e e x p e r i m e n t s a r e

i n t r o d u c e d i n S e c t i o n 5 . 5 . 1 . 3 .

https://github.com/kiudee/cs-ranking/tree/sda
https://github.com/kiudee/cs-ranking/tree/sda
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5.5.1.1. Baseline Models

I n o r d e r t o a n s w e r r e s e a r c h q u e s t i o n s F F - R Q 1 , F F - R Q 2 a n d F F - R Q 3 i n

p a r t i c u l a r , w e w a n t t o u s e a v a r i e t y o f d i f f e r e n t b a s e l i n e m o d e l s t o c o m p a r e t o .

T h i s s e t s h o u l d c o n t a i n c l a s s i c a l m o d e l s l i k e t h e M N L m o d e l a n d v a r i a t i o n s

t h e r e o f t o s e e h o w w e l l t h e s e p e r f o r m o n t h e d i f f e r e n t c o n t e x t - d e p e n d e n t

l e a r n i n g p r o b l e m s . F u r t h e r , w e a l s o w a n t t o c o m p a r e o u r s e l v e s t o n e u r a l

n e t w o r k b a s e l i n e s f r o m t h e l i t e r a t u r e . S i n c e t h e s e m o d e l s d i f f e r i n t h e i r l e v e l

o f l i n e a r i t y a n d c o n t e x t - s e n s i t i v i t y , w e c a n g a i n i n s i g h t i n t o w h i c h a s p e c t s t h e

d a t a s e t s r e q u i r e a n d w h e r e o u r a p p r o a c h e s p e r f o r m p a r t i c u l a r l y w e l l o r n o t s o

w e l l .

T h e fi r s t s e t o f b a s e l i n e s w e c o n s i d e r a r e t h e l o g i t m o d e l s , w h i c h b e l o n g t o t h e

c l a s s o f r a n d o m u t i l i t y m o d e l s ( R U M s ) . T h e m o s t w e l l - k n o w n r e p r e s e n t a t i v eR a n d o m u t i l i t y m o d e l s ( R U M s ) : S e c -

t i o n 2 . 4 . 1 o f t h i s c l a s s i s t h e m u l t i n o m i a l l o g i t ( M N L ) m o d e l [ M c F 7 4 ] . T h e l i n e a r

a n d c o n t e x t - i n d e p e n d e n t n a t u r e o f t h i s m o d e l m a k e s i t a n e x c e l l e n t c h o i c e

f o r e s t a b l i s h i n g a b a s e l i n e a g a i n s t w h i c h t o c o m p a r e o t h e r m o d e l s . M a n y

i m p r o v e m e n t s t o t h e o r i g i n a l m o d e l h a v e b e e n p r o p o s e d i n t h e l i t e r a t u r e ,

w i t h t h e a i m o f m a k i n g i t m o r e fl e x i b l e a n d / o r b e t t e r a b l e t o i n c o r p o r a t e

c o n t e x t u a l i n f o r m a t i o n . W e c h o o s e t o i n c l u d e t h e m i x e d l o g i t ( M L ) [ T r a 0 9 ] ,

t h e n e s t e d l o g i t ( N L ) [ W i l 7 7 ] a n d t h e g e n e r a l i z e d n e s t e d l o g i t ( G N L ) [ W K 0 1 ]

m o d e l s h e r e . T h e f o r m e r a l l o w s f o r m o r e fl e x i b i l i t y i n m o d e l i n g h e t e r o g e n e o u s

p r e f e r e n c e s i n t h e d a t a . T h e n e s t e d l o g i t ( N L ) a n d t h e g e n e r a l i z e d n e s t e d l o g i t

( G N L ) m o d e l s s e e k t o l e a r n t h e c o r r e l a t i o n s b e t w e e n t h e o b j e c t s i n a g i v e n s e t ,

w h i c h e n a b l e s t h e m t o c a p t u r e s o m e c o n t e x t e f f e c t s , p a r t i c u l a r l y t h e s i m i l a r i t y

e f f e c t [ B L 1 8 ; T v e 7 2 ] .

S u p p o r t v e c t o r m a c h i n e s ( S V M s ) h a v e b e e n u s e d t o m o d e l c h o i c e d a t a s i n c e

E v g e n i o u e t a l . [ E B Z 0 5 ] p r o p o s e d t o a p p l y t h e m i n c o n j o i n t a n a l y s i s i n 2 0 0 5

[ M M W 1 5 ] . T h e i r r o b u s t n e s s t o n o i s e i s u s e f u l w h e n d e a l i n g w i t h h u m a n

p r e f e r e n c e d a t a . C u i a n d C u r r y [ C C 0 5 ] d e m o n s t r a t e d i n e x p e r i m e n t s t h a t

i t o u t p e r f o r m s t h e M N L m o d e l . W e , t h e r e f o r e , c h o o s e t o i n c l u d e i t i n o u r

e x p e r i m e n t s . S i n c e i t i s t r a i n e d b y b r e a k i n g t h e c h o i c e s d o w n i n t o p a i r w i s e

c o m p a r i s o n s , w e c a l l i t P a i r w i s e S V M .

W e a l s o i n c l u d e m o r e r e c e n t n e u r a l n e t w o r k b a s e l i n e s i n t h e e x p e r i m e n t s . T h e

fi r s t o n e i s t h e R a n k N e t m o d e l , w h i c h i s a c o n t e x t - i n d e p e n d e n t n e t w o r k t h a t

i s t r a i n e d f r o m p a i r w i s e c o m p a r i s o n s [ T e s 8 8 ; B u r + 0 5 ] . A s a n o n l i n e a r y e t s t i l l

c o n t e x t - i n d e p e n d e n t m o d e l , i t c a n s e r v e a s a g o o d b a s e l i n e f r o m w h i c h w e

c a n d e t e r m i n e t h e m a x i m u m p e r f o r m a n c e t h a t c a n b e a c h i e v e d b y c o n t e x t -

i n d e p e n d e n t m o d e l s . T o r o u n d t h e fi e l d o f f , w e i m p l e m e n t t h e s e t - d e p e n d e n t

a g g r e g a t i o n ( S D A ) a p p r o a c h , w h i c h w a s p r o p o s e d b y R o s e n f e l d e t a l . [ R O S 2 0 ]

( s e e P a g e 8 3 ) . T h i s s t a t e - o f - t h e - a r t c o n t e x t - d e p e n d e n t n e u r a l n e t w o r k h a s

b e e n s p e c i fi c a l l y d e s i g n e d f o r u s e w i t h h u m a n p r e f e r e n c e d a t a .

I t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t m o s t o f t h e a p p r o a c h e s m e n t i o n e d e a r l i e r a r e d e -

s i g n e d f o r u s e i n a s i n g l e t o n c h o i c e s e t t i n g . W e t h e r e f o r e e m p l o y t h r e s h o l d i n g

o f t h e u t i l i t i e s , a s d e s c r i b e d i n ( 5 . 3 ) , t o m a k e a l l a p p r o a c h e s c o m p a t i b l e w i t h t h e

s u b s e t c h o i c e s e t t i n g . T h e t h r e s h o l d i s t u n e d o n a s m a l l ( n e s t e d ) v a l i d a t i o n s e t

f o r a l l t h e s e l e a r n e r s , w h i c h i n c l u d e s o u r o w n F E T A - N e t a n d F A T E - N e t .
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5.5.1.2. Loss Functions

I n S e c t i o n 5 . 4 , w e i n t r o d u c e d t h e n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s F E T A - N e t a n d

F A T E - N e t , b u t d i d n o t y e t g o i n t o w h i c h l o s s f u n c t i o n s w e w i l l u s e t o t r a i n

t h e m . A s l o s s f u n c t i o n s p r o v i d e t h e l i n k b e t w e e n t h e r a w o u t p u t s o f a n e t w o r k

a n d t h e d a t a o f a p a r t i c u l a r s e t t i n g , i t i s i m p o r t a n t t o s p e c i f y o u r l e a r n i n g t a r g e t .

O u r g o a l i s t o m i n i m i z e a s u i t a b l e t a r g e t l o s s f u n c t i o n 𝐿∶ 𝒞 × 𝒞 → ℝ f o r t h e t a r g e t l o s s f u n c t i o n

g i v e n d a t a . T h i s l o s s f u n c t i o n i s t h e o n e w e a c t u a l l y w a n t t o o p t i m i z e , l i k e t h e

𝐹1- m e a s u r e i n o u r c a s e . O f t e n , t h e s e t a r g e t l o s s e s c a n n o t b e o p t i m i z e d d i r e c t l y

u s i n g g r a d i e n t d e s c e n t b e c a u s e w e r e q u i r e t h e l o s s f u n c t i o n t o b e d i f f e r e n t i a b l e

a l m o s t e v e r y w h e r e . T h i s i s w h y w e w i l l i n s t e a d m i n i m i z e a d i f f e r e n t i a b l e

s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n . T h e r e a r e v a r i o u s w a y s t o d e fi n e s u c h a f u n c t i o n . O n e s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n

w a y w e w i l l u s e i s t o t a k e t h e ( l o g - ) l i k e l i h o o d s a s d e fi n e d i n S e c t i o n 5 . 2 . 2 .

A n o t h e r w a y i s t o d e fi n e a n u p p e r b o u n d o n a t a r g e t l o s s . W e w i l l d i s c u s s

b o t h m e t h o d o l o g i e s i n t h e f o l l o w i n g . A t t h e e n d o f t h i s s e c t i o n , w e w i l l t a k e a

s m a l l d e t o u r t o i n v e s t i g a t e t h e c o n v e x i t y o f t h e s u r r o g a t e l o s s e s , w h i c h i s a n

i m p o r t a n t c o n s i d e r a t i o n w h e n t r y i n g t o o p t i m i z e t h e m .

Target Loss Functions F o r t h e t a r g e t l o s s f u n c t i o n s o r m e a s u r e s w e r e f e r t h e C h o i c e m e a s u r e s : S e c t i o n 4 . 2 . 1

r e a d e r t o S e c t i o n 4 . 2 . 1 , w h e r e w e i n t r o d u c e d t h e f u n c t i o n s w e u s e t h r o u g h o u t

t h e t h e s i s . F o r t h i s c h a p t e r , t h e m a i n t a r g e t l o s s w e u s e f o r t h e s i n g l e t o n c h o i c e

e x p e r i m e n t s i s t h e c a t e g o r i c a l 0/1- l o s s . F o r t h e s u b s e t c h o i c e e x p e r i m e n t s ,

w e w i l l u s e t h e 𝐹1- l o s s s i n c e i t c a n d e a l w i t h t h e i m b a l a n c e o f r e l e v a n t t o

i r r e l e v a n t o b j e c t s t h a t w e o b s e r v e i n t h i s s e t t i n g . T h e s e l o s s e s a r e u s e d t o g u i d e

t h e h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n ( H P O ) p r o c e s s .

A d d i t i o n a l l y , w e c o m p u t e s u p p l e m e n t a r y m e a s u r e s f o r a c o m p r e h e n s i v e a n a l y -

s i s . I n t h e s i n g l e t o n c h o i c e c o n t e x t , w e r e p o r t b o t h t o p - 3 a n d t o p - 5 a c c u r a c i e s .

F o r s u b s e t c h o i c e s , w e i n c l u d e t h e s u b s e t 0/1- l o s s , i n f o r m e d n e s s , a n d t h e a r e a

u n d e r t h e R O C c u r v e ( A U C ) . A l l r e s u l t s a r e p r e s e n t e d s u c h t h a t h i g h e r v a l u e s

d e n o t e b e t t e r p e r f o r m a n c e , s u c h a s r e p o r t i n g c a t e g o r i c a l 0/1- a c c u r a c y i n s t e a d

o f l o s s .

Surrogate Losses I n S e c t i o n 5 . 2 . 2 , w e i n t r o d u c e d v a r i o u s w a y s o n e c a n d e fi n e

p r o b a b i l i s t i c m o d e l s f o r d i f f e r e n t p r e f e r e n c e m o d e l i n g s e t t i n g s . I n d o i n g s o ,

w e a l s o s p e c i fi e d t h e c o r r e s p o n d i n g l i k e l i h o o d f u n c t i o n s . T h i s s u g g e s t s a v e r y

n a t u r a l a p p r o a c h t o d e r i v e s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n s :

1 . W e u s e t h e n e g a t i v e l o g - l i k e l i h o o d o f a p r o b a b i l i s t i c m o d e l a s a l o s s

f u n c t i o n t o t r a i n a l e a r n e r . T h i s h a s s e v e r a l i m m e d i a t e a d v a n t a g e s : F i r s t

o f a l l , t h e r e s u l t i n g l o s s f u n c t i o n i s d i f f e r e n t i a b l e .
1 1

S e c o n d l y , t h e fi n a l 1 1 : F o r t h e m o d e l s w e c o n s i d e r h e r e .

m o d e l o u t p u t s p r o b a b i l i t i e s o n t h e c h o i c e s p a c e 𝒞 a n d t h e s e a r e c a l i b r a t e d ,

i . e . , t h e l o s s f u n c t i o n s a r e m i n i m a l a t t h e t r u e ( c o n d i t i o n a l ) p r o b a b i l i t i e s .

2 . G i v e n a n e w t a s k 𝑄, w e c a n l e t t h e l e a r n e r o u t p u t a p r o b a b i l i t y d i s t r i -

b u t i o n o n t h e c h o i c e s p a c e 𝒞. W i t h t h a t , w e c a n p r o d u c e a c h o i c e s e t

p r e d i c t i o n t h a t m i n i m i z e s a d e s i r e d t a r g e t l o s s i n e x p e c t a t i o n .

R e c a l l t h a t t h e t a r g e t l o s s f u n c t i o n s r e c e i v e d t h e g r o u n d t r u t h c h o i c e s e t a n d

t h e p r e d i c t e d c h o i c e s e t a s i n p u t . F o r t h e s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n s d e fi n e d h e r e ,

i n s t e a d o f t h e l a t t e r w e w i l l p a s s i n t h e r a w u t i l i t i e s p r e d i c t e d b y t h e l e a r n e r .

M o r e f o r m a l l y , l e t u (⋅, 𝑄) b e t h e v e c t o r o f u t i l i t y s c o r e s u (𝒙, 𝑄), ∀𝒙 ∈ 𝑄, w h i c h

t h e l e a r n e r p r e d i c t s f o r a t a s k 𝑄 ∈ ℚ. T h e n f o r t h e s i n g l e t o n c h o i c e s e t t i n g , w e
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c a n m a k e t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e c h o i c e s a r e g e n e r a t e d b y a m u l t i n o m i a l l o g i t

m o d e l , i . e . , 𝑝 ̃u
M N L

(𝒙 ∣ 𝑄) = 𝑝
M N L

(𝒙 ∣ 𝑄). T h e u t i l i t y f u n c t i o n ̃u i s a s s u m e d t o

b e u n k n o w n . T h e p r o b a b i l i t i e s c a n b e c o m p u t e d u s i n g t h e l i k e l i h o o d ( 5 . 4 ) . I f

w e t a k e t h e l o g o f t h e e x p r e s s i o n a n d n e g a t e t h e f o r m u l a , w e g e t t h e n e g a t i v e

l o g - l i k e l i h o o d , a l s o c a l l e d t h e c a t e g o r i c a l c r o s s - e n t r o p y l o s sc a t e g o r i c a l c r o s s - e n t r o p y l o s s

𝐿
C E ({𝒙}, u (⋅, 𝑄)) ≔ − l o g ( 𝑝u

M N L
(𝒙 ∣ 𝑄))

= l o g (∑
𝒚∈𝑄

e x p (u (𝒚, 𝑄))) − u (𝒙, 𝑄) , ( 5 . 1 8 )

w h e r e 𝐶 = 𝒙 ∈ 𝒞 i s t h e o b s e r v e d c h o i c e s e t . I t i s e a s y t o s e e t h a t t h i s e x p r e s s i o n

i s m i n i m i z e d w h e n 𝒙 = a r g m a x 𝒚∈𝑄 u (𝒚, 𝑄).

A p p l y i n g t h e s a m e m e t h o d o l o g y i n t h e s u b s e t c h o i c e s e t t i n g , w e s t a r t w i t h t h e

a s s u m p t i o n t h a t o u r c h o i c e d a t a i s g e n e r a t e d u s i n g t h e p r o b a b i l i t y d i s t r i b u t i o n

d e fi n e d i n ( 5 . 5 ) i n S e c t i o n 5 . 2 , i . e . , 𝑝u (𝐶 ∣ 𝑄) = 𝑝(𝐶 ∣ 𝑄). C o m p u t i n g t h e

n e g a t i v e l o g - l i k e l i h o o d , w e g e t t h e w e l l - k n o w n b i n a r y c r o s s - e n t r o p y l o s sb i n a r y c r o s s - e n t r o p y l o s s

𝐿
B E

(𝐶, u (⋅, 𝑄)) ≔ − l o g ( 𝑝u (𝐶 ∣ 𝑄))
= ∑

𝒚∈𝑄
l o g (1 + e x p (u (𝒚, 𝑄))) − J𝒚 ∈ 𝐶K u (𝒚, 𝑄) . ( 5 . 1 9 )

0𝑢 ⋅ 𝑡

1

Figure 5.7.: T h e h i n g e l o s s ( g r e e n ) f o r o n e

c l a s s . T h e 0/1- l o s s i s s h o w n i n b l u e .

A n o t h e r b i g c l a s s o f s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n s a r e “ h i n g e - v a r i a n t s ” k n o w n f r o m

S V M s . T h e r e a 0/1- l o s s i s u p p e r b o u n d e d i n s c o r e - s p a c e b y a c o n v e x , p i e c e w i s e

l i n e a r f u n c t i o n . W e c a n s e e a v i s u a l i z a t i o n o f t h e h i n g e l o s s m a x (1 − 𝑢 ⋅ 𝑡) f o r

a o n e - c l a s s p r o b l e m i n F i g u r e 5 . 7 , w h e r e 𝑢 i s t h e s c o r e p r e d i c t e d f o r t h e c l a s s

a n d 𝑡 ∈ {−1, 1} i s t h e c l a s s . O n t h e h o r i z o n t a l a x i s , w e s h o w t h e p r o d u c t o f 𝑢 ⋅ 𝑡.
T h e r e f o r e , i f t h e l e a r n e r p r e d i c t s a s c o r e t h a t c o i n c i d e s w i t h t h e c o r r e c t s i g n ,

t h e n t h e r e s u l t i s a 0/1- l o s s ( s h o w n i n b l u e ) o f 0. T h e h i n g e l o s s ( g r e e n ) u p p e r

b o u n d s t h e 0/1- l o s s . I t i s a l s o a p p a r e n t t h a t i t i s n o n - z e r o i n t h e i n t e r v a l [0, 1),
w h i c h l e a d s t o t h e “ m a r g i n - e f f e c t ” [ B B 0 0 ] .

W e w i l l a p p l y t h i s i d e a i n t h e s i n g l e t o n c h o i c e s e t t i n g , w h e r e t h e c o r r e s p o n d i n g

h i n g e l o s s c a n b e d e fi n e d v i a

𝐿
C H

({𝒙}, u (⋅, 𝑄)) ≔ m a x (1 + m a x 𝒚∈𝑄⧵{𝒙} u (𝒚, 𝑄) − u (𝒙, 𝑄), 0) , ( 5 . 2 0 )

w i t h 𝒙 ∈ 𝑄 ∈ ℚ. I t i s i n s p i r e d b y t h e h i n g e l o s s u s e d i n m u l t i - c l a s s c l a s s i fi c a -

t i o n [ D G I 1 6 ; M D 1 1 ] a n d m o r e w i d e l y k n o w n u n d e r t h e n a m e c a t e g o r i c a l h i n g ec a t e g o r i c a l h i n g e l o s s

l o s s . W h i l e t h e s u r r o g a t e l o s s e s w e d e r i v e d f r o m l i k e l i h o o d s h a v e f a v o r a b l e

t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s , t h e c a t e g o r i c a l h i n g e l o s s o f t e n w o r k s w e l l i n p r a c t i c e

a n d y i e l d s s t a b l e r e s u l t s a c r o s s t r a i n i n g r u n s .

T o b r i n g o u r d i s c u s s i o n o f s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n s t o a c l o s e , w e w i l l o u t l i n e

t h e s p e c i fi c l o s s f u n c t i o n s w e w i l l u s e i n o u r e x p e r i m e n t s . D u r i n g t h e t r a i n i n g

s t a g e o f F E T A - N e t a n d F A T E - N e t , w e w i l l u s e t h e b i n a r y c r o s s - e n t r o p y l o s s

( 5 . 1 9 ) f o r t h e s u b s e t c h o i c e a n d t h e c a t e g o r i c a l h i n g e l o s s f o r t h e s i n g l e t o n c h o i c e

s e t t i n g . A s i s c o m m o n i n m a c h i n e l e a r n i n g , 𝐿2- r e g u l a r i z a t i o n w i l l a d d i t i o n a l l y

b e e m p l o y e d t o p e n a l i z e t h e m a g n i t u d e o f t h e w e i g h t s .

Convexity of the Surrogate Losses W e h a v e a l r e a d y m e n t i o n e d c o n v e x i t y a s

a n i m p o r t a n t p r o p e r t y o f t h e h i n g e l o s s . I n g e n e r a l , t h i s i s b e c a u s e o p t i m i z i n g a

c o n v e x o p t i m i z a t i o n p r o b l e m i s g u a r a n t e e d t o y i e l d a u n i q u e g l o b a l o p t i m u m
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[ B V 0 4 ] . I n a d d i t i o n , i t a l s o i m p r o v e s t h e c o n v e r g e n c e s p e e d a n d s t a b i l i t y

o f t h e o p t i m i z a t i o n p r o c e s s , a n d w e d o n o t i n c u r t h e r i s k o f g e t t i n g s t u c k i n

a b a d l o c a l o p t i m u m . T h e r e f o r e , w e w i l l n o w c h e c k i f o u r s u r r o g a t e l o s s e s

a r e c o n v e x w i t h r e s p e c t t o t h e u t i l i t y s c o r e s u (𝒙, 𝑄). A s w e s h a l l s e e i n t h e

f o l l o w i n g , a l l t h r e e s u r r o g a t e l o s s e s a r e c o n v e x .

T h e c a t e g o r i c a l c r o s s - e n t r o p y l o s s 𝐿
C E

a s d e fi n e d i n ( 5 . 1 8 ) , c a n b e w r i t t e n a s

l o g (∑
𝒚∈𝑄

e x p (u (𝒚, 𝑄) − u (𝒙, 𝑄))) ,

w h e r e t h e d i f f e r e n c e o f u t i l i t i e s i s a l i n e a r f u n c t i o n a n d c l e a r l y c o n v e x . W h a t

r e m a i n s i s t h e o u t e r f u n c t i o n , a l s o k n o w n a s L o g S u m E x p . I t i s c o n v e x a n d L S E (𝒙) ≔ l o g (∑𝑗∈[𝑚] e x p (𝑥𝑗))

s t r i c t l y i n c r e a s i n g i n e a c h a r g u m e n t , a n d t h e r e f o r e , i t f o l l o w s t h a t t h e c a t e g o r i -

c a l c r o s s - e n t r o p y ( 5 . 1 8 ) a s a w h o l e i s c o n v e x a s w e l l .

F o r t h e b i n a r y c r o s s - e n t r o p y 𝐿
B E

( 5 . 1 9 ) w e fi r s t l o o k a t t h e i n n e r r e a l - v a l u e d

f u n c t i o n l o g (1 + e x p (𝑥)), w h i c h i s w i d e l y k n o w n a s s o f t p l u s [ D u g + 0 0 ] . I t i s s o f t p l u s (𝑥) ≔ l o g (1 + e x p (𝑥))

s m o o t h w i t h s t r i c t l y p o s i t i v e fi r s t a n d s e c o n d d e r i v a t i v e s , a n d h e n c e , c o n v e x

a n d n o n - d e c r e a s i n g . T h e d i f f e r e n c e s o f t p l u s (𝑥) − 𝑥 i s c o n v e x a n d s t r i c t l y

d e c r e a s i n g a s w e l l , w h i c h i s w h y w e c a n c o n c l u d e t h a t t h e b i n a r y c r o s s - e n t r o p y

( 5 . 1 9 ) i s c o n v e x .

T h e c a t e g o r i c a l h i n g e ( 5 . 2 0 ) c o n s i s t s o f t w o m a x o p e r a t i o n s . T h e i n n e r m a x i s

a m a x i m u m o f c o n v e x f u n c t i o n s a n d , t h e r e f o r e , c o n v e x . T h e n w e h a v e t h e

o u t e r m a x i m u m m a x (1 + 𝑥, 0), w h i c h i s c o n v e x f o r t h e s a m e r e a s o n , a n d t h e

o v e r a l l c o m p o s i t i o n ( 5 . 2 0 ) i s c o n s e q u e n t l y c o n v e x .

R e c a l l t h a t t h e p a i r w i s e F E T A m o d e l ( 5 . 8 ) i s a d e c o m p o s i t i o n o f t h e u t i l i t y

u (𝒙, 𝑄) i n t o s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s , w h i c h a r e a g g r e g a t e d . W e m a y , t h e r e f o r e ,

a s k w h e t h e r c o n v e x i t y s t i l l h o l d s w i t h r e s p e c t t o t h e s u b - u t i l i t y f u n c t i o n s u 0
a n d u 1 . I t i s e a s y t o s e e t h a t t h i s i s i n d e e d t h e c a s e s i n c e t h e a g g r e g a t i o n i n

F E T A i s a s i m p l e w e i g h t e d s u m . W e c o u l d t h e n g o o n e s t e p f u r t h e r a n d a s k i f

t h e c o m p l e t e l e a r n i n g p r o b l e m o f i n s t a n t i a t i o n s o f F E T A a n d F A T E i s c o n v e x ,

m e a n i n g t h a t w e w a n t t o k n o w w h e t h e r t h e l o s s m i n i m i z a t i o n p r o b l e m w i t h

r e s p e c t t o t h e p a r a m e t e r s 𝜃 o f t h e l e a r n e r i s c o n v e x . T h i s , h o w e v e r , i s n o t t h e

c a s e h e r e s i n c e w e u s e n e u r a l n e t w o r k s t o i n s t a n t i a t e o u r m o d e l s , w h i c h a r e

k n o w n t o b e n o n - c o n v e x . W h i l e w e l o s e t h e g u a r a n t e e t h a t o u r o p t i m i z a t i o n

p r o c e d u r e w i l l fi n d a g l o b a l o p t i m u m , t h i s i s n o t m u c h o f a p r o b l e m i n p r a c t i c e .

T h e l o s s l a n d s c a p e , w h i l e b e i n g n o n - c o n v e x , i s o f t e n r e m a r k a b l y s m o o t h a n d

w e l l - b e h a v e d , a s L i e t a l . [ L i + 1 8 ] d e m o n s t r a t e . T h e y fi n d t h a t o p t i m i z a t i o n

t r a j e c t o r i e s o f s t o c h a s t i c g r a d i e n t d e s c e n t o p t i m i z e r s o f t e n t r a v e r s e a v e r y l o w -

d i m e n s i o n a l s p a c e b e c a u s e t h e l o s s l a n d s c a p e o f t y p i c a l n e u r a l n e t w o r k s c o n t a i n s

r e g i o n s t h a t a r e a l m o s t c o n v e x . I n a d d i t i o n , w e a r e u s i n g h y p e r p a r a m e t e r

o p t i m i z a t i o n t o i m p r o v e p a r a m e t e r s r e l a t e d t o t h e o p t i m i z a t i o n p r o c e d u r e ,

w h i c h h e l p s t o m a k e t h e p r o c e s s e v e n m o r e s t a b l e . W i t h a l l o f t h i s i n m i n d , w e

c a n e x p e c t o u r l e a r n i n g a l g o r i t h m s t o fi n d r e a s o n a b l e s o l u t i o n s i n t h e u p c o m i n g

e x p e r i m e n t s .

5.5.1.3. Datasets

W e w i l l u s e a m i x o f s y n t h e t i c , s e m i - s y n t h e t i c , a n d r e a l - w o r l d d a t a s e t s f o r t h e

e x p e r i m e n t s . T h e ( s e m i - ) s y n t h e t i c d a t a s e t s a l l o w u s t o e v a l u a t e t h e l e a r n e r s

o n p r o b l e m s w h e r e w e k n o w t h a t t h e c h o i c e s a r e c o n t e x t - d e p e n d e n t . T h i s
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Table 5.1.: O v e r v i e w o f t h e c h o i c e d a t a s e t s

u s e d i n t h e e x p e r i m e n t s . B r a c k e t n o t a t i o n

i s u s e d t o d e n o t e t h e r a n g e o f v a l u e s .

P r o b l e m D a t a s e t # T r a i n # T e s t # F e a t u r e s |𝑄|

S i n g l e t o n C h o i c e

M e d o i d 10 000 100 000 5 10
H y p e r v o l u m e 10 000 100 000 2 10
M N I S T - M o d e 10 000 100 000 128 10
M N I S T - U n i q u e 10 000 100 000 128 10
T a g G e n o m e D i s s i m i l a r M o v i e 10 000 100 000 1128 10
T a g G e n o m e S i m i l a r M o v i e 10 000 100 000 1128 10
L E T O R - M Q 2007- l i s t [1353, 1356] [336, 339] 46 [257, 1346]
L E T O R - M Q 2008- l i s t [627, 628] [156, 157] 46 [204, 1831]
E x p e d i a 78 041 312 229 17 [5, 38]
S u s h i 7000 3000 7 10

S u b s e t C h o i c e

P a r e t o - f r o n t - 2D 10 000 100 000 2 30
P a r e t o - f r o n t - 5D 10 000 100 000 5 30
M N I S T - M o d e 10 000 100 000 128 10
M N I S T - U n i q u e 10 000 100 000 128 10
L E T O R - M Q 2007 [1160, 1172] [283, 295] 46 [6, 147]
L E T O R - M Q 2008 [442, 459] [105, 122] 46 [5, 121]
E x p e d i a 79 855 319 489 17 [5, 38]

g i v e s u s a g o o d o p p o r t u n i t y t o c h e c k w h i c h l e a r n e r s a r e a b l e t o r e p r e s e n t a n d

l e a r n t h e u n d e r l y i n g c h o i c e f u n c t i o n s . T h e s e m i - s y n t h e t i c d a t a s e t s a r e u s e d o n

e x i s t i n g r e a l - w o r l d d a t a s e t s , b u t t h e c h o i c e p r o c e s s i t s e l f h a s b e e n d e s i g n e d t o

b e c o n t e x t - d e p e n d e n t . F i n a l l y , w e h a v e a s e t o f r e a l - w o r l d p r e f e r e n c e l e a r n i n g

d a t a s e t s t h a t w e a d a p t t o o u r s e t t i n g s . W e n o w i n t r o d u c e t h e l e a r n i n g p r o b l e m s

u s e d f o r t h e e m p i r i c a l c o m p a r i s o n a s f o l l o w s :

Synthetic datasets:

( a ) T h e M e d o i d p r o b l e m , w h e r e t h e t a s k i s t o p r e d i c t t h e m e d o i d o f a

s e t o f p o i n t s i n a E u c l i d e a n s p a c e .

( b ) T h e P a r e t o - f r o n t p r o b l e m , i n w h i c h t h e l e a r n e r h a s t o p r e d i c t t h e

s e t o f p o i n t s , w h i c h a r e P a r e t o - o p t i m a l .

( c ) T h e H y p e r v o l u m e s i n g l e t o n c h o i c e p r o b l e m , w h e r e t h e t a s k i s t o

s e l e c t t h e p o i n t o f t h e P a r e t o - f r o n t w h i c h c o n t r i b u t e s t h e m o s t t o

t h e h y p e r v o l u m e .

Semi-synthetic datasets:

( d ) D i f f e r e n t c h o i c e p r o b l e m s d e fi n e d o n t h e w e l l - k n o w n M N I S T

d a t a s e t .

( e ) S i m i l a r i t y / d i s s i m i l a r i t y - b a s e d m o v i e s e l e c t i o n u s i n g t h e M o v i e -

L e n s T a g G e n o m e d a t a s e t [ V S R 1 2 ] .

Real-world datasets:

( f ) T h e L E a r n i n g T O R a n k ( L E T O R ) M Q 2007 a n d M Q 2008 d a t a s e t s

[ Q L 1 3 ] c o n s i s t i n g o f q u e r y - d o c u m e n t p a i r s , w i t h t h e g o a l o f s e -

l e c t i n g t h e r e l e v a n t d o c u m e n t s .

( g ) T h e E x p e d i a h o t e l d a t a s e t f e a t u r i n g s e a r c h r e s u l t s a n d r e l e v a n c e

l a b e l s f o r e a c h h o t e l w i t h t h e g o a l t o s e l e c t b o o k e d / c o n s i d e r e d

h o t e l s [ E x p 1 3 ] .

( h ) T h e S u s h i d a t a s e t , w h e r e t h e t a s k i s t o c h o o s e t h e m o s t p r e f e r r e d

s u s h i f r o m a s e t o f 10 o p t i o n s p r o v i d e d t o a u s e r .

I n T a b l e 5 . 1 w e g r o u p t h e d a t a s e t s , i n c l u d i n g v a r i a n t s , b y s e t t i n g ( s o m e c a n o n l y

b e u s e d f o r s i n g l e t o n o r s u b s e t c h o i c e , r e s p e c t i v e l y ) . W e r e p o r t t h e n u m b e r

o f t r a i n i n g a n d t e s t i n g i n s t a n c e s , t h e n u m b e r o f f e a t u r e s , a n d t h e t a s k s i z e s f o r

e a c h d a t a s e t . B r a c k e t s a r e u s e d t o s p e c i f y a r a n g e o f v a l u e s .



5 . 5 . E m p i r i c a l E v a l u a t i o n 1 3 9

The Medoid Problem F i n d i n g t h e m o s t r e p r e s e n t a t i v e e l e m e n t f o r a s e t i s

a t a s k o f t e n e n c o u n t e r e d i n p r a c t i c e . F o r e x a m p l e , w h e n w e a p p l y 𝑘- m e a n s

c l u s t e r i n g t o a d a t a s e t w e o b t a i n a s e t o f 𝑘 c e n t r o i d s , w h i c h u s u a l l y a r e n o t p a r t T h e c e n t r o i d o f a s e t 𝑄 i s d e fi n e d a s :

c e n t r o i d (𝑄) = 1
𝑄 ∑

𝒙∈𝑄
𝒙

o f t h e o r i g i n a l s e t o f e l e m e n t s . W e m a y , t h e r e f o r e , b e i n t e r e s t e d i n s e l e c t i n g

a s i n g l e e l e m e n t o f e a c h c l u s t e r a s i t s r e p r e s e n t a t i v e . O n e a p p l i c a t i o n a m o n g

m a n y i s c o l o r q u a n t i z a t i o n , w h e r e t h e g o a l i s t o r e d u c e t h e n u m b e r o f d i s t i n c t

c o l o r s o f a n i m a g e w h i l e p r e s e r v i n g o v e r a l l s i m i l a r i t y t o t h e o r i g i n a l i m a g e .

T h e m e d o i d o f a s e t 𝑄 i s t h e o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑄 t h a t h a s t h e s m a l l e s t c u m u l a t i v e

d i s s i m i l a r i t y t o a l l o t h e r o b j e c t s w i t h i n t h e s a m e s e t . O n e a d v a n t a g e o f t h e

m e d o i d o v e r t h e c e n t r o i d i s t h a t i t c a n b e c o m p u t e d f o r a n y s t r u c t u r e d s p a c e f o r

w h i c h w e c a n d e fi n e a d i s s i m i l a r i t y m e a s u r e , e . g . , g r a p h s , i m a g e s , e t c . [ V P B 0 3 ;

Z C 0 5 ] .

F o r o u r e x p e r i m e n t s , w e w i l l t r e a t t h e m e d o i d c o m p u t a t i o n a s a c h o i c e f u n c t i o n

𝑐
m e d o i d

∶ ℚ → 𝒞 d e fi n e d a s

𝑐
m e d o i d

(𝑄) ≔ a r g m i n

𝒙∈𝑄

1
|𝑄| ∑𝒚∈𝑄

‖𝒙 − 𝒚‖,

w i t h ‖⋅‖ b e i n g t h e u s u a l e u c l i d e a n n o r m . N o t e , h o w 𝑐
m e d o i d

c o m p u t e s t h e n o r m ‖𝒛‖ = √𝒛 𝑡𝒛

f o r a l l p a i r s o f o b j e c t s . T h e r e s u l t i n g c h o i c e f u n c t i o n i s , t h e r e f o r e , c o n t e x t -

d e p e n d e n t a n d s m a l l c h a n g e s t o t h e o b j e c t s c o n t a i n e d w i t h i n a c h o i c e t a s k c a n

c a u s e t h e c h o i c e s e t t o c h a n g e . T h i s m a k e s i t a g o o d c h o i c e p r o b l e m t o a s s e s s

t h e c a p a b i l i t i e s o f o u r l e a r n e r s .

I n p a r t i c u l a r , w e c a n e v e n t r y t o p r e d i c t h o w w e l l F E T A a n d F A T E s h o u l d b e

a b l e t o l e a r n t h e m e d o i d p r o b l e m . F o r F E T A l e t u 0(𝒙) ≔ 0 a n d u 1(𝒙, {𝒚}) ≔
−‖𝒙 − 𝒚‖ t h e n w e c a n r e w r i t e 𝑐

m e d o i d
a s

𝑐
m e d o i d

(𝑄) = a r g m i n

𝒙∈𝑄

1
|𝑄| − 1 ∑

𝒚∈𝑄
‖𝒙 − 𝒚‖

= a r g m a x

𝒙∈𝑄
u 0(𝒙) +

1
|𝑄| − 1 ∑

𝒚∈𝑄⧵{𝒙}
u 1(𝒙, {𝒚})

a n d i t i s e a s y t o s e e t h a t F E T A c a n r e p r e s e n t t h e m e d o i d c h o i c e f u n c t i o n

e x a c t l y .

W e c a n t r y t h e s a m e f o r F A T E , b u t t h e r e d o e s n o t a p p e a r t o b e a n o b v i o u s

c h o i c e f o r 𝜙 a n d u
′
t h a t , w h e n c o m b i n e d , c a n p e r f e c t l y m o d e l t h e m e d o i d

c h o i c e f u n c t i o n . I t i s p o s s i b l e t o a p p r o x i m a t e 𝑐
m e d o i d

u s i n g 𝒵 ≔ 𝒳, 𝜙 ≔ i d 𝒳
a n d u

′(𝒙, 𝒛) ≔ −‖𝒙 − 𝒛‖. I n s e r t i n g i n t o ( 5 . 1 5 ) , w e g e t

u
u
′,𝜙

F A T E
(𝒙, 𝑄) = −‖𝒙 − c e n t r o i d (𝑄)‖ ,

w i t h c e n t r o i d (𝑄) ≔ 1
|𝑄| ∑𝒚∈𝑄 𝒚 b e i n g t h e c e n t r o i d o f 𝑄. I n s t e a d o f c h o o s i n g t h e

o b j e c t t h a t m i n i m i z e s t h e p a i r w i s e d i s t a n c e w i t h r e s p e c t t o e v e r y o t h e r o b j e c t ,

w e p i c k t h e o b j e c t c l o s e s t t o t h e c e n t r o i d . A s t h e s e s h o u l d o f t e n c o i n c i d e , w e

c a n e x p e c t t h i s a p p r o x i m a t i o n t o b e c l o s e .

T o h a v e a r e f e r e n c e v a l u e f o r t h e e x p e r i m e n t s , w e c a n a s s u m e t h a t c h o i c e t a s k s

𝑄 a r e s a m p l e d f r o m a u n i f o r m d i s t r i b u t i o n 𝑣 o n {𝐴 ⊆ [0, 1]𝑑 ∶ |𝐴| = 𝑟} f o r a

fi x e d 𝑟 ∈ ℕ. W i t h t h e a b o v e a p p r o x i m a t i o n , w e c a n t h e n a c h i e v e a n a c c u r a c y

o f a t l e a s t

𝑃𝑄∼𝜈 (𝑐m e d o i d
(𝑄) = a r g m i n 𝒙∈𝑄‖𝒙 − c e n t r o i d (𝑄)‖)
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i n e x p e c t a t i o n . D o i n g a n u m e r i c a l c o m p u t a t i o n , w e c a n fi n d t h a t f o r 𝑟 = 10
a n d 𝑑 = 5, w e g e t a p r o b a b i l i t y o f 89.56 %. F o r m o r e t e c h n i c a l d e t a i l s o n h o w

w e c o n s t r u c t t h e m e d o i d d a t a s e t , c o n s u l t A p p e n d i x A . 3 . 1 .

The Pareto-Front Problem T h e c o n c e p t o f P a r e t o - o p t i m a l i t y i s c e n t r a l t oP a r e t o - f r o n t d a t a s e t

m u l t i - o b j e c t i v e o p t i m i z a t i o n a n d h a s a w i d e r a n g e o f a p p l i c a t i o n s [ G e i + 0 7 ] . I t

i s o n l y r e l e v a n t i n s e t t i n g s w h e r e t h e r e a r e m u l t i p l e o b j e c t i v e s t h a t n e e d t o b e

o p t i m i z e d b e c a u s e w i t h o n l y o n e o b j e c t i v e , t h e r e e x i s t s a c l e a r l i n e a r o r d e r b y

w h i c h w e c a n s o r t t h e o b j e c t s . A s s o o n a s w e h a v e m u l t i p l e o b j e c t i v e s , t h e r e

c a n b e s i t u a t i o n s w h e r e o n e o b j e c t i s b e t t e r t h a n a n o t h e r i n o n e o b j e c t i v e b u t

w o r s e i n a n o t h e r .

𝑢0

𝑢1

Figure 5.8.: A P a r e t o - f r o n t i n t w o d i m e n -

s i o n s . T h e P a r e t o - o p t i m a l p o i n t s a r e s h o w n

i n b l u e .

W e f o r m a l i z e t h i s b y i n t r o d u c i n g a c o n c e p t c a l l e d d o m i n a n c e . W e s a y 𝒙 ∈ 𝒳 ⊆
ℝ𝑑 i s d o m i n a t e d b y 𝒚 ∈ ℝ𝑑 ( s h o r t : 𝒚 ≻ 𝒙) i f 𝑥𝑖 ≤ 𝑦𝑖 h o l d s f o r a n y 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑 a n d

𝑥𝑗 < 𝑦𝑗 f o r a t l e a s t o n e 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑑. F o r a n y s e t 𝑄 ∈ ℚ w e d e fi n e t h e P a r e t o - s e t o r

P a r e t o - f r o n t o f 𝑄 a s

𝑐
P a r e t o

(𝑄) ≔ {𝒙 ∈ 𝑄 ∶ 𝒙 i s n o t d o m i n a t e d b y a n y e l e m e n t 𝒚 ∈ 𝑄 ⧵ {𝒙}}.

A n e x e m p l a r y P a r e t o - f r o n t i n t w o d i m e n s i o n s i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 8 . T h e

P a r e t o - o p t i m a l p o i n t s a r e d e p i c t e d i n b l u e , a n d t h e r e g i o n t h e y d o m i n a t e i s

s h a d e d i n b l u e . A s y o u m a y n o t i c e , 𝑐
P a r e t o

i s a v a l i d c h o i c e f u n c t i o n , a n d w e

w a n t t o k n o w w h i c h a p p r o a c h e s a r e a b l e t o l e a r n i t f r o m c h o i c e d a t a . I t i s

c l e a r l y a c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e p r o b l e m s i n c e o n l y b y l o o k i n g a t a l l o t h e r

o b j e c t s w e a r e a b l e t o d e c i d e w h e t h e r o n e p a r t i c u l a r o b j e c t i s d o m i n a t e d . I n

a d d i t i o n , t h e s i z e o f t h e c h o i c e s e t i s n o t c o n s t a n t a c r o s s c h o i c e t a s k s 𝑄 ∈ ℚ.

W e w i l l t h e r e f o r e o n l y u s e i t a s a d a t a s e t f o r t h e s u b s e t c h o i c e s e t t i n g .

A s b e f o r e , w e m a y a s k i f w e c a n p r e d i c t h o w w e l l o u r a p p r o a c h e s s h o u l d b e

a b l e t o r e p r e s e n t t h i s p r o b l e m . F o r p a i r w i s e F E T A , w e c a n s e t u 0(𝒙) ≔ 0 a n d

u 1(𝒙, {𝒚}) ≔ −J𝒚 ≻ 𝒙K. I n s e r t i n g i n t o ( 5 . 8 ) w e g e t

u
u 0,u 1
F E T A

(𝒙, 𝑄) = −∑
𝒚∈𝑄

J𝒚 ≻ 𝒙K ∈ {
(−∞,−1], i f 𝒙 ∉ 𝑐

P a r e t o
(𝑄),

{0}, o t h e r w i s e .

.

I n w o r d s , t h a t m e a n s w e c o u n t t h e n u m b e r o f t i m e s a g i v e n o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑄 i s d o m -

i n a t e d b y a n y o t h e r o b j e c t 𝒚 ∈ 𝑄. I t f o l l o w s t h a t e v e r y o b j e c t w h i c h a c h i e v e s a

u t i l i t y o f 0 i s P a r e t o - o p t i m a l , a n d 𝑐
P a r e t o

(𝑄) = a r g m a x 𝒙∈𝑄 u
(u 1)
F E T A

(𝒙, 𝑄) h o l d s

f o r a l l t a s k s 𝑄 ∈ ℚ. W e c o n s e q u e n t l y e x p e c t F E T A t o b e a b l e t o l e a r n t h i s

p r o b l e m .

F o r t h e e x p e r i m e n t s , w e g e n e r a t e 30 u n i f o r m l y d i s t r i b u t e d p o i n t s i n ℝ2 a n d

ℝ5 . W e v a r y t h e d i m e n s i o n a l i t y t o s e e i f t h e r e i s a d e t e c t a b l e d i f f e r e n c e i n

p e r f o r m a n c e . W e u s e 𝑐
P a r e t o

t o c o m p u t e t h e c o r r e s p o n d i n g c h o i c e s e t s . S e e

A p p e n d i x A . 3 . 2 f o r m o r e t e c h n i c a l d e t a i l s .

𝑢0

𝑢1

Figure 5.9.: V i s u a l i z i n g t h e v o l u m e ( s h a d e d

i n t e a l ) o f t h e s e t o f t h r e e p o i n t s m a x i m i z i n g

t h e h y p e r v o l u m e .

Hypervolume I n m u l t i - o b j e c t i v e o p t i m i z a t i o n , t h e g o a l i s t o fi n d t h e b e s t

P a r e t o - f r o n t f o r a g i v e n o p t i m i z a t i o n p r o b l e m . T h e r e a r e a v a r i e t y o f a p -

p r o a c h e s t h a t h a v e b e e n p r o p o s e d f o r s o l v i n g t h i s t a s k , b u t o n e p a r t i c u l a r c l a s s

o f a l g o r i t h m s i s m u l t i - o b j e c t i v e e v o l u t i o n a r y a l g o r i t h m s ( M O E A s ) , w h e r e

a P a r e t o - f r o n t i s c r e a t e d a n d t h e n i t e r a t i v e l y e v o l v e d s u c h t h a t t h e s e t o f

p o i n t s i m p r o v e s o v e r t i m e . O n e i m p o r t a n t g o a l i s t o c o v e r t h e g r o u n d - t r u t h
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P a r e t o - f r o n t e v e n l y , w h i c h i s a p r o p e r t y n o t e n f o r c e d b y s i m p l y o p t i m i z i n g

t h e o b j e c t i v e s . T h e r e f o r e , t y p i c a l a l g o r i t h m s a l s o t r y t o o p t i m i z e t h e d i v e r -

s i t y o f t h e o b j e c t s [ Z D T 0 0 ; G F P 2 2 ] . Q u a l i t y i n d i c a t o r s a r e m e a s u r e s t h a t

t r y t o t a k e i n t o a c c o u n t c l o s e n e s s t o t h e P a r e t o - f r o n t , d i v e r s i t y , a n d o v e r a l l

s p r e a d . O n e p a r t i c u l a r l y i m p o r t a n t q u a l i t y m e a s u r e i s t h e h y p e r v o l u m e [ L Y 2 0 ;

G F P 2 2 ] , w h i c h i s t h e v o l u m e o f t h e u n i o n o f t h e s u b s p a c e s d o m i n a t e d b y

e a c h o b j e c t i n t h e P a r e t o - f r o n t . I n F i g u r e 5 . 9 , w e c a n s e e a v i s u a l i z a t i o n o f

t h i s c o n c e p t . T h e v o l u m e s p a n n e d b y t h e t h r e e p o i n t s i s s h a d e d i n t e a l . T h e

h y p e r v o l u m e i s i m p o r t a n t b e c a u s e i t i s t h e o n l y k n o w n q u a l i t y m e a s u r e , t h a t

i s s t r i c t l y P a r e t o - c o m p l i a n t , i . e . , i f o n e P a r e t o - f r o n t s t r i c t l y d o m i n a t e s a n o t h e r , s t r i c t l y P a r e t o - c o m p l i a n t

t h e n t h e q u a l i t y m e a s u r e o f t h e f o r m e r w i l l a l s o b e s t r i c t l y l a r g e r t h a n t h e

l a t t e r . U n f o r t u n a t e l y , B r i n g m a n n a n d F r i e d r i c h [ B F 1 0 , T h e o r e m 1 ] s h o w t h a t

i t i s # P - h a r d t o c a l c u l a t e t h e h y p e r v o l u m e , w h i c h m o t i v a t e d u s t o u s e i t a s a

c h a l l e n g i n g c h o i c e p r o b l e m .

T o c r e a t e a c o r r e s p o n d i n g c h o i c e p r o b l e m , w e w i l l l o o k a t h y p e r v o l u m e c o n t r i b u -

t i o n s . L e t u s b e g i n b y f o r m a l l y i n t r o d u c i n g t h e h y p e r v o l u m e . T h e h y p e r v o l u m e

𝜆
H y p V o l

(𝑄) o f a s u b s e t 𝑄 ⊆ ℝ𝑑 d e s c r i b e s t h e v o l u m e o f t h e u n i o n o f t h e s u b -

s p a c e s d o m i n a t e d b y e a c h i n d i v i d u a l p o i n t 𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑑) i n t h e P a r e t o s e t o f

𝑄 a n d c a n f o r m a l l y b e d e fi n e d a s

𝜆
H y p V o l

(𝑄) ≔ 𝜆 (⋃
𝒙∈𝑐

P a r e t o
(𝑄)

[0, 𝑥1] × ⋯ × [0, 𝑥𝑑])

= 𝜆 (⋃
𝒙∈𝑄

[0, 𝑥1] × ⋯ × [0, 𝑥𝑑])

w h e r e 𝜆 d e n o t e s t h e L e b e s g u e m e a s u r e o f ℝ𝑑 . W i t h t h a t , w e c a n d e fi n e t h e h y - h y p e r v o l u m e c o n t r i b u t i o n

p e r v o l u m e c o n t r i b u t i o n 𝜆
H y p V o l

(𝑄)−𝜆
H y p V o l

(𝑄⧵{𝒙}) o f a n o b j e c t 𝒙 t o t h e o v e r a l l

h y p e r v o l u m e . I n o t h e r w o r d s , w e w a n t t o k n o w h o w m u c h t h e h y p e r v o l u m e

i s r e d u c e d i f 𝒙 i s r e m o v e d f r o m t h e P a r e t o - f r o n t . W e d e fi n e t h e p r o b l e m o f

l e a r n i n g t h e c o r r e s p o n d i n g h y p e r v o l u m e c h o i c e f u n c t i o n 𝑐
H y p V o l

∶ ℚ → 𝒞,

w h i c h p i c k s t h a t o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑄 w i t h t h e s m a l l e s t c o n t r i b u t i o n t o t h e o v e r a l l

h y p e r v o l u m e , i . e . ,

𝑐
H y p V o l

(𝑄) ≔ a r g m a x

𝒙∈𝑄
𝜆
H y p V o l

(𝑄) − 𝜆
H y p V o l

(𝑄 ⧵ {𝒙})

= a r g m i n

𝒙∈𝑄
𝜆
H y p V o l

(𝑄 ⧵ {𝒙}) .

F o r t h e e x p e r i m e n t s , w e g e n e r a t e s e t s o f 10 o b j e c t s u n i f o r m l y a t r a n d o m i n ℝ2

a n d c o m p u t e t h e c o r r e s p o n d i n g s i n g l e t o n c h o i c e .

𝑄

𝑐(𝑄)

Figure 5.10.: A n e x e m p l a r y t a s k o f t h e M o d -

i fi e d N a t i o n a l I n s t i t u t e o f S t a n d a r d s a n d

T e c h n o l o g y ( M N I S T ) M o d e d a t a s e t .

MNIST Number Problems F o r t h e s e t o f p r o b l e m s , w e a r e g o i n g t o d e fi n e

t a s k s u s i n g h a n d w r i t t e n d i g i t s . W e w i l l d e fi n e c h o i c e f u n c t i o n s o n t h e l e v e l o f

d i g i t s , b u t t h e l e a r n e r s w i l l o n l y o b s e r v e a f e a t u r e v e c t o r b a s e d o n t h e u n d e r l y i n g

h a n d w r i t t e n d i g i t . T o b e m o r e p r e c i s e , w e w i l l u s e t h e w e l l - k n o w n M N I S T

d a t a s e t , w h i c h c o n s i s t s o f 70 000 g r a y s c a l e i m a g e s , e a c h w i t h d i m e n s i o n s o f

28×28. S i n c e w e d o n o t w a n t t o m a k e t h i s t a s k a c o m p u t e r v i s i o n p r o b l e m , w e

e n s u r e a f a i r c o m p a r i s o n b e t w e e n a l l a p p r o a c h e s b y fi r s t t r a i n i n g a c o n v o l u t i o n a l

n e u r a l n e t w o r k ( C N N ) u s i n g a s u b s e t o f 10 000 i n s t a n c e s a n d t h e n a p p l y i n g i t

t o t h e r e m a i n i n g 60 000 i m a g e s t o e x t r a c t f e a t u r e v e c t o r s ( s e e A p p e n d i x A . 3 . 3

f o r t e c h n i c a l d e t a i l s ) . T h e n w e s a m p l e s e t s o f 10 i m a g e s a n d m a k e c h o i c e s

a c c o r d i n g t o t h e f o l l o w i n g s e l e c t i o n m e t h o d s :
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Mode: F o r t h e M o d e d a t a s e t , w e c h o o s e t h e d i g i t s t h a t o c c u r m o s t o f t e n i n

t h e c h o i c e t a s k 𝑄. F o r e x a m p l e , g i v e n a m u l t i s e t o f d i g i t s {0, 0, 1, 2,4, 5,
5, 5,6, 6}, w e c h o o s e a l l i n s t a n c e s w i t h a v a l u e e q u a l t o t h e m o d e v a l u e

5. F o r t h e s i n g l e t o n c h o i c e t a s k , w e o n l y o u t p u t o n e o f t h e d i g i t s b y

u t i l i z i n g a t i e b r e a k e r . W e p i c k t h e d i g i t w h o s e r e p r e s e n t a t i o n h a s t h e

l e a s t a n g l e t o a p r e d e fi n e d v e c t o r .

Unique: H e r e , w e c h o o s e a l l n u m b e r s t h a t o c c u r o n l y o n c e i n t h e s e t o f

s a m p l e d l a b e l v a l u e s . F o r e x a m p l e , g i v e n a m u l t i s e t o f n u m b e r s {1, 1, 1,
2, 3, 3, 4, 4, 5, 5}, w e c h o o s e t h e n u m b e r {2}. F o r t h e s i n g l e t o n c h o i c e

p r o b l e m , w e e n s u r e t h a t e x a c t l y o n e o f t h e d i g i t s i s u n i q u e .

B o t h o f t h e s e p r o b l e m s a r e i m p o s s i b l e t o s o l v e w i t h o u t u s i n g t h e t a s k c o n t e x t ,

b e c a u s e t h e d i g i t i t s e l f i s n o t i n d i c a t i v e o f w h e t h e r t h e o b j e c t i s c h o s e n o r

n o t . O n l y w h e n c o n s i d e r i n g t h e c o m p l e t e s e t t h e l e a r n e r s a r e a b l e t o a s c e r t a i n

w h i c h d i g i t s a p p e a r m o s t o f t e n / o n l y o n c e .

𝑄𝑐(𝑄)
Figure 5.11.: A n e x e m p l a r y t a s k o f t h e

M N I S T U n i q u e d a t a s e t .

MovieLens Tag Genome R e c o m m e n d e r s y s t e m s a r e a n i m p o r t a n t p a r t o fM o v i e L e n s T a g G e n o m e d a t a s e t

t o d a y ’ s e c o n o m y , a l l o w i n g c o m p a n i e s t o p e r s o n a l i z e t h e u s e r e x p e r i e n c e a n d ,

t h e r e f o r e , i n c r e a s e c u s t o m e r l o y a l t y . T h e M o v i e L e n s d a t a s e t i s a c o l l e c t i o n

o f m o v i e r a t i n g s c o l l e c t e d b y t h e M o v i e L e n s m o v i e r e c o m m e n d a t i o n s e r v i c e

[ H K 1 5 ] . T h e d a t a s e t i s w i d e l y u s e d i n r e c o m m e n d e r s y s t e m s r e s e a r c h .

T h e M o v i e L e n s T a g G e n o m e d a t a s e t ( 2 0 1 4 ) c o n s i s t s o f a l a r g e c o l l e c t i o n o f

m o v i e s a n d t a g r e l e v a n c e s c o r e s [ V S R 1 2 ] . T h e a u t h o r s b a s e t h e t a g r e l e v a n c e

s c o r e s o n c o m m u n i t y - c u r a t e d t a g s , r e v i e w s , c o m m e n t s , b l o g s a n d r a t i n g s o n t h e

M o v i e L e n s w e b s i t e a n d w e r e c o m p u t e d u s i n g a s u p e r v i s e d l e a r n i n g a l g o r i t h m

t h a t p r e d i c t s t a g r e l e v a n c e b a s e d o n t h e s p a r s e t a g g i n g d a t a . E a c h m o v i e ’ s t a g

g e n o m e i s a v e c t o r o f r e a l - v a l u e d r e l e v a n c e s c o r e s i n [0, 1].

W e u s e t h i s s e m a n t i c a l l y r i c h v e c t o r s p a c e i n t h e e x p e r i m e n t s t o d e fi n e s i m i l a r i t y -

b a s e d c h o i c e p r o b l e m s . F o r a g i v e n s e t o f m o v i e s , w e a s k t h e l e a r n e r s t o p i c k

t h e m o v i e t h a t i s m o s t s i m i l a r / d i s s i m i l a r t o t h e o t h e r m o v i e s . F o r t h e f o r m e r

p r o b l e m , w e c o m p u t e t h e m e d o i d w i t h r e s p e c t t o t h e p a i r w i s e s i m i l a r i t y o f

t h e m o v i e s i n t a g g e n o m e s p a c e . A s f o r t h e l a t t e r p r o b l e m , w e p i c k t h e m o v i e

t h a t m a x i m i z e s t h e p a i r w i s e s i m i l a r i t y s c o r e s . W e u s e t h e s i m i l a r i t y m e a s u r e

p r o p o s e d b y V i g e t a l . [ V S R 1 1 ] , w h i c h i s a w e i g h t e d c o s i n e s i m i l a r i t y . S i n c e

t h e c h o i c e s w e c o m p u t e t h i s w a y a r e a l w a y s s i n g l e t o n s e t s , w e o n l y u s e t h i s

d a t a s e t f o r s i n g l e t o n c h o i c e .

LETOR M o v i n g o n t o t h e c a t e g o r y o f r e a l - w o r l d d a t a s e t s , w e h a v e t h eL E T O R d a t a s e t

L E T O R d a t a s e t , w h i c h i s a c o l l e c t i o n o f b e n c h m a r k d a t a s e t s f o r v a r i o u s

l e a r n i n g - t o - r a n k p r o b l e m s [ Q L 1 3 ] . I t i s b a s e d o n t h e G O V 2 w e b p a g e c o l l e c -

t i o n w h i c h i s a c r a w l o f .gov s i t e s i n 2 0 0 4 c o m p r i s e d o f 25 205 179 d o c u m e n t s

w i t h a t o t a l s i z e o f 426 G i B . T h e o r g a n i z e r s o f t h e T e x t R E t r i e v a l C o n f e r e n c e

( T R E C ) 2 0 0 7 a n d 2 0 0 8 u s e d t h i s c o r p u s i n c o n j u n c t i o n w i t h s e a r c h q u e r i e s

o b t a i n e d f r o m a s e a r c h e n g i n e t o h o s t t h e M i l l i o n Q u e r y ( 1 M Q ) t r a c k [ T R E 0 7 ;

T R E 0 8 ] . O n l y t h o s e q u e r i e s t h a t r e s u l t e d i n a c l i c k e v e n t o n a d o c u m e n t i n t h e

c o r p u s w e r e u s e d i n t h e 1 M Q t r a c k a n d o f t h o s e a s u b s e t o f 10 000 w a s c h o s e n .

T h e g o a l o f t h e p a r t i c i p a n t s w a s t o s u b m i t u p t o 1000 d o c u m e n t s f o r e a c h o f

t h e 10 000. T h e n , d u r i n g t h e j u d g i n g p h a s e , t h e s u b m i s s i o n s w e r e a s s e s s e d o n

a s u b s e t o f 1700 a n d 782 q u e r i e s ( f o r T R E C 2 0 0 7 a n d 2 0 0 8 , r e s p e c t i v e l y ) b y

h u m a n j u d g e s . T h e r e l e v a n c e o f e a c h d o c u m e n t w a s j u d g e d o n a n o r d i n a l
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s c a l e f r o m h i g h l y t o n o t r e l e v a n t . F i n a l l y , f o r t h e L E T O R 4 . 0 d a t a s e t , Q i n a n d

L i u [ Q L 1 3 ] u s e t h e T R E C 2 0 0 7 a n d 2 0 0 8 q u e r y s e t s a n d a d d i t i o n a l l y e x t r a c t

u s e f u l f e a t u r e s f r o m t h e d o c u m e n t s t o l e v e l t h e p l a y i n g fi e l d . T h e n , t h e y d e fi n e

v a r i o u s l e a r n i n g - t o - r a n k t a s k s ( i . e . , s u p e r v i s e d , s e m i - s u p e r v i s e d , a n d l i s t w i s e

r a n k i n g a s w e l l a s r a n k a g g r e g a t i o n ) a n d p r o v i d e 5 - f o l d c r o s s - v a l i d a t i o n s p l i t s .

E a c h q u e r y - d o c u m e n t p a i r i s , t h e r e f o r e , d e fi n e d b y a v e c t o r o f 46 f e a t u r e s .

F o r o u r e x p e r i m e n t s , w e u s e t h e s u p e r v i s e d v e r s i o n o f t h e d a t a s e t , w h e r e e a c h

q u e r y - d o c u m e n t p a i r i s a s s i g n e d a n o r d i n a l r e l e v a n c e s c o r e t o c o n s t r u c t a s u b s e t

c h o i c e d a t a s e t . F o r a g i v e n q u e r y , w e p i c k a l l d o c u m e n t s t h a t w e r e l a b e l e d

a s r e l e v a n t o r h i g h l y r e l e v a n t ( i . e . , t h e y h a v e a s c o r e o f 1 o r 2 ) a s t h e c h o i c e

s e t . A s f o r s i n g l e t o n c h o i c e , w e c a n u t i l i z e t h e l i s t w i s e r a n k i n g d a t a s e t a n d l e t

t h e s i n g l e t o n c h o i c e s e t b e t h e d o c u m e n t t h a t a c h i e v e s t h e h i g h e s t s c o r e f o r a

g i v e n q u e r y . F o r a d d i t i o n a l t e c h n i c a l d e t a i l s , c o n s u l t A p p e n d i x A . 4 . 1 .

Expedia E x p e d i a i s a n o n l i n e t r a v e l c o m p a n y t h a t a l l o w s u s e r s t o s e a r c h f o r

a n d b o o k fl i g h t s , h o t e l s , e t c . A s a c o n t e s t , t h e c o m p a n y u p l o a d e d a d a t a s e t t o

t h e K a g g l e w e b s i t e , w h e r e r e s e a r c h e r s w e r e a b l e t o p a r t i c i p a t e f o r t w o m o n t h s .

T h e g r o u p s p a r t i c i p a t i n g w e r e a l s o i n v i t e d t o s u b m i t a p a p e r d e s c r i b i n g t h e i r

a p p r o a c h a t t h e I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n D a t a M i n i n g ( I C D M ) 2 0 1 3

[ E x p 1 3 ] .
1 2

1 2 : N o t e t h a t t h e r e a r e t w o s i m i l a r l o o k i n g

E x p e d i a d a t a s e t s o n K a g g l e . W e a r e n o t r e -

f e r r i n g t o t h e m o r e r e c e n t o n e f r o m 2 0 1 6

h e r e [ E x p 1 6 ] .

T h e d a t a s e t i s c o m p r i s e d o f 665 574 s e a r c h e s o n t h e E x p e d i a w e b s i t e d i v i d e d

i n t o t r a i n ( 399 344 s e a r c h e s ) a n d t e s t s e t ( 266 230 s e a r c h e s ) . E a c h s e a r c h r e s u l t

c o n s i s t s o f 5 t o 38 h o t e l s , e a c h o f w h i c h i s r e p r e s e n t e d b y a v e c t o r o f 45 f e a t u r e s .

T h e t a r g e t i s a r e l e v a n c e s c o r e r a n g i n g f r o m 0 t o 2, w h e r e 0 i n d i c a t e s t h a t t h e

h o t e l w a s n o t c l i c k e d o n , 1 t h a t i t w a s c l i c k e d o n a n d 2 t h a t t h e h o t e l w a s

b o o k e d .

S i n c e o n l y e v e r o n e h o t e l i s b o o k e d p e r s e a r c h , w e c a n e a s i l y d e fi n e s i n g l e -

t o n c h o i c e s e t s f o r t h i s d a t a s e t . F o r t h e s u b s e t c h o i c e t a s k , w e u s e a l l h o t e l s

w i t h a r e l e v a n c e s c o r e o f a t l e a s t 1 a s t h e s u b s e t c h o i c e s e t . P l e a s e r e f e r t o

A p p e n d i x A . 4 . 2 f o r a d d i t i o n a l t e c h n i c a l d e t a i l s .

SUSHI T h e S U S H I d a t a s e t i s a d a t a s e t t h a t w a s c o l l e c t e d t o f a c i l i t a t e c o m p a r - S U S H I d a t a s e t

i s o n s o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g m e t h o d s b y K a m i s h i m a a n d F u j i k i [ K F 0 3 ; K F 0 3 ] .

T h e y a g g r e g a t e d n a m e s o f s u s h i d i s h e s f r o m 25 s u s h i r e s t a u r a n t s f o u n d o n l i n e

a n d s e l e c t e d t h e 100 m o s t f r e q u e n t o n e s . T h e s e s u s h i d i s h e s w e r e s p l i t i n t o s e v -

e r a l s e t s o f 10 s u s h i s ( s e e A p p e n d i x A . 4 . 3 f o r d e t a i l s o n t h e p a r t i c u l a r s e t s u s e d ) ,

w h i c h w e r e t h e n p r o v i d e d t o p a r t i c i p a n t s o f a n o n l i n e s u r v e y t o r a n k a n d s c o r e .

T h e r e s u l t w a s a d a t a s e t o f 1025 r e s p o n s e s w i t h o r d e r i n f o r m a t i o n f o r m u l t i p l e

s e t s o f s u s h i s . T h e s i z e o f t h e d a t a s e t w a s l a t e r i n c r e a s e d t o 5000 [ K a m 1 6 ] . E a c h

s u s h i i s r e p r e s e n t e d b y a s e t o f 7 f e a t u r e s ( e . g . , s t y l e o f s u s h i , m a j o r & m i n o r

g r o u p , h e a v i n e s s / o i l i n e s s e t c . ) . T h e a u t h o r s a l s o r e c o r d e d s o m e f e a t u r e s o f t h e

u s e r s r e s p o n d i n g t o t h e s u r v e y , w h i c h w e w i l l n o t n e e d i n o u r e x p e r i m e n t s .

I n t h e e x p e r i m e n t s , w e w i l l p o o l t h e r e s p o n s e s f o r b o t h o b j e c t s e t s u s e d i n

t h e s u r v e y t o g e t a d a t a s e t o f 10 000 i n s t a n c e s . F o r e a c h i n s t a n c e c o m p r i s e d

o f 10 o b j e c t s , w e l e t t h e c h o i c e s e t b e t h e s u s h i t h a t w a s p r e f e r r e d b y t h e u s e r .

T h e r e f o r e , t h e d a t a s e t i s o n l y u s e d f o r s i n g l e t o n c h o i c e . F u r t h e r t e c h n i c a l

d e t a i l s a r e l o c a t e d i n A p p e n d i x A . 4 . 3 .
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Figure 5.12.: C a t e g o r i c a l a c c u r a c i e s a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n s ( v e r t i c a l b a r s ) o f t h e s i n g l e t o n c h o i c e m o d e l s o n d i f f e r e n t s i n g l e t o n c h o i c e t a s k s

( m e a s u r e d a c r o s s 5 o u t e r c r o s s - v a l i d a t i o n f o l d s ) .

5.5.2. Results and Discussion

W e w i l l n o w m o v e o n t o t h e r e s u l t s o f t h e e x p e r i m e n t s . I n S e c t i o n 5 . 5 . 2 . 1 a n d

S e c t i o n 5 . 5 . 2 . 2 , w e c o m p a r e t h e a p p r o a c h e s o n s i n g l e t o n a n d s u b s e t c h o i c e p r o b -

l e m s . T h e n i n S e c t i o n 5 . 5 . 2 . 3 , w e e v a l u a t e h o w w e l l t h e d i f f e r e n t a p p r o a c h e s

a r e a b l e t o g e n e r a l i z e t o t a s k s i z e s t h a t t h e y w e r e n o t t r a i n e d o n . I n t h e s e

s e c t i o n s , w e w i l l f o c u s o n r e p o r t i n g t h e r a w r e s u l t s w h i l e w e r e l a t e t h e r e s u l t s

t o o u r o r i g i n a l r e s e a r c h q u e s t i o n s i n S e c t i o n 5 . 5 . 2 . 4 . N o t e t h a t f o r r e a s o n s o f

c o n c i s e n e s s , w e o n l y r e p o r t t h e r e s u l t s f o r t h e t a r g e t l o s s e s . T h e c o m p r e h e n s i v e

r e s u l t s , w h e r e w e r e p o r t a l l e v a l u a t i o n m e t r i c s , a r e s h o w n i n T a b l e s A . 7 t o A . 9

o f A p p e n d i x A . 5 . F i n a l l y , i t i s a l w a y s i m p o r t a n t t o h i g h l i g h t t h e l i m i t a t i o n s o f

a n e m p i r i c a l e v a l u a t i o n , w h i c h w e w i l l d o i n S e c t i o n 5 . 5 . 2 . 5 .

5.5.2.1. Singleton Choice

T h e m a i n e x p e r i m e n t a l r e s u l t s f o r t h e s i n g l e t o n c h o i c e m o d e l s a r e s h o w n i n

F i g u r e 5 . 1 2 . T h e t a r g e t l o s s f o r t h e s i n g l e t o n c h o i c e e x p e r i m e n t s i s t h e c a t e g o r i c a l

a c c u r a c y . I n t h e fi g u r e , e a c h b a r d e p i c t s t h e m e a n c a t e g o r i c a l a c c u r a c y a c r o s sc a t e g o r i c a l a c c u r a c y : P a g e 8 6

a l l o u t e r v a l i d a t i o n s p l i t s . T h e s m a l l , v e r t i c a l , b l a c k b a r s h o w s t h e e s t i m a t e d

s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e a c c u r a c i e s o n t h e s e s p l i t s .

W e c a n o b s e r v e t h a t b o t h F E T A - N e t a n d F A T E - N e t o u t p e r f o r m m o s t o t h e r

b a s e l i n e s i n t a s k s w h e r e t h e c h o i c e f u n c t i o n d e p e n d s o n c o n t e x t - s p e c i fi c i n -

f o r m a t i o n , s u c h a s t h e H y p e r v o l u m e , M e d o i d , a n d M N I S T d a t a s e t s . T h i s

d e m o n s t r a t e s t h a t t h e s e m o d e l s e f f e c t i v e l y u t i l i z e t h e c o n t e x t a n d l e a r n t h e

u n d e r l y i n g c h o i c e f u n c t i o n s b e t t e r . I n c o n t r a s t , t h e c o n t e x t - s e n s i t i v e S D A

n e t w o r k , w h i l e e x p e c t e d t o a c h i e v e c o m p a r a b l e r e s u l t s , o n l y i m p r o v e s o n t h e
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Figure 5.13.: R e s u l t o f t h e i n fi n i t e d a t a e x -

p e r i m e n t f o r F A T E - N e t , F E T A - N e t a n d

S D A o n t h e s y n t h e t i c u n i q u e p r o b l e m . T h e

l e f t p l o t d i s p l a y s t h e n e u r a l n e t w o r k s c a l i -

b r a t e d t o h a v e c o m p a r a b l e n u m b e r s o f p a -

r a m e t e r s . T h e r i g h t p l o t s h o w s a r e p e t i t i o n

o f t h e e x p e r i m e n t , w i t h F A T E - N e t g r a n t e d

a h i g h e r e p o c h a n d p a r a m e t e r b u d g e t .

b a s e l i n e s o n t h e M e d o i d a n d M N I S T d a t a s e t s . O n t h e H y p e r v o l u m e d a t a s e t ,

h o w e v e r , i t p e r f o r m s a t t h e s a m e l e v e l a s t h e r e m a i n i n g b a s e l i n e s .

T o g a u g e t h e i m p o r t a n c e o f n o n l i n e a r i t y a n d c o n t e x t - s e n s i t i v i t y f o r s o l v i n g

t h e s e t a s k s , i t i s i n t e r e s t i n g t o t a k e a c l o s e r l o o k a t t h e p e r f o r m a n c e o f t h e

b a s e l i n e s F E T A - L i n e a r a n d R a n k N e t . O n m o s t d a t a s e t s , t h e s e p e r f o r m o n p a r

w i t h t h e o t h e r b a s e l i n e s , i n d i c a t i n g t h a t a c o m b i n a t i o n o f c o n t e x t - s e n s i t i v i t y

a n d n o n l i n e a r i t y i s r e q u i r e d t o s o l v e t h e t a s k s w e l l . O n e n o t a b l e e x c e p t i o n i s

t h e M e d o i d d a t a s e t , w h e r e t h e y b o t h o u t p e r f o r m t h e o t h e r b a s e l i n e s b y a l a r g e

m a r g i n . F o r R a n k N e t , t h i s i s s e n s i b l e b e c a u s e , f o r t h i s t a s k , i t i s p o s s i b l e t o

l e a r n t h a t t h e t y p i c a l m e d o i d i s l o c a t e d c l o s e r t o t h e c e n t e r o f t h e o b j e c t s p a c e .

I n a d d i t i o n , t h e r e a p p e a r s t o b e a c o n t e x t - d e p e n d e n t b u t l i n e a r c o m p o n e n t

t h a t c a n b e r e p r e s e n t e d b y F E T A - L i n e a r .

L o o k i n g a t t h e M N I S T - U n i q u e d a t a s e t s p e c i fi c a l l y , w e c a n s e e t h a t F E T A - N e t

a n d F A T E - N e t a r e a b l e t o a c h i e v e a m e a n c a t e g o r i c a l a c c u r a c y o f o v e r 90 %
w i t h S D A b e i n g c l o s e w i t h o v e r 80 %. T h e u n d e r l y i n g c h o i c e f u n c t i o n h a s a n

e x t r e m e v e r s i o n o f t h e s i m i l a r i t y e f f e c t [ H P 8 3 ] . R e c a l l t h a t t h e s i m i l a r i t y e f f e c t s i m i l a r i t y e f f e c t : P a g e 2 9

p e r t a i n s t o c a s e s w h e r e t h e i n t r o d u c t i o n o f a h i g h l y s i m i l a r o b j e c t r e d i r e c t s

p r o b a b i l i t y w e i g h t p r i m a r i l y f r o m t h e e x i s t i n g s i m i l a r o b j e c t i n s t e a d o f b e i n g

p r o p o r t i o n a l l y d i v i d e d a m o n g a l l o b j e c t s b a s e d o n p r e f e r e n c e . H e r e , w e a r e

c h o o s i n g t h e d i g i t t h a t o c c u r s o n l y o n c e ; h e n c e , a n y d u p l i c a t e d d i g i t r e s u l t s

i n a c h o i c e p r o b a b i l i t y o f 0 f o r a l l o f t h e m . T h e G N L a n d m i x e d l o g i t ( M L )

m o d e l s c a n a c c o u n t f o r t h e s i m i l a r i t y e f f e c t , r e s u l t i n g i n a s u b s t a n t i a l l y b e t t e r

p e r f o r m a n c e c o m p a r e d t o t h e o t h e r b a s e l i n e s .

E x a m i n i n g t h e r e s u l t s o f t h e M N I S T - U n i q u e p r o b l e m r a i s e t h e q u e s t i o n o f I n fi n i t e d a t a e x p e r i m e n t ( F F - R Q 5 )

w h e t h e r t h e h i g h a c c u r a c i e s a c h i e v e d b y F E T A - N e t , F A T E - N e t a n d S D A a r e

t h e i r l i m i t p e r f o r m a n c e , o r i f t h e y a r e a b l e t o a c h i e v e c o m p a r a b l e p e r f o r m a n c e

g i v e n a l a r g e e n o u g h d a t a s e t . T o i n v e s t i g a t e t h i s , w e g e n e r a t e a f u l l y s y n t h e t i c

v e r s i o n o f t h i s d a t a s e t , w h e r e w e r e p r e s e n t e a c h d i g i t 𝑖 ∈ {0,… , 9} b y t h e

c o r r e s p o n d i n g s t a n d a r d u n i t v e c t o r 𝒆𝑖 , i . e . , a v e c t o r w h e r e t h e 𝑖- t h p o s i t i o n i s

1 a n d t h e r e m a i n i n g p o s i t i o n s a r e 0. W e d o t h i s t o c o n d e n s e t h e t a s k d o w n

t o o n l y t h e c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e . T h e n , w e c a l i b r a t e e a c h n e t w o r k t o

h a v e r o u g h l y t h e s a m e n u m b e r o f p a r a m e t e r s ( 2870 f o r F A T E - N e t , 2849 f o r

F E T A - N e t a n d 2850 f o r S D A ) . T h e r e m a i n i n g h y p e r p a r a m e t e r s w e r e s e t t o

t h e s a m e v a l u e s f o r a l l t h r e e l e a r n e r s . F o r t h e e x p e r i m e n t , w e l e t t h e l e a r n e r s

t r a i n o n a s t r e a m o f b a t c h e s , e a c h c o n s i s t i n g o f 1024 i n s t a n c e s w i t h s e t s o f 10
o b j e c t s .

T h e r e s u l t o f t h e e x p e r i m e n t i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 1 3 . O n t h e 𝑥- a x i s , w e s h o w

t h e e p o c h n u m b e r , w h e r e e a c h e p o c h c o r r e s p o n d s t o o n e t r a i n i n g p a s s o n o n e
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b a t c h o f t r a i n i n g i n s t a n c e s . O n t h e 𝑦- a x i s , w e h a v e t h e c a t e g o r i c a l a c c u r a c y

a c h i e v e d o n a h o l d o u t s e t o f i n s t a n c e s . W e c a n s e e t h a t b o t h F E T A - N e t a n d

S D A r e a c h t h e 100 % a c c u r a c y l e v e l . F A T E - N e t i s o n l y a b l e t o g e t t o s l i g h t l y

a b o v e 60 %, b u t t h e a c c u r a c y a p p e a r s t o b e t r e n d i n g u p w a r d s . T h a t i s w h y w e

d e c i d e d t o r u n t h e e x p e r i m e n t a g a i n w h e r e F A T E - N e t i s a l l o w e d a h i g h e r

e p o c h a n d p a r a m e t e r b u d g e t . T h e r e s u l t o f t h i s r u n i s s h o w n o n t h e r i g h t s i d e

o f F i g u r e 5 . 1 3 . N o w w i t h a n i n c r e a s e d b u d g e t o f 5985 p a r a m e t e r s , F A T E - N e t

r e a c h e s t h e 100 % a c c u r a c y l e v e l w i t h i n 400 e p o c h s . T o s u m u p , w e c a n s e e t h a t

a l l t h r e e a r c h i t e c t u r e s a r e i n d e e d a b l e t o l e a r n t h i s c h o i c e f u n c t i o n p e r f e c t l y .

W e c a n , h o w e v e r , s e e a d i f f e r e n c e i n p a r a m e t e r - a n d d a t a - e ffi c i e n c y b e t w e e n

t h e m o d e l s . T h e S D A a r c h i t e c t u r e q u i c k l y r e a c h e s a c c u r a c i e s a b o v e 60 %,

b u t i s e v e n t u a l l y o v e r t a k e n i n e p o c h 55 b y F E T A - N e t w h i c h i s t h e n a b l e t o

r e a c h 100 % fi r s t . T h i s c o u l d i n d i c a t e t h a t t h e i n d u c t i v e b i a s o f F E T A - N e t i s

v e r y s u i t a b l e f o r t h i s p a r t i c u l a r p r o b l e m . S i n c e F A T E - N e t n e e d s m a n y m o r e

p a r a m e t e r s a n d e p o c h s t o c o n v e r g e , w e c a n i n f e r t h a t t h e d e c o m p o s i t i o n i s n o t

p a r t i c u l a r l y w e l l - s u i t e d f o r t h e d a t a s e t . D e s p i t e t h i s , i t i s a b l e t o e v e n t u a l l y

l e a r n t h e c h o i c e f u n c t i o n , b e c a u s e i t b e l o n g s t o a v e r y fl e x i b l e m o d e l c l a s s .

F i n a l l y , w e w i l l e x a m i n e t h e r e a l - w o r l d d a t a s e t s S u s h i , M o v i e l e n s T a g G e n o m e ,r e a l - w o r l d d a t a s e t s

L E T O R , a n d E x p e d i a . W e fi n d t h a t t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e p e r f o r m a n c e o f

t h e b a s e l i n e a p p r o a c h e s a n d o u r F E T A - N e t a n d F A T E - N e t i s l e s s p r o n o u n c e d .

T h i s i s c e r t a i n l y t o b e e x p e c t e d s i n c e p r e f e r e n c e s e x p r e s s e d i n r e a l - w o r l d

d a t a t e n d t o b e m u c h l e s s c o n t e x t - d e p e n d e n t t h a n i n s y n t h e t i c d a t a . O n

t h e M o v i e l e n s T a g G e n o m e d a t a s e t w i t h m o s t d i s s i m i l a r m o v i e s e l e c t i o n

a n d L E T O R M Q 2 0 0 8 b o t h a p p r o a c h e s o u t p e r f o r m t h e o t h e r b a s e l i n e s . O n

L E T O R M Q 2 0 0 7 , o n l y F E T A - N e t a c h i e v e s h i g h e r a c c u r a c y , w h i l e F A T E -

N e t i s o n p a r w i t h t h e b a s e l i n e a p p r o a c h e s . O n t h e r e m a i n i n g d a t a s e t s , o u r

c o n t e x t - s e n s i t i v e a p p r o a c h e s a c h i e v e c o m p e t i t i v e r e s u l t s b u t d o n o t o u t p e r f o r m

c o n t e x t - i n d e p e n d e n t l e a r n e r s l i k e R a n k N e t b y a s i g n i fi c a n t m a r g i n . T h i s

i n d i c a t e s t h a t t h e p r e f e r e n c e s e x p r e s s e d o n t h e s e d a t a s e t s a r e c l o s e t o b e i n g

c o n t e x t - i n d e p e n d e n t .

S u r p r i s i n g l y , S D A a c h i e v e d t h e l o w e s t a c c u r a c y o n L E T O R a n d E x p e d i a .

W e s u s p e c t t h a t t h i s i s d u e t o t h e m o d e l s h a v i n g b e e n t r a i n e d o n fi x e d c h o i c e

t a s k s i z e s i n o u r e x p e r i m e n t s b u t e v a l u a t e d o n c h o i c e t a s k s o f v a r y i n g s i z e s

d u r i n g t e s t i n g . A s S D A l e a r n s a s e t - d e p e n d e n t a g g r e g a t i o n f u n c t i o n , i t m a y

n o t g e n e r a l i z e w e l l t o t h e l a r g e r c h o i c e t a s k s p r e s e n t i n r e a l - w o r l d d a t a s e t s .

5.5.2.2. Subset Choice

W e c o n t i n u e w i t h t h e r e s u l t s o f t h e e x p e r i m e n t s w h e r e t h e c h o i c e s a r e e x -

p r e s s e d a s s u b s e t s o f t h e c h o i c e t a s k . H e r e , w e u s e t h e 𝐹1- m e a s u r e ( 4 . 5 ) a s

t h e t a r g e t m e a s u r e s i n c e w e w a n t t h e m o d e l s t o fi n d a s m a n y o f t h e c h o s e n

o b j e c t s a s p o s s i b l e w h i l e a l s o p e n a l i z i n g t h e m f o r i n d i s c r i m i n a t e l y e n l a r g i n g t h e

p r e d i c t e d s u b s e t s . T h e r e s u l t s a r e s h o w n i n F i g u r e 5 . 1 4 . T o s e e i f t h e m o d e l s

h a v e l e a r n e d a n y t h i n g , w e a l s o d i s p l a y t h e p e r f o r m a n c e o f t h e b a s e l i n e , w h i c h

a l w a y s p r e d i c t s p o s i t i v e ( i . e . , a l l o b j e c t s a r e c h o s e n ) .

L o o k i n g a t t h e r e s u l t s , w e c a n s e e t h a t t h e g e n e r a l o b s e r v a t i o n s w e h a v e m a d e

f o r t h e s i n g l e t o n c h o i c e r e s u l t s s t i l l h o l d t r u e h e r e . O u r a p p r o a c h e s F E T A - N e t

a n d F A T E - N e t , a s w e l l a s t h e c o n t e x t - s e n s i t i v e b a s e l i n e S D A , s u r p a s s t h e

r e m a i n i n g b a s e l i n e s o n d a t a s e t s t h a t a r e h i g h l y d e p e n d e n t o n c o n t e x t . N a m e l y
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Figure 5.14.: A v e r a g e 𝐹1- m e a s u r e a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n ( v e r t i c a l b a r s ) o f t h e s u b s e t - c h o i c e m o d e l s o n t h e d i f f e r e n t c h o i c e t a s k s ( m e a s u r e d a c r o s s 5
o u t e r c r o s s - v a l i d a t i o n f o l d s ) .

t h e 2 D v e r s i o n o f t h e P a r e t o - f r o n t d a t a s e t a n d b o t h M N I S T d a t a s e t s . O u r

a p p r o a c h e s w o r k w e l l o n t h e r e a l - w o r l d d a t a s e t s ( L E T O R a n d E x p e d i a ) , b u t

t h e p e r f o r m a n c e d i f f e r e n c e t o t h e o t h e r b a s e l i n e s i s l e s s p r o n o u n c e d , a s w e

h a v e s e e n b e f o r e .

T h e r e a r e , h o w e v e r , a f e w i n t e r e s t i n g o b s e r v a t i o n s w e c a n m a k e . T h e p e r -

f o r m a n c e o f t h e F E T A - L i n e a r b a s e l i n e , d e p i c t e d i n g r e e n , i s c l o s e t o t h a t o f

F E T A - N e t a n d F A T E - N e t o n t h e r e a l - w o r l d d a t a s e t s . T h i s i n d i c a t e s t h a t

l i n e a r , c o n t e x t - s e n s i t i v e m o d e l s a r e e f f e c t i v e i n t h e s e s c e n a r i o s . H o w e v e r ,

o n t h e M N I S T p r o b l e m s , t h e F E T A - L i n e a r b a s e l i n e i s u n a b l e t o s u r p a s s t h e

b a s e l i n e t h a t a l w a y s p r e d i c t s p o s i t i v e s , i m p l y i n g t h a t a n o n l i n e a r c o m p o n e n t i s

c r u c i a l f o r s o l v i n g t h e s e c h o i c e t a s k s . T h i s h o l d s t r u e f o r t h e o t h e r l i n e a r a n d /

o r c o n t e x t - i n d e p e n d e n t b a s e l i n e s a s w e l l . T h e i n a b i l i t y o f R a n k N e t t o o u t p e r -

f o r m t h e s i m p l e b a s e l i n e u n d e r s c o r e s t h e f a c t t h a t t h e c h o i c e f u n c t i o n c a n o n l y

b e a c c u r a t e l y a p p r o x i m a t e d b y a n o n l i n e a r , c o n t e x t - d e p e n d e n t m o d e l .

A n i n t e r e s t i n g o b s e r v a t i o n c a n b e m a d e r e g a r d i n g t h e P a r e t o p r o b l e m : t h e

c o n t e x t - s e n s i t i v e m o d e l s F E T A - N e t , F A T E - N e t , a n d S D A s u r p a s s a l l b a s e l i n e

m o d e l s o n t h e 2 D v e r s i o n o f t h e d a t a s e t . H o w e v e r , o n t h e 5 D v e r s i o n , t h e

p e r f o r m a n c e o f a l l a p p r o a c h e s c o n v e r g e s t o a s i m i l a r l e v e l . T h i s s u g g e s t s t h a t

a s t h e d i m e n s i o n s o f t h e d a t a s e t i n c r e a s e , t h e t a s k o f s e l e c t i n g t h e P a r e t o - f r o n t

b e c o m e s i n c r e a s i n g l y l e s s r e l i a n t o n c o n t e x t a n d m o r e r e l i a n t o n t h e d i s t a n c e o f

a p o i n t f r o m t h e c e n t e r , a s t h i s i n f o r m a t i o n b e c o m e s i n c r e a s i n g l y i n f o r m a t i v e .

F u r t h e r m o r e , t h e h i g h 𝐹1- m e a s u r e o f t h e A l l P o s i t i v e b a s e l i n e i s i n d i c a t i v e o f

t h e f a c t t h a t t h e r e a r e m o r e p o i n t s o n t h e P a r e t o - f r o n t o v e r a l l .

O v e r a l l , o u r r e s u l t s s h o w t h a t F E T A - N e t a n d F A T E - N e t s i g n i fi c a n t l y o u t p e r -

f o r m c o n t e x t - i n d e p e n d e n t b a s e l i n e s o n t a s k s t h a t d e p e n d h e a v i l y o n c o n t e x t .

T h e y a l s o c o m p a r e f a v o r a b l y w i t h t h e s t a t e - o f - t h e - a r t a p p r o a c h S D A . T h i s

i m p r o v e m e n t i s d u e t o t h e m o d e l s ’ s e n s i t i v i t y t o t h e c o n t e x t a n d t h e i r a b i l i t y

t o m o d e l n o n l i n e a r r e l a t i o n s h i p s b e t w e e n i n p u t s a n d o u t p u t s . H o w e v e r , o n

r e a l - w o r l d d a t a s e t s , t h e i m p r o v e m e n t i s n o t a s p r o n o u n c e d , w h i c h s u g g e s t s

t h a t e i t h e r t h e c o n t e x t - d e p e n d e n c e i s w e a k e r o r t h a t t h e m o d e l s h a v e y e t t o

c a p t u r e i t f u l l y . T h e f o r m e r i s m o r e p l a u s i b l e d u e t o t h e r e l a t i v e l y l a r g e l i s t s

o f o b j e c t s g i v e n t o t h e h u m a n e v a l u a t o r s . R e s e a r c h h a s s h o w n t h a t c o n t e x t

e f f e c t s b e c o m e l e s s p r o n o u n c e d a s t h e t a s k s i z e g r o w s [ H a w + 1 2 ] .
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Figure 5.15.: N o r m a l i z e d A c c u r a c y o f t h e s i n g l e t o n c h o i c e m o d e l s ( S C M s ) t r a i n e d o n q u e r i e s o f s i z e 10, a n d p r e d i c t i n g o n q u e r i e s o f a v a r y i n g s i z e .

5.5.2.3. Generalization Across Task Sizes

F o r t h e l a s t r o u n d o f e x p e r i m e n t s , w e w a n t t o a d d r e s s F F - R Q 4 . T h e g o a lF F - R Q 4

i s t o e v a l u a t e t h e a b i l i t y o f t h e l e a r n e r s t o g e n e r a l i z e t a s k s i z e s t h e y d i d n o t

e n c o u n t e r d u r i n g t r a i n i n g . T h i s i s a n i m p o r t a n t a s p e c t s i n c e t h e c o m p l e x i t y o f

c o m p u t i n g c h o i c e s i s t y p i c a l l y l o w e r d u r i n g p r e d i c t i o n t i m e . A s t r a i g h t f o r w a r d

m e t h o d o l o g y t o h a n d l e d a t a s e t s w i t h l a r g e r t a s k s i z e s c o u l d , t h e r e f o r e , b e t o

t r a i n o n t a s k s i z e s o f a m a n a g e a b l e s i z e a n d u s e t h e l e a r n e d m o d e l t o p r e d i c t

c h o i c e s f o r l a r g e r t a s k s d u r i n g d e p l o y m e n t . H e r e w e w i l l f o c u s o n t h e r e s u l t s

o n t h e d a t a s e t s M e d o i d a n d H y p e r v o l u m e t o s h o w c a s e t h e k e y i n s i g h t s w e

o b s e r v e a c r o s s a l l d a t a s e t s . E a c h m o d e l i s t r a i n e d o n i n s t a n c e s c o n s i s t i n g o f 10
o b j e c t s a n d s u b s e q u e n t l y t e s t e d o n i n s t a n c e s w i t h 3 t o 29 o b j e c t s . I t i s i m p o r t a n t

t o k e e p i n m i n d t h a t w h e n d e a l i n g w i t h s i n g l e t o n c h o i c e , c o m p a r i n g a c c u r a c y

a c r o s s v a r y i n g t a s k s i z e s c a n b e m i s l e a d i n g . H o w e v e r , w e c a n r e s o l v e t h i s i s s u e

b y u s i n g t h e n o r m a l i z e d a c c u r a c y m e t r i c , w h i c h i s e x p l a i n e d i n m o r e d e t a i l i n

S e c t i o n 4 . 2 . 1 . B y u s i n g t h i s m e t r i c , w e c a n e n s u r e t h a t r a n d o m g u e s s i n g w i l l

a l w a y s a c h i e v e a s c o r e o f 0 .

T h e r e s u l t s f o r t h e t w o d a t a s e t s a r e s h o w n i n F i g u r e 5 . 1 5 . O v e r a l l , t h e m o d e l s

d e m o n s t r a t e r o b u s t g e n e r a l i z a t i o n c a p a b i l i t i e s , e x t e n d i n g t h e i r p e r f o r m a n c e

t o t a s k s i z e s b e y o n d t h e i r t r a i n i n g r e g i m e . H o w e v e r , t h e e x a c t g e n e r a l i z a t i o n

b e h a v i o r v a r i e s b y d a t a s e t . I n t h e M e d o i d d a t a s e t , m o d e l s s u c h a s F E T A - N e t ,

F E T A - L i n e a r , a n d R a n k N e t s h o w i m p r o v e d p e r f o r m a n c e w i t h i n c r e a s i n g t a s k

s i z e . T h i s i s e x p e c t e d b e c a u s e a c o n t e x t - i n d e p e n d e n t m o d e l , w h i c h a s s i g n s

t h e m a x i m u m s c o r e t o o b j e c t s i n t h e c e n t e r , c a n m o r e e f f e c t i v e l y s o l v e t h e

p r o b l e m a s m o r e p o i n t s fi l l t h e s p a c e .

C o n v e r s e l y , o n t h e H y p e r v o l u m e d a t a s e t , t h e n o r m a l i z e d a c c u r a c y d e c l i n e s a s

t h e n u m b e r o f o b j e c t s i n t h e c h o i c e t a s k i n c r e a s e s . T h i s s u g g e s t s t h a t c h o o s i n g

t h e p o i n t w i t h t h e h i g h e s t c o n t r i b u t i o n t o t h e h y p e r v o l u m e b e c o m e s h a r d e r

w i t h a n i n c r e a s i n g n u m b e r o f o b j e c t s . W e c a n a l s o s e e a n o t a b l e d i f f e r e n c e i n

g e n e r a l i z a t i o n b e h a v i o r b e t w e e n F E T A - N e t , F A T E - N e t a n d F E T A - L i n e a r ,

a n d t h e r e m a i n i n g b a s e l i n e s . T h e l a t t e r a c h i e v e t h e i r h i g h e s t p e r f o r m a n c e o n

s e t s o f t h r e e o b j e c t s , d e s p i t e b e i n g t r a i n e d o n s e t s o f 10, a n d i t m o n o t o n i c a l l y

d r o p s w i t h i n c r e a s i n g n u m b e r o f o b j e c t s . O u r t h r e e a p p r o a c h e s e x h i b i t a m o r e

g r a d u a l d e c r e a s e i n a c c u r a c y . R e m a r k a b l y , F E T A - N e t a n d F E T A - L i n e a r

a s s u m e t h e m a x i m u m a c c u r a c y i n t h e r a n g e o f 7 t o 10 o b j e c t s . T h i s i n d i c a t e s
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t h a t F E T A - l e a r n e r s a d a p t e d m o r e s t r o n g l y t o t h e s p e c i fi c t a s k s i z e e n c o u n t e r e d

d u r i n g t r a i n i n g , e v e n t h o u g h t h e c h o i c e p r o b l e m i s i n h e r e n t l y e a s i e r w i t h

f e w e r o b j e c t s .

5.5.2.4. Discussion

A t t h e b e g i n n i n g o f S e c t i o n 5 . 5 , w e s p e c i fi e d t h e fi v e g u i d i n g r e s e a r c h q u e s -

t i o n s ( F F - R Q 1 t o F F - R Q 5 ) f o r t h e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n . W e w i l l n o w r e l a t e

t h e r e s u l t s o b t a i n e d i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n s t o t h e r e s e a r c h q u e s t i o n s . W i t h

F F - R Q 1 w e w a n t e d t o k n o w w h e t h e r o u r p r o p o s e d m o d e l s F E T A a n d F A T E , F F - R Q 1

a n d i n p a r t i c u l a r F E T A - N e t a n d F A T E - N e t a r e s u i t a b l e t o r e p r e s e n t a n d l e a r n

c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e f u n c t i o n s . I n t h e e x p e r i m e n t s , a c r o s s b o t h t h e s i n g l e -

t o n a n d t h e s u b s e t c h o i c e s e t t i n g , F E T A - N e t a n d F A T E - N e t c o n s i s t e n t l y o u t -

p e r f o r m t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t b a s e l i n e s o n t h e c l e a r l y c o n t e x t - d e p e n d e n t

t a s k s . T h e r e f o r e , w e c a n d e fi n i t i v e l y a n s w e r F F - R Q 1 w i t h “ y e s ” .

F F - R Q 2 a n d F F - R Q 3 a s k e d h o w t h e p e r f o r m a n c e o f t h e m o d e l s o n t h e t a s k s F F - R Q 2 a n d F F - R Q 3

w a s r e l a t e d t o t h e o v e r a l l e x p r e s s i v e n e s s a n d t h e a b i l i t y t o m o d e l c o n t e x t -

d e p e n d e n t c h o i c e f u n c t i o n s . W e i n t r o d u c e d t h e F E T A - L i n e a r b a s e l i n e t o

t e a s e t h e s e f a c t o r s a p a r t a n d c l o s e l y m o n i t o r e d t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t b u t

v e r y fl e x i b l e R a n k N e t . A l t h o u g h t h e r e a r e d a t a s e t s , l i k e M e d o i d , w h e r e F E T A -

L i n e a r a n d R a n k N e t o n t h e i r o w n a l r e a d y a c h i e v e a b e t t e r p e r f o r m a n c e t h a n

t h e o t h e r b a s e l i n e s , w e fi n d t h a t i n m o s t c a s e s , t h e y p e r f o r m o n p a r w i t h t h e

o t h e r b a s e l i n e s , a n d o n l y t h e c o n t e x t - d e p e n d e n t , n o n l i n e a r b a s e l i n e s a r e a b l e t o

a c h i e v e a h i g h a c c u r a c y o r 𝐹1- m e a s u r e o n t h e c o n t e x t - d e p e n d e n t t a s k s . O n t h e

r e a l - w o r l d d a t a s e t s , R a n k N e t i s o f t e n c o m p e t i t i v e w i t h o u r m o d e l s , s u g g e s t i n g

t h a t t h e t a s k c o n t e x t p l a y s a s m a l l e r r o l e i n t h e s e d a t a s e t s . A t t h e s a m e t i m e ,

w e fi n d t h a t t h e l i n e a r b a s e l i n e s o f t e n a c h i e v e a p e r f o r m a n c e c l o s e t o t h a t o f

R a n k N e t o n t h e s e t a s k s , i n d i c a t i n g t h a t a l i n e a r , c o n t e x t - i n d e p e n d e n t m o d e l

i s s u ffi c i e n t t o m o d e l t h e u n d e r l y i n g c h o i c e f u n c t i o n . O v e r a l l , w e c a n s a y t h a t

i t d e p e n d s o n t h e s p e c i fi c t a s k , w h e t h e r n o n l i n e a r i t y o r c o n t e x t - d e p e n d e n c e i s

m o r e i m p o r t a n t . O n t h e c o n t e x t - d e p e n d e n t d a t a s e t s , i t i s c l e a r l y i m p o r t a n t t o

h a v e a c o m b i n a t i o n o f b o t h .

N e x t , w e w a n t e d t o k n o w h o w w e l l t h e m o d e l s a n d , s p e c i fi c a l l y , o u r a p -

p r o a c h e s g e n e r a l i z e t o t a s k s i z e s t h a t t h e y w e r e n o t t r a i n e d o n ( F F - R Q 4 ) . H e r e , F F - R Q 4

w e a g a i n o b s e r v e t h a t t h e p e r f o r m a n c e d e p e n d s o n t h e c h o i c e p r o b l e m ( s o m e

g e t e a s i e r w i t h i n c r e a s i n g t a s k s i z e , s o m e h a r d e r ) . F o r t h e f o r m e r p r o b l e m s ,

o u r a p p r o a c h e s d o n o t s u d d e n l y b e c o m e w o r s e w i t h a n i n c r e a s i n g n u m b e r o f

o b j e c t s i n t h e t a s k . F r o m t h i s , w e c a n d e d u c e t h a t t h e l e a r n e d r e p r e s e n t a t i o n i s

n o t o v e r l y a d a p t e d t o t h e t r a i n i n g t a s k s i z e . F o r p r o b l e m s t h a t g e t h a r d e r w i t h

a l a r g e r s e t s i z e ( e . g . , H y p e r v o l u m e ) , t h e p e r f o r m a n c e d e g r a d e s o n l y g r a d u a l l y

a s c o m p a r e d t o t h e b a s e l i n e s , w h i c h i s a n o t h e r h i n t t h a t t h e y c a n b e u s e d t o

p r e d i c t o n l a r g e r t a s k s i z e s . I n p r a c t i c e , o n e s h o u l d a l w a y s c h e c k w h a t k i n d o f

r e g i m e t h e d a t a s e t b e l o n g s t o .

F i n a l l y , w e w a n t e d t o k n o w i f t h e c o n t e x t - s e n s i t i v e , n o n l i n e a r l e a r n e r s ( i . e . ,

F E T A - N e t , F A T E - N e t a n d S D A ) a r e fl e x i b l e e n o u g h t o r e p r e s e n t t h e c o n t e x t -

d e p e n d e n t e x a c t l y ( F F - R Q 5 ) . S i n c e w e o b s e r v e v e r y h i g h a c c u r a c i e s f o r s o m e F F - R Q 5

o f t h e c h o i c e d a t a s e t s , i t i s n o t c l e a r w h e t h e r t h i s i s t h e l i m i t i n g p e r f o r m a n c e

o f t h e l e a r n e r s o r w h e t h e r t h i s i s s i m p l y d u e t o a l i m i t e d a m o u n t o f d a t a .

W e p i c k e d t h e U n i q u e d a t a s e t a n d g a v e t h e l e a r n e r s e n o u g h n e w d a t a u n t i l
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t h e y r e a c h e d c o n v e r g e n c e . A s a l l t h r e e a p p r o a c h e s w e r e a b l e t o r e a c h 100 %
o f o u t - o f - s a m p l e p e r f o r m a n c e , w e c a n d e d u c e t h a t t h e y b e l o n g t o a fl e x i b l e

e n o u g h m o d e l c l a s s s u c h t h a t t h i s p a r t i c u l a r c h o i c e f u n c t i o n c a n b e r e p r e s e n t e d

e x a c t l y . W e w e r e a b l e t o s e e d i f f e r e n c e s i n d a t a e ffi c i e n c y , h o w e v e r , a s F A T E -

N e t n e e d e d a m u c h h i g h e r p a r a m e t e r - a n d d a t a - b u d g e t t o r e a c h t h e s a m e

p e r f o r m a n c e l e v e l .

I n c o n c l u s i o n , t h e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n h a s s h o w n t h a t o u r p r o p o s e d m o d e l s ,

F E T A - N e t a n d F A T E - N e t , a r e e f f e c t i v e i n r e p r e s e n t i n g a n d l e a r n i n g c o n t e x t -

d e p e n d e n t c h o i c e f u n c t i o n s . T h e m o d e l s a l s o e x h i b i t g o o d g e n e r a l i z a t i o n

a n d r e p r e s e n t a t i o n a l fl e x i b i l i t y , a l t h o u g h t h e s p e c i fi c p e r f o r m a n c e d e p e n d s o n

t h e c o n t e x t - d e p e n d e n c e o f t h e d a t a s e t . W e d o , h o w e v e r , s e e t h a t t h e m o d e l s

p e r f o r m a t w o r s t o n p a r w i t h t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t b a s e l i n e s , d e m o n s t r a t i n g

t h a t w e d o n o t l o s e p e r f o r m a n c e b y i n c o r p o r a t i n g t h e t a s k c o n t e x t .

5.5.2.5. Limitations

O u r r e s e a r c h h a s p r o v i d e d u s e f u l i n s i g h t s i n t o t h e p e r f o r m a n c e o f o u r t w o

a p p r o a c h e s F E T A - N e t a n d F A T E - N e t f o r m o d e l i n g h u m a n a n d a l g o r i t h m i c

d e c i s i o n - m a k i n g . A s w i t h a n y r e s e a r c h , i t i s e s s e n t i a l t o a c k n o w l e d g e t h e

l i m i t a t i o n s o f o u r s t u d y t o g u i d e f u t u r e w o r k .

F i r s t l y , w h i l e o u r e x p e r i m e n t s u t i l i z e d s y n t h e t i c , s e m i - s y n t h e t i c , a n d r e a l -

w o r l d d a t a s e t s , t h e r e a l - w o r l d d a t a s e t s f e a t u r e d l a r g e t a s k s i z e s . T h i s , a s w e

k n o w f r o m S e c t i o n 2 . 3 . 2 , c a n l e a d t o l e s s c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e s . I n

a d d i t i o n , f o r L E T O R ( a n d t h e u n d e r l y i n g 1 M Q d a t a s e t ) , p a r t i c i p a n t s r a t e d

r e l e v a n c e i n a b s o l u t e t e r m s , l e a d i n g t o e v e n f e w e r c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e s .

F u t u r e r e s e a r c h c o u l d b e n e fi t f r o m c o l l e c t i n g r e a l - w o r l d d a t a s e t s w i t h s m a l l e r

t a s k s i z e s , w h e r e o b j e c t s a r e p r e s e n t e d i n a n e a s i l y c o m p a r a b l e f o r m . T h i s

m i g h t e n c o u r a g e m o r e c o n t e x t u a l c h o i c e s a n d i m p r o v e t h e c o m p a r i s o n o f

c o n t e x t - s e n s i t i v e m o d e l s .

S e c o n d l y , a l l a p p r o a c h e s w e r e t r a i n e d o n fi x e d t a s k s i z e s . A l t h o u g h t h e m o d e l s

d e m o n s t r a t e d g o o d g e n e r a l i z a t i o n t o v a r i o u s t a s k s i z e s i n o u r g e n e r a l i z a t i o n

e x p e r i m e n t s ( s e e S e c t i o n 5 . 5 . 2 . 3 ) , e x p l o r i n g t r a i n i n g o n v a r y i n g t a s k s i z e s c o u l d

p o t e n t i a l l y l e a d t o m o r e s i z e - i n d e p e n d e n t r e p r e s e n t a t i o n s . T h i s d i r e c t i o n o f

r e s e a r c h c o u l d l e a d t o i m p r o v e m e n t s i n m o d e l r o b u s t n e s s a n d a p p l i c a b i l i t y

a c r o s s d i f f e r e n t t a s k s i z e s .

L a s t l y , n o c l e a r p a t t e r n h a s e m e r g e d i n d i c a t i n g w h i c h p a r t i c u l a r t y p e o f d a t a s e t

e a c h o f o u r a p p r o a c h e s w o r k s b e s t o n . T h e i n fi n i t e d a t a e x p e r i m e n t d e m o n -

s t r a t e d t h a t b o t h m o d e l s c a n r e p r e s e n t t h e u n d e r l y i n g c h o i c e f u n c t i o n g i v e n

e n o u g h d a t a . T h e F E T A - N e t m o d e l d i d , h o w e v e r , c o n v e r g e f a s t e r t h a n F A T E -

N e t , w h i c h m a y i n d i c a t e t h a t i t i s m o r e d a t a - e ffi c i e n t . M o r e r e s e a r c h i s n e e d e d

t o u n d e r s t a n d h o w t h e m o d e l s p e r f o r m o n d i f f e r e n t t y p e s o f d a t a s e t s a n d h o w

t h e y c a n b e i m p r o v e d t o b e t t e r c a p t u r e t h e n u a n c e s o f d e c i s i o n - m a k i n g i n

v a r i o u s c o n t e x t s . I t m a y b e v a l u a b l e t o e x p l o r e h o w t h e m o d e l s c a n b e a d a p t e d

o r i m p r o v e d t o p e r f o r m b e t t e r i n s p e c i fi c c o n t e x t s a n d t o i n v e s t i g a t e w h i c h

f a c t o r s a f f e c t t h e i r p e r f o r m a n c e o n d i f f e r e n t d a t a s e t s .
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5.6. Conclusion and Future Work

I n t h i s c h a p t e r , w e a r g u e d t h a t c l a s s i c a l u t i l i t y m o d e l s a r e l i m i t e d i n m o d e l i n g

c o n t e x t u a l p r e f e r e n c e s . S i n c e c o n t e x t e f f e c t s a r e c o m m o n i n h u m a n c h o i c e

b e h a v i o r a n d e s s e n t i a l i n a l g o r i t h m i c c h o i c e p r o b l e m s , i t i s i m p o r t a n t t o h a v e

m o d e l s o f c h o i c e t h a t c a n a c c o m m o d a t e t h e s e e f f e c t s . A l t h o u g h t h e l i t e r a t u r e

h a s d o c u m e n t e d a f e w s p e c i fi c c o n t e x t e f f e c t s , a l o n g w i t h s o l u t i o n s t o m o d e l

t h e m , o u r g o a l i s f o r o u r a p p r o a c h e s t o b e fl e x i b l e e n o u g h t o h a n d l e a n y

c o n t e x t e f f e c t s ( e v e n t h o s e c u r r e n t l y u n k n o w n ) p r e s e n t i n a g i v e n d a t a s e t .

W e t h e r e f o r e i n t r o d u c e d t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n ( 5 . 1 ) , w h e r e t h e s e t g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n : P a g e 1 1 2

o f o b j e c t s i s e x p l i c i t l y t a k e n a s a n a d d i t i o n a l i n p u t . T h i s a l l o w s i t t o m o d e l

a n y c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e f u n c t i o n , b u t t h i s a b i l i t y c o m e s a t a p r i c e : i t i s

i n f e a s i b l e t o e s t i m a t e i t d i r e c t l y w i t h o u t f u r t h e r a s s u m p t i o n s . T h a t i s w h y w e

p r o p o s e d t w o d e c o m p o s i t i o n s , F E T A a n d F A T E , t h a t a i m t o a p p r o x i m a t e t h e

g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n a n d e n a b l e i t t o b e l e a r n e d .

F E T A d e c o m p o s e s ( 5 . 1 ) a s a s u m o f s u b - u t i l i t i e s ( 5 . 7 ) , w h e r e e a c h s u b - u t i l i t y F E T A : P a g e 1 1 7

c o m p u t e s a n a v e r a g e o f a c e r t a i n s e t s i z e 𝑘. W e f u r t h e r p r o p o s e t h e p a i r w i s e P a i r w i s e F E T A : P a g e 1 1 8

F E T A m o d e l , w h e r e w e l i m i t t h e a g g r e g a t i o n t o a t m o s t p a i r w i s e i n t e r a c t i o n s .

T h e F A T E d e c o m p o s i t i o n ( 5 . 1 5 ) fi r s t c o m p u t e s a r e p r e s e n t a t i v e v e c t o r f o r F A T E : P a g e 1 2 3

t h e i n p u t s e t b y m a p p i n g e a c h o b j e c t i n t o a n e m b e d d i n g s p a c e a n d t a k i n g t h e

m e a n o f t h e r e s u l t i n g v e c t o r s . T h e n a u t i l i t y i s c o m p u t e d f o r e a c h o b j e c t b y

u s i n g t h e r e p r e s e n t a t i v e v e c t o r a s c o n t e x t . W e c o n d u c t a t h e o r e t i c a l a n a l y s i s

o f t h e r e p r e s e n t a t i o n a l c a p a c i t i e s o f t h e t w o m o d e l s , r e v e a l i n g t h a t F A T E i s

a b l e t o a p p r o x i m a t e a n y c h o i c e f u n c t i o n , w h e r e a s t h e r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r

o f p a i r w i s e F E T A i s l i m i t e d . T h u s , b o t h a p p r o a c h e s a r e c o m p l e m e n t a r y a n d

h a v e d i f f e r i n g i n d u c t i v e b i a s e s . W e p r o p o s e t w o n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s ,

F E T A - N e t a n d F A T E - N e t , t h a t a r e a b l e t o l e a r n b o t h d e c o m p o s i t i o n s a n d

c o n d u c t e x p e r i m e n t s o n a v a r i e t y o f d a t a s e t s t o g a u g e t h e i r p r a c t i c a l p e r f o r -

m a n c e . W e s e e t h a t a l t h o u g h t h e r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r i s d i f f e r e n t b e t w e e n

b o t h m o d e l s , b o t h a r e c o m p e t i t i v e o n t h e s e t o f d a t a s e t s w e e v a l u a t e d o u t p e r -

f o r m t h e o t h e r b a s e l i n e s o n t h e c o n t e x t - d e p e n d e n t d a t a s e t s . T h e s e r e s u l t s a r e

p r o m i s i n g , s u g g e s t i n g t h a t o u r p r o p o s e d n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s h a v e

t h e p o t e n t i a l f o r p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s i n v a r i o u s d o m a i n s .

F r o m h e r e , w e c a n i d e n t i f y s e v e r a l p r o m i s i n g d i r e c t i o n s f o r f u t u r e w o r k . T h e s e

c a n b e g r o u p e d i n t o t h r e e b r o a d t o p i c s . T h e fi r s t t o p i c i s t h e e x p a n s i o n o f e x p a n s i o n o f t h e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n

t h e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n t o g a i n a n i m p r o v e d u n d e r s t a n d i n g o f t h e e x i s t i n g

a p p r o a c h e s a n d t h e i r p a r t i c u l a r p r o p e r t i e s . O n e p o s s i b l e c o u r s e o f a c t i o n i s

t o t e s t t h e e ffi c a c y o f c o n t e x t - d e p e n d e n t m e t h o d s o n p r o g r e s s i v e l y h a r d e r

a l g o r i t h m i c c h o i c e p r o b l e m s , w i t h t h e a i m o f i d e n t i f y i n g t h e i r s t r e n g t h s a n d

w e a k n e s s e s . I n a d d i t i o n , i t m a y b e w o r t h w h i l e t o i n v e s t i g a t e d a t a s e t s f r o m

r e a l - w o r l d c o n t e x t s w h e r e t h e l i k e l i h o o d a n d s t r e n g t h o f c o n t e x t e f f e c t s a r e

g r e a t e r .

S e c o n d l y , o n e m a y f o c u s o n t h e d e v e l o p m e n t o f m o d e l i m p r o v e m e n t s . E s p e c i a l l y d e v e l o p m e n t o f m o d e l i m p r o v e m e n t s

w h e n e v a l u a t i n g h a r d e r c h o i c e p r o b l e m s , i t m a y b e n e c e s s a r y t o i n c r e a s e t h e

r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r o f t h e m o d e l s . F A T E i s a l r e a d y a b l e t o a p p r o x i m a t e

a n y c h o i c e f u n c t i o n g i v e n e n o u g h d a t a . F o r F E T A , i t c o u l d b e f r u i t f u l t o i n -

v e s t i g a t e i n c o r p o r a t i n g h i g h e r - o r d e r i n t e r a c t i o n s . A s a m p l i n g - b a s e d a p p r o a c h

c o u l d w o r k w e l l w h i l e k e e p i n g t h e c o m p u t a t i o n a l o v e r h e a d i n c h e c k . I n

t h e s a m e v e i n , t h e n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s c o u l d b e i m p r o v e d t o h a n d l e l a r g e r

d a t a s e t s , a l l o w i n g t h e m t o b e m o r e u s e f u l i n w e b s c a l e i n f o r m a t i o n r e t r i e v a l .
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T h e a b i l i t y t o i n t e r p r e t a m o d e l i s c r u c i a l i n p r a c t i c a l a p p l i c a t i o n s . H e n c e , m a n y

p r a c t i t i o n e r s c o n t i n u e t o u t i l i z e l i n e a r m o d e l s , w h i c h a r e m o r e s t r a i g h t f o r w a r d

a n d e a s i e r t o c o m p r e h e n d [ L L 1 7 ] . T h i s i s w h y i n v e s t i g a t i n g m e t h o d s t o m a k e

o u r a p p r o a c h e s m o r e i n t e r p r e t a b l e i s a n o t h e r i m p o r t a n t a r e a t o f o c u s o n . W i t h

i n t e r p r e t a b i l i t y , w e n o t o n l y m e a n t h e t y p i c a l f e a t u r e - b a s e d e x p l a n a t i o n o f

t h e p r e d i c t i o n [ A l t + 1 0 ; L L 1 7 ] . I n f a c t , w i t h c o n t e x t - d e p e n d e n t m o d e l s , i t

c a n b e i n t e r e s t i n g t o i n v e s t i g a t e t h e r o l e o f t h e s e t - v a l u e d c o n t e x t i n a p a r t i c -

u l a r c h o i c e a n d t o i d e n t i f y w h i c h o b j e c t s h a d t h e g r e a t e s t i n fl u e n c e o n t h a t

c h o i c e .

F i n a l l y , t h e t h i r d t o p i c i s t h e e x p l o r a t i o n o f i n t e r e s t i n g a p p l i c a t i o n s o f c o n t e x t -a p p l i c a t i o n s a n d i n t e g r a t i o n s

d e p e n d e n t c h o i c e a n d p o s s i b l e i n t e g r a t i o n s w i t h i n o t h e r f r a m e w o r k s . T h e a b i l i t y

t o a p p r o x i m a t e h a r d c h o i c e p r o b l e m s c o u l d b e u s e f u l i n s e t t i n g s l i k e m u l t i -

o b j e c t i v e o p t i m i z a t i o n [ H a o + 2 2 ] a n d r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g [ D L P 2 3 ; B T 2 4 ] ,

w h e r e t h e l e a r n e d c h o i c e f u n c t i o n c o u l d b e u s e d a s a p o l i c y t o m o r e e ffi c i e n t l y

g u i d e a n o v e r l y i n g s e a r c h a l g o r i t h m . I f u s e d a s p a r t o f a g r a d i e n t - b a s e d p o l i c y , i t

c o u l d e v e n b e u s e f u l t o b a c k p r o p a g a t e t h e r e w a r d s i g n a l t h r o u g h t h e c o m p l e t e

c h o i c e a r c h i t e c t u r e . A n o t h e r a p p l i c a t i o n a r e a c o u l d b e o n l i n e l e a r n i n g a n d

s p e c i fi c a l l y t h e b a n d i t s e t t i n g . F o r i n s t a n c e , i n t h e p r e s e l e c t i o n b a n d i t s e t t i n g ,

t h e g o a l i s t o c o l l e c t a s u i t a b l e s u b s e t o f b a n d i t a r m s f o r t h e u s e r [ B H 2 0 ] . T h e

u s e r t h e n s e l e c t s ( p o s s i b l y s t o c h a s t i c a l l y ) o n e o f t h e p r e s e n t e d o p t i o n s , a n d

t h e l e a r n e r i n c u r s a r e g r e t . H e r e , i t c o u l d b e i n t e r e s t i n g t o s e e w h a t h a p p e n s

i f t h e u n d e r l y i n g c h o i c e m o d e l i s c o n t e x t - d e p e n d e n t a n d d o e s n o t fi t a n y o f

t h e c l a s s i c a l p r e f e r e n c e m o d e l s . C a u s a l i n f e r e n c e h a s b e e n o n t h e r i s e r e c e n t l y

[ Y a o + 2 1 ] s i n c e i t a l l o w s o n e t o e s t i m a t e t h e t r u e e f f e c t c e r t a i n i n p u t s h a v e o n

a n o b s e r v e d o u t p u t . I d e n t i f y i n g c a u s a l c o n t e x t e f f e c t s i n c h o i c e d a t a c o u l d b e

a p r o m i s i n g d i r e c t i o n .

A s w e b r i n g t h i s c h a p t e r t o a c l o s e , w e h a v e o p e n e d t h e d o o r t o w a r d s m o d -

e l i n g c h o i c e s t h a t a r e d e p e n d e n t o n t h e s e t - b a s e d c o n t e x t , u s i n g t w o n a t u r a l

d e c o m p o s i t i o n s o f t h e g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c t i o n . T h i s r a i s e s t h e i n t r i g u i n g

q u e s t i o n o f w h e t h e r w e c a n a c h i e v e c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e s w i t h o u t t h e

n e e d t o a p p r o x i m a t e g e n e r a l i z e d u t i l i t y e x p l i c i t l y . O u r e x p l o r a t i o n o f t h i s

t o p i c w i l l c o n t i n u e i n t h e n e x t c h a p t e r , w h e r e w e w i l l e x a m i n e t h e u s e o f

P a r e t o - e m b e d d i n g s f o r c h o i c e m o d e l i n g .
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I n C h a p t e r 5 w e i n t r o d u c e d a f r a m e w o r k f o r m o d e l i n g p r e f e r e n c e s a n d i n

p a r t i c u l a r c h o i c e s u s i n g g e n e r a l i z e d u t i l i t i e s . T h e g o a l i n a g i v e n c o n t e x t ,

e s t a b l i s h e d b y t h e g i v e n s e t o f o b j e c t s , w a s t o m a p e a c h o b j e c t t o a u t i l i t y

d e p e n d e n t o n t h a t c o n t e x t . W i t h t h e u t i l i t i e s o f t h e o b j e c t s , w e w e r e t h e n

a b l e t o p r o d u c e c h o i c e s b y p i c k i n g t h e o b j e c t w i t h t h e m a x i m a l u t i l i t y ( t o

g e t t h e s i n g l e t o n c h o i c e ) o r t h e s e t o f o b j e c t s e x c e e d i n g a u t i l i t y t h r e s h o l d

( i n t h e s u b s e t c h o i c e s e t t i n g ) . W h i l e t h e f o r m e r i s q u i t e a n a t u r a l o p e r a t i o n ,

t h r e s h o l d i n g o f t h e u t i l i t i e s h a s n o i n h e r e n t m e a n i n g a n d r e q u i r e s t h e t h r e s h o l d

t o b e t u n e d f o r o p t i m a l p e r f o r m a n c e . T h i s i s c e r t a i n l y u n d e s i r a b l e a n d w e

m a y w a n t t o h a v e a n a t u r a l o p e r a t i o n s i m i l a r t o h o w p i c k i n g t h e o b j e c t w i t h

t h e m a x i m a l u t i l i t y i s u s e d i n s i n g l e t o n c h o i c e . O n e p o t e n t i a l s o l u t i o n i s t o

c h o o s e t h e t o p - k o b j e c t s a c c o r d i n g t o t h e i r u t i l i t i e s . H o w e v e r , t h i s m e t h o d h a s

a s i g n i fi c a n t l i m i t a t i o n : t h e s i z e o f t h e c h o s e n s u b s e t i s fi x e d , m a k i n g i t o n l y

a p p l i c a b l e i n v e r y s p e c i fi c s e t t i n g s .

I n t h i s r e g a r d , i t m a y b e f r u i t f u l t o l o o k a t h o w h u m a n s t y p i c a l l y m a k e d e c i s i o n s .

C o n s i d e r a s c e n a r i o i n w h i c h y o u a r e f a c e d w i t h a d e c i s i o n b e t w e e n s e v e r a l

o p t i o n s , e a c h o f w h i c h c a n b e c h a r a c t e r i z e d b y a t t r i b u t e s t h a t h a v e t o b e

m i n i m i z e d o r m a x i m i z e d . W o u l d y o u fi r s t l o o k a t a l l a t t r i b u t e s , c o n d e n s e

t h e m d o w n i n t o o n e v a l u e a n d t h e n s e e w h i c h o f t h e o p t i o n s i s s t i l l v i a b l e b y

a p p l y i n g a t h r e s h o l d ? W h a t w o u l d e v e n b e a u s e f u l t h r e s h o l d i n t h i s c a s e ? A

m u c h m o r e i n t u i t i v e m e t h o d o l o g y w o u l d b e t o d i r e c t l y c o m p a r e t h e o p t i o n s

b a s e d o n t h e i r a t t r i b u t e s . M a y b e o n e o f t h e o p t i o n s i s b e t t e r i n e v e r y a t t r i b u t e

t h a n a n o t h e r . I n t h i s c a s e w e m a y s i m p l y r e m o v e t h e l a t t e r o p t i o n . C o n t i n u i n g

w i t h t h i s p r o c e d u r e , w e m a y p i c k t h e s e t o f o p t i o n s r e m a i n i n g a s o u r c h o s e n

s u b s e t . T h i s i s q u i t e a n a t u r a l c h o i c e , s i n c e f o r t h e r e m a i n i n g o p t i o n s i t i s n o t

p o s s i b l e t o i d e n t i f y a c l e a r w i n n e r . T h a t m e a n s i t f o r a n y p a i r o f o p t i o n s i t i s

t h e c a s e t h a t o n e o b j e c t i s b e t t e r a l o n g o n e a x i s , w h i l e i t i s w o r s e o n a n o t h e r .

≻
Figure 6.1.: A p r e f e r e n c e e x p r e s s e d o n a

p a i r o f i m a g e s . W h a t a r e t h e u n d e r l y i n g a t -

t r i b u t e s b y w h i c h t h i s p r e f e r e n c e w a s m a d e ?

A r t w o r k s b y S t e v e J o h n s o n .

T h i s i n f o r m a l s t r a t e g y i s t h e m o t i v a t i o n f o r t h e a p p r o a c h d e v e l o p e d i n t h i s

c h a p t e r . H o w e v e r , b e f o r e w e c a n d e v e l o p i t i n t o a g e n e r a l m e t h o d o l o g y , w e

m u s t t a c k l e t h e f o l l o w i n g c h a l l e n g e . S p e c i fi c a l l y , t h e a t t r i b u t e s w e h a v e a t o u r

d i s p o s a l f o r a g i v e n o p t i o n d o n o t a l w a y s e x h i b i t m o n o t o n i c b e h a v i o r w i t h

r e s p e c t t o t h e i r u t i l i t y . I n o t h e r w o r d s , i n c r e a s i n g o r d e c r e a s i n g t h e v a l u e o f a n

a t t r i b u t e m a y n o t n e c e s s a r i l y l e a d t o a c o r r e s p o n d i n g i n c r e a s e o r d e c r e a s e i n i t s

u t i l i t y . O f t e n i t i s t h e c a s e t h a t o n l y c o m b i n a t i o n s o f m u l t i p l e a t t r i b u t e s w i l l

r e s u l t i n t h e m o s t p r e f e r r e d o p t i o n s . A s a n e x a m p l e c o n s i d e r a s e t t i n g w h e r e

o n e h a s t o d e c i d e b e t w e e n d i f f e r e n t w o r k s o f a r t ( s e e F i g u r e 6 . 1 ) . O n e a r t w o r k

c o u l d b e r e p r e s e n t e d b y a m a t r i x c o n t a i n i n g t h e r a w p i x e l v a l u e s i n R G B . I t i s

https://wolfejohnson.com/
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Figure 6.2.: V i s u a l i z a t i o n o f a P a r e t o -

e m b e d d i n g l e a r n e d o n t h e t w o p a r a b o l a

( T P ) p r o b l e m . W e e v a l u a t e a n e v e n l y

s p a c e d g r i d i n t h e 2 D o b j e c t s p a c e ( l e f t ) a n d

p a s s i t a s a c h o i c e t a s k t o t h e t r a i n e d 2 D e m -

b e d d i n g f u n c t i o n . T h e r e s u l t i n g e m b e d d i n g

i s s h o w n o n t h e r i g h t s i d e . T h e P a r e t o - f r o n t

p r e d i c t e d b y t h e m o d e l i s s h o w n i n b l u e .

Object space Embedding space

c l e a r t h a t s i m p l y i n c r e a s i n g o r d e c r e a s i n g c e r t a i n p i x e l v a l u e s w i l l n o t m e a n

t h a t a n a r t w o r k i s p r e f e r r e d , u n l e s s o n e h a s a f a i b l e f o r m o n o c h r o m e a r t . I n

o t h e r w o r d s , o n l y v e r y s p e c i fi c c o m b i n a t i o n s o f p i x e l s w i l l r e s u l t i n a n i m a g e

e v e n r e c o g n i z a b l e b y h u m a n s . I d e n t i f y i n g a t t r i b u t e s t h a t d e s c r i b e w h y c e r t a i n

i m a g e s w o u l d b e p r e f e r r e d o v e r o t h e r s w o u l d r e q u i r e a d e e p u n d e r s t a n d i n g o f

t h e s e m a n t i c m e a n i n g o f i m a g e s . T h i s p r o p e r t y i s o f c o u r s e n o t o n l y l i m i t e d t o

i m a g e s , w h i c h w e r e o n l y u s e d a s a n i n s t r u c t i v e e x a m p l e h e r e .

I t i s c l e a r t h a t c o n s t r u c t i n g s u c h a m a p p i n g f r o m o b j e c t s t o m o n o t o n e a t -

t r i b u t e s
1
i s d e s i r a b l e . H o w e v e r , u n l e s s t h e c h o i c e s e t t i n g s a r e e x t r e m e l y s i m p l e ,1 : W e w i l l l a t e r j u s t c a l l t h e s e a t t r i b u t e s u t i l -

i t y d i m e n s i o n s , w h i c h c a p t u r e s t h e e s s e n c e

o f w h a t t h e y a r e u s e d f o r .

i t i s n o t f e a s i b l e t o m a n u a l l y c r e a t e s u c h a m a p p i n g , w h i c h t h e i m a g e e x a m -

p l e s h o u l d m a k e c l e a r . T h a n k f u l l y , w i t h e m b e d d i n g m e t h o d s / r e p r e s e n t a t i o n

l e a r n i n g w e m a y h a v e a w a y t o l e a r n t h i s m a p p i n g f r o m d a t a [ G B C 1 6 ] . T h e

h i g h - l e v e l p r o c e s s w i l l l o o k a s f o l l o w s : ( 1 ) W e s p e c i f y a d i f f e r e n t i a b l e m o d e l

t h a t t a k e s a n o b j e c t a s i n p u t a n d o u t p u t s a l o w - d i m e n s i o n a l r e p r e s e n t a t i o n

o f t h e o b j e c t . T h i s w i l l b e o u r e m b e d d i n g m o d e l . ( 2 ) A d i f f e r e n t i a b l e l o s s

f u n c t i o n e n s u r e s t h a t t h e f e a t u r e s o f t h e t h i s e m b e d d i n g a r e m o n o t o n e , a s

e x p l a i n e d e a r l i e r . T o b e m o r e p r e c i s e , i t w i l l e n s u r e t h a t t h e c h o s e n s u b s e t s

a r e P a r e t o - o p t i m a l
2
i n t h i s e m b e d d i n g s p a c e . ( 3 ) T o p r e d i c t t h e c h o s e n s u b s e t2 : A n o b j e c t i s P a r e t o - o p t i m a l i n a g i v e n s e t ,

i f t h e r e i s n o o t h e r o b j e c t t h a t d o m i n a t e s i t .

A n o b j e c t d o m i n a t e s a n o t h e r , i f i t i s e q u a l o r

b e t t e r i n e v e r y c r i t e r i o n a n d s t r i c t l y b e t t e r

i n a t l e a s t o n e .

f o r a g i v e n t a s k 𝑄, w e c o m p u t e t h e e m b e d d i n g s f o r e a c h o b j e c t a n d s e l e c t t h e

s e t o f P a r e t o - o p t i m a l o b j e c t s . D u e t o h o w w e e m b e d t h e o b j e c t s i n s u c h a

w a y t h a t P a r e t o - o p t i m a l i t y h o l d s f o r o u r c h o s e n s u b s e t s , w e c a l l t h e s e P a r e t o -

P a r e t o - e m b e d d i n g s e m b e d d i n g s .

A s a n e x a m p l e o f w h a t s u c h a m a p p i n g c o u l d l o o k l i k e , c o n s i d e r F i g u r e 6 . 2 .

O n t h e l e f t s i d e , w e d e p i c t a g r i d o f p o i n t s i n t h e t w o - d i m e n s i o n a l o b j e c t

s p a c e . T h e t a r g e t f u n c t i o n c o n s i s t s o f t w o p a r a b o l a . T h e n w e t r a i n a n e m -

b e d d i n g m o d e l t h a t t r a n s f o r m s t h e o r i g i n a l d i m e n s i o n s i n s u c h a w a y t h a t

t h e e m b e d d i n g d i m e n s i o n s o b e y a c e r t a i n s e t o f c o n s t r a i n t s . A s w e c a n s e e ,

t h e p o i n t s h i g h l i g h t e d i n b l u e f o r m t h e P a r e t o - f r o n t i n t h e e m b e d d i n g s p a c e .

T h e s e c o r r e s p o n d t o t h e p o i n t s c l o s e t o t h e t w o p a r a b o l a i n t h e o b j e c t s p a c e .

T h e r e m a i n i n g p o i n t s o f t h e g r i d a r e “ w r a p p e d a r o u n d ” a n d p l a c e d b e l o w t h e

P a r e t o - f r o n t . T h e f a r t h e r a w a y p o i n t s a r e f r o m t h e t w o p a r a b o l a i n t h e o b j e c t

s p a c e , t h e c l o s e r t h e y a r e t o t h e o r i g i n i n t h e e m b e d d i n g s p a c e .

I n t h i s c h a p t e r w e w i l l a d d r e s s t h e f o l l o w i n g q u e s t i o n s : H o w c a n w e l e a r n

s u c h a n e m b e d d i n g a n d w h a t k i n d o f c o n s t r a i n t s / l o s s f u n c t i o n s a r e n e c e s s a r y ?

W h i c h t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s d o t h e e m b e d d i n g s h a v e ? A n d fi n a l l y , w h a t

n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s a r e s u i t a b l e t o l e a r n t h e e m b e d d i n g a n d h o w d o



6 . 1 . M o d e l i n g C h o i c e 1 5 7

t h e y p e r f o r m o n s o m e a c t u a l d a t a s e t s w h e n c o m p a r e d t o o t h e r a p p r o a c h e s . T o

t h i s e n d , w e w i l l s t a r t b y c o n s o l i d a t i n g t h e n e c e s s a r y n o t a t i o n i n S e c t i o n 6 . 1 .

W e t h e n i n t r o d u c e o u r P a r e t o - e m b e d d i n g a p p r o a c h i n S e c t i o n 6 . 2 , e x p l a i n

h o w t o l e a r n i t f r o m d a t a , a n a l y z e t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s a n d p r o p o s e t w o n e u r a l

a r c h i t e c t u r e s . T h e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n w e d e s c r i b e a n d p e r f o r m i n S e c t i o n 6 . 3

a n d t h e n w e e n d w i t h a c o n c l u s i o n a n d o u t l o o k i n S e c t i o n 6 . 4 .

6.1. Modeling Choice

T h e p r e c e d i n g c h a p t e r s h a v e a l r e a d y e s t a b l i s h e d t h e o v e r a l l n o t a t i o n ( s e e S e c -

t i o n 2 . 1 f o r a n o v e r v i e w ) . W e w i l l , t h e r e f o r e , f o c u s o n q u i c k l y s u m m a r i z i n g

t h e n e c e s s a r y n o t a t i o n f o r t h i s c h a p t e r h e r e t o m a k e i t s e l f - c o n t a i n e d .

A s s u m i n g a r e f e r e n c e s e t o f o b j e c t s 𝒳 ⊆ ℝ𝑑 , w e c o n s i d e r s u b s e t s 𝑄 = {𝒙1 , … ,

𝒙𝑚} ⊆ 𝒳 a s o u r c h o i c e t a s k s , w h e r e 𝑚 i s a r b i t r a r y y e t fi n i t e . T h e p r e f e r e n c e

i n d i c a t e d o n t h e c h o i c e t a s k i s r e p r e s e n t e d b y t h e c h o i c e s e t 𝐶 ⊆ 𝑄. I n C h a p t e r 5 ,

w e i m p o s e d a s t r u c t u r e ℚ ⊆ 2𝒳
o n t h e c h o i c e t a s k s . F o r t h i s c h a p t e r , h o w e v e r ,

w e a s s u m e f o r s i m p l i c i t y t h a t ℚ = 2𝒳
, i . e . , a l l s u b s e t s o f o b j e c t s a r e v a l i d

c h o i c e t a s k s , w h i c h s i m p l i fi e s s o m e o f t h e p r o o f s l a t e r o n . A c o n v e n i e n t w a y

t o r e p r e s e n t a c h o i c e s e t i s b y u s i n g a b i n a r y v e c t o r 𝒄 ∈ {0, 1}𝑚 , w h e r e 𝑐𝑖 = 1 i f

𝒙𝑖 ∈ 𝐶 a n d 𝑐𝑖 = 0 i f 𝒙𝑖 ∉ 𝐶, f o r e v e r y 𝑖 ∈ [𝑚] ∶= {1,… ,𝑚}.

P a r t i c u l a r l y i m p o r t a n t f o r t h i s c h a p t e r w i l l b e t h e d e fi n i t i o n o f a P a r e t o - s e t a n d P a r e t o - s e t

t h e n o t i o n o f d o m i n a n c e [ P a r 0 6 ; K o o 5 1 ] . W e s a y t h a t o n e v e c t o r 𝒙 d o m i n a t e s d o m i n a n c e

a n o t h e r v e c t o r 𝒚, i f 𝑦𝑖 ≥ 𝑥𝑖 f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑑] a n d i f t h e r e e x i s t s 𝑖 ∈ [𝑑] s u c h t h a t

𝑦𝑖 > 𝑥𝑖 . W e a l s o d e n o t e t h i s b y t h e r e l a t i o n 𝒙 ≻ 𝒚. T h e P a r e t o - s e t f o r a s e t o f

v e c t o r s 𝑍 ⊂ ℝ𝑑 i s t h e n f o r m a l l y d e fi n e d a s

P a r (𝑍) ≔ {𝒙 ∈ 𝑍 ∣ ∄𝒚∶ 𝒚 ≻ 𝒙} ( 6 . 1 )

= {𝒙 ∈ 𝑍 ∣ ∄𝒚∶ ∀𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝑦𝑖 ≥ 𝑥𝑖 a n d ∃𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝑦𝑖 > 𝑥𝑖} ( 6 . 2 )

W e r e f e r t o e v e r y v e c t o r 𝒛 b e l o n g i n g t o t h e s e t P a r (𝑍) a s P a r e t o - o p t i m a l . P a r e t o - o p t i m a l

A f u n c t i o n 𝑐∶ 2𝒳 → 2𝒳
i s c a l l e d a c h o i c e f u n c t i o n i f 𝑐(𝑄) ⊆ 𝑄 f o r a l l t a s k s 𝑄 ⊆ 𝒳 c h o i c e f u n c t i o n

a n d |𝑐(𝑄)| ≥ 1, m e a n i n g c h o i c e s e t s a r e s u b s e t s o f t h e c h o i c e t a s k a n d c a n n o t

b e e m p t y . W e a r e t a c k l i n g t h e l e a r n i n g p r o b l e m , w h e r e w e a r e g i v e n a s e t o f

t r a i n i n g i n s t a n c e s 𝒟 = {(𝑄𝑖, 𝐶𝑖)}
𝑛
𝑖=1 , a n d w e w a n t t o l e a r n t h e c h o i c e f u n c t i o n

t h a t b e s t m o d e l s t h e c h o i c e p r o c e s s . M o r e s p e c i fi c a l l y , w e a i m t o fi n d a c h o i c e

f u n c t i o n 𝑐̂ t h a t m i n i m i z e s t h e r i s k , e x p r e s s e d a s

𝑅(𝑐) = ∫
2𝒳×2𝒳

𝐿(𝐶, 𝑐(𝑄)) 𝑑 𝑃(𝑄, 𝐶) , ( 6 . 3 )

w h e r e 𝐿∶ 2𝒳 × 2𝒳 → ℝ r e p r e s e n t s a n a p p r o p r i a t e l o s s f u n c t i o n t h a t c o m -

p a r e s p r e d i c t e d a n d g r o u n d - t r u t h c h o i c e s e t s . 𝑃 i s a ( u n k n o w n ) p r o b a b i l i t y

d i s t r i b u t i o n t h a t r e p r e s e n t s t h e u n d e r l y i n g p r o c e s s g e n e r a t i n g t h e d a t a .

6.2. Pareto-Embeddings

N o w , w e c a n f o r m a l l y d e fi n e w h a t w e m e a n b y P a r e t o - e m b e d d i n g s . A s w e

i l l u s t r a t e i n F i g u r e 6 . 3 , w e n e e d a f u n c t i o n 𝜑∶ 𝒳 → 𝒵 t h a t m a p s o b j e c t s f r o m
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Figure 6.3.: A P a r e t o - e m b e d d i n g 𝜑(⋅) m a p s

a g i v e n s e t o f o b j e c t s 𝑄 i n t o a h i g h e r -

d i m e n s i o n a l u t i l i t y s p a c e 𝒵. T h e P a r e t o -

o p t i m a l p o i n t s i n t h i s s p a c e ( h e r e d e p i c t e d

i n b l u e ) w e d e fi n e t o b e t h e c h o i c e s e t 𝐶.
Q
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x
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x
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x
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x
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t h e i r o r i g i n a l f e a t u r e s p a c e 𝒳 t o a n e m b e d d i n g s p a c e 𝒵 ⊆ ℝ𝑑′ . S u p p o s e w e

h a v e a c h o i c e t a s k 𝑄 = {𝒙1, … , 𝒙𝑚} ⊆ 𝒳, t h e n t h e c o r r e s p o n d i n g e m b e d d i n g

i s d e fi n e d a s 𝑍 = 𝜑(𝑄) ≔ {𝜑(𝒙1), … , 𝜑(𝒙𝑚)} = {𝒛1, … , 𝒛𝑚}. M o r e i m p o r t a n t l y ,

t h i s m a p p i n g s h o u l d b e d e fi n e d i n s u c h a w a y t h a t f o r e a c h c h o i c e t a s k 𝑄 t h e

c o r r e s p o n d i n g c h o i c e s e t 𝐶 ⊆ 𝑄 f o r m s t h e P a r e t o - s e t i n t h e e m b e d d i n g s p a c e .P a r e t o - s e t

F o r m a l l y , t h i s m e a n s t h a t P a r (𝜑(𝑄)) = 𝜑(𝐶). A v i s u a l r e p r e s e n t a t i o n o f t h e

i d e a i s s h o w n i n F i g u r e 6 . 3 .

F o r t h e f o l l o w i n g , r e c a l l t h a t w e u s e t h e s y m b o l ≻ t o d e n o t e t h e d o m i n a n c e

r e l a t i o n b e t w e e n t w o o b j e c t s . I n c a s e w e h a v e t w o o b j e c t s 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 a n d t h e

d o m i n a n c e r e l a t i o n o n l y h o l d s i n t h e e m b e d d i n g s p a c e , w e w i l l d e n o t e t h i s a s

𝒙 ≻𝜑 𝒚.𝐵

𝐶

𝐴

Figure 6.4.: A s i t u a t i o n w i t h t w o c r i t e r i a

a n d 𝐴 ≺ 𝐵 ∼ 𝐶.

A p e r c e p t i v e r e a d e r m i g h t w o n d e r i f t h i s n e w r e p r e s e n t a t i o n o f f e r s a n y a d -

v a n t a g e s o v e r t h e o n e - d i m e n s i o n a l u t i l i t y a p p r o a c h e s w e h a v e s e e n b e f o r e .

D o e s t h i s a p p r o a c h a l l o w u s t o c a p t u r e a b r o a d e r r a n g e o f p r e f e r e n c e s ? W e

w i l l i l l u s t r a t e t h e d i f f e r e n c e u s i n g a n e x a m p l e . R e f e r t o t h e s i t u a t i o n s h o w n

i n F i g u r e 6 . 4 . I t s h o w s t h r e e o b j e c t s 𝐴, 𝐵 a n d 𝐶 w i t h i n a t w o - d i m e n s i o n a l

u t i l i t y s p a c e . W e c a n s e e t h a t 𝐴 i s d o m i n a t e d b y b o t h 𝐵 a n d 𝐶, w h i l e t h e r e

i s n o c l e a r p r e f e r e n c e o r d e r b e t w e e n 𝐵 a n d 𝐶. W e a r e a b l e t o d e fi n e a o n e -

d i m e n s i o n a l u t i l i t y f u n c t i o n f o r t h i s s i t u a t i o n . W e s i m p l y s e t 𝑢(𝐴) < 𝑢(𝐵) a n d

𝑢(𝐵) = 𝑢(𝐶).

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

Figure 6.5.: A s i t u a t i o n w i t h t w o c r i t e r i a

a n d 𝐴 ≺ 𝐵 ≺ 𝐶 w h e r e 𝐵 ∼ 𝐷 a n d 𝐶 ∼ 𝐷.

N o w l o o k a t t h e a l t e r e d s i t u a t i o n i n F i g u r e 6 . 5 . H e r e w e h a v e f o u r o b j e c t s

𝐴, 𝐵, 𝐶 a n d 𝐷. I t i s c l e a r t h a t 𝐴 ≺ 𝐵 ≺ 𝐶 h o l d s . O b j e c t 𝐷 i s b e t t e r t h a n 𝐵 a n d

𝐶 i n t h e s e c o n d u t i l i t y d i m e n s i o n b u t w o r s e i n t h e fi r s t . W e c a n , t h e r e f o r e ,

s t a t e t h a t 𝐵 ∼ 𝐷 a n d 𝐶 ∼ 𝐷. I n t h i s s i t u a t i o n , w e c a n n o t s t a t e a c o n s i s t e n t

u t i l i t y f u n c t i o n . I t i s c l e a r t h a t 𝑢(𝐴) < 𝑢(𝐵) < 𝑢(𝐶) a l w a y s h a s t o h o l d , b u t

w e a r e n o t a b l e t o s p e c i f y a u t i l i t y f o r 𝐷. T h e P a r e t o - e m b e d d i n g i s c a p a b l e

o f m o d e l i n g a n y o f t h e s e s i t u a t i o n s s i n c e i t c a n m o d e l a n y p a r t i a l o r d e r . I t i s ,

t h e r e f o r e , p o s s i b l e t o m o d e l r i c h e r p r e f e r e n c e s t r u c t u r e s w i t h m o r e l a y e r s o f

i n d i f f e r e n c e .

6.2.1. Learning a Pareto-Embedding from Data

I n t h e i n t r o d u c t o r y s e c t i o n s , w e m o t i v a t e d P a r e t o - e m b e d d i n g s a s a n a t u r a l

w a y t o m o d e l s u b s e t c h o i c e s . I n p r a c t i c e , t h i s i s o n l y u s e f u l i f w e c a n i n d u c e

s u c h a m o d e l f r o m o b s e r v e d c h o i c e s . S i n c e t h e P a r o p e r a t i o n i s fi x e d , w e o n l y

n e e d t o l e a r n t h e P a r e t o - e m b e d d i n g 𝜑 t o h a v e a f u l l s u b s e t c h o i c e m o d e l . O u r

g o a l i n l e a r n i n g t h e P a r e t o - e m b e d d i n g 𝜑 i s t o p r e d i c t c h o i c e s t h a t a r e a s c l o s e

a s p o s s i b l e t o t h e o r i g i n a l c h o i c e s , f o r s o m e d e fi n i t i o n o f c l o s e n e s s a s d i s c u s s e d

i n S e c t i o n 4 . 2 . 1 . G e n e r a l l y , f o r a g i v e n d a t a s e t 𝒟, t h e g o a l i s t o m i n i m i z e t h e
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e x p e c t e d l o s s ( 6 . 3 ) o r a n e m p i r i c a l v e r s i o n t h e r e o f . F o r e a s e o f n o t a t i o n , w e w i l l e m p i r i c a l r i s k : P a g e 4 3

a s s u m e t h a t t h e l o s s f u n c t i o n 𝐿 r e c e i v e s t h e o b j e c t s i n t h e e m b e d d e d f o r m a s i t s

fi r s t i n p u t , i n s t e a d o f t h e p r e d i c t e d s u b s e t P a r 𝜑(𝑄𝑛). W i t h t h i s , t h e e m p i r i c a l

r i s k m i n i m i z e r i s d e fi n e d a s :

𝜑∗ = a r g m i n

𝜑∈𝛷

1
𝑁

𝑁
∑
𝑛=1

𝐿(𝜑(𝑄𝑛), 𝐶𝑛) . ( 6 . 4 )

W e t h e r e f o r e h a v e t o s p e c i f y t w o c o m p o n e n t s : ( i ) a p a r a m e t r i c m o d e l f o r 𝜑
a n d ( i i ) a s u i t a b l e l o s s f u n c t i o n 𝐿, w h i c h , w h e n m i n i m i z e d , p r o d u c e s a c o r r e c t

P a r e t o - e m b e d d i n g .

W e w i l l b e g i n w i t h t h e l a t t e r c o m p o n e n t . B e f o r e w e d e fi n e t h e l o s s f u n c t i o n

i t s e l f , i t i s u s e f u l t o f o r m a l i z e w h i c h p r o p e r t i e s n e e d t o h o l d f o r a v a l i d P a r e t o -

e m b e d d i n g .

Definition 6.2.1 A f u n c t i o n 𝜑 i s a P a r e t o - e m b e d d i n g ( o f d i m e n s i o n a l i t y 𝑑′ ) f o r
a c h o i c e f u n c t i o n 𝑐 i f , a n d o n l y i f f o r a l l 𝑄 ∈ 2𝒳

w e h a v e t h a t :

( i ) F o r a l l 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄), 𝒚 ∈ 𝑄, 𝒚 ≠ 𝒙 t h e r e e x i s t s a d i m e n s i o n 𝑖 ∈ [𝑑′] s u c h t h a t

𝜑(𝒙)𝑖 > 𝜑(𝒚)𝑖 .
( i i ) F o r a l l 𝒙 ∈ 𝑄 ⧵ 𝑐(𝑄) t h e r e e x i s t s 𝒚 ∈ 𝑄 s u c h t h a t f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑑′] i t h o l d s

t h a t 𝜑(𝒚)𝑖 ≥ 𝜑(𝒙)𝑖 a n d t h e i n e q u a l i t y i s s t r i c t f o r a t l e a s t o n e s u c h 𝑖.

I n o t h e r w o r d s , p r o p e r t y ( i ) e x p r e s s e s t h a t a l l c h o s e n o b j e c t s n e e d t o b e P a r e t o -

o p t i m a l , w h i l e ( i i ) s t a t e s t h a t a l l n o n - c h o s e n o b j e c t s h a v e t o b e d o m i n a t e d

b y a t l e a s t o n e o b j e c t w i t h i n t h e e m b e d d i n g s p a c e . T h i s d e fi n i t i o n s u b s u m e s

s i n g l e t o n c h o i c e i f w e s e t 𝑑′ t o 1. P r o p e r t y ( i ) w o u l d t h e n s t a t e t h a t t h e u t i l i t y o f

t h e c h o s e n o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄) i s s t r i c t l y g r e a t e r t h a n t h e u t i l i t y o f a l l o t h e r o b j e c t s ,

a n d p r o p e r t y ( i i ) w o u l d b e e q u i v a l e n t t o ( i ) i n t h i s s p e c i a l c a s e . T h e r e f o r e , t h e

o r d e r r e s u l t i n g f r o m t h e o n e - d i m e n s i o n a l u t i l i t i e s i s a s t r i c t l i n e a r o r d e r .

W h i l e w e c o u l d w o r k w i t h t h e s e p r o p e r t i e s d i r e c t l y — u s i n g t h e m a s c o n s t r a i n t s

i n a n o p t i m i z a t i o n p r o g r a m — o u r g o a l w i l l b e t o l e a r n a n e n d - t o - e n d t r a i n a b l e

m o d e l . T h a t e n t a i l s t h a t a n a l m o s t e v e r y w h e r e d i f f e r e n t i a b l e l o s s i s c o m p u t e d ,

a n d w e d e t e r m i n e t h e g r a d i e n t o f t h i s l o s s w i t h r e s p e c t t o t h e m o d e l p a r a m e t e r s .

T h e g r a d i e n t c a n t h e n b e u s e d i n a g r a d i e n t d e s c e n t s e t t i n g t o o p t i m i z e t h e

m o d e l p a r a m e t e r s .

C o n s e q u e n t l y , w e a r e l o o k i n g f o r a ( a l m o s t e v e r y w h e r e ) d i f f e r e n t i a b l e l o s s

f u n c t i o n t h a t e n c o d e s p r o p e r t i e s ( i ) a n d ( i i ) . M e t h o d o l o g i c a l l y , w e w i l l fi r s t

t r e a t t h e p r o p e r t i e s a s s u m s o f c e r t a i n 0/1- l o s s e s . I n t h e n e x t s t e p , w e d e fi n e

a c o n v e x u p p e r b o u n d f o r t h e s e 0/1- l o s s e s . L e t 𝐶 d e n o t e t h e c h o s e n s u b s e t

o f a c h o i c e t a s k 𝑄 a n d l e t 𝒄 ∈ {0, 1}|𝑄| b e a v e c t o r r e p r e s e n t i n g t h e s u b s e t 𝐶. 3 3 : 𝑐𝑖 = 1 i f f . 𝒙𝑖 ∈ 𝐶 a n d 𝑐𝑖 = 0 o t h e r w i s e .

L e t 𝒛𝑗 ≔ 𝜑(𝒙𝑗) = (𝑧𝑗,1, … , 𝑧𝑗,𝑑′) b e t h e e m b e d d i n g v e c t o r o f 𝒙𝑗 , 𝑍 ≔ 𝜑(𝑄) b e

t h e c o r r e s p o n d i n g |𝑄| × |𝑑′| m a t r i x f o r t h e c h o i c e t a s k 𝑄 a n d 𝒵 ⊆ ℝ𝑑′ b e t h e

e m b e d d i n g s p a c e . W e w i l l n o w i n t r o d u c e t h e l o s s f u n c t i o n s 𝐿
P O

a n d 𝐿
D O M

t h a t a r e d e s i g n e d t o e n f o r c e t h e p r o p e r t i e s ( i ) a n d ( i i ) ( w h e n m i n i m i z e d ) .

B e g i n n i n g w i t h ( i ) , w e w a n t t o g u a r a n t e e t h a t a l l c h o s e n o b j e c t s a r e m a p p e d

i n t o o u r e m b e d d i n g s p a c e i n s u c h a w a y t h a t n o o t h e r o b j e c t d o m i n a t e s t h e m .

T h e r e f o r e , i f w e l o o k a t t h e d i f f e r e n c e i n t h e c o o r d i n a t e s o f a c h o s e n o b j e c t w i t h

t h e c o o r d i n a t e s o f a n y o t h e r o b j e c t , t h e n w e w a n t t o a v o i d t h a t t h e d i f f e r e n c e s

a r e a l l g r e a t e r o r e q u a l t o 0, i . e . , m i n 1≤𝑘≤𝑑′ 𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘 ≥ 0, w i t h o n e d i f f e r e n c e
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b e i n g s t r i c t l y g r e a t e r t h a n 0, i . e . , m a x 1≤𝑘≤𝑑′ 𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘 > 0. W e c a n e x p r e s s t h i s

f o r a g i v e n t a s k 𝑄 a n d 𝑍 ≔ 𝜑(𝑄) a s t h e f o l l o w i n g s u m :

∑
1≤𝑖≠𝑗≤|𝑍|

𝑐𝑗 ⋅
r
( m i n
1≤𝑘≤𝑑′

𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘) ≥ 0
zr

( m a x

1≤𝑘≤𝑑′
𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘) > 0

z

w h e r e t h e i n d i c a t o r f u n c t i o n s e n c o d e ( i ) n e g a t i v e l y u s i n g m i n a n d m a x . W e c a n

n o t u s e t h i s e x p r e s s i o n d i r e c t l y s i n c e t h e r e s u l t i n g g r a d i e n t l a c k s t h e r e q u i s i t e

d i r e c t i o n a l i n f o r m a t i o n f o r g r a d i e n t d e s c e n t . I t i s n o n - c o n v e x , a n d i t a l l o w s

f o r e m b e d d i n g s w h e r e a l l c h o s e n p o i n t s a r e m a p p e d t o a s i n g u l a r p o i n t .

Figure 6.6.: V i s u a l i z a t i o n o f t h e e f f e c t o f t h e

l o s s t e r m s 𝐿
P O

i n 𝒵 s p a c e . T h e b l u e p o i n t

w a s c h o s e n . P o i n t s d e p i c t e d w i t h a r e d a r r o w

a r e p e n a l i z e d .

T o s o l v e t h i s i s s u e , w e w i l l a p p l y a h i n g e l o s s o n t h e fi r s t i n d i c a t o r f u n c t i o n ,

o b v i a t i n g t h e n e e d f o r t h e s e c o n d o n e :

𝐿
P O

(𝑍, 𝒄) = ∑
1≤𝑖≠𝑗≤|𝑍|

m a x (0, 𝑐𝑗 ⋅ m i n
1≤𝑘≤𝑑′

(1 + 𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘)) ( 6 . 5 )

T h e e f f e c t o f t h i s l o s s i s s h o w n i n F i g u r e 6 . 6 . T h e b l u e p o i n t r e p r e s e n t s t h e

e m b e d d i n g o f t h e c h o s e n o b j e c t . T h e s h a d e d b l u e r e g i o n m a r k s t h e p o i n t s

d o m i n a t e d b y t h e c h o s e n o b j e c t , a n d p o i n t s i n t h e w h i t e q u a d r a n t i n t h e u p p e r

r i g h t c o r n e r w o u l d d o m i n a t e t h e c h o s e n o b j e c t . B y a d d i n g 1 t o t h e d i f f e r e n c e

o f t h e c o o r d i n a t e s , w e s h i f t t h e b l u e r e g i o n t o t h e d o t t e d b l u e l i n e . T h e r e d

p o i n t s a r e a l l t h o s e i n 𝑄 f o r w h i c h t h e i r t e r m i n t h e s u m i s n o n - z e r o . T h e s e

p o i n t s a r e p e n a l i z e d l i n e a r l y b a s e d o n t h e i r d i s t a n c e t o t h e d o t t e d b l u e l i n e .

E v i d e n t l y , i t i s n o l o n g e r a v a l i d s o l u t i o n t o m a p a l l c h o s e n o b j e c t s t o a s i n g l e

p o i n t s i n c e t h e d i f f e r e n c e i n a n y d i m e n s i o n n e e d s t o b e a t l e a s t 1 t o r e a c h a l o s s

o f 0. T h i s e f f e c t i s a n a l o g o u s t o t h e m a r g i n e f f e c t o b s e r v e d f o r S V M s w h e n u s e d

i n c o n j u n c t i o n w i t h t h e h i n g e l o s s .

W e w i l l a p p l y t h e s a m e m e t h o d o l o g y t o ( i i ) . I n t h i s c a s e , w e n e e d t o p e n a l i z e

a n o n - c h o s e n p o i n t i f i t i s n o t d o m i n a t e d b y a n o t h e r p o i n t . T h e c o r r e s p o n d i n g

s u m u s i n g 0/1- l o s s e s c a n b e f o r m a l i z e d a s

|𝑍|
∑
𝑖=1

(1 − 𝑐𝑖) m i n
𝑗≠𝑖

(
r
( m a x

1≤𝑘≤𝑑′
𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘) > 0

z
) .

T h i s l o s s i s o n l y e v a l u a t e d f o r t h e n o n - c h o s e n o b j e c t s a n d i s 0 o t h e r w i s e . T h e i n -

n e r i n d i c a t o r f u n c t i o n t e s t s w h e t h e r t h e r e e x i s t s a d i m e n s i o n i n t h e e m b e d d i n g

s p a c e f o r w h i c h t h e c u r r e n t n o n - c h o s e n o b j e c t i s s t r i c t l y b e t t e r t h a n a n o t h e r

o b j e c t ( a n d h e n c e n o t d o m i n a t e d b y i t ) . B y m i n i m i z i n g t h i s e x p r e s s i o n , w e

r e t u r n 0 o n l y i f t h e r e e x i s t s a t l e a s t o n e o b j e c t t h a t d o m i n a t e s t h e n o n - c h o s e n

o b j e c t . O t h e r w i s e , w e r e t u r n 1 a n d p e n a l i z e i t .

W h e n t r a n s l a t i n g t h i s i n t o a s u i t a b l e s u r r o g a t e l o s s , i t b e c o m e s a p p a r e n t t h a t

t h e i n n e r m a x i m i z a t i o n p r o v i d e s a r a t h e r w e a k s i g n a l f o r o p t i m i z a t i o n . T h i s

i s b e c a u s e i t i m p o s e s a n e q u a l p e n a l t y o n a p o i n t t h a t b a r e l y i s s u r p a s s e d b y

t h e n o n - c h o s e n o b j e c t i n o n l y o n e d i m e n s i o n a n d a p o i n t t h a t i s c o m p l e t e l y

d o m i n a t e d a c r o s s a l l d i m e n s i o n s . T o a d d r e s s t h i s i s s u e , w e w i l l r e p l a c e t h e

i n n e r m a x i m i z a t i o n w i t h a s u m t h a t p e n a l i z e s p o i n t s f o r e a c h d i m e n s i o n t h e

n o n - c h o s e n o b j e c t i s b e t t e r i n . T h e n , w e a p p l y t h e s a m e h i n g e l o s s a p p r o a c h a s

b e f o r e , p e n a l i z i n g l i n e a r l y b a s e d o n t h e d i s t a n c e t o t h e b o u n d a r y a n d i n c l u d i n g
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a m a r g i n o f 1. W e t h e n e n d u p w i t h t h e l o s s

𝐿
D O M

(𝑍, 𝒄) =
|𝑍|
∑
𝑖=1

(1 − 𝑐𝑖) m i n
𝑗≠𝑖

(
𝑑′

∑
𝑘=1

m a x (0, 1 + 𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘)) ( 6 . 6 )

T h e e f f e c t o f t h i s l o s s o n a n o n - c h o s e n o b j e c t i s d e p i c t e d i n F i g u r e 6 . 7 , w h e r e

w e s h o w a s e t o f p o i n t s i n t h e e m b e d d i n g s p a c e .

Figure 6.7.: V i s u a l i z a t i o n o f t h e e f f e c t o f t h e

l o s s t e r m s 𝐿
D O M

i n 𝒵 s p a c e . T h e r e d p o i n t

w a s n o t c h o s e n . T h e p o i n t d e p i c t e d w i t h a

b l u e a r r o w i s p e n a l i z e d .

T h e r e d d o t i n t h e c e n t e r r e p r e s e n t s t h e n o n - c h o s e n o b j e c t u n d e r c o n s i d e r a t i o n ,

w h i c h i n t h e c u r r e n t s i t u a t i o n i s n o t d o m i n a t e d . I n o r d e r f o r i t t o b e d o m i n a t e d ,

a p o i n t w o u l d n e e d t o b e m o v e d i n t o t h e r e g i o n s h a d e d i n r e d . D u e t o t h e

m a r g i n , w e a d d i t i o n a l l y r e q u i r e t h a t t h e r e g i o n m a r k e d w i t h t h e d o t t e d l i n e

n e e d s t o b e r e a c h e d . T h e p o i n t s h o w n i n b l u e i s t h e o n e c l o s e s t t o d o m i n a t i n g

t h e r e d p o i n t a n d p e n a l i z e d b a s e d o n i t s d i s t a n c e t o w a r d s t h e d o t t e d l i n e ( s h o w n

u s i n g t h e d a s h e d b l u e a r r o w ) .

C o m b i n i n g t h e l o s s f u n c t i o n s 𝐿
P O

a n d 𝐿
D O M

w e a r e a l m o s t r e a d y t o s p e c i f y

a n o v e r a l l l o s s f u n c t i o n . A l r e a d y , w e c a n g u a r a n t e e t h a t a n e m b e d d i n g 𝜑 t h a t

a c h i e v e s a l o s s o f 0 a c r o s s a l l c h o i c e t a s k s 𝑄 o n b o t h l o s s f u n c t i o n s i s a v a l i d

P a r e t o - e m b e d d i n g ( s e e S e c t i o n 6 . 2 . 2 f o r t h e p r o o f ) .

T h e l o s s f u n c t i o n w e h a v e d e fi n e d s o f a r i s i n v a r i a n t t o s h i f t i n g a n d s c a l i n g .

F o r m a l l y , t h a t m e a n s t h a t f o r a l l 𝑍 ∈ 𝒵: P a r (𝑍) = P a r (𝑍 + 𝑎) w i t h 𝑎 ∈ ℝ
( i n v a r i a n c e t o s h i f t i n g ) a n d P a r (𝑍) = P a r (𝑍 ⋅ 𝑎) w i t h 𝑎 > 0 ( i n v a r i a n c e t o

s c a l i n g ) . T h e i m p l i c a t i o n o f t h i s i s t h a t a m o d e l l e a r n e d w i t h t h i s l o s s f u n c t i o n

i s n o t i d e n t i fi a b l e , w h i c h c o u l d c a u s e i s s u e s d u r i n g t h e o p t i m i z a t i o n p r o c e s s .

T h i s c a n b e s o l v e d u s i n g a n 𝐿2,1 n o r m , i . e . , ∑|𝑍|
𝑖=1 ‖𝒛𝑖‖2 , a s a p e n a l t y f o r t h e

e m b e d d e d p o i n t s t h a t e n c o u r a g e s p o i n t s t o b e a s c l o s e t o 0 a s p o s s i b l e . T h e r e f o r e

a s h i f t o r s c a l e o p e r a t i o n , w h i c h t a k e s a s e t o f o b j e c t s a w a y f r o m 0 i s p e n a l i z e d .

O t h e r n o r m s c o u l d b e u s e d a s w e l l i f t h e y a r e s h i f t - a n d s c a l e - i n v a r i a n t . T h e

m a r g i n o f t h e h i n g e l o s s e s h a s t h e a d d e d b e n e fi t o f p r e v e n t i n g t h e p o i n t s f r o m

c o l l a p s i n g t o 0.

C o m b i n i n g a l l t e r m s u s i n g a c o n v e x c o m b i n a t i o n , w e e n d u p w i t h

𝐿(𝑍, 𝒄) = 𝛼𝐿
P O

(𝑍, 𝒄) + 𝛽𝐿
D O M

(𝑍, 𝒄) + 𝛾
|𝑍|
∑
𝑖=1

‖𝒛𝑖‖2 , ( 6 . 7 )

w h e r e 𝛼, 𝛽, 𝛾 ≥ 0 a r e p o s i t i v e , r e a l - v a l u e d c o e ffi c i e n t s t h a t h a v e t o b e s e t .

T y p i c a l l y , t h e s e w o u l d b e t r e a t e d a s h y p e r p a r a m e t e r s a n d o p t i m i z e d a l o n g s i d e

a l l o t h e r h y p e r p a r a m e t e r s i n a v a l i d a t i o n l o o p .

N o t e , h o w 𝐿
P O

a n d 𝐿
D O M

u s e t h e m a x (0, 𝑥) f u n c t i o n t o a c c o m p l i s h a o n e -

s i d e d p e n a l i z a t i o n . T o a l s o h a v e s o m e l o s s s i g n a l w h e n 𝑥 < 0, i t c a n b e

w o r t h w h i l e t o u t i l i z e a s o f t p l u s f u n c t i o n l o g (1 + 𝑒𝑥) i n s t e a d . I t i s d i f f e r e n t i a b l e s o f t p l u s

a n d h a s a n o n z e r o g r a d i e n t e v e r y w h e r e , w h i c h m a k e s i t m u c h m o r e s t a b l e i n

g r a d i e n t - b a s e d o p t i m i z a t i o n . I n t h e e x p e r i m e n t a l s e c t i o n ( S e c t i o n 6 . 3 ) , w e

a r e g o i n g t o e v a l u a t e b o t h v a r i a n t s o f t h e l o s s t o s e e i f t h e r e i s a s i g n i fi c a n t

d i f f e r e n c e i n p e r f o r m a n c e .

On Structure-Preserving Losses W i t h t h e l o s s ( 6 . 7 ) , w e a r e n o w a b l e t o l e a r n

P a r e t o - e m b e d d i n g s 𝜑. H o w e v e r , n o r e s t r i c t i o n s a r e p l a c e d o n t h e f u n c t i o n 𝜑.
W e c o u l d , f o r e x a m p l e , i n s t a n t i a t e i t u s i n g a n a r b i t r a r y n o n l i n e a r f u n c t i o n t h a t

m a p s p o i n t s i n t o a n e m b e d d i n g s s p a c e i n s u c h a w a y t h a t t h e o b s e r v e d c h o i c e s
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c a n b e r e p r e s e n t e d , b u t l o c a l a n d g l o b a l s t r u c t u r e s i n t h e o r i g i n a l o b j e c t s p a c e

a r e n o t p r e s e r v e d . W h y t h i s m i g h t b e a u s e f u l c o n s i d e r a t i o n , w e c a n s e e b y

t h e p o p u l a r i t y o f f a c t o r a n a l y s i s i n p s y c h o l o g y , e c o n o m i c s a n d o t h e r d i s c i p l i n e s

[ C h i 0 6 ; M u l 0 9 ] . I n f a c t o r a n a l y s i s , t h e g o a l i s t o i d e n t i f y l a t e n t f a c t o r s t h a t e x -

p l a i n a c e r t a i n n u m b e r o f o b s e r v e d v a r i a b l e s . S i n c e t h e n u m b e r o f l a t e n t f a c t o r s

i s u s u a l l y a s s u m e d t o b e s m a l l e r t h a n t h e n u m b e r o f o b s e r v e d v a r i a b l e s , f a c t o r

a n a l y s i s b e l o n g s t o t h e c a t e g o r y o f d i m e n s i o n a l i t y r e d u c t i o n a p p r o a c h e s . H o w

t h e o b s e r v e d v a r i a b l e s i n fl u e n c e e a c h l a t e n t f a c t o r i s a n i m p o r t a n t c o n s i d e r a t i o n

f o r t h e i n t e r p r e t a b i l i t y . C o n s i d e r , f o r e x a m p l e , a h e a l t h c a r e s t u d y e x a m i n i n g

d a i l y e x e r c i s e , v e g e t a b l e i n t a k e , a l c o h o l c o n s u m p t i o n , a n d s m o k i n g h a b i t s f o r

a p o p u l a t i o n o f p a t i e n t s . U s i n g f a c t o r a n a l y s i s , w e m a y e n d u p w i t h a f a c t o r

h a v i n g p o s i t i v e w e i g h t s f o r d a i l y e x e r c i s e a n d v e g e t a b l e i n t a k e , a n d n e g a t i v e

w e i g h t s f o r a l c o h o l c o n s u m p t i o n a n d s m o k i n g h a b i t s . W e m a y i n t e r p r e t t h i s

f a c t o r t o r e p r e s e n t w h e t h e r a p a t i e n t i s a d h e r i n g t o a “ h e a l t h y l i f e s t y l e ” .

I n o u r s e t t i n g , w e o b s e r v e s e t s o f o b j e c t s , e a c h c h a r a c t e r i z e d b y o b s e r v a b l e

v a r i a b l e s . T h e d i f f e r e n c e i s t h a t w e a r e n o t p r i m a r i l y i n t e r e s t e d i n c o r r e l a t i o n s

b e t w e e n v a r i a b l e s b u t i n t h e r e l a t i o n o f t h e v a r i a b l e s t o t h e o b s e r v e d c h o i c e s .

F o r t h e fi n a l e m b e d d i n g s , w e m a y s t i l l w a n t t o r e q u i r e t h a t l o c a l a n d g l o b a l

s t r u c t u r e s a r e p r e s e r v e d . A s t r a i g h t f o r w a r d a p p r o a c h t o a c c o m p l i s h t h i s i s t o

a d d a m u l t i d i m e n s i o n a l s c a l i n g t e r m [ M e a 9 2 ] :

𝐿
M D S

(𝑍, 𝐷) = (∑
𝑖,𝑗

(𝑑𝑖,𝑗 − ‖𝒛𝑖 − 𝒛𝑗‖)
2)

1/2
, ( 6 . 8 )

w h e r e 𝐷 = (𝑑𝑖,𝑗)1≤𝑖,𝑗≤|𝑄| i s t h e p a i r w i s e d i s t a n c e m a t r i x t h a t r e s u l t s f r o m e v a l u -

a t i n g a n a p p r o p r i a t e m e t r i c o n p a i r s o f o b j e c t s i n 𝑄. T h e l o s s c a n b e a d d e d t o

t h e o v e r a l l l o s s f u n c t i o n ( 6 . 7 ) w i t h a n a d d i t i o n a l w e i g h t . I n t h e e x p e r i m e n t s

l a t e r i n t h i s c h a p t e r , w e r u n e x p e r i m e n t s w i t h a n d w i t h o u t 𝐿
M D S

(𝑍, 𝐷) t o

a s c e r t a i n t h e i m p a c t i t h a s o n o v e r a l l p e r f o r m a n c e .

O f c o u r s e , h a v i n g d e fi n e d a l o s s f u n c t i o n i s j u s t o n e p a r t o f b e i n g a b l e t o l e a r n

P a r e t o - e m b e d d i n g s f r o m d a t a . T h e n e x t s t e p i s d e fi n i n g a p a r a m e t r i c m o d e l

f o r t h e f u n c t i o n 𝜑 t h a t w e c a n u s e i n c o n j u n c t i o n w i t h o u r s u r r o g a t e l o s s . H e r e ,

w e c h o s e n e u r a l n e t w o r k s a s a fl e x i b l e a n d d i f f e r e n t i a b l e m o d e l c l a s s . I n t h e

f o l l o w i n g s e c t i o n , w e w i l l i n t r o d u c e t w o n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s a n d

e l a b o r a t e o n t h e s p e c i fi c r e q u i r e m e n t s t h a t g u i d e d t h e i r d e s i g n .

6.2.1.1. Neural Network Architectures

B e f o r e w e g o i n t o d e t a i l o n w h i c h s p e c i fi c a r c h i t e c t u r e w e c h o s e a n d w h y , i t

m a k e s s e n s e t o t a k e a s t e p b a c k a n d r e c a l l w h a t o u r o b j e c t i v e i s . T h e g o a l i s t o

l e a r n a P a r e t o - e m b e d d i n g o f t h e f o r m 𝜑∶ 𝒳 → 𝒵 s u c h t h a t f o r a g i v e n c h o i c e

t a s k 𝑄 w e c a n p r e d i c t c h o i c e s b y e v a l u a t i n g P a r (𝜑(𝑄)). H e r e , t h e e x t e n s i o n o f

𝜑 f r o m o n e o b j e c t t o t h e c o m p l e t e s e t o f o b j e c t s w a s d o n e i m p l i c i t l y . M o r e g e n -

e r a l l y , i t c a n b e u s e f u l t o l e t 𝜑∶ ⋃𝑘 𝒳𝑘 → ⋃𝑘 𝒵𝑘
s u c h t h a t c o n t e x t - d e p e n d e n c ec o n t e x t - d e p e n d e n c e : P a g e 1 1 2

c a n b e c a p t u r e d a s w e l l . C o n c r e t e l y , t h e s o u g h t m o d e l m a p s e a c h o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑄
t o a 𝑑′- d i m e n s i o n a l v e c t o r o f u t i l i t i e s .

W h i l e t h e s i g n a t u r e o f t h e m o d e l i s a m a n d a t o r y r e q u i r e m e n t , t h e r e a r e a f e w o p -o p t i o n a l r e q u i r e m e n t s

t i o n a l r e q u i r e m e n t s t h a t w e c h o o s e t o i m p o s e o n a m o d e l f o r P a r e t o - e m b e d d i n g s .

F i r s t o f a l l , i t s h o u l d b e ( a l m o s t e v e r y w h e r e ) d i f f e r e n t i a b l e , a l l o w i n g t h e m o d e l
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t o b e t r a i n e d u s i n g o u r s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n i n a n e n d - t o - e n d m a n n e r . S e c -

o n d l y , t h e m a p p i n g f r o m o b j e c t s t o u t i l i t i e s s h o u l d b e a b l e t o b e n o n l i n e a r .

F o r s o m e s t r a i g h t f o r w a r d s i t u a t i o n s , a l i n e a r m o d e l m a y s u ffi c e . F o r e x a m p l e ,

t h i s w o u l d b e t h e c a s e w h e n t h e u t i l i t y f u n c t i o n i s m e r e l y a w e i g h t e d s u m o f

m o n o t o n e c r i t e r i a . H o w e v e r , i n r e a l - w o r l d c h o i c e p r o b l e m s , t h e r e l a t i o n s h i p

b e t w e e n o b j e c t s a n d u t i l i t i e s i s o f t e n f a r f r o m l i n e a r . R e c a l l t h e e a r l i e r e x a m p l e

o f a c h o i c e p r o b l e m w h e r e t h e o b j e c t s a r e i m a g e s . I n s u c h a s e t t i n g , i t i s u n l i k e l y

t h a t a l i n e a r f u n c t i o n , w h i c h m e r e l y c o n s i d e r s p i x e l v a l u e s , c o u l d c a p t u r e a n d

e x p r e s s c o m p l e x s e m a n t i c p r e f e r e n c e s . L a s t l y , i t i s c o m m o n i n d e c i s i o n t h e o r y

t o w o r k w i t h p o s i t i v e u t i l i t i e s , w h i c h i s w h y w e r e q u i r e t h a t 𝒵 ⊆ ℝ𝑑′≥0 .

K e e p i n g t h e r e q u i r e m e n t s i n m i n d , w e p r o p o s e t w o n e u r a l n e t w o r k a r c h i -

t e c t u r e s . O n e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t a r c h i t e c t u r e a n d o n e c o n t e x t - d e p e n d e n t .

N e u r a l n e t w o r k s a s a m o d e l c l a s s fi t t h e r e q u i r e m e n t s w e l l s i n c e t h e y a r e d i f -

f e r e n t i a b l e ( a l m o s t e v e r y w h e r e ) , c a n l e a r n a r b i t r a r y n o n l i n e a r m a p p i n g s , a n d

t h e o u t p u t d i m e n s i o n a l i t y c a n e a s i l y b e s e t t o fi t o u r e m b e d d i n g s e t t i n g .
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MLP Softplus Figure 6.8.: A r c h i t e c t u r e o f t h e g e n e r a l e m -

b e d d i n g a p p r o a c h [ P H 2 0 ] . A m u l t i - l a y e r

p e r c e p t r o n a n d a fi n a l l i n e a r l a y e r m a p

e a c h o b j e c t i n t o t h e e m b e d d i n g s p a c e , w h i l e

t h e s o f t p l u s e n s u r e s p o s i t i v e u t i l i t i e s . T h e

P a r e t o - s e t o f t h e p o i n t s w i l l b e u s e d t o o b -

t a i n a c h o i c e s e t 𝐶.

Context-Independent Architecture T h e a r c h i t e c t u r e i s s h o w n i n F i g u r e 6 . 8 . C o n t e x t - i n d e p e n d e n t a r c h i t e c t u r e

E a c h o b j e c t 𝒙𝑖 ∈ 𝑄 i s p a s s e d t h r o u g h a f u l l y - c o n n e c t e d m u l t i - l a y e r p e r c e p t r o n

( M L P ) ( s h o w n i n b l u e ) w i t h 𝑑 i n p u t u n i t s . T h e n u m b e r o f h i d d e n u n i t s a n d

l a y e r s a r e t r e a t e d a s h y p e r p a r a m e t e r s t h a t s h o u l d b e o p t i m i z e d f o r t h e d a t a a t

h a n d u s i n g v a l i d a t i o n . N e x t , t h e o u t p u t o f t h e M L P i s p r o c e s s e d b y a fi n a l l i n e a r

l a y e r w i t h 𝑑′ u n i t s t o p r o d u c e t h e r a w e m b e d d i n g , a n d a s o f t p l u s n o n l i n e a r i t y

i s a p p l i e d t o m a k e t h e o u t p u t p o s i t i v e . A s a r e s u l t o f t h e s e t r a n s f o r m a t i o n s ,

a |𝑄| × 𝑑′ m a t r i x i s p r o d u c e d . F r o m t h i s m a t r i x , w e c a n c o m p u t e t h e s e t o f

P a r e t o - o p t i m a l p o i n t s u s i n g s t a n d a r d a l g o r i t h m s [ D Z 0 4 ] . T h e w o r s t - c a s e

c o m p l e x i t y o f t h i s o p e r a t i o n i s 𝒪(|𝑄|2 ⋅ 𝑑′), w h i c h y o u c a n a c h i e v e b y i t e r a t i n g

o v e r a l l p a i r s o f p o i n t s a n d c h e c k i n g f o r d o m i n a n c e . H o w e v e r , D a i a n d Z h a n g

[ D Z 0 4 ] p r e s e n t a n a l g o r i t h m t h a t , i n e x p e c t a t i o n , r u n s i n t i m e l i n e a r i n t h e

n u m b e r o f p o i n t s . W i t h t h e P a r e t o - s e t o f t h i s m a t r i x , w e h a v e t h e p r e d i c t e d

c h o i c e s e t . A d d i t i o n a l t e c h n i c a l d e t a i l s a r e d i s c u s s e d i n S e c t i o n 6 . 3 . 1 .

Pairwise Pareto-embeddings A s w e h a v e s e e n i n C h a p t e r 5 , c o n t e x t - s e n s i t i v e

a p p r o a c h e s s u c h a s F E T A a n d F A T E a r e a b l e t o l e v e r a g e t h e o b j e c t c o n t e x t ,

w h i c h r e f e r s t o a l l o b j e c t s p r e s e n t i n a g i v e n c h o i c e . T h e p r e s e n c e a n d p r o p e r t i e s

o f t h e s e o b j e c t s c a n a f f e c t t h e fi n a l c h o i c e . T h i s a l l o w s t h e s e a p p r o a c h e s t o

c a p t u r e v a r i o u s c o n t e x t e f f e c t s p r e s e n t i n t h e d a t a .

I n t h e c o n t e x t o f P a r e t o - e m b e d d i n g s , w h i c h a r e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t a s d e -

fi n e d s o f a r , c o n t e x t - s e n s i t i v i t y i s i n t e r e s t i n g f o r s e v e r a l r e a s o n s . F i r s t o f a l l ,
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w e m a y w a n t t o d i s c e r n t h e d i f f e r e n c e i n p e r f o r m a n c e b e t w e e n a c o n t e x t -

i n d e p e n d e n t m a p p i n g a n d o n e t h a t t a k e s t h e o b j e c t c o n t e x t i n t o c o n s i d e r a -

t i o n . S e c o n d l y , w e c a n m a k e a c o m p a r a t i v e a n a l y s i s o f P a r e t o - e m b e d d i n g s

( b o t h c o n t e x t - d e p e n d e n t a n d - i n d e p e n d e n t ) a n d o t h e r c o n t e x t - s e n s i t i v e a p -

p r o a c h e s s u c h a s F E T A a n d F A T E . T h i s c o m p a r i s o n e n a b l e s u s t o d e t e r m i n e

w h i c h d a t a s e t s e x h i b i t c o n t e x t - d e p e n d e n c e , t h o s e t h a t c a n b e e f f e c t i v e l y r e p -

r e s e n t e d b y P a r e t o - e m b e d d i n g s , a n d t h o s e t h a t d i s p l a y b o t h c h a r a c t e r i s t i c s .

F u r t h e r m o r e , i t o f f e r s t h e p o t e n t i a l f o r i m p r o v i n g t h e c h o i c e a c c u r a c y o f t h e

e m b e d d i n g a p p r o a c h .

T h a t i s w h y w e w a n t t o e x p l o r e a c o n t e x t - s e n s i t i v e P a r e t o - e m b e d d i n g m e t h o d

h e r e . W e c o u l d u s e a n y o f t h e m e c h a n i s m s i n t r o d u c e d i n C h a p t e r 5 t o m a k e t h e

e m b e d d i n g c o n t e x t - s e n s i t i v e . I n s p i r e d b y t h e s i m p l i c i t y o f p a i r w i s e F E T A ( s e e

S e c t i o n 5 . 3 . 1 ) , w e o p t t o i m p l e m e n t a s t r a i g h t f o r w a r d p a i r w i s e d e c o m p o s i t i o n

a p p r o a c h . T h e e m b e d d i n g f u n c t i o n 𝜓 i s t h e n d e c o m p o s e d a s f o l l o w s :

𝜓(𝒙, 𝑄) ≔ 1
|𝑄| ∑𝒚∈𝑄

𝑔(𝒙, 𝒚) , ( 6 . 9 )

w h e r e 𝑔∶ 𝒳 × 𝒳 → ℝ𝑑′ i s a f u n c t i o n t h a t m a p s a p o i n t 𝒙 ∈ 𝒳 i n t o t h e

e m b e d d i n g s p a c e i n t h e c o n t e x t o f a n o t h e r o b j e c t 𝒚 ∈ 𝒳. T h e r e p r e s e n t a t i o n s

a r e t h e n a g g r e g a t e d u s i n g t h e a r i t h m e t i c m e a n .

Figure 6.9.: N e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e f o r

t h e p a i r w i s e P a r e t o - e m b e d d i n g . T h e p a i r -

w i s e e m b e d d i n g f u n c t i o n 𝑔(⋅, ⋅) i s e v a l u a t e d

o n a l l p a i r s o f o b j e c t s o f t h e c h o i c e t a s k 𝑄.

T h e |𝑄| e m b e d d i n g s a r e a v e r a g e d f o r e a c h

o b j e c t t o a r r i v e a t t h e fi n a l r e p r e s e n t a t i o n o f

t h e o b j e c t .
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T h e c o r r e s p o n d i n g n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e i s s h o w n i n F i g u r e 6 . 9 . I t w a s

p u r p o s e f u l l y d e s i g n e d t o b e s i m i l a r t o t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t a r c h i t e c t u r e .

T h e m a i n d i f f e r e n c e i s t h a t f o r a g i v e n s e t o f o b j e c t s w e fi r s t g e n e r a t e a l l p a i r s ,

w h i c h a r e t h e n e a c h c o n c a t e n a t e d a n d p a s s e d t h r o u g h n e t w o r k 𝑔. A s b e f o r e ,

n e t w o r k 𝑔 h a s a fi n a l l i n e a r l a y e r w i t h 𝑑′ o u t p u t u n i t s , w h i c h a r e t r a n s f o r m e d

u s i n g a s o f t p l u s n o n l i n e a r i t y t o e n s u r e t h e o u t p u t i s p o s i t i v e . W e e n d u p w i t h

|𝑄|2 e m b e d d i n g v e c t o r s , w h i c h a r e a v e r a g e d f o r e a c h o b j e c t , a c c o r d i n g t o ( 6 . 9 ) ,

t o a r r i v e a t t h e fi n a l e m b e d d i n g s . T h e P a r e t o - s e t a n d , h e n c e , t h e p r e d i c t i o n

c a n t h e n b e c o m p u t e d .

Computational Complexity T h e m a i n s c a l i n g d i m e n s i o n f o r o u r s e t t i n g i s

t h e n u m b e r o f o b j e c t s . T h e c o m p u t a t i o n a l c o m p l e x i t y o f t h e p a i r w i s e P a r e t o -

e m b e d d i n g a r c h i t e c t u r e i s h i g h e r c o m p a r e d t o t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t o n e

d u e t o i t s r e l i a n c e o n e v a l u a t i n g e v e r y p o s s i b l e p a i r o f o b j e c t s . T h e r e f o r e , a t

t r a i n i n g a n d t e s t t i m e , t h e p a i r w i s e m e t h o d h a s a r u n t i m e t h a t s c a l e s q u a d r a t -

i c a l l y i n t h e n u m b e r o f o b j e c t s . I n c o n t r a s t , t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t a r c h i -

t e c t u r e s c a l e s l i n e a r l y i n t h e n u m b e r o f o b j e c t s i n r u n t i m e . I n t h i s c a s e , t h e

d o m i n a t i n g f a c t o r i s t h e a l g o r i t h m t h a t c o m p u t e s t h e s e t o f P a r e t o - o p t i m a l

p o i n t s . T h i s a l g o r i t h m h a s a t i m e c o m p l e x i t y o f 𝒪(𝑚 l o g 𝑚) f o r u p t o 3 e m -

b e d d i n g d i m e n s i o n s o r 𝒪(𝑑′𝑚2) i n g e n e r a l , w h e r e 𝑚 r e p r e s e n t s t h e n u m b e r o f
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o b j e c t s [ K L P 7 5 ] . H o w e v e r , t h e r e e x i s t a l g o r i t h m s t h a t c a n c o m p u t e t h e s e t o f

P a r e t o - o p t i m a l p o i n t s i n e x p e c t e d l i n e a r t i m e [ B C L 9 3 ; D Z 0 4 ] .

A f t e r e s t a b l i s h i n g a s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n i n t e n d e d f o r g e n e r a t i n g v a l i d P a r e t o -

e m b e d d i n g s , a l o n g w i t h c o r r e s p o n d i n g n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s t r a i n a b l e

w i t h t h i s l o s s f u n c t i o n , t h e l o g i c a l n e x t q u e s t i o n i s : c a n w e p r o v i d e a t h e o r e t i c a l

p r o o f t h a t t h e l o s s f u n c t i o n i s , i n f a c t , s u i t a b l e ? I n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n , w e

w i l l c o n s i d e r t h e t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s o f P a r e t o - e m b e d d i n g s a n d a n s w e r t h i s

q u e s t i o n a ffi r m a t i v e l y .

6.2.2. Theoretical Properties of Pareto-Embeddings

A q u e s t i o n t h a t i s c e n t r a l i n t h e a n a l y s i s o f c h o i c e m o d e l s i s w h e t h e r a g i v e n

c h o i c e m o d e l i s a b l e t o r e p r e s e n t a g i v e n s e t o f c h o i c e f u n c t i o n s o r e v e n a l l

p o s s i b l e c h o i c e f u n c t i o n s . A p a r a m e t r i c c h o i c e m o d e l 𝑐̂𝜽 ∶ 2𝒳 → 2𝒳
c a n

r e p r e s e n t a g r o u n d t r u t h c h o i c e f u n c t i o n 𝑐, i f t h e r e e x i s t s a p a r a m e t e r 𝜽 s u c h

t h a t , f o r a l l c h o i c e t a s k s 𝑄 ∈ 2𝒳
i t h o l d s t h a t 𝑐̂𝜽(𝑄) = 𝑐(𝑄). I n t h e c a s e o f

P a r e t o - e m b e d d i n g s , t h e c h o i c e f u n c t i o n i s i n d u c e d b y t h e e m b e d d i n g f u n c t i o n

𝜑, s o 𝜽 ≔ 𝜑. T h e s e t o f P a r e t o c h o i c e f u n c t i o n s i s a s u b s e t o f t h e s e t o f a l l

p o s s i b l e c h o i c e f u n c t i o n s . T h e r e f o r e , i t i s n a t u r a l t o a s k w h i c h s e t o f c h o i c e

f u n c t i o n s c a n b e r e p r e s e n t e d b y P a r e t o c h o i c e f u n c t i o n s a n d h o w t h i s s e t c a n

b e c h a r a c t e r i z e d .

A s a fi r s t s t e p , w e w i l l a s k t h e s i m p l e q u e s t i o n o f w h e t h e r P a r e t o - e m b e d d i n g s

a r e p o w e r f u l e n o u g h t o r e p r e s e n t a l l c h o i c e f u n c t i o n s . T h i s , a s i t t u r n s o u t , i s

n o t t h e c a s e :

Proposition 6.2.2 L e t 𝒳 b e a s e t o f o b j e c t s w i t h |𝒳| ≥ 3. T h e r e e x i s t s a c h o i c e

f u n c t i o n 𝑐∶ 2𝒳 → 2𝒳
, w h i c h c a n n o t b e r e p r e s e n t e d b y a P a r e t o - e m b e d d i n g .

P r o o f . W e w i l l c o n s t r u c t s u c h a c h o i c e f u n c t i o n a s f o l l o w s : L e t 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 b e

t w o o b j e c t s f o r w h i c h 𝑐({𝒙, 𝒚}) = {𝒙} h o l d s a n d f o r w h i c h a s e t 𝑄 ⊃ {𝒙, 𝒚} e x i s t s
w i t h 𝒚 ∈ 𝑐(𝑄).

F o r a v a l i d P a r e t o - e m b e d d i n g 𝜑∶ 𝒳 → 𝒵 w i t h 𝒵 ⊆ ℝ𝑑′ , t h e fi r s t c h o i c e w o u l d

r e q u i r e t h a t 𝒙 ≻𝜑 𝒚 h o l d s , i . e . , f o r a l l 𝑘 ∈ [𝑑′] w e h a v e t h a t 𝜑(𝒙)𝑘 ≥ 𝜑(𝒚)𝑘 a n d

𝜑(𝒙)𝑘 > 𝜑(𝒚)𝑘 f o r a t l e a s t o n e s u c h 𝑘. I n o r d e r f o r 𝒚 t o b e i n 𝑐(𝑄), i t n e e d s t o

h o l d t h a t f o r a l l o b j e c t s 𝒛 ∈ 𝑄 t h a t 𝒛 ⊁𝜑 𝒚. S i n c e w e k n o w t h a t 𝒙 ∈ 𝑄 a n d

𝒙 ≻𝜑 𝒚, i t i s n o t p o s s i b l e f o r a n y f u n c t i o n 𝜑 t o p r o d u c e t h a t c h o i c e .

A s w e c a n s e e , t h e r e a r e s i m p l e c h o i c e f u n c t i o n s t h a t c a n n o t b e e x p l a i n e d u s i n g

a P a r e t o - e m b e d d i n g . T h e n e x t s t e p w i l l b e t o fi n d a c h a r a c t e r i z a t i o n o f t h e s e t

o f c h o i c e f u n c t i o n s r e p r e s e n t a b l e b y P a r e t o - e m b e d d i n g s . T h i s w e w i l l d o a s

f o l l o w s : F i r s t , w e w i l l d e fi n e a n o r d e r r e l a t i o n o n t h e s e t o f o b j e c t s 𝒳 u s i n g

a n y c h o i c e f u n c t i o n 𝑐. T h e n , w e w i l l d e fi n e c e r t a i n p r o p e r t i e s f o r t h i s o r d e r

r e l a t i o n a n d s h o w t h a t a c h o i c e f u n c t i o n t h a t o b e y s t h e s e p r o p e r t i e s c a n b e

r e p r e s e n t e d b y P a r e t o - e m b e d d i n g s .

D e fi n i n g a n o r d e r r e l a t i o n o n t h e l e v e l o f c h o i c e s c a n b e d o n e i n s e v e r a l w a y s

a n d h a s b e e n a fi e l d o f s t u d y i n c h o i c e m o d e l i n g f o r a l o n g t i m e [ S a m 3 8 ] . I n

t h i s c o n t e x t , o n e a l s o s p e a k s o f r e v e a l e d p r e f e r e n c e s b e c a u s e t h e c h o i c e s r e v e a l r e v e a l e d p r e f e r e n c e s
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t h e “ t r u e ” p r e f e r e n c e s o f t h e d e c i s i o n m a k e r . P r e f e r e n c e r e l a t i o n s a r e d e fi n e d

i n s e v e r a l l e v e l s o f s t r i c t n e s s , b u t h e r e , w e o n l y n e e d a v e r y w e a k n o t i o n :

Definition 6.2.3 L e t 𝑐∶ 2𝒳 → 2𝒳
b e a c h o i c e f u n c t i o n . W e w i l l s a y t h a t

𝒙 ∈ 𝒳 i s p r e f e r r e d t o 𝑦 ∈ 𝒳 b y 𝑐 ( d e n o t e d 𝒙 ≻𝑐 𝒚) , i f a n d o n l y i f

∃𝑄 ∈ 2𝒳
w i t h 𝑦 ∈ 𝑄, 𝒙 ∉ 𝑄, 𝑦 ∈ 𝑐(𝑄), 𝑦 ∉ 𝑐(𝑄 ∪ {𝒙}) a n d 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄 ∪ {𝒙}).

I n o t h e r w o r d s , w e s a y t h a t a n o b j e c t 𝒙 i s p r e f e r r e d t o 𝒚 i f a d d i n g 𝒙 t o a t l e a s t

o n e s u b s e t c a u s e s 𝑦 t o b e n o l o n g e r c h o s e n i n t h e r e s u l t i n g l a r g e r s e t . N o t e

t h a t t h i s p r e f e r e n c e i s p u r e l y d e s c r i p t i v e i n t h a t i t d o e s n o t c o n s t r a i n t h e c h o i c e

f u n c t i o n i n a n y w a y . T h e r e f o r e , i t i s p o s s i b l e t h a t 𝒙 ≻𝑐 𝒚 a n d 𝒚 ≻𝑐 𝒙 h o l d

s i m u l t a n e o u s l y o r t h a t n e i t h e r h o l d a t a l l .

M a n y p r o p e r t i e s o r a x i o m s h a v e b e e n d e fi n e d o n t h e l e v e l o f r e v e a l e d p r e f e r -

e n c e s t h a t l i m i t t h e e x p r e s s i v i t y o f t h e u n d e r l y i n g c h o i c e f u n c t i o n , b u t a t t h e

s a m e t i m e , m a k e t h e c h o i c e s m o r e p l a u s i b l e f r o m a r a t i o n a l i t y p e r s p e c t i v e ( s e e

S e c t i o n 2 . 2 f o r a t h o r o u g h d i s c u s s i o n ) . H e r e , w e a r e s e e k i n g t h e c h a r a c t e r i s t i c

p r o p e r t y o f e x a c t l y t h o s e c h o i c e f u n c t i o n s r e p r e s e n t a b l e b y P a r e t o - e m b e d d i n g s .

W e w i l l c a l l t h i s p r o p e r t y t h e P a r e t o - p r o p e r t y a n d d e fi n e i t a s f o l l o w s :P a r e t o - p r o p e r t y

Definition 6.2.4 A c h o i c e f u n c t i o n 𝑐∶ 2𝒳 → 2𝒳
s a t i s fi e s t h e P a r e t o - p r o p e r t y ,

i f a n d o n l y i f :

( i ) ∀𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳: I f 𝒙 ≻𝑐 𝒚, t h e n ∀𝑄 ∈ 2𝒳
w i t h 𝑄 ⊇ {𝒙, 𝒚}: 𝑦 ∉ 𝑐(𝑄), a n d

( i i ) ≻𝑐 i s t r a n s i t i v e .

P r o p e r t y ( i ) e n s u r e s t h a t t h e r e l a t i o n ≻𝑐 i s a s y m m e t r i c a n d w i t h ( i i ) w e p r e v e n ta s y m m e t r y

a n y k i n d o f p r e f e r e n t i a l c y c l e s . T h e a s t u t e r e a d e r m a y n o t i c e t h a t t h e P a r e t o -

p r o p e r t y m a k e s ≻𝑐 a s t r i c t p a r t i a l o r d e r , w h i c h w e w i l l u s e t o p r o v e t h e m a i ns t r i c t p a r t i a l o r d e r

t h e o r e m .

Comment

N o t e , t h a t a s y m m e t r y o f ≻𝑐 d o e s n o t i m p l y p r o p e r t y ( i ) . T h i s i s e a s y t o

s e e w i t h a n e x a m p l e : L e t 𝑐 b e a c h o i c e f u n c t i o n a n d 𝒳 ≔ {𝒙, 𝒚, 𝒛} s u c h

t h a t 𝑐({𝒙, 𝒚}) = {𝒙} h o l d s a n d f o r a l l o t h e r s e t s 𝑄 ∈ 2{𝒳}
w e h a v e 𝑐(𝑄) = 𝑄.

I t i s c l e a r t h a t w e h a v e 𝒙 ≻𝑐 𝑦. S i n c e 𝒙 i s a l w a y s c h o s e n w h e n a v a i l a b l e ,

w e a l s o h a v e 𝒚 ⊁𝑐 𝒙, h e n c e ≻𝑐 i s a s y m m e t r i c . H o w e v e r , ≻𝑐 i s n o t o b e y i n g

( i ) , b e c a u s e 𝒚 ∈ 𝑐({𝒙, 𝒚, 𝒛}). T h e r e f o r e , D e fi n i t i o n 6 . 2 . 4 i s n o t e q u i v a l e n t t o

r e q u i r i n g t h a t ≻𝑐 i s a s t r i c t p a r t i a l o r d e r .

W e c a n n o w s h o w t h a t t h e s e t o f c h o i c e f u n c t i o n s p o s s e s s i n g t h e P a r e t o -

p r o p e r t y p r e c i s e l y c o r r e s p o n d s t o t h e s e t o f c h o i c e f u n c t i o n s t h a t c a n b e r e p -

r e s e n t e d b y P a r e t o - e m b e d d i n g s . R o u g h l y s p e a k i n g , t h e p r o o f i d e a w i l l b e a s

f o l l o w s : I f t h e r e e x i s t s a P a r e t o - e m b e d d i n g , w e c a n s h o w t h a t ≻𝑐 a n d ≻𝜑 c o i n -

c i d e , a n d w e o n l y h a v e t o s h o w t h a t ≻𝜑 f u l fi l l s t h e c r i t e r i a o f D e fi n i t i o n 6 . 2 . 4 .

F o r t h e c o n v e r s e d i r e c t i o n , w e w i l l e x p l o i t t h a t ≻𝑐 i s a s t r i c t p a r t i a l o r d e r f o r

w h i c h w e k n o w f r o m e x i s t i n g r e s u l t s i n t h e l i t e r a t u r e t h a t a n e m b e d d i n g h a s

t o e x i s t . I n p r e p a r a t i o n f o r T h e o r e m 6 . 2 . 8 a n d t h e c o r r e s p o n d i n g p r o o f , w e

w i l l p r o c e e d u s i n g t h e f o l l o w i n g s t e p s :

1 . E q u a t e ≻𝑐 a n d ≻𝜑 w i t h L e m m a 6 . 2 . 5 .
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2 . S t a t e a n e x i s t i n g t h e o r e m b y H i r a g u c h i [ H i r 5 5 ] t h a t g u a r a n t e e s t h e

e x i s t e n c e o f a p a r t i a l o r d e r e m b e d d i n g ( s e e L e m m a 6 . 2 . 7 ) .

3 . P r o v e t h e e q u i v a l e n c e o f a c h o i c e f u n c t i o n h a v i n g t h e P a r e t o - p r o p e r t y

a n d t h e e x i s t e n c e o f a P a r e t o - e m b e d d i n g ( s e e T h e o r e m 6 . 2 . 8 ) .

T o b e g i n , w e w i l l m a k e u s e o f t h e f a c t t h a t t h e d o m i n a n c e r e l a t i o n ( a s d e fi n e d

i n S e c t i o n 6 . 2 ) a l s o d e fi n e s a n o r d e r o n o b j e c t s . L e t ≻𝜑 b e t h e d o m i n a n c e

r e l a t i o n r e s u l t i n g f r o m a P a r e t o - e m b e d d i n g 𝜑, t h e n w e c a n e q u a t e i t t o ≻𝑐
u s i n g t h e f o l l o w i n g l e m m a :

Lemma 6.2.5 L e t 𝑐∶ 2𝒳 → 2𝒳
b e a c h o i c e f u n c t i o n f o r w h i c h a P a r e t o -

e m b e d d i n g 𝜑∶ 𝒳 → ℝ𝑑′ w i t h 𝑐(𝑄) = P a r 𝜑(𝑄) f o r a l l 𝑄 ∈ 2𝒳
e x i s t s . T h e n f o r

a l l 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳: 𝒙 ≻𝜑 𝒚, i f a n d o n l y i f 𝒙 ≻𝑐 𝒚.

P r o o f . L e t 𝑐 b e a n a r b i t r a r y c h o i c e f u n c t i o n f o r w h i c h a P a r e t o - e m b e d d i n g

e x i s t s , a n d 𝜑 t h e c o r r e s p o n d i n g e m b e d d i n g . L e t 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 b e a r b i t r a r y w i t h

𝒙 ≻𝜑 𝒚. L e t 𝑄 ≔ {𝒚} b e a t a s k , t h e n 𝑐(𝑄) = 𝒚 a n d 𝑐(𝑄 ∪ {𝒙}) = {𝒙} m u s t h o l d b y

d e fi n i t i o n o f 𝜑 b e i n g a v a l i d P a r e t o - e m b e d d i n g f o r 𝑐. T h u s , i t a l s o h o l d s t h a t

𝒙 ≻𝑐 𝒚.

N o w l e t 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 b e a r b i t r a r y w i t h 𝒙 ≻𝑐 𝒚. L e t 𝑄 ∈ 2𝒳
b e o n e s e t f o r w h i c h

𝒚 ∈ 𝑄, 𝒙 ∉ 𝑄, 𝒚 ∈ 𝑐(𝑄) a n d 𝒚 ∉ 𝑐(𝑄 ∪ {𝒙}). T h e n b y

𝑐(𝑄) = P a r 𝜑(𝑄)

= {𝒙 ∈ 𝑄 ∣ ∄𝒚 ∈ 𝑄∶ ∀𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝜑(𝒚)𝑖 ≥ 𝜑(𝒙)𝑖 a n d ∃𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝜑(𝒚)𝑖 > 𝜑(𝒙)𝑖}

= {𝒙 ∈ 𝑄 ∣ ∄𝒚 ∈ 𝑄∶ 𝒚 ≻𝜑 𝒙}

a n d 𝒚 ∈ 𝑐(𝑄) w e k n o w t h a t t h e r e d o e s n o t e x i s t a 𝒚′ ∈ 𝑄 w i t h 𝒚′ ≻𝜑 𝒚. B y

𝒚 ∉ 𝑐(𝑄 ∪ {𝒙}) w e k n o w t h a t t h e r e e x i s t s a 𝒚′ ∈ 𝑄 ∪ {𝒙} w i t h 𝒚′ ≻𝜑 𝒚. S i n c e o n l y

𝒙 w a s a d d e d t o t h e s e t , i t h o l d s t h a t 𝒚′ = 𝒙 a n d t h e r e f o r e 𝒙 ≻𝜑 𝒚.

Example: Intersection of linear orders

L e t 𝑆 = {(𝒙, 𝒛), (𝒚, 𝒛)} b e a p a r t i a l o r d e r .

T h e n w i t h 𝐿1 = 𝒙 ≻ 𝒚 ≻ 𝒛 a n d 𝐿2 =
𝒚 ≻ 𝒙 ≻ 𝒛 w e h a v e 𝐿1 ∩ 𝐿2 = 𝑆.

I n t h e s e c o n d s t e p , w e w i l l s t a t e a w e l l - k n o w n r e s u l t f r o m t h e fi e l d o f o r d e r

o r d e r e m b e d d i n g s

e m b e d d i n g s . W e a r e g o i n g t o u t i l i z e t h e n o t i o n o f a p a r t i a l o r d e r d i m e n s i o n ,

w h i c h i s d e fi n e d a s f o l l o w s : L e t 𝑆 b e a p a r t i a l o r d e r d e fi n e d o n a s e t 𝒳. T h e n

t h e d i m e n s i o n d i m (𝑆) i s t h e m i n i m u m n u m b e r o f l i n e a r o r d e r s s u c h t h a t t h e i r

i n t e r s e c t i o n i s 𝑆 [ D M 4 1 ] . F o r u s , t h e m o r e i n t e r e s t i n g c h a r a c t e r i z a t i o n i s t h e

f o l l o w i n g :

Definition 6.2.6 ( [ O r e 6 2 ; Y a n 8 2 ] ) L e t 𝑆 b e a p a r t i a l o r d e r d e fi n e d o n a s e t

𝒳. T h e n t h e
d i m e n s i o n

d i m e n s i o n d i m (𝑆) i s t h e m i n i m u m 𝑑′ f o r w h i c h t h e r e e x i s t s a n

e m b e d d i n g 𝜋∶ 𝒳 → ℝ𝑑′ , s u c h t h a t 𝑆(𝜋) = 𝑆, w h e r e 𝑆(𝜋) i s a p a r t i a l o r d e r o n

𝒳 d e fi n e d b y : (𝒙, 𝒚) ∈ 𝑆(𝜋) i f a n d o n l y i f 𝜋(𝒙)𝑖 > 𝜋(𝒚)𝑖 f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑑′].

I n o t h e r w o r d s , f o r a n y g i v e n p a r t i a l o r d e r , w e a r e a b l e t o a s s i g n a fi n i t e , m i n i m a l

d i m e n s i o n n u m b e r t h a t c h a r a c t e r i z e s t h e “ c o m p l e x i t y ” o f r e p r e s e n t i n g t h a t

o r d e r . M o r e o v e r , t h i s n u m b e r i s t h e d i m e n s i o n a l i t y o f a n e m b e d d i n g f u n c t i o n

𝜋∶ 𝒳 → ℝ𝑑′ , w h i c h i s a f a c t w e w i l l u s e i n t h e p r o o f o f t h e m a i n t h e o r e m .

T h e f a c t t h a t t h i s n u m b e r i s a l w a y s fi n i t e w a s p r o v e n b y H i r a g u c h i [ H i r 5 5 ] :
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Lemma 6.2.7 ( T h e o r e m 8 . 3 b y H i r a g u c h i [ H i r 5 5 ] ) L e t 𝒳 b e a fi n i t e s e t w i t h

|𝒳| > 3 a n d 𝑆 a n y p a r t i a l o r d e r d e fi n e d o n 𝒳. T h e n d i m (𝑆) ≤ |𝒳|/2.

W e a r e n o w r e a d y t o s t a t e a n d p r o v e t h e m a i n t h e o r e m :

Theorem 6.2.8 L e t 𝒳 b e a fi n i t e s e t . A c h o i c e f u n c t i o n 𝑐∶ 2𝒳 → 2𝒳
s a t i s fi e s

t h e P a r e t o - p r o p e r t y i f a n d o n l y i f t h e r e e x i s t s a n e m b e d d i n g 𝜑∶ 𝒳 → ℝ𝑑′ , s u c h
t h a t 𝑐(𝑄) = P a r 𝜑(𝑄) f o r a l l 𝑄 ∈ 2𝒳

.

P r o o f . L e t 𝒳 b e a n y fi n i t e s e t . W e w i l l b e g i n b y l e t t i n g 𝑐 b e a n y c h o i c e f u n c t i o n

t h a t h a s t h e P a r e t o - p r o p e r t y ( ( i ) a n d ( i i ) o f D e fi n i t i o n 6 . 2 . 4 h o l d ) . F u r t h e r l e t

𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 b e o b j e c t s s u c h t h a t 𝒙 ≻𝑐 𝑦 h o l d s . B y ( i ) w e k n o w t h a t f o r a l l 𝑄 ∈ 2𝒳

w i t h 𝑄 ⊇ {𝒙, 𝒚} w e h a v e t h a t 𝒚 ∉ 𝑐(𝑄). T h e r e f o r e , t h e r e i s n o 𝑄′ ⊂ 𝑄 w i t h

𝒙 ∈ 𝑄′ , 𝒚 ∉ 𝑄′ , 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄′), 𝒙 ∉ 𝑐(𝑄) a n d 𝒚 ∈ 𝑐(𝑄). T h e r e f o r e , ≻𝑐 i s a s y m m e t r i c .

A d d i t i o n a l l y , o b s e r v e t h a t ≻𝑐 i s i r r e fl e x i v e , w h i c h i s w h y i t f o r m s a s t r i c t p a r t i a l

o r d e r .

B y L e m m a 6 . 2 . 7 , i t f o l l o w s t h a t t h e d i m e n s i o n o f t h i s p a r t i a l o r d e r i s ≤ |𝒳|/2
a n d t h e r e e x i s t s a n e m b e d d i n g 𝜑 i n t o ℝ|𝒳|/2

. I t r e m a i n s t o s h o w t h a t 𝜑 i s a v a l i d

P a r e t o - e m b e d d i n g . F r o m D e fi n i t i o n 6 . 2 . 6 w e k n o w t h a t 𝜑 d e fi n e s a p a r t i a l

o r d e r 𝑆(𝜑) =≻𝑐 . a n d (𝒙, 𝒚) ∈ 𝑆(𝜑) i f a n d o n l y i f 𝜑(𝒙)𝑖 > 𝜑(𝑦)𝑖 f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑑′].
L e t 𝑄 ∈ 2𝒳

b e a n y s e t o f o b j e c t s a n d 𝑐(𝑄) ⊆ 𝑄 t h e c o r r e s p o n d i n g c h o i c e s . L e t 𝒙
b e a n y o b j e c t i n 𝑄.

I f 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄), t h e n f o r a n y o t h e r o b j e c t 𝒚 ∈ 𝑄, 𝒚 ≠ 𝒙 w e h a v e t h a t (𝒚, 𝒙) i s n o t

c o n t a i n e d i n 𝑆(𝜑). A s a c o n s e q u e n c e , t h e r e e x i s t s a n i n d e x 𝑖 ∈ [𝑑′] s u c h t h a t

𝜑(𝒙)𝑖 ≥ 𝜑(𝒚)𝑖 . T h e r e f o r e , 𝒙 i s c o n t a i n e d i n P a r 𝜑(𝑄).

I n c a s e 𝒙 ∉ 𝑐(𝑄), t h e n t h e r e e x i s t s a n o b j e c t 𝒚 ∈ 𝑄 s u c h t h a t (𝒚, 𝒙) ∈ 𝑆(𝜑). T h i s

e n t a i l s t h a t 𝜑(𝒚)𝑖 > 𝜑(𝒙)𝑖 f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑑] a n d t h u s 𝒙 ∉ P a r 𝜑(𝑄). W e c a n c o n c l u d e

t h a t 𝜑 i s a v a l i d P a r e t o - e m b e d d i n g .

T o p r o v e t h e c o n v e r s e d i r e c t i o n , a s s u m e t h a t t h e r e e x i s t s a n e m b e d d i n g 𝜑∶ 𝒳 →
ℝ𝑑′ w i t h 𝑐(𝑄) = P a r 𝜑(𝑄) f o r a l l 𝑄 ∈ 2𝒳

. L e t 𝒙, 𝒚 ∈ 𝒳 b e a r b i t r a r y w i t h 𝒙 ≻𝑐 𝒚
a n d t h e r e f o r e 𝒙 ≻𝜑 𝒚 ( b y L e m m a 6 . 2 . 5 ) . T h e n f o r a n y 𝑄 ∈ 2𝒳

w i t h {𝒙, 𝒚} ⊆ 𝑄
i t h o l d s t h a t 𝒚 ∉ 𝑐(𝑄), s i n c e 𝒙 ≻𝜑 𝒚 i m p l i e s 𝒚 ∉ P a r 𝜑(𝑄). T h e r e f o r e , ( i ) o f

D e fi n i t i o n 6 . 2 . 4 h o l d s .

T o p r o v e ( i i ) , i t s u ffi c e s t o p r o v e t h a t ≻𝜑 i s t r a n s i t i v e . A s s u m e t h a t 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈ 𝒳
w i t h 𝒙 ≻𝜑 𝒚 a n d 𝒚 ≻𝜑 𝒛. I t f o l l o w s t h a t f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑑′] w e h a v e 𝜑(𝒙)𝑖 ≥ 𝜑(𝒚)𝑖 ,
𝜑(𝒚)𝑖 ≥ 𝜑(𝒛)𝑖 a n d b y t r a n s i t i v i t y o f ≥, 𝜑(𝒙)𝑖 ≥ 𝜑(𝒛)𝑖 . W e k n o w t h a t t h e r e e x i s t

𝑖, 𝑗 ∈ [𝑑′] s u c h t h a t 𝜑(𝒙)𝑖 > 𝜑(𝒚)𝑖 a n d 𝜑(𝒚)𝑗 > 𝜑(𝒛)𝑗 . I f 𝑖 = 𝑗, 𝜑(𝒙)𝑖 > 𝜑(𝒛)𝑖
f o l l o w s b y t r a n s i t i v i t y o f >. I f 𝑖 ≠ 𝑗, t h e n w e h a v e 𝜑(𝒙)𝑖 > 𝜑(𝒚)𝑖 ≥ 𝜑(𝒛)𝑖
a n d 𝜑(𝒙)𝑗 ≥ 𝜑(𝒚)𝑗 > 𝜑(𝒛)𝑗 . I n e i t h e r c a s e , 𝜑(𝒙)𝑖 > 𝜑(𝒛)𝑖 f o l l o w s a n d i t h o l d s

t h a t 𝒙 ≻𝜑 𝒛. T h e r e f o r e , ≻𝜑 a n d ≻𝑐 a r e t r a n s i t i v e a n d ( i i ) o f D e fi n i t i o n 6 . 2 . 4

h o l d s .

T o r e c a p , t h e m a i n i d e a o f t h e p r o o f i s t h a t P a r e t o - e m b e d d i n g s a r e a c e r t a i n

k i n d o f o r d e r e m b e d d i n g s , w h i c h a l l o w s u s t o r e u s e e x i s t i n g r e s u l t s i n t h a t

fi e l d , n a m e l y t h a t s u c h a n e m b e d d i n g a l w a y s e x i s t s f o r a s t r i c t p a r t i a l o r d e r o n

a fi n i t e s e t . I t i s k n o w n t h a t f o r p a r t i a l o r d e r s o f d i m e n s i o n 2 , t h e r e e x i s t s a n

e ffi c i e n t a l g o r i t h m t o c o m p u t e t h e c o r r e s p o n d i n g e m b e d d i n g [ D M 4 1 ; P L E 7 1 ] .

F o r h i g h e r - d i m e n s i o n a l o r d e r s , h o w e v e r , i t i s 𝒩𝒫- c o m p l e t e t o d e c i d e t h a t
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t h e d i m e n s i o n i s a t m o s t 𝑘 [ Y a n 8 2 ] . I n t e r e s t i n g l y , c h a r a c t e r i z i n g t h e p r o p e r t i e s

o f h i g h e r - d i m e n s i o n a l p a r t i a l o r d e r s i s a n o n g o i n g e n d e a v o r a n d c o u l d l e a d t o

n e w i n s i g h t s [ Q i 1 6 ; H B G 2 2 ] .

Suitability of Surrogate Loss Function N o w w e w a n t t o a n a l y z e t h e s u r r o g a t e S u i t a b i l i t y o f S u r r o g a t e L o s s F u n c t i o n

l o s s f u n c t i o n s w e p r o p o s e d i n S e c t i o n 6 . 2 . 1 . M o r e c o n c r e t e l y , w e w a n t t o

k n o w i f m i n i m i z i n g t h e l o s s f u n c t i o n ( 6 . 7 ) r e s u l t s i n a n e m b e d d i n g t h a t s a t i s fi e s

t h e p r o p e r t i e s o f a P a r e t o - e m b e d d i n g . N o t e t h a t w e a r e n o t s p e a k i n g a b o u t

e m p i r i c a l r i s k m i n i m i z a t i o n h e r e b u t r a t h e r a b o u t t h e c a s e w h e n t h e l o s s i s

a p p l i e d t o a l l p o s s i b l e s u b s e t s o f t h e o b j e c t s p a c e . F o r t h e s a k e o f s i m p l i c i t y ,

w e w i l l c o n s i d e r t h e l o s s f u n c t i o n ( 6 . 7 ) w i t h t h e r e g u l a r i z a t i o n c o e ffi c i e n t 𝛾 s e t

t o 0 .

Theorem 6.2.9 L e t 𝑐∶ 2𝒳 → 2𝒳
b e a c h o i c e f u n c t i o n w i t h t h e P a r e t o - p r o p e r t y ,

a n d l e t i t s d i m e n s i o n b e 𝑑′ . I f 𝜑∶ 𝒳 → ℝ𝑑′ a c h i e v e s a l o s s 𝐿(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) = 0
f o r a l l 𝑄 ⊆ 𝒳, t h e n 𝜑 i s a P a r e t o - e m b e d d i n g o f 𝑐.

P r o o f . L e t 𝜑∶ 𝒳 → ℝ𝑑′ a f u n c t i o n p a r a m e t r i z e d b y 𝜃. L e t 𝑄 ⊆ 𝒳 b e a r b i t r a r y

a n d 𝑍 = 𝜑(𝑄) b e t h e m a t r i x r e s u l t i n g f r o m a p p l y i n g 𝜑 t o a l l o b j e c t s i n 𝑄.

A s s u m e t h a t 𝐿(𝑍, 𝑐(𝑄)) = 0 f o r a n y s u c h a r b i t r a r i l y c h o s e n 𝑄.

I t i s e a s y t o s e e t h a t 𝐿
D O M

≥ 0 a n d 𝐿
P O

≥ 0 a n d t h e r e f o r e 𝐿 ≥ 0 i n g e n e r a l . A s

f o r 𝐿
P O

, i t i s c l e a r t h a t a l l t e r m s i n t h e s u m a r e 0 w h e r e 𝑐𝑗 = 0. L e t 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄) b e

a n a r b i t r a r y , c h o s e n o b j e c t , a n d l e t 𝑗 ∈ [|𝑄|] b e i t s i n d e x . W e k n o w t h a t 𝐿
D O M

o n l y p e n a l i z e s n o n - c h o s e n o b j e c t s , w h i c h i s w h y w e o n l y h a v e t o c o n s i d e r 𝐿
P O

h e r e . S i n c e 𝐿
P O

(𝑍, 𝑐(𝑄)) = 0, i t n e e d s t o h o l d t h a t

m i n
1≤𝑘≤𝑑′

(1 + 𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘) ≤ 0

⇔ m i n
1≤𝑘≤𝑑′

(𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘) ≤ −1 < 0

f o r a l l 𝑖 ≠ 𝑗. T h a t m e a n s f o r a l l o b j e c t s 𝒚 ≠ 𝒙 t h e r e e x i s t s a d i m e n s i o n 𝑘 ∈ [𝑑′]
s u c h t h a t 𝜑(𝒙)𝑘 > 𝜑(𝒚)𝑘 a n d t h e r e f o r e 𝒙 ∈ P a r 𝜑(𝑄).

N o w l e t 𝒙 ∈ 𝑄 ⧵ 𝑐(𝑄) a n d l e t 𝑖 ∈ [|𝑄|] b e i t s i n d e x . S i n c e 𝐿
P O

o n l y p e -

n a l i z e s c h o s e n o b j e c t s , w e n o w c o n s i d e r 𝐿
D O M

. A s b e f o r e , w e k n o w t h a t

𝐿
D O M

(𝑍, 𝑐(𝑄)) = 0 a n d t h e r e f o r e

m i n
𝑗≠𝑖

(
𝑑
∑
𝑘=1

m a x (0, 1 + 𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘)) = 0

E a c h t e r m i n t h e s u m i s 0, o n l y i f 𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘 ≤ 1 < 0. T h u s , t h e c o m p l e t e s u m

c a n o n l y b e 0, i f 𝑧𝑖,𝑘 < 𝑧𝑗,𝑘 f o r a l l 𝑘 ∈ [𝑑′]. W e , t h e r e f o r e , k n o w t h a t t h e r e

e x i s t s a n o b j e c t 𝒚 ≠ 𝒙 w i t h 𝜑(𝒙)𝑘 < 𝜑(𝒚)𝑘 f o r a l l 𝑘 ∈ [𝑑′] a n d 𝒙 ∉ P a r 𝜑(𝑄).
C o n s e q u e n t l y , i t h o l d s t h a t P a r 𝜑(𝑄) = 𝑐(𝑄) a n d s i n c e t h e c h o i c e o f 𝑄 w a s

a r b i t r a r y , 𝜑 i s a P a r e t o - e m b e d d i n g .

W e m a y w o n d e r w h e t h e r t h e c o n v e r s e d i r e c t i o n i s a l s o t r u e , i . e . , i f a l l P a r e t o -

e m b e d d i n g s 𝜑 h a v e a l o s s o f 0. I t i s e a s y t o s e e t h a t t h i s i s n o t d i r e c t l y t h e c a s e . A

s i m p l e c o u n t e r e x a m p l e i s t h e f o l l o w i n g : L e t 𝒳 = {𝒙, 𝒚} w i t h 𝜑(𝒙) = (1, 0) a n d

𝜑(𝒚) = (0, 0). T h e c h o i c e f u n c t i o n i s d e fi n e d a s 𝑐({𝒙, 𝒚}) = P a r 𝜑({𝒙, 𝒚}) = {𝒙}.
T h u s , 𝜑 i s a v a l i d P a r e t o - e m b e d d i n g , h o w e v e r 𝐿(𝜑({𝒙, 𝒚}), 𝑐({𝒙, 𝒚})) = 1, s i n c e
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𝐿
D O M

r e q u i r e s a m a r g i n o f 1 i n e v e r y d i m e n s i o n . T h a t b e i n g s a i d , i f n o p a i r

o f t h e e m b e d d e d p o i n t s l i e o n l i n e s p a r a l l e l t o t h e a x e s , s i m p l y s c a l i n g t h e

e m b e d d i n g b y a n a p p r o p r i a t e c o n s t a n t w i l l y i e l d a l o s s o f 0. M o r e f o r m a l l y ,

w e s a y t h a t t w o p o i n t s 𝒛, 𝒛′ ∈ ℝ𝑑′ a r e c o a x i a l , i f t h e r e e x i s t s a 𝑘 ∈ [𝑑′] s u c h t h a t

𝑧𝑘 = 𝑧′𝑘 .

Proposition 6.2.10 L e t 𝑐∶ 2𝒳 → 2𝒳
b e a c h o i c e f u n c t i o n w i t h t h e P a r e t o -

p r o p e r t y , a n d l e t i t s d i m e n s i o n b e 𝑑′ . I f 𝜑 i s a P a r e t o - e m b e d d i n g o f 𝑐, t h e n f o r a l l

𝑄 ⊆ 𝒳 w h e r e n o t w o o b j e c t s a r e c o a x i a l , t h e r e e x i s t s a c o n s t a n t 𝑎∗ ∈ ℝ s u c h t h a t

𝐿(𝑎∗ ⋅ 𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) = 0 f o r a l l 𝑄 ⊆ 𝒳.

P r o o f . L e t 𝑐 b e a c h o i c e f u n c t i o n w i t h t h e P a r e t o - p r o p e r t y a n d 𝜑 a P a r e t o -

e m b e d d i n g o f 𝑐. L e t 𝑄 ⊆ 𝒳 b e a r b i t r a r y , b u t w i t h t h e p r o p e r t y t h a t n o t w o

o b j e c t s a r e c o a x i a l .

L e t 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄) b e a n a r b i t r a r y , c h o s e n o b j e c t a n d 𝑗 ∈ [|𝑄|] b e i t s i n d e x . S i n c e 𝜑 i s

a P a r e t o - e m b e d d i n g , w e k n o w t h a t f o r a l l o b j e c t s 𝒚 ∈ 𝑄 w i t h 𝒚 ≠ 𝒙 a n d 𝑖 i t s
i n d e x , t h e r e e x i s t s a 𝑘 ∈ [𝑑′] s u c h t h a t 𝑧𝑗,𝑘 > 𝑧𝑖,𝑘 . I t h o l d s t h a t

𝛿𝑖𝑗 ≔ m i n
1≤𝑘≤𝑑′

(𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘) < 0 ,

a n d s i n c e t h e d i f f e r e n c e 𝛿𝑖𝑗 i s n e g a t i v e , w e c a n fi n d a c o n s t a n t 𝑎 ∈ ℝ+ s u c h t h a t

𝑎𝛿𝑖𝑗 < −1. T h e l o s s t e r m f o r t h i s p a i r i n 𝐿
P O

i s t h e n 0.

N o w f o r 𝒙 ∉ 𝑐(𝑄) w i t h 𝑖 i t s i n d e x , w e k n o w t h a t t h e r e e x i s t s a 𝒚 ∈ 𝑄 w i t h

𝒚 ≻𝜑 𝒙 a n d 𝑗 i t s i n d e x . I n a d d i t i o n , t h e i r e m b e d d i n g s a r e n o t c o a x i a l , h e n c e

𝑧𝑖,𝑘 < 𝑧𝑗,𝑘 f o r a l l 𝑘 ∈ [𝑑′]. L e t

𝛿𝑖𝑗 ≔ m a x

1≤𝑘≤𝑑′
(𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘) < 0

b e t h e s m a l l e s t d i f f e r e n c e . T h e n w e c a n fi n d a c o n s t a n t 𝑎 ∈ ℝ+ s u c h t h a t

𝑎𝛿𝑖𝑗 < −1 a n d t h e l o s s t e r m f o r o b j e c t 𝒙 i n 𝐿
D O M

i s 0.

L e t 𝑎∗ b e t h e m a x i m u m o f a l l s u c h c o n s t a n t s 𝑎. T h e n i t h o l d s t h a t 𝐿(𝑎∗ ⋅
𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) = 0 f o r a l l 𝑄 ⊆ 𝒳.

Learning from Pairwise Comparisons A s w e h a v e s e e n i n T h e o r e m 6 . 2 . 8 ,L e a r n i n g f r o m P a i r w i s e C o m p a r i s o n s

l e a r n i n g a P a r e t o - e m b e d d i n g c a n b e r e d u c e d t o fi n d i n g a n o r d e r e m b e d d i n g o f

≻𝑐 . W h i l e 𝑐 m a p s f r o m s e t s o f o b j e c t s t o s u b s e t s t h e r e o f , ≻𝑐 i s a r e l a t i o n s o l e l y

d e fi n e d o n p a i r s o f o b j e c t s . A n i n t e r e s t i n g q u e s t i o n , t h e r e f o r e , i s w h e t h e r i t

s u ffi c e s t o m i n i m i z e o u r s u r r o g a t e l o s s s o l e l y o n s e t s |𝑄| = 2.

Proposition 6.2.11 A s s u m e f o r a g i v e n 𝜑∶ 𝒳 → ℝ𝑑′ a n d 𝑐 a c h o i c e f u n c t i o n

w i t h P a r e t o p r o p e r t y , t h a t 𝐿(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) = 0 h o l d s f o r a n y s u b s e t s 𝑄 ⊆ 𝒳 w i t h

|𝑄| = 2. T h e n i t h o l d s t h a t 𝐿(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) = 0 f o r a l l s u b s e t s 𝑄 ⊆ 𝒳.

P r o o f . A s s u m e t h a t 𝐿(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) = 0 f o r a l l s u b s e t s 𝑄 o f s i z e 2 . A s s u m e t h e r e

e x i s t s a 𝑄 w i t h |𝑄| > 2 s u c h t h a t 𝐿(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) > 0. T h e n 𝐿
P O

(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) > 0
o r 𝐿

D O M
(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) > 0.
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Case 1 𝐿
P O

(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) > 0 ( s e e E q u a t i o n 6 . 5 )

I t f o l l o w s t h a t t h e r e e x i s t s 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄) ( i n d e x 𝑗) a n d 𝒚 ∈ 𝑄 ( i n d e x 𝑖) s u c h t h a t

𝑐𝑗 ⋅ m i n
1≤𝑘≤𝑑′

(𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘) > −1 .

S i n c e 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄), w e h a v e t h a t 𝑐𝑗 i s e q u a l t o 1 h e r e . H o w e v e r , w e k n o w t h a t

f o r {𝒙, 𝒚} t h e l o s s i s 𝐿(𝜑({𝒙, 𝒚}), 𝑐({𝒙, 𝒚})) = 0 a n d s i n c e 𝒛𝑖 a n d 𝒛𝑗 a r e i d e n t i c a l , i t

f o l l o w s t h a t f o r t h e {𝒙, 𝒚} w e h a v e t h a t 𝑐𝑗 = 0. I n o t h e r w o r d s , 𝒙 ∉ 𝑐({𝒙, 𝒚}) a n d

𝒚 ≻𝑐 𝒙. B y t h e P a r e t o p r o p e r t y ( D e fi n i t i o n 6 . 2 . 4 ) t h i s i m p l i e s t h a t 𝒙 ∉ 𝑐(𝑄′∪{𝒚})
f o r a l l 𝑄′ ∈ 2𝒳

. I n p a r t i c u l a r , 𝒙 ∉ 𝑐(𝑄) w h i c h c o n t r a d i c t s t h e i n i t i a l a s s u m p t i o n .

Case 2 𝐿
D O M

(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) > 0 ( s e e E q u a t i o n 6 . 6 )

H e r e i t f o l l o w s t h a t t h e r e e x i s t a n o b j e c t 𝒙 ∈ 𝑄 ( i n d e x 𝑖) w i t h 𝒙 ∉ 𝑐(𝑄). T h e n

(1 − 𝑐𝑖) m i n
𝑗≠𝑖

(
𝑑′

∑
𝑘=1

m a x (0, 1 + 𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘)) > 0

S i n c e 𝒙 i s n o t c h o s e n , (1 − 𝑐𝑖) = 1. T h e r e f o r e , w e k n o w t h a t t h e s u m i s > 0
f o r a l l 𝒚 ∈ 𝑄. L e t 𝒚 ∈ 𝑄 b e a n y o f t h e o t h e r o b j e c t s ( w i t h i n d e x 𝑗) . T h u s f o r

a t l e a s t o n e d i m e n s i o n 𝑘 ∈ [𝑑′] w e h a v e t h a t 1 + 𝑧𝑖,𝑘 − 𝑧𝑗,𝑘 > 0. A s b e f o r e ,

b y a s s u m p t i o n w e k n o w t h a t 𝐿(𝜑({𝒙, 𝒚}), 𝑐({𝒙, 𝒚})) = 0 a n d s i n c e 𝒛𝑖 a n d 𝒛𝑗
a r e i d e n t i c a l , i t f o l l o w s t h a t 𝑐𝑖 = 1 s u c h t h a t (1 − 𝑐𝑖) = 0 t o m a k e t h e l o s s 0.
T h e r e f o r e , 𝒙 i s c h o s e n i n t h e s e t {𝒙, 𝒚}, w h i c h i n c o n j u n c t i o n w i t h t h e P a r e t o

p r o p e r t y ( D e fi n i t i o n 6 . 2 . 4 ) i m p l i e s t h a t 𝒚 ⊁𝑐 𝒙. S i n c e w e d i d n o t r e s t r i c t 𝒚, t h i s
i s t r u e f o r a l l s u c h 𝒚 ∈ 𝑄.

I t f o l l o w s t h a t f o r a l l p r o p e r s u b s e t s 𝑄′ ⊂ 𝑄 w i t h 𝒙 ∈ 𝑄′ w e h a v e t h a t 𝒙 ∈ 𝑐(𝑄′)
( o t h e r w i s e b y D e fi n i t i o n 6 . 2 . 3 𝒚 ≻𝑐 𝒙 w o u l d h o l d ) . S i n c e 𝒙 ∉ 𝑐(𝑄) b u t 𝒙 ∈
𝑐(𝑄 ⧵ {𝒚} f o r a l l 𝒚 ∈ 𝑄 ⧵ {𝒙}, t h e p r e f e r e n c e 𝒚 ≻𝑐 𝒙 m u s t h o l d f o r a l l 𝒚, w h i c h i s

a c o n t r a d i c t i o n .

W e c o n c l u d e 𝐿(𝜑(𝑄), 𝑐(𝑄)) c o u l d n o t h a v e b e e n s t r i c t l y g r e a t e r t h a n 0, a n d t h e

p r o p o s i t i o n h o l d s .

I n c o n c l u s i o n , w e h a v e s h o w n t h a t a l l c h o i c e f u n c t i o n s w i t h t h e P a r e t o -

p r o p e r t y c a n b e r e p r e s e n t e d b y A P a r e t o - e m b e d d i n g . T o d o t h i s , w e h a v e

i n t r o d u c e d a l o s s f u n c t i o n t h a t , w h e n m i n i m i z e d , y i e l d s a P a r e t o - e m b e d d i n g .

I n a d d i t i o n , w e d o n o t n e e d t o m i n i m i z e t h e l o s s a c r o s s a l l p o s s i b l e t a s k s 𝑄 ∈ 2𝒳
,

b u t i t s u ffi c e s t o m i n i m i z e i t f o r a l l p a i r s o f o b j e c t s . T h i s i s a d v a n t a g e o u s s i n c e

i t m a k e s t h e l e a r n i n g p r o b l e m c o m p u t a t i o n a l l y m o r e t r a c t a b l e i n p r a c t i c e .

6.2.3. Related Work

T h e c o n c e p t o f u s i n g a n o r d e r r e l a t i o n t o d e fi n e c h o i c e f u n c t i o n s h a s b e e n

e x p l o r e d i n t h e l i t e r a t u r e [ M M 0 7 ; M N 0 7 ] . M a n z i n i a n d M a r i o t t i [ M M 0 7 ]

d e fi n e t h e s e t o f 𝑃- m a x i m a l e l e m e n t s o f a s e t 𝑄, w h i c h i s s i m i l a r t o o u r P a r e t o -

c h o i c e . T h e y , h o w e v e r , o n l y u s e t h i s s e t a s a b u i l d i n g b l o c k t o d e fi n e a s i n g l e t o n

c h o i c e f u n c t i o n . M a s a t l i o g l u a n d N a k a j i m a [ M N 0 7 ] o n t h e o t h e r h a n d t r e a t

t h e c h o i c e o f a s u b s e t a s t h e m a i n o u t p u t . I n s t e a d o f u s i n g a s t r i c t p a r t i a l

o r d e r b a s e d o n d o m i n a n c e , a s i n o u r c a s e , M a s a t l i o g l u a n d N a k a j i m a [ M N 0 7 ]

i n t r o d u c e a n e v e n w e a k e r n o t i o n o f e l i m i n a t i o n o r d e r s . A n e l i m i n a t i o n o r d e r i s e l i m i n a t i o n o r d e r s
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a s y m m e t r i c a n d n e g a t i v e l y t r a n s i t i v e . N o t e t h a t i f w e a s s u m e c o m p l e t e n e s s ,A r e l a t i o n 𝑅 o n a s e t 𝑋 i s n e g a t i v e l y t r a n s i t i v e

i f f o r a l l 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋: ¬𝑥𝑅𝑦, ¬𝑦𝑅𝑧 i m p l i e s

¬𝑥𝑅𝑧.
s t r i c t p a r t i a l a n d e l i m i n a t i o n o r d e r s a r e e q u i v a l e n t . I n a d d i t i o n , t h e a u t h o r s

i n t r o d u c e a ( c o n t e x t - d e p e n d e n t ) c o m p a r a b l e s e t 𝛺(𝒙, 𝑄) t h a t c o n t a i n s a l l o b j e c t s

t h a t 𝒙 c a n b e c o m p a r e d t o i n a g i v e n c h o i c e c o n t e x t . W i t h t h e s e c o n s t i t u e n t s ,

t h e y c a n d e fi n e a c h o i c e f u n c t i o n

𝑐
A C E

(𝑄) ≔ {𝒙 ∈ 𝑄 ∣ ∄𝒚 ∈ 𝛺(𝒙, 𝑄) s u c h t h a t 𝒚𝐸𝒙},

w h e r e 𝐸 i s a c o n t e x t - i n d e p e n d e n t e l i m i n a t i o n o r d e r .

F o r e x a m p l e a s s u m e t h a t w e o b s e r v e t h e c h o i c e s 𝑐({𝑎, 𝑏, 𝑐}) = {𝑎, 𝑏} a n d 𝑐({𝑎, 𝑏}) =
{𝑎}. T h i s c h o i c e b e h a v i o r i s i m p o s s i b l e i n P a r e t o - c h o i c e , s i n c e t h e fi r s t c h o i c e

i m p l i e s t h a t n e i t h e r 𝑎 ≻ 𝑏 n o r 𝑏 ≻ 𝑎 h o l d , b u t t h e s e c o n d o n e i m p l i e s t h a t 𝑎 ≻ 𝑏.
B y l e t t i n g 𝑎 ∉ 𝛺(𝑏, {𝑎, 𝑏, 𝑐}), w e c a n a c h i e v e t h e o b s e r v e d c h o i c e s u s i n g 𝑐

A C E
(𝑄)

i n c o n j u n c t i o n w i t h t h e e l i m i n a t i o n o r d e r {𝑎𝐸𝑏, 𝑎𝐸𝑐}. C e r t a i n l y , t h e f u n c t i o n

𝛺 i s d o i n g a l o t o f h e a v y l i f t i n g h e r e s i n c e i t i s a f u l l y c o n t e x t - d e p e n d e n t

f u n c t i o n . T h e a u t h o r s p r o v e t h a t r e p r e s e n t a b i l i t y b y t h e i r m o d e l i s e q u i v a l e n t

t o t h e a x i o m o f c h o i c e b y e l i m i n a t i o n ( A C E ) t h e y d e fi n e , w h i c h t h e y v i e w a s

t h e “ m i n i m u m r e q u i r e m e n t ” f o r r a t i o n a l i t y , i . e . , t h e m o s t fl e x i b l e m o d e l f o r

c h o i c e f u n c t i o n s t h a t d o n o t a d m i t p r e f e r e n c e c y c l e s .

T h e m u l t i p l e s e l v e s ( o r m u l t i - s e l f f o r s h o r t ) f r a m e w o r k i n t r o d u c e d b y A m b r u sm u l t i - s e l f f r a m e w o r k : S e c t i o n 2 . 4 . 2

a n d R o z e n [ A R 1 5 ] u n i fi e s s e v e r a l ( s i n g l e t o n ) c h o i c e m o d e l s w h e r e a c h o i c e i s

m a d e b y a g g r e g a t i n g m u l t i p l e u t i l i t i e s p r o d u c e d b y s o - c a l l e d s e l v e s . W e a l r e a d y

i n t r o d u c e d t h e f r a m e w o r k i n d e t a i l i n S e c t i o n 2 . 4 . 2 , s o w e w i l l f o c u s m o r e

o n t h e s i m i l a r i t i e s a n d d i f f e r e n c e s b e t w e e n t h a t f r a m e w o r k a n d o u r P a r e t o -

e m b e d d i n g s . B o t h a p p r o a c h e s u s e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t u t i l i t y f u n c t i o n s a s

t h e b a s i c b u i l d i n g b l o c k s f o r d e c i s i o n m a k i n g . I n t h e m u l t i - s e l f f r a m e w o r k ,

t h e s e a r e t h e n a g g r e g a t e d i n t o o n e u t i l i t y s c o r e f o r a g i v e n c h o i c e t a s k w i t h

t h e g o a l o f p r o d u c i n g a s i n g l e t o n c h o i c e . I n o u r c a s e , w e u s e t h e u t i l i t i e s

d i r e c t l y a s d i m e n s i o n s i n a u t i l i t y s p a c e a n d u s e t h e p o s i t i o n s o f t h e o b j e c t s t o

c o m p u t e a s u b s e t c h o i c e . D e s p i t e t h i s , i t i s p o s s i b l e t o e n c o d e P a r e t o - c h o i c e a s

a n a g g r e g a t o r i n t h e m u l t i - s e l f f r a m e w o r k . W e r e t u r n a u t i l i t y o f 1 f o r e v e r y

o b j e c t c o n t a i n e d w i t h i n t h e P a r e t o - s e t a n d 0 o t h e r w i s e . U s i n g t h r e s h o l d i n g a s

e x p l a i n e d i n ( 5 . 3 ) o f C h a p t e r 5 , w e a r e t h e n a b l e t o p r e d i c t s u b s e t c h o i c e s .

O u r w o r k o n P a r e t o - e m b e d d i n g s h a s a l r e a d y r e s u l t e d i n p r o m i s i n g f o l l o w - u p

a p p r o a c h e s i n t h e l i t e r a t u r e . B e n a v o l i e t a l . [ B A P 2 3 a ; B A P 2 3 b ] a d a p t P a r e t o -

e m b e d d i n g s a n d t h e l o s s f u n c t i o n t o b e u s e f u l i n a p r o b a b i l i s t i c m o d e l . T o t h i s

e n d , t h e y p r o p o s e a l i k e l i h o o d f u n c t i o n s u c h t h a t a G a u s s i a n p r o c e s s m o d e l

c a n b e i n f e r r e d f r o m s u b s e t c h o i c e d a t a .

6.3. Empirical Evaluation

I n t h e t h e o r e t i c a l a n a l y s i s , w e i n v e s t i g a t e d t h e s u i t a b i l i t y o f o u r s u r r o g a t e

l o s s f u n c t i o n t o y i e l d P a r e t o - e m b e d d i n g s , i f t h e l o s s i s 0 . H o w e v e r , a c r u c i a l

n e x t s t e p i s t o a s c e r t a i n w h e t h e r t h i s l o s s f u n c t i o n i s e f f e c t i v e i n a p r a c t i c a l

s e t t i n g a s w e l l . T h e r e , a d d i t i o n a l c o n s i d e r a t i o n s a r i s e , s u c h a s t h e a b i l i t y o f t h e

l o s s f u n c t i o n t o p r o d u c e a g o o d t a r g e t f o r g r a d i e n t d e s c e n t a n d w h e t h e r t h e

p r o p o s e d n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s a r e a p p r o p r i a t e f o r t h e t a s k . T h e p r i m a r y

o b j e c t i v e o f t h i s e m p i r i c a l e v a l u a t i o n i s t o a s s e s s i f o u r P a r e t o - e m b e d d i n g

a p p r o a c h e s c a n l e a r n a v i a b l e m o d e l . I f t h a t i s t h e c a s e , w e w a n t t o i n v e s t i g a t e
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i f P a r e t o - e m b e d d i n g s a r e a b l e t o o u t p e r f o r m t h e m o r e g e n e r a l F E T A a n d

F A T E m o d e l s o n p r o b l e m s t h a t a r e p a r t i c u l a r l y s u i t a b l e f o r t h e m . I f t h a t i s

n o t t h e c a s e , i t w o u l d s u ffi c e t o a l w a y s g o f o r g e n e r a l m o d e l s i n s t e a d .

W e w i l l f o c u s t h e e v a l u a t i o n o n a n s w e r i n g t h e f o l l o w i n g r e s e a r c h q u e s t i o n s

( s h o r t R Q ) :

P - R Q 1 : A r e t h e P a r e t o - e m b e d d i n g a r c h i t e c t u r e s i n c o n j u n c t i o n w i t h t h e

s u r r o g a t e l o s s a b l e t o l e a r n u s e f u l e m b e d d i n g s a t a l l ?

P - R Q 2 : H o w d o t h e y c o m p a r e t o e x i s t i n g a p p r o a c h e s , i n p a r t i c u l a r o u r F E T A

a n d F A T E a r c h i t e c t u r e s ?

P - R Q 3 : D o e s t h e a d d i t i o n o f t h e m u l t i - d i m e n s i o n a l s c a l i n g ( M D S ) t e r m t o

t h e l o s s f u n c t i o n i m p r o v e p e r f o r m a n c e ?

P - R Q 4 : D o e s t h e s o f t p l u s f u n c t i o n i m p r o v e t h e p e r f o r m a n c e a n d r o b u s t n e s s

o f t h e m o d e l ?

P - R Q 5 : W i l l i n c r e a s i n g t h e e m b e d d i n g d i m e n s i o n a l i t y i m p r o v e t h e p e r f o r -

m a n c e o f t h e m o d e l ?

F r o m t h e s e r e s e a r c h q u e s t i o n s , w e d e r i v e a p p r o p r i a t e e x p e r i m e n t s t h a t c a n

a n s w e r t h e m a d e q u a t e l y . T o a d d r e s s P - R Q 1 a n d P - R Q 2 , w e m a k e u s e o f a

s u i t e o f 14 b e n c h m a r k d a t a s e t s f r o m t h e r e a l m o f m u l t i - o b j e c t i v e o p t i m i z a t i o n

( M O O ) [ Z D T 0 0 ; D e b + 0 5 ] . E a c h p r o b l e m e x h i b i t s d i f f e r e n t p r o p e r t i e s , s u c h

a s n o n c o n v e x i t y a n d d i s c o n t i n u i t i e s . O n t h e s e p r o b l e m s , w e t h e n c o m p a r e

o u r P a r e t o - e m b e d d i n g a p p r o a c h e s t o e x i s t i n g o n e s . T h i s a l l o w s u s t o a s c e r t a i n

w h e t h e r v i a b l e m o d e l s a r e l e a r n e d a n d h o w w e l l o u r a p p r o a c h e s p e r f o r m

a g a i n s t c o m p e t e n t b a s e l i n e s .

A s f o r P - R Q 3 , P - R Q 4 , a n d P - R Q 5 , w e p e r f o r m a b l a t i o n s t u d i e s t o g a u g e

t h e e f f e c t o f d i f f e r e n t c o m p o n e n t s . T o b e m o r e s p e c i fi c , w e s y s t e m a t i c a l l y

i n v e s t i g a t e c h a n g e s t o t h e l o s s f u n c t i o n a n d t h e e m b e d d i n g d i m e n s i o n . W e

t e s t w h e t h e r a n a d d i t i o n a l M D S t e r m i s b e n e fi c i a l f o r t h e l o s s f u n c t i o n . F u r -

t h e r m o r e , w e e x a m i n e t h e s o f t p l u s f u n c t i o n a s a n a l t e r n a t i v e t o t h e s t a n d a r d

m a x o p e r a t i o n . T h e p u r p o s e o f t h i s i s t o p r o v i d e t h e g r a d i e n t - b a s e d o p t i -

m i z a t i o n p r o c e d u r e w i t h a m o r e i n f o r m a t i v e t a r g e t . T h e a b l a t i o n s t u d i e s a r e

d o n e b y r e - e x e c u t i n g t h e f u l l s e t o f e x p e r i m e n t s , w h i c h i n c l u d e s o p t i m i z i n g

h y p e r p a r a m e t e r s w h i l e k e e p i n g t h e r a n d o m s e e d s c o n s i s t e n t .

W e w i l l fi r s t d e s c r i b e t h e f u l l e x p e r i m e n t a l s e t u p i n S e c t i o n 6 . 3 . 1 . T h i s e n t a i l s

a d e s c r i p t i o n o f t h e g e n e r a l s e t u p , t h e b a s e l i n e m o d e l s , h y p e r p a r a m e t e r s a n d

d a t a s e t s . T h e n , w e p r e s e n t t h e r e s u l t s o f t h e e x p e r i m e n t s i n S e c t i o n 6 . 3 . 2 a n d

r e l a t e t h e m t o t h e r e s e a r c h q u e s t i o n s a b o v e .

6.3.1. Experimental Setup

O u r p r i m a r y g o a l i n t h e s e e x p e r i m e n t s i s t o p e r f o r m a r o b u s t a n d f a i r c o m -

p a r i s o n o f v a r i o u s l e a r n e r s o r o u r a b l a t i o n c o n fi g u r a t i o n s . T h i s c o m p a r i s o n

n e e d s t o b e e ffi c i e n t i n t e r m s o f t h e c o m p u t a t i o n a l r e s o u r c e s a t o u r d i s p o s a l .

T o r e a l i z e t h i s , w e a d o p t s e v e r a l m e t h o d s .

F i r s t , w e u t i l i z e M o n t e C a r l o c r o s s - v a l i d a t i o n , a p r o c e d u r e t h a t i n v o l v e s p a r -

t i t i o n i n g o u r d a t a s e t r a n d o m l y i n t o t r a i n i n g a n d t e s t i n g s u b s e t s . S p e c i fi c a l l y ,

t h i s i s d o n e 5 t i m e s , e a c h t i m e d e s i g n a t i n g 90 % o f t h e d a t a f o r t r a i n i n g a n d

t h e r e m a i n i n g 10 % f o r t e s t i n g . T h i s m e t h o d a l l o w s u s t o c r e a t e e r r o r b a r s

f o r o u r a v e r a g e p e r f o r m a n c e e s t i m a t e s , e f f e c t i v e l y g i v i n g u s a r a n g e o f l i k e l y
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p e r f o r m a n c e v a l u e s r a t h e r t h a n a s i n g l e p o i n t e s t i m a t e . I m p o r t a n t l y , i t d o e s

t h i s i n a w a y t h a t i s m i n d f u l o f o u r c o m p u t a t i o n a l r e s o u r c e l i m i t s .

F i n a l l y , t o e n s u r e a f a i r c o m p a r i s o n a c r o s s d i f f e r e n t l e a r n e r s , w e e m p l o y H P O .h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n : S e c t i o n 3 . 2

T h i s p r o c e s s fi n e - t u n e s t h e h y p e r p a r a m e t e r s o f e a c h m o d e l ( e . g . , t h e l e a r n i n g

r a t e o f a g r a d i e n t - b a s e d o p t i m i z a t i o n ) , e n s u r i n g t h a t w e a r e c o m p a r i n g t h e

b e s t p o s s i b l e v e r s i o n o f e a c h l e a r n e r . T o f a c i l i t a t e t h i s , t h e t r a i n i n g i n s t a n c e s

a r e f u r t h e r s p l i t i n t o 1 /9 v a l i d a t i o n i n s t a n c e s a n d 8 /9 t r a i n i n g i n s t a n c e s a n d

t h e p e r f o r m a n c e o n t h e v a l i d a t i o n s e t i s u s e d a s t h e o p t i m i z a t i o n t a r g e t o f t h e

H P O p r o c e s s . T h e d e t a i l s o f t h e p r o c e s s a r e d e s c r i b e d i n S e c t i o n 6 . 3 . 1 . 2 .

H e r e , w e u s e t h e A - m e a n ( a l s o c a l l e d b a l a n c e d a c c u r a c y ) a s o u r m a i n t a r g e t

m e a s u r e ( s e e S e c t i o n 4 . 2 . 1 f o r d e t a i l s ) . I t i s a d v a n t a g e o u s b e c a u s e i t i s u n b i a s e dC h o i c e m e a s u r e s : S e c t i o n 4 . 2 . 1

w i t h r e s p e c t t o t h e p r e v a l e n c e o f p o s i t i v e i n s t a n c e s , m a k i n g i t w e l l - s u i t e d

i n s c e n a r i o s w i t h c l a s s i m b a l a n c e s [ M e n + 1 3 ] . I n a d d i t i o n , i t i s u s e d a s t h e

o p t i m i z a t i o n t a r g e t f o r H P O p r o c e d u r e .

M o r e o v e r , i n o r d e r t o p r e p a r e t h e d a t a f o r e f f e c t i v e l e a r n i n g , w e i m p l e m e n t

a s t a n d a r d i z a t i o n s t e p p r i o r t o t r a i n i n g . T h i s i n v o l v e s s c a l i n g t h e d a t a t o

h a v e a m e a n o f 0 a n d a s t a n d a r d d e v i a t i o n o f 1. T h e p a r a m e t e r s ( m e a n a n d

s t a n d a r d d e v i a t i o n ) u s e d f o r t h i s s t a n d a r d i z a t i o n p r o c e s s a r e k e p t c o n s t a n t a n d

s u b s e q u e n t l y a p p l i e d t o b o t h t h e v a l i d a t i o n a n d t e s t s e t s .

W e e n s u r e c o n s i s t e n c y a n d r e p r o d u c i b i l i t y b y s e t t i n g t h e g l o b a l r a n d o m n u m b e r

g e n e r a t o r ’ s s e e d t o 0. T o m a i n t a i n i n d e p e n d e n c e b e t w e e n v a r i o u s r a n d o m

p r o c e s s e s , w e u s e d t h i s g l o b a l r a n d o m g e n e r a t o r t o s e e d s p e c i a l i z e d r a n d o m

g e n e r a t o r s f o r t h r e e s e p a r a t e a c t i v i t i e s : d a t a s e t c r e a t i o n , h y p e r p a r a m e t e r t u n i n g ,

a n d t h e o p e r a t i o n o f t h e l e a r n e r s t h e m s e l v e s . B y d o i n g s o , w e e n s u r e d t h a t

e a c h p r o c e s s w a s u s i n g i t s o w n u n i q u e r a n d o m s t r e a m , w h i c h i s a c o m m o n l y

u s e d v a r i a n c e r e d u c t i o n t e c h n i q u e [ B R 1 7 ] .

A f t e r t h e e x p e r i m e n t s , w e c o n d u c t a s t a t i s t i c a l a n a l y s i s o f t h e r e s u l t s u s i n g

t h e autorank l i b r a r y [ H e r 2 0 ] t o a s c e r t a i n w h i c h p e r f o r m a n c e d i f f e r e n c e s

b e t w e e n l e a r n e r s a r e s i g n i fi c a n t . T h e a p p r o a c h i s b a s e d o n t h e m e t h o d o l o g y

p r o p o s e d b y D e m ša r [ D e m 0 6 ] . W e s e t t h e f a m i l y - w i s e s i g n i fi c a n c e l e v e l o f

t h e t e s t s t o 𝛼 = 0.05. T o d e t e c t w h e t h e r a n y s i g n i fi c a n t d i f f e r e n c e s
4
e x i s t i n4 : T h e n o n - p a r a m e t r i c F r i e d m a n t e s t , a n

o m n i b u s t e s t , c h e c k s f o r a n y s i g n i fi c a n t d i f -

f e r e n c e s a c r o s s t h e m e d i a n p e r f o r m a n c e s . I f

d e t e c t e d , f u r t h e r t e s t s c a n p i n p o i n t w h e r e

t h e s e d i f f e r e n c e s o c c u r .

t h e m e d i a n v a l u e s o f t h e m e a n A - m e a n p e r f o r m a n c e s , w e u t i l i z e t h e n o n -

p a r a m e t r i c F r i e d m a n t e s t . I f t h a t i s t h e c a s e , w e u s e t h e p o s t - h o c N e m e n y i

t e s t t o i n f e r w h i c h p a r t i c u l a r d i f f e r e n c e s a r e s i g n i fi c a n t .

W e c a r r i e d o u t o u r e x p e r i m e n t s u t i l i z i n g a c o m b i n a t i o n o f N V I D I A G e F o r c e

R T X 2 0 8 0 T i a n d G T X 1 0 8 0 T i G P U s ( 30 i n t o t a l ) . E a c h ’ o u t e r f o l d ’ r u n ,

w h i c h i n v o l v e d c o m p r e h e n s i v e h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n , h a d a m e d i a n

r u n t i m e o f a p p r o x i m a t e l y 8.9 h o u r s o n t h e G P U . T h e c u m u l a t i v e d u r a t i o n

f o r a l l t h e e x p e r i m e n t s , i n c o r p o r a t i n g i n i t i a l t e s t s , t o t a l e d 9891 G P U h o u r s .

W e i m p l e m e n t e d t h e e n t i r e s o u r c e c o d e , w h i c h i n c l u d e s c o m p o n e n t s s u c h a s

t h e l e a r n e r s , d a t a s e t c r e a t o r s , a n d t h e e x p e r i m e n t a l e x e c u t i o n f r a m e w o r k , i n

P y t h o n . T h i s c o d e i s o p e n - s o u r c e a n d r e a d i l y a c c e s s i b l e t o e v e r y o n e .
5

5 : https://github.com/kiudee/

pareto-embeddings/releases/tag/

paper-version W e w i l l i n t r o d u c e t h e b a s e l i n e m o d e l s w e c o m p a r e t o i n S e c t i o n 6 . 3 . 1 . 1 . T h e

H P O p r o c e s s a n d t h e c o r r e s p o n d i n g h y p e r p a r a m e t e r r a n g e s o f e a c h l e a r n e r

a r e e x p l a i n e d i n S e c t i o n 6 . 3 . 1 . 2 . F i n a l l y , i n S e c t i o n 6 . 3 . 1 . 3 w e i n t r o d u c e o u r

s u i t e o f d a t a s e t s t h a t a r e u s e d i n t h e e x p e r i m e n t s b e f o r e p r e s e n t i n g o u r r e s u l t s

i n S e c t i o n 6 . 3 . 2 .

https://github.com/kiudee/pareto-embeddings/releases/tag/paper-version
https://github.com/kiudee/pareto-embeddings/releases/tag/paper-version
https://github.com/kiudee/pareto-embeddings/releases/tag/paper-version
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6.3.1.1. Baseline Models

R e c a l l r e s e a r c h q u e s t i o n s P - R Q 1 a n d P - R Q 2 , w h e r e w e w a n t t o e v a l u a t e i f t h e

P a r e t o - e m b e d d i n g a p p r o a c h e s a r e a b l e t o l e a r n a n y t h i n g u s e f u l a t a l l ( P - R Q 1 )

a n d h o w t h e y c o m p a r e t o e x i s t i n g a p p r o a c h e s ( P - R Q 2 ) . T o a n s w e r t h e s e

q u e s t i o n s , w e n e e d t o p i c k a s e t o f b a s e l i n e m o d e l s t h a t a r e a r e p r e s e n t a t i v e

s e l e c t i o n . I n T a b l e 6 . 1 , w e l i s t t h e l e a r n e r s w e u s e f o r t h i s p u r p o s e .

L e a r n e r C o n t e x t - s e n s i t i v e N o n l i n e a r S o u r c e

F E T A Y e s Y e s S e c t i o n 5 . 4 . 1

F A T E Y e s Y e s S e c t i o n 5 . 4 . 2

R a n k N e t N o Y e s [ T e s 8 8 ; B u r + 0 5 ]

P a i r w i s e S V M N o N o [ J o a 0 6 ]

Table 6.1.: O v e r v i e w o f t h e b a s e l i n e m o d e l s

u s e d i n t h e e x p e r i m e n t a l e v a l u a t i o n .

W e f o c u s p a r t i c u l a r l y o n t h e c o n t e x t - s e n s i t i v e l e a r n i n g a l g o r i t h m s w e h a v e d e -

v e l o p e d , n a m e l y F E T A a n d F A T E . T h e s e r e p r e s e n t t h e c l a s s o f g e n e r a l - p u r p o s e

c o n t e x t - s e n s i t i v e l e a r n e r s . A s d e m o n s t r a t e d i n S e c t i o n 5 . 5 , t h e y a c h i e v e s t a t e -

o f - t h e - a r t p e r f o r m a n c e o n a v a r i e t y o f d a t a s e t s , w h i c h m a k e s t h e m i d e a l

b a s e l i n e s f o r o u r e x p e r i m e n t a l e v a l u a t i o n .

A s f o r c o n t e x t - i n d e p e n d e n t b a s e l i n e s , w e c h o s e R a n k N e t [ T e s 8 8 ; B u r + 0 5 ]

a n d P a i r w i s e S V M [ J o a 0 6 ] . H e r e R a n k N e t i s o u r b e s t n o n l i n e a r c o n t e x t -

i n d e p e n d e n t b a s e l i n e a n d P a i r w i s e S V M t h e c o r r e s p o n d i n g l i n e a r b a s e l i n e .

A l l t h e s e b a s e l i n e s h a v e a r c h i t e c t u r a l d e t a i l s a n d h y p e r p a r a m e t e r s t o s e t t h a t

i n fl u e n c e t h e i r p e r f o r m a n c e i n t h e u p c o m i n g e x p e r i m e n t s . I n t h e n e x t s e c t i o n ,

w e w i l l d i s c u s s i n m o r e d e t a i l h o w t h e l e a r n e r s a r e s e t u p a n d w h i c h s p e c i fi c

h y p e r p a r a m e t e r r a n g e s a r e u s e d .

6.3.1.2. Hyperparameters

A s w e h a v e p r e v i o u s l y e x p l a i n e d i n t h e g e n e r a l e x p e r i m e n t a l s e t u p , w e a r e

a p p l y i n g H P O u s i n g a n e s t e d t r a i n - v a l i d a t i o n s p l i t o f t h e t r a i n i n g d a t a . T o

r e i t e r a t e , w e fi r s t s e t a s i d e t h e t e s t d a t a a n d t h e n d i v i d e t h e r e m a i n i n g d a t a

i n t o t w o p a r t s : 8/9t h s o f t h e i n s t a n c e s a r e u s e d f o r t r a i n i n g a n d 1/9t h i s f o r

v a l i d a t i o n .

F o r t h e H P O p r o c e s s , w e p e r f o r m 60 i t e r a t i o n s o f B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n . T h e s e

c o n s i s t o f 20 i n i t i a l i z a t i o n i t e r a t i o n s u s i n g t h e q u a s i r a n d o m S t e i n e r b e r g e r s e -

q u e n c e [ S t e 2 0 ] a n d 40 a d a p t i v e i t e r a t i o n s u s i n g m a x - v a l u e e n t r o p y s e a r c h

a s s u g g e s t e d b y W a n g a n d J e g e l k a [ W J 1 7 ] w i t h G a u s s i a n p r o c e s s e s ( G P s )

a c t i n g a s o u r s u r r o g a t e m o d e l . T h e l i b r a r y bask6
i s u s e d t o f a c i l i t a t e t h i s 6 : h t t p s : / / p y p i . o r g / p r o j e c t / b a s k /

p r o c e s s [ P H A 2 2 ] . A f t e r t h e h y p e r p a r a m e t e r s a r e o p t i m i z e d o n t h e v a l i d a t i o n

s e t , t h e l e a r n e r i s r e t r a i n e d o n t h e c o m p l e t e t r a i n i n g s e t ( t r a i n i n g + v a l i d a t i o n )

u s i n g t h e b e s t h y p e r p a r a m e t e r s f o u n d , a n d o n l y t h e n w i l l i t b e u s e d t o p r e d i c t

o n t h e t e s t s e t .

T h e r e a r e a f e w h y p e r p a r a m e t e r s t h a t a r e fi x e d a c r o s s t h e e x p e r i m e n t s . W e u s e

r e c t i fi e d l i n e a r u n i t s ( R e L U s ) a s t h e n o n l i n e a r i t i e s . B a t c h n o r m a l i z a t i o n [ I S 1 5 ]

i s a p p l i e d t o t h e o u t p u t o f e a c h h i d d e n l a y e r , b e f o r e a p p l y i n g t h e n o n l i n e a r i t y

t o s p e e d u p a n d s t a b i l i z e t r a i n i n g . T h e n e u r a l n e t w o r k s a r e t r a i n e d f o r 5 0 0

e p o c h s u s i n g m i n i - b a t c h s t o c h a s t i c g r a d i e n t d e s c e n t w i t h N e s t e r o v m o m e n t u m
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[ N e s 8 3 ] . T h e b a t c h s i z e i s s e t t o 2048 f o r a l l n e u r a l n e t w o r k s . L a s t l y , w e s e t

t h e n u m b e r o f e m b e d d i n g d i m e n s i o n s 𝑑′ o f t h e P a r e t o - l e a r n e r s t o 2 .

Table 6.2.: H y p e r p a r a m e t e r r a n g e s o f t h e

l e a r n e r s o p t i m i z e d u s i n g B a y e s i a n o p t i m i z a -

t i o n .

T y p e H y p e r p a r a m e t e r L o w e r U p p e r

C o m p l e x i t y

H i d d e n l a y e r s
1 , 2 1 6

H i d d e n u n i t s
1 , 2 16 128

𝐿2 p e n a l t y ( l o g )
3 1 × 10−5 100

O p t i m i z e r
1

L e a r n i n g r a t e ( l o g ) 1 × 10−5 1 × 10−1
M o m e n t u m 0.1 0.999

P a r e t o - l o s s

w e i g h t s
4

W e i g h t f o r 𝐿
P O

0.0 2.0
W e i g h t f o r 𝐿

D O M
0.0 2.0

W e i g h t f o r 𝐿
M D S

0.0 2.0
W e i g h t f o r 𝐿2 0.0 2.0

1
S h a r e d b y a l l n e u r a l n e t w o r k m o d e l s .

2
F A T E u t i l i z e s t w o n e u r a l n e t w o r k s , w e t u n e t h e p a r a m e t e r s f o r b o t h .

3
O n l y P a i r w i s e S V M .

4
O n l y u s e d b y t h e P a r e t o - e m b e d d i n g s .

A s f o r t h e t u n e d h y p e r p a r a m e t e r s , t h e r a n g e s u s e d f o r h y p e r p a r a m e t e r o p t i -

m i z a t i o n a r e s h o w n i n T a b l e 6 . 2 . T h e s e h y p e r p a r a m e t e r s w e r e c h o s e n b a s e d

o n t h e i r p o t e n t i a l i m p a c t o n m o d e l l e a r n i n g a n d o v e r a l l p r e d i c t i o n q u a l i t y .

W h e n i t c o m e s t o t h e n e u r a l n e t w o r k - b a s e d m o d e l s ( i . e . , F E T A , F A T E a n d

R a n k N e t ) , w e t u n e t h e n u m b e r o f h i d d e n l a y e r s a n d u n i t s , t h e l e a r n i n g r a t e ( o n

a l o g s c a l e ) a n d t h e m o m e n t u m p a r a m e t e r o f t h e s t o c h a s t i c g r a d i e n t d e s c e n t .

F o r t h e P a r e t o - e m b e d d i n g m o d e l s , w e a l s o h a v e t o o p t i m i z e t h e w e i g h t s o f

o u r s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n ( 6 . 7 ) . F i n a l l y , o u r l i n e a r m o d e l P a i r w i s e S V M o n l y

h a s o n e p a r a m e t e r g o v e r n i n g t h e s t r e n g t h o f t h e 𝐿2 r e g u l a r i z a t i o n .

6.3.1.3. Datasets

T h e m e t h o d o l o g y b y w h i c h w e g e n e r a t e t h e d a t a s e t s i s t h e s a m e a c r o s s t h e

s u i t e o f d a t a s e t s : O b j e c t s a r e g e n e r a t e d r a n d o m l y i n a c e r t a i n o b j e c t s p a c e . T h e

d i m e n s i o n s o f t h i s o b j e c t s p a c e w e w i l l c a l l t h e f e a t u r e s o f t h e o b j e c t s a n d a r e

v i s i b l e t o t h e l e a r n e r s a s f e a t u r e v e c t o r s . T h e n , a s e t o f o b j e c t i v e f u n c t i o n s

m a p s t h e o b j e c t s i n t o a n o b j e c t i v e s p a c e . T h e s e o b j e c t i v e s a r e a s s u m e d t o i n c r e a s eo b j e c t i v e s p a c e

i n u t i l i t y w h e n m i n i m i z e d . N e i t h e r t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n s n o r t h e m a p p e d

o b j e c t s a r e a v a i l a b l e t o t h e l e a r n e r s . S u b s e t c h o i c e s a r e t h e n c o n s t r u c t e d b y

c h o o s i n g t h o s e o b j e c t s o f a g i v e n c h o i c e t a s k 𝑄 t h a t a r e P a r e t o - o p t i m a l i n t h e

o b j e c t i v e s p a c e .

I n t h e f o l l o w i n g , w e w i l l d e s c r i b e t h e g e n e r a t i o n a n d p r o p e r t i e s o f t h e D T L Z

a n d Z D T d a t a s e t s i n m o r e d e t a i l . W e u s e t h e pygmo l i b r a r y [ B I 2 0 ] t o g e n e r a t e

t h e s e d a t a s e t s . W e a l s o a d d a s i m p l e t w o - d i m e n s i o n a l d a t a s e t , w h e r e t h e

u n d e r l y i n g P a r e t o - f r o n t c o n s i s t s o f t w o p a r a b o l a ( T P ) :

𝑓1(𝑥1, 𝑥2) = (𝑥1 − 1)2 + (𝑥2 − 1)4

𝑓2(𝑥1, 𝑥2) = (𝑥1 + 1)2 + (𝑥2 + 1)4

I n t o t a l , w e e n d u p w i t h 1 4 b e n c h m a r k p r o b l e m s t h a t a r e s u m m a r i z e d i n T a -

b l e 6 . 3 . E a c h d a t a s e t c o n t a i n s 40 960 i n s t a n c e s . W e d i v i d e t h i s d a t a s e t i n t o

t e s t , t r a i n i n g , a n d v a l i d a t i o n s e t s . T h e t e s t s e t c o m p r i s e s 10 % o f t h e t o t a l

d a t a s e t , h e n c e i t c o n t a i n s 1/10 × 40960 = 4096 i n s t a n c e s . A f t e r s e t t i n g a s i d e
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D a t a s e t s T P Z D T 1 - 4 , 6 Z D T 5 D T L Z 1 - 7

# F e a t u r e s 2 6 3 5 6

# O b j e c t i v e s 2 2 2 5

# O b j e c t s 1 0 ( a l l d a t a s e t s )

# I n s t a n c e s 4 0 9 6 0 ( a l l d a t a s e t s )

Table 6.3.: D a t a s e t C h a r a c t e r i s t i c s

t h e t e s t s e t , w e h a v e 40960−4096 = 36864 i n s t a n c e s r e m a i n i n g f o r t h e t r a i n i n g

a n d v a l i d a t i o n s e t s . T h e t r a i n i n g s e t c o m p r i s e s 8/9 o f t h i s r e m a i n d e r , y i e l d i n g

8/9×36864 = 32768 i n s t a n c e s . L a s t l y , t h e v a l i d a t i o n s e t i s 1/9 o f t h e r e m a i n i n g

i n s t a n c e s , w h i c h m e a n s i t c o n t a i n s 1/9 × 36864 = 4096 i n s t a n c e s .

ZDT Datasets I n t h e c o n t e x t o f s t u d y i n g a l g o r i t h m s f o r s o l v i n g m u l t i o b j e c - Z D T D a t a s e t s

t i v e o p t i m i z a t i o n p r o b l e m s , Z i t z l e r e t a l . [ Z D T 0 0 ] p r o p o s e d a s u i t e o f t e s t [ Z D T 0 0 ] : Z i t z l e r e t a l . ( 2 0 0 0 ) , “ C o m p a r -

i s o n o f M u l t i o b j e c t i v e E v o l u t i o n a r y A l g o -

r i t h m s : E m p i r i c a l R e s u l t s ”

p r o b l e m s t h a t e x h i b i t c h a r a c t e r i s t i c s t h a t m a k e t h e m h a r d t o b e o p t i m i z e d .

T h e s e p r o b l e m a t i c c h a r a c t e r i s t i c s a r e c o n v e x i t y , n o n c o n v e x i t y , d i s c r e t e n e s s ,

m u l t i m o d a l i t y , d e c e p t i v e n e s s , a n d n o n u n i f o r m i t y . F o r e a c h o f t h e s e c h a r a c t e r -

i s t i c s , t h e a u t h o r s d e s i g n e d a c o r r e s p o n d i n g t e s t f u n c t i o n . S i n c e t h e s e f e a t u r e s

a l s o m a k e i t d i ffi c u l t f o r m a c h i n e l e a r n i n g a l g o r i t h m s t o l e a r n t h e s e f u n c t i o n s ,

t h e t e s t p r o b l e m s a r e a l s o a g o o d s o u r c e o f d a t a s e t s .

T h e t e s t p r o b l e m s a r e l i m i t e d t o t w o o b j e c t i v e s a n d a r e a l w a y s c o n s t r u c t e d

u s i n g t h e f o l l o w i n g t e m p l a t e :

𝐹(𝒙) = (𝑓1(𝑥1), 𝑓2(𝒙))
𝑓2(𝒙) = 𝑔(𝑥2, … , 𝑥𝑑) ℎ(𝑓1(𝑥1), 𝑔(𝑥2, … , 𝑥𝑑))

w i t h 𝒙 = (𝑥1, … , 𝑥𝑑)

H e r e , 𝒙 i s t h e o b j e c t r e p r e s e n t e d i n o b j e c t s p a c e , a n d 𝐹(𝒙) i s t h e m a p p i n g t o

t h e o b j e c t i v e s p a c e . T h e f u n c t i o n 𝑓1 o n l y t a k e s f e a t u r e 𝑥1 a s i n p u t , w h i l e 𝑔 i s a

f u n c t i o n o f t h e r e m a i n i n g f e a t u r e s .

T h e fi r s t t e s t p r o b l e m , Z D T 1 , i s a c o n v e x p r o b l e m a n d d e fi n e d a s Z D T 1

𝑓1(𝑥1) ≔ 𝑥1

𝑔(𝑥2, … , 𝑥𝑑) ≔ 1 + 9
𝑑 − 1

⋅
𝑑
∑
𝑖=2

𝑥𝑖

ℎ(𝑓1, 𝑔) ≔ 1 − √𝑓1/𝑔

w i t h 𝑑 fi x e d a t 30 a n d 𝑥𝑖 ∈ [0, 1] f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑑].

Z D T 2 i s a m i n o r v a r i a n t o f Z D T 1 , w h e r e ℎ(𝑓1, 𝑔) ≔ 1 − (𝑓1/𝑔)2 . T h i s m a k e s Z D T 2

t h e f u n c t i o n n o n c o n v e x .

T e s t f u n c t i o n Z D T 3 a l s o v a r i e s t h e f u n c t i o n ℎ o f Z D T 1 a s f o l l o w s : Z D T 3

ℎ(𝑓 1, 𝑔) ≔ 1 − √𝑓1/𝑔 − (𝑓1/𝑔) s i n (10𝜋𝑓1)

T h i s c a u s e s t h e P a r e t o - f r o n t i n o b j e c t i v e s p a c e t o b e d i s c o n t i n u o u s .

Z D T 4 a l t e r s Z D T 1 a n d m a k e s i t a h i g h l y m u l t i m o d a l t e s t f u n c t i o n , i . e . , i t h a s Z D T 4
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219 l o c a l P a r e t o - f r o n t s .

𝑓1(𝑥1) ≔ 𝑥1

𝑔(𝑥2, … , 𝑥𝑑) ≔ 1 + 10(𝑑 − 1) +
𝑑
∑
𝑖=2

(𝑥2𝑖 − 10 c o s (4𝜋𝑥𝑖))

ℎ(𝑓1, 𝑔) ≔ 1 − √𝑓1/𝑔

H e r e 𝑑 = 10, 𝑥1 ∈ [0, 1] a n d 𝑥2, … , 𝑥𝑑 ∈ [−5, 5].

Z D T 5 , i n s t e a d o f u s i n g r e a l - v a l u e d f e a t u r e s , u s e s b i n a r y s t r i n g s a s f e a t u r e s .Z D T 5

W i t h t h a t t h e p r o b l e m i s d e fi n e d a s

𝑓1(𝑥1) ≔ 1 + 𝑢(𝑥1)

𝑔(𝑥2, … , 𝑥𝑑) ≔
𝑑
∑
𝑖=2

𝑣(𝑢(𝑥𝑖))

ℎ(𝑓1, 𝑔) ≔ 1/𝑓1

𝑣(𝑢(𝑥𝑖)) ≔ {
2 + 𝑢(𝑥𝑖) i f 𝑢(𝑥𝑖) < 5
1 i f 𝑢(𝑥𝑖) = 5

w h e r e 𝑢(𝑥𝑖) c o u n t s t h e n u m b e r o f o n e s i n t h e b i t v e c t o r 𝑥𝑖 . H e r e 𝑥1 ∈ {0, 1}30

a n d 𝑥2, … , 𝑥𝑑 ∈ {0, 1}5 .

F i n a l l y , Z D T 6 i s a n o n c o n v e x p r o b l e m w h e r e P a r e t o - o p t i m a l s o l u t i o n s a r eZ D T 6

c o n c e n t r a t e d i n a c e r t a i n r e g i o n :

𝑓1(𝑥1) ≔ 1 − e x p (−4𝑥1) s i n
6(6𝜋𝑥1)

𝑔(𝑥2, … , 𝑥𝑑) ≔ 1 + 9 ⋅ (
𝑑
∑
𝑖=2

𝑥𝑖
𝑑 − 1)

1/4

ℎ(𝑓1, 𝑔) ≔ 1 − (𝑓1/𝑔)2

w i t h 𝑑 = 10 a n d 𝑥𝑖 ∈ [0, 1] f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑑].

DTLZDatasets W e w i l l n o w i n t r o d u c e t h e D T L Z d a t a s e t s a n d t h e u n d e r l y i n gD T L Z D a t a s e t s

t e s t p r o b l e m s , a s p r o p o s e d b y D e b e t a l . [ D e b + 0 5 ] . A d r a w b a c k o f t h e Z D T[ D e b + 0 5 ] : D e b e t a l . ( 2 0 0 5 ) , “ S c a l a b l e T e s t

P r o b l e m s f o r E v o l u t i o n a r y M u l t i o b j e c t i v e

O p t i m i z a t i o n ”

t e s t p r o b l e m s w a s t h a t t h e y o n l y u s e d t w o o b j e c t i v e f u n c t i o n s . T h e r e f o r e , t h e

m a i n d e s i g n g o a l o f t h e n e w t e s t p r o b l e m s w a s t o h a v e t e s t f u n c t i o n s t h a t c o u l d

b e s c a l e d i n t e r m s o f t h e n u m b e r o f o b j e c t i v e s a n d f e a t u r e s . T h e t e s t p r o b l e m s

w e r e c r e a t e d t o e x h i b i t v a r i o u s c h a r a c t e r i s t i c s s u c h a s c o n v e x i t y , n o n c o n v e x i t y ,

d i s c o n t i n u i t y , a n d m u l t i m o d a l i t y . I n t h e f o l l o w i n g , a l l f e a t u r e s 𝑥𝑖 f o r 𝑖 ∈ [𝑑]
a r e s a m p l e d f r o m t h e i n t e r v a l [0, 1].

T h e fi r s t p r o b l e m , D T L Z 1 , c o n s t r u c t s 𝑑′ o b j e c t i v e f u n c t i o n sD T L Z 1
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𝑓1(𝒙) =
1
2
𝑥1𝑥2…𝑥𝑑′−1(1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑))

𝑓2(𝒙) =
1
2
𝑥1𝑥2…(1 − 𝑥𝑑′−1)(1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑))

⋮

𝑓𝑑′−1(𝒙) =
1
2
𝑥1(1 − 𝑥2)(1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑))

𝑓𝑑′(𝒙) =
1
2
(1 − 𝑥1)(1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) .

H e r e 𝒙𝑑′∶𝑑 ≔ (𝑥𝑑′ , 𝑥𝑑′+1, … , 𝑥𝑑) a n d 𝑔(⋅) i s a f u n c t i o n a l t h a t c a n b e c h o s e n a s

d e s i r e d . T h e a u t h o r s p r o p o s e

𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑) ≔ 100 [|𝒙𝑑′∶𝑑| + ∑
𝑥𝑖∈𝒙𝑑′∶𝑑

(𝑥𝑖 − 0.5)2 − c o s (20𝜋(𝑥𝑖 − 0.5))] , ( 6 . 1 0 )

w h i c h w e u s e i n o u r e x p e r i m e n t s .

D T L Z 2 i s a n o n l i n e a r t e s t p r o b l e m w i t h t h e f o l l o w i n g d e fi n i t i o n : D T L Z 2

𝑓1(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) c o s (𝑥1𝜋/2)… c o s (𝑥𝑑′−2𝜋/2) c o s (𝑥𝑑′−1𝜋/2)

𝑓2(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) c o s (𝑥1𝜋/2)… c o s (𝑥𝑑′−2𝜋/2) s i n (𝑥𝑑′−1𝜋/2)

𝑓3(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) c o s (𝑥1𝜋/2)… s i n (𝑥𝑑′−2𝜋/2)

⋮

𝑓𝑑′(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) s i n (𝑥1𝜋/2)

⎫
⎪
⎪

⎬
⎪
⎪
⎭
( 6 . 1 1 )

w i t h

𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑) ≔ ∑
𝑥𝑖∈𝒙𝑑′∶𝑑

(𝑥𝑖 − 0.5)2 . ( 6 . 1 2 )

D T L Z 3 c o m b i n e s t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n s o f D T L Z 2 ( 6 . 1 1 ) w i t h t h e f u n c t i o n a l D T L Z 3

𝑔 ( 6 . 1 0 ) f r o m D T L Z 1 .

D T L Z 4 i s a v a r i a t i o n o n D T L Z 2 ( 6 . 1 1 ) D T L Z 4

𝑓1(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) c o s (𝑥𝛼1𝜋/2)… c o s (𝑥𝛼𝑑′−2𝜋/2) c o s (𝑥
𝛼
𝑑′−1𝜋/2)

𝑓2(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) c o s (𝑥𝛼1𝜋/2)… c o s (𝑥𝛼𝑑′−2𝜋/2) s i n (𝑥
𝛼
𝑑′−1𝜋/2)

𝑓3(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) c o s (𝑥𝛼1𝜋/2)… s i n (𝑥𝛼𝑑′−2𝜋/2)

⋮

𝑓𝑑′(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) s i n (𝑥𝛼𝑑′−2𝜋/2)

w i t h 𝑔 a s i n D T L Z 2 ( 6 . 1 2 ) a n d 𝛼 = 100.

D T L Z 5 i s d e fi n e d a s D T L Z 5

𝑓1(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) c o s (𝜃1𝜋/2)… c o s (𝜃𝑑′−2𝜋/2) c o s (𝜃𝑑′−1𝜋/2)

𝑓2(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) c o s (𝜃1𝜋/2)… c o s (𝜃𝑑′−2𝜋/2) s i n (𝜃𝑑′−1𝜋/2)

𝑓3(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) c o s (𝜃1𝜋/2)… s i n (𝜃𝑑′−2𝜋/2)

⋮

𝑓𝑑′(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)) s i n (𝜃1𝜋/2)
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w i t h

𝜃1 = 𝑥1

𝜃𝑖 =
𝜋(1 + 2𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑)𝑥𝑖)
4(1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑))

f o r a l l 𝑖 = 2,… , 𝑑 − 1

a n d 𝑔 a s i n D T L Z 2 ( 6 . 1 2 ) .

D T L Z 6 c o m b i n e s t h e o b j e c t i v e f u n c t i o n s o f D T L Z 5 w i t h a n a l t e r n a t i v e f u n c -D T L Z 6

t i o n a l 𝑔:
𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑) ≔ ∑

𝑥𝑖∈𝒙𝑑′∶𝑑
𝑥0.1𝑖

D T L Z 7 i s c o n s t r u c t e d t o h a v e a s e t o f d i s c o n n e c t e d P a r e t o - o p t i m a l r e g i o n s . I tD T L Z 7

i s d e fi n e d a s f o l l o w s :

𝑓1(𝒙) = 𝑥1
𝑓2(𝒙) = 𝑥2

⋮

𝑓𝑑′−1(𝒙) = 𝑥𝑑′−1
𝑓𝑑′(𝒙) = (1 + 𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑))ℎ(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑑′−1, 𝑔)

w i t h

𝑔(𝒙𝑑′∶𝑑) ≔ 1 + 9
|𝒙𝑑′∶𝑑|

∑
𝑥𝑖∈𝒙𝑑′∶𝑑

𝑥𝑖

a n d

ℎ(𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑑′−1, 𝑔) ≔ 𝑑 −
𝑑′−1
∑
𝑖=1

[
𝑓𝑖

1 + 𝑔(
1 + s i n (3𝜋𝑓𝑖))]

I n c o n c l u s i o n , o u r c o m p r e h e n s i v e m e t h o d o l o g y f o r d a t a s e t g e n e r a t i o n a n d

t h e d e t a i l e d c h a r a c t e r i z a t i o n o f t h e D T L Z , Z D T , a n d T P d a t a s e t s p r o v i d e a

r o b u s t f o u n d a t i o n f o r e v a l u a t i n g t h e p e r f o r m a n c e o f t h e l e a r n i n g a l g o r i t h m s .

H a v i n g e s t a b l i s h e d c l e a r d e fi n i t i o n s f o r t h e d a t a s e t s , w e c a n p r o c e e d t o p r e s e n t

a n d d i s c u s s t h e r e s u l t s o f o u r e m p i r i c a l e v a l u a t i o n .

6.3.2. Results and Discussion

W e fi r s t p r e s e n t t h e r a w r e s u l t s a n d t h e s t a t i s t i c a l a n a l y s i s i n S e c t i o n 6 . 3 . 2 . 1 .

F o l l o w i n g t h a t , t h e r e s u l t s a r e i n t e r p r e t e d a n d r e l a t e d t o o u r r e s e a r c h q u e s t i o n s

i n S e c t i o n 6 . 3 . 2 . 2 . F i n a l l y , i t i s i m p o r t a n t t o a c k n o w l e d g e t h e l i m i t a t i o n s o fr e s e a r c h q u e s t i o n s : P a g e 1 7 3

o u r e x p e r i m e n t a l d e s i g n , w h i c h w e d o i n S e c t i o n 6 . 3 . 2 . 3 .

6.3.2.1. Results

O u r m a i n r e s u l t s a r e s u m m a r i z e d i n T a b l e 6 . 4 , w h e r e w e s h o w t h e m e a n

a g g r e g a t e d p e r f o r m a n c e o f t h e l e a r n e r s o n e a c h o f t h e d a t a s e t s a c r o s s t h e 5
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Table 6.4.: M e a n a n d s t a n d a r d e r r o r A - m e a n p e r f o r m a n c e o f t h e l e a r n e r s o n t h e T P , Z D T , a n d D T L Z d a t a s e t s . T h e v a l u e s a r e s h o w n o n t h e 1 0
−1

s c a l e . T h e s t a n d a r d e r r o r f o r t h e m e a n e s t i m a t e i s s h o w n i n p a r e n t h e s e s . T h e b o l d e n t r i e s d e n o t e t h e h i g h e s t o b t a i n e d m e a n p e r f o r m a n c e f o r e a c h

d a t a s e t .

D a t a s e t

L e a r n e r T P Z D T 1 Z D T 2 Z D T 3 Z D T 4 Z D T 5 Z D T 6

F A T E 8 . 4 2 4 ( 1 ) 8 . 5 6 0 ( 9 ) 8 . 8 2 ( 1 ) 8 . 3 7 5 ( 6 ) 7 . 7 0 ( 1 ) 8 . 1 0 1 ( 9 ) 7 . 5 9 ( 1 )

F E T A 8 . 3 1 ( 3 ) 8 . 6 7 ( 3 ) 8 . 7 4 ( 5 ) 8 . 2 8 ( 9 ) 7 . 5 8 ( 3 ) 7 . 7 5 ( 2 ) 7 . 5 8 9 ( 7 )

R a n k N e t 8 . 1 7 ( 2 ) 8 . 2 0 9 ( 1 ) 8 . 4 7 9 ( 6 ) 8 . 1 4 ( 3 ) 7 . 8 0 ( 1 ) 8 . 1 1 0 ( 1 ) 7 . 9 ( 2 )

P a i r w i s e S V M 5 . 4 ( 2 ) 7 . 8 3 5 ( 6 ) 8 . 2 1 5 ( 6 ) 7 . 6 4 ( 1 ) 7 . 1 1 ( 1 ) 7 . 5 9 3 ( 9 ) 7 . 4 0 ( 1 )

P a i r w i s e P a r e t o 9.917(8) 8 . 7 ( 7 ) 9.974(2) 9.68(3) 8.24(2) 9.541(8) 8.8(1)
P a r e t o 9 . 5 3 2 ( 7 ) 9.538(9) 9 . 6 3 9 ( 5 ) 8 . 9 1 ( 2 ) 8 . 1 2 ( 6 ) 9 . 2 0 ( 2 ) 7 . 4 2 ( 6 )

D a t a s e t

L e a r n e r D T L Z 1 D T L Z 2 D T L Z 3 D T L Z 4 D T L Z 5 D T L Z 6 D T L Z 7

F A T E 5 . 0 2 ( 1 ) 5 . 6 6 ( 6 ) 5 . 2 4 ( 2 ) 7 . 1 6 ( 3 ) 6 . 8 8 ( 4 ) 6 . 6 ( 1 ) 7 . 2 2 ( 5 )

F E T A 5 . 0 1 1 ( 7 ) 5 . 4 6 ( 5 ) 5 . 2 7 ( 4 ) 7 . 1 6 ( 5 ) 6 . 9 7 ( 5 ) 6 . 4 9 ( 5 ) 7 . 3 1 ( 6 )

R a n k N e t 5 . 0 8 ( 2 ) 6 . 3 5 ( 2 ) 5 . 4 2 ( 5 ) 7 . 0 7 ( 4 ) 6 . 8 9 ( 6 ) 6 . 7 ( 2 ) 6 . 9 5 ( 9 )

P a i r w i s e S V M 5 . 0 0 7 ( 2 ) 5 . 0 5 ( 2 ) 5 . 2 5 ( 2 ) 6 . 2 7 ( 5 ) 5 . 1 5 ( 9 ) 6 . 2 7 ( 8 ) 6 . 8 4 ( 3 )

P a i r w i s e P a r e t o 6.12(4) 9.04(4) 6.32(4) 9.73(2) 9.55(4) 9.46(3) 9.82(2)
P a r e t o 5 . 7 ( 2 ) 7 . 0 ( 4 ) 5 . 8 3 ( 4 ) 7 . 6 0 ( 4 ) 7 . 2 5 ( 8 ) 7 . 9 5 ( 6 ) 7 . 6 5 ( 2 )

o u t e r f o l d s . W e r e p o r t t h e A - m e a n i n t r o d u c e d i n ( 4 . 9 ) a s t h e e v a l u a t i o n m e t r i c .

W e h i g h l i g h t t h e e n t r i e s w i t h t h e h i g h e s t o b t a i n e d m e a n p e r f o r m a n c e u s i n g

b o l d f o n t . T h e p a r e n t h e s e s d e n o t e t h e s t a n d a r d e r r o r o f t h e m e a n e s t i m a t e .

F o r i n s t a n c e , 9.917(8) m e a n s t h e l e a r n e r a c h i e v e d a n A - m e a n o f 0.9917 w i t h a

s t a n d a r d e r r o r o f ±0.0008.

O u r c o n t e x t - s e n s i t i v e l e a r n e r , P a i r w i s e P a r e t o , s u r p a s s e s t h e o t h e r m o d e l s

w i t h t h e h i g h e s t a v e r a g e A - m e a n p e r f o r m a n c e o n a l m o s t a l l d a t a s e t s . T h e

e x c e p t i o n i s Z D T 1 , w h e r e P a r e t o e x h i b i t s s u p e r i o r p e r f o r m a n c e . I n a d d i t i o n ,

b o t h P a i r w i s e P a r e t o a n d P a r e t o a r e a b l e t o r e a c h A - m e a n s o f o v e r 0.9, w h i c h

n o n e o f t h e o t h e r b a s e l i n e s c a n d o . T h e n o n l i n e a r b a s e l i n e s , w h i c h i n c l u d e

F E T A , F A T E a n d R a n k N e t , o f t e n g e t c o m p a r a b l e r e s u l t s , w i t h t h e l i n e a r

P a i r w i s e S V M l a g g i n g b e h i n d a b i t .

W e p e r f o r m e d a s t a t i s t i c a l e v a l u a t i o n o f t h e r e s u l t s t o d i s c e r n s t a t i s t i c a l l y

s i g n i fi c a n t d i f f e r e n c e s i n t h e p e r f o r m a n c e o f t h e d i f f e r e n t l e a r n i n g m o d e l s ,

f o l l o w i n g t h e m e t h o d o l o g i e s b y H e r b o l d [ H e r 2 0 ] a n d D e m ša r [ D e m 0 6 ] . W e

e s t a b l i s h e d t h e f a m i l y - w i s e s i g n i fi c a n c e l e v e l f o r t h e t e s t s a t 𝛼 = 0.05.

F o r t h e l e a r n i n g m o d e l F A T E , w e r e j e c t t h e n u l l h y p o t h e s i s t h a t t h e p e r f o r -

m a n c e v a l u e s a r e n o r m a l l y d i s t r i b u t e d ( 𝑝 = 0.002) . C o n s e q u e n t l y , w e u s e t h e

n o n - p a r a m e t r i c F r i e d m a n t e s t a s a n o m n i b u s t e s t t o d e t e r m i n e , i f t h e r e a r e

a n y s i g n i fi c a n t d i f f e r e n c e s b e t w e e n t h e m e d i a n v a l u e s o f t h e m e a n A - m e a n

p e r f o r m a n c e s .

W e u s e t h e p o s t - h o c N e m e n y i t e s t t o i n f e r w h i c h d i f f e r e n c e s a r e s i g n i fi c a n t . W e

r e p o r t t h r e e p r i m a r y m e a s u r e s : t h e m e d i a n p e r f o r m a n c e , t h e m e d i a n a b s o l u t e

d e v i a t i o n , a n d t h e a v e r a g e r a n k e a c h m o d e l h o l d s a c r o s s a l l d a t a s e t s . T h e s e

r e s u l t s a r e d i s p l a y e d i n T a b l e T a b l e 6 . 5 .

T h e d i f f e r e n c e s b e t w e e n t h e l e a r n i n g m o d e l s a r e d e e m e d s t a t i s t i c a l l y s i g n i fi c a n t ,

i f t h e d i f f e r e n c e i n t h e m e a n r a n k s u r p a s s e s t h e c r i t i c a l d i s t a n c e ( C D = 2.015)
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Table 6.5.: R o b u s t s u m m a r y s t a t i s t i c s o f

t h e p e r f o r m a n c e o f t h e l e a r n e r s a c r o s s t h e

d a t a s e t s . S h o w n a r e t h e m e a n r a n k ( M R ) ,

m e d i a n ( M E D ) , m e d i a n a b s o l u t e d e v i a t i o n ,

c o n fi d e n c e i n t e r v a l o f t h e m e d i a n ( C I ) a n d

t h e e f f e c t s i z e i n c o m p a r i s o n t o t h e h i g h e s t

r a n k i n g l e a r n e r u s i n g A k i n s h i n ’ s 𝛾 [ A k i 2 0 ] .

L e a r n e r M R M E D M A D C I 𝛾

P a i r w i s e P a r e t o 1 . 1 4 3 0 . 9 5 0 0 . 0 6 5 [ 0 . 6 1 2 , 0 . 9 9 7 ] 0 . 0 0 0

P a r e t o 2 . 1 4 3 0 . 7 8 0 0 . 1 3 9 [ 0 . 5 6 9 , 0 . 9 6 4 ] 1 . 5 7 3

F A T E 3 . 8 5 7 0 . 7 4 1 0 . 1 3 3 [ 0 . 5 0 2 , 0 . 8 8 2 ] 2 . 0 0 7

R a n k N e t 3 . 8 5 7 0 . 7 4 4 0 . 1 0 4 [ 0 . 5 0 8 , 0 . 8 4 8 ] 2 . 3 8 2

F E T A 4 . 0 7 1 0 . 7 4 4 0 . 1 2 7 [ 0 . 5 0 1 , 0 . 8 7 4 ] 2 . 0 4 8

P a i r w i s e S V M 5 . 9 2 9 0 . 6 5 6 0 . 1 6 9 [ 0 . 5 0 1 , 0 . 8 2 1 ] 2 . 3 0 5

a s s p e c i fi e d b y t h e N e m e n y i t e s t . W e r e j e c t t h e n u l l h y p o t h e s i s ( 𝑝 < 0.001)
o f t h e F r i e d m a n t e s t t h a t t h e r e i s n o d i f f e r e n c e i n t h e c e n t r a l t e n d e n c y o f t h e

l e a r n e r s a n d , t h e r e f o r e , a s s u m e t h a t t h e r e i s a s t a t i s t i c a l l y s i g n i fi c a n t d i f f e r e n c e

b e t w e e n t h e m e d i a n v a l u e s o f t h e l e a r n e r s .

Figure 6.10.: C r i t i c a l d i s t a n c e d i a g r a m f o r

t h e N e m e n y i p o s t - h o c t e s t . T h e b l a c k b a r s

g r o u p a p p r o a c h e s f o r w h i c h n o s i g n i fi c a n t

d i f f e r e n c e c o u l d b e d e t e c t e d .

123456

PairwiseSVM

FETA

RankNet FATE

Pareto

PairwisePareto

CD

C o n s i d e r t h e c r i t i c a l d i s t a n c e p l o t i n F i g u r e 6 . 1 0 , w h i c h v i s u a l i z e s w h i c h

l e a r n e r s s i g n i fi c a n t l y d i f f e r i n p e r f o r m a n c e b y c o m p a r i n g t h e i r r a n k s w i t h

r e s p e c t t o t h e c r i t i c a l d i s t a n c e . B a s e d o n t h e p o s t - h o c N e m e n y i t e s t , t h e r e a r e

n o s i g n i fi c a n t d i f f e r e n c e s i n t h e g r o u p s m a r k e d b y b o l d b l a c k l i n e s . T h e r e a r e

n o s i g n i fi c a n t d i f f e r e n c e s w i t h i n t h e f o l l o w i n g g r o u p s : P a i r w i s e P a r e t o a n d

P a r e t o ; P a r e t o , F A T E , R a n k N e t , a n d F E T A ; F E T A a n d P a i r w i s e S V M . A l l

o t h e r d i f f e r e n c e s a r e s i g n i fi c a n t .

Ablations T o a d d r e s s r e s e a r c h q u e s t i o n s P - R Q 3 , P - R Q 4 a n d P - R Q 4 , w e c o n -A b l a t i o n s

d u c t e d a s e r i e s o f a b l a t i o n e x p e r i m e n t s u s i n g t h e s a m e m u l t i - o b j e c t i v e d a t a s e t s

a s b e f o r e . F i g u r e 6 . 1 1 p r e s e n t s a v i o l i n p l o t t h a t i l l u s t r a t e s t h e d i s t r i b u t i o n o f

Figure 6.11.: P l o t s h o w i n g t h e d i s t r i b u -

t i o n o f t h e m e a n A - m e a n p e r f o r m a n c e s o f

t h e P a r e t o l e a r n e r s ( P W - P a i r w i s e P a r e t o ,

P a r - P a r e t o ) . V a r i a n t s i n c l u d e t h e l e a r n -

e r s t r a i n e d w i t h M D S l o s s a n d t h o s e w i t h

s o f t p l u s i n s t e a d o f R e L U . V i o l i n s s h o w t h e

k e r n e l d e n s i t y e s t i m a t e o f t h e d i s t r i b u t i o n ,

w h i l e t h e b o x p l o t s s h o w t h e t h r e e q u a r t i l e s ,

a n d t h e w h i s k e r s d e p i c t 1.5 × i n t e r - q u a r t i l e

r a n g e . PW+MDS PW PW+Soft Par+MDS Par Par+Soft

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

A
-M

ea
n

t h e m e a n A - m e a n s o b t a i n e d f r o m t h e v a r i o u s d a t a s e t s . T h i s p l o t u s e s v i o l i n s t o

r e p r e s e n t k e r n e l d e n s i t y e s t i m a t e s o f e a c h d i s t r i b u t i o n , m i r r o r e d s y m m e t r i c a l l y

f o r c l a r i t y . I n t h e s e v i o l i n s , t h e w h i t e d o t r e p r e s e n t s t h e m e d i a n v a l u e o f e a c h

d i s t r i b u t i o n . T h e e n c l o s e d b o x p l o t s w i t h i n e a c h v i o l i n e x t e n d f r o m t h e l o w e r

t o t h e u p p e r q u a r t i l e o f t h e d i s t r i b u t i o n , d e p i c t i n g t h e i n t e r - q u a r t i l e r a n g e .
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T h e w h i s k e r s o n t h e s e b o x p l o t s i n d i c a t e 1.5× t h e i n t e r - q u a r t i l e r a n g e , p r o v i d -

i n g a d d i t i o n a l i n f o r m a t i o n a b o u t d a t a s p r e a d . D i f f e r e n t c o l o r s d i s t i n g u i s h t h e

v a r i a t i o n s i n o u r a p p r o a c h e s : T h e c o n t e x t - s e n s i t i v e P a i r w i s e P a r e t o a p p r o a c h i s

d e p i c t e d b y t h e v i o l i n s s h a d e d i n b l u e , w h i l e t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t P a r e t o

a p p r o a c h i s r e p r e s e n t e d b y t h e r e d v i o l i n s .

F i r s t , w e i n v e s t i g a t e w h e t h e r i n c l u d i n g t h e M D S l o s s h a s a p o s i t i v e / a d v e r s e

e f f e c t o n t h e p e r f o r m a n c e . T o t h i s e n d , w e r e p e a t t h e c o m p l e t e e v a l u a t i o n

o n a l l d a t a s e t s f o r P a r e t o a n d P a i r w i s e P a r e t o w i t h t h e M D S l o s s b e i n g u s e d

a n d i t s w e i g h t b e i n g o p t i m i z e d d u r i n g t h e H P O s t a g e . O u r fi n d i n g s i n d i c a t e d

n o s i g n i fi c a n t d i f f e r e n c e s i n p e r f o r m a n c e a c r o s s v a r i o u s d a t a s e t s w h e n w e s e t

a s i g n i fi c a n c e t h r e s h o l d o f 𝛼 = 0.05 u s i n g W i l c o x o n ’ s s i g n e d r a n k t e s t . I t i s

n o t e w o r t h y t h a t f o r t h e P a r e t o a p p r o a c h , t h e u s e o f t h e M D S l o s s s e e m e d t o

d e c r e a s e t h e v a r i a b i l i t y o f t h e r e s u l t s . H o w e v e r , f o r P a i r w i s e P a r e t o , w e o b s e r v e

a n i n c r e a s e d v a r i a n c e . C o n s e q u e n t l y , w e e x c l u d e d t h e M D S l o s s f u n c t i o n f o r

o u r m a i n c o m p a r i s o n s w h e n u t i l i z i n g t h e P a i r w i s e P a r e t o m o d e l .

N e x t , w e c h e c k i f r e p l a c i n g t h e m a x (0, ⋅) i n ( 6 . 5 ) a n d ( 6 . 6 ) b y t h e s o f t p l u s

f u n c t i o n l o g (1+𝑒𝑥) r e s u l t s i n a l o s s f u n c t i o n t h a t i s e a s i e r t o t r a i n a n d u l t i m a t e l y

a c h i e v e s a b e t t e r p e r f o r m a n c e . T h e r e s u l t s a r e a g a i n s h o w n i n F i g u r e 6 . 1 1 . F o r

P a i r w i s e P a r e t o , w e o b s e r v e a n i n c r e a s e i n m e d i a n p e r f o r m a n c e f r o m 90.3 %
t o 95.0 %, a n d t h e r e w a s a r e d u c t i o n i n t h e m e d i a n a b s o l u t e d e v i a t i o n f r o m

0.092 t o 0.044. D e s p i t e t h i s p o s i t i v e t r e n d , t h e i n c r e a s e d i d n o t r e a c h s t a t i s t i c a l

s i g n i fi c a n c e ( 𝑝 = 0.097, W i l c o x o n s i g n e d r a n k t e s t ) , s u g g e s t i n g t h e n e e d

f o r a d d i t i o n a l e x p e r i m e n t a t i o n . I n c o n t r a s t , f o r t h e P a r e t o m o d e l , w e d i d

n o t o b s e r v e a d i s c e r n i b l e d i f f e r e n c e i n p e r f o r m a n c e w h e n s w i t c h i n g b e t w e e n

t h e m a x a n d s o f t p l u s f u n c t i o n s . F o r t h e m a i n e x p e r i m e n t s , w e o p t t o u s e

t h e s o f t p l u s f o r b o t h a p p r o a c h e s s i n c e t h e l i m i t e d d a t a p o i n t s t o i t h a v i n g

a m i n o r p o s i t i v e e f f e c t , a l t h o u g h t h i s h y p o t h e s i s w a r r a n t s f u r t h e r e m p i r i c a l

v a l i d a t i o n .

N e x t , w e p r e s e n t t h e e x p e r i m e n t a l r e s u l t s e x a m i n i n g t h e e f f e c t o f t h e d i m e n -

s i o n a l i t y o f t h e e m b e d d i n g s p a c e 𝑑′ . F o r a d i m e n s i o n a l i t y o f 1 ( 𝑑′ = 1) , t h e
m o d e l i s r e s t r i c t e d t o r e p r e s e n t i n g a n d l e a r n i n g t o t a l o r d e r s , t h u s l i m i t i n g

p r e d i c t i o n s t o s i n g l e t o n s e t s . C o n s e q u e n t l y , o u r f o c u s s h i f t s t o c o m p a r i n g t h e

i m p a c t o f a t w o - d i m e n s i o n a l v e r s u s a t h r e e - d i m e n s i o n a l e m b e d d i n g s p a c e .
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Figure 6.12.: P l o t c o n t r a s t i n g t h e d i s t r i b u -

t i o n s o f t h e m e a n A - m e a n p e r f o r m a n c e s

o f t h e P a i r w i s e P a r e t o a p p r o a c h , o n c e w i t h

𝑑′ = 2 a n d o n c e w i t h 𝑑′ = 3. V i o l i n s s h o w

t h e k e r n e l d e n s i t y e s t i m a t e o f t h e d i s t r i -

b u t i o n , w h i l e t h e b o x p l o t s s h o w t h e t h r e e

q u a r t i l e s , a n d t h e w h i s k e r s d e p i c t 1.5 × i n t e r -

q u a r t i l e r a n g e .

T h e r e s u l t i n g v i o l i n p l o t i s s h o w n i n F i g u r e 6 . 1 2 . T h e t w o d i s t r i b u t i o n s a p p e a r

a l m o s t i d e n t i c a l , w i t h t h e m e d i a n A - m e a n e v e n s l i g h t l y l o w e r w h e n 𝑑′ = 3.
F o l l o w i n g t h i s a b l a t i o n e x p e r i m e n t , w e t h e r e f o r e d e c i d e d t o s t a n d a r d i z e t h e

d i m e n s i o n a l i t y t o 𝑑′ = 2 f o r a l l l e a r n e r s e m p l o y i n g P a r e t o - e m b e d d i n g s i n t h e

p r i m a r y e x p e r i m e n t s .

6.3.2.2. Discussion

N o w t h a t w e i n t r o d u c e d t h e r a w r e s u l t s , w e a r e g o i n g t o r e l a t e t h e m t o t h e

f o u r r e s e a r c h q u e s t i o n s w e i n t r o d u c e d a t t h e b e g i n n i n g o f S e c t i o n 6 . 3 .

W e b e g i n w i t h r e s e a r c h q u e s t i o n P - R Q 1 : W e a s k e d i f t h e P a r e t o - e m b e d d i n g

P - R Q 1

m o d e l s , P a r e t o a n d P a i r w i s e P a r e t o , c a n e f f e c t i v e l y l e a r n m e a n i n g f u l e m b e d -

d i n g s w h e n t r a i n e d w i t h o u r s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n . T h e r e s u l t s c o n fi r m

t h a t t h e y i n d e e d c a n . W e c a n s e e t h i s c l e a r l y f r o m t h e f a c t t h a t b o t h P a r e t o

a n d P a i r w i s e P a r e t o m o d e l s h a v e m a n a g e d t o r e a c h A - m e a n s c o r e s e x c e e d i n g
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0.9 o n s o m e o f t h e t w o - d i m e n s i o n a l t e s t p r o b l e m s ( n a m e l y T P , Z D T 1 t o 3
a n d Z D T 5 ) . T h i s i n d i c a t e s t h a t b o t h a p p r o a c h e s c a n s u c c e s s f u l l y r e p r e s e n t

a n d l e a r n t h e u n d e r l y i n g c h o i c e f u n c t i o n . S p e c i fi c a l l y , w h e n e x a m i n i n g t h e

Z D T 1 a n d Z D T 2 p r o b l e m s , t h e P a r e t o m o d e l , w h i c h i s c o n t e x t - i n d e p e n d e n t ,

e x h i b i t s a n a v e r a g e A - m e a n o f m o r e t h a n 0.95. T h i s s u g g e s t s a n a c c u r a t e

r e p r e s e n t a t i o n o f t h e i n h e r e n t c h o i c e f u n c t i o n a n d , h e n c e , t h e l e a r n e d P a r e t o

e m b e d d i n g . M o r e o v e r , a c l o s e r l o o k a t t h e T P a n d Z D T 2 d a t a s e t s r e v e a l s t h e

P a i r w i s e P a r e t o m o d e l ’ s e x c e p t i o n a l p e r f o r m a n c e , w i t h a n a v e r a g e A - m e a n e x -

c e e d i n g 0.99. T h i s s c o r e s h o w s t h a t t h e m o d e l i s a b l e t o m o d e l t h e s e p a r t i c u l a r

p r o b l e m s e t s n e a r l y p e r f e c t l y .

W h e n w e s h i f t o u r a t t e n t i o n t o t h e m o r e c o m p l e x D T L Z d a t a s e t s , w e c a n

s e e t h a t t h e P a i r w i s e P a r e t o m o d e l a t t a i n s a v e r a g e A - m e a n s c o r e s o f g r e a t e r

t h a n 0.9 o n D T L Z 2 a n d D T L Z 4 t o 7. I n c o n t r a s t , P a r e t o o n t h e s e s a m e

d a t a s e t s a c h i e v e s a v e r a g e s c o r e s i n t h e 0.7 t o 0.8 r a n g e . N o t a b l y , t h e s e d a t a s e t s

p o s s e s s a h i g h e r u n d e r l y i n g d i m e n s i o n a l i t y ( i . e . , 5 ) , w h i c h i s g r e a t e r t h a n t h e

e m b e d d i n g d i m e n s i o n a l i t y e m p l o y e d b y b o t h m o d e l s . I n l i g h t o f t h i s , t h e

s u p e r i o r p e r f o r m a n c e o f t h e P a i r w i s e P a r e t o m o d e l i s i n t r i g u i n g . O n e p o s s i b l e

e x p l a n a t i o n c o u l d b e t h a t P a i r w i s e P a r e t o i s i m p l i c i t l y l e a r n i n g t o u s e a h i g h e r -

d i m e n s i o n a l e m b e d d i n g b y t a k i n g a d v a n t a g e o f i t s s e t - b a s e d c o n t e x t . H o w e v e r ,

t h i s i n t r i g u i n g p h e n o m e n o n n e c e s s i t a t e s f u r t h e r e x p l o r a t i o n a n d a d d i t i o n a l

e x p e r i m e n t s t o v a l i d a t e t h e h y p o t h e s i s .

W i t h t h e r e l a t e d r e s e a r c h q u e s t i o n P - R Q 2 , w e w a n t e d t o a s s e s s t h e p e r f o r -P - R Q 2

m a n c e o f P a r e t o a n d P a i r w i s e P a r e t o i n c o m p a r i s o n t o e x i s t i n g a p p r o a c h e s , i n

p a r t i c u l a r o u r m o r e g e n e r a l F E T A a n d F A T E a r c h i t e c t u r e s . I n t h e s t a t i s t i c a l

a n a l y s i s , w e o b s e r v e d t h a t P a i r w i s e P a r e t o p e r f o r m s s i g n i fi c a n t l y b e t t e r t h a n

t h e o t h e r b a s e l i n e s a c r o s s t h e d a t a s e t s w e e m p l o y e d f o r t h i s s t u d y . I n t h e c a s e

o f t h e P a r e t o m o d e l , w e d i d n o t s e e t h a t i t o u t p e r f o r m s F E T A , F A T E , a n d

R a n k N e t s i g n i fi c a n t l y a c r o s s t h e e n t i r e d a t a s e t c o l l e c t i o n . N o n e t h e l e s s , t h e

P a r e t o m o d e l d i d e x h i b i t r e m a r k a b l e p e r f o r m a n c e i n t h e t w o - d i m e n s i o n a l

Z D T t e s t p r o b l e m s , a c h i e v i n g A - m e a n s c o r e s e x c e e d i n g 0.9 a n d o u t p e r f o r m i n g

t h e b a s e l i n e s b y a n o t a b l e m a r g i n . T h e r e f o r e , w e c o n c l u d e t h a t t h e s p e c i a l i z e d

P a r e t o - e m b e d d i n g m o d e l s h a v e t h e p o t e n t i a l t o e x c e e d t h e p e r f o r m a n c e o f

c u r r e n t l e a d i n g c h o i c e m o d e l s o n d a t a s e t s t h a t h a v e a l a t e n t l o w - d i m e n s i o n a l

u t i l i t y s t r u c t u r e .

M o v i n g o n t o o u r a b l a t i o n s , w i t h P - R Q 3 w e w a n t e d t o a n s w e r t h e q u e s t i o nP - R Q 3

o f w h e t h e r a n a d d i t i o n a l M D S t e r m i n t h e l o s s f u n c t i o n w o u l d i m p r o v e t h e

p e r f o r m a n c e o f t h e P a r e t o - e m b e d d i n g m o d e l s . I t i s i n t e n d e d t o c o n s e r v e t h e

o b s e r v e d d i s t a n c e s i n t h e o b j e c t s p a c e d u r i n g t h e e m b e d d i n g l e a r n i n g p r o c e s s .

W e d i d n o t fi n d a s i g n i fi c a n t e f f e c t o f t h i s t e r m o n t h e o v e r a l l d i s t r i b u t i o n o f

a v e r a g e A - m e a n s c o r e s , s u g g e s t i n g t h a t i t m a y n o t c o n t r i b u t e p o s i t i v e l y t o

p e r f o r m a n c e . C o n s e q u e n t l y , w e c a n a n s w e r P - R Q 3 w i t h a n o . W e d i d n o t

i n v e s t i g a t e w h e t h e r t h e M D S t e r m h e l p s w i t h t h e i n t e r p r e t a b i l i t y o f t h e l e a r n e d

e m b e d d i n g s , w h i c h c o u l d b e a n i n t e r e s t i n g d i r e c t i o n f o r f u t u r e r e s e a r c h .

A s f o r P - R Q 4 , i n a s e p a r a t e e x p e r i m e n t , w e r e p l a c e d t h e m a x o p e r a t i o n i n t h eP - R Q 4

l o s s f u n c t i o n w i t h a s m o o t h e r s o f t p l u s o p e r a t i o n . W e h y p o t h e s i z e d t h a t t h i s

c h a n g e w o u l d m a k e t h e l o s s f u n c t i o n e a s i e r t o o p t i m i z e . O u r r e s u l t s d i d n o t

s h o w a s i g n i fi c a n t b e n e fi t f r o m t h i s c h a n g e . W h i l e t h e r e w a s a s l i g h t p o s i t i v e

e f f e c t o n t h e P a i r w i s e P a r e t o m o d e l , t h e e v i d e n c e i s i n s u ffi c i e n t t o e s t a b l i s h
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a d e fi n i t i v e t r e n d . F u r t h e r e x p e r i m e n t s a r e n e c e s s a r y t o c o n fi r m t h e s e i n i t i a l

o b s e r v a t i o n s . O v e r a l l , w e w i l l a n s w e r P - R Q 4 t o t h e n e g a t i v e .

F i n a l l y , w e t u r n o u r a t t e n t i o n t o P - R Q 5 , w h e r e w e i n v e s t i g a t e d w h e t h e r P - R Q 5

i n c r e a s i n g t h e d i m e n s i o n a l i t y o f t h e e m b e d d i n g s p a c e i m p r o v e s p e r f o r m a n c e .

T o p r o v i d e c o n t e x t , t h e D T L Z d a t a s e t s i n o u r e v a l u a t i o n h a v e a n i n h e r e n t

d i m e n s i o n a l i t y o f 5 . T h u s , w e a n t i c i p a t e d t h a t i n c r e a s i n g t h e n u m b e r o f d i -

m e n s i o n s f r o m 𝑑′ = 2 t o 𝑑′ = 3 w o u l d i n c r e a s e p e r f o r m a n c e . H o w e v e r ,

l i t e r a t u r e o n p a r t i a l o r d e r e m b e d d i n g s s u g g e s t s t h a t fi n d i n g e m b e d d i n g s b e -

c o m e s c h a l l e n g i n g f o r 𝑑′ ≥ 3. A p r i o r i , i t w a s u n c l e a r w h e t h e r t h e i n c r e a s e i n

d i m e n s i o n w o u l d p r o v i d e a b e n e fi t . T h e r e s u l t s s h o w t h a t t h e d i s t r i b u t i o n o f

a v e r a g e A - m e a n s c o r e s a p p e a r s t o b e i d e n t i c a l , a n d t h e r e w a s n o s i g n i fi c a n t

d i f f e r e n c e . T h i s s u g g e s t s t h a t t h e l e a r n e r w a s u n a b l e t o l e v e r a g e t h e i n c r e a s e d

d i m e n s i o n a l i t y . F u r t h e r i n v e s t i g a t i o n i s n e e d e d t o u n d e r s t a n d w h y t h i s i s t h e

c a s e . A s f o r P - R Q 5 , t h e a n s w e r i s n o , i n c r e a s i n g t h e d i m e n s i o n a l i t y d o e s n o t

i m p r o v e p e r f o r m a n c e o f t h e P a r e t o - e m b e d d i n g a p p r o a c h e s .

O v e r a l l , t h e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n d e m o n s t r a t e s t h e a b i l i t y o f t h e P a r e t o a n d

P a i r w i s e P a r e t o m o d e l s t o l e a r n a n d r e p r e s e n t u n d e r l y i n g c h o i c e f u n c t i o n s

e f f e c t i v e l y . N o t a b l y , t h e P a i r w i s e P a r e t o m o d e l s h o w s p o t e n t i a l i n h a n d l i n g

m o r e c o m p l e x d a t a s e t s a n d e v e n o u t p e r f o r m s o u r m o r e g e n e r a l m o d e l s F E T A

a n d F A T E a c r o s s v a r i o u s d a t a s e t s . W h i l e t h e s e fi n d i n g s a r e v e r y p r o m i s i n g , i t

i s e s s e n t i a l t o r e c o g n i z e c e r t a i n l i m i t a t i o n s i n o u r e v a l u a t i o n t o p a v e t h e w a y

f o r f u t u r e i n v e s t i g a t i o n s .

6.3.2.3. Limitations

W e w a n t t o h i g h l i g h t a f e w i m p o r t a n t l i m i t a t i o n s t o b e a w a r e o f w h e n c o n -

t e x t u a l i z i n g o u r w o r k . W e w i l l d i s t i n g u i s h t h e l i m i t a t i o n s o f t h e l e a r n e r a n d

t h o s e o f t h e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n .

O u r e x a m i n a t i o n o f o u r s u r r o g a t e l o s s i n S e c t i o n 6 . 2 . 2 e s t a b l i s h e d i t s t h e o r e t i c a l

s u i t a b i l i t y . S p e c i fi c a l l y , w e d e m o n s t r a t e d t h a t a s u r r o g a t e l o s s o f 0 ( a c r o s s a l l

p o s s i b l e s u b s e t s o f o b j e c t s ) i m p l i e s t h a t a v a l i d P a r e t o - e m b e d d i n g h a s b e e n

l e a r n e d . H o w e v e r , w e h a v e n o t s e e n a p e r f o r m a n c e i m p r o v e m e n t w h e n i n -

c r e a s i n g t h e e m b e d d i n g d i m e n s i o n a l i t y . O n e p o t e n t i a l c a u s e i s t h a t t h e r e a r e

d i m i n i s h i n g r e t u r n s i n t h e d a t a s e t s i n v e s t i g a t e d . H e r e , i t w o u l d b e u s e f u l t o

i n v e s t i g a t e w h e t h e r t h i s i s t h e c a s e o r i f t h e r e a r e c o n v e r g e n c e i s s u e s i n h i g h e r

d i m e n s i o n s .

R e g a r d i n g o u r e m p i r i c a l e v a l u a t i o n , w e a d o p t e d s e v e r a l m e a s u r e s t o s e c u r e a

c o m p r e h e n s i v e a n d u n b i a s e d c o m p a r i s o n o f a l l l e a r n e r s . T h e s e s t e p s i n c l u d e d

t h e a p p l i c a t i o n o f H P O f o r a l l l e a r n e r s , u s i n g p r e c i s e l y s e e d e d r a n d o m g e n e r a -

t o r s , n e s t e d v a l i d a t i o n , a n d s u b s e q u e n t s t a t i s t i c a l a n a l y s i s . T h e d a t a s e t s w e r e

s e l e c t e d d u e t o t h e i r r e p u t a t i o n a s w i d e l y r e c o g n i z e d t e s t p r o b l e m s w i t h i n

t h e m u l t i - o b j e c t i v e o p t i m i z a t i o n fi e l d , e x h i b i t i n g a v a r i e t y o f c h a r a c t e r i s t i c s .

W h a t a d d i t i o n a l l y c o u l d b e i n t e r e s t i n g i s a n e v a l u a t i o n o f e x p e r i m e n t a l h u m a n

c h o i c e d a t a t h a t i n v e s t i g a t e s , w h e t h e r P a r e t o - e m b e d d i n g s w o r k w e l l i n e x p e r -

i m e n t s w h e r e c o n t e x t e f f e c t s a r e o b s e r v e d . I n e s s e n c e , w e w a n t t o k n o w i f t h e

c h o i c e m e c h a n i s m b a s e d o n m u l t i p l e u t i l i t i e s i s a l s o a g o o d c h o i c e m o d e l f o r

h u m a n b e h a v i o r . T h e r e f o r e , o n e n e e d s t o b e a w a r e t h a t t h e e x c e l l e n t r e s u l t s i n

t h e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n d o n o t y e t i m p l y t h a t i t i s a p l a u s i b l e m o d e l f o r h o w

h u m a n s m a k e d e c i s i o n s .
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6.4. Conclusion and Future Work

W e a r e c l o s i n g t h i s c h a p t e r b y h i g h l i g h t i n g w h a t w e h a v e a c c o m p l i s h e d . I n

u t i l i t y t h e o r y , w e u s u a l l y t r y t o fi n d a n u n d e r l y i n g u t i l i t y f u n c t i o n t h a t e x p l a i n s

a s e t o f p r e f e r e n c e s . I f o u r t a r g e t i s t o p r e d i c t s u b s e t c h o i c e s , i t i s u n c l e a r h o w

s i n g l e u t i l i t i e s c a n b e u s e d t o m o d e l s u c h p r e f e r e n c e s . I n t h i s c h a p t e r , w e

a s k e d w h a t h a p p e n s i f w e a s s u m e t h e e x i s t e n c e o f m u l t i p l e u t i l i t y f u n c t i o n s .

T h i s e l e g a n t l y a l l o w s u s t o m o d e l s u b s e t c h o i c e s s i n c e t h e P a r e t o - s e t p r o d u c e s a

n a t u r a l s u b s e t o f n o n - d o m i n a t e d o b j e c t s .

T h i s l e a d s u s t o o u r m a i n c o n t r i b u t i o n s . W e p r o p o s e d t o l e a r n t h i s s e t o f

u t i l i t y f u n c t i o n s , w h i c h w e c a l l e d a P a r e t o - e m b e d d i n g , t h a t i s a b l e t o p r o d u c e

t h e o r i g i n a l c h o i c e s w h e n c o u p l e d w i t h P a r e t o - o p t i m a l c h o i c e . I n o r d e r t o

l e a r n t h e e m b e d d i n g , w e p r o p o s e d a s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n a n d p r o v e d t h a t

t h e m i n i m i z a t i o n t h e r e o f g u a r a n t e e s a v a l i d P a r e t o - e m b e d d i n g . W e a l s o

t h e o r e t i c a l l y c h a r a c t e r i z e t h e e x a c t f a m i l y o f c h o i c e f u n c t i o n s t h a t c a n b e

r e p r e s e n t e d b y P a r e t o - e m b e d d i n g s , n a m e l y t h o s e w h o s e r e v e a l e d p r e f e r e n c e s

a r e a c e r t a i n p a r t i a l o r d e r .

F i n a l l y , w e p r o p o s e d t w o n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e s , t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t

P a r e t o a n d o n e c o n t e x t - s e n s i t i v e P a i r w i s e P a r e t o . W e e v a l u a t e t h e m e x t e n -

s i v e l y o n a s u i t e o f b e n c h m a r k d a t a s e t s a n d fi n d t h a t t h e y o u t p e r f o r m e x i s t i n g

b a s e l i n e s b y a l a r g e m a r g i n . A l l i n a l l , w e c o n c l u d e t h a t t h e r e s u l t s a r e v e r y

p r o m i s i n g a n d f e e l t h a t i t i s a w o r t h w h i l e r e s e a r c h d i r e c t i o n t o e x p l o r e .

Potential for Future Work W e s u g g e s t s e v e r a l p r o s p e c t i v e a r e a s f o r f u t u r eF u t u r e W o r k

e x p l o r a t i o n i n t h i s fi e l d o f s t u d y . O n e t h e o r e t i c a l l i n e o f i n v e s t i g a t i o n i n v o l v e s

o u r s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n . W h i l e w e h a v e p r o v e d t h a t i t s m i n i m i z a t i o n r e s u l t s

i n a v a l i d P a r e t o - e m b e d d i n g , w e d o n o t y e t k n o w w h e t h e r i t i s a c t u a l l y a g o o d

l o s s f u n c t i o n t o b e u s e d d u r i n g g r a d i e n t - b a s e d o p t i m i z a t i o n . E x p l o r i n g p o t e n -

t i a l i m p r o v e m e n t s h e r e c o u l d b e f r u i t f u l w h e n i n v e s t i g a t i n g m o r e e m b e d d i n g

d i m e n s i o n s .

A f u r t h e r t h e o r e t i c a l a s p e c t t o c o n s i d e r i s t h e u n d e r s t a n d i n g o f t h e m o d e l c l a s s

t h a t P a i r w i s e P a r e t o i s l e a r n i n g . U n l i k e t h e c o n t e x t - i n d e p e n d e n t P a r e t o , w h i c h

i s e v a l u a t e d i n d e p e n d e n t l y f o r e a c h o b j e c t , P a i r w i s e P a r e t o c a n l e a r n a d i f f e r -

e n t e m b e d d i n g f o r e a c h o b j e c t s e t , t h u s l e a r n i n g a m o r e c o m p l e x p r e f e r e n c e

s t r u c t u r e . T h e d e g r e e t o w h i c h t h i s i m p r o v e s t h e r e p r e s e n t a t i o n a l p o w e r o f

t h e m o d e l r e m a i n s u n c l e a r , m a k i n g t h i s a n a r e a w o r t h i n v e s t i g a t i n g .

O n t h e e m p i r i c a l s i d e , w e r e c o m m e n d c o n d u c t i n g a c o m p r e h e n s i v e e v a l u a t i o n

u s i n g r e a l - w o r l d d a t a s e t s , b u t m o r e i m p o r t a n t l y , h u m a n p r e f e r e n c e d a t a , t o

b e t t e r u n d e r s t a n d t h e c a p a b i l i t i e s o f P a r e t o - e m b e d d i n g s . S u c h a n a n a l y s i s c o u l d

a n s w e r q u e s t i o n s r e l a t e d t o t h e i n h e r e n t d i m e n s i o n a l i t y o f r e a l - w o r l d d a t a .

T h i s i n c l u d e s d e t e r m i n i n g t h e n e c e s s a r y n u m b e r o f e m b e d d i n g d i m e n s i o n s

f o r a d e q u a t e m o d e l i n g a n d a s s e s s i n g t h e r a t e a t w h i c h r e t u r n s d i m i n i s h w i t h

a d d i t i o n a l d i m e n s i o n s . F u r t h e r m o r e , i t i s v i t a l t o a s c e r t a i n w h e t h e r t h e 𝒩𝒫-

h a r d n e s s o f t h e p a r t i a l o r d e r e m b e d d i n g p r o b l e m r e m a i n s a c o n s t a n t c o n c e r n

i n p r a c t i c e , o r i f t h e r e a r e v i a b l e s t r a t e g i e s t o s c a l e u p t o h i g h l y d i m e n s i o n a l

e m b e d d i n g s .

A n a l t e r n a t e r e s e a r c h t r a j e c t o r y c o u l d f o c u s o n t h e p r e f e r e n c e e l i c i t a t i o n s e t t i n g ,

a f o r m o f a c t i v e l e a r n i n g . U n t i l n o w , w e h a v e a s s u m e d t h e e x i s t e n c e o f a
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d a t a s e t w i t h c h o i c e s t o b e m o d e l e d . P r e f e r e n c e e l i c i t a t i o n , h o w e v e r , i n v o l v e s

c a p t u r i n g a d e c i s i o n - m a k e r ’ s p r e f e r e n c e s b y r e p e a t e d l y p r e s e n t i n g t h e m w i t h

a p u r p o s e f u l l y c o n s t r u c t e d s e t o f o b j e c t s a n d o b s e r v i n g t h e i r c h o i c e s . T h e a i m

i s t o m o d e l t h e i r p r e f e r e n c e s a c c u r a t e l y w i t h m i n i m a l q u e r i e s . T h i s a p p r o a c h

w o u l d r e q u i r e a m o d e l t h a t c a n b e u s e d t o e x p r e s s i t s e p i s t e m i c u n c e r t a i n t y .

T h e p r o b a b i l i s t i c G P m o d e l d e v e l o p e d b y B e n a v o l i e t a l . [ B A P 2 3 b ] m a y s e r v e

a s a s t a r t i n g p o i n t f o r t h i s e n d e a v o r .

A r e l a t e d c o n s i d e r a t i o n i s t h e i n t e r p r e t a b i l i t y o f t h e e m b e d d i n g . I f w e u s e

P a r e t o - e m b e d d i n g s t o l e a r n l o w e r - d i m e n s i o n a l u t i l i t y f u n c t i o n s f o r a g i v e n

s e t o f o b j e c t s , w e m a y w a n t t o u n d e r s t a n d h o w e a c h u t i l i t y i s i n fl u e n c e d b y

t h e f e a t u r e s i n t h e o r i g i n a l o b j e c t s p a c e . S i m i l a r t o h o w f a c t o r s a r e a n a l y z e d i n

f a c t o r a n a l y s i s .





Conclusion and Future Work 7.
W e c o n c l u d e t h i s t h e s i s w i t h a r e fl e c t i o n o n o u r c o n t r i b u t i o n s t o p r e f e r e n c e

l e a r n i n g a n d n e i g h b o r i n g fi e l d s . I n S e c t i o n 7 . 1 , w e r e f e r b a c k t o t h e o r i g i n a l

r e s e a r c h q u e s t i o n s t h a t w e p o s e d i n S e c t i o n 1 . 1 . W e d e s c r i b e h o w t h e y h a v e

b e e n a n s w e r e d a n d d r a w c o n c l u s i o n s . W i t h S e c t i o n 7 . 2 , w e p u t t h e t h e s i s

a n d i t s fi n d i n g s i n t o a b r o a d e r c o n t e x t a n d a n a l y z e i t s i m p a c t o n t h e fi e l d o f

p r e f e r e n c e l e a r n i n g . D u r i n g t h e w o r k o n t h i s t h e s i s , w e i d e n t i fi e d s e v e r a l

p r o m i s i n g r e s e a r c h d i r e c t i o n s t h a t c o u l d b e a d d r e s s e d i n f u t u r e w o r k s . I n

S e c t i o n 7 . 3 , w e d i s c u s s e a c h d i r e c t i o n i n d e t a i l . F i n a l l y , w e c l o s e t h e t h e s i s

w i t h a c o n c l u d i n g s t a t e m e n t i n S e c t i o n 7 . 4 .

7.1. Summary of Key Findings

R e c a l l t h e m a i n g o a l o f t h i s t h e s i s , w h i c h w a s t o d e v e l o p e ffi c i e n t p r e f e r e n c e

m o d e l s t h a t c a n p r e d i c t s u b s e t c h o i c e s a n d i n c o r p o r a t e c o n t e x t e f f e c t s . W i t h

t h a t g o a l i n m i n d , w e s e t o u t t o a n s w e r f o u r r e s e a r c h q u e s t i o n s ( s e e S e c t i o n 1 . 1 ) .

I n t h i s s e c t i o n , w e w i l l n o w r e fl e c t o n t h e r e s u l t s w e o b t a i n e d t h r o u g h o u t t h e

w o r k o n t h i s t h e s i s a n d u s e t h e m t o a n s w e r o u r r e s e a r c h q u e s t i o n s .

Research Question 1 (RQ1):

“ W h i c h a p p r o a c h e s e x i s t i n p r e f e r e n c e l e a r n i n g , a n d o f t h o s e ,

w h i c h h a v e a m e c h a n i s m t o a c c o u n t f o r c o n t e x t e f f e c t s ? ”

T o a n s w e r R Q 1 , w e c o n d u c t t w o l i t e r a t u r e r e v i e w s . O n e i n c l a s s i c a l u t i l i t y

t h e o r y a n d p r e f e r e n c e m o d e l i n g , a n d t h e s e c o n d o n e i n p r e f e r e n c e l e a r n i n g

a s a s u b fi e l d o f m a c h i n e l e a r n i n g . T h e r e s u l t s a r e r e p o r t e d i n C h a p t e r 2 a n d

C h a p t e r 4 . W e i d e n t i f y t h e b i g f a m i l y o f r a n d o m u t i l i t y m o d e l s ( R U M s )

t h a t a r e s t i l l u s e d t o d a y t o m o d e l p r e f e r e n c e s . S o m e v a r i a n t s i n t h i s f a m i l y

d o h a v e m e c h a n i s m s t h a t l e t t h e m r e p r e s e n t c e r t a i n c o n t e x t e f f e c t s . A m o r e

r e c e n t b r a n c h o f r e s e a r c h i n c h o i c e m o d e l i n g a r e s o - c a l l e d m u l t i - s e l f m o d e l s ,

o f w h i c h S D A [ R O S 2 0 ] i s a r e c e n t r e p r e s e n t a t i v e . I n C h a p t e r 4 , w e h a v e

s e e n t h e b r e a d t h o f r e s e a r c h t h a t h a s b e e n c o n d u c t e d i n t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e

l e a r n i n g . T h e m a j o r i t y o f t h e a p p r o a c h e s w e c a t e g o r i z e a s c o n t e x t - i n d e p e n d e n t ,

d e m o n s t r a t i n g t h a t t h e s e t y p e s o f l e a r n e r s a r e u n d e r r e p r e s e n t e d i n t h e l i t e r a t u r e .

I n a d d i t i o n , t h e n u m b e r o f c h o i c e m o d e l s t o w h i c h w e c a n c o m p a r e o u r

a p p r o a c h e s i s l i m i t e d . T h e r e f o r e , w e a d a p t a r e p r e s e n t a t i v e s e l e c t i o n o f t h e

m o d e l s u s e d f o r r a n k i n g t a s k s t o a ( s u b s e t ) c h o i c e s e t t i n g f o r o u r e x p e r i m e n t a l

i n v e s t i g a t i o n s .

Research Question 2 (RQ2)

“ W h a t a r e d i f f e r e n t e ffi c i e n t a n d n o v e l m e c h a n i s m s t o c a p t u r e

t h e c o n t e x t i n a c h o i c e s e t t i n g ? ”
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W e b e g a n b y d e fi n i n g w h a t i t m e a n s f o r a c h o i c e t o b e c o n t e x t - d e p e n d e n t .

I d e n t i f y i n g g e n e r a l i z e d u t i l i t yg e n e r a l i z e d u t i l i t y a s a n i d e a l i z e d t a r g e t , w e d e r i v e t w o a p p r o a c h e s

F E T A a n d F A T E i n C h a p t e r 5 . B o t h m a k e l e a r n i n g a g e n e r a l i z e d u t i l i t y f u n c -

t i o n f e a s i b l e b y d i f f e r e n t m e a n s . F E T A d e c o m p o s e s t h e u t i l i t y i n t o l o w e r - o r d e r

u t i l i t y c o n t r i b u t i o n s , a n d F A T E c o n d e n s e s t h e t a s k c o n t e x t i n t o a t a s k r e p r e -

s e n t a t i v e , w h i c h i s t h e n u s e d a s t h e fi x e d c o n t e x t i n t h e u t i l i t y c o m p u t a t i o n .

B o t h a p p r o a c h e s a r e c o m p u t a t i o n a l l y e ffi c i e n t w i t h r e s p e c t t o t h e n u m b e r o f

o b j e c t s i n a t a s k , w i t h a l i n e a r c o m p l e x i t y a t p r e d i c t i o n t i m e – a c h i e v i n g o u r

fi r s t s e c o n d a r y o b j e c t i v e . F u r t h e r m o r e , t h e y c a n b e t r a i n e d i n a n e n d - t o - e n d

f a s h i o n i n c o n j u n c t i o n w i t h t h e l o s s f u n c t i o n s w e p r o p o s e .

I n C h a p t e r 6 , w e i n t r o d u c e a n o r t h o g o n a l m e t h o d o l o g y f o r l e a r n i n g c h o i c e

f u n c t i o n s t h r o u g h P a r e t o - e m b e d d i n g s . T h i s a p p r o a c h i n h e r e n t l y s u p p o r t s s u b s e tP a r e t o - e m b e d d i n g s

s e l e c t i o n w i t h o u t n e c e s s i t a t i n g t h e t h r e s h o l d i n g u t i l i z e d b y F E T A a n d F A T E .

W e a l s o p r o p o s e a d i f f e r e n t i a b l e s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n , e n a b l i n g t h e e m -

b e d d i n g t o b e s e a m l e s s l y i n t e g r a t e d a n d t r a i n e d w i t h i n a b r o a d e r e n d - t o - e n d

s y s t e m a r c h i t e c t u r e . I n t e r m s o f c o m p l e x i t y , o u r m e t h o d a c h i e v e s a n e x p e c t e d

l i n e a r t i m e c o m p l e x i t y w i t h r e s p e c t t o t h e n u m b e r o f o b j e c t s d u r i n g p r e d i c t i o n .

W e d e v e l o p t w o v e r s i o n s o f t h e e m b e d d i n g : o n e t h a t i s c o n t e x t - i n d e p e n d e n t

a n d a n o t h e r t h a t a d a p t s t h e e m b e d d i n g b a s e d o n t h e t a s k c o n t e x t .

Research Question 3 (RQ3)

“ W h a t i s t h e e x p r e s s i v e p o w e r o f t h e s e m o d e l s , a n d w h i c h o t h e r

i n t e r e s t i n g t h e o r e t i c a l p r o p e r t i e s c a n b e s h o w n ? ”

W e a n a l y z e a l l t h r e e o f t h e d e v e l o p e d m o d e l s w i t h r e s p e c t t o t h e i r e x p r e s s i v e

p o w e r , i . e . , h o w fl e x i b l e t h e y a r e i n r e p r e s e n t i n g a w i d e v a r i e t y o f c h o i c e

f u n c t i o n s . F o r F A T E w e s h o w t h a t i t i s fl e x i b l e e n o u g h t o r e p r e s e n t a l l p o s s i b l e

c h o i c e f u n c t i o n s , a t t h e c o s t o f n o t b e i n g a n i d e n t i fi a b l e m o d e l . T h e p a i r w i s e

a p p r o x i m a t i o n t o t h e c o m p l e t e F E T A m o d e l w e s h o w i s l i m i t e d i n i t s e x p r e s -

s i v e p o w e r . T h e r e a r e c h o i c e f u n c t i o n s d e fi n e d o n 7 o b j e c t s t h a t c a n n o t b e

r e p r e s e n t e d . T h e m o d e l i s , h o w e v e r , i d e n t i fi a b l e u p t o t h e 0t h o r d e r u t i l i t y .

S i m i l a r l y , w e s h o w t h a t c h o i c e f u n c t i o n s e x i s t t h a t c a n n o t b e r e p r e s e n t e d b y

P a r e t o - e m b e d d i n g s . W e a r e t h e n i n t e r e s t e d i n p r e c i s e l y c h a r a c t e r i z i n g t h e

r e p r e s e n t a b l e f a m i l y o f c h o i c e f u n c t i o n s . W e d e fi n e t h e P a r e t o - p r o p e r t y o n t h eP a r e t o - p r o p e r t y

l e v e l o f c h o i c e f u n c t i o n s a n d p r o v e t h a t i t i s e q u i v a l e n t t o c h o i c e f u n c t i o n s

r e p r e s e n t a b l e b y P a r e t o - e m b e d d i n g s . I n a d d i t i o n , w e p r o p o s e a n d a n a l y z e a

s u r r o g a t e l o s s f u n c t i o n f o r l e a r n i n g P a r e t o - e m b e d d i n g s . H e r e , w e p r o v e t h a t

a l o s s o f 0 g u a r a n t e e s t h a t o n e h a s o b t a i n e d P a r e t o - e m b e d d i n g , a n d w e a l s o

s h o w t h a t i t s u ffi c e s t o m i n i m i z e t h e l o s s o n l y o n p a i r w i s e c o m p a r i s o n s .

Research Question 4 (RQ4)

“ H o w c a n t h e s e m o d e l s b e i n f e r r e d f r o m d a t a , a n d h o w d o t h e y

c o m p a r e t o e x i s t i n g m o d e l s ? ”

W e e m p l o y a s t r a i g h t f o r w a r d m e t h o d o l o g y t o a n s w e r t h e fi r s t p a r t o f t h i s

q u e s t i o n . W e d e fi n e d i f f e r e n t i a b l e l o s s f u n c t i o n s a n d c o m b i n e t h e m w i t h a

s u i t a b l e n e u r a l n e t w o r k a r c h i t e c t u r e . T h e n , t h e l o s s e s a r e m i n i m i z e d u s i n g

s t a n d a r d s t o c h a s t i c g r a d i e n t d e s c e n t ( S G D ) a l g o r i t h m s . F o r t h e n e u r a l n e t w o r k

a r c h i t e c t u r e s , w e m a d e s u r e t o l e t t h e m e n c o d e t h e m o d e l w e a r e a i m i n g f o r t o
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a v o i d i n t r o d u c i n g a d d i t i o n a l a r c h i t e c t u r a l b i a s e s . S o m e a r c h i t e c t u r a l c h o i c e s

w e t e s t i n a b l a t i o n s t u d i e s , s u c h a s t h e P a r e t o - e m b e d d i n g a r c h i t e c t u r e s .

W e c o m p a r e o u r a p p r o a c h e s i n e x t e n s i v e e m p i r i c a l e v a l u a t i o n s t o r e p r e s e n t a -

t i v e b a s e l i n e s f r o m t h e l i t e r a t u r e . C a r e w a s t a k e n t o m a x i m i z e t h e p e r f o r m a n c e

o f e a c h m o d e l , t o e n s u r e a f a i r c o m p a r i s o n . W e o b s e r v e t h a t F E T A - N e t a n d

F A T E - N e t o f t e n o u t p e r f o r m t h e b a s e l i n e s b y a l a r g e m a r g i n , e s p e c i a l l y o n t h e

t a s k s w i t h a s t r o n g c o n t e x t - d e p e n d e n c e . W e s a w a r e l a t i v e i m p r o v e m e n t i n

c a t e g o r i c a l a c c u r a c y o f u p t o 162 % i n t h e c a s e o f F E T A - N e t o n t h e s i n g l e t o n

c h o i c e t a s k s , a n d a n i m p r o v e m e n t i n 𝐹1- m e a s u r e o f u p t o 17 % o n t h e s u b s e t

c h o i c e t a s k s . F A T E - N e t s i m i l a r l y w a s a b l e t o o u t p e r f o r m t h e b a s e l i n e s o n

m a n y t a s k s b u t t r a i l e d s l i g h t l y b e h i n d F E T A - N e t . F E T A - N e t w a s a l s o a b l e

t o c o n v e r g e f a s t e s t t o a n a c c u r a c y o f 100 % i n o u r i n fi n i t e d a t a e x p e r i m e n t ,

w h e r e w e e q u a l i z e d t h e n u m b e r o f p a r a m e t e r s o f e a c h m o d e l t o a s c e r t a i n w h i c h

m o d e l i s t h e m o s t d a t a e ffi c i e n t . W e c a n s e e t h a t w h i l e F A T E ( a n d t h e r e f o r e

F A T E - N e t ) i s a b l e t o r e p r e s e n t a l l p o s s i b l e c h o i c e f u n c t i o n s , t h e i n d u c t i v e b i a s

o f F E T A a l l o w s t h e m o d e l t o b e m u c h m o r e d a t a e ffi c i e n t .

M o v i n g o n t o t h e r e s u l t s o f o u r c o n t e x t - i n d e p e n d e n t P a r e t o a n d c o n t e x t -

d e p e n d e n t P a i r w i s e P a r e t o P a r e t o - e m b e d d i n g a r c h i t e c t u r e s . W h e n e v a l u a t e d

o n t h e b e n c h m a r k s u i t e u s e d i n S e c t i o n 6 . 3 , w e s e e t h a t P a i r w i s e P a r e t o s i g n i fi -

c a n t l y o u t p e r f o r m s a l l b a s e l i n e s , i n c l u d i n g o u r F E T A - N e t a n d F A T E - N e t ,

o f t e n a c h i e v i n g a n A - m e a n o f m o r e t h a n 0.99. T h i s d e m o n s t r a t e s t h a t s p e c i a l i s t

m o d e l s s u c h a s P a r e t o - e m b e d d i n g s c a n o u t p e r f o r m m o r e g e n e r a l i s t c h o i c e

m o d e l s i n c e r t a i n d o m a i n s .

O v e r a l l , w e c a n c o n c l u d e t h a t t h e r e s e a r c h q u e s t i o n s w e p o s e d a t t h e b e g i n n i n g

o f t h i s t h e s i s h a v e b e e n a n s w e r e d . A s s u c h , o u r c o n t r i b u t i o n s i n t h i s t h e s i s

a r e s i g n i fi c a n t a n d a d v a n c e t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g . T o e x p l o r e t h e

p o t e n t i a l i m p a c t o f t h e s e c o n t r i b u t i o n s , w e w i l l n o w d i s c u s s t h e b r o a d e r c o n t e x t

o f t h i s w o r k .

7.2. Contextualization and Impact

T h i s t h e s i s a d v a n c e s t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g b y i n t r o d u c i n g n o v e l

c o n t e x t - d e p e n d e n t m o d e l s t h a t s i g n i fi c a n t l y e n h a n c e o u r a b i l i t y t o m o d e l

d i v e r s e p r e f e r e n c e s a c r o s s a s p e c t r u m o f a p p l i c a t i o n s . I t i s e s p e c i a l l y u s e f u l i n

t h e c o n t e x t o f c h o i c e m o d e l i n g a n d i s u s e f u l i n a w i d e r a n g e o f fi e l d s b e y o n d

t r a d i t i o n a l m a c h i n e l e a r n i n g . T h e c o n t e x t - d e p e n d e n t m o d e l s i n t r o d u c e d i n

t h i s t h e s i s h a v e t h e p o t e n t i a l t o i m p a c t h o w c h o i c e s a r e m o d e l e d i n p r a c t i c e .

T h i s i s t r u e , p a r t i c u l a r l y i n s e c t o r s w h e r e t h e p r e d i c t i v e p e r f o r m a n c e a n d t h e

fl e x i b i l i t y o f t h e m o d e l s a r e c r u c i a l , s u c h a s i n e - c o m m e r c e a n d i n f o r m a t i o n

r e t r i e v a l .

I n c o n t r a s t t o e x i s t i n g m o d e l s f o r c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e s , o u r m o d e l s

a r e g e n e r a l i n t h a t t h e y c a n r e p r e s e n t c o n t e x t e f f e c t s t h a t a r e n o t y e t k n o w n

a n d a r e n o t l i m i t e d t o h u m a n c h o i c e s . T h i s a l l o w s o u r m o d e l s t o l e a r n m o r e

c o m p l i c a t e d a l g o r i t h m i c c h o i c e f u n c t i o n s . T h i s c o u l d b e p a r t i c u l a r l y u s e f u l

i n s c e n a r i o s r e q u i r i n g a n a c c u r a t e s u r r o g a t e o f c o m p l e x , c o s t l y - t o - e v a l u a t e

c h o i c e f u n c t i o n s , s u c h a s m u l t i - o b j e c t i v e o p t i m i z a t i o n .

W e a d d r e s s a c r i t i c a l g a p i n p r e f e r e n c e l e a r n i n g : t h e e ffi c i e n t p r e d i c t i o n o f s u b - e ffi c i e n t p r e d i c t i o n o f s u b s e t c h o i c e s

s e t c h o i c e s , a n a r e a t h a t h a s s e e n l i m i t e d d e v e l o p m e n t u n t i l n o w . E x i s t i n g
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m e t h o d o l o g i e s i n s u b s e t c h o i c e m o d e l i n g l a c k e d e ffi c i e n t p r e d i c t i v e m e c h -

a n i s m s f o r s u b s e t c h o i c e s . I n c o n t r a s t , o u r a p p r o a c h e s p r o v i d e a s i g n i fi c a n t

i m p r o v e m e n t , e n a b l i n g t h e p r e d i c t i o n o f s u b s e t s w i t h i n p o l y n o m i a l , a n d i n

s o m e i n s t a n c e s l i n e a r , t i m e ( i n t h e n u m b e r o f o b j e c t s ) . T h i s e ffi c i e n c y i s c r u c i a l

f o r h a n d l i n g l a r g e d a t a s e t s , m a k i n g o u r m o d e l s n o t o n l y m o r e e f f e c t i v e b u t

a l s o m o r e s c a l a b l e . H o w e v e r , t h i s i m p r o v e m e n t i n r u n t i m e d o e s n o t m e a n

t h a t w e h a v e t o s a c r i fi c e t h e a b i l i t y o f t h e m o d e l s t o t a k e t h e t a s k c o n t e x t

i n t o a c c o u n t . T h r o u g h r i g o r o u s e x p e r i m e n t a l e v a l u a t i o n s , w e s h o w t h a t o u r

m o d e l s p e r f o r m s i g n i fi c a n t l y b e t t e r t h a n o u r b a s e l i n e s o n c o n t e x t - d e p e n d e n t

t a s k s , u n d e r s c o r i n g t h e p r a c t i c a l i m p l i c a t i o n s o f o u r r e s e a r c h .

W h i l e t h i s t h e s i s a d d r e s s e s c r i t i c a l g a p s i n t h e m o d e l i n g o f c h o i c e s , t h e e v o l v i n g

n a t u r e o f t h e fi e l d p r e s e n t s o n g o i n g c h a l l e n g e s . I n t h e n e x t s e c t i o n , w e i d e n t i f y

k e y a r e a s f o r f u t u r e r e s e a r c h , f o c u s i n g o n u n r e s o l v e d c h a l l e n g e s a n d o f f e r i n g a

r o a d m a p f o r a d d r e s s i n g t h e m .

7.3. Future Research Directions

D u r i n g o u r r e s e a r c h o n t h e t o p i c s c o v e r e d t h r o u g h o u t t h i s t h e s i s , w e i d e n t i fi e d

s e v e r a l p r o m i s i n g a r e a s w h e r e r e s e a r c h c o u l d b e f o c u s e d n e x t . W e w i l l n o w

p r e s e n t t h e m o s t i m p a c t f u l d i r e c t i o n s g r o u p e d b y c a t e g o r y .

7.3.1. Incorporating More Context and Scalability

T h e m e t h o d o l o g i e s w e d e v e l o p i n t h i s t h e s i s a l l o w u s t o l e a r n a r i c h e r s e t

o f p r e f e r e n c e s t h a n b e f o r e . I t i s n a t u r a l t o a s k h o w o t h e r c o n t e x t s c a n b e

i n c o r p o r a t e d i n t o a c h o i c e m o d e l . A d d i n g i n s t a n c e f e a t u r e s t o t h e m o d e l s

p r o p o s e d i n t h i s t h e s i s i s s t r a i g h t f o r w a r d , a n d w e w i l l d i s c u s s t h i s i n t h e s e c t i o n

a b o u t p e r s o n a l i z a t i o n . A p r o m i s i n g d i r e c t i o n f o r f u t u r e r e s e a r c h i s d y n a m i cd y n a m i c c o n t e x t m o d e l i n g

c o n t e x t m o d e l i n g , i . e . , t o i n c o r p o r a t e h o w t h e i n fl u e n c e o f t h e c o n t e x t c h a n g e s

o v e r t i m e i n t o t h e m o d e l i n g p r o c e s s . O n t h e o n e h a n d , t h i s c a n a c c o m m o d a t e

c h a n g e s i n t h e c h o i c e b e h a v i o r o f t h e p o p u l a t i o n , b u t o n t h e o t h e r h a n d , i t c a n

a l s o r e fl e c t c h a n g e s i n t h e d a t a - g a t h e r i n g p r o c e s s . T a k e , f o r i n s t a n c e , a h o t e l

b o o k i n g w e b s i t e t h a t c h a n g e s h o w s e a r c h r e s u l t s a r e d i s p l a y e d . A s w e k n o w

f r o m r e s e a r c h o n c o n t e x t e f f e c t s , t h i s c a n d r a s t i c a l l y c h a n g e t h e i m p a c t o f t h e

c o n t e x t o n t h e o v e r a l l d e c i s i o n .

A m a j o r t r e n d i n m a c h i n e l e a r n i n g i s m u l t i - m o d a l l e a r n i n g [ X Z C 2 3 ] , w h e r e

d i f f e r e n t t y p e s o f d a t a ( s u c h a s t e x t , i m a g e s , s o u n d , e t c . ) a r e c o m b i n e d . M u l t i -M u l t i - m o d a l c h o i c e m o d e l i n g

m o d a l c h o i c e m o d e l i n g w o u l d a l l o w u s t o m o d e l m a n y m o r e r e l e v a n t c o n t e x t

e f f e c t s . F o r e x a m p l e , i m a g e d a t a c o u l d b e u s e d t o l e a r n w h a t u s e r s d e e m

i m p o r t a n t w h e n c o m p a r i n g p i c t u r e s o f d i f f e r e n t p r o d u c t s . Q u e s t i o n s l i k e

w h i c h i n fl u e n c e t h e b a c k g r o u n d o f a n i m a g e h a s o n t h e c h o i c e s c o u l d b e

a d d r e s s e d .

A n o t h e r i m p o r t a n t d i m e n s i o n i s s c a l a b i l i t y . S e v e r a l i n t e r e s t i n g q u e s t i o n s a r i s e

i n a r e g i m e w h e r e t h e n u m b e r o f o b j e c t s p e r t a s k b e c o m e s l a r g e . W h i l e t h e

r a w c o m p u t a t i o n a l c o m p l e x i t y b e c o m e s a n i s s u e , a d d i t i o n a l c o n s i d e r a t i o n s

a r e w o r t h e x p l o r i n g . W e k n o w f r o m s t u d i e s w i t h h u m a n p a r t i c i p a n t s t h a t

t h e n a t u r e o f c o n t e x t e f f e c t s c h a n g e s w h e n t h e n u m b e r o f o b j e c t s b e c o m e s

l a r g e ( s e e S e c t i o n 2 . 3 ) . A s i t i s s i m p l y n o l o n g e r p o s s i b l e t o c o m p a r e a l l o p t i o n s ,
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p a r t i c i p a n t s t u r n t o s a t i s fi c i n g t o fi n d g o o d e n o u g h o p t i o n s t o c h o o s e . T h e r e f o r e ,

a n i n t e r e s t i n g p r o b l e m i s s e l e c t i n g a r e p r e s e n t a t i v e s a m p l e o f a l l a v a i l a b l e

o b j e c t s i n a c o m p l e t e t a s k t o p r e s e n t t o t h e u s e r . S u c h a s e l e c t i o n s h o u l d

i d e a l l y b e s m a l l e n o u g h t o e n c o u r a g e t h e u s e r t o fi n d t h e b e s t o b j e c t s , c o n t a i n

t h e o v e r a l l m o s t p r o m i s i n g o b j e c t s , b u t a l s o b e d i v e r s e . I n a d d i t i o n , t h e r e i s

a l s o a n a c t i v e l e a r n i n g c o m p o n e n t , w h e r e w e m a y w a n t t o p e r i o d i c a l l y i n c l u d e

o p t i o n s t h a t w e a r e u n c e r t a i n a b o u t t o i m p r o v e o u r m o d e l . I n a p p l i c a t i o n s

w h e r e t h e o p t i o n s c o m p e t e , s u c h a s i n a s e a r c h e n g i n e , f a i r n e s s i s i m p o r t a n t .

O v e r a l l , t h i s s e t t i n g i s s i m i l a r t o t h e p r e s e l e c t i o n b a n d i t s e t t i n g c o n s i d e r e d

b y B e n g s a n d H ü l l e r m e i e r [ B H 2 0 ] b u t a d d s a f e w a d d i t i o n a l d i m e n s i o n s . I n

i n f o r m a t i o n r e t r i e v a l s y s t e m s , m u l t i - s t a g e m e t h o d o l o g i e s a r e c o m m o n t o t a c k l e

t h e i s s u e o f c o m p u t a t i o n a l c o m p l e x i t y ; h o w e v e r , t h e y d o n o t a d d r e s s a l l o f t h e

a f o r e m e n t i o n e d a s p e c t s [ Z h a + 2 4 ] .

7.3.2. Interpretability and Context Effects

I n t e r p r e t a b i l i t y a n d e x p l a i n a b l e a r t i fi c i a l i n t e l l i g e n c e ( A I ) h a v e i n c r e a s e d i n

i m p o r t a n c e a n d p o p u l a r i t y a s m o r e a n d m o r e m o d e l s i n p r a c t i c e a r e b l a c k

b o x e s s u c h a s n e u r a l n e t w o r k s [ B P 2 1 ] . T h i s b e c o m e s p a r t i c u l a r l y i m p o r t a n t

i n c h o i c e m o d e l i n g , w h e r e w e n o t o n l y w a n t t o fi n d a g o o d p r e d i c t i v e m o d e l

b u t a l s o u n d e r s t a n d h o w a c h o i c e w a s m a d e . M o d e l i n g c o n t e x t e f f e c t s i n v o l v e s

s e v e r a l a s p e c t s . A s a fi r s t s t e p , d e t e c t i n g w h e t h e r a n d w h a t k i n d o f c o n t e x t

e f f e c t i s p r e s e n t i n t h e d a t a c o u l d b e w o r t h w h i l e . W e p r e s e n t i n i t i a l r e s e a r c h

i n t h i s d i r e c t i o n i n S e c t i o n 2 . 3 . 1 . A s p r e v i o u s l y m e n t i o n e d , o u r m o d e l s a r e , i n

p r i n c i p l e , a b l e t o m o d e l c o n t e x t e f f e c t s t h a t h a v e n o t b e e n i d e n t i fi e d i n t h e

l i t e r a t u r e . A n i m p a c t f u l r e s e a r c h d i r e c t i o n h e r e c o u l d b e t o w o r k t o w a r d s a

m e c h a n i s t i c m o d e l o f t h e c o n t e x t e f f e c t . A n i d e a f o r t h i s i s t o d e c o m p o s e t h e

m o d e l i n t o a c o n t e x t - i n d e p e n d e n t c o m p o n e n t a n d a s y m b o l i c m o d e l f o r t h e

c o n t e x t - d e p e n d e n t d e v i a t i o n s . T h i s w o u l d a l l o w p r a c t i t i o n e r s t o g a i n d e e p

i n s i g h t s i n t o h o w t h e a c t u a l c h o i c e p r o c e s s i n c o r p o r a t e s t h e t a s k c o n t e x t .

7.3.3. Personalization and Bias

T h e r e s e a r c h d i r e c t i o n s w e p r e v i o u s l y p r e s e n t e d e n a b l e t h e m o v e t o w a r d s m o r e

fi n e - g r a i n e d p e r s o n a l i z a t i o n . B y i n c o r p o r a t i n g u s e r a n d a d d i t i o n a l c o n t e x t

f e a t u r e s , w e c a n m o d e l d i f f e r e n t t y p e s a n d s t r e n g t h s o f c o n t e x t e f f e c t s i n t h e

d a t a . F o r e x a m p l e , t a k e t h e o r g a n i z e r o f a m o v i e n i g h t t h a t c o l l e c t s a w i s h l i s t

o f m o v i e s a n d h a s t o d e c i d e o n o n e . T h e y m a y b e i n t e r e s t e d i n fi n d i n g a g r e a t

m o v i e t h a t f u l fi l l s s e v e r a l c r i t e r i a , a n d t h e y c a r e f u l l y c o n s i d e r a l l s u b m i t t e d

m o v i e s , a n d p o t e n t i a l l y e v e n p a s t c h o s e n m o v i e s , t o g a u g e t h e o v e r a l l t a s t e

p r o fi l e . O n t h e o t h e r h a n d , a p e r s o n c o m i n g h o m e f r o m a s t r e s s f u l d a y o f w o r k

m a y w a n t t o fi n d a g o o d m o v i e q u i c k l y w i t h o u t w a n t i n g t o u s e m e n t a l c a p a c i -

t i e s t o c o m p a r e d i f f e r e n t m o v i e o p t i o n s . T h e l e v e l o f c o n t e x t - d e p e n d e n c e i s

d i f f e r e n t f o r b o t h o f t h e s e s e t t i n g s . I n c o r p o r a t i n g a d d i t i o n a l c o n t e x t c a n a l s o

y i e l d d e e p e r i n s i g h t s i n t o c h o i c e b e h a v i o r . O n e m a y b e i n t e r e s t e d i n s e g m e n t -

i n g t h e u s e r b a s e b a s e d o n t h e i r p r e f e r e n c e s , i . e . , i d e n t i f y i f t h e r e a r e c l u s t e r s o f

u s e r s w i t h s i m i l a r ( c o n t e x t u a l ) c h o i c e b e h a v i o r . T h i s c o u l d i n f o r m d e c i s i o n s

o n h o w a l t e r n a t i v e s a n d t h e i r f e a t u r e s a r e c o m m u n i c a t e d t o d i f f e r e n t g r o u p s o f

u s e r s . I n m a r k e t i n g , o n e m a y b e i n t e r e s t e d i n w h i c h u s e r s a r e m o s t i n fl u e n c e d

b y c e r t a i n c o n t e x t s a n d t o w h a t e x t e n t .
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F o r n o w , w e m o s t l y t a l k e d a b o u t c a p t u r i n g r i c h e r p r e f e r e n c e s b y i n c o r p o r a t -

i n g m o r e c o n t e x t . W e c a n a l s o fl i p t h i s a r o u n d a n d c o n s i d e r h o w c o n t e x t -

d e p e n d e n t m o d e l s c o u l d b e u s e d f o r “ d e b i a s i n g ” . S a y t h e g o a l i s t o t r a i n a“ d e b i a s i n g ”

c o n t e x t - i n d e p e n d e n t m o d e l o n a l a r g e d a t a s e t . I t i s k n o w n t h a t t h e w a y t h e

d a t a w a s c o l l e c t e d w i l l l i k e l y l e a d t o c o n t e x t e f f e c t s , i . e . , t h e r e w e r e f e w o b j e c t s ,

t h e o b j e c t s w e r e e a s y t o c o m p a r e , e t c . T h e n , t h e s e c o n t e x t e f f e c t s c o u l d l e a d

t o b i a s a n d , u l t i m a t e l y , w o r s e g e n e r a l i z a t i o n f o r a c o n t e x t - i n d e p e n d e n t m o d e l .

T h e i d e a o f d e b i a s i n g w o u l d fi r s t b e t o g a u g e h o w s t r o n g t h e b i a s l i k e l y w i l l

b e a n d , s e c o n d l y , t o t r a i n a n e ffi c i e n t d e c o m p o s a b l e c o n t e x t - d e p e n d e n t m o d e l

o n a s u b s e t o f t h e d a t a t h a t i s t h e n u s e d t o “ c o r r e c t ” o r d o w n w e i g h c h o i c e s

t h a t l i k e l y r e s u l t e d f r o m t h e o b j e c t c o n t e x t .

7.4. Concluding Statement

I n t h i s t h e s i s , w e d e v e l o p a n d e v a l u a t e s e v e r a l c o m p l e m e n t a r y c o n t e x t - d e p e n d e n t

c h o i c e m o d e l s t h a t c a n p r e d i c t s i n g l e t o n a n d s u b s e t c h o i c e s . T h e s e c o n t r i b u -

t i o n s a d v a n c e t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g a n d c h o i c e m o d e l i n g a s a w h o l e ,

e n a b l i n g p r a c t i t i o n e r s t o l e a r n r i c h e r t y p e s o f p r e f e r e n c e s . W e i d e n t i f y s e v e r a l

p r o m i s i n g d i r e c t i o n s f o r f u t u r e r e s e a r c h . F i r s t l y , w e s u g g e s t i n c o r p o r a t i n g a

m o r e m u l t i - m o d a l c o n t e x t f o r a m o r e h o l i s t i c v i e w o f w h i c h a s p e c t s i m p a c t

a c h o i c e d e c i s i o n . I n a d d i t i o n , i n c r e a s i n g t h e d e g r e e o f p e r s o n a l i z a t i o n a n d

i n t e r p r e t a b i l i t y o f t h e m o d e l s a n d t h e d e t e c t e d c o n t e x t e f f e c t s c o u l d m a k e t h e

m o d e l s a p p l i c a b l e i n m o r e d o m a i n s . W e s e e t h e b i g g e s t i m p a c t i n a p p l i c a t i o n s

w h e r e p r e c i s e a n d e ffi c i e n t m o d e l s o f c o n t e x t u a l c h o i c e b e h a v i o r a r e i m p o r -

t a n t . T h e s e i n c l u d e e - c o m m e r c e , m a r k e t r e s e a r c h , i n f o r m a t i o n r e t r i e v a l , a n d

r e c o m m e n d e r s y s t e m s s i n c e t h e p r e d i c t i v e a c c u r a c y i s c e n t r a l a n d t h e d a t a s e t s

a r e t y p i c a l l y l a r g e . A d d i t i o n a l l y , t h i s i m p a c t e x t e n d s t o t h e d o m a i n o f e v i d e n c e

s y n t h e s i s , w h e r e c h o i c e s c o n t a i n s u b s t a n t i a l i n f o r m a t i o n [ B B 2 3 ] .

T h r o u g h o u r w o r k o n t h i s t h e s i s , w h i c h s i t s a t t h e i n t e r s e c t i o n o f s e v e r a l

d i s c i p l i n e s , w e g a i n a n a p p r e c i a t i o n o f t h e d i f f e r e n t p e r s p e c t i v e s e a c h fi e l d h a s

o n t h e s a m e p r o b l e m . H o w e v e r , e a c h fi e l d i s a l s o , i n a s e n s e , “ m y o p i c ” i n t h a t

m o r e c r o s s - c o n t a m i n a t i o n b e t w e e n t h e m c o u l d b e f r u i t f u l . T h e r e f o r e , o u r

v i s i o n f o r c h o i c e m o d e l i n g w i t h i n p r e f e r e n c e l e a r n i n g i s a n a r e a o f r e s e a r c h t h a t

s e a m l e s s l y b r i d g e s i n t e r d i s c i p l i n a r y g a p s . A c k n o w l e d g i n g t h e c h a l l e n g e s a n d

d e v e l o p i n g a c o m p r e h e n s i v e s e t o f t o o l s t o m o d e l a n d u n d e r s t a n d p r e f e r e n c e s

i n a l l k i n d s o f c o n t e x t s . T h e r e f o r e , w e c a l l u p o n t h e r e s e a r c h c o m m u n i t y

i n p r e f e r e n c e l e a r n i n g , c h o i c e m o d e l i n g , a n d a p p l i c a t i o n s t o b u i l d u p o n o u r

p r o p o s e d m e t h o d s . I n t e g r a t i n g o u r c o n t e x t - d e p e n d e n t c h o i c e m o d e l s w i t h

t h e i r e x p e r t i s e t o s o l v e p r e v i o u s l y i n f e a s i b l e p r o b l e m s m o v e s u s t o w a r d s a

b e t t e r a n d m o r e c o m p l e t e u n d e r s t a n d i n g o f p r e f e r e n c e s .
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Glossary

A C E a x i o m o f c h o i c e b y e l i m i n a t i o n

A d a m a d a p t i v e m o m e n t e s t i m a t i o n

A I a r t i fi c i a l i n t e l l i g e n c e

A P a v e r a g e p r e c i s i o n

A U C a r e a u n d e r t h e R O C c u r v e

B N b a t c h n o r m a l i z a t i o n

B T L B r a d l e y - T e r r y - L u c e

C D M c o n t e x t - d e p e n d e n t r a n d o m u t i l i t y m o d e l

C D N c u m u l a t i v e d i s t r i b u t i o n n e t w o r k

C N N c o n v o l u t i o n a l n e u r a l n e t w o r k

D C G d i s c o u n t e d c u m u l a t i v e g a i n

D P O d i r e c t p r e f e r e n c e o p t i m i z a t i o n

E U M e x p e c t e d u t i l i t y m a x i m i z a t i o n

E R M e m p i r i c a l r i s k m i n i m i z a t i o n

E R R e x p e c t e d r e c i p r o c a l r a n k

F A T E F i r s t A g g r e g a t e T h e n E v a l u a t e

F E T A F i r s t E v a l u a t e T h e n A g g r e g a t e

F P R f a l s e p o s i t i v e r a t e

G E V g e n e r a l i z e d e x t r e m e v a l u e

G I N g r a p h i s o m o r p h i s m n e t w o r k

G N L g e n e r a l i z e d n e s t e d l o g i t

G N N g r a p h n e u r a l n e t w o r k

G P G a u s s i a n p r o c e s s

H P O h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n

I C D M I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n D a t a M i n i n g

I I A i n d e p e n d e n c e o f i r r e l e v a n t a l t e r n a t i v e s

i . i . d . i n d e p e n d e n t a n d i d e n t i c a l l y d i s t r i b u t e d

I R i n f o r m a t i o n r e t r i e v a l

L E T O R L E a r n i n g T O R a n k

L L M l a r g e l a n g u a g e m o d e l

L S T M l o n g s h o r t - t e r m m e m o r y

M A P m e a n a v e r a g e p r e c i s i o n

M L E m a x i m u m l i k e l i h o o d e s t i m a t i o n

M C M C M a r k o v c h a i n M o n t e C a r l o

M L m i x e d l o g i t

M D S m u l t i - d i m e n s i o n a l s c a l i n g

M L P m u l t i - l a y e r p e r c e p t r o n

M N I S T M o d i fi e d N a t i o n a l I n s t i t u t e o f S t a n d a r d s a n d

T e c h n o l o g y

M O E A m u l t i - o b j e c t i v e e v o l u t i o n a r y a l g o r i t h m

M O O m u l t i - o b j e c t i v e o p t i m i z a t i o n

M N L m u l t i n o m i a l l o g i t

M R R m e a n r e c i p r o c a l r a n k

M S E m e a n s q u a r e d e r r o r

M S T m o d e r a t e s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y

N D C G n o r m a l i z e d d i s c o u n t e d c u m u l a t i v e g a i n



2 0 0 G l o s s a r y

N L n e s t e d l o g i t

N L P n a t u r a l l a n g u a g e p r o c e s s i n g

1 M Q M i l l i o n Q u e r y

P L P l a c k e t t - L u c e

P S I S - L O O P a r e t o s m o o t h e d i m p o r t a n c e s a m p l i n g l e a v e -

o n e - o u t

R B M r e s t r i c t e d B o l t z m a n n m a c h i n e

R e L U r e c t i fi e d l i n e a r u n i t

R L H F r e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g f r o m h u m a n f e e d b a c k

R N N r e c u r r e n t n e u r a l n e t w o r k

R O C r e c e i v e r o p e r a t i n g c h a r a c t e r i s t i c

R U M r a n d o m u t i l i t y m o d e l

S C M s i n g l e t o n c h o i c e m o d e l

S D A s e t - d e p e n d e n t a g g r e g a t i o n

S E L U s e l f - n o r m a l i z i n g l i n e a r u n i t

S G D s t o c h a s t i c g r a d i e n t d e s c e n t

S S T s t r o n g s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y

S V M s u p p o r t v e c t o r m a c h i n e

T R E C T e x t R E t r i e v a l C o n f e r e n c e

T P R t r u e p o s i t i v e r a t e

V C V a p n i k – C h e r v o n e n k i s

W L W e i s f e i l e r - L e m a n

W S T w e a k s t o c h a s t i c t r a n s i t i v i t y



Symbols

Notation Description

General

𝒮 S y m m e t r i c g r o u p

𝜙 A n i n c r e a s i n g a n d s t r i c t l y p o s i t i v e f u n c t i o n ( e . g . , t h e e x p o n e n t i a l f u n c t i o n )

Machine Learning

𝒙 I n s t a n c e

𝒳 I n s t a n c e s p a c e

𝒟 D a t a s e t

𝑁 S i z e o f d a t a s e t

𝑛 I n d e x o f d a t a s e t

𝑦 L a b e l

𝒴 L a b e l s p a c e

𝑀 S i z e o f t h e l a b e l s p a c e

𝑚 I n d e x o f l a b e l

𝜃 W e i g h t

𝜽 W e i g h t v e c t o r

ℎ H y p o t h e s i s / M o d e l

ℋ H y p o t h e s i s / M o d e l s p a c e

𝑇 M a x i m u m n u m b e r o f i t e r a t i o n s

𝑡 I n d e x o f c u r r e n t i t e r a t i o n

𝐿 L o s s f u n c t i o n

𝑑 D i s c o u n t f u n c t i o n

𝜉 S l a c k v a r i a b l e o f a n S V M

Preferences

𝒙 A n o b j e c t

𝒙′ A n a l t e r n a t i v e o b j e c t

𝒚 A n a l t e r n a t i v e o b j e c t

𝒛 A n a l t e r n a t i v e o b j e c t

𝑥 E l e m e n t o f a n o b j e c t 𝒙
𝒳 O b j e c t s p a c e

𝔛 C l a s s o f a l l o b j e c t s p a c e s

|𝒳| S i z e o f t h e o b j e c t s p a c e

𝑑 D i m e n s i o n a l i t y o f t h e i n s t a n c e / o b j e c t ( 𝒙 ∈ ℝ𝑑 )
𝑄 T a s k

ℚ T a s k s p a c e

2𝒳
S e t o f a l l s u b s e t s o f o b j e c t s

𝑍 E m b e d d i n g o f a s e t o f o b j e c t s

𝒵 E m b e d d i n g s p a c e

𝑑′ N u m b e r o f e m b e d d i n g d i m e n s i o n s | 𝒵|

𝐾 S i z e o f t a s k
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Notation Description

𝑘 I n d e x o f t a s k

𝐾 S i z e o f t h e s e t o f t h e b e s t i t e m s

𝜑 P a r e t o e m b e d d i n g

𝐶 C h o i c e s e t , w h i c h i s a s u b s e t o f a c h o i c e t a s k 𝑄
𝒄 C h o i c e s e t , r e p r e s e n t e d a s a b i n a r y v e c t o r

𝑐 C h o i c e f u n c t i o n ℚ → ℚ
𝒞 C h o i c e s p a c e

𝜋 R a n k i n g

𝑅 ( P a r t i a l ) r a n k i n g r e p r e s e n t e d a s a s e t

𝜋 P e r m u t a t i o n

𝑂 ( P a r t i a l ) o r d e r d e fi n e d o n a s e t

𝒮 T h e s e t o f a l l s y m m e t r i c g r o u p s

r R a n k r (𝒙, 𝜋) o f o b j e c t 𝒙 i n r a n k i n g 𝜋
𝜌 R a n k i n g f u n c t i o n

𝜃 T h r e s h o l d

𝑀 S i z e o f a r a n k i n g

u U t i l i t y f u n c t i o n

u A v e r a g e u t i l i t y o f a c e r t a i n o r d e r

𝑢 R e a l - v a l u e d u t i l i t y

𝒖 V e c t o r o f r e a l - v a l u e d u t i l i t i e s

𝑈 R a n d o m u t i l i t y

𝜀 N o i s e c o m p o n e n t o f a r a n d o m u t i l i t y m o d e l

𝑆 I n d i v i d u a l s p a c e

𝒔 I n d i v i d u a l

ℓ D i m e n s i o n a l i t y o f t h e s p a c e o f i n d i v i d u a l s

𝐵 N e s t , w h i c h i s a s u b s e t o f a t a s k

𝜆 I n d e p e n d e n c e p a r a m e t e r i n a n e s t e d l o g i t m o d e l

𝐾 N u m b e r o f n e s t s o f o b j e c t s

𝐼 I n d e x i n g f u n c t i o n 𝒳 → ℕ
𝛼 A l l o c a t i o n p a r a m e t e r o f t h e g e n e r a l i z e d n e s t e d l o g i t m o d e l

𝑡 T y p e o f t h e m u l t i - s e l f f r a m e w o r k

𝒯 S p a c e o f t y p e s o f t h e m u l t i - s e l f f r a m e w o r k

𝒮 T h e s e t o f a l l s e l v e s i n t h e m u l t i - s e l f f r a m e w o r k

𝑆 A s e t o f s e l v e s i n t h e m u l t i - s e l f f r a m e w o r k
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Appendix A.
A.1. Additional Experimental Details

I n t h i s s e c t i o n , w e w i l l n o w l i s t a l l e x p e r i m e n t a l d e t a i l s w h i c h w e r e e x c l u d e d

f r o m t h e d e s c r i p t i o n i n S e c t i o n 5 . 5 . 1 f o r c o n c i s e n e s s r e a s o n s .

Empirical Comparison I n o r d e r t o c o m p a r e a l l l e a r n e r s f a i r l y , w e d o n e s t e d

c r o s s - v a l i d a t i o n w i t h s y n c h r o n i z e d r a n d o m s t r e a m s f o r a l l t h e l e a r n i n g m o d e l s ,

a s s h o w n i n F i g u r e A . 1 . T h e h y p e r p a r a m e t e r s o f a l l m o d e l s a r e t u n e d u s i n g

e x t e n s i v e B a y e s i a n o p t i m i z a t i o n . W e d e s c r i b e t h e c o m p l e t e p r o c e d u r e i n

t w o p a r t s : fi r s t , t h e h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z a t i o n a n d s e c o n d , t h e o u t - o f - s a m p l e

e v a l u a t i o n .

Hyperparameter Optimization T h e t r a i n i n g d a t a s e t , d e n o t e d a s 𝒟𝑘 , i s u s e d t o

i d e n t i f y t h e b e s t h y p e r p a r a m e t e r s t h r o u g h 3- f o l d s t r a t i fi e d c r o s s - v a l i d a t i o n ,

f o l l o w e d b y t r a i n i n g t h e fi n a l m o d e l f o r o u t - o f - s a m p l e e v a l u a t i o n .

T h e h y p e r p a r a m e t e r o p t i m i z e r s e l e c t s h y p e r p a r a m e t e r s f r o m t h e r a n g e s s p e c -

i fi e d i n T a b l e A . 1 f o r e a c h i t e r a t i o n 𝑖. W i t h i n t h e i n n e r l o o p ( 1 ≤ 𝑗 ≤ 3) ,
t h e f u l l t r a i n i n g d a t a s e t 𝒟𝑘 i s s p l i t i n t o a t r a i n i n g s e t (𝐷𝑘𝑗 90 % o f 𝒟𝑘 ) a n d a

v a l i d a t i o n s e t ( 𝑉𝑘𝑗 10 % o f 𝒟𝑘 ) u s i n g s t r a t i fi e d s h u ffl e s p l i t t i n g . F o r t h e s e l e c t e d

h y p e r p a r a m e t e r s 𝑝𝑖 , t h e m o d e l i s t r a i n e d o n t h e t r a i n i n g s e t (𝐷𝑘𝑗 ) a n d e v a l u a t e d

o n t h e v a l i d a t i o n d a t a s e t 𝑉𝑘𝑗 u s i n g t h e t a r g e t l o s s f u n c t i o n .

W e u s e t h e 𝐹1- l o s s f o r g e n e r a l s u b s e t c h o i c e a n d t h e c a t e g o r i c a l 0/1- l o s s f o r

s i n g l e t o n c h o i c e a s t h e t a r g e t l o s s f u n c t i o n s t o e v a l u a t e t h e h y p e r p a r a m e t e r

c o n fi g u r a t i o n s . T h e m e a n l o s s ℓ𝑖 = m e a n (𝑙1, 𝑙2, 𝑙3) i s c a l c u l a t e d f o r t h e g i v e n

h y p e r p a r a m e t e r s 𝑝𝑖 . T h e o p t i m i z a t i o n l o o p r u n s f o r 100 i t e r a t i o n s , v a l i d a t i n g

100 s e t s o f h y p e r p a r a m e t e r s t o d e t e r m i n e c l o s e t o o p t i m a l p a r a m e t e r s 𝑝𝑏 f o r

t h e l e a r n i n g m o d e l .

Out-of-Sample Evaluation A f t e r H P O , w e c o n fi g u r e t h e l e a r n e r s u s i n g t h e

b e s t - f o u n d h y p e r p a r a m e t e r s 𝑝𝑏 a n d t h e r e m a i n i n g d e f a u l t p a r a m e t e r s 𝑝𝑑 . N e x t ,

w e t r a i n t h e m o d e l 𝑀 o n t h e c o m p l e t e t r a i n i n g d a t a s e t 𝒟𝑘 a n d e v a l u a t e i t o n t h e

t e s t d a t a s e t 𝒟𝑇𝑘 u s i n g v a r i o u s e v a l u a t i o n m e a s u r e s m a s d e fi n e d i n S e c t i o n 4 . 2 . 1 .

T o o b t a i n r e l i a b l e e s t i m a t e s o f t h e m e a n p e r f o r m a n c e a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n ,

w e r e p e a t t h i s p r o c e d u r e fi v e t i m e s u s i n g o u t e r c r o s s - v a l i d a t i o n . F o r e a c h f o l d

𝑘 ∈ [𝐾], w h e r e 𝐾 = 5, w e r e c o r d t h e e v a l u a t e d v a l u e 𝑎𝑘 a n d s u b s e q u e n t l y

c a l c u l a t e t h e m e a n a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e p e r f o r m a n c e m e a s u r e m .

Hyperparameters & Inference W e w i l l n o w d e s c r i b e t h e s p e c i fi c h y p e r p a r a m -

e t e r s w e o p t i m i z e a n d t h e r e s p e c t i v e v a l u e r a n g e s w e c o n s i d e r . A n o v e r v i e w

c a n b e f o u n d i n T a b l e A . 1 . F o r p r o b a b i l i s t i c m o d e l s , w e a l s o d e s c r i b e t h e i n f e r -

e n c e p r o c e s s . F o r a l l n e u r a l n e t w o r k m o d e l s , w e m a k e u s e o f t h e f o l l o w i n g

t e c h n i q u e s :
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Figure A.1.: O v e r v i e w o f t h e c o m p l e t e e v a l u a t i o n p i p e l i n e .

Table A.1.: H y p e r p a r a m e t e r r a n g e s u s e d b y t h e o p t i m i z e r t o s e l e c t c o n fi g u r a t i o n s f o r t h e l e a r n e r s .

A r c h i t e c t u r e P a r a m e t e r s O t h e r P a r a m e t e r s L R S c h e d u l e r L i n e a r M o d e l P a r a m e t e r s

L e a r n e r S e t U n i t s S e t L a y e r s J o i n t U n i t s J o i n t L a y e r s R e g u l a r i z e r S t r e n g t h L e a r n i n g R a t e B a t c h S i z e E p o c h s D r o p 𝑒𝑑𝑟𝑜𝑝 D r o p 𝑑𝑟 t o l C

F E T A - N e t N A N A [1, 20] [4, 1024] [10−10, 0.1] [10−5, 0.01] [32, 4096] [50, 250] [0.01, 0.5] N A N A

F A T E - N e t [4, 1024] [1, 20] [4, 1024] [1, 20] [10−10, 0.1] [10−5, 0.1] [32, 4096] [50, 250] [0.01, 0.5] N A N A

F E T A - L i n e a r N A N A N A N A [10−10, 0.1] [10−5, 0.1] [32, 2048] [10, 150] [0.01, 0.5] N A N A

S D A 𝑟[4, 64] 𝑟[1, 4] 𝑤[4, 64] 𝑤[1, 4] [10−10, 0.1] [10−5, 0.1] [8, 1024] [50, 250] [0.01, 0.5] N A N A

R a n k N e t N A N A [1, 20] [4, 1024] [10−10, 0.1] [10−5, 0.01] [64, 8192] [50, 250] [0.01, 0.5] N A N A

R a n k S V M N A N A N A N A N A N A N A N A N A [10−4, 0.5] [1, 12]

▶ W e u s e e i t h e r R e L U n o n l i n e a r i t i e s i n c o n j u n c t i o n w i t h b a t c h n o r m a l -

i z a t i o n ( B N ) [ I S 1 5 ] o r S E L U n o n l i n e a r i t i e s [ K l a + 1 7 ] f o r e a c h h i d d e n

l a y e r .

▶ R e g u l a r i z a t i o n : 𝐿2 p e n a l t i e s a r e a p p l i e d a n d t h e c o r r e s p o n d i n g r e g u l a r -

i z a t i o n s t r e n g t h i s t u n e d .

▶ O p t i m i z e r : S G D w i t h N e s t e r o v m o m e n t u m [ N e s 8 3 ] .

▶ L e a r n i n g r a t e a n n e a l i n g : A s t e p - d e c a y f u n c t i o n i s u s e d f o r t h e l e a r n i n g

r a t e s c h e d u l e , a n d t h e d e c a y f a c t o r i s t u n e d [ D H S 1 1 ] .

T h e s t e p - d e c a y f u n c t i o n r e d u c e s t h e l e a r n i n g r a t e b y a f a c t o r a f t e r a s p e c i fi e d

n u m b e r o f e p o c h s [ D H S 1 1 ] . F o r m a l l y , i t i s d e fi n e d a s :

l r = l r 0 ⋅ 𝑑
⌊ 𝑒
𝑒
d r o p

⌋
𝑟 ,

w h e r e l r 0 i s t h e i n i t i a l l e a r n i n g r a t e , 0 < 𝑑𝑟 < 1 i s t h e d e c a y r a t e , 𝑒 i s t h e

c u r r e n t e p o c h , a n d 𝑒
d r o p

i s t h e n u m b e r o f e p o c h s a f t e r w h i c h t h e l e a r n i n g r a t e

i s d e c r e a s e d . W e s e t t h e m a x i m u m n u m b e r o f t r a i n i n g e p o c h s f o r t h e n e u r a l

n e t w o r k s t o 1000.

T h e h y p e r p a r a m e t e r s o f e a c h a l g o r i t h m w e r e t u n e d u s i n g t h e s c i k i t - o p t i m i z e

p a c k a g e [ H e a + 1 8 ] . I n a d d i t i o n t o t h e n u m b e r o f h i d d e n l a y e r s a n d u n i t s , w e

a l s o t u n e d t h e l e a r n i n g r a t e o f t h e s t o c h a s t i c g r a d i e n t d e s c e n t o p t i m i z e r , t h e

r e g u l a r i z a t i o n s t r e n g t h , a n d t h e b a t c h s i z e ( f r a c t i o n o f t r a i n i n g e x a m p l e s u s e d

f o r e s t i m a t i n g t h e g r a d i e n t i n o n e i t e r a t i o n ) . W e a l s o o p t i m i z e t h e d r o p - r a t e

( 𝑑𝑟 ) a n d e p o c h d r o p 𝑒
d r o p

f o r t h e s t e p - d e c a y f u n c t i o n u s e d b y t h e s t o c h a s t i c

g r a d i e n t d e s c e n t o p t i m i z e r o f t h e n e u r a l n e t w o r k s .



A . 2 . D e s i g n o f t h e G e n e r a l i z a t i o n E x p e r i m e n t 2 0 7

F o r P a i r w i s e S V M , w e t u n e t h e p e n a l t y p a r a m e t e r 𝐶 o f t h e e r r o r t e r m a n d

t h e t o l e r a n c e ( t o l i n s c i k i t - l e a r n ) f o r t h e s t o p p i n g c r i t e r i o n o f t h e o p t i m i z a t i o n

a l g o r i t h m [ P e d + 1 1 ] .

A l l t h e g e n e r a l i z e d e x t r e m e v a l u e ( G E V ) m o d e l s w e r e i m p l e m e n t e d i n P y M C 3 ,

a l i b r a r y t h a t f a c i l i t a t e s M a r k o v C h a i n M o n t e C a r l o e s t i m a t i o n o f t h e p o s t e r i o r

d i s t r i b u t i o n [ S W F 1 6 ] . A n o v e r v i e w o f a l l t h e h y p e r p a r a m e t e r s a n d t h e i r

a d m i s s i b l e r a n g e s i s s h o w n i n T a b l e A . 1 .

Threshold Tuning T o s e t t h e t h r e s h o l d f o r t h e s u b s e t c h o i c e m o d e l s ( 5 . 3 ) , w e

t u n e t h e t h r e s h o l d f o r a l l m o d e l s u s i n g a s m a l l v a l i d a t i o n s e t . T h e o p t i m a l v a l u e

f o r 𝜃 d e p e n d s o n t h e u n d e r l y i n g t a r g e t l o s s f u n c t i o n . O u r p r i m a r y t a r g e t l o s s

i s t h e ( i n s t a n c e - a v e r a g e d ) 𝐹1- m e a s u r e ( 4 . 5 ) , w h i c h b a l a n c e s t h e p r e c i s i o n a n d

r e c a l l o f t h e p r e d i c t i o n s [ L e w 9 5 ; Y e + 1 2 ; W a e + 1 4 ] . K o y e j o e t a l . [ K o y + 1 5 ]

d e m o n s t r a t e t h a t t u n i n g a t h r e s h o l d o n a v a l i d a t i o n s e t y i e l d s a c o n s i s t e n t

c l a s s i fi e r i f t h e e s t i m a t e d m a r g i n a l i n s t a n c e p r o b a b i l i t i e s ( i n o u r c a s e , t h e c h o i c e

p r o b a b i l i t i e s ) c o n v e r g e i n p r o b a b i l i t y t o t h e p o p u l a t i o n - l e v e l p r o b a b i l i t i e s .

O n e i m p o r t a n t d i f f e r e n c e f r o m t h e m u l t i - l a b e l c l a s s i fi c a t i o n s e t t i n g i s t h e

a b s e n c e o f a fi x e d s e t o f l a b e l s . I n s t e a d , w e h a v e a d y n a m i c a l l y c h a n g i n g

s e t o f o b j e c t s . T h e r e f o r e , i t i s o n l y p o s s i b l e t o c o n s i d e r i n s t a n c e - a v e r a g e d

p e r f o r m a n c e m e t r i c s .

A.2. Design of the Generalization Experiment

I n S e c t i o n 5 . 5 w e r a i s e d t h e r e s e a r c h q u e s t i o n F F - R Q 4 , a s k i n g h o w w e l l t h e

a p p r o a c h e s g e n e r a l i z e t o u n s e e n t a s k s i z e s . T o t h i s e n d , w e v a r y t h e t a s k s i z e s

f r o m 3 t o 30 a s s h o w n i n F i g u r e A . 2 .

F i r s t , w e c o n fi g u r e t h e l e a r n i n g m o d e l w i t h t h e b e s t h y p e r p a r a m e t e r s 𝑝𝑏 o b -

t a i n e d f r o m t h e e m p i r i c a l c o m p a r i s o n e x p e r i m e n t f o r t h e g i v e n d a t a s e t a n d

t h e r e m a i n i n g d e f a u l t p a r a m e t e r s 𝑝𝑑 . T h e n , w e g e n e r a t e t h e t r a i n i n g d a t a s e t

c o n t a i n i n g t a s k s e t s o f s i z e 𝐾 = |𝑄| a n d t r a i n t h e c o n fi g u r e d m o d e l o n t h e

t r a i n i n g d a t a s e t 𝒟𝐾 . F i n a l l y , w e e v a l u a t e t h e t r a i n e d m o d e l o n d i f f e r e n t t e s t

d a t a s e t s 𝒟𝑘 c o n t a i n i n g t h e t a s k s o f s i z e s i n 𝑆 ( |𝑄| = 𝑘 ∈ 𝑆) a s d e s c r i b e d i n

T a b l e A . 2 .



2 0 8 A . A p p e n d i x

Figure A.2.: D e s i g n o f t h e g e n e r a l i z a t i o n

e x p e r i m e n t s .

Training Data  with
task set size 

Generate test dataset 
with task set size 

Out of sample
Accuracy

Configure
Model  

Train Model 
 on 

Evaluate  on
Test Data

Test Data with
task set size 

Best Tuned
Parameters  

Default
Parameters  

Learning 
Model  

Table A.2.: D a t a s e t c o n fi g u r a t i o n s f o r g e n -

e r a l i z a t i o n e x p e r i m e n t s . B r a c k e t n o t a t i o n i s

u s e d t o d e n o t e t h e r a n g e o f v a l u e s .

P r o b l e m D a t a s e t # F e a t u r e s # T r a i n # T e s t T a s k s e t s i z e s 𝑆 T a s k s e t S i z e |𝑄|

S i n g l e t o n C h o i c e
M e d o i d 5 10 000 100 000 [3, 30] 10
H y p e r v o l u m e 2 10 000 100 000 [3, 30] 10

A.3. Synthetic Datasets

I n t h i s s e c t i o n , w e w i l l d e s c r i b e t h e p r o c e s s o f g e n e r a t i n g t h e s y n t h e t i c d a t a s e t s

f o r t h e e x p e r i m e n t a l e v a l u a t i o n i n C h a p t e r 5 , i n c l u d i n g o b j e c t s a n d t a s k s .

A.3.1. The Medoid Problem

R e c a l l t h a t w e h a v e d e fi n e d t h e m e d o i d o f a s e t 𝑄 ⊂ ℝ𝑑 a s 𝑐
m e d o i d

(𝑄) =
a r g m i n 𝒙∈𝑄

1
|𝑄| ∑𝒚∈𝑄‖𝒙 − 𝒚‖, w h e r e ‖⋅‖ i s t h e s t a n d a r d e u c l i d e a n n o r m i n ℝ𝑑 .

T h u s , t h e m e d o i d o f 𝑄 m a y b e t h o u g h t o f a s t h e m o s t c e n t r a l l y l o c a t e d o b j e c t

i n 𝑄. S e e t h e i l l u s t r a t i o n o f a c h o i c e s e t 𝑄 o f s i z e 5 a n d i t s m e d o i d i n F i g u r e A . 3 a .

A s i t d e p e n d s o n i t s d i s t a n c e t o a n y o t h e r p o i n t f r o m 𝑄, t h e m e d o i d o f a t a s k i s

s e n s i t i v e t o c h a n g e s o f a n y p o i n t s i n 𝑄.

F o r o u r e m p i r i c a l s t u d y , w e c r e a t e d a d a t a s e t 𝒟 = {(𝑄1, 𝐶1), … , (𝑄𝑁, 𝐶𝑁)} b y
d r a w i n g e a c h 𝑄𝑖 i n d e p e n d e n t l y a n d u n i f o r m l y a t r a n d o m f r o m t h e s e t

{𝑄 ⊂ [0, 1]𝑑 ∶ |𝑄| = 𝑛 a n d |𝑐
m e d o i d

(𝑄)| = 1}

a n d t h e n c h o o s e 𝐶𝑖 ≔ 𝑐
m e d o i d

(𝑄𝑖). H e r e , t h e s a m p l i n g s t e p c a n b e p e r f o r m e d

v i a t h e a c c e p t a n c e - r e j e c t i o n m e t h o d : O n e m a y r e p e a t e d l y s a m p l e 𝒙1 , … , 𝒙𝑛
u n i f o r m l y a t r a n d o m f r o m [0, 1]𝑑 u n t i l 𝑄 = {𝒙1 , … , 𝒙𝑛} h a s s i z e 𝑛 a n d a u n i q u e

m e d o i d . R e g a r d i n g t h a t t h i s c o n d i t i o n i s a l r e a d y f u l fi l l e d w i t h p r o b a b i l i t y 1
a f t e r s a m p l i n g 𝒙1 , … , 𝒙𝑛 o n l y o n c e , t h i s m e t h o d i s e ffi c i e n t .

A.3.2. The Pareto Problem

A b o v e , w e i n t r o d u c e d t h e P a r e t o s e t 𝑐
P a r e t o

(𝑄) o f a s e t 𝑄 ⊂ ℝ𝑑 a s t h e s e t o f a l l

e l e m e n t s 𝒙 ∈ 𝑄 w h i c h a r e n o t d o m i n a t e d b y a n y 𝒚 ∈ 𝑄 ⧵ {𝒙}, w h e r e i n 𝒙 w a s

s a i d t o d o m i n a t e 𝒚 i f ∀𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝑥𝑖 ≤ 𝑦𝑖 a n d ∃𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝑥𝑖 < 𝑦𝑖 . F i g u r e A . 3 b s h o w s

t h e P a r e t o s e t o f a s e t 𝑄 ⊂ ℝ2 .

W i t h t h e h e l p o f P a r e t o s e t s , w e c r e a t e a s y n t h e t i c d a t a s e t 𝒟 = {(𝑄𝑗, 𝐶𝑗)}𝑁𝑗=1 f o r

t h e s u b s e t c h o i c e t a s k , w h e r e e a c h s a m p l e (𝑄, 𝐶) ∈ 𝒟 i s g e n e r a t e d i n d e p e n d e n t l y

o f t h e o t h e r s i n t h e f o l l o w i n g w a y :

1 . S a m p l e 𝝁1, … , 𝝁𝑛 i . i . d . u n i f o r m l y a t r a n d o m f r o m {𝒙 ∈ ℝ𝑑 ∶ ‖𝒙‖ ≤ 1}
2 . D r a w i . i . d . s a m p l e s 𝝃1, … , 𝝃𝑛 f r o m 𝑁(𝟎, 𝑰𝑑), t h e s t a n d a r d G a u s s i a n d i s t r i -

b u t i o n o n ℝ𝑑 , a n d d e fi n e 𝒙𝑖 ≔ 𝝁𝑖 + 𝝃𝑖 f o r e a c h 𝑖 ∈ [𝑛].
3 . C h o o s e 𝑄 ≔ {𝒙1, … , 𝒙𝑛} a n d 𝐶 ≔ 𝑐

P a r e t o
(𝑄).
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(a) R a n d o m p o i n t s i n [0, 1]2 a r e r a n k e d

a c c o r d i n g t o t h e i r d i s t a n c e t o t h e

m e d o i d ( h e r e s h o w n i n o r a n g e )

Criteria 1

Cr
ite

ria
 2

Best

(b) R a n d o m p o i n t s i n [0, 1]2 , o n
P a r e t o - f o n t r a n k e d a c c o r d i n g t o t h e i r

c o n t r i b u t i o n s

 3
 4  5

 2 3

 2
 1  3

 4

 2

 {2, 3}

 3 4  5

 2 3

 1  3

 4
 2

 {5, 1}

	Mode

	Unique

   

    

   

(c) E x a m p l e f o r u n i q u e a n d m o d e

f u n c t i o n o n M N I S T d i g i t s

Figure A.3.: E x a m p l e s f o r t h e s y n t h e t i c d a t a s e t s

Hypervolume I n S e c t i o n 5 . 5 . 1 . 3 w e h a v e i n t r o d u c e d f o r 𝑄 ⊂ ℝ𝑑 t h e c h o i c e s e t

𝑐
H y p V o l

(𝑄) a s t h e s e t o f a l l 𝒙 ∈ 𝑄, w h i c h c o n t r i b u t e t h e l e a s t a m o n g a l l e l e m e n t s

i n 𝑄 t o t h e h y p e r v o l u m e o f 𝑄, s e e S e c t i o n 5 . 5 . 1 . 3 f o r t h e p r e c i s e d e fi n i t i o n s a n d

a l s o f o r t h e c o n n e c t i o n o f t h e h y p e r v o l u m e o f 𝑄 t o t h e P a r e t o f r o n t o f 𝑄. A s

t h i s c o n t r i b u t i o n o f e a c h p o i n t d e p e n d s o n t h e p o s i t i o n o f o t h e r p o i n t s i n 𝑄,

𝑐
H y p V o l

i s c o n t e x t - d e p e n d e n t . T h i s i s i l l u s t r a t e d i n F i g u r e A . 3 b , w h e r e a l l

fi v e e l e m e n t s o f 𝑄 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸} l i e o n t h e P a r e t o f r o n t o f 𝑄. T h e r e , t h e

c o n t r i b u t i o n o f p o i n t 𝐴 i s l a r g e s t i n 𝑄, b u t r e m o v i n g p o i n t 𝐷 f r o m t h e c h o i c e

s e t i n c r e a s e s t h e c o n t r i b u t i o n o f p o i n t 𝐸 t o t h e s e t . S o , t h e s i n g l e t o n c h o i c e

c h a n g e s f r o m 𝐴 t o 𝐸, a f t e r r e m o v i n g 𝐷 f r o m 𝑄.

B a s e d o n 𝑐
H y p V o l

w e c o n s t r u c t a s i n g l e t o n c h o i c e d a t a s e t 𝒟 = {(𝑄𝑖, 𝐶𝑖)}𝑁𝑖=1
b y s a m p l i n g e a c h 𝑄𝑖 u n i f o r m l y a t r a n d o m f r o m t h e s e t o f a l l 𝑄 ⊆ ℝ𝑑 , w h i c h

f u l fi l l

|𝑄| = 𝑛, ∀𝒙 ∈ 𝑄∶ (‖𝒙‖ = 1 a n d ∀𝑖 ∈ [𝑑]∶ 𝑥𝑖 ≤ 0) a n d |𝑐
H y p V o l

(𝑄)| = 1,

a n d t h e n d e fi n i n g 𝐶𝑖 ≔ 𝑐
H y p V o l

(𝑄𝑖) a f t e r w a r d s . S i m i l a r l y , t h e a c c e p t a n c e -

r e j e c t i o n m e t h o d c a n b e u s e d t o s a m p l e i n t h e c o n s t r u c t i o n o f t h e M e d o i d d a t a

s e t .

A.3.3. MNIST Number Problems

I n t h i s s e c t i o n , w e w i l l d e s c r i b e t h e p r o c e s s o f g e n e r a t i n g d i f f e r e n t s e m i s y n t h e t i c

d a t a s e t s u s i n g t h e M N I S T d a t a s e t [ L C B 1 0 ] .

Feature Extraction S i n c e t h e d a t a s e t c o n s i s t s o f 2- D i m a g e m a p s , w e fi r s t t r a i n F e a t u r e E x t r a c t i o n

a n o f f - t h e - s h e l f C N N t o s o l v e t h e d i g i t m u l t i - c l a s s c l a s s i fi c a t i o n t a s k t o l e v e l

t h e p l a y i n g fi e l d a n d a b s t r a c t a w a y f r o m t h e c o m p u t e r v i s i o n c o n t e x t . T h i s

a r c h i t e c t u r e o f t h e C N N c o n s i s t s o f 2- D C o n v o l u t i o n a l , 2- D M a x - P o o l i n g ,

a n d f u l l y - c o n n e c t e d d e n s e l a y e r s a n d a p p l i e d b a t c h n o r m a l i z a t i o n t o i n c r e a s e

t h e s t a b i l i t y o f t h e n e t w o r k b y s u b t r a c t i n g t h e b a t c h m e a n a n d d i v i d i n g b y t h e

b a t c h s t a n d a r d d e v i a t i o n a s s h o w n i n F i g u r e A . 4 [ G B C 1 6 ; I S 1 5 ] . T h e 2- D
c o n v o l u t i o n a l l a y e r i s o f k e r n e l - s i z e 5 × 5 u s i n g r e c t i fi e d l i n e a r u n i t ( R e L U )

n o n l i n e a r a c t i v a t i o n f u n c t i o n a n d l - 2 r e g u l a r i z a t i o n a n d 2- D m a x - p o o l i n g
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Figure A.4.: C N N t h a t i s u s e d t o c o n v e r t M N I S T i m a g e s t o h i g h - l e v e l f e a t u r e s .

l a y e r , w i t h fi l t e r o f s i z e 2 × 2 a p p l i e d w i t h a s t r i d e o f 2, w h i c h d o w n - s a m p l e s

t h e i n p u t b y 2 a l o n g t h e w i d t h a n d h e i g h t , d i s c a r d i n g 50% o f t h e a c t i v a t i o n s b y

a p p l y i n g m a x o p e r a t i o n o v e r 4 n u m b e r s i n 2 × 2 r e g i o n [ G B C 1 6 ] . T h e o u t p u t

o f t h e s e l a y e r s i s p r o v i d e d a s i n p u t t o a f u l l y - c o n n e c t e d s e q u e n t i a l n e t w o r k

w i t h 10 o u t p u t s , w h e r e e a c h o u t p u t p r e d i c t s t h e p r o b a b i l i t y o f t h e i n p u t i m a g e

b e l o n g i n g t o a p a r t i c u l a r c l a s s u s i n g t h e s o f t m a x [ G B C 1 6 ] . W e t r a i n t h i s

n e t w o r k o n 10 000 i n s t a n c e s , t h e n w e t r a n s f o r m t h e r e m a i n i n g 60 000 d i g i t s t o

a h i g h - l e v e l f e a t u r e r e p r e s e n t a t i o n b y p a s s i n g t h e m t h r o u g h t h e t r a i n e d C N N

a n d r e c o r d i n g t h e 128 o u t p u t s o f t h e l a s t h i d d e n l a y e r ( D 2 ) .

T h e t r a n s f o r m e d M N I S T d a t a s e t 𝒟𝑀 = {(𝒙1, 𝑙1), … , (𝒙𝑁, 𝑙𝑁)}, i s r e p r e s e n t e d

a s a s e t o f t u p l e s (𝒙𝑖, 𝑙𝑖), w h e r e 𝒙𝑖 i s t h e f e a t u r e v e c t o r a n d 𝑙𝑖 r e p r e s e n t s t h e

c o r r e s p o n d i n g l a b e l , s u c h t h a t |𝒟𝑀| = 𝑁 = 60000, 𝒙𝑖 ∈ ℝ128 , 𝑙𝑖 ∈ ℒ =
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} a n d 𝒟𝑀(𝒙𝑖) = 𝑙𝑖 h o l d s f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑁 ]. F o r c o n s t r u c t i n g

t h e c h o i c e d a t a s e t s , w e s a m p l e i n s t a n c e s (𝒙𝑖, 𝑙𝑖) ∈ 𝒟𝑀 f r o m t h e t r a n s f o r m e d

d a t a s e t u n i f o r m l y a t r a n d o m t o c o n s t r u c t a t a s k s e t 𝑄 = {𝒙1, … , 𝒙𝑛}. B a s e d

o n 𝑄 a n d 𝒍 = (𝒟𝑀(𝒙1), … , 𝒟𝑀(𝒙𝑛)), w e t h e n s e l e c t a s c h o i c e s e t 𝐶 = 𝑔(𝑄, 𝒍),
w h e r e i s a n a p p r o p r i a t e l y p r e d e fi n e d f u n c t i o n 𝑔. W e c o n s i d e r t w o v a r i a n t s f o r

𝑔, n a m e l y 𝑔
u n i q u e

a n d 𝑔
m o d e

.

T h e f u n c t i o n 𝑔
u n i q u e

o u t p u t s t h e i n s t a n c e s c o r r e s p o n d i n g t o t h e n u m b e r s w h i c h

o c c u r o n l y o n c e i n t h e l a b e l v e c t o r . F o r e x a m p l e

𝑔
u n i q u e

(𝑄, (4, 3, 2, 3, 3, 1, 8, 8, 7, 7)) = {𝒙1, 𝒙3, 𝒙6}, c o r r e s p o n d i n g t o t h e n u m -

b e r s 4, 2 a n d 1. F o r s i n g l e t o n c h o i c e c h o i c e , w e s a m p l e o n l y t h e t a s k s e t s ,

w h o s e c o r r e s p o n d i n g l a b e l v e c t o r 𝒍 c o n t a i n s a s i n g l e u n i q u e n u m b e r , t o m a k e

i t i d e n t i fi a b l e , i . e . , f o r e x a m p l e , 𝑔
u n i q u e

(𝑄, (4, 3, 3, 2, 2, 1, 1, 1, 5, 5, 5)) = {𝒙1}.
T h e s e c t i o n f u n c t i o n i s 𝑔

m o d e
, w h i c h o u t p u t s t h e i n s t a n c e s c o r r e s p o n d i n g

t o t h e n u m b e r t h a t o c c u r m o s t f r e q u e n t l y i n t h e l a b e l v e c t o r . F o r e x a m p l e

𝑔
m o d e

(𝑄, (4, 3, 2, 3, 3, 8, 8, 7, 7, 7)) = {𝒙8, 𝒙9, 𝒙10}, c o r r e s p o n d i n g t o t h e m o d e

7. F o r s i n g l e t o n c h o i c e c h o i c e , w e c h o o s e t h e i n s t a n c e s c o r r e s p o n d i n g t o t h e

m o d e , w h i c h a r e a t t h e l e a s t a n g l e f r o m a p r e d e fi n e d w e i g h t v e c t o r 𝒘.

B o t h f u n c t i o n s t h a t g e n e r a t e c h o i c e s d e p e n d o n a l l o t h e r o b j e c t s i n t h e g i v e n

t a s k s e t 𝑄, t h u s m a k i n g t h e d a t a s e t s h i g h l y c o n t e x t - d e p e n d e n t .
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Unique I n t h i s s u b s e c t i o n , w e e x p l a i n t h e d a t a g e n e r a t i o n p r o c e s s f o r t h e M N I S T - U n i q u e

U n i q u e c h o i c e d a t a s e t u s i n g t h e 𝑔
u n i q u e

f u n c t i o n d e fi n e d a b o v e . F o r g e n e r a t i n g

t h e d a t a s e t , w e s e l e c t a s e t o f i n s t a n c e s f r o m 𝒟𝑀 u n i f o r m l y a t r a n d o m t o

c o n s t r u c t t h e t a s k s e t 𝑄 a n d t h e l a b e l v e c t o r 𝒍. T h e n , w e c h o o s e t h e o b j e c t s

f r o m 𝑄, w h i c h c o r r e s p o n d s t o t h e u n i q u e d i g i t i n t h e l a b e l v e c t o r 𝒍 ( a n e x a m p l e

i s s h o w n i n F i g u r e A . 3 c ) . L e t u s a s s u m e w e w a n t t o g e n e r a t e a d a t a s e t 𝒟 =
{(𝑄𝑖, 𝐶𝑖)}

𝑁
𝑖=1 w i t h 𝑁 i n s t a n c e s .

1 . S a m p l e 𝑛 d a t a p o i n t s (𝒙𝑖,1, 𝑙1), … , (𝒙𝑖,𝑛, 𝑙𝑛) f r o m 𝒟𝑀 , l e t 𝒍𝑖 ≔ (𝑙1, … , 𝑙𝑛)
a n d 𝑄𝑖 ≔ {𝒙𝑖,1, … , 𝒙𝑖,𝑛}

2 . F o r e a c h 𝑙 ∈ ℒ l e t 𝑘𝑙 b e t h e n u m b e r o f t i m e s t h e l a b e l 𝑙 a p p e a r s i n t h e

l a b e l v e c t o r 𝒍𝑖 f o r 𝑄𝑖 , d e fi n e 𝒌 ≔ {𝑘0, … , 𝑘9} a n d w r i t e f o r c o n v e n i e n c e

𝒌(𝑙) ≔ 𝑘𝑙 i n t h e f o l l o w i n g . F o r e x a m p l e f o r 𝒍 = (1, 2, 4, 4, 4, 5, 5) w e h a v e

𝒌 = (0, 1, 1, 0, 3, 2, 0, 0, 0, 0).
3 . W e c r e a t e 𝐶𝑖 b y s e l e c t i n g t h e o b j e c t s w h o s e v a l u e s o c c u r o n l y o n c e i n

t h e l a b e l v e c t o r 𝒍:

𝐶𝑖 ≔ {𝒙𝑖,𝑗 ∈ 𝑄𝑖 ∶ 𝒌(𝑙𝑗) = 1}

4 . I n o r d e r t o c r e a t e t h e c o r r e s p o n d i n g s i n g l e t o n c h o i c e o r t o p - 1 v e r s i o n

o f t h i s d a t a s e t , w e d i s c a r d 𝑄𝑖 i n c a s e |𝐶𝑖| > 1 a n d r e p e a t s t e p s 1 – 4 . I f

|𝐶𝑖| = 1 i n s t e a d , w e k e e p t h e s a m p l e (𝑄𝑖, 𝐶𝑖).

Mode I n t h i s s u b s e c t i o n , w e e x p l a i n t h e d a t a g e n e r a t i o n p r o c e s s f o r t h e M o d e M N I S T - M o d e

c h o i c e d a t a s e t u s i n g t h e 𝑔
m o d e

f u n c t i o n d e fi n e d a b o v e . F o r g e n e r a t i n g t h e

d a t a s e t , w e s e l e c t a s e t o f i n s t a n c e s f r o m 𝒟𝑀 u n i f o r m l y a t r a n d o m t o c o n s t r u c t

t h e t a s k s e t 𝑄 a n d t h e l a b e l v e c t o r 𝒍 ( a n e x a m p l e i s s h o w n i n F i g u r e A . 3 c ) .

T h e n , w e c h o o s e t h e o b j e c t s f r o m 𝑄, w h i c h c o r r e s p o n d s t o t h e m o d e v a l u e

o f t h e l a b e l v e c t o r 𝒍, t o c o n s t r u c t t h e g r o u n d - t r u t h s e t o f c h o s e n o b j e c t s . F o r

c r e a t i n g t h e c o r r e s p o n d i n g s i n g l e t o n c h o i c e o r t o p - 1 d a t a s e t , w e c h o o s e t h e

o b j e c t c o r r e s p o n d i n g t o t h e m o d e v a l u e o f t h e l a b e l v e c t o r , w h i c h i s a t t h e l e a s t

a n g l e t o t h e p r e d e fi n e d w e i g h t v e c t o r 𝒘. L e t u s a s s u m e w e w a n t t o g e n e r a t e a

d a t a s e t 𝒟 = {(𝑄𝑖, 𝐶𝑖)}
𝑁
𝑖=1 w i t h 𝑁 i n s t a n c e s . F i r s t , w e s a m p l e t h e w e i g h t v e c t o r

𝒘 ∈ ℝ128 i i d∼ 𝑁(𝟎, 𝑰128).

1 . S a m p l e 𝑛 d a t a p o i n t s (𝒙𝑖,1, 𝑙1), … , (𝒙𝑖,𝑛, 𝑙𝑛) u n i f o r m l y a t r a n d o m f r o m 𝒟𝑀 ,

a b b r e v i a t e 𝒍𝑖 ≔ {𝑙1, … , 𝑙𝑛) a n d l e t 𝑄𝑖 ≔ {𝒙𝑖,1, … , 𝒙𝑖,𝑛}.
2 . A s f o r t h e U n i q u e d a t a s e t , w r i t e 𝑘𝑙 f o r t h e n u m b e r o f t i m e s t h e l a b e l

a p p e a r s 𝑙 i n t h e l a b e l v e c t o r 𝒍𝑖 f o r 𝑄𝑖 , d e fi n e 𝒌 ≔ {𝑘0, … , 𝑘9} a n d w r i t e

a g a i n 𝒌(𝑙) ≔ 𝑘𝑙 .
3 . F o r t h e c a s e o f s u b s e t c h o i c e d e fi n e

𝐶𝑖 = {𝒙𝑖,𝑗 ∈ 𝑄𝑖 ∶ 𝒌(𝑙𝑖) = m a x

𝑙∈ℒ
(𝒌(𝑙))} ,

a n d i n c a s e o f s i n g l e t o n c h o i c e , s e l e c t 𝐶𝑖 t o b e t h a t s e t , w h i c h c o n t a i n s

o n l y t h e o b j e c t w i t h t h e l e a s t a n g l e t o v e c t o r 𝒘, i . e . ,

𝐶𝑖 ≔ {a r g m a x

𝒙∈𝐶𝑖
c o s

−1 𝒙 ⋅ 𝒘
‖𝒙‖‖𝒘‖}
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A.3.4. Tag Genome Dataset

T h e G r o u p L e n s R e s e a r c h g r o u p r e l e a s e d m a n y d a t a s e t s c o l l e c t e d f r o m t h e

M o v i e L e n s w e b s i t e
1
f o r r e s e a r c h i n t h e fi e l d o f r e c o m m e n d e r s y s t e m s [ H K 1 5 ] .1 : https://movielens.org/

A s o f A u g u s t 2 0 1 7 , t h e c o m p l e t e d a t a s e t c o l l e c t e d f r o m t h i s w e b s i t e i s c o m -

p r i s e d o f 26 000 000 r a t i n g s a n d 750 000 t a g s a p p l i e d t o 45 000 m o v i e s b y 270 000
u s e r s [ H K 1 5 ] . O n e o f t h e d a t a s e t s i s t h e T a g G e n o m e d a t a s e t ,

2
w h i c h p r o v i d e s2 : T h i s d a t a s e t i s a v a i l a b l e o n

https://grouplens.org/datasets/

movielens/
r e a l - v a l u e d f e a t u r e s t o c h a r a c t e r i z e t h e m o v i e s [ V S R 1 2 ] .

T a g s a r e m e t a - d a t a i n t h e f o r m o f k e y w o r d s , w h i c h h e l p t o d e s c r i b e a n o b j e c t ,

s u c h a s a m o v i e , s o n g , b o o k , e t c . [ S m i 0 7 ] . O n t h e M o v i e L e n s w e b s i t e , u s e r s

c r e a t e t a g s t o d e s c r i b e a m o v i e . O t h e r u s e r s c a n t h e n u s e t h e m t o fi l t e r m o v i e s

m o r e e f f e c t i v e l y . U s e r s c a n a l s o g a i n m o r e i n f o r m a t i o n a b o u t a m o v i e w i t h

t h e h e l p o f t a g s a p p l i e d b y o t h e r u s e r s .

T h e T a g G e n o m e d a t a s e t w a s g e n e r a t e d b y a p p l y i n g m a c h i n e l e a r n i n g a l g o -

r i t h m s o n t h e i n f o r m a t i o n p r o v i d e d b y u s e r s f o r a m o v i e i n t h e f o r m o f t a g s ,

r e v i e w s , a n d r a t i n g s [ V S R 1 2 ] . I t c o n s i s t s o f m o v i e s a n d a s e t o f t a g s a p p l i e d t o

e a c h o f t h e m , a n d a s c o r e b e t w e e n 0 a n d 1 q u a n t i f y i n g t h e r e l e v a n c e o f e a c h

t a g t o t h e p a r t i c u l a r m o v i e ( a s s h o w n i n F i g u r e A . 5 ) . T h i s d a t a s e t c o n s i s t s o f

a r o u n d 1 2 m i l l i o n r e l e v a n c e s c o r e s a c r o s s 1128 t a g s a p p l i e d o n 10 993 m o v i e s .

Figure A.5.: S t r u c t u r e o f t h e T a g G e n o m e

d a t a s e t .
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Framework A c c o r d i n g t o V i g e t a l . [ V S R 1 2 ] t h e T a g G e n o m e d a t a s e t c o n s i s t sF r a m e w o r k

o f :

1 . 𝑀: T h e s e t o f m o v i e s {𝑚1, … , 𝑚𝑁𝑚}, w h e r e |𝑀| = 𝑁𝑚 = 10993.
2 . 𝑇: T h e s e t o f t a g s 𝑇 = {𝑡1, … , 𝑡𝑁𝑡}, w h e r e |𝑇 | = 𝑁𝑡 = 1128.
3 . 𝑅𝑟𝑒𝑙 ∶ 𝑀 × 𝑇 ⟶ [0, 1]: R e l a t i o n s u c h t h a t 𝑅𝑟𝑒𝑙(𝑚𝑖, 𝑡𝑗) d e n o t e s t h e d e g r e e

t o w h i c h e x t e n t t h e t a g 𝑡𝑗 ∈ 𝑇 a p p l i e s t o t h e m o v i e 𝑚𝑖 ∈ 𝑀 o n a s c a l e o f

0 t o 1; h e r e 0 i n d i c a t e s n o r e l e v a n c e a n d 1 i n d i c a t e s s t r o n g r e l e v a n c e t o

t h e m o v i e ( a s s h o w n i n F i g u r e A . 5 ) .

4 . ℳ𝑓 ∶ 𝑀 ⟶ [0, 1]𝑁𝑡 : R e l a t i o n m a p p i n g e a c h m o v i e t o i t s f e a t u r e v e c t o r

i n t a g - s p a c e ( v e c t o r o f t a g r e l e v a n c e v a l u e s a c r o s s a l l t a g s ) , s u c h t h a t

ℳ𝑓(𝑚𝑖) = 𝒙𝑖 ≔ (𝑅𝑟𝑒𝑙(𝑚𝑖, 𝑡1), … , 𝑅𝑟𝑒𝑙(𝑚𝑖, 𝑡𝑁𝑡
)).

5 . t a g - p o p ∶ 𝑇 ⟶ ℕ: F u n c t i o n r e p r e s e n t i n g t h e p o p u l a r i t y o f a t a g ,

m e a s u r e d a s t h e n u m b e r o f u s e r s w h o a p p l i e d t h e t a g 𝑡𝑗 ∈ 𝑇.

https://movielens.org/
https://grouplens.org/datasets/movielens/
https://grouplens.org/datasets/movielens/
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6 . t a g - s p e c ∶ 𝑇 ⟶ ℕ: F u n c t i o n r e p r e s e n t i n g t h e m o v i e f r e q u e n c y o f t a g

𝑡𝑗 ∈ 𝑇, i . e . , t a g - s p e c (𝑡𝑗) ≔ ∑𝑚𝑖∈𝑀
J𝑅𝑟𝑒𝑙(𝑚𝑖, 𝑡𝑗) > 0.5K d e n o t e s t h e n u m b e r

o f m o v i e s f o r w h i c h t h e r e l e v a n c e o f t a g 𝑡𝑗 i s g r e a t e r t h a n 0.5.
7 . 𝑃: T h e s e t o f t o p 20 m o s t p o p u l a r - t a g s 𝑃 ⊂ 𝑇 b a s e d o n t h e p o p u l a r i t y

t a g - p o p .

T h e w e i g h t e d c o s i n e s i m i l a r i t y i s a s i m i l a r i t y m e a s u r e d e fi n e d t o m e a s u r e t h e

s i m i l a r i t y b e t w e e n t w o m o v i e s [ V S R 1 2 ] . T h e w e i g h t v e c t o r 𝒘 i s d e fi n e d s o

t h a t m o r e w e i g h t i s a s s i g n e d t o b o t h t h e p o p u l a r t a g s b e c a u s e t h i s i m p l i e s t h a t

m o r e u s e r s c a r e a b o u t t h e s e t a g s , a n d a l s o t o m o r e s p e c i fi c t a g s b e c a u s e t h e y

c a n u n i q u e l y i d e n t i f y t h e s i m i l a r i t y . F o r e x a m p l e , i f t w o m o v i e s h a v e t h e h a r r y

p o t t e r t a g i n c o m m o n , t h e y a r e m o r e l i k e l y t o b e s i m i l a r t h a n t h e o n e s t h a t

h a v e t h e t a g f a n t a s y i n c o m m o n [ V S R 1 2 ] . A l o g - t r a n s f o r m i s a p p l i e d t o b o t h

v a l u e s t o b r i n g t h e m c l o s e r t o t h e n o r m a l d i s t r i b u t i o n . T h e w e i g h t e d c o s i n e

s i m i l a r i t y b e t w e e n t w o m o v i e s i s d e fi n e d a s :

s i m
w s
(𝒙𝑖, 𝒙𝑗, 𝒘) =

∑𝑁𝑡
𝑘=1 𝑤𝑘𝑥𝑖𝑘𝑥𝑗𝑘

√(∑
𝑁𝑡
𝑘=1 𝑤𝑘𝑥

2
𝑖𝑘) ⋅ √(∑

𝑁𝑡
𝑘=1 𝑤𝑘𝑥

2
𝑗𝑘)

, ( A . 1 )

w h e r e 𝒙𝑖 = ℳ𝑓(𝑚𝑖), 𝒙𝑗 = ℳ𝑓(𝑚𝑗) a n d 𝑤𝑘 =
l o g (t a g - p o p (𝑡𝑘))
l o g (t a g - s p e c (𝑡𝑘))

f o r a n y 𝑡𝑘 ∈ 𝑇.

T o c o n s t r u c t t h e s i n g l e t o n c h o i c e s e m i s y n t h e t i c d a t a s e t , w e s a m p l e u n i f o r m l y

a t r a n d o m 𝑛 m o v i e i t e m s f r o m 𝑀 t o c r e a t e a t a s k s e t 𝑄, a n d w e c h o o s e t h e

m e d o i d 𝒓 o f 𝑄 a s t h e r e f e r e n c e m o v i e .

W e d e fi n e t w o t a s k s b a s e d o n t h e r e f e r e n c e m o v i e 𝒓 o f t h e s a m p l e d t a s k s e t 𝑄.

T h e fi r s t t a s k i s t o c h o o s e t h e m o s t s i m i l a r m o v i e t o t h e r e f e r e n c e m o v i e i n t a s k

s e t 𝑄. T h e s e c o n d t a s k i s t o c h o o s e t h e m o s t d i s s i m i l a r m o v i e w i t h r e s p e c t t o t h e

r e f e r e n c e m o v i e 𝒓 f o r a g i v e n t a s k s e t 𝑄. T h i s p r o b l e m i s s i m i l a r t o fi n d i n g t h e

o u t l i e r s f o r a g i v e n s e t o f o b j e c t s , w h i c h c a n b e u s e d t o s o l v e t h e p r o b l e m o f

a n o m a l y d e t e c t i o n [ A Y 0 1 ; C B K 0 9 ] . B o t h t a s k s u s e d t o g e n e r a t e s e m i s y n t h e t i c

d a t a s e t s d e p e n d o n t h e s i m i l a r i t y b e t w e e n a l l o b j e c t s i n t h e g i v e n t a s k s e t 𝑄,

t h u s m a k i n g t h e d a t a s e t s h i g h l y c o n t e x t - d e p e n d e n t .

Data Generation Process W e e x p l a i n t h e d a t a g e n e r a t i o n p r o c e s s f o r t h e T a g D a t a G e n e r a t i o n P r o c e s s

G e n o m e S i m i l a r M o v i e a n d T a g G e n o m e D i s s i m i l a r M o v i e d a t a s e t s . L e t u s a s -

s u m e w e w a n t t o g e n e r a t e a s i n g l e t o n c h o i c e d a t a s e t 𝒟 = {(𝑄𝑖, 𝐶𝑖)}
𝑁
𝑖=1 w i t h

𝑁 i n s t a n c e s . E a c h t a s k s e t 𝑄𝑖 a n d i t s c o r r e s p o n d i n g s i n g l e t o n c h o i c e s 𝐶𝑖 i s

c o n s t r u c t e d i n t h e f o l l o w i n g w a y :

1 . S a m p l e i . i . d . a n d u n i f o r m l y a t r a n d o m 𝑚1, … , 𝑚𝑛 f r o m 𝑀, l e t 𝒙𝑖,𝑛 ≔
ℳ𝑓(𝑚𝑗) f o r e a c h 𝑗 ∈ [𝑛] a n d 𝑄𝑖 ≔ {𝒙𝑖,1, … , 𝒙𝑖,𝑛}.

2 . C o m p u t e t h e r e f e r e n c e o b j e c t ( m o v i e ) f o r 𝑄𝑖 ( m e d o i d ) :

𝒓 ≔ a r g m a x

𝒙∈𝑄𝑖

1
𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

s i m
w s
(𝒙, 𝒙𝑖,𝑗, 𝒘)

3 . N o w w e d e fi n e t h e c o r r e s p o n d i n g s i n g l e t o n c h o i c e s 𝐶1, … , 𝐶𝑁 f o r T a g

G e n o m e S i m i l a r M o v i e a n d T a g G e n o m e D i s s i m i l a r M o v i e d a t a s e t .

a ) T h e s i n g l e t o n c h o i c e s e t 𝐶𝑖 f o r 𝑄𝑖 f o r T a g G e n o m e D i s s i m i l a r M o v i e

i s t h e s e t c o n s i s t i n g o f o n l y t h a t e l e m e n t o f 𝑄𝑖 , w h i c h i s m o s t
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d i s s i m i l a r t o 𝒓, i . e . , f o r m a l l y

𝐶𝑖 ≔ {a r g m i n

𝒙𝑖,𝑗∈𝑄⧵{𝒓}
s i m

w s
(𝒓, 𝒙𝑖,𝑗, 𝒘)}

b ) F o r t h e T a g G e n o m e S i m i l a r M o v i e d a t a s e t , w e s e l e c t f o r t h e t a s k 𝑄𝑖
t h e s i n g l e t o n c h o i c e s e t

𝐶𝑖 ≔ {a r g m a x

𝒙𝑖,𝑗∈𝑄⧵{𝒓}
s i m

w s
(𝒓, 𝒙𝑖,𝑗, 𝒘)} ,

w h i c h c o n s i s t s o f t h e o n e e l e m e n t f r o m 𝑄𝑖 , t h a t i s m o s t s i m i l a r t o 𝒓.

A.4. Real-World Datasets

S o m e w i d e l y u s e d b e n c h m a r k d a t a s e t s a v a i l a b l e f o r s o l v i n g t h i s t a s k a r e L E T O R

a n d S U S H I [ Q L 1 3 ; K K A 1 0 ] . I n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s , w e b r i e fl y d e s c r i b e

t h e s e d a t a s e t s a n d t h e p r o c e s s w e u s e t o g e n e r a t e s i n g l e t o n a n d s u b s e t c h o i c e

d a t a s e t s f o r t h e e v a l u a t i o n i n C h a p t e r 5 .

A.4.1. LETOR Datasets

L E T O R ( i n t h e v e r s i o n 4.0) i s a p a c k a g e o f b e n c h m a r k d a t a s e t s r e l e a s e d b y

M i c r o s o f t R e s e a r c h A s i a , w h i c h a r e u s e d t o c o m p a r e a n d e v a l u a t e d i f f e r e n t

l e a r n i n g a l g o r i t h m s i n t h e fi e l d o f p r e f e r e n c e l e a r n i n g [ Q L 1 3 ] . W e u s e t h e

d a t a s e t s M Q 2007 a n d M Q 2008 r e l e a s e d f o r l e a r n i n g t h e t a s k o f p a r t i a l r a n k i n g

t o c r e a t e t h e s u b s e t c h o i c e d a t a s e t . T h e r e a r e o t h e r d a t a s e t s M Q 2007- l i s t a n d

M Q 2008- l i s t r e l e a s e d f o r l e a r n i n g t h e t a s k o f c o m p l e t e r a n k i n g
3
t o c r e a t e t h e3 : T h e s e d a t a s e t s a r e a v a i l a b l e o n https:

//www.microsoft.com/en-us/

research/project/letor-learning-

rank-information-retrieval/

s i n g l e t o n c h o i c e d a t a s e t .

LETOR Supervised Datasets T h e d a t a s e t s ( M Q 2007 a n d M Q 2008) c o n s i s t

o f t h e q u e r i e s a n d r e t r i e v e d d o c u m e n t s , w i t h i n d i v i d u a l p r e f e r e n c e s i n t h e

f o r m o f a r e l e v a n c e f o r e a c h d o c u m e n t w i t h r e s p e c t t o t h e c o r r e s p o n d i n g

q u e r y [ Q L 1 3 ] . T h e f o r m a t o f b o t h d a t a s e t s ( M Q 2007 a n d M Q 2008) i s t h e

s a m e , a n d t h e r e a r e a b o u t 1500 q u e r i e s i n M Q 2007 a n d a b o u t 500 i n M Q 2008
w i t h l a b e l e d d o c u m e n t s . T h e s e d a t a s e t s c o n s i s t o f 46 f e a t u r e s e x t r a c t e d f r o m a

q u e r y a n d d o c u m e n t c o n s t r u c t i n g a n o b j e c t c a l l e d q u e r y - d o c u m e n t , a n d e a c h

p a i r i s l a b e l e d w i t h a r e l e v a n c e s c o r e i n {0, 1, 2}, i n d i c a t i n g h o w r e l e v a n t t h e

d o c u m e n t i s t o t h e r e s p e c t i v e q u e r y a s s h o w n i n F i g u r e A . 6 a . A r e l e v a n c e s c o r e

o f 0 m e a n s t h a t t h e d o c u m e n t i s n o t r e l e v a n t , 1 m e a n s r e l e v a n t , a n d 2 m e a n s

v e r y r e l e v a n t t o t h e q u e r y . T h e g o a l o f t h e c h o i c e p r o b l e m f o r t h i s d a t a s e t i s

t o c h o o s e a l l t h e r e l e v a n t d o c u m e n t s f o r t h e g i v e n t a s k .

Structure T h e d a t a s e t c o n s i s t s o f a u n i v e r s a l s e t o f o b j e c t s 𝒙 ∈ 𝒳. E a c h i n s t a n c e

o f t h e s e d a t a s e t s 𝒟𝑆 = {(𝑄̃1, 𝑙1), … , (𝑄̃𝑁, 𝑙𝑁)}, i s r e p r e s e n t e d a s s e t o f t u p l e s

(𝑄̃𝑖, 𝑙𝑖), w h e r e 𝑄̃𝑖 = {𝒙1, … , 𝒙𝑛} i s t h e t a s k s e t ( 𝒙𝑖 f e a t u r e s e x t r a c t e d f r o m q u e r y -

d o c u m e n t ) a n d 𝑙𝑖 = (𝑙1, … , 𝑙𝑛) r e p r e s e n t s v e c t o r o f r e l e v a n c e l a b e l f o r t h e g i v e n

s e t o f o b j e c t s , s u c h t h a t 𝒙𝑗 ∈ ℝ46, 𝑙𝑗 ∈ {0, 1, 2} f o r a l l 𝑗 ∈ [𝑛] a n d 5 ≤ |𝑄̃𝑖| ≤ 147
f o r e v e r y 𝑖 ∈ [𝑁 ].

https://www.microsoft.com/en-us/research/project/letor-learning-rank-informatio n-retrieval/
https://www.microsoft.com/en-us/research/project/letor-learning-rank-informatio n-retrieval/
https://www.microsoft.com/en-us/research/project/letor-learning-rank-informatio n-retrieval/
https://www.microsoft.com/en-us/research/project/letor-learning-rank-informatio n-retrieval/
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1:0.031310	2:0.666667	3:0.500000	.........	45:0.385965	46:0.0000002 qid:10

46-featuresquery-id

#docid	=	GX000-00-0000000	inc	=	1	prob	=	0.0246906

rel-score ∈ {0, 1, 2}

(a) M Q 2007/ M Q 2008 f o r m a t

1:0.004356	2:0.080000	3:0.036364	.........	45:0.385965	46:0.0000001008 qid:10

		#docid	=	GX057-59-4044939	inc	=	1	prob	=	0.698286

46-featuresquery-idrel-score ∈ ℝ

(b) M Q 2007- l i s t / M Q 2008- l i s t f o r m a t

Figure A.6.: L E T O R d a t a s e t f o r m a t s [ Q L 1 3 ]

T h e s i z e o f t h e u n i v e r s a l s e t o f o b j e c t s i n t h e M Q 2007 d a t a s e t i s 59 570, i . e . ,
|𝒳| = 59570 a n d t h e M Q 2008 d a t a s e t i s 564, i . e . , |𝒳| = 12102. T h e s e d a t a s e t s

h a v e b e e n p a r t i t i o n e d i n t o 5 p a r t s b y Q i n a n d L i u [ Q L 1 3 ] , s u c h t h a t 𝒟𝑆 =
𝒟𝑆1 ∪ 𝒟𝑆2 ∪ 𝒟𝑆3 ∪ 𝒟𝑆4 ∪ 𝒟𝑆5 . T h i s p a r t i t i o n i s u s e d t o c o n d u c t 5- f o l d c r o s s -

v a l i d a t i o n , a n d f o r e a c h f o l d , w e u s e f o u r p a r t s f o r t r a i n i n g a n d t h e r e m a i n i n g

p a r t f o r t e s t i n g a s d e s c r i b e d i n T a b l e A . 3 .

Table A.3.: 5- f o l d s o f t h e L E T O R d a t a s e t a n d t h e s u b - s a m p l e d t r a i n i n g t a s k s e t s o f s i z e 5.

D a t a s e t M Q 2 0 0 7 M Q 2 0 0 8

F o l d T e s t T r a i n # T r a i n # T e s t # S a m p l e d T r a i n # T r a i n # T e s t # S a m p l e d T r a i n

1 𝒟𝑆1 𝒟𝑆 ⧵ 𝒟𝑆1 1 1 7 2 2 8 3 7 1 1 1 4 5 9 1 0 5 1 1 8 7

2 𝒟𝑆2 𝒟𝑆 ⧵ 𝒟𝑆2 1 1 6 0 2 9 5 7 0 1 2 4 5 2 1 1 2 1 0 8 3

3 𝒟𝑆3 𝒟𝑆 ⧵ 𝒟𝑆3 1 1 6 3 2 9 2 7 0 6 9 4 4 2 1 2 2 1 1 2 2

4 𝒟𝑆4 𝒟𝑆 ⧵ 𝒟𝑆4 1 1 6 0 2 9 5 7 0 4 7 4 4 4 1 2 0 1 2 0 3

5 𝒟𝑆5 𝒟𝑆 ⧵ 𝒟𝑆5 1 1 6 5 2 9 0 7 0 7 7 4 5 9 1 0 5 1 2 0 1

# I n s t a n c e s |𝒟𝑆| # F e a t u r e s # O b j e c t s |𝑄| # I n s t a n c e s |𝒟𝑆| # F e a t u r e s # O b j e c t s |𝑄|
1 4 5 5 4 6 [6, 147] 5 6 4 4 6 [5, 121]

Choice Data Conversion T h e c o r r e s p o n d i n g c h o i c e d a t a s e t i s c r e a t e d b y c o n -

s i d e r i n g t h e d o c u m e n t s i n 𝑄̃𝑖 a s t h e t a s k s e t s 𝑄𝑖 a n d t h e s e t o f r e l e v a n t d o c u m e n t s

𝐶𝑖 ≔ {𝒙𝑗 ∈ 𝑄̃𝑖 ∶ 𝑙𝑗 ∈ {1, 2}} a s t h e c o r r e s p o n d i n g c h o i c e s e t f o r e a c h i n s t a n c e

(𝑄̃𝑗, 𝑙𝑗) ∈ 𝒟𝑆 ⧵ 𝒟𝑆𝑖 . F o r t r a i n i n g t h e c h o i c e m o d e l , w e s u b - s a m p l e 10 o b j e c t s

f r o m e a c h q u e r y i n s t a n c e 𝑄̃𝑖 t o c o n s t r u c t t h e t a s k s e t s . W e s t i l l e v a l u a t e t h e

m o d e l s o n t h e c o r r e s p o n d i n g t e s t c h o i c e d a t a s e t , w h i c h c o n s i s t s o f a l l o r i g i n a l

q u e r i e s f o r e a c h f o l d a s d e s c r i b e d i n T a b l e A . 3 .

LETOR Listwise Datasets T h e f o r m a t o f b o t h l i s t w i s e d a t a s e t s i s t h e s a m e a s

t h e s u p e r v i s e d o n e . T h e r e a r e a b o u t 1700 q u e r i e s i n M Q 2007- l i s t a n d a b o u t

800 q u e r i e s i n M Q 2008- l i s t w i t h e a c h q u e r y - d o c u m e n t p a i r c o n s i s t i n g o f 46
f e a t u r e s . I n t h i s d a t a s e t , a l l t h e d o c u m e n t s f o r e a c h q u e r y a r e l a b e l e d w i t h a

r e a l - v a l u e d r e l e v a n c e s c o r e i n s t e a d o f t h e m u l t i - l e v e l r e l e v a n c e j u d g m e n t s a s

s h o w n i n F i g u r e A . 6 b . T h e d o c u m e n t s o n t o p p o s i t i o n s i n t h e g r o u n d t r u t h

p e r m u t a t i o n h a v e a l a r g e r v a l u e o f t h e r e l e v a n c e d e g r e e .
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Structure T h e d a t a s e t c o n s i s t s o f a u n i v e r s a l s e t o f o b j e c t s 𝒙 ∈ 𝒳. E a c h i n s t a n c e

o f t h e s e d a t a s e t s 𝒟𝐿 = {(𝑄̃1, 𝑙1), … , (𝑄̃𝑁, 𝑙𝑁)}, i s r e p r e s e n t e d a s a s e t o f t u p l e s

(𝑄̃𝑖, 𝑙𝑖), w h e r e 𝑄̃𝑖 = {𝒙1, … , 𝒙𝑛} i s t h e t a s k s e t ( 𝒙𝑖 f e a t u r e s e x t r a c t e d f r o m q u e r y -

d o c u m e n t ) a n d 𝑙𝑖 = (𝑙1, … , 𝑙𝑛) r e p r e s e n t s a v e c t o r o f r e l e v a n c e s c o r e f o r t h e g i v e n

s e t o f o b j e c t s , s u c h t h a t 𝒙𝑗 ∈ ℝ46, 𝑙𝑗 ∈ ℝ f o r a l l 𝑗 ∈ [𝑛] a n d 204 ≤ |𝑄̃𝑖| ≤ 1831
f o r e v e r y 𝑖 ∈ [𝑁 ].

Table A.4.: 5- f o l d s o f t h e L E T O R M Q 2007- l i s t a n d M Q 2008- l i s t d a t a s e t a n d t h e s u b - s a m p l e d t r a i n i n g t a s k s e t s o f s i z e 5.

D a t a s e t M Q 2 0 0 7 - l i s t M Q 2 0 0 8 - l i s t

F o l d T e s t T r a i n # T r a i n # T e s t # S a m p l e d T r a i n # T r a i n # T e s t # S a m p l e d T r a i n

1 𝒟𝐿1 𝒟𝐿 ⧵ 𝒟𝐿1 1 3 5 3 3 3 9 9 7 5 5 7 6 2 7 1 5 7 7 1 6 0 0

2 𝒟𝐿2 𝒟𝐿 ⧵ 𝒟𝐿2 1 3 5 3 3 3 9 9 8 0 5 5 6 2 7 1 5 7 7 1 9 0 8

3 𝒟𝐿3 𝒟𝐿 ⧵ 𝒟𝐿3 1 3 5 3 3 3 9 9 7 5 8 0 6 2 7 1 5 7 7 2 2 3 3

4 𝒟𝐿4 𝒟𝐿 ⧵ 𝒟𝐿4 1 3 5 3 3 3 9 9 8 0 0 0 6 2 7 1 5 7 7 1 8 6 8

5 𝒟𝐿5 𝒟𝐿 ⧵ 𝒟𝐿5 1 3 5 6 3 3 6 9 8 3 0 4 6 2 8 1 5 6 7 1 8 4 7

# I n s t a n c e s # F e a t u r e s # O b j e c t s |𝑄| # I n s t a n c e s # F e a t u r e s # O b j e c t s |𝑄|
T o t a l 1 6 9 2 4 6 [257, 1346] 7 8 4 4 6 [204, 1831]

SingletonChoiceDataConversion T h e c o r r e s p o n d i n g s i n g l e t o n c h o i c e d a t a s e t s

a r e c r e a t e d b y c o n s i d e r i n g t h e d o c u m e n t s i n 𝑄̃𝑖 a s t h e t a s k s e t s 𝑄𝑖 a n d t h e m o s t

r e l e v a n t d o c u m e n t 𝐶𝑖 = {a r g m a x 𝒙𝑗∈𝑄̃𝑖
𝑙𝑗} a s t h e c o r r e s p o n d i n g s i n g l e t o n c h o i c e

s e t f o r e a c h i n s t a n c e (𝑄̃𝑗, 𝑙𝑗) ∈ 𝒟𝐿 ⧵𝒟𝐿𝑖 . F o r t r a i n i n g t h e S C M , w e s u b - s a m p l e

10 o b j e c t s f r o m e a c h q u e r y i n s t a n c e 𝑄̃𝑖 t o c o n s t r u c t t h e t a s k s e t s . W e s t i l l

e v a l u a t e t h e m o d e l s o n t h e c o r r e s p o n d i n g s i n g l e t o n c h o i c e t e s t d a t a s e t , w h i c h

c o n s i s t s o f a l l o r i g i n a l q u e r i e s f o r e a c h f o l d a s d e s c r i b e d i n T a b l e A . 3 .

A.4.2. Expedia Hotel Dataset

E x p e d i a r e l e a s e d a d a t a s e t o n t h e K a g g l e w e b s i t e a s a c o m p e t i t i o n a n d f o r

r e s e a r c h p u r p o s e s
4
. T h e d a t a s e t i n c l u d e s b r o w s i n g a n d b o o k i n g d a t a a s w e l l4 : T h e s e d a t a s e t s a r e a v a i l a b l e o n

https://www.kaggle.com/c/

expedia-personalized-sort/data
a s i n f o r m a t i o n o n p r i c e c o m p e t i t i v e n e s s . T h e d a t a a r e o r g a n i z e d a r o u n d a s e t

o f s e a r c h r e s u l t i m p r e s s i o n s , t h e o r d e r e d l i s t o f h o t e l s t h a t t h e u s e r s e e s a f t e r

t h e y s e a r c h f o r a h o t e l o n t h e E x p e d i a w e b s i t e . I n a d d i t i o n t o i m p r e s s i o n s

f r o m t h e e x i s t i n g a l g o r i t h m , t h e d a t a s e t c o n t a i n s i m p r e s s i o n s w h e r e t h e h o t e l s

w e r e r a n d o m l y s o r t e d t o a v o i d t h e a l g o r i t h m ’ s p o s i t i o n b i a s . T h e u s e r r e s p o n s e

i s p r o v i d e d a s a c l i c k o n a h o t e l a n d / o r a p u r c h a s e o f a h o t e l r o o m . T h i s

d a t a s e t c o n s i s t s o f 399 344 s e a r c h q u e r i e s a n d 45 f e a t u r e s e x t r a c t e d f r o m t h e

s e a r c h q u e r y a n d t h e h o t e l c o n s t r u c t i n g a n o b j e c t . E a c h h o t e l i s l a b e l e d w i t h a

r e l e v a n c e s c o r e o f 0, 1, o r 2, i n d i c a t i n g h o w r e l e v a n t i t i s t o t h e r e s p e c t i v e q u e r y

o f t h e u s e r . A r e l e v a n c e s c o r e o f 0 m e a n s t h a t t h e h o t e l i s n o t c l i c k e d , 1 m e a n s

i t w a s c l i c k e d , a n d 2 m e a n s t h e h o t e l w a s b o o k e d b y t h e u s e r . T h i s d a t a s e t i s

v e r y s i m i l a r t o t h e L E T O R d a t a s e t a s s h o w n i n F i g u r e A . 6 . F o r t h i s d a t a s e t , w e

d e fi n e t h e l e a r n i n g t a r g e t a s t h e s e t o f r e l e v a n t h o t e l s ( c l i c k e d a n d / o r b o o k e d ) .

S i n c e t h e n u m b e r o f h o t e l s d i s p l a y e d f o r e a c h q u e r y i s d i f f e r e n t , t h i s d a t a s e t

c o n s i s t s o f d i f f e r e n t t a s k s i z e s .

Structure T h e d a t a s e t c o n s i s t s o f a u n i v e r s a l s e t o f o b j e c t s 𝒙 ∈ 𝒳. E a c h i n s t a n c e

o f t h e d a t a s e t s 𝒟𝐸 = {(𝑄̃1, 𝑙1), … , (𝑄̃𝑁, 𝑙𝑁)}, i s r e p r e s e n t e d a s a s e t o f t u p l e s

(𝑄̃𝑖, 𝑙𝑖), w h e r e 𝑄̃𝑖 = {𝒙1, … , 𝒙𝑛} i s t h e t a s k s e t ( 𝒙𝑖 f e a t u r e s e x t r a c t e d f r o m h o t e l )

https://www.kaggle.com/c/expedia-personalized-sort/data
https://www.kaggle.com/c/expedia-personalized-sort/data
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Table A.5.: P r o p e r t i e s o f t h e E x p e d i a d a t a s e t a n d t h e s u b - s a m p l e d t r a i n i n g q u e r i e s o f s i z e 10.

# F e a t u r e s M i s s i n g V a l u e s # I n s t a n c e s # O b j e c t s

L e a r n i n g P r o b l e m # F e a t u r e s # A l l >90% > 50% # T o t a l # T r a i n # T e s t # S a m p l e d T r a i n |𝑄|

C h o i c e 45 31 17 28 399 344 79 855 319 489 238 744 [38, 5]
S i n g l e t o n c h o i c e 45 31 17 28 390 270 78 041 312 229 166 940 [38, 5]

a n d 𝑙𝑖 = (𝑙1, … , 𝑙𝑛) r e p r e s e n t s t h e v e c t o r o f r e l e v a n c e l a b e l f o r t h e g i v e n s e t o f

o b j e c t s , s u c h t h a t 𝒙𝑗 ∈ [−1,∞]45, 𝑙𝑗 ∈ {0, 1, 2} f o r e a c h 𝑗 ∈ [𝑛] a n d 5 ≤ |𝑄̃𝑖| ≤ 38
f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑁 ].

T h e n u m b e r o f i n s t a n c e s 𝑁 i n t h i s d a t a s e t i s 399 344, i . e . , |𝒟𝐸| = 399344 a n d

t h e s i z e o f t h e u n i v e r s a l s e t o f o b j e c t s ( h o t e l s ) i s 136 886, i . e . , |𝒳| = 136886.
T h e r e a r e 31 f e a t u r e s t h a t h a v e m i s s i n g v a l u e s , a n d w e r e m o v e d t h e f e a t u r e s

t h a t c o n s i s t o f m o r e t h a n 50 % m i s s i n g v a l u e s . F o r t h e r e m a i n i n g 3 f e a t u r e s

t h a t h a v e m i s s i n g v a l u e s , w e i m p u t e t h e m w i t h a n e g a t i v e v a l u e l e s s t h a n −1.
T h e m o d e l s a r e t r a i n e d o n t h e r e s u l t i n g d a t a s e t w i t h 17 f e a t u r e s .

Data Conversion Process W e c r e a t e 5 f o l d s b y s h u ffl e - s p l i t t i n g t h e d a t a s e t D a t a C o n v e r s i o n P r o c e s s

r a n d o m l y i n t o 80 % t e s t a n d 20 % t r a i n i n s t a n c e s . T h e c h o i c e d a t a s e t i s c r e a t e d

b y c o n s i d e r i n g t h e h o t e l s i n 𝑄̃𝑖 a s t h e t a s k s e t 𝑄𝑖 a n d t h e s e t o f r e l e v a n t h o t e l s

𝐶𝑖 ≔ {𝒙𝑗 ∈ 𝑄̃𝑖 ∶ 𝑙𝑗 ∈ {1, 2}} a s t h e c o r r e s p o n d i n g c h o i c e s e t f o r e a c h i n s t a n c e

(𝑄̃𝑖, 𝑙𝑖) ∈ 𝒟𝐸 . T h e m o d e l s a r e t r a i n e d o n t h e s a m p l e d t r a i n i n g d a t a s e t a n d

c o r r e s p o n d i n g t e s t d a t a s e t u s i n g 5- f o l d s t r a t i fi e d c r o s s - v a l i d a t i o n a s d e s c r i b e d

i n T a b l e A . 5 .

Singleton Choice I n o r d e r t o c r e a t e t h e s i n g l e t o n c h o i c e d a t a s e t , w e c o n s i d e r S i n g l e t o n C h o i c e

t h e s a m p l e s w h e r e t h e u s e r b o o k e d t h e h o t e l , w h i c h i s t h e s i n g l e t o n c h o i c e

f o r t h e g i v e n q u e r y . T h e s i n g l e t o n c h o i c e d a t a s e t i s c r e a t e d b y c o n s i d e r i n g t h e

h o t e l s i n 𝑄̃𝑖 a s t h e t a s k s e t 𝑄𝑖 a n d t h e s e t o f b o o k e d h o t e l s 𝐶𝑖 = {𝒙𝑗 ∈ 𝑄̃𝑖 ∶ 𝑙𝑗 = 2}
a s t h e c o r r e s p o n d i n g c h o i c e s e t f o r e a c h i n s t a n c e (𝑄̃𝑖, 𝑙𝑖) ∈ 𝒟𝐸 .

T h e m o d e l s a r e t r a i n e d o n t h e s a m p l e d t r a i n i n g d a t a s e t a n d c o r r e s p o n d i n g t e s t

d a t a s e t u s i n g 5- f o l d s t r a t i fi e d c r o s s - v a l i d a t i o n a s d e s c r i b e d i n T a b l e A . 5 . N o t e

t h e i n s t a n c e s w h e r e t h e h o t e l w a s n o t b o o k e d w e r e d i s c a r d e d , a n d o n l y t h e

i n s t a n c e s w h e r e t h e r e w a s a b o o k i n g w e r e c o n s i d e r e d .

A.4.3. SUSHI Dataset

S U S H I
5
w a s a n o t h e r d a t a s e t r e l e a s e d f o r s o l v i n g t h e t a s k o f o b j e c t r a n k i n g . T h i s 5 : T h i s d a t a s e t c a n b e d o w n l o a d e d f r o m

http://www.kamishima.net/sushi/d a t a s e t w a s c o l l e c t e d b y s u r v e y i n g 5000 i n d i v i d u a l s , s u c h t h a t e a c h p e r s o n w a s

p r o v i d e d w i t h t w o i t e m s e t s 𝐴 a n d 𝐵. S e t 𝐴 c o n s i s t s o f t h e 10 m o s t f a m o u s

s u s h i s , a n d 𝐵 c o n s i s t s o f t h e t o p 100 s u s h i s i n J a p a n . I n d i v i d u a l s w e r e a s k e d

t o p r o v i d e p r e f e r e n c e s i n t h e f o r m o f a t o t a l o r d e r f o r i t e m s i n s e t 𝐴 a n d a

r e a l - v a l u e d s c o r e b e t w e e n 0 a n d 5 f o r s u s h i i n s e t 𝐵. T h e r e w e r e m i s s i n g r a t i n g

v a l u e s f o r m a n y i t e m s i n s e t 𝐵, s o t h e y e x t r a c t e d t h e t o t a l o r d e r f o r t h e t o p 10
p r e f e r r e d i t e m s b y e a c h u s e r .

T h e S U S H I d a t a s e t c o n s i s t s o f u n i v e r s a l s e t o f o b j e c t s 𝒙 ∈ 𝒳, w i t h s i z e 100,
i . e . , |𝒳| = 100, w i t h 10 000 s e t o f o b j e c t 𝑄 o f s i z e 10 a n d e a c h s u s h i c o n s i s t s o f 7
f e a t u r e s , i . e . , 𝒙 ∈ ℝ7 . T h e i n s t a n c e s o f t h e d a t a s e t 𝒟𝑆 = {(𝑄1, 𝜋1), … , (𝑄𝑁, 𝜋𝑁)},

http://www.kamishima.net/sushi/
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Table A.6.: M a j o r G r o u p f e a t u r e d e s c r i p t i o n

M a j o r G r o u p

V a l u e S p e c i e s V a l u e S p e c i e s V a l u e S p e c i e s

0 A o m o n o ( b l u e - s k i n n e d fi s h ) 4 C l a m o r s h e l l 8 O t h e r s e a f o o d

1 A k a m i ( r e d m e a t fi s h ) 5 S q u i d o r o c t o p u s 9 E g g

2 S h i r o m i ( w h i t e - m e a t fi s h ) 6 S h r i m p o r c r a b 10 M e a t o t h e r t h a n fi s h

3 T a r e ( s o m e t h i n g l i k e b a s t e f o r e e l ) 7 R o e 11 V e g e t a b l e s

a r e r e p r e s e n t e d a s a s e t o f t u p l e s (𝑄𝑖, 𝜋𝑖), w h e r e 𝑄𝑖 = {𝒙1, … , 𝒙𝑛} i s t h e s e t o f

o b j e c t s a n d 𝜋𝑖 r e p r e s e n t s t h e u n d e r l y i n g o r d e r i n g s f o r t h e g i v e n s e t o f o b j e c t s

𝑄𝑖 , s u c h t h a t 𝑁 = |𝒟𝑀| = 10000, 𝒙𝑖 ∈ ℝ7 a n d |𝑄𝑖| = 10 h o l d s f o r a l l 𝑖 ∈ [𝑁 ].

T h e d a t a s e t c o n t a i n s t h e f o l l o w i n g f e a t u r e s :

1 . S t y l e : T h i s b i n a r y f e a t u r e d e s c r i b e s w h e t h e r t h e s u s h i i s a M a k i o r o t h e r ,

w h e r e 0 m e a n s M a k i s u s h i a n d 1 m e a n s o t h e r s .

2 . M a j o r G r o u p : T h i s i s a b i n a r y f e a t u r e , w h i c h d e s c r i b e s w h e t h e r i t i s

l i s t e d a s a s e a f o o d ( 0) o r n o t ( 1) .
3 . M i n o r g r o u p : D e s c r i b e d t h e s p e c i e s g r o u p u s e d t o p r e p a r e t h e s u s h i .

T h e g r o u p i s d e n o t e d b y t h e c a t e g o r i c a l v a l u e b e t w e e n 0 a n d 11, i . e . ,
i t l i e s i n t h e s e t {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}. R e f e r t o T a b l e A . 6 f o r a

d e s c r i p t i o n o f e a c h g r o u p .

4 . O i l i n e s s / H e a v i n e s s : t h e a m o u n t o f o i l o r f a t p r e s e n t i n t h e s u s h i , e x -

p r e s s e d a s a r e a l n u m b e r b e t w e e n 0 a n d 4, w h e r e 0 i n d i c a t e s h e a v y / o i l

a n d 4 o i l - f r e e .

5 . D e m a n d : T h e f r e q u e n c y w i t h w h i c h t h e u s e r d e m a n d s t h e s u s h i , e x -

p r e s s e d a s a r e a l n u m b e r b e t w e e n 0 a n d 3, w h e r e 3 m e a n s m o s t f r e q u e n t l y

a n d 0 n o t a t a l l .

6 . N o r m a l i z e d P r i c e : T h e p r i c e o f s u s h i n o r m a l i z e d o v e r t h e g i v e n 100
s u s h i s .

7 . S u p p l y : T h e f r e q u e n c y o f s e l l i n g t h e s u s h i i n t h e s h o p , e x p r e s s e d a s a r e a l

n u m b e r b e t w e e n 0 a n d 1, w h e r e 0 i n d i c a t e s n o t a t a l l a n d 1 f r e q u e n t l y .

Singleton Choice Data Conversion F o r u s i n g t h e S U S H I d a t a s e t f o r s i n g l e t o n

c h o i c e s e t t i n g , w e r e - u t i l i z e t h e s e t o f o b j e c t 𝑄 i n 𝒟𝑆 a n d c h o o s e t h e m o s t

p r e f e r r e d o b j e c t a s t h e s i n g l e t o n c h o i c e . W e c r e a t e d t h e s i n g l e t o n c h o i c e

d a t a s e t 𝒟𝑆𝐷𝐶 = {(𝑄1, 𝐶1), … , (𝑄𝑁, 𝐶𝑁)} w i t h 𝑁 = |𝒟𝑆| i n s t a n c e s , s u c h t h a t

|𝑄𝑘| = 10 a n d 𝐶𝑘 ≔ {𝒙𝜋𝑖(1)} f o r a l l 𝑘 ∈ [𝑁 ]. T h e s i n g l e t o n c h o i c e m o d e l s a r e

e v a l u a t e d u s i n g 5- f o l d s b y t r a i n - t e s t s h u ffl e - s p l i t w i t h 80 % t r a i n a n d 20 % t e s t

i n s t a n c e s .

A.5. Detailed Experimental Results

T h e f o l l o w i n g t a b l e s T a b l e s A . 7 t o A . 9 c o n t a i n a l l e x p e r i m e n t a l r e s u l t s o f t h e

e v a l u a t i o n f o r C h a p t e r 5 , a s d i s c u s s e d i n S e c t i o n 5 . 5 . 2 i n n u m e r i c f o r m f o r a l l

e v a l u a t i o n m e a s u r e s .
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Table A.7.: R e s u l t s f o r t h e g e n e r a l s u b s e t c h o i c e m o d e l s ( m e a n a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n o f d i f f e r e n t m e a s u r e s , m e a s u r e d a c r o s s 5 o u t e r c r o s s - v a l i d a t i o n

f o l d s ) . T h e b e s t e n t r y f o r e a c h m e a s u r e i s m a r k e d i n b o l d .

D a t a s e t C h o i c e M o d e l 𝐹1- m e a s u r e S u b s e t 0/1 A c c u r a c y I n f o r m e d n e s s A U C - R O C

P a r e t o - f r o n t - 2 D

F E T A - N e t 0.942±0.008 0.680±0.028 0.956±0.012 0.999
F A T E - N e t 0 . 9 1 2 ± 0 . 0 0 9 0 . 5 0 6 ± 0 . 0 3 7 0 . 9 1 1 ± 0 . 0 0 6 0 . 9 9 6 ± 0 . 0 0 1

F E T A - L i n e a r 0 . 6 7 3 ± 0 . 0 0 1 0 . 0 6 4 ± 0 . 0 0 7 0 . 6 9 4 ± 0 . 0 1 5 0 . 9 5 5

S D A 0 . 8 0 5 ± 0 . 0 1 4 0 . 2 2 3 ± 0 . 0 3 1 0 . 8 0 6 ± 0 . 0 1 4 0 . 9 8 4 ± 0 . 0 0 2

R a n k N e t 0 . 6 1 2 ± 0 . 0 0 7 0 . 0 6 0 ± 0 . 0 1 0 0 . 6 7 2 ± 0 . 0 1 4 0 . 9 7 1 ± 0 . 0 0 6

P a i r w i s e S V M 0 . 5 8 8 ± 0 . 0 0 1 0 . 0 4 4 ± 0 . 0 0 3 0 . 6 4 6 ± 0 . 0 0 7 0 . 9 5 6

G e n L i n e a r M o d e l 0 . 5 8 5 ± 0 . 0 0 8 0 . 0 4 4 ± 0 . 0 0 5 0 . 6 3 3 ± 0 . 0 1 3 0 . 9 5 2 ± 0 . 0 0 7

A l l P o s i t i v e 0 . 2 3 2 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 5 0 0

P a r e t o - f r o n t - 5 D

F E T A - N e t 0 . 8 2 6 ± 0 . 0 0 5 0 . 0 0 1 0 . 4 0 6 ± 0 . 0 3 2 0 . 8 5 4 ± 0 . 0 1 4

F A T E - N e t 0.904±0.004 0.115±0.209 0.743±0.094 0.958±0.021
F E T A - L i n e a r 0 . 8 2 3 ± 0 . 0 3 9 0 . 0 0 2 ± 0 . 0 0 2 0 . 3 7 9 ± 0 . 2 5 7 0 . 8 0 8 ± 0 . 1 4 0

S D A 0 . 8 8 7 ± 0 . 0 0 2 0 . 0 1 3 ± 0 . 0 0 1 0 . 6 5 6 ± 0 . 0 1 2 0 . 9 3 5 ± 0 . 0 0 2

R a n k N e t 0 . 8 5 9 0 . 0 0 6 0 . 5 8 1 ± 0 . 0 0 6 0 . 9 2 3

P a i r w i s e S V M 0 . 8 3 9 0 . 0 0 2 0 . 4 9 1 ± 0 . 0 2 1 0 . 8 9 5

G e n L i n e a r M o d e l 0 . 8 2 6 ± 0 . 0 2 9 0 . 0 0 2 ± 0 . 0 0 1 0 . 4 0 2 ± 0 . 2 2 5 0 . 7 3 8 ± 0 . 3 5 1

A l l P o s i t i v e 0 . 7 7 5 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 5 0 0

M N I S T - U n i q u e

F E T A - N e t 0 . 9 6 3 ± 0 . 0 0 3 0 . 8 1 4 ± 0 . 0 2 0 0 . 9 4 5 ± 0 . 0 0 5 0 . 9 9 2 ± 0 . 0 0 1

F A T E - N e t 0.973±0.004 0.848±0.021 0.960±0.006 0.995±0.001
F E T A - L i n e a r 0 . 5 6 2 ± 0 . 0 0 1 0 . 0 0 0 ± 0 . 0 0 1 0 . 0 0 0 ± 0 . 0 0 1 0 . 5 1 7 ± 0 . 0 0 1

S D A 0 . 9 4 2 ± 0 . 0 0 1 0 . 7 0 2 ± 0 . 0 0 6 0 . 9 1 5 ± 0 . 0 0 2 0 . 9 8 4

R a n k N e t 0 . 5 6 2 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 5 0 4 ± 0 . 0 0 1

P a i r w i s e S V M 0 . 5 6 2 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 5 1 1 ± 0 . 0 0 6

G e n L i n e a r M o d e l 0 . 5 6 2 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 5 0 8 ± 0 . 0 0 4

A l l P o s i t i v e 0 . 5 6 2 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 5 0 0

M N I S T - M o d e

F E T A - N e t 0 . 8 0 9 ± 0 . 0 0 5 0 . 3 1 1 ± 0 . 0 3 2 0 . 6 9 5 ± 0 . 0 0 9 0 . 9 8 1 ± 0 . 0 0 6

F A T E - N e t 0.976±0.001 0.883±0.010 0.961±0.002 0.992±0.001
F E T A - L i n e a r 0 . 5 9 7 ± 0 . 0 0 1 0 . 0 0 3 0 . 0 0 3 ± 0 . 0 0 2 0 . 5 1 6 ± 0 . 0 0 1

S D A 0 . 8 6 3 ± 0 . 0 0 2 0 . 3 5 7 ± 0 . 0 0 9 0 . 8 0 7 ± 0 . 0 0 2 0 . 9 7 3 ± 0 . 0 0 1

R a n k N e t 0 . 5 9 7 0 . 0 0 3 0 . 0 0 0 0 . 5 0 3 ± 0 . 0 0 2

P a i r w i s e S V M 0 . 5 9 7 0 . 0 0 3 0 . 0 0 0 0 . 5 0 9 ± 0 . 0 0 6

G e n L i n e a r M o d e l 0 . 5 9 7 0 . 0 0 3 0 . 0 0 0 0 . 4 9 7 ± 0 . 0 0 4

A l l P o s i t i v e 0 . 5 9 7 0 . 0 0 3 0 . 0 0 0 0 . 5 0 0

L E T O R M Q 2 0 0 7

F E T A - N e t 0.477±0.004 0.007±0.002 0.235±0.009 0.729±0.011
F A T E - N e t 0 . 4 7 0 ± 0 . 0 0 2 0 . 0 0 0 0 . 2 3 2 ± 0 . 0 0 2 0 . 7 0 4 ± 0 . 0 0 2

F E T A - L i n e a r 0 . 4 5 2 ± 0 . 0 2 2 0 . 0 0 1 ± 0 . 0 0 2 0 . 2 3 1 ± 0 . 0 3 5 0 . 6 9 4 ± 0 . 0 0 6

S D A 0 . 4 4 1 ± 0 . 0 1 5 0 . 0 0 1 ± 0 . 0 0 2 0 . 1 9 5 ± 0 . 0 2 2 0 . 6 6 6 ± 0 . 0 0 3

R a n k N e t 0 . 4 2 7 ± 0 . 0 1 0 0 . 0 0 1 ± 0 . 0 1 2 0 . 0 2 9 ± 0 . 0 0 7 0 . 6 1 0 ± 0 . 0 1 5

P a i r w i s e S V M 0 . 4 5 3 ± 0 . 0 2 1 0 . 0 0 0 0 . 2 2 0 ± 0 . 0 2 6 0 . 6 9 6 ± 0 . 0 0 7

G e n L i n e a r M o d e l 0 . 4 2 7 ± 0 . 0 2 1 0 . 0 0 1 ± 0 . 0 0 2 0 . 0 5 8 ± 0 . 0 2 9 0 . 6 1 4 ± 0 . 0 0 9

A l l P o s i t i v e 0 . 4 2 1 ± 0 . 0 2 1 0 . 0 0 1 ± 0 . 0 0 2 0 . 0 0 0 0 . 5 0 0

L E T O R M Q 2 0 0 8

F E T A - N e t 0 . 5 3 7 ± 0 . 0 0 1 0.044±0.001 0.440±0.003 0.842±0.004
F A T E - N e t 0.540±0.005 0 . 0 4 1 ± 0 . 0 0 2 0 . 4 3 1 ± 0 . 0 0 2 0 . 8 3 7 ± 0 . 0 0 6

F E T A - L i n e a r 0 . 5 2 9 ± 0 . 0 0 6 0 . 0 2 6 ± 0 . 0 0 9 0 . 4 2 1 ± 0 . 0 1 2 0 . 8 0 3 ± 0 . 0 0 9

S D A 0 . 4 2 5 ± 0 . 0 4 1 0 . 0 1 8 ± 0 . 0 1 1 0 . 2 8 7 ± 0 . 0 3 8 0 . 7 2 7 ± 0 . 0 2 3

R a n k N e t 0 . 4 6 1 ± 0 . 0 0 2 0 . 0 1 7 ± 0 . 0 0 4 0 . 3 2 3 ± 0 . 0 0 2 0 . 7 5 8 ± 0 . 0 0 4

P a i r w i s e S V M 0 . 5 2 6 ± 0 . 0 2 2 0 . 0 4 2 ± 0 . 0 2 2 0 . 4 2 8 ± 0 . 0 1 6 0 . 7 8 6 ± 0 . 0 1 8

G e n L i n e a r M o d e l 0 . 4 9 3 ± 0 . 0 2 8 0 . 0 1 4 ± 0 . 0 1 0 0 . 3 1 1 ± 0 . 0 6 1 0 . 7 3 9 ± 0 . 0 1 9

A l l P o s i t i v e 0 . 4 2 4 ± 0 . 0 2 1 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 5 0 0

E x p e d i a

F E T A - N e t 0 . 1 8 6 ± 0 . 0 0 1 0 . 0 0 9 ± 0 . 0 0 2 0 . 3 2 2 ± 0 . 0 0 3 0 . 6 8 8 ± 0 . 0 0 1

F A T E - N e t 0 . 1 9 8 ± 0 . 0 0 6 0 . 0 1 8 ± 0 . 0 0 2 0 . 3 4 6 ± 0 . 0 1 0 0 . 7 0 7 ± 0 . 0 0 7

F E T A - L i n e a r 0 . 1 7 9 ± 0 . 0 0 7 0.020±0.002 0 . 3 2 4 ± 0 . 0 0 6 0 . 6 9 6 ± 0 . 0 0 7

S D A 0.201±0.005 0 . 0 1 3 ± 0 . 0 0 3 0.352±0.012 0 . 7 0 8 ± 0 . 0 0 8

R a n k N e t 0 . 1 6 7 ± 0 . 0 1 7 0 . 0 0 3 ± 0 . 0 0 1 0 . 2 7 8 ± 0 . 0 3 4 0.716±0.006
P a i r w i s e S V M 0 . 1 2 9 ± 0 . 0 1 7 0 . 0 0 4 ± 0 . 0 0 2 0 . 1 6 5 ± 0 . 0 9 7 0 . 6 8 0 ± 0 . 0 5 0

G e n L i n e a r M o d e l 0 . 1 0 7 ± 0 . 0 0 1 0 . 0 0 0 0 . 0 0 4 ± 0 . 0 0 7 0 . 5 0 3 ± 0 . 1 0 2

A l l P o s i t i v e 0 . 1 0 6 0 . 0 0 0 0 . 0 0 0 0 . 5 0 0
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Table A.8.: M e a n a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e a c c u r a c i e s o n t h e s i n g l e t o n c h o i c e d a t a ( m e a s u r e d a c r o s s 5 o u t e r c r o s s - v a l i d a t i o n f o l d s ) . T h e b e s t

e n t r y f o r e a c h m e a s u r e i s m a r k e d i n b o l d .

D a t a s e t S C M A c c u r a c y T o p - 3 T o p - 5

M e d o i d

F E T A - N e t 0 . 8 4 6 ± 0 . 0 1 0 0 . 9 9 4 ± 0 . 0 0 1 1.000
F A T E - N e t 0.881±0.007 0.996±0.001 1.000
F E T A - L i n e a r 0 . 3 5 6 ± 0 . 0 2 6 0 . 7 1 5 ± 0 . 0 0 7 0 . 8 8 3 ± 0 . 0 1 1

S D A 0 . 8 3 9 ± 0 . 0 0 4 0 . 9 8 7 ± 0 . 0 0 1 0 . 9 9 8

R a n k N e t 0 . 5 3 1 ± 0 . 0 0 8 0 . 8 7 3 ± 0 . 0 0 6 0 . 9 7 0 ± 0 . 0 0 4

P a i r w i s e S V M 0 . 0 2 1 ± 0 . 0 0 1 0 . 1 9 4 ± 0 . 0 0 9 0 . 5 0 1 ± 0 . 0 0 2

M N L 0 . 0 2 0 ± 0 . 0 0 1 0 . 1 9 1 ± 0 . 0 0 5 0 . 5 0 0 ± 0 . 0 0 1

N L 0 . 0 4 9 ± 0 . 0 1 4 0 . 2 1 6 ± 0 . 0 0 6 0 . 4 6 3 ± 0 . 0 2 7

G N L 0 . 0 2 0 0 . 1 9 5 ± 0 . 0 0 4 0 . 5 0 0 ± 0 . 0 0 1

M L 0 . 0 0 3 0 . 0 5 5 ± 0 . 0 1 2 0 . 2 4 9 ± 0 . 0 3 2

H y p e r v o l u m e

F E T A - N e t 0.769±0.022 0.933±0.007 0.980±0.001
F A T E - N e t 0 . 7 3 0 ± 0 . 0 1 8 0 . 9 2 0 ± 0 . 0 1 3 0 . 9 6 8 ± 0 . 0 0 6

F E T A - L i n e a r 0 . 2 3 6 ± 0 . 0 4 2 0 . 4 0 4 ± 0 . 0 4 2 0 . 5 6 0 ± 0 . 0 2 8

S D A 0 . 2 3 3 ± 0 . 0 1 9 0 . 4 1 7 ± 0 . 0 2 9 0 . 5 8 9 ± 0 . 0 3 6

R a n k N e t 0 . 2 0 3 ± 0 . 0 0 4 0 . 3 6 9 ± 0 . 0 0 6 0 . 5 6 2 ± 0 . 0 0 4

P a i r w i s e S V M 0 . 1 8 6 ± 0 . 0 0 1 0 . 3 4 0 ± 0 . 0 0 2 0 . 5 5 0 ± 0 . 0 0 2

M N L 0 . 2 0 1 ± 0 . 0 0 8 0 . 3 6 0 ± 0 . 0 1 0 0 . 5 5 9 ± 0 . 0 0 4

N L 0 . 2 9 1 ± 0 . 0 0 3 0 . 5 1 1 ± 0 . 0 0 7 0 . 6 5 1 ± 0 . 0 0 6

G N L 0 . 2 9 3 ± 0 . 0 1 8 0 . 4 7 1 ± 0 . 0 2 1 0 . 6 6 3 ± 0 . 0 1 4

M L 0 . 1 8 9 ± 0 . 0 1 4 0 . 4 5 1 ± 0 . 0 1 9 0 . 6 2 1 ± 0 . 0 1 4

M N I S T - U n i q u e

F E T A - N e t 0.972±0.002 0.995±0.001 0.998
F A T E - N e t 0 . 9 5 4 ± 0 . 0 0 9 0 . 9 9 3 ± 0 . 0 0 1 0.998±0.001
F E T A - L i n e a r 0 . 1 2 7 ± 0 . 0 0 6 0 . 3 2 0 ± 0 . 0 0 3 0 . 5 0 5 ± 0 . 0 1 0

S D A 0 . 8 5 8 ± 0 . 0 2 9 0 . 9 3 5 ± 0 . 0 2 6 0 . 9 5 5 ± 0 . 0 1 8

R a n k N e t 0 . 1 3 4 ± 0 . 0 0 8 0 . 3 0 7 ± 0 . 0 0 2 0 . 4 9 5 ± 0 . 0 0 2

P a i r w i s e S V M 0 . 1 2 4 ± 0 . 0 1 0 0 . 3 1 9 ± 0 . 0 0 8 0 . 5 0 2 ± 0 . 0 0 7

M N L 0 . 1 7 0 ± 0 . 0 0 6 0 . 3 2 5 ± 0 . 0 0 9 0 . 4 9 5 ± 0 . 0 0 2

N L 0 . 2 0 7 ± 0 . 0 1 6 0 . 3 5 4 ± 0 . 0 0 4 0 . 5 0 2 ± 0 . 0 0 6

G N L 0 . 6 5 1 ± 0 . 0 0 6 0 . 7 6 3 ± 0 . 0 0 3 0 . 8 4 1 ± 0 . 0 0 1

M L 0 . 4 9 0 ± 0 . 0 0 3 0 . 7 1 8 ± 0 . 0 0 5 0 . 7 8 4 ± 0 . 0 0 2

M N I S T - M o d e

F E T A - N e t 0.908±0.004 0.961±0.003 0.978±0.004
F A T E - N e t 0 . 6 6 9 ± 0 . 0 0 5 0 . 9 0 7 ± 0 . 0 0 4 0 . 9 4 3 ± 0 . 0 0 3

F E T A - L i n e a r 0 . 2 9 0 ± 0 . 0 0 6 0 . 6 7 4 ± 0 . 0 1 0 0 . 8 7 7 ± 0 . 0 0 7

S D A 0 . 5 1 3 ± 0 . 0 4 7 0 . 8 0 6 ± 0 . 0 4 1 0 . 9 0 1 ± 0 . 0 6 1

R a n k N e t 0 . 2 8 4 ± 0 . 0 0 2 0 . 6 6 8 ± 0 . 0 0 3 0 . 8 7 6 ± 0 . 0 0 3

P a i r w i s e S V M 0 . 2 8 9 ± 0 . 0 0 7 0 . 6 7 5 ± 0 . 0 1 1 0 . 8 8 1 ± 0 . 0 0 7

M N L 0 . 2 8 5 ± 0 . 0 0 6 0 . 6 5 2 ± 0 . 0 1 1 0 . 8 5 3 ± 0 . 0 1 0

N L 0 . 2 8 2 ± 0 . 0 0 7 0 . 6 4 6 ± 0 . 0 1 2 0 . 8 4 8 ± 0 . 0 1 0

G N L 0 . 2 7 4 ± 0 . 0 0 3 0 . 6 4 1 ± 0 . 0 0 8 0 . 8 4 9 ± 0 . 0 0 6

M L 0 . 2 1 6 ± 0 . 0 1 0 0 . 5 3 6 ± 0 . 0 2 0 0 . 7 6 5 ± 0 . 0 2 2

T a g G e n o m e S i m i l a r M o v i e

F E T A - N e t 0 . 1 8 4 ± 0 . 0 0 1 0 . 4 8 1 ± 0 . 0 0 2 0 . 6 9 9 ± 0 . 0 0 2

F A T E - N e t 0.185±0.003 0.482±0.006 0 . 6 9 9 ± 0 . 0 0 4

F E T A - L i n e a r 0 . 1 3 8 ± 0 . 0 0 9 0 . 3 9 1 ± 0 . 0 2 3 0 . 6 1 3 ± 0 . 0 3 0

S D A 0 . 0 9 9 ± 0 . 0 2 2 0 . 3 0 6 ± 0 . 0 5 0 0 . 5 1 1 ± 0 . 0 5 8

R a n k N e t 0 . 1 7 4 ± 0 . 0 0 3 0 . 4 7 7 ± 0 . 0 0 2 0.708±0.003
P a i r w i s e S V M 0 . 1 4 5 ± 0 . 0 1 1 0 . 4 0 5 ± 0 . 0 1 9 0 . 6 2 6 ± 0 . 0 1 8

M N L 0 . 1 7 9 ± 0 . 0 0 2 0 . 4 7 2 ± 0 . 0 0 3 0 . 6 9 4 ± 0 . 0 0 4

N L 0 . 1 7 8 ± 0 . 0 0 4 0 . 4 6 7 ± 0 . 0 0 6 0 . 6 8 9 ± 0 . 0 0 7

G N L 0 . 1 7 9 ± 0 . 0 0 2 0 . 4 7 2 ± 0 . 0 0 3 0 . 6 9 4 ± 0 . 0 0 3

M L 0 . 1 1 7 ± 0 . 0 0 1 0 . 3 5 3 ± 0 . 0 0 9 0 . 5 7 5 ± 0 . 0 1 3
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Table A.9.: C o n t . : M e a n a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e a c c u r a c i e s o n t h e s i n g l e t o n c h o i c e d a t a ( m e a s u r e d a c r o s s 5 o u t e r c r o s s - v a l i d a t i o n f o l d s ) . T h e

b e s t e n t r y f o r e a c h m e a s u r e i s m a r k e d i n b o l d .

D a t a s e t S C M A c c u r a c y T o p - 3 T o p - 5

T a g G e n o m e D i s s i m i l a r M o v i e

F E T A - N e t 0.512±0.004 0.835±0.004 0.942±0.002
F A T E - N e t 0 . 5 1 0 ± 0 . 0 0 1 0 . 8 3 0 ± 0 . 0 0 2 0 . 9 3 8 ± 0 . 0 0 2

F E T A - L i n e a r 0 . 4 4 0 ± 0 . 0 0 2 0 . 7 5 9 ± 0 . 0 0 2 0 . 8 8 9 ± 0 . 0 0 1

S D A 0 . 4 5 1 ± 0 . 0 4 7 0 . 6 9 4 ± 0 . 0 7 2 0 . 7 8 9 ± 0 . 0 5 4

R a n k N e t 0 . 4 3 5 ± 0 . 0 0 2 0 . 7 7 9 ± 0 . 0 0 1 0 . 9 1 4 ± 0 . 0 0 1

P a i r w i s e S V M 0 . 3 6 9 ± 0 . 0 1 6 0 . 7 1 2 ± 0 . 0 1 2 0 . 8 7 1 ± 0 . 0 0 8

M N L 0 . 4 4 7 ± 0 . 0 0 2 0 . 6 9 2 ± 0 . 0 0 5 0 . 7 9 5 ± 0 . 0 0 5

N L 0 . 4 3 8 ± 0 . 0 0 6 0 . 6 7 1 ± 0 . 0 1 5 0 . 7 7 5 ± 0 . 0 1 8

G N L 0 . 4 4 3 ± 0 . 0 0 4 0 . 6 8 1 ± 0 . 0 1 0 0 . 7 8 4 ± 0 . 0 1 1

M L 0 . 4 1 7 ± 0 . 0 0 3 0 . 7 6 3 ± 0 . 0 0 1 0 . 8 9 5 ± 0 . 0 0 5

L E T O R M Q 2 0 0 7 - l i s t

F E T A - N e t 0.334±0.007 0.577±0.012 0.705±0.006
F A T E - N e t 0 . 2 8 8 ± 0 . 0 0 2 0 . 5 0 8 ± 0 . 0 0 6 0 . 6 3 9 ± 0 . 0 0 4

F E T A - L i n e a r 0 . 2 9 3 ± 0 . 0 1 8 0 . 5 5 1 ± 0 . 0 0 7 0 . 6 9 7 ± 0 . 0 0 7

S D A 0 . 0 4 7 ± 0 . 0 1 3 0 . 1 3 7 ± 0 . 0 0 7 0 . 2 1 1 ± 0 . 0 1 4

R a n k N e t 0 . 2 8 7 ± 0 . 0 3 3 0 . 5 1 3 ± 0 . 0 5 0 0 . 6 2 7 ± 0 . 0 3 7

P a i r w i s e S V M 0 . 3 0 2 ± 0 . 0 0 8 0 . 5 4 1 ± 0 . 0 3 1 0 . 6 5 4 ± 0 . 0 3 9

M N L 0 . 2 8 2 ± 0 . 0 0 6 0 . 5 0 3 ± 0 . 0 2 9 0 . 6 2 2 ± 0 . 0 3 8

N L 0 . 2 8 5 ± 0 . 0 1 8 0 . 4 9 9 ± 0 . 0 3 0 0 . 6 0 8 ± 0 . 0 4 3

G N L 0 . 2 8 7 ± 0 . 0 2 0 0 . 5 0 9 ± 0 . 0 2 9 0 . 6 2 5 ± 0 . 0 3 7

M L 0 . 2 8 2 ± 0 . 0 0 5 0 . 5 0 3 ± 0 . 0 3 8 0 . 6 2 8 ± 0 . 0 3 7

L E T O R M Q 2 0 0 8 - l i s t

F E T A - N e t 0 . 2 6 6 ± 0 . 0 1 5 0 . 3 9 6 ± 0 . 0 1 9 0 . 5 0 4 ± 0 . 0 1 7

F A T E - N e t 0.281±0.012 0 . 3 6 9 ± 0 . 0 1 5 0.544±0.012
F E T A - L i n e a r 0 . 1 9 7 ± 0 . 0 0 7 0 . 3 9 2 ± 0 . 0 2 7 0 . 5 0 6 ± 0 . 0 3 2

S D A 0 . 0 2 8 ± 0 . 0 0 7 0 . 0 7 8 ± 0 . 0 3 2 0 . 1 2 4 ± 0 . 0 3 4

R a n k N e t 0 . 2 2 5 ± 0 . 0 2 6 0.399±0.020 0 . 5 0 1 ± 0 . 0 2 3

P a i r w i s e S V M 0 . 2 0 3 ± 0 . 0 1 4 0 . 3 7 6 ± 0 . 0 3 2 0 . 4 9 7 ± 0 . 0 2 1

M N L 0 . 2 1 7 ± 0 . 0 2 5 0 . 3 6 2 ± 0 . 0 2 0 0 . 5 0 0 ± 0 . 0 2 7

N L 0 . 2 1 2 ± 0 . 0 2 4 0 . 3 5 5 ± 0 . 0 3 0 0 . 4 7 2 ± 0 . 0 3 0

G N L 0 . 2 2 2 ± 0 . 0 2 0 0 . 3 6 6 ± 0 . 0 3 4 0 . 4 9 4 ± 0 . 0 2 6

M L 0 . 2 1 3 ± 0 . 0 1 5 0 . 3 6 7 ± 0 . 0 1 9 0 . 5 0 1 ± 0 . 0 2 5

E x p e d i a

F E T A - N e t 0.215±0.006 0.451±0.016 0 . 5 8 7 ± 0 . 0 0 8

F A T E - N e t 0 . 2 0 3 ± 0 . 0 0 6 0 . 4 3 4 ± 0 . 0 0 3 0 . 5 7 6 ± 0 . 0 0 3

F E T A - L i n e a r 0 . 1 7 6 ± 0 . 0 0 3 0 . 3 9 4 ± 0 . 0 0 2 0 . 5 4 3 ± 0 . 0 0 3

S D A 0 . 1 1 5 ± 0 . 0 0 8 0 . 2 8 8 ± 0 . 0 1 4 0 . 4 3 1 ± 0 . 0 1 5

R a n k N e t 0 . 2 1 0 ± 0 . 0 0 1 0 . 4 4 5 ± 0 . 0 0 1 0.590±0.001
P a i r w i s e S V M 0 . 1 7 9 0 . 4 0 5 ± 0 . 0 0 1 0 . 5 5 0

M N L 0 . 1 9 9 ± 0 . 0 0 4 0 . 4 2 3 ± 0 . 0 0 5 0 . 5 6 5 ± 0 . 0 0 4

N L 0 . 1 7 1 ± 0 . 0 0 6 0 . 3 8 8 ± 0 . 0 0 8 0 . 5 3 4 ± 0 . 0 0 8

G N L 0 . 1 6 8 ± 0 . 0 0 6 0 . 3 8 5 ± 0 . 0 1 0 0 . 5 3 1 ± 0 . 0 0 9

M L 0 . 1 8 1 ± 0 . 0 1 0 0 . 4 0 6 ± 0 . 0 1 0 0 . 5 5 1 ± 0 . 0 0 7

S U S H I

F E T A - N e t 0 . 2 9 5 ± 0 . 0 0 3 0 . 5 5 2 ± 0 . 0 0 3 0 . 7 6 6 ± 0 . 0 0 3

F A T E - N e t 0.322±0.003 0.589±0.005 0.817±0.005
F E T A - L i n e a r 0 . 2 7 3 ± 0 . 0 0 6 0 . 5 0 0 ± 0 . 0 1 4 0 . 6 8 0 ± 0 . 0 1 2

S D A 0 . 2 7 0 ± 0 . 0 1 5 0 . 4 9 8 ± 0 . 0 4 3 0 . 6 8 9 ± 0 . 0 4 3

R a n k N e t 0 . 2 7 2 ± 0 . 0 0 7 0 . 5 5 9 ± 0 . 0 3 5 0 . 7 2 1 ± 0 . 0 1 6

P a i r w i s e S V M 0 . 2 5 8 ± 0 . 0 0 4 0 . 4 8 0 ± 0 . 0 2 2 0 . 6 7 9 ± 0 . 0 1 3

M N L 0 . 2 7 1 ± 0 . 0 0 4 0 . 5 0 2 ± 0 . 0 0 3 0 . 6 7 7 ± 0 . 0 1 0

N L 0 . 2 5 3 ± 0 . 0 0 6 0 . 5 3 3 ± 0 . 0 1 9 0 . 7 3 0 ± 0 . 0 2 5

G N L 0 . 2 5 9 ± 0 . 0 0 7 0 . 5 6 2 ± 0 . 0 2 3 0 . 7 3 5 ± 0 . 0 1 6

M L 0 . 2 8 1 ± 0 . 0 0 4 0 . 5 7 5 ± 0 . 0 1 3 0 . 7 7 7 ± 0 . 0 0 7





List of Publications B.
▶ A r t h u r K l i p p e n s t e i n , C h r i s t o p h W e s k a m p , F l o r i a n L a u x , F l o r i a n N e u h a u s , K a r l s o n P f a n n s c h m i d t , M e l i s s a

B ü l l i n g , a n d S t e p h a n K a s s a n k e . “ A P r o t o t y p e t o S u p p o r t B u s i n e s s M o d e l I n n o v a t i o n T h r o u g h C r o w d s o u r c i n g

a n d A r t i fi c i a l I n t e l l i g e n c e . ” I n : W i r t s c h a f t s i n f o r m a t i k 2 0 2 3 P r o c e e d i n g s . W I 2 0 2 3 ( P a d e r b o r n , G e r m a n y , S e p t . 1 8 ,

2 0 2 3 ) . E d . b y D a n i e l B e v e r u n g e n , C h r i s t i a n e L e h r e r , a n d M a t t h i a s T r i e r . 4 7 . S e p t . 8 , 2 0 2 3

▶ M i c h a e l D e l l n i t z , E y k e H ü l l e r m e i e r , M a r v i n L ü c k e , S i n a O b e r - B l ö b a u m , C h r i s t i a n O f f e n , S e b a s t i a n P e i t z , a n d

K a r l s o n P f a n n s c h m i d t . “ E ffi c i e n t T i m e - S t e p p i n g f o r N u m e r i c a l I n t e g r a t i o n U s i n g R e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g . ”

e n . I n : S I A M J . S c i . C o m p u t . 4 5 ( 2 A p r . 3 0 , 2 0 2 3 )

▶ K a r l s o n P f a n n s c h m i d t a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ A C h a r a c t e r i z a t i o n o f C h o i c e F u n c t i o n s R e p r e s e n t a b l e b y

P a r e t o - E m b e d d i n g o f A l t e r n a t i v e s . ” I n : D A 2 P L 2 0 2 2 P r o c e e d i n g s . D A 2 P L 2 0 2 2 ( C o m p i è g n e , F r a n c e , N o v . 1 7 ,

2 0 2 2 ) . N o v . 1 7 , 2 0 2 2

▶ K a r l s o n P f a n n s c h m i d t , P r i t h a G u p t a , B j ö r n H a d d e n h o r s t , a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ L e a r n i n g C o n t e x t - D e p e n d e n t

C h o i c e F u n c t i o n s . ” I n : I n t . J . A p p r o x . R e a s o n . 1 4 0 ( 2 0 2 2 )

▶ K a r l s o n P f a n n s c h m i d t a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ L e a r n i n g C h o i c e F u n c t i o n s v i a P a r e t o - E m b e d d i n g s . ” I n : K I

2 0 2 0 : A d v a n c e s i n A r t i fi c i a l I n t e l l i g e n c e . K I 2 0 2 0 ( 2 0 2 0 ) . E d . b y U t e S c h m i d , F r a n z i s k a K l ü g l , a n d D i e d r i c h

W o l t e r . L e c t u r e N o t e s i n C o m p u t e r S c i e n c e . S p r i n g e r I n t e r n a t i o n a l P u b l i s h i n g , 2 0 2 0

▶ K a r l s o n P f a n n s c h m i d t , P r i t h a G u p t a , a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ D e e p A r c h i t e c t u r e s f o r L e a r n i n g C o n t e x t -

D e p e n d e n t R a n k i n g F u n c t i o n s . ” M a r . 1 5 , 2 0 1 8 . e p r i n t : 1803.05796 ( s t a t . M L )

▶ K a r l s o n P f a n n s c h m i d t , E y k e H ü l l e r m e i e r , S u s a n n e H e l d , a n d R e t o N e i g e r . “ E v a l u a t i n g T e s t s i n M e d i c a l

D i a g n o s i s : C o m b i n i n g M a c h i n e L e a r n i n g w i t h G a m e - T h e o r e t i c a l C o n c e p t s . ” I n : I P M U 2 0 1 6 ( E i n d h o v e n ,

T h e N e t h e r l a n d s , J u n e 2 0 , 2 0 1 6 ) . E d . b y J o a o P a u l o C a r v a l h o , M a r i e - J e a n n e L e s o t , U z a y K a y m a k , S u s a n a

V i e i r a , B e r n a d e t t e B o u c h o n - M e u n i e r , a n d R o n a l d R Y a g e r . S p r i n g e r I n t e r n a t i o n a l P u b l i s h i n g , J u n e 2 0 , 2 0 1 6

▶ K a l i n a J a s i n s k a , K r z y s z t o f D e m b c z y ńs k i , R o b e r t B u s a - F e k e t e , K a r l s o n P f a n n s c h m i d t , T i m o K l e r x , a n d E y k e

H ü l l e r m e i e r . “ E x t r e m e F - M e a s u r e M a x i m i z a t i o n U s i n g S p a r s e P r o b a b i l i t y E s t i m a t e s . ” I n : P r o c e e d i n g s o f T h e

3 3 r d I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . I C M L 2 0 1 6 ( N e w Y o r k C i t y , N Y , U S A , J u n e 2 0 , 2 0 1 6 ) .

E d . b y M a r i a F l o r i n a B a l c a n a n d K i l i a n Q W e i n b e r g e r . V o l . 4 8 . P r o c e e d i n g s o f m a c h i n e l e a r n i n g r e s e a r c h .

P M L R , 2 0 1 6

1803.05796




Bibliography

[ A M L 1 2 ] Y a s e r S A b u - M o s t a f a , M a l i k M a g d o n - I s m a i l , a n d H s u a n - T i e n L i n . L e a r n i n g f r o m D a t a : A S h o r t C o u r s e .

A M L b o o k . c o m , 2 0 1 2 . 2 0 1 p p . ( c i t e d o n p a g e 4 4 ) .

[ A D S 1 0 ] S h i v a n i A g a r w a l , D e e p a k D u g a r , a n d S h i l a d i t y a S e n g u p t a . “ R a n k i n g C h e m i c a l S t r u c t u r e s f o r D r u g

D i s c o v e r y : A N e w M a c h i n e L e a r n i n g A p p r o a c h . ” I n : J . C h e m . I n f . M o d e l . 5 0 ( 5 2 0 1 0 ) . P M I D : 2 0 3 8 7 8 6 0 ,

p p . 7 1 6 – 7 3 1 . d o i : 10.1021/ci9003865 ( c i t e d o n p a g e 7 8 ) .

[ A Y 0 1 ] C h a r u C A g g a r w a l a n d P h i l i p S Y u . “ O u t l i e r D e t e c t i o n f o r H i g h D i m e n s i o n a l D a t a . ” I n : S I G M O D

R e c . 3 0 ( 2 J u n e 2 0 0 1 ) , p p . 3 7 – 4 6 . d o i : 10.1145/376284.375668 ( c i t e d o n p a g e 2 1 3 ) .

[ A i + 1 8 ] Q i n g y a o A i , K e p i n g B i , J i a f e n g G u o , a n d W B r u c e C r o f t . “ L e a r n i n g a D e e p L i s t w i s e C o n t e x t M o d e l

f o r R a n k i n g R e fi n e m e n t . ” I n : T h e 4 1 s t I n t e r n a t i o n a l A C M S I G I R C o n f e r e n c e o n R e s e a r c h & D e v e l o p m e n t

i n I n f o r m a t i o n R e t r i e v a l . S I G I R 2 0 1 8 ( A n n A r b o r , M I , U S A ) . 4 1 . N e w Y o r k , N Y , U S A : A s s o c i a t i o n

f o r C o m p u t i n g M a c h i n e r y , 2 0 1 8 , p p . 1 3 5 – 1 4 4 . d o i : 10.1145/3209978.3209985 ( c i t e d o n p a g e s 7 8 ,

8 0 ) .

[ A S S 1 0 ] A r t u r A i g u z h i n o v , C a r l o s S o a r e s , a n d A n a P a u l a S e r r a . “ A S i m i l a r i t y - B a s e d A d a p t a t i o n o f N a i v e B a y e s

f o r L a b e l R a n k i n g : A p p l i c a t i o n t o t h e M e t a l e a r n i n g P r o b l e m o f A l g o r i t h m R e c o m m e n d a t i o n . ” I n :

D i s c o v e r y S c i e n c e . S p r i n g e r B e r l i n H e i d e l b e r g , 2 0 1 0 , p p . 1 6 – 2 6 . d o i : 10.1007/978-3-642-16184-

1_2 ( c i t e d o n p a g e 7 5 ) .

[ A C N 0 8 ] N i r A i l o n , M o s e s C h a r i k a r , a n d A l a n t h a N e w m a n . “ A g g r e g a t i n g I n c o n s i s t e n t I n f o r m a t i o n : R a n k i n g

a n d C l u s t e r i n g . ” I n : J . A C M 5 5 ( 5 O c t . 5 , 2 0 0 8 ) , p p . 1 – 2 7 . d o i : 10.1145/1411509.1411513 ( c i t e d

o n p a g e 9 9 ) .

[ A k i 2 0 ] A n d r e y A k i n s h i n . N o n p a r a m e t r i c C o h e n ’ s d - C o n s i s t e n t E f f e c t S i z e . J u n e 2 5 , 2 0 2 0 . u r l : https : / /

aakinshin.net/posts/nonparametric-effect-size/ ( v i s i t e d o n 0 5 / 1 4 / 2 0 2 2 ) ( c i t e d o n

p a g e 1 8 2 ) .

[ A l l 5 3 ] M A l l a i s . “ L e C o m p o r t e m e n t d e l ’ H o m m e R a t i o n n e l d e v a n t l e R i s q u e : C r i t i q u e d e s P o s t u l a t s e t

A x i o m e s d e l ’ E c o l e A m e r i c a i n e . ” I n : E c o n o m e t r i c a 2 1 ( 4 O c t . 1 9 5 3 ) , p . 5 0 3 . d o i : 10.2307/1907921

( c i t e d o n p a g e 2 0 ) .

[ A l t + 1 0 ] A n d r é A l t m a n n , L a u r a T o l o şi , O l i v e r S a n d e r , a n d T h o m a s L e n g a u e r . “ P e r m u t a t i o n I m p o r t a n c e : A

C o r r e c t e d F e a t u r e I m p o r t a n c e M e a s u r e . ” I n : B i o i n f o r m a t i c s 2 6 ( 1 0 M a y 1 5 , 2 0 1 0 ) , p p . 1 3 4 0 – 1 3 4 7 . d o i :

10.1093/bioinformatics/btq134 ( c i t e d o n p a g e 1 5 2 ) .

[ A I M 2 1 ] P a v e l A n s e l m o A l v a r e z , A l e s s i o I s h i z a k a , a n d L u i s M a r t í n e z . “ M u l t i p l e - C r i t e r i a D e c i s i o n - M a k i n g

S o r t i n g M e t h o d s : A S u r v e y . ” I n : E x p e r t S y s t . A p p l . 1 8 3 ( 2 0 2 1 ) , p . 1 1 5 3 6 8 ( c i t e d o n p a g e 1 1 4 ) .

[ A R 1 5 ] A t t i l a A m b r u s a n d K a r e e n R o z e n . “ R a t i o n a l i s i n g C h o i c e w i t h M u l t i - S e l f M o d e l s . ” I n : E c o n . J . N e p a l

1 2 5 ( 5 8 5 2 0 1 5 ) , p p . 1 1 3 6 – 1 1 5 6 . d o i : 10.1111/ecoj.12103 ( c i t e d o n p a g e s 3 6 , 1 7 2 ) .

[ A T 1 5 ] I l a r i a L A m e r i s e a n d A g o s t i n o T a r s i t a n o . “ C o r r e c t i o n M e t h o d s f o r T i e s i n R a n k C o r r e l a t i o n s . ” I n : J .

A p p l . S t a t . 4 2 ( 1 2 D e c . 2 , 2 0 1 5 ) , p p . 2 5 8 4 – 2 5 9 6 . d o i : 10.1080/02664763.2015.1043870 ( c i t e d o n

p a g e 9 1 ) .

[ A n d 0 3 ] A m y C A n d e r s o n . “ T h e P r o c e s s o f S t r u c t u r e - B a s e d D r u g D e s i g n . ” I n : C h e m . B i o l . 1 0 ( 9 S e p t . 2 0 0 3 ) ,

p p . 7 8 7 – 7 9 7 . d o i : 10.1016/j.chembiol.2003.09.002 ( c i t e d o n p a g e 6 7 ) .

[ A r r 5 1 ] K e n n e t h J A r r o w . S o c i a l C h o i c e a n d I n d i v i d u a l V a l u e s . J o h n W i l e y & S o n s , 1 9 5 1 ( c i t e d o n p a g e s 2 0 , 2 2 ) .

[ A S 0 5 ] K a a n A t a m a n a n d W N i c k S t r e e t . O p t i m i z i n g A r e a U n d e r t h e R O C C u r v e u s i n g R a n k i n g S V M s . 2 0 0 5 .

u r l : https://www.biz.uiowa.edu/faculty/nstreet/research/kdd05kaan.pdf ( v i s i t e d

o n 0 6 / 2 1 / 2 0 2 4 ) ( c i t e d o n p a g e 7 8 ) .

[ B H N 2 3 ] S o l o n B a r o c a s , M o r i t z H a r d t , a n d A r v i n d N a r a y a n a n . F a i r n e s s a n d M a c h i n e L e a r n i n g : L i m i t a t i o n s a n d

O p p o r t u n i t i e s . M I T P r e s s , 2 0 2 3 ( c i t e d o n p a g e 2 0 ) .

https://doi.org/10.1021/ci9003865
https://doi.org/10.1145/376284.375668
https://doi.org/10.1145/3209978.3209985
https://doi.org/10.1007/978-3-642-16184-1_2
https://doi.org/10.1007/978-3-642-16184-1_2
https://doi.org/10.1145/1411509.1411513
https://aakinshin.net/posts/nonparametric-effect-size/
https://aakinshin.net/posts/nonparametric-effect-size/
https://doi.org/10.2307/1907921
https://doi.org/10.1093/bioinformatics/btq134
https://doi.org/10.1111/ecoj.12103
https://doi.org/10.1080/02664763.2015.1043870
https://doi.org/10.1016/j.chembiol.2003.09.002
https://www.biz.uiowa.edu/faculty/nstreet/research/kdd05kaan.pdf


[ B a r 9 3 ] A n d r e w R B a r r o n . “ U n i v e r s a l A p p r o x i m a t i o n B o u n d s f o r S u p e r p o s i t i o n s o f a S i g m o i d a l F u n c t i o n . ” I n :

I E E E T r a n s . I n f . T h e o r y 3 9 ( 3 M a y 1 9 9 3 ) , p p . 9 3 0 – 9 4 5 . d o i : 10.1109/18.256500 ( c i t e d o n p a g e 6 3 ) .

[ B a s 8 4 ] K a u s h i k B a s u . “ F u z z y R e v e a l e d P r e f e r e n c e T h e o r y . ” I n : J . E c o n . T h e o r y 3 2 ( 2 A p r . 1 9 8 4 ) , p p . 2 1 2 – 2 2 7 .

d o i : 10.1016/0022-0531(84)90051-6 ( c i t e d o n p a g e 2 6 ) .

[ B P 8 5 ] R i c h a r d R B a t s e l l a n d J o h n C P o l k i n g . “ A N e w C l a s s o f M a r k e t S h a r e M o d e l s . ” I n : M a r k e t i n g S c i e n c e

4 ( 3 1 9 8 5 ) , p p . 1 7 7 – 1 9 8 ( c i t e d o n p a g e s 1 2 2 , 1 2 3 ) .

[ B a t + 1 8 ] P e t e r W B a t t a g l i a , J e s s i c a B H a m r i c k , V i c t o r B a p s t , A l v a r o S a n c h e z - G o n z a l e z , V i n i c i u s Z a m b a l d i ,

M a t e u s z M a l i n o w s k i , A n d r e a T a c c h e t t i , D a v i d R a p o s o , A d a m S a n t o r o , R y a n F a u l k n e r , C a g l a r G u l -

c e h r e , F r a n c i s S o n g , A n d r e w B a l l a r d , J u s t i n G i l m e r , G e o r g e D a h l , A s h i s h V a s w a n i , K e l s e y A l l e n ,

C h a r l e s N a s h , V i c t o r i a L a n g s t o n , C h r i s D y e r , N i c o l a s H e e s s , D a a n W i e r s t r a , P u s h m e e t K o h l i , M a t t

B o t v i n i c k , O r i o l V i n y a l s , Y u j i a L i , a n d R a z v a n P a s c a n u . “ R e l a t i o n a l I n d u c t i v e B i a s e s , D e e p L e a r n i n g ,

a n d G r a p h N e t w o r k s . ” J u n e 4 , 2 0 1 8 . e p r i n t : 1806.01261 ( c s . L G ) ( c i t e d o n p a g e 1 2 5 ) .

[ B a y + 1 8 ] A t i l i m G u n e s B a y d i n , B a r a k A P e a r l m u t t e r , A l e x e y A n d r e y e v i c h R a d u l , a n d J e f f r e y M a r k S i s k i n d .

“ A u t o m a t i c D i f f e r e n t i a t i o n i n M a c h i n e L e a r n i n g : a S u r v e y . ” I n : J . M a c h . L e a r n . R e s . 1 8 ( 1 5 3 2 0 1 8 ) ,

p p . 1 – 4 3 ( c i t e d o n p a g e 5 9 ) .

[ B D M 6 3 ] G o r d o n M B e c k e r , M o r r i s H D e g r o o t , a n d J a c o b M a r s c h a k . “ P r o b a b i l i t i e s o f C h o i c e s a m o n g V e r y

S i m i l a r O b j e c t s : A n E x p e r i m e n t t o D e c i d e b e t w e e n T w o M o d e l s . ” I n : B e h a v . S c i . 8 ( 4 1 9 6 3 ) , p p . 3 0 6 –

3 1 1 . d o i : 10/bnjftm ( c i t e d o n p a g e s 2 , 2 6 , 3 0 ) .

[ B P 2 1 ] V a i s h a k B e l l e a n d I o a n n i s P a p a n t o n i s . “ P r i n c i p l e s a n d P r a c t i c e o f E x p l a i n a b l e M a c h i n e L e a r n i n g . ” I n :

F r o n t . B i g D a t a 4 ( 6 8 8 9 6 9 J u l y 1 , 2 0 2 1 ) . d o i : 10.3389/fdata.2021.688969 ( c i t e d o n p a g e 1 9 3 ) .

[ B e l 5 5 ] R B e l l m a n . “ F u n c t i o n a l E q u a t i o n s i n t h e T h e o r y o f D y n a m i c P r o g r a m m i n g . V . P o s i t i v i t y a n d q u a s i -

l i n e a r i t y . ” I n : P r o c . N a t l . A c a d . S c i . U . S . A . 4 1 ( 1 0 O c t . 1 5 , 1 9 5 5 ) , p p . 7 4 3 – 7 4 6 . d o i : 10.1073/pnas.

41.10.743 ( c i t e d o n p a g e 5 5 ) .

[ B B 9 9 ] M o s h e B e n - A k i v a a n d M i c h e l B i e r l a i r e . “ D i s c r e t e C h o i c e M e t h o d s a n d t h e i r A p p l i c a t i o n s t o S h o r t

T e r m T r a v e l D e c i s i o n s . ” I n : I n t e r n a t i o n a l S e r i e s i n O p e r a t i o n s R e s e a r c h & M a n a g e m e n t S c i e n c e . B o s t o n ,

M A : S p r i n g e r U S , 1 9 9 9 , p p . 5 – 3 3 . d o i : 10.1007/978-1-4615-5203-1_2 ( c i t e d o n p a g e 3 5 ) .

[ B L 1 8 ] M o s h e E B e n - A k i v a a n d S t e v e n R L e r m a n . D i s c r e t e C h o i c e A n a l y s i s : T h e o r y a n d A p p l i c a t i o n t o T r a v e l

D e m a n d . T r a n s p o r t a t i o n S t u d i e s . L o n d o n , E n g l a n d : M I T P r e s s , A p r . 2 0 , 2 0 1 8 . 4 1 2 p p . ( c i t e d o n p a g e s 3 5 ,

8 7 , 1 3 4 ) .

[ B A P 2 3 a ] A l e s s i o B e n a v o l i , D a r i o A z z i m o n t i , a n d D a r i o P i g a . “ B a y e s i a n O p t i m i z a t i o n f o r C h o i c e D a t a . ” I n : P r o -

c e e d i n g s o f t h e C o m p a n i o n C o n f e r e n c e o n G e n e t i c a n d E v o l u t i o n a r y C o m p u t a t i o n . G E C C O ’ 2 3 C o m p a n i o n :

C o m p a n i o n C o n f e r e n c e o n G e n e t i c a n d E v o l u t i o n a r y C o m p u t a t i o n ( L i s b o n P o r t u g a l ) . N e w Y o r k ,

N Y , U S A : A C M , J u l y 1 5 , 2 0 2 3 . d o i : 10.1145/3583133.3596324 ( c i t e d o n p a g e 1 7 2 ) .

[ B A P 2 3 b ] A l e s s i o B e n a v o l i , D a r i o A z z i m o n t i , a n d D a r i o P i g a . “ L e a r n i n g C h o i c e F u n c t i o n s w i t h G a u s s i a n

P r o c e s s e s . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e T h i r t y - N i n t h C o n f e r e n c e o n U n c e r t a i n t y i n A r t i fi c i a l I n t e l l i g e n c e . E d . b y

R o b i n J E v a n s a n d I l y a S h p i t s e r . V o l . 2 1 6 . P r o c e e d i n g s o f M a c h i n e L e a r n i n g R e s e a r c h . P M L R , 2 0 2 3 ,

p p . 1 4 1 – 1 5 1 ( c i t e d o n p a g e s 1 7 2 , 1 8 7 ) .

[ B H 2 0 ] V i k t o r B e n g s a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ P r e s e l e c t i o n B a n d i t s . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 3 7 t h I n t e r n a t i o n a l

C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . E d . b y H a l D a u m é I i i a n d A a r t i S i n g h . V o l . 1 1 9 . P r o c e e d i n g s o f M a c h i n e

L e a r n i n g R e s e a r c h . P M L R , 2 0 2 0 , p p . 7 7 8 – 7 8 7 ( c i t e d o n p a g e s 1 5 2 , 1 9 3 ) .

[ B B 0 0 ] K r i s t i n P B e n n e t t a n d E r i n J B r e d e n s t e i n e r . “ D u a l i t y a n d G e o m e t r y i n S V M C l a s s i fi e r s . ” I n : P r o c e e d i n g s

o f t h e S e v e n t e e n t h I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g ( I C M L 2 0 0 0 ) . I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e

o n M a c h i n e L e a r n i n g ( S t a n f o r d , C A , U S A , J u n e 2 9 , 2 0 0 0 ) . E d . b y P a t L a n g l e y . S a n F r a n c i s c o , C A :

M o r g a n K a u f m a n n , J u n e 2 9 , 2 0 0 0 , p p . 5 7 – 6 4 ( c i t e d o n p a g e 1 3 6 ) .

[ B K T 1 6 ] A u s t i n R B e n s o n , R a v i K u m a r , a n d A n d r e w T o m k i n s . “ O n t h e R e l e v a n c e o f I r r e l e v a n t A l t e r n a t i v e s . ”

I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 5 t h I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n W o r l d W i d e W e b , W W W 2 0 1 6 , M o n t r e a l , C a n a d a ,

A p r i l 1 1 - 1 5 , 2 0 1 6 . E d . b y J a c q u e l i n e B o u r d e a u , J i m H e n d l e r , R o g e r N k a m b o u , I a n H o r r o c k s , a n d

B e n Y Z h a o . A C M , 2 0 1 6 , p p . 9 6 3 – 9 7 3 . d o i : 10.1145/2872427.2883025 ( c i t e d o n p a g e s 2 9 , 3 5 ) .

https://doi.org/10.1109/18.256500
https://doi.org/10.1016/0022-0531(84)90051-6
1806.01261
https://doi.org/10/bnjftm
https://doi.org/10.3389/fdata.2021.688969
https://doi.org/10.1073/pnas.41.10.743
https://doi.org/10.1073/pnas.41.10.743
https://doi.org/10.1007/978-1-4615-5203-1_2
https://doi.org/10.1145/3583133.3596324
https://doi.org/10.1145/2872427.2883025


[ B K T 1 8 ] A u s t i n R B e n s o n , R a v i K u m a r , a n d A n d r e w T o m k i n s . “ A D i s c r e t e C h o i c e M o d e l f o r S u b s e t S e l e c t i o n . ”

I n : P r o c e e d i n g s o f t h e E l e v e n t h A C M I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n W e b S e a r c h a n d D a t a M i n i n g . W S D M

2 0 1 8 ( L o s A n g e l e s , C a l i f o r n i a , U S A , F e b . 5 , 2 0 1 8 ) . E d . b y Y i C h a n g , C h e n g x i a n g Z h a i , Y a n L i u , a n d

Y o e l l e M a a r e k . A C M , 2 0 1 8 , p p . 3 7 – 4 5 . d o i : 10.1145/3159652.3159702 ( c i t e d o n p a g e s 3 , 8 , 8 3 ,

1 1 5 ) .

[ B e n 8 9 ] J e r e m y B e n t h a m . A n I n t r o d u c t i o n t o t h e P r i n c i p l e s o f M o r a l s a n d L e g i s l a t i o n . L o n d o n : T . P a y n e , a n d S o n ,

1 7 8 9 ( c i t e d o n p a g e 2 2 ) .

[ B C L 9 3 ] J o n L B e n t l e y , K e n n e t h L C l a r k s o n , a n d D a v i d B L e v i n e . “ F a s t L i n e a r E x p e c t e d - T i m e A l g o r i t h m s

f o r C o m p u t i n g M a x i m a a n d C o n v e x H u l l s . ” I n : A l g o r i t h m i c a 9 ( 2 F e b . 1 9 9 3 ) , p p . 1 6 8 – 1 8 3 . d o i :

10.1007/bf01188711 ( c i t e d o n p a g e 1 6 5 ) .

[ B e r + 1 1 ] J a m e s B e r g s t r a , R é m i B a r d e n e t , Y o s h u a B e n g i o , a n d B a l á z s K é g l . “ A l g o r i t h m s f o r H y p e r - P a r a m e t e r

O p t i m i z a t i o n . ” I n : A d v a n c e s i n N e u r a l I n f o r m a t i o n P r o c e s s i n g S y s t e m s . N I P S 2 0 1 1 ( G r a n a d a , S p a i n ,

D e c . 1 2 , 2 0 1 1 ) . E d . b y J S h a w e - T a y l o r , R Z e m e l , P B a r t l e t t , F P e r e i r a , a n d K Q W e i n b e r g e r . V o l . 2 4 .

C u r r a n A s s o c i a t e s , I n c . , 2 0 1 1 ( c i t e d o n p a g e 5 2 ) .

[ B e r 4 4 ] J o s e p h B e r k s o n . “ A p p l i c a t i o n o f t h e L o g i s t i c F u n c t i o n t o B i o - A s s a y . ” I n : J . A m . S t a t . A s s o c . 3 9 ( 2 2 7

1 9 4 4 ) , p p . 3 5 7 – 3 6 5 ( c i t e d o n p a g e 1 1 5 ) .

[ B e r 5 1 ] J o s e p h B e r k s o n . “ W h y I P r e f e r L o g i t s t o P r o b i t s . ” I n : B i o m e t r i c s 7 ( 4 D e c . 1 9 5 1 ) , p . 3 2 7 . d o i : 10.2307/

3001655 ( c i t e d o n p a g e 3 3 ) .

[ B R 0 4 ] B D o u g l a s B e r n h e i m a n d A n t o n i o R a n g e l . “ A d d i c t i o n a n d C u e - T r i g g e r e d D e c i s i o n P r o c e s s e s . ” I n : A m .

E c o n . R e v . 9 4 ( 5 D e c . 2 0 0 4 ) , p p . 1 5 5 8 – 1 5 9 0 . d o i : 10.1257/0002828043052222 ( c i t e d o n p a g e 3 6 ) .

[ B e r 3 8 ] D a n i e l B e r n o u l l i . “ S p e c i m e n T h e o r i a e N o v a e d e M e n s u r a S o r t i s . ” I n : C o m m e n t a r i i A c a d e m i a e S c i e n t i a r u m

I m p e r i a l i s P e t r o p o l i t a n a e . V o l . 5 . 1 7 3 8 , p p . 1 7 5 – 1 9 2 ( c i t e d o n p a g e s 1 , 1 9 , 2 2 ) .

[ B T 2 4 ] M a t t e o B i a g i o l a a n d P a o l o T o n e l l a . “ T e s t i n g o f D e e p R e i n f o r c e m e n t L e a r n i n g A g e n t s w i t h S u r r o g a t e

M o d e l s . ” I n : A C M T r a n s . S o f t w . E n g . M e t h o d o l . 3 3 ( 3 M a r . 3 1 , 2 0 2 4 ) , p p . 1 – 3 3 . d o i : 10.1145/3631970

( c i t e d o n p a g e 1 5 2 ) .

[ B i e 9 8 ] M i c h e l B i e r l a i r e . “ D i s c r e t e C h o i c e M o d e l s . ” I n : O p e r a t i o n s R e s e a r c h a n d D e c i s i o n A i d M e t h o d o l o g i e s i n

T r a ffi c a n d T r a n s p o r t a t i o n M a n a g e m e n t . B e r l i n , H e i d e l b e r g : S p r i n g e r B e r l i n H e i d e l b e r g , 1 9 9 8 , p p . 2 0 3 –

2 2 7 . d o i : 10.1007/978-3-662-03514-6_9 ( c i t e d o n p a g e 3 5 ) .

[ B I 2 0 ] F r a n c e s c o B i s c a n i a n d D a r i o I z z o . “ A P a r a l l e l G l o b a l M u l t i o b j e c t i v e F r a m e w o r k f o r O p t i m i z a t i o n :

p a g m o . ” I n : J . O p e n S o u r c e S o f t w . 5 ( 5 3 2 0 2 0 ) , p . 2 3 3 8 . d o i : 10.21105/joss.02338 ( c i t e d o n

p a g e 1 7 6 ) .

[ B i s + 2 3 ] B e r n d B i s c h l , M a r t i n B i n d e r , M i c h e l L a n g , T o b i a s P i e l o k , J a k o b R i c h t e r , S t e f a n C o o r s , J a n e k T h o m a s ,

T h e r e s a U l l m a n n , M a r c B e c k e r , A n n e - L a u r e B o u l e s t e i x , D i f a n D e n g , a n d M a r i u s L i n d a u e r . “ H y p e r -

p a r a m e t e r O p t i m i z a t i o n : F o u n d a t i o n s , A l g o r i t h m s , B e s t P r a c t i c e s , a n d O p e n C h a l l e n g e s . ” I n : W i l e y

I n t e r d i s c i p . R e v . D a t a M i n . K n o w l . D i s c o v . 1 3 ( 2 J a n . 1 6 , 2 0 2 3 ) , e 1 4 8 4 . d o i : 10.1002/widm.1484 ( c i t e d

o n p a g e 4 9 ) .

[ B l i 3 4 ] C h e s t e r I B l i s s . “ T h e M e t h o d o f P r o b i t s . ” I n : S c i e n c e 7 9 ( 2 0 3 7 J a n . 1 2 , 1 9 3 4 ) , p p . 3 8 – 3 9 . d o i : 10.1126/

science.79.2037.38 ( c i t e d o n p a g e 3 3 ) .

[ B W 6 7 ] D a n i e l A B l o c h a n d G e o f f r e y S W a t s o n . “ A B a y e s i a n S t u d y o f t h e M u l t i n o m i a l D i s t r i b u t i o n . ” I n : A n n .

M a t h . S t a t . 3 8 ( 5 O c t . 1 9 6 7 ) , p p . 1 4 2 3 – 1 4 3 5 . d o i : 10.1214/aoms/1177698697 ( c i t e d o n p a g e 3 3 ) .

[ B l u + 1 5 ] C h a r l e s B l u n d e l l , J u l i e n C o r n e b i s e , K o r a y K a v u k c u o g l u , a n d D a a n W i e r s t r a . “ W e i g h t U n c e r t a i n t y

i n N e u r a l N e t w o r k . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 3 2 n d I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . E d . b y

F r a n c i s B a c h a n d D a v i d B l e i . V o l . 3 7 . P r o c e e d i n g s o f M a c h i n e L e a r n i n g R e s e a r c h . L i l l e , F r a n c e : P M L R ,

2 0 1 5 , p p . 1 6 1 3 – 1 6 2 2 ( c i t e d o n p a g e 5 3 ) .

[ B o c 6 9 ] R B o c k . “ E s t i m a t i n g M u l t i n o m i a l R e s p o n s e R e l a t i o n s . ” I n : C o n t r i b u t i o n s t o S t a t i s t i c s a n d P r o b a b i l i t y :

E s s a y s i n M e m o r y o f S . N . R o y . E d . b y R B o s e . U n i v . o f N o r t h C a r o l i n a P r e s s , 1 9 6 9 ( c i t e d o n p a g e 3 3 ) .

https://doi.org/10.1145/3159652.3159702
https://doi.org/10.1007/bf01188711
https://doi.org/10.2307/3001655
https://doi.org/10.2307/3001655
https://doi.org/10.1257/0002828043052222
https://doi.org/10.1145/3631970
https://doi.org/10.1007/978-3-662-03514-6_9
https://doi.org/10.21105/joss.02338
https://doi.org/10.1002/widm.1484
https://doi.org/10.1126/science.79.2037.38
https://doi.org/10.1126/science.79.2037.38
https://doi.org/10.1214/aoms/1177698697


[ B R 1 7 ] Z d r a v k o B o t e v a n d A d R i d d e r . V a r i a n c e R e d u c t i o n . I n : W i l e y S t a t s R e f : S t a t i s t i c s R e f e r e n c e O n l i n e . C h i c h -

e s t e r , U K : J o h n W i l e y & S o n s , L t d , N o v . 1 5 , 2 0 1 7 , p p . 1 – 6 . d o i : 10.1002/9781118445112.

stat07975 ( c i t e d o n p a g e 1 7 4 ) .

[ B V 2 0 ] X a v i e r B o u t h i l l i e r a n d G a ë l V a r o q u a u x . S u r v e y o f M a c h i n e - L e a r n i n g E x p e r i m e n t a l M e t h o d s a t N e u r I P S 2 0 1 9

a n d I C L R 2 0 2 0 . R e s e a r c h r e p . I n r i a S a c l a y I l e d e F r a n c e , J a n . 2 0 2 0 ( c i t e d o n p a g e 4 9 ) .

[ B V 0 4 ] S t e p h e n P B o y d a n d L i e v e n V a n d e n b e r g h e . C o n v e x O p t i m i z a t i o n . C a m b r i d g e , E n g l a n d : C a m b r i d g e

U n i v e r s i t y P r e s s , M a r . 8 , 2 0 0 4 . 7 4 4 p p . ( c i t e d o n p a g e 1 3 7 ) .

[ B T 5 2 ] R a l p h A l l a n B r a d l e y a n d M i l t o n E T e r r y . “ R a n k A n a l y s i s o f I n c o m p l e t e B l o c k D e s i g n s : I . T h e M e t h o d

o f P a i r e d C o m p a r i s o n s . ” I n : B i o m e t r i k a 3 9 ( 3 / 4 1 9 5 2 ) , p p . 3 2 4 – 3 4 5 ( c i t e d o n p a g e 1 1 5 ) .

[ B S C 0 3 ] P a v e l B B r a z d i l , C a r l o s S o a r e s , a n d J o a q u i m P i n t o d a C o s t a . “ R a n k i n g L e a r n i n g A l g o r i t h m s : U s i n g I B L

a n d M e t a - L e a r n i n g o n A c c u r a c y a n d T i m e R e s u l t s . ” I n : M a c h . L e a r n . 5 0 ( 3 M a r . 1 , 2 0 0 3 ) , p p . 2 5 1 – 2 7 7 .

d o i : 10.1023/A:1021713901879 ( c i t e d o n p a g e 7 5 ) .

[ B S 0 5 ] U l f B r e f e l d a n d T o b i a s S c h e f f e r . “ A U C M a x i m i z i n g S u p p o r t V e c t o r L e a r n i n g . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e

I C M L 2 0 0 5 W o r k s h o p o n R O C A n a l y s i s i n M a c h i n e L e a r n i n g ( B o n n , G e r m a n y , 2 0 0 5 ) . 2 0 0 5 ( c i t e d o n

p a g e 7 8 ) .

[ B r e 0 1 ] L e o B r e i m a n . “ R a n d o m F o r e s t s . ” I n : M a c h . L e a r n . 4 5 ( 1 O c t . 1 , 2 0 0 1 ) , p p . 5 – 3 2 . d o i : 10.1023/A:

1010933404324 ( c i t e d o n p a g e 5 2 ) .

[ B F 1 0 ] K a r l B r i n g m a n n a n d T o b i a s F r i e d r i c h . “ A p p r o x i m a t i n g t h e V o l u m e o f U n i o n s a n d I n t e r s e c t i o n s

o f H i g h - D i m e n s i o n a l G e o m e t r i c O b j e c t s . ” I n : C o m p u t . G e o m . 4 3 ( 6 2 0 1 0 ) , p p . 6 0 1 – 6 1 0 ( c i t e d o n

p a g e 1 4 1 ) .

[ B F H 0 6 ] K l a u s B r i n k e r , J o h a n n e s F ü r n k r a n z , a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ A U n i fi e d M o d e l f o r M u l t i l a b e l C l a s s i fi -

c a t i o n a n d R a n k i n g . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 1 7 t h E u r o p e a n C o n f e r e n c e o n A r t i fi c i a l I n t e l l i g e n c e . E u r o p e a n

C o n f e r e n c e o n A r t i fi c i a l I n t e l l i g e n c e ( E C A I 2 0 0 6 ) ( R i v a d e l G a r d a , I t a l y ) . N L D : I O S P r e s s , M a y 2 2 ,

2 0 0 6 , p p . 4 8 9 – 4 9 3 ( c i t e d o n p a g e 7 6 ) .

[ B r o + 1 0 ] K a y H e n n i n g B r o d e r s e n , C h e n g S o o n O n g , K l a a s E n n o S t e p h a n , a n d J o a c h i m M B u h m a n n . “ T h e

B a l a n c e d A c c u r a c y a n d i t s P o s t e r i o r D i s t r i b u t i o n . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n

P a t t e r n R e c o g n i t i o n . I C P R 2 0 1 0 ( I s t a n b u l , T u r k e y , A u g . 2 3 , 2 0 1 0 ) . I E E E , A u g . 2 0 1 0 , p p . 3 1 2 1 – 3 1 2 4 .

d o i : 10.1109/icpr.2010.764 ( c i t e d o n p a g e 8 9 ) .

[ B B 2 3 ] T a n j a B u r g a r d a n d A n d r é B i t t e r m a n n . “ R e d u c i n g L i t e r a t u r e S c r e e n i n g W o r k l o a d w i t h M a c h i n e

L e a r n i n g : A S y s t e m a t i c R e v i e w o f T o o l s a n d T h e i r P e r f o r m a n c e . ” I n : Z . P s y c h o l . 2 3 1 ( 1 F e b . 2 2 , 2 0 2 3 ) ,

p p . 3 – 1 5 . d o i : 10.1027/2151-2604/a000509 ( c i t e d o n p a g e 1 9 4 ) .

[ B u r 1 0 ] C h r i s t o p h e r J C B u r g e s . F r o m R a n k N e t t o L a m b d a R a n k t o L a m b d a M A R T : A n O v e r v i e w . T e c h . r e p .

M S R - T R - 2 0 1 0 - 8 2 . M i c r o s o f t R e s e a r c h , 2 0 1 0 ( c i t e d o n p a g e 9 9 ) .

[ B u r + 0 5 ] C h r i s t o p h e r J C B u r g e s , T a l S h a k e d , E r i n R e n s h a w , A r i L a z i e r , M a t t D e e d s , N i c o l e H a m i l t o n , a n d

G r e g o r y N H u l l e n d e r . “ L e a r n i n g t o R a n k u s i n g G r a d i e n t D e s c e n t . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 2 n d I n t e r n a -

t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . I C M L 2 0 0 5 ( B o n n , G e r m a n y , A u g . 7 , 2 0 0 5 ) . V o l . 1 1 9 . A C M ,

2 0 0 5 , p p . 8 9 – 9 6 ( c i t e d o n p a g e s 7 8 , 8 0 , 9 8 , 1 3 4 , 1 7 5 ) .

[ B u s + 1 4 ] R ó b e r t B u s a - F e k e t e , B a l á z s S z ö r é n y i , P a u l W e n g , W e i w e i C h e n g , a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ P r e f e r e n c e -

B a s e d R e i n f o r c e m e n t L e a r n i n g : E v o l u t i o n a r y D i r e c t P o l i c y S e a r c h u s i n g a P r e f e r e n c e - B a s e d R a c i n g

A l g o r i t h m . ” I n : M a c h . L e a r n . 9 7 ( 3 D e c . 2 , 2 0 1 4 ) , p p . 3 2 7 – 3 5 1 . d o i : 10.1007/s10994-014-5458-8

( c i t e d o n p a g e 8 4 ) .

[ B u s + 2 0 ] A l e x a n d e r B u s l a e v , V l a d i m i r I I g l o v i k o v , E u g e n e K h v e d c h e n y a , A l e x P a r i n o v , M i k h a i l D r u z h i n i n ,

a n d A l e x a n d r A K a l i n i n . “ A l b u m e n t a t i o n s : F a s t a n d F l e x i b l e I m a g e A u g m e n t a t i o n s . ” I n : I n f o r m a t i o n

1 1 ( 2 F e b . 2 0 2 0 ) , p . 1 2 5 . d o i : 10.3390/info11020125 ( c i t e d o n p a g e 6 2 ) .

[ B O B 0 7 ] L u d w i g M B u s s e , P e t e r O r b a n z , a n d J o a c h i m M B u h m a n n . “ C l u s t e r A n a l y s i s o f H e t e r o g e n e o u s

R a n k D a t a . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 4 t h I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . I C M L 2 0 0 7 &

I L P 2 0 0 7 ( C o r v a l i s O r e g o n U S A , J u n e 2 0 , 2 0 0 7 ) . N e w Y o r k , N Y , U S A : A C M , J u n e 2 0 , 2 0 0 7 . d o i :

10.1145/1273496.1273511 ( c i t e d o n p a g e 8 5 ) .

https://doi.org/10.1002/9781118445112.stat07975
https://doi.org/10.1002/9781118445112.stat07975
https://doi.org/10.1023/A:1021713901879
https://doi.org/10.1023/A:1010933404324
https://doi.org/10.1023/A:1010933404324
https://doi.org/10.1109/icpr.2010.764
https://doi.org/10.1027/2151-2604/a000509
https://doi.org/10.1007/s10994-014-5458-8
https://doi.org/10.3390/info11020125
https://doi.org/10.1145/1273496.1273511


[ C a l + 1 6 ] R o b e r t o C a l a n d r a , J a n P e t e r s , C a r l E d w a r d R a s m u s s e n , a n d M a r c P e t e r D e i s e n r o t h . “ M a n i f o l d G a u s s i a n

P r o c e s s e s f o r R e g r e s s i o n . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 0 1 6 I n t e r n a t i o n a l J o i n t C o n f e r e n c e o n N e u r a l N e t w o r k s .

I J C N N 2 0 1 6 ( V a n c o u v e r , B C , C a n a d a , J u l y 2 4 , 2 0 1 6 ) . J u l y 2 0 1 6 , p p . 3 3 3 8 – 3 3 4 5 . d o i : 10.1109/

IJCNN.2016.7727626 ( c i t e d o n p a g e 5 3 ) .

[ C a l + 1 0 ] C h r i s C a l l i s o n - B u r c h , P h i l i p p K o e h n , C h r i s t o f M o n z , K a y P e t e r s o n , M a r k P r z y b o c k i , a n d O m a r

Z a i d a n . “ F i n d i n g s o f t h e 2 0 1 0 J o i n t W o r k s h o p o n S t a t i s t i c a l M a c h i n e T r a n s l a t i o n a n d M e t r i c s f o r

M a c h i n e T r a n s l a t i o n . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e J o i n t F i f t h W o r k s h o p o n S t a t i s t i c a l M a c h i n e T r a n s l a t i o n a n d

M e t r i c s M A T R . 2 0 1 0 , p p . 1 7 – 5 3 ( c i t e d o n p a g e 9 1 ) .

[ C a o + 0 6 ] Y u n b o C a o , J u n X u , T i e - Y a n L i u , H a n g L i , Y a l o u H u a n g , a n d H s i a o - W u e n H o n . “ A d a p t i n g R a n k i n g

S V M t o D o c u m e n t R e t r i e v a l . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 9 t h A n n u a l I n t e r n a t i o n a l A C M S I G I R C o n f e r e n c e

o n R e s e a r c h a n d D e v e l o p m e n t i n I n f o r m a t i o n R e t r i e v a l . S I G I R 2 0 0 6 ( S e a t t l e W a s h i n g t o n U S A , A u g . 6 ,

2 0 0 6 ) . N e w Y o r k , N Y , U S A : A C M , A u g . 6 , 2 0 0 6 . d o i : 10.1145/1148170.1148205 ( c i t e d o n

p a g e s 7 7 , 7 8 ) .

[ C a o + 0 7 ] Z h e C a o , T a o Q i n , T i e - Y a n L i u , M i n g - F e n g T s a i , a n d H a n g L i . “ L e a r n i n g t o R a n k : F r o m P a i r w i s e

A p p r o a c h t o L i s t w i s e A p p r o a c h . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 4 t h A n n u a l I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e

L e a r n i n g . I C M L 2 0 0 7 . E d . b y Z o u b i n G h a h r a m a n i . O m n i P r e s s , 2 0 0 7 , p p . 1 2 9 – 1 3 6 ( c i t e d o n p a g e s 7 8 ,

8 0 , 1 0 3 ) .

[ C T M 1 4 ] F r a n ç o i s C a r o n , Y e e W h y e T e h , a n d T h o m a s B r e n d a n M u r p h y . “ B a y e s i a n N o n p a r a m e t r i c P l a c k -

e t t – L u c e M o d e l s f o r t h e A n a l y s i s o f P r e f e r e n c e s f o r C o l l e g e D e g r e e P r o g r a m m e s . ” I n : A n n . A p p l . S t a t .

8 ( 2 J u n e 1 , 2 0 1 4 ) , p p . 1 1 4 5 – 1 1 8 1 . d o i : 10.1214/14-aoas717 ( c i t e d o n p a g e 8 5 ) .

[ C C 1 9 ] A n d r e a M C a t a l d o a n d A n d r e w L C o h e n . “ T h e C o m p a r i s o n P r o c e s s a s a n A c c o u n t o f V a r i a t i o n i n t h e

A t t r a c t i o n , C o m p r o m i s e , a n d S i m i l a r i t y E f f e c t s . ” I n : P s y c h o n . B u l l . R e v . 2 6 ( 3 J u n e 2 0 1 9 ) , p p . 9 3 4 – 9 4 2 .

d o i : 10.3758/s13423-018-1531-9 ( c i t e d o n p a g e s 3 2 , 1 2 2 ) .

[ C B K 0 9 ] V a r u n C h a n d o l a , A r i n d a m B a n e r j e e , a n d V i p i n K u m a r . “ A n o m a l y D e t e c t i o n : A S u r v e y . ” I n : A C M

C o m p u t . S u r v . 4 1 ( 3 2 0 0 9 ) , p . 1 5 . d o i : 10.1145/1541880.1541882 ( c i t e d o n p a g e 2 1 3 ) .

[ C h a + 0 9 ] O l i v i e r C h a p e l l e , D o n a l d M e t l z e r , Y a Z h a n g , a n d P i e r r e G r i n s p a n . “ E x p e c t e d R e c i p r o c a l R a n k f o r

G r a d e d R e l e v a n c e . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 1 8 t h A C M C o n f e r e n c e o n I n f o r m a t i o n a n d K n o w l e d g e M a n a g e m e n t .

C I K M 2 0 0 9 ( H o n g K o n g C h i n a , N o v . 2 , 2 0 0 9 ) . N e w Y o r k , N Y , U S A : A C M , N o v . 2 , 2 0 0 9 . d o i :

10.1145/1645953.1646033 ( c i t e d o n p a g e 9 2 ) .

[ C W 1 0 ] O l i v i e r C h a p e l l e a n d M i n g r u i W u . “ G r a d i e n t D e s c e n t O p t i m i z a t i o n o f S m o o t h e d I n f o r m a t i o n R e -

t r i e v a l M e t r i c s . ” I n : I n f . R e t r . B o s t o n . 1 3 ( 3 J u n e 2 0 1 0 ) , p p . 2 1 6 – 2 3 5 . d o i : 10.1007/s10791-009-

9110-3 ( c i t e d o n p a g e 1 0 2 ) .

[ C h a + 1 7 ] R Q i C h a r l e s , H a o S u , M o K a i c h u n , a n d L e o n i d a s J G u i b a s . “ P o i n t N e t : D e e p L e a r n i n g o n P o i n t S e t s

f o r 3 D C l a s s i fi c a t i o n a n d S e g m e n t a t i o n . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e I E E E C o n f e r e n c e o n C o m p u t e r V i s i o n

a n d P a t t e r n R e c o g n i t i o n . C V P R 2 0 1 7 ( H o n o l u l u , H I , U S A , J u l y 2 1 , 2 0 1 7 ) . J u l y 2 0 1 7 , p p . 7 7 – 8 5 . d o i :

10.1109/CVPR.2017.16 ( c i t e d o n p a g e 6 6 ) .

[ C D H 1 0 ] W e i w e i C h e n g , K r z y s z t o f D e m b c z y ńs k i , a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ L a b e l R a n k i n g M e t h o d s b a s e d o n

t h e P l a c k e t t - L u c e M o d e l . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 7 t h I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . I C M L

2 0 1 0 ( H a i f a , I s r a e l , J u n e 2 1 , 2 0 1 0 ) . M a d i s o n , W I , U S A : O m n i p r e s s , J u n e 2 1 , 2 0 1 0 , p p . 2 1 5 – 2 2 2 ( c i t e d

o n p a g e 7 5 ) .

[ C H H 1 3 ] W e i w e i C h e n g , S a s c h a H e n z g e n , a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ L a b e l w i s e v e r s u s P a i r w i s e D e c o m p o s i t i o n

i n L a b e l R a n k i n g . ” I n : P r o c e e d i n g s o f L e r n e n - W i s s e n - A d a p t i o n 2 0 1 3 . L W A 2 0 1 3 ( B a m b e r g , G e r m a n y ) .

E d . b y A n d r e a s H e n r i c h a n d H a n s - C h r i s t i a n S p e r k e r . O t t o F r i e d r i c h U n i v e r s i t y B a m b e r g , O c t . 2 0 1 3 ,

p p . 1 2 9 – 1 3 6 ( c i t e d o n p a g e s 7 4 , 7 5 ) .

[ C H H 0 9 ] W e i w e i C h e n g , J e n s H ü h n , a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ D e c i s i o n T r e e a n d I n s t a n c e - B a s e d L e a r n i n g f o r

L a b e l R a n k i n g . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 6 t h A n n u a l I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . I C M L

2 0 0 9 ( M o n t r e a l , Q u e b e c , C a n a d a , J u n e 1 4 , 2 0 0 9 ) . N e w Y o r k , N Y , U S A : A s s o c i a t i o n f o r C o m p u t i n g

M a c h i n e r y , J u n e 1 4 , 2 0 0 9 , p p . 1 6 1 – 1 6 8 . d o i : 10.1145/1553374.1553395 ( c i t e d o n p a g e 7 5 ) .

https://doi.org/10.1109/IJCNN.2016.7727626
https://doi.org/10.1109/IJCNN.2016.7727626
https://doi.org/10.1145/1148170.1148205
https://doi.org/10.1214/14-aoas717
https://doi.org/10.3758/s13423-018-1531-9
https://doi.org/10.1145/1541880.1541882
https://doi.org/10.1145/1645953.1646033
https://doi.org/10.1007/s10791-009-9110-3
https://doi.org/10.1007/s10791-009-9110-3
https://doi.org/10.1109/CVPR.2017.16
https://doi.org/10.1145/1553374.1553395


[ C H 0 8 ] W e i w e i C h e n g a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ I n s t a n c e - B a s e d L a b e l R a n k i n g u s i n g t h e M a l l o w s M o d e l . ”

I n : W o r k s h o p P r o c e e d i n g s o f t h e 9 t h E u r o p e a n C o n f e r e n c e o n C a s e - B a s e d R e a s o n i n g . E C C B R 2 0 0 8 ( T r i e r ,

G e r m a n y , S e p t . 1 , 2 0 0 8 ) . E d . b y M a r t i n S c h a a f . 2 0 0 8 , p p . 1 4 3 – 1 5 7 ( c i t e d o n p a g e 7 5 ) .

[ C H 0 9 ] W e i w e i C h e n g a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ A N e w I n s t a n c e - B a s e d L a b e l R a n k i n g A p p r o a c h U s i n g t h e

M a l l o w s M o d e l . ” I n : A d v a n c e s i n N e u r a l N e t w o r k s – I S N N 2 0 0 9 . S p r i n g e r B e r l i n H e i d e l b e r g , 2 0 0 9 ,

p p . 7 0 7 – 7 1 6 . d o i : 10.1007/978-3-642-01507-6_80 ( c i t e d o n p a g e 7 5 ) .

[ C h i 0 6 ] D e n n i s C h i l d . T h e E s s e n t i a l s o f F a c t o r A n a l y s i s . 3 r d . A & C B l a c k , 2 0 0 6 ( c i t e d o n p a g e 1 6 2 ) .

[ C h i 6 0 ] J o h n S C h i p m a n . “ S t o c h a s t i c C h o i c e a n d S u b j e c t i v e P r o b a b i l i t y . ” I n : D e c i s i o n s , V a l u e s a n d G r o u p s . E d .

b y D o r o t h y W i l l n e r . P e r g a m o n , 1 9 6 0 , p p . 7 0 – 9 5 . d o i : 10.1016/B978-0-08-009237-9.50010-X

( c i t e d o n p a g e s 2 , 2 8 , 2 9 ) .

[ C h o + 1 5 ] K y u n g h y u n C h o , T a p a n i R a i k o , A l e x a n d e r I l i n , a n d J u h a K a r h u n e n . “ H o w t o P r e t r a i n D e e p B o l t z m a n n

M a c h i n e s i n T w o S t a g e s . ” I n : S p r i n g e r S e r i e s i n B i o - / N e u r o i n f o r m a t i c s . C h a m : S p r i n g e r I n t e r n a t i o n a l

P u b l i s h i n g , 2 0 1 5 , p p . 2 0 1 – 2 1 9 . d o i : 10.1007/978-3-319-09903-3_10 ( c i t e d o n p a g e 8 3 ) .

[ C h o + 1 7 ] F r a n ç o i s C h o l l e t e t a l . K e r a s . 2 0 1 7 . u r l : https://keras.io ( c i t e d o n p a g e 8 7 ) .

[ C h r + 1 7 ] P a u l F C h r i s t i a n o , J a n L e i k e , T o m B r o w n , M i l j a n M a r t i c , S h a n e L e g g , a n d D a r i o A m o d e i . “ D e e p

R e i n f o r c e m e n t L e a r n i n g f r o m H u m a n P r e f e r e n c e s . ” I n : A d v a n c e s i n N e u r a l I n f o r m a t i o n P r o c e s s i n g S y s t e m s .

N I P S 2 0 1 7 ( L o n g B e a c h , C A , U S A , D e c . 4 , 2 0 1 7 ) . E d . b y I G u y o n , U V o n L u x b u r g , S B e n g i o , H

W a l l a c h , R F e r g u s , S V i s h w a n a t h a n , a n d R G a r n e t t . V o l . 3 0 . C u r r a n A s s o c i a t e s , I n c . , 2 0 1 7 ( c i t e d o n

p a g e s 3 , 8 4 ) .

[ C S 2 1 ] S t e p h e n C h u n g a n d H a v a S i e g e l m a n n . “ T u r i n g C o m p l e t e n e s s o f B o u n d e d - P r e c i s i o n R e c u r r e n t N e u r a l

N e t w o r k s . ” I n : A d v a n c e s i n N e u r a l I n f o r m a t i o n P r o c e s s i n g S y s t e m s . N e u r I P S 2 0 2 1 ( V i r t u a l , D e c . 6 , 2 0 2 1 ) .

E d . b y M R a n z a t o , A B e y g e l z i m e r , Y D a u p h i n , P S L i a n g , a n d J W o r t m a n V a u g h a n . V o l . 3 4 . C u r r a n

A s s o c i a t e s , I n c . , 2 0 2 1 , p p . 2 8 4 3 1 – 2 8 4 4 1 ( c i t e d o n p a g e 6 6 ) .

[ C V 0 9 ] S t e p h a n C l é m e n ç o n a n d N i c o l a s V a y a t i s . “ O n P a r t i t i o n i n g R u l e s f o r B i p a r t i t e R a n k i n g . ” I n : P r o c e e d i n g s

o f t h e 1 2 t h I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n A r t i fi c i a l I n t e l l i g e n c e a n d S t a t i s t i c s . A I S T A T S 2 0 0 9 ( C l e a r w a t e r

B e a c h , F l o r i d a , U S A , A p r . 1 6 , 2 0 0 9 ) . E d . b y D a v i d v a n D y k a n d M a x W e l l i n g . V o l . 5 . P r o c e e d i n g s o f

M a c h i n e L e a r n i n g R e s e a r c h . P M L R , A p r . 1 6 , 2 0 0 9 , p p . 9 7 – 1 0 4 ( c i t e d o n p a g e s 7 8 , 7 9 ) .

[ C D V 0 9 ] S t é p h a n C l é m e n ç o n , M a r i n e D e p e c k e r , a n d N i c o l a s V a y a t i s . “ B a g g i n g R a n k i n g T r e e s . ” I n : P r o c e e d i n g s

o f t h e I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g a n d A p p l i c a t i o n s . I C M L A 2 0 0 9 ( M i a m i B e a c h , F l o r i d a ,

U S A , D e c . 1 3 , 2 0 0 9 ) . I E E E , D e c . 2 0 0 9 , p p . 6 5 8 – 6 6 3 . d o i : 10.1109/icmla.2009.14 ( c i t e d o n

p a g e s 7 8 , 8 0 ) .

[ C D V 1 3 a ] S t é p h a n C l é m e n ç o n , M a r i n e D e p e c k e r , a n d N i c o l a s V a y a t i s . “ A n E m p i r i c a l C o m p a r i s o n o f L e a r n i n g

A l g o r i t h m s f o r N o n p a r a m e t r i c S c o r i n g : T h e T r e e R a n k A l g o r i t h m a n d O t h e r M e t h o d s . ” I n : P a t t e r n

A n a l . A p p l . 1 6 ( 4 N o v . 2 0 1 3 ) , p p . 4 7 5 – 4 9 6 . d o i : 10.1007/s10044-012-0299-1 ( c i t e d o n p a g e 7 8 ) .

[ C D V 1 3 b ] S t é p h a n C l é m e n ç o n , M a r i n e D e p e c k e r , a n d N i c o l a s V a y a t i s . “ R a n k i n g F o r e s t s . ” I n : J o u r n a l o f M a c h i n e

L e a r n i n g R e s e a r c h 1 4 ( 2 2 0 1 3 ) , p p . 3 9 – 7 3 ( c i t e d o n p a g e s 7 8 , 8 0 ) .

[ C V 0 8 a ] S t é p h a n C l é m e n ç o n a n d N i c o l a s V a y a t i s . “ A p p r o x i m a t i o n o f t h e O p t i m a l R O C C u r v e a n d a T r e e -

B a s e d R a n k i n g A l g o r i t h m . ” I n : L e c t u r e N o t e s i n C o m p u t e r S c i e n c e . B e r l i n , H e i d e l b e r g : S p r i n g e r B e r l i n

H e i d e l b e r g , 2 0 0 8 , p p . 2 2 – 3 7 . d o i : 10.1007/978-3-540-87987-9_7 ( c i t e d o n p a g e 7 8 ) .

[ C V 0 8 b ] S t é p h a n C l é m e n ç o n a n d N i c o l a s V a y a t i s . “ T r e e - S t r u c t u r e d R a n k i n g R u l e s a n d A p p r o x i m a t i o n o f t h e

O p t i m a l R O C C u r v e . ” A p r . 4 , 2 0 0 8 . e p r i n t : hal-00268068v2 ( c i t e d o n p a g e 7 9 ) .

[ C V 1 0 ] S t é p h a n C l é m e n ç o n a n d N i c o l a s V a y a t i s . “ O v e r l a y i n g C l a s s i fi e r s : A P r a c t i c a l A p p r o a c h t o O p t i m a l

S c o r i n g . ” I n : C o n s t r . A p p r o x . 3 2 ( 3 D e c . 2 0 1 0 ) , p p . 6 1 9 – 6 4 8 . d o i : 10.1007/s00365-010-9084-9

( c i t e d o n p a g e s 7 8 , 7 9 ) .

[ C o o 5 8 ] C l y d e H C o o m b s . “ O n t h e U s e o f I n c o n s i s t e n c y o f P r e f e r e n c e s i n P s y c h o l o g i c a l M e a s u r e m e n t . ” I n : J .

E x p . P s y c h o l . 5 5 ( 1 1 9 5 8 ) , p p . 1 – 7 . d o i : 10/dr3gwh ( c i t e d o n p a g e s 2 , 2 8 ) .

https://doi.org/10.1007/978-3-642-01507-6_80
https://doi.org/10.1016/B978-0-08-009237-9.50010-X
https://doi.org/10.1007/978-3-319-09903-3_10
https://keras.io
https://doi.org/10.1109/icmla.2009.14
https://doi.org/10.1007/s10044-012-0299-1
https://doi.org/10.1007/978-3-540-87987-9_7
hal-00268068v2
https://doi.org/10.1007/s00365-010-9084-9
https://doi.org/10/dr3gwh


[ C G D 9 2 ] W i l l i a m S C o o p e r , F r e d r i c C G e y , a n d D a n i e l P D a b n e y . “ P r o b a b i l i s t i c R e t r i e v a l B a s e d o n S t a g e d

L o g i s t i c R e g r e s s i o n . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 1 5 t h A n n u a l I n t e r n a t i o n a l A C M S I G I R C o n f e r e n c e o n R e s e a r c h

a n d D e v e l o p m e n t i n I n f o r m a t i o n R e t r i e v a l . S I G I R 1 9 9 2 ( C o p e n h a g e n , D e n m a r k , J u n e 2 1 , 1 9 9 2 ) . N e w

Y o r k , N e w Y o r k , U S A : A C M P r e s s , 1 9 9 2 . d o i : 10.1145/133160.133199 ( c i t e d o n p a g e 9 4 ) .

[ C M R 0 7 a ] C o r i n n a C o r t e s , M e h r y a r M o h r i , a n d A s h i s h R a s t o g i . “ A n A l t e r n a t i v e R a n k i n g P r o b l e m f o r S e a r c h

E n g i n e s . ” I n : E x p e r i m e n t a l A l g o r i t h m s . E d . b y C a m i l D e m e t r e s c u . B e r l i n , H e i d e l b e r g : S p r i n g e r B e r l i n

H e i d e l b e r g , 2 0 0 7 , p p . 1 – 2 2 ( c i t e d o n p a g e 7 8 ) .

[ C M R 0 7 b ] C o r i n n a C o r t e s , M e h r y a r M o h r i , a n d A s h i s h R a s t o g i . “ M a g n i t u d e - P r e s e r v i n g R a n k i n g A l g o r i t h m s . ”

I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 4 t h I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . I C M L 2 0 0 7 ( C o r v a l i s , O r e g o n ,

U S A , J u n e 2 0 , 2 0 0 7 ) . N e w Y o r k , N Y , U S A : A s s o c i a t i o n f o r C o m p u t i n g M a c h i n e r y , 2 0 0 7 , p p . 1 6 9 –

1 7 6 . d o i : 10.1145/1273496.1273518 ( c i t e d o n p a g e s 7 7 , 7 8 ) .

[ C Z 0 6 ] D a v i d C o s s o c k a n d T o n g Z h a n g . “ S u b s e t R a n k i n g U s i n g R e g r e s s i o n . ” I n : L e a r n i n g T h e o r y . L e c t u r e

n o t e s i n c o m p u t e r s c i e n c e . B e r l i n , H e i d e l b e r g : S p r i n g e r B e r l i n H e i d e l b e r g , 2 0 0 6 , p p . 6 0 5 – 6 1 9 . d o i :

10.1007/11776420_44 ( c i t e d o n p a g e 9 4 ) .

[ C o x 6 6 ] D a v i d R o x C o x . “ S o m e P r o c e d u r e s C o n n e c t e d W i t h t h e L o g i s t i c Q u a l i t a t i v e R e s p o n s e C u r v e . ” I n :

R e s e a r c h P a p e r s i n S t a t i s t i c s F e s t s c h r i f t f o r J . N e y m a n ( 1 9 6 6 ) , p p . 5 5 – 7 1 ( c i t e d o n p a g e 1 1 5 ) .

[ C S 0 1 ] K o b y C r a m m e r a n d Y o r a m S i n g e r . “ P r a n k i n g w i t h R a n k i n g . ” I n : A d v a n c e s i n N e u r a l I n f o r m a t i o n

P r o c e s s i n g S y s t e m s . N I P S 2 0 0 1 ( V a n c o u v e r , B C , C a n a d a , D e c . 3 , 2 0 0 1 ) . E d . b y T D i e t t e r i c h , S B e c k e r ,

a n d Z G h a h r a m a n i . V o l . 1 4 . M I T P r e s s , 2 0 0 1 ( c i t e d o n p a g e s 7 8 , 8 1 , 9 5 ) .

[ C C 0 5 ] D a p e n g C u i a n d D a v i d C u r r y . “ P r e d i c t i o n i n M a r k e t i n g U s i n g t h e S u p p o r t V e c t o r M a c h i n e . ” I n :

M a r k e t i n g S c i e n c e 2 4 ( 4 2 0 0 5 ) , p p . 5 9 5 – 6 1 5 . d o i : 10.1287/mksc.1050.0123 ( c i t e d o n p a g e 1 3 4 ) .

[ C y b 8 9 ] G C y b e n k o . “ A p p r o x i m a t i o n b y S u p e r p o s i t i o n s o f a S i g m o i d a l F u n c t i o n . ” I n : M a t h . C o n t r o l S i g n a l s

S y s t e m s 2 ( 4 1 9 8 9 ) , p p . 3 0 3 – 3 1 4 . d o i : 10.1007/BF02551274 ( c i t e d o n p a g e 6 3 ) .

[ D Z 0 4 ] H K D a i a n d X W Z h a n g . “ I m p r o v e d L i n e a r E x p e c t e d - T i m e A l g o r i t h m s f o r C o m p u t i n g M a x i m a . ”

I n : L A T I N 2 0 0 4 : T h e o r e t i c a l I n f o r m a t i c s . L e c t u r e n o t e s i n c o m p u t e r s c i e n c e . B e r l i n , H e i d e l b e r g : S p r i n g e r

B e r l i n H e i d e l b e r g , 2 0 0 4 , p p . 1 8 1 – 1 9 2 . d o i : 10.1007/978-3-540-24698-5_22 ( c i t e d o n p a g e s 1 6 3 ,

1 6 5 ) .

[ D M 5 8 ] D o n a l d D a v i d s o n a n d J a c o b M a r s c h a k . E x p e r i m e n t a l T e s t s o f a S t o c h a s t i c D e c i s i o n T h e o r y . R e s e a r c h r e p .

S t a n f o r d : A p p l i e d M a t h e m a t i c s a n d S t a t i s t i c s L a b o r a t o r y , J u l y 2 5 , 1 9 5 8 ( c i t e d o n p a g e 2 6 ) .

[ D e b + 0 5 ] K a l y a n m o y D e b , L o t h a r T h i e l e , M a r c o L a u m a n n s , a n d E c k a r t Z i t z l e r . “ S c a l a b l e T e s t P r o b l e m s f o r

E v o l u t i o n a r y M u l t i o b j e c t i v e O p t i m i z a t i o n . ” I n : E v o l u t i o n a r y M u l t i o b j e c t i v e O p t i m i z a t i o n : T h e o r e t i c a l

A d v a n c e s a n d A p p l i c a t i o n s . L o n d o n : S p r i n g e r L o n d o n , 2 0 0 5 , p p . 1 0 5 – 1 4 5 . d o i : 10.1007/1-84628-

137-7_6 ( c i t e d o n p a g e s 1 7 3 , 1 7 8 ) .

[ D e b 5 4 ] G e r a r d D e b r e u . “ R e p r e s e n t a t i o n o f a P r e f e r e n c e O r d e r i n g b y a N u m e r i c a l F u n c t i o n . ” I n : D e c i s i o n

P r o c e s s e s 3 ( 1 9 5 4 ) , p p . 1 5 9 – 1 6 5 ( c i t e d o n p a g e s 1 9 , 2 1 ) .

[ D e b 6 0 ] G e r a r d D e b r e u . “ R e v i e w o f R . D . L u c e , I n d i v i d u a l C h o i c e B e h a v i o r : A T h e o r e t i c a l A n a l y s i s . ” I n : A m .

E c o n . R e v . 5 0 ( 1 1 9 6 0 ) , p p . 1 8 6 – 1 8 8 ( c i t e d o n p a g e 2 9 ) .

[ D S M 0 3 ] O f e r D e k e l , Y o r a m S i n g e r , a n d C h r i s t o p h e r D M a n n i n g . “ L o g - L i n e a r M o d e l s f o r L a b e l R a n k i n g . ” I n :

A d v a n c e s i n N e u r a l I n f o r m a t i o n P r o c e s s i n g S y s t e m s . N I P S 2 0 0 3 ( V a n c o u v e r , B C , C a n a d a , D e c . 8 , 2 0 0 3 ) .

E d . b y S T h r u n , L S a u l , a n d B S c h ö l k o p f . V o l . 1 6 . M I T P r e s s , 2 0 0 3 ( c i t e d o n p a g e s 7 4 , 7 5 ) .

[ D e l + 2 3 ] M i c h a e l D e l l n i t z , E y k e H ü l l e r m e i e r , M a r v i n L ü c k e , S i n a O b e r - B l ö b a u m , C h r i s t i a n O f f e n , S e b a s -

t i a n P e i t z , a n d K a r l s o n P f a n n s c h m i d t . “ E ffi c i e n t T i m e - S t e p p i n g f o r N u m e r i c a l I n t e g r a t i o n U s i n g

R e i n f o r c e m e n t l e a r n i n g . ” I n : S I A M J . S c i . C o m p u t . 4 5 ( 2 A p r . 3 0 , 2 0 2 3 ) , A 5 7 9 – A 5 9 5 . d o i : 10.1137/

21m1412682 ( c i t e d o n p a g e 2 2 3 ) .

[ D e m 0 6 ] J a n e z D e m ša r . “ S t a t i s t i c a l C o m p a r i s o n s o f C l a s s i fi e r s o v e r M u l t i p l e D a t a S e t s . ” I n : J . M a c h . L e a r n . R e s .

7 ( 1 2 0 0 6 ) , p p . 1 – 3 0 ( c i t e d o n p a g e s 1 7 4 , 1 8 1 ) .

https://doi.org/10.1145/133160.133199
https://doi.org/10.1145/1273496.1273518
https://doi.org/10.1007/11776420_44
https://doi.org/10.1287/mksc.1050.0123
https://doi.org/10.1007/BF02551274
https://doi.org/10.1007/978-3-540-24698-5_22
https://doi.org/10.1007/1-84628-137-7_6
https://doi.org/10.1007/1-84628-137-7_6
https://doi.org/10.1137/21m1412682
https://doi.org/10.1137/21m1412682


[ D e r 2 1 ] L i h i D e r y . M u l t i - L a b e l R a n k i n g : M i n i n g M u l t i - L a b e l a n d L a b e l R a n k i n g D a t a . V e r s i o n 1 . 2 0 2 1 . e p r i n t :

2101.00583 ( c s . L G ) ( c i t e d o n p a g e s 7 4 , 7 6 ) .

[ D M P 1 5 ] S é b a s t i e n D e s t e r c k e , M a r i e - H é l è n e M a s s o n , a n d M i c h a e l P o s s . “ C a u t i o u s L a b e l R a n k i n g w i t h L a b e l -

W i s e D e c o m p o s i t i o n . ” I n : E u r . J . O p e r . R e s . 2 4 6 ( 3 N o v . 1 , 2 0 1 5 ) , p p . 9 2 7 – 9 3 5 . d o i : 10.1016/j.

ejor.2015.05.005 ( c i t e d o n p a g e s 7 4 , 7 5 ) .

[ D F F 2 3 ] D a n i e l D e u t s c h , G e o r g e F o s t e r , a n d M a r k u s F r e i t a g . “ T i e s M a t t e r : M e t a - E v a l u a t i n g M o d e r n M e t r i c s

w i t h P a i r w i s e A c c u r a c y a n d T i e C a l i b r a t i o n . ” M a y 2 3 , 2 0 2 3 . e p r i n t : 2305.14324 ( c s . C L ) ( c i t e d o n

p a g e 9 1 ) .

[ D E 7 3 ] J a m e s D i a m o n d a n d W i l l i a m E v a n s . “ T h e C o r r e c t i o n f o r G u e s s i n g . ” I n : R e v . E d u c . R e s . 4 3 ( 2 1 9 7 3 ) ,

p p . 1 8 1 – 1 9 1 ( c i t e d o n p a g e 8 7 ) .

[ D L P 2 3 ] O l i v e r D i p p e l , A l e x e i L i s i t s a , a n d B e i P e n g . “ D e e p R e i n f o r c e m e n t L e a r n i n g f o r C o n t i n u o u s C o n t r o l

o f M a t e r i a l T h i c k n e s s . ” I n : A r t i fi c i a l I n t e l l i g e n c e X L . L e c t u r e n o t e s i n c o m p u t e r s c i e n c e . C h a m : S p r i n g e r

N a t u r e S w i t z e r l a n d , 2 0 2 3 , p p . 3 2 1 – 3 3 4 . d o i : 10.1007/978-3-031-47994-6_30 ( c i t e d o n p a g e 1 5 2 ) .

[ D G I 1 6 ] Ü r ü n D o g a n , T o b i a s G l a s m a c h e r s , a n d C h r i s t i a n I g e l . “ A U n i fi e d V i e w o n M u l t i - c l a s s S u p p o r t V e c t o r

C l a s s i fi c a t i o n . ” I n : J . M a c h . L e a r n . R e s . 1 7 ( 4 5 2 0 1 6 ) , p p . 1 – 3 2 ( c i t e d o n p a g e 1 3 6 ) .

[ D H S 1 1 ] J o h n D u c h i , E l a d H a z a n , a n d Y o r a m S i n g e r . “ A d a p t i v e S u b g r a d i e n t M e t h o d s f o r O n l i n e L e a r n i n g a n d

S t o c h a s t i c O p t i m i z a t i o n . ” I n : J . M a c h . L e a r n . R e s . 1 2 ( 2 0 1 1 ) , p p . 2 1 2 1 – 2 1 5 9 ( c i t e d o n p a g e 2 0 6 ) .

[ D u g + 0 0 ] C h a r l e s D u g a s , Y o s h u a B e n g i o , F r a n ç o i s B é l i s l e , C l a u d e N a d e a u , a n d R e n é G a r c i a . “ I n c o r p o r a t i n g

S e c o n d - O r d e r F u n c t i o n a l K n o w l e d g e f o r B e t t e r O p t i o n P r i c i n g . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 1 3 t h I n t e r n a t i o n a l

C o n f e r e n c e o n N e u r a l I n f o r m a t i o n P r o c e s s i n g S y s t e m s . N I P S 2 0 0 0 ( D e n v e r , C O , U S A , N o v . 2 7 , 2 0 0 0 ) .

C a m b r i d g e , M A , U S A : M I T P r e s s , 2 0 0 0 , p p . 4 5 1 – 4 5 7 ( c i t e d o n p a g e 1 3 7 ) .

[ D M 4 1 ] B e n D u s h n i k a n d E W M i l l e r . “ P a r t i a l l y O r d e r e d S e t s . ” I n : A m e r . J . M a t h . 6 3 ( 3 1 9 4 1 ) , p p . 6 0 0 – 6 1 0 .

d o i : 10/c6vwmq ( c i t e d o n p a g e s 1 6 7 , 1 6 8 ) .

[ E g g + 2 1 ] K a t h a r i n a E g g e n s p e r g e r , P h i l i p p M ü l l e r , N e e r a t y o y M a l l i k , M a t t h i a s F e u r e r , R e n é S a s s , A a r o n K l e i n ,

N o o r A w a d , M a r i u s L i n d a u e r , a n d F r a n k H u t t e r . “ H P O B e n c h : A C o l l e c t i o n o f R e p r o d u c i b l e M u l t i -

F i d e l i t y B e n c h m a r k P r o b l e m s f o r H P O . ” I n : P r o c e e d i n g s o f 3 5 t h C o n f e r e n c e o n N e u r a l I n f o r m a t i o n

P r o c e s s i n g S y s t e m s D a t a s e t s a n d B e n c h m a r k s T r a c k ( R o u n d 2 ) . N e u r I P S 2 0 2 1 ( V i r t u a l , D e c . 6 , 2 0 2 1 ) .

S e p t . 1 4 , 2 0 2 1 ( c i t e d o n p a g e 4 9 ) .

[ E l l 6 1 ] D a n i e l E l l s b e r g . “ R i s k , A m b i g u i t y , a n d t h e S a v a g e A x i o m s . ” I n : Q . J . E c o n . 7 5 ( 4 N o v . 1 9 6 1 ) , p . 6 4 3 .

d o i : 10.2307/1884324 ( c i t e d o n p a g e 2 0 ) .

[ E n g + 1 9 ] M a r t i n E n g i l b e r g e , L o u i s C h e v a l l i e r , P a t r i c k P e r e z , a n d M a t t h i e u C o r d . “ S o D e e p : A S o r t i n g D e e p

N e t t o L e a r n R a n k i n g L o s s S u r r o g a t e s . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 0 1 9 I E E E / C V F C o n f e r e n c e o n C o m p u t e r

V i s i o n a n d P a t t e r n R e c o g n i t i o n . C V P R 2 0 1 9 ( L o n g B e a c h , C A , U S A , J u n e 1 5 , 2 0 1 9 ) . I E E E , J u n e 2 0 1 9 ,

p p . 1 0 7 8 4 – 1 0 7 9 3 . d o i : 10.1109/cvpr.2019.01105 ( c i t e d o n p a g e s 7 8 , 8 1 ) .

[ E v e + 0 6 ] M a r k E v e r i n g h a m , A n d r e w Z i s s e r m a n , C h r i s t o p h e r K I W i l l i a m s , L u c V a n G o o l , M o r a y A l l a n ,

C h r i s t o p h e r M B i s h o p , O l i v i e r C h a p e l l e , N a v n e e t D a l a l , T h o m a s D e s e l a e r s , G y u r i D o r k ó , S t e f a n

D u f f n e r , J a n E i c h h o r n , J a s o n D R F a r q u h a r , M a r i o F r i t z , C h r i s t o p h e G a r c i a , T o m G r i ffi t h s , F r e d e r i c

J u r i e , D a n i e l K e y s e r s , M a r k u s K o s k e l a , J o r m a L a a k s o n e n , D i a n e L a r l u s , B a s t i a n L e i b e , H o n g y i n g M e n g ,

H e r m a n n N e y , B e r n t S c h i e l e , C o r d e l i a S c h m i d , E d g a r S e e m a n n , J o h n S h a w e - T a y l o r , A m o s S t o r k e y ,

S a n d o r S z e d m a k , B i l l T r i g g s , I l k a y U l u s o y , V i l l e V i i t a n i e m i , a n d J i a n g u o Z h a n g . “ T h e 2 0 0 5 P A S C A L

V i s u a l O b j e c t C l a s s e s C h a l l e n g e . ” I n : M a c h i n e L e a r n i n g C h a l l e n g e s . E v a l u a t i n g P r e d i c t i v e U n c e r t a i n t y ,

V i s u a l O b j e c t C l a s s i fi c a t i o n , a n d R e c o g n i s i n g T e c t u a l E n t a i l m e n t . L e c t u r e n o t e s i n c o m p u t e r s c i e n c e . B e r l i n ,

H e i d e l b e r g : S p r i n g e r B e r l i n H e i d e l b e r g , 2 0 0 6 , p p . 1 1 7 – 1 7 6 . d o i : 10.1007/11736790_8 ( c i t e d o n

p a g e 8 8 ) .

[ E B Z 0 5 ] T h e o d o r o s E v g e n i o u , C o n s t a n t i n o s B o u s s i o s , a n d G i o r g o s Z a c h a r i a . “ G e n e r a l i z e d R o b u s t C o n j o i n t

E s t i m a t i o n . ” I n : M a r k e t i n g S c i e n c e 2 4 ( 3 2 0 0 5 ) , p p . 4 1 5 – 4 2 9 ( c i t e d o n p a g e 1 3 4 ) .

[ E x p 1 3 ] E x p e d i a . P e r s o n a l i z e E x p e d i a H o t e l S e a r c h e s – I C D M 2 0 1 3 . S e p t . 2 0 1 3 . u r l : https://www.kaggle.

com/c/expedia-personalized-sort ( v i s i t e d o n 0 2 / 0 3 / 2 0 2 3 ) ( c i t e d o n p a g e s 1 3 8 , 1 4 3 ) .

2101.00583
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2015.05.005
https://doi.org/10.1016/j.ejor.2015.05.005
2305.14324
https://doi.org/10.1007/978-3-031-47994-6_30
https://doi.org/10/c6vwmq
https://doi.org/10.2307/1884324
https://doi.org/10.1109/cvpr.2019.01105
https://doi.org/10.1007/11736790_8
https://www.kaggle.com/c/expedia-personalized-sort
https://www.kaggle.com/c/expedia-personalized-sort


[ E x p 1 6 ] E x p e d i a . E x p e d i a H o t e l R e c o m m e n d a t i o n s . J u n e 2 0 1 6 . u r l : https://www.kaggle.com/c/expedia-

hotel-recommendations/overview ( v i s i t e d o n 0 2 / 0 3 / 2 0 2 3 ) ( c i t e d o n p a g e 1 4 3 ) .

[ F H C 1 7 ] M o h s e n A h m a d i F a h a n d a r , E y k e H ü l l e r m e i e r , a n d I n é s C o u s o . “ S t a t i s t i c a l I n f e r e n c e f o r I n c o m p l e t e

R a n k i n g D a t a : T h e C a s e o f R a n k - D e p e n d e n t C o a r s e n i n g . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e I n t e r n a t i o n a l C o n f e r e n c e

o n M a c h i n e L e a r n i n g . I C M L 2 0 1 7 ( S y d n e y , A u s t r a l i a , A u g . 2 0 1 7 ) . V o l . 7 0 . P M L R , 2 0 1 7 , p p . 1 0 7 8 – 1 0 8 7

( c i t e d o n p a g e 1 1 6 ) .

[ F a w 0 6 ] T o m F a w c e t t . “ A n I n t r o d u c t i o n t o R O C A n a l y s i s . ” I n : P a t t e r n R e c o g n i t . L e t t . 2 7 ( 8 J u n e 2 0 0 6 ) , p p . 8 6 1 –

8 7 4 ( c i t e d o n p a g e 8 9 ) .

[ F e c 6 0 ] G u s t a v T h e o d o r F e c h n e r . E l e m e n t e d e r P s y c h o p h y s i k . V o l . 2 . B r e i t k o p f u . H ä r t e l , 1 8 6 0 ( c i t e d o n p a g e s 1 ,

3 3 ) .

[ F V 8 6 ] M A F l i g n e r a n d J S V e r d u c c i . “ D i s t a n c e B a s e d R a n k i n g M o d e l s . ” I n : J . R . S t a t . S o c . S e r i e s B S t a t .

M e t h o d o l . 4 8 ( 3 1 9 8 6 ) , p p . 3 5 9 – 3 6 9 ( c i t e d o n p a g e 1 1 6 ) .

[ F V 8 8 ] M i c h a e l A F l i g n e r a n d J o s e p h S V e r d u c c i . “ M u l t i s t a g e R a n k i n g M o d e l s . ” I n : J . A m . S t a t . A s s o c . 8 3

( 4 0 3 1 9 8 8 ) , p p . 8 9 2 – 9 0 1 ( c i t e d o n p a g e 1 1 6 ) .

[ F H 0 1 ] E i b e F r a n k a n d M a r k H a l l . “ A S i m p l e A p p r o a c h t o O r d i n a l C l a s s i fi c a t i o n . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 1 2 t h

E u r o p e a n C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . E C M L 2 0 0 1 ( F r e i b u r g , G e r m a n y , S e p t . 5 , 2 0 0 1 ) . L e c t u r e

n o t e s i n c o m p u t e r s c i e n c e . B e r l i n , H e i d e l b e r g : S p r i n g e r B e r l i n H e i d e l b e r g , 2 0 0 1 , p p . 1 4 5 – 1 5 6 . d o i :

10.1007/3-540-44795-4_13 ( c i t e d o n p a g e 9 4 ) .

[ F r e + 0 3 ] Y o a v F r e u n d , R a j D I y e r , R o b e r t E S c h a p i r e , a n d Y o r a m S i n g e r . “ A n E ffi c i e n t B o o s t i n g A l g o r i t h m

f o r C o m b i n i n g P r e f e r e n c e s . ” I n : J . M a c h . L e a r n . R e s . 4 ( 2 0 0 3 ) , p p . 9 3 3 – 9 6 9 ( c i t e d o n p a g e s 7 8 , 9 7 , 9 8 ) .

[ F S 9 7 ] Y o a v F r e u n d a n d R o b e r t E S c h a p i r e . “ A D e c i s i o n - T h e o r e t i c G e n e r a l i z a t i o n o f O n - L i n e L e a r n i n g a n d

a n A p p l i c a t i o n t o B o o s t i n g . ” I n : J . C o m p u t . S y s t . S c i . 5 5 ( 1 1 9 9 7 ) , p p . 1 1 9 – 1 3 9 . d o i : 10.1006/jcss.

1997.1504 ( c i t e d o n p a g e 9 7 ) .

[ F L 0 6 ] D r e w F u d e n b e r g a n d D a v i d K L e v i n e . “ A D u a l - S e l f M o d e l o f I m p u l s e C o n t r o l . ” I n : A m . E c o n . R e v .

9 6 ( 5 D e c . 2 0 0 6 ) , p p . 1 4 4 9 – 1 4 7 6 ( c i t e d o n p a g e 3 6 ) .

[ F u h 8 9 ] N o r b e r t F u h r . “ O p t i m u m P o l y n o m i a l R e t r i e v a l F u n c t i o n s B a s e d o n t h e P r o b a b i l i t y R a n k i n g P r i n c i p l e . ”

I n : A C M T r a n s . I n f . S y s t . 7 ( 3 J u l y 1 , 1 9 8 9 ) , p p . 1 8 3 – 2 0 4 . d o i : 10.1145/65943.65944 ( c i t e d o n

p a g e 9 3 ) .

[ F ü r 0 2 ] J o h a n n e s F ü r n k r a n z . “ R o u n d R o b i n C l a s s i fi c a t i o n . ” I n : J M L R 2 ( 2 0 0 2 ) , p p . 7 2 1 – 7 4 7 ( c i t e d o n p a g e 9 4 ) .

[ F H 0 3 ] J o h a n n e s F ü r n k r a n z a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ P a i r w i s e P r e f e r e n c e L e a r n i n g a n d R a n k i n g . ” I n : P r o c e e d i n g s

o f t h e 1 4 t h E u r o p e a n C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g . E C M L 2 0 0 3 ( C a v t a t - D u b r o v n i k , C r o a t i a , S e p t . 2 2 ,

2 0 0 3 ) . S p r i n g e r B e r l i n H e i d e l b e r g , 2 0 0 3 , p p . 1 4 5 – 1 5 6 . d o i : 10.1007/978-3-540-39857-8_15

( c i t e d o n p a g e s 7 4 , 7 5 ) .

[ F H 1 0 ] J o h a n n e s F ü r n k r a n z a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . P r e f e r e n c e L e a r n i n g . S p r i n g e r S c i e n c e & B u s i n e s s M e d i a ,

N o v . 1 9 , 2 0 1 0 . 4 6 6 p p . ( c i t e d o n p a g e s 2 , 3 , 7 1 , 7 2 ) .

[ F H 1 1 ] J o h a n n e s F ü r n k r a n z a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . “ P r e f e r e n c e L e a r n i n g a n d R a n k i n g b y P a i r w i s e C o m p a r i -

s o n . ” I n : P r e f e r e n c e L e a r n i n g . E d . b y J o h a n n e s F ü r n k r a n z a n d E y k e H ü l l e r m e i e r . B e r l i n , H e i d e l b e r g :

S p r i n g e r B e r l i n H e i d e l b e r g , 2 0 1 1 , p p . 6 5 – 8 2 . d o i : 10.1007/978-3-642-14125-6_4 ( c i t e d o n

p a g e 7 5 ) .

[ F H V 0 9 ] J o h a n n e s F ü r n k r a n z , E y k e H ü l l e r m e i e r , a n d S t i j n V a n d e r l o o y . “ B i n a r y D e c o m p o s i t i o n M e t h o d s f o r

M u l t i p a r t i t e R a n k i n g . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e E u r o p e a n C o n f e r e n c e o n M a c h i n e L e a r n i n g a n d P r i n c i p l e s

a n d P r a c t i c e o f K n o w l e d g e D i s c o v e r y i n D a t a b a s e s . E C M L P K D D 2 0 0 9 ( B l e d , S l o v e n i a , S e p t . 7 , 2 0 0 9 ) .

L e c t u r e N o t e s i n C o m p u t e r S c i e n c e . S p r i n g e r , 2 0 0 9 , p p . 3 5 9 – 3 7 4 ( c i t e d o n p a g e 9 5 ) .

[ G a d 3 3 ] J H G a d d u m . R e p o r t s o n B i o l o g i c a l S t a n d a r d s . 3 . S p e c i a l r e p o r t s e r i e s ( M e d i c a l R e s e a r c h C o u n c i l ( G r e a t

B r i t a i n ) ) . L o n d o n : H . M . S . O . , 1 9 3 3 ( c i t e d o n p a g e 3 3 ) .

https://www.kaggle.com/c/expedia-hotel-recommendations/overview
https://www.kaggle.com/c/expedia-hotel-recommendations/overview
https://doi.org/10.1007/3-540-44795-4_13
https://doi.org/10.1006/jcss.1997.1504
https://doi.org/10.1006/jcss.1997.1504
https://doi.org/10.1145/65943.65944
https://doi.org/10.1007/978-3-540-39857-8_15
https://doi.org/10.1007/978-3-642-14125-6_4
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f o r A d - H o c R e t r i e v a l . ” I n : P r o c e e d i n g s o f t h e 2 5 t h A C M I n t e r n a t i o n a l o n C o n f e r e n c e o n I n f o r m a t i o n a n d

K n o w l e d g e M a n a g e m e n t . C I K M 2 0 1 6 ( I n d i a n a p o l i s , I n d i a n a , U S A , O c t . 2 4 , 2 0 1 6 ) . N e w Y o r k , N Y ,
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& S o n s , J a n . 2 4 , 1 9 9 0 . 6 0 8 p p . d o i : 10.1002/0471725161 ( c i t e d o n p a g e 1 9 ) .

[ H Y L 1 7 ] W i l l H a m i l t o n , Z h i t a o Y i n g , a n d J u r e L e s k o v e c . “ I n d u c t i v e R e p r e s e n t a t i o n L e a r n i n g o n L a r g e G r a p h s . ”
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