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Einfiihrung

Der von technischen Geraten oder Maschinen erzeugte Larm wird h&ufig durch
Ausnutzung von passiven Dampfungsmechanismen in Form von Reflexion und
Absorption reduziert. Die Ddmpfung von tieffrequentem Storschall ist jedoch
mit passiven Methoden oft nur unzureichend moglich und kann zusétzlich auf-
grund der erforderlichen geometrischen Abmessungen einen grofien baulichen
und finanziellen Aufwand beanspruchen.

Zunehmend an Bedeutung gewinnen in den letzten Jahren die aktiven
Dampfungsmafinahmen, die vor allem tieffrequenten Lirm effektiver mindern.
Das aktive Prinzip basiert auf der Uberlagerung des durch primire Schall-
quellen verursachten Storschallfelds mit einem von sekundédren Schallquellen
gezielt erzeugten Gegenschallfeld. Das Sekundérschallfeld wird durch einen
oder mehrere Lautsprecher dergestalt erzeugt, dass sich am gewiinschten Ort
der Larmminderung primére und sekundéire Feldanteile durch Interferenz de-
struktiv iiberlagern.

Die praktische Umsetzung des auch als Gegen- oder Antischallverfahren
bezeichneten Prinzips gestaltet sich bei dreidimensionalen Feldern wesentlich
aufwindiger als fiir den eindimensionalen Fall. Erste Anwendungen widmeten
sich daher der eindimensionalen Betrachtung von in Kané&len oder Rohren ge-
fiihrten Schallwellen. Diese werden beispielsweise im Bereich der Klimatechnik
von Ventilatoren erzeugt oder durch Abgasleitungen von Verbrennungsmoto-
ren geleitet.

Zielsetzung

In dieser Arbeit stehen Verfahren fiir die aktive Dampfung von schmal- und
breitbandigem Larm in Rohrensystemen im Mittelpunkt. Ein Algorithmus be-
rechnet geméfl Abbildung 1 nach dem Feedforward-Prinzip aus einer gemesse-
nen Referenz- und Fehlergrofle ein Gegenschallsignal, welches schliellich vom
Lautsprecher abgestrahlt wird. Der Algorithmus benétigt dazu die Ubertra-
gungseigenschaften des Primér- und Sekundéarpfads. Diese kénnen im Betrieb,
beispielsweise aufgrund von Anderungen der Gastemperatur, fortlaufend vari-
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Priméarpfad
Storschall "N Restschall
Sekundarpfad r

6 Mikrofon Mikrofon

Lautsprecher

Verstarker D

A

Algorithmus

Referenzsignal Fehlersignal

Abbildung 1: Schematische Darstellung der aktiven Schallddmpfung in einem RGh-
rensystem nach dem Feedforward-Prinzip

ieren, so dass Verfahren wiinschenswert sind, die dem zeitvarianten Verhalten
der Ubertragungspfade gerecht werden und beim so genannten Tracking das
Nachfiihren der Filterkoeffizienten erméoglichen. Von Interesse sind Algorith-
men fiir adaptive Digitalfilter, die neben der Berechnung des Gegenschallsig-
nals zusétzlich im Rahmen einer Online-Modellierung die Beriicksichtigung
eines zeitvarianten Sekundarpfads erlauben.

In nicht-stationdrer Umgebung empfiehlt sich fiir die Schitzung der Fil-
terkoeffizienten ein erweitertes Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate. Diese
Verfahren lassen sich als eine spezielle Form des KALMAN-Filters interpretie-
ren, bei denen mit Hilfe von Adaptationsparametern die Kovarianzmatrizen
und damit das Tracking-Verhalten beziehungsweise die resultierende Storsig-
nalddmpfung direkt beeinflusst werden konnen. Das Ziel dieser Arbeit ist es
daher, neue Ansétze vorzustellen und zu untersuchen, die mit Hilfe eines Kova-
rianzmanagements ein verbessertes Tracking und zudem eine geringere Anzahl
von abzustimmenden Adaptationsparametern aufweisen.

Die Untersuchung der erarbeiteten sowie der aus der Literatur bekannten
Verfahren erfolgt beziiglich des Trackings entsprechend dem Entwicklungs-
trend simulationstechnisch. Die bisherigen Arbeiten zu dieser Thematik ver-
wendeten zur Simulation eines zeitvarianten Systems héufig ein stochastisches
Modell, das sich auf messtechnisch ermittelte Ubertragungsfunktionen und auf
GAUSS-MARKOV-Prozesse stiitzt. Ein solches Modell erlaubt zwar eine Beur-
teilung der Algorithmen, lidsst jedoch nur eingeschrinkte Riickschliisse auf das
Verhalten zu, wenn sich die Verfahren in einem physikalischen System unter
realen Betriebsbedingungen zu bew&hren haben. Dieses Dilemma wird in die-
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ser Arbeit durch den Einsatz eines physikalisch motivierten mathematischen
Modells eines Rohrensystems vermieden, welches den Bezug zu einer konkreten
praktischen Anwendung herstellt. Fiir einen zu simulierenden aktiven Abgas-
schallddmpfer ist zu untersuchen, ob mit den neuen Ansétzen hohere Storsig-
nalddmpfungen als mit den etablierten Verfahren erzielt werden konnen.

Ubersicht zur Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Der erste Teil thematisiert die Model-
lierung des akustischen Ubertragungsverhaltens von Rohrensystemen fiir eine
Schallausbreitung im Grundmodus. Die Betrachtungen beschrénken sich nicht
nur auf die fiir die Simulation benétigten mathematischen Modelle. Losge-
l6st von der Intention des zweiten Teils leistet der erste auch Beitrdge zur
Modellierung eines akustischen Wellenleiters auf der Grundlage des Ausbrei-
tungsmafles, die bisher formal nicht prasentiert worden sind.

Fundiert auf den Arbeiten von KIRCHHOFF werden die aus der Literatur be-
kannten sowie die erarbeiteten Approximationen fiir das Ausbreitungsmaf vor-
gestellt. Diese erlauben die Charakterisierung der Schallausbreitung in kreis-
runden Rohren mit konstanter Querschnittsfliche unter Beriicksichtigung der
an den Wianden geforderten Randbedingungen. Diesbeziiglich sind insbesonde-
re nicht-ideal schallharte Wéande durch die Randbedingungen zu modellieren.
Die Bewertung der approximativen Ausbreitungsmafle erfolgt mit Hilfe von
Referenzlosungen, die sich aus der exakten Losung von KIRCHHOFF bestim-
men lassen.

Im nichsten Schritt werden Rohrensysteme betrachtet, die verdnderliche
Querschnittsflichen, Abzweigungen oder ein stromendes Medium enthalten
konnen. Die Modellierung des akustischen Ubertragungsverhaltens der Réh-
rensysteme basiert auf einer Zweitorbeschreibung, fiir die das Ausbreitungs-
maf essenziell ben6tigt wird. Mit der Validierung eines mathematischen Roh-
renmodells anhand eines physikalischen Réhrensystems endet der erste Teil.

Im zweiten Teil der Arbeit stehen Algorithmen im Mittelpunkt, die sich auf
der Grundlage einer adaptiven Signalverarbeitung zur aktiven Schalldamp-
fung in Rohrensystemen eignen. Es werden Ansétze mit einer gleichzeitigen
Online-Modellierung des Sekundarpfads préasentiert, die mit Hilfe eines Ko-
varianzmanagements eine einfachere Abstimmung der Adaptationsparameter
ermoglichen und dariiber hinaus fiir Anwendungen préadestiniert sind, die hohe
Anforderungen an das Tracking stellen.

Fiir die simulationstechnischen Untersuchungen erfolgt die Einbettung der
Algorithmen in den Kontext eines aktiven Abgasschalldampfers. Die dafiir
erforderlichen Stimulussignale sind in einem Abgasstrang eines PKWs fiir un-
terschiedliche Fahrzyklen gemessen oder abgeschitzt worden. Ein Vergleich
der etablierten Konzepte mit den neuen Ansitzen sowie eine Bewertung der
Simulationsergebnisse beschliefen diese Arbeit.
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Akustische Modellierung







KAPITEL 1
Schallausbreitung in kreisrunden Roéhren

Der Schallausbreitung in Rohren widmeten zahlreiche Forscher ab Mitte des
Neunzehnten Jahrhunderts ihre Aufmerksamkeit. So stand zunédchst bei den
Untersuchungen des Mathematikers STOKES und des Physikers HELMHOLTZ
der Einfluss der Viskositédt bei der Schallausbreitung in Rohren im Mittel-
punkt ihres Interesses [Stok45, Helm63]. Neben der Viskositédt gelang es dem
Physiker KIRCHHOFF schliefllich, den Einfluss der Warmeleitung eines Gases in
einer Rohre mit einer kreisrunden Querschnittsfliche ebenfalls zu beriicksich-
tigen [Kirc68, Rayl68|. Das Ergebnis wird héufig als Theorie von KIRCHHOFF
bezeichnet, wihrend das von KIRCHHOFF zu Grunde gelegte Differenzialglei-
chungssystem oft als NAVIER-STOKES-FOURIER-Modell referenziert wird. Die
KirCcHHOFF-Losung des Differenzialgleichungssystems besitzt unter den folgen-
den Pramissen Giiltigkeit:

o kleine Anderungen der Schallfeldgrifen um den Gleichgewichtszustand,

e sinusformige Zeitabhdangigkeit der Schallfeldgrofien,

e ruhendes und ideales Gas als Medium,

e Schallausbreitung im Grundmodus,

o kreisrunde und konstante Querschnittsfliche bei unendlicher Rdéhrenldnge,
e ideal schallharte und isotherme Winde,

o Tangentialkomponente der Schallschnelle verschwindet an den Winden.

Um die KIRCHHOFF-Losung fiir die Félle zu erschliefen, wo die obigen
Bedingungen nicht erfiillt werden konnen, sind zahlreiche Anstrengungen un-
ternommen worden. Auch wenn in dieser Arbeit die Betrachtung einer Schall-
ausbreitung im Grundmodus ausreicht, ist zu erwédhnen, dass es etwa ab Mitte
des Zwanzigsten Jahrhunderts mit dem von CREMER eingefiihrten Konzept
gelang, ebenfalls hohere Schallfeldmoden fiir kreisrunde und rechteckige Quer-
schnittsflichen einzubeziehen [Crem48]. Sein Ansatz stiitzt sich auf eine Zerle-
gung des Schallfelds in einen priméren Schallfeldanteil, der das freie Schallfeld
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reprasentiert, sowie in zwei weitere Feldanteile zur Beschreibung der durch Vis-
kositdt und Wirmeleitung begriindeten Ausgleichsvorgénge. Die Verkniipfung
der Feldanteile erfolgt schliellich iiber Randbedingungen, welche sich auch
mit dem von CREMER vorgestellten Konzept der akustischen Grenzschicht
mit Hilfe einer Wandadmittanz formulieren lassen. Diese Grenzschicht bildet
sich aufgrund der Viskositit und der Wirmeleitung des Fluids' in Wandniihe
aus, so dass der Begriff in Anlehnung an die sich bei Stromungen ausbildende
PRANDTL-Grenzschicht gewahlt worden ist [POW84].

Die Arbeiten von CREMER stellten die Grundlage fiir verallgemeinerte An-
sétze dar, das Schallfeld durch Superposition der akustischen Moden des pri-
méiren Schallfelds, den Wirbelmoden zur Erfassung der viskosen Effekte und
den Entropiemoden zur Beschreibung der durch Warmeleitung bedingten Ein-
fliisse analytisch zu formulieren [Kova53, Pier81]. Erste Arbeiten zur Schall-
ausbreitung von hoheren Moden sind unter anderem [Beat50] zu entnehmen,
die einerseits den Weg fiir raffinierte Losungsvarianten ebneten und anderer-
seits das Verhalten héherer Moden im Bereich ihrer Grenzfrequenz sowie die
Interaktion mit der akustischen Grenzschicht genauer erdrterten [BBHKS87,
Hudd88, Sche04]. In [Sche05] wurden zusétzlich die Betrachtungen auf reale
Gase erweitert, wihrend in [Sche04] auch Effekte durch eine endliche Réhren-
lange Beriicksichtigung fanden.

Die Berechnung des Ausbreitungsmafles mit der klassischen Losung von
KIRCHHOFF erfordert einen hohen mathematischen Aufwand. Daher wurden
in der Literatur zahlreiche vereinfachte Modelle angegeben, die sich in zwei
Klassen einteilen lassen [Tijd75]. Eine Klasse basiert auf der analytischen Ap-
proximation der KIRCHHOFF-Losung [Kirc68, West53, Rayl68, Keef84, Stin91].
Ansitze auf der Grundlage von vereinfachten Differenzialgleichungen, fiir die
analytische [ZK49, Iber50, FCCW81, Munj87]| oder nummerische Lésungen be-
stimmt werden koénnen [T'sao68], zéhlen dagegen zur anderen Klasse. Weitere
Approximationen fiir das Ausbreitungmafl zur Beriicksichtigung von Effek-
ten, die von den KIRCHHOFF-Hypothesen abweichen, finden sich beispielsweise
in [Westb3, FCCW81].

In dieser Arbeit soll das akustische Ubertragungsverhalten von Réhrensys-
temen in Analogie zu einer elektrischen Leitung auf der Grundlage des Aus-
breitungsmafles und einer Zweitormodellierung charakterisiert werden. Dieses
Kapitel thematisiert dafiir zunéchst die verlustbehaftete Schallausbreitung in
einem akustischen Wellenleiter mit kreisrunder und konstanter Querschnitts-
flaiche im Grundmodus. Die Publikationen zu dieser Thematik widmeten sich
hauptséchlich einem durch die Randbedingung an den Wéanden zu beriicksich-
tigenden Effekt und erarbeiteten fiir diesen eine analytische Approximation
des Ausbreitungsmafles. Dagegen sind im Folgenden, fundiert auf den Arbei-
ten von STINSON [Stin91], approximative und analytische Ausdriicke fiir das

YAuch wenn ein Fluid sowohl Fliissigkeiten als auch Gase bezeichnet, sind in dieser
Arbeit nur gasféormige Fluide relevant.
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Ausbreitungsmafl auf der Basis der KIRCHHOFF-Loésung zu présentieren, die
eine Beriicksichtigung der Randbedingungen

e isotherme und ideal schallharte Winde,
e isotherme und nicht-ideal schallharte Winde,

e nicht-isotherme und ideal schallharte Winde

erlauben. Die folgenden Betrachtungen beschrinken sich demnach nicht nur
auf die im zweiten Teil der Arbeit bendtigten mathematischen Modelle, son-
dern sie sollen auf der Grundlage des Ausbreitungsmafles weitere Ansétze zur
Beschreibung der Schallausbreitung in Roéhren fiir Randbedingungen themati-
sieren, die in dieser Form bisher nicht prasentiert worden sind.

1.1 Kirchhoff-Losung fiir eine kreisrunde Réhre

Die Viskositdt und die Warmeleitfahigkeit eines Fluids sind eine Konsequenz
aus der molekularen Zusammensetzung. Die Wirmeleitung basiert moleku-
larkinetisch auf der Diffusion von kinetischer Energie innerhalb des Fluids.
Dagegen entsteht die Viskositdt durch einen Impulsaustausch zwischen den im
Fluid vorhandenen Molekiilen. Die Viskositédt ldsst sich daher molekularkine-
tisch als Diffusion des mechanischen Impulses deuten [MI86].

Gleiten Fluidschichten mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten aneinan-
der entlang, findet eine Wechselwirkung zwischen den Molekiilen statt. Mole-
kiile aus Schichten mit einer hohen mittleren freien Weglénge beschleunigen
Teilchen aus Schichten mit einer geringeren mittleren freien Weglénge. Als
Resultat entsteht eine Scherung oder Schubspannung. Infolge dieser Reibungs-
vorgéange der Teilchen untereinander kommt es zu einer Erwarmung des Fluids.
Die Viskositéit spielt deshalb vor allem in der Ndhe von starren Wéanden eine
grofle Rolle. Die Molekiile auflerhalb des Wandbereichs besitzen eine endliche
Tangentialgeschwindigkeit, wihrend die von der Wand zuriickprallenden Mo-
lekiile eine regellose Bewegung mit der mittleren Tangentialgeschwindigkeit
von null ausfithren und somit bedingt durch die kleine mittlere freie Weglange
scheinbar an der Wand haften bleiben [MN79, POW84, MI&6, Zier93|.

Aufgrund der Viskositdt und der Warmeleitung kommt es bei der Schall-
ausbreitung in einem Gas, das als Fluid die Schallenergie transportiert, zu
einer Dadmpfung der Schallwelle. Die viskosen und wéarmeleitenden Eigenschaf-
ten des Gases sind im freien Schallfeld, also in weiter Entfernung von be-
grenzenden Wéanden, im hoérbaren Frequenzbereich eher zu vernachléssigen.
Dagegen sollten diese bei der Schallausbreitung in einer Réhre nicht ignoriert
werden [Crem48].



10 Kapitel 1 Schallausbreitung in kreisrunden Réhren

1.1.1 Vorbemerkungen

Fiir die folgenden Betrachtungen wird fiir den Druck P, die Dichte p, die
Temperatur 71" sowie die Schallschnelle v eine Zeitabhéngigkeit der Form

P(t) =Py +p = P+ Re{pe’'}, (1.1a)
o(t) = po + p = po + Re{pe’'}, (1.1b)
T(t)=To+T =Ty + Re{T ™"}, (1.1c)
v(t) = o = Re{v ™"} (1.1d)

angenommen. Die Groen Fo, po und Tp bezeichnen die Werte im thermody-
namischen Gleichgewicht?, also ohne Anregung. Dagegen stellen p, p und T als
komplexe Amplituden die Abweichung von den Gleichgewichtsgroffen infolge
einer Schallausbreitung dar. Mit

Py>[p| und po>> |p| sowie Tp> |T| (1.2)

werden kleine Anderungen um den Glelchgevvlchtszustand vorausgesetzt.® Fiir
die komplexen Amplituden p, p, T und o liegt eine Ortsabhanglgkelt und
eine Frequenzabhingigkeit vor, wobei im Weiteren fiir eine bessere Ubersicht-
lichkeit auf die Angabe der Argumente verzichtet werden soll. Es wird somit
eine lineare Schallausbreitung vorausgesetzt, so dass die Gesetze der linearen
Akustik zum Einsatz kommen kénnen. Der Ansatz mit den Gleichungen (1.1),
der auch von KIRCHHOFF verwendet wurde, stellt eine Approximation erster
Ordnung dar, da die Groflen P, o und T nur durch ein zeit- und ortsabhén-
giges Reihenglied beschrieben werden. Dabei wire es ebenfalls denkbar, die
Groflen des Schallfelds durch héhere Ordnungen zu approximieren und mit
den zusétzlichen Reihengliedern bisher vernachlassigte Effekte zu beriicksich-
tigen [Mawab4].

Schallausbreitung im homogenen Medium

Die KIRCHHOFF-Losung setzt eine Schallausbreitung in einem homogenen Fluid
voraus. Somit miissen nach [Tijd75] die Wellenldnge des Schalls und der Roh-
renradius ry, grofl gegeniiber der mittleren freien Weglinge im Medium sein. In
Anlehnung an [Stin91] kénnen daher mit Luft als Medium fiir die Frequenz f
und den Roéhrenradius ry zunéchst die groben Abschitzungen

f<10°Hz und 7w > 10 °mm (1.3)

angegeben werden.

2Die Temperaturabhingigkeit der Dichte po kann fiir ein ideales Gas dem Anhang A
entnommen werden.

3Der Gleichanteil Py wird auch als statischer Druck bezeichnet, wihrend es sich bei
dem zeitlich verdnderlichen Anteil p um den Schalldruck handelt.
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Schallausbreitung im Grundmodus

Schall breitet sich in einem gasférmigen Medium als Longitudinalwelle aus.
Deshalb ist der Grundmodus, im Gegensatz zu elektromagnetischen Wellen in
Hohlleitern, bei allen Frequenzen ausbreitungsfiahig. Hohere Schallmoden sind
nur oberhalb einer vom Querschnitt abhéngigen Grenzfrequenz ausbreitungs-
fihig [Lodw97].

In einem kreisrunden Wellenleiter mit dem Radius 7y stellt der Azimutal-

modus den ersten Modus mit der niedrigsten Grenzfrequenz dar. Dieser ist
ab

Borw =t10=1841 & fio> 0,293ri (1.4)

w

ausbreitungsfihig, der erste Radialmodus dagegen fiir

Borw =to1 = 3,832 &  fo1 > O,61ri. (1.5)
Die Grofle ty,,» bezeichnet die Nullstelle n+ 1 der Ableitung dJ,, (tm,n) /dtm.n
der BESSEL-Funktion erster Art mit der Ordnung m [Kutt04]. Unterhalb der
jeweiligen Grenzfrequenz besitzen die Moden evaneszentes Verhalten.
Um eine Schallausbreitung im Grundmodus fiir einen kreisrunden Wellen-
leiter zu gewéhrleisten, darf fiir einen vorgegebenen Radius ry keine Anregung
oberhalb der Grenzfrequenz des ersten Azimutalmodus erfolgen.

1.1.2 Zustandsgleichung fiir ein ideales Gas

Die Theorie von KIRCHHOFF setzt ein ideales Gas als Fluid voraus. Bei dieser
Modellvorstellung bestehen keine Anziehungskréifte zwischen den Gasmolekii-
len und ihr Eigenvolumen kann vernachlédssigt werden, so dass sie sich als
Punktmassen interpretieren lassen [LJS03]. Ein ideales Gas wird durch die
Zustandsgleichung

P = RoT =

0
T 1.6
T (1.6)

beschrieben, wobei R die individuelle Gaskonstante bezeichnet [SSSMO5].

Linearisierung der Zustandsgleichung

Im Rahmen der linearen Akustik werden nur kleine Anderungen der Schall-
feldgroflen vom Gleichgewichtszustand betrachtet. Das wurde bereits mit den
Gleichungen (1.1) angedeutet. Dort setzen sich die Gréflen aus den Gleichan-
teilen Py, po und Ty sowie den kleinen Schwankungen p, p und T zusammen.*

4Bei der Darstellung der Schallschnelle in Gleichung (1.1d) wird davon ausgegangen,
dass sich das Fluid im Ruhezustand Vj = 0 befindet und sich die Gasteilchen mit © um
den Gleichgewichtszustand bewegen.
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Zur Linearisierung der Zustandsgleichung (1.6) kann diese mit o = po + p
und 7' =Ty + T in eine TAYLOR-Reihe um den Entwicklungspunkt pp und Tj
entwickelt werden, die nach dem ersten Reihenglied abgebrochen wird. Man
erhélt zunéchst

P, ~ -
pof(l)b [poT + Top], (1.7)

P =P +

wobei sich mit p = P — Py die linearisierte Zustandsgleichung eines idealen
Gases auch mit den komplexen Amplituden in der Form

P )
p=——[poT + Top] (1.8)

angeben ldsst.

1.1.3 Die Kontinuitédtsgleichung

Nach dem Erhaltungssatz der Masse muss die Dichtednderung im Volumen
gleich dem Massenfluss durch die Oberfliche des betrachteten Volumens sein.
Diesen Erhaltungssatz beschreibt in der Hydrodynamik die Kontinuitatsglei-
chung [Pier81, POWS84, MI86, LL91, Spur96|

0o . .
o + div{pv} = 0. (1.9)

Linearisierung der Kontinuitatsgleichung

Setzt man fiir die Dichte p und die Schallschnelle v die Definitionen (1.1) in
die Kontinuitétsgleichung (1.9) ein, fithrt das zunéchst auf

%(po—l—ﬁ) + div{[po + ] %} = 0. (1.10)

Vernachléssigt man fiir eine Approximation erster Ordnung den Mischterm pv,
erhélt man schliellich fiir die komplexen Amplituden die linearisierte Konti-
nuitétsgleichung [Pier81, MI86|

jwp + podivo = 0. (1.11)

1.1.4 Die Navier-Stokes-Gleichung

Die Impulserhaltung in einem viskosen und kompressiblen Fluid mit der 6rtlich
konstanten Viskositit® 1 und Volumenviskositit® ¢ lisst sich durch die heute

5Die Viskositét wird auch als Scherviskositéit, dynamische Viskositét oder Zahigkeit be-
zeichnet. Die Viskositét bezeichnen Hydrodynamiker nach dem Vorbild englischer Forscher
iiblich mit p, wihrend Physiker dagegen fiir die Viskositdt meist n verwenden [POW&4].
Die Temperaturabhingigkeit der Viskositidt n kann fiir ein ideales Gas dem Anhang A
entnommen werden.

5Die Volumenviskositit wird auch als zweite Zahigkeit bezeichnet. Im deutschen Sprach-
gebrauch werden ebenfalls die Bezeichnungen Druckviskositidt oder Kompressionsviskositéat
verwendet [Knes49].
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gebrauchliche Form der NAVIER-STOKES-Gleichung

0 B_;’ +(v-V) 'v] = —VP+nhv+ [C + %77] grad div v (1.12)

beschreiben [Pier81, MI86, LL91]. Dabei stellt v /0t+(v-V)v die substanzielle
Ableitung Dv /Dt dar. Sie gibt die Geschwindigkeitsénderung eines sich im
Raum mit der Stromung mitbewegenden Teilchens an und kann demnach als
Beschleunigung in einem mitbewegten System interpretiert werden [LL91]. Die
GrofBlen auf der rechten Seite von Gleichung (1.12) beschreiben die Druckkréfte
und die Reibungskrifte, die auf das betrachtete Volumenelement wirken.

Linearisierung der Navier-Stokes-Gleichung

In Analogie zur Herleitung der linearisierten Kontinuitétsgleichung kann auch
eine Linearisierung der NAVIER-STOKES-Gleichung (1.12) erfolgen. Das Ein-
setzen der Definitionen (1.1) fiihrt zunéchst auf

[po + P lg—;} +(v-V) 61 = —VI[FPo + p] +nAv + [C + %771 graddivo. (1.13)

Fiir eine Approximation erster Ordnung lassen sich Mischterme und Ausdriicke
hoherer Ordnung sowie der Term (U - V) ® vernachlissigen, so dass sich mit
den komplexen Amplituden die linearisierte NAVIER-STOKES-Gleichung zu

1
jwpoﬁ = —Vﬁ + T}A’IA) + lc + gn] grad div o
A (1.14)
= —-Vp+ lg + gn] grad div © — nrot rot v

angeben lisst [Pier81, MI86].

1.1.5 Die Warmeleitungsgleichung

Die Warmeleitung eines Fluids mit einer ortlich konstanten thermischen Leit-
fihigkeit” x kann allgemein mit Hilfe der spezifischen Entropie s zu

oT [% b (V) 5] = Dy(C,n,0) + KAT (1.15)
formuliert werden [Pier81, MI86, LLI91]. Der Term auf der linken Seite be-
schreibt die vom Fluid aufgenommene Warmemenge pro Volumeneinheit. Die

"Die Temperaturabhingigkeit der thermischen Leitfahigkeit x kann fiir ein ideales Gas
dem Anhang A entnommen werden.
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nichtlineare Funktion D, ({,n,v) stellt die viskose Verlustrate dar und er-
fasst die Energie, welche infolge der Viskositit in Wirme umgewandelt wird.®
Die durch die Wirmeleitung ins Volumen eingebrachte Warme beriicksich-
tigt der Ausdruck kAT [LL91]. Fiir die spezifische Entropie” s eines idealen
Gases gilt mit der im Gleichgewichtszustand vorhandenen spezifischen Entro-
pie So [SSSMO05]

s=So+Cyln L —[Cy—Cy]in 2. (1.16)
To 2
Die Groflen C}, und (Y sind die spezifische Warmekapazitédt oder spezifische
Wirme bei konstantem Druck beziehungsweise Volumen.'°
Die Kontinuitétsgleichung, die NAVIER-STOKES-Gleichung sowie die Wér-
meleitungsgleichung werden auch als NAVIER-STOKES-FOURIER-Modell fiir ein
kompressibles Fluid bezeichnet.

Linearisierung der Warmeleitungsgleichung

Zur Linearisierung lisst sich zunéchst die zeitliche Anderung der Entropieglei-
chung (1.16) zu

9s G 9T [Ch,—Cv]de
ot  Ty+T Ot po+p Ot

(1.17)

angeben. Mit Ty > |T| und po > |p| folgt To + T ~ T, sowie po + p = po, SO
dass man obige Gleichung zunéchst durch

ds  Cy AT  [Cp—Cy] do

ot Tp ot Po ot (1-18)

approximieren kann.

Fiir eine Approximation erster Ordnung sind der Ausdruck (v - V) s und
die nichtlineare Funktion D ((,n,v) in Gleichung (1.15) zu vernachléssigen.
Das dortige Einsetzen der Gleichung (1.18) fithrt mit den Definitionen (1.1)
und der Vernachlidssigung von Mischtermen sowie von Awusdriicken hoherer
Ordnung beziiglich der komplexen Amplituden auf die linearisierte Warmelei-
tungsgleichung

jw[poCyT — Ty [Cp — C\] p] = AT, (1.19)

®Eine detaillierte Angabe der Funktion ist etwa in [Pier81, MI86, LL91] zu finden,
wobei fiir die weitere Herleitung aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Zusammenfassung
der viskosen Verluste durch die Funktion Dy (¢, n, v) ausreicht.

9Die Entropie stellt eine thermodynamische Zustandsgrée dar. An der Entropieinde-
rung As = s — Sy eines adiabatischen Systems ist erkennbar, ob der Prozess reversibel
(As = 0), irreversibel (As > 0) oder unméglich (As < 0) ist [MS89]. Alle Prozesse bei
denen Reibung auftritt, sind irreversibel. Bei einer adiabatischen Zustandsdnderung wird
keine Wirmeenergie zu- oder abgefiihrt [SSSMO05].

19Dje Temperaturabhingigkeit der spezifischen Wirmekapazitét Cp bei konstantem
Druck kann fiir ein ideales Gas dem Anhang A entnommen werden.
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die auch als KIRCHHOFF-FOURIER-Gleichung bezeichnet wird. Den Begriff der
Entropie benutzten weder KIRCHHOFF noch FOURIER. Den linken Term in der
Gleichung (1.15) beschrieb FOURIER durch den Ausdruck oC,07/0t. Unter
Vernachlissigung von Dy ((,n,v) ldsst sich damit die Wirmeleitungsgleichung
beziehungsweise Diffusionsgleichung zu oC,0T /0t = kAT angeben [Four55|.
Die Herleitung von KIRCHHOFF entspricht dagegen der linearisierten Wéarme-
leitungsgleichung (1.19) [Kirc68].

1.1.6 Losung der Navier-Stokes-Fourier-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird die KIRCHHOFF-Losung des partiellen Differenzial-
gleichungssystems zur Beschreibung der Schallausbreitung in einer Rohre mit
kreisrundem Querschnitt fiir ein ideales Gas mit der Viskositdt n und der
thermischen Leitfahigkeit x vorgestellt. Die folgenden Ausfithrungen stiitzen
sich im Wesentlichen auf die Herleitungen in [Kirc68, West53, Rayl68, Stin91].
Dabei erfolgt zunichst auch eine Beriicksichtigung der Volumenviskositéit (.

Abbildung 1.1: Die Schallausbreitung innerhalb der R6hre mit dem Radius ry, findet
in €,-Richtung in einem Fluid mit der Viskositédt 1 sowie der Warme-
leitfdhigkeit x statt. Die radiale Richtung ist durch €, vorgegeben.

Die Rohre, in der eine Schallausbreitung in €.-Richtung stattfindet, besitzt
nach Abbildung 1.1 den Radius ry. Der Schallschnellenvektor setzt sich aus
den Komponenten

D = 0,8 + 0,6, (1.20)

zusammen. Das Einsetzen der Zustandsgleichung (1.8) eines idealen Gases und
der nach p umgeformten Kontinuitdtsgleichung (1.11) in die NAVIER-STOKES-
Gleichung (1.14) fiithrt mit der kinematischen Viskositédt v = n/po auf

P - P 4
jwb = ————VT + l ST l— + g] I/] grad div © — vrot rot 0. (1.21)
Jwpo 3 7
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Setzt man die nach p umgeformte Kontinuitétsgleichung (1.11) in die Warme-
leitungsgleichung (1.19) ein, ergibt sich dariiber hinaus mit

o K
pOCv

v (1.22)

die Gleichung

jwT 4 To l% — 11 dive = /AT (1.23)
Mit dem Verhéiltnis der spezifischen Warmekapazitéiten Cp, = C,/Cy und der
adiabatischen Schallgeschwindigkeit11 c= \/ CpvPo/po ldsst sich das Differen-
zialgleichungssystem zu

c? . c? 4 C
jwd = ol VT + ljwcpv + lg + E] I/] grad div o — vrotrot v, (1.24a)
VAT = jwT + To [Cpy — 1] div © (1.24b)

formulieren.'® Die Losung des Differenzialgleichungssystems lautet fiir eine mit
dem Ausbreitungsmaf*® ~ fortschreitende Welle

0, = |AQ — vA1Q1 W= ~vA2Q)2 Wy e, (1.25a)
)\1 )\2
A A dQ Jw /| d@1 Jw /1 dQ2 z
L= | = XA — Ay |2 — i 1.2
Y o, dr 1[& ”1 ar A2, Y e | o (12h)
v
T = [va — 1] To [AlQl + AQQQ] el”. (1.250)
Fiir die Funktionen @), 1 und Q2 gilt

Q=Jo (r\/ny — jw/v), (1.26a)
Q1 = Jo(rv/72 — 1), (1.26b)
Q2 = Jo (T\/”yQ — A2). (1.26¢)

Bei Jo(-) handelt es sich um die BESSEL-Funktion erster Art mit der Ordnung
null, wihrend sich A\; und A2 aus der Nullstellengleichung

22 ljj/g + EJF%] w’] — A lc2—l—jw Hngﬂ u+u’H —w?=0 (1.27)

HDie Temperaturabhingigkeit der Schallgeschwindigkeit ¢ kann fiir ein ideales Gas dem
Anhang A entnommen werden.

12Das Differenzialgleichungssystem (1.24) ist fir ein ideales Gas allgemein giiltig und
nicht an die Querschnittsflichenform des Wellenleiters gebunden.

13Die Bezeichnungen Ausbreitungskoeffizient oder Ausbreitungskonstante sind ebenfalls
gebriuchlich.
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mit der Zuordnung |\i| < |A2| ergeben. Die Losung (1.25) enthélt mit den
Konstanten A, A; und Az sowie dem Ausbreitungsmafl v zunéchst vier unbe-
kannte Groflen, die aus den Randbedingungen zu ermitteln sind.
Die Losung (1.25) fithrt zum einen mit der linearisierten Kontinuitétsglei-
chung (1.11) auf die Dichte
I//>\1

R
p ,00[1Q1ljw

- 1] 1 AsQs [”;32 - 1“ e (1.28)

und zum anderen mit der Zustandsgleichung (1.8) auf den Schalldruck

V/>\1

p=—F lA1Q1 l :
jw

— va] + A2Q2 [ijj\z — CPVH e’”. (1.29)

Relaxation und Volumenviskositat

In mehratomigen Gasen treten neben den durch Viskositdt und Waéarmelei-
tung bedingten klassischen Dadmpfungsmechanismen weitere molekulare Effek-
te in Erscheinung, die eine zusétzliche Dampfung der Schallwelle verursachen.
Nach der kinetischen Gastheorie setzt sich die Gesamtenergie eines Gases aus
den Einzelenergien der im betrachteten Volumen vorhandenen Gasmolekiile
zusammen. Ein Gasmolekiil kann sich als Ganzes bewegen oder um seinen
Schwerpunkt rotieren, wiahrend zusétzlich die einzelnen Atome Schwingungen
gegeneinander ausfiihren kénnen. Im Gleichgewichtszustand ist die gesamte
durch Translation, Rotation und Schwingungen préisente Bewegungsenergie
eines Molekiils entsprechend auf die einzelnen Freiheitsgrade verteilt.

Fiihrt man einem Gas plotzlich durch Kompression Energie zu, wird sie
zunéchst als Translationsenergie aufgenommen und durch Zusammenstofle der
Molekiile verzogert auf die anderen Freiheitsgrade verteilt, bis sich ein neuer
Gleichgewichtszustand eingestellt hat. Bei schnellen periodischen Zustands-
anderungen ist aufgrund des verzogerten Energietransfers keine vollstindige
Umverteilung moglich. Die nicht transferierte Energie bedingt eine innere Wr-
meleitung, die wie die klassische Warmeleitung zu Verlusten bei der Schallaus-
breitung fiihrt. Dieser Vorgang wird als thermische Relaxation bezeichnet und
ist durch die Relaxationszeit charakterisiert [CMT75, Pier81, Kutt04].

Die Relaxationsddmpfung héngt unter anderem von der Temperatur sowie
der Gasart und der Zusammensetzung des Gases ab, so dass vor allem bei
Gasgemischen, wie beispielsweise Luft, komplizierte Abhéngigkeiten vorliegen.
Die einzelnen Bestandteile beeinflussen sich gegenseitig. Bereits geringe Verén-
derungen in der Zusammensetzung, wie etwa des Feuchtigkeitsgehalts, konnen
daher die Relaxationsddmpfung deutlich beeinflussen [Pier81, GA99].

Der Einfluss der Relaxation kann in der KIRCHHOFF-Losung durch eine
komplexe frequenzabhéngige spezifische Wiarmekapazitiat C, beriicksichtigt
werden [SLW65]. Der Relaxationsprozess lidsst sich in der NAVIER-STOKES-
Gleichung jedoch auch durch die Volumenviskositét ¢ beriicksichtigen [Tisz42].
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Diese kann als Maf} fiir den Widerstand interpretieren werden, den ein Gas
Kompressions- oder Expansionskriften entgegensetzt. Je grofler die Relaxati-
onszeit, desto grofer ist die Volumenviskositdt [Wald58]. Nach der Hypothe-
se von STOKES wird die Volumenviskositit in der NAVIER-STOKES-Gleichung
hiufig auch fiir mehratomige Gase vereinfachend zu null gesetzt [GA99].

Die Beschreibung der Relaxationsprozesse durch die Volumenviskositét er-
scheint nur fiir die Schallfrequenzen geeignet, die sehr viel kleiner als die ein-
zelnen reziproken Relaxationszeiten des Gases sind [CM75]. Bei mehratomi-
gen Gasen ist die Schwingungsenergie gegeniiber den Energien der iibrigen
Freiheitsgrade wesentlich kleiner. Folglich wird zum Erreichen des Gleichge-
wichtszustands eine groflere Anzahl von Stéflen benotigt. Deshalb weist der
Schwingungsfreiheitsgrad im Vergleich zu den anderen Freiheitsgraden eine
grofere Relaxationszeit auf [Tisz42]. Dagegen sind fiir Frequenzen f < 1 MHz
Relaxationsprozesse bei den Translations- und Rotationsfreiheitsgraden eher
zu vernachldssigen. Im horbaren Frequenzbereich kénnen jedoch bereits gro-
Bere Dampfungen durch Relaxation der Schwingungsfreiheitsgrade verzeichnet
werden [MI86].

Mit zunehmendem Roéhrenradius reduziert sich der Einfluss der klassischen
Dampfungsmechanismen. Diese sind durch die Rohrenwénde und der deswe-
gen entstehenden akustischen Grenzschicht bedingt und lassen sich durch die
Viskositdt und Wirmeleitung im Medium begriinden. Eigene Untersuchun-
gen basierend auf den in [BSZ795] angegebenen Gleichungen zur Berech-
nung der Relaxationsddmpfung in Luft zeigten, dass unter dem Atmosphé-
rendruck von Py = 101325 Pa die Relaxationsdampfung bei einer Temperatur
von Ty = 293,15 K sowie einer relativen Luftfeuchtigkeit von 20% fiir

frw < 100m/s (1.30)

gegeniiber der klassischen Dampfung in einer Réhre im Mittel mehr als zehn
mal kleiner ausfillt, wobei sich fiir Temperaturen Ty > 293,15 K das Verhélt-
nis erwartungsgemif weiter vergrofert.'* Daher erscheint es unter der obigen
Prémisse gerechtfertigt, den Einfluss von Relaxationsprozessen zu vernachlés-
sigen, weil die klassischen Dampfungsmechanismen in einer Réhre den gréfleren
Einfluss ausiiben. Fiir die Volumenviskositat kann ( = 0 angesetzt werden und
eine Modifikation der KIRCHHOFF-Losung entfllt.®

In Abbildung 1.2 sind abschlieend die Dampfungsverldufe exemplarisch
dargestellt, wobei der Rohrenradius zu 7, = 100 mm gewédhlt worden ist.
Fir f < 1kHz kann der Einfluss der Relaxation gegeniiber den klassischen
Dampfungsmechanismen bei der Schallausbreitung in einer Roéhre als gering

MFiir die in dieser Arbeit zu untersuchenden Réhrensysteme ist Gleichung (1.30) erfiillt.

" Die Volumenviskositit wird nur in der Nullstellengleichung (1.27) der KIRCHHOFF-
Losung benottigt. Werden die Nullstellen dieser Gleichung durch Nédherungen beschrieben,
wie das bei den noch vorzustellenden vereinfachten Modellen der Fall sein wird, ist eine
explizite Kenntnis nicht erforderlich. Ansonsten lésst sich nach [Gree59] fiir Luft die Volu-
menviskositdt ¢ = 0,6n verwenden.
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Abbildung 1.2: a) Klassische Ddmpfung in einer R6hre mit dem Radius ry = 100 mm
nach [Stin91], b) Relaxationsdampfung fiir Luft bei einer relativen
Luftfeuchtigkeit von 20% nach [BSZT95] und c) klassische Dampfung
im Freifeld nach [Pier81] jeweils fiir Ty = 293,15 K und Py = 101325 Pa

bewertet werden. Das entspricht fiir den gewahlten Rohrenradius geméfl der
Abschétzung (1.30) einer oberen Frequenzgrenze von f = 1kHz. Fir f >
10kHz wird die Relaxationsddmpfung sogar grofler als die klassisch bedingte
Dampfung in der Rohre, so dass die Relaxation fiir eine genaue Berechnung
nicht vernachléssigt werden sollte. Im Freifeld ist dagegen die klassische Damp-
fung fiir die betrachteten Frequenzen durchgehend kleiner als die Relaxations-
dampfung.

1.2 Isotherme und ideal schallharte Wande

KIRCHHOFF setzte nach seiner Hypothese die Randbedingungen

{vr,vz,T}Lw,zo =0 (1.31)
an. Die Randbedingungen {o,, T}, .., = 0 fiir ideal schallharte sowie isother-
me Winde werden in den Abschnitten zur Beriicksichtigung von nicht-ideal
schallharten oder nicht-isothermen Winden modifiziert, wiahrend die Bedin-
gung 17z|rw,zo = 0 in dieser Arbeit aufrecht erhalten bleibt. Das erscheint ge-
rechtfertigt, da der Effekt des Gleitens der Gasmolekiile entlang der Rohren-
winde vernachlissigbar ist [West53].

Eine direkte Konsequenz der Randbedingung T lrw.20 = 0 ist, dass fiir die
Wiérmeleitfahigkeit der Rohrenwénde kv — oo gelten muss. Zur Berechnung
der Schallfeldgroflen lassen sich fiir die obigen Randbedingungen die Konstan-
ten in der KIRCHHOFF-Losung (1.25) zu

. Qlw i . i _ Qlw
A = jwyAy N und As = —A; Qo (1.32)
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berechnen. Die Konstante A; kann bei Bedarf aus einer zusétzlichen Rand-
bedingung ermittelt werden. Die explizite Bestimmung der Konstanten A; ist
fiir diese Arbeit jedoch nicht erforderlich. Zudem lédsst sich mit

dIn Qw 1 . :
B = ;;Q = —— /7?2 —jw/vIi(reV? — jw/v), (1.33a)

Qw
B, — dl:ilrQlw _ _Ql VA2 =M I (re /2 — M), (1.33b)
W 1w

B2 _ dl(l’ilrQQW _ _Ql mJl (TWM) (133C)
W 2w

die Bestimmungsgleichung fiir das Ausbreitungsmaf} zu

. 2 . .
jwy 1 1 jw / Jw /

— | —— — | B—|7+—— B — — By = 1.34

J“ 2[>\2 Al] [Al V] 1+[>\2 V] =0 (134
v

angeben. Die Groflen Qw, Q1w und Q2w bezeichnen die bei r = ry, ausgewer-
teten Funktionen aus den Gleichungen (1.26). Die Bestimmung von ~ basiert
demnach auf einer nummerischen Loésung von Gleichung (1.34).

Wie anhand der Gleichungen (1.27) und (1.34) ersichtlich ist, liegt der Be-
rechnung des Ausbreitungsmafles auf der Grundlage der exakten KIRCHHOFF-
Losung ein grofier Aufwand zu Grunde.'® Fiir die meisten Anwendungen ist
dieser Aufwand zu grof8. Setzt man jedoch ein Gas wie Luft als Fluid voraus,
lassen sich Ndherungen fiir das Ausbreitungsmafl herleiten. Im Folgenden wer-
den einige der etablierten Niherungen beziiglich der Randbedingungen (1.31)
vorgestellt, die auf einer Approximation der KIRCHHOFF-Ldsung basieren. Wei-
tere mathematische Modelle zur Beschreibung einer dissipativen Schallausbrei-
tung in Rohren finden sich dagegen in [ZK49, West53, Flan72, Mais94, Terh98|.

1.2.1 Vereinfachtes Modell nach Kirchhoff

Das von KIRCHHOFF vorgeschlagene vereinfachte Modell besitzt fiir akustische
Grenzschichten Giiltigkeit, die klein gegeniiber dem Rohrenradius sind. Die
Dicken der viskosen und thermischen Grenzschicht lassen sich durch

2 2
dvisko — _TI und dtherm — i
wpo wpoCp

(1.35)

abschétzen [Pier81, MI86|. Da beide fiir Luft ungefihr in den gleichen Grofen-
ordnungen liegen, sind durch unterschiedliche Dicken hervorgerufene Effekte
zu vernachldssigen. Fiir die in dieser Arbeit zu betrachtenden Rohrenradien

6 Der Begriff exakt bezieht sich in diesem Zusammenhang auf die Losung des Differen-
zialgleichungssystems (1.24). Das Differenzialgleichungssystem stellt dagegen eine Appro-
ximation, wie bereits erwahnt, erster Ordnung dar.
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und Frequenzen erscheint die Annahme von diinnen Grenzschichten erlaubt.
Vereinfachte Modelle, die auch die Beriicksichtigung von groflen Grenzschicht-
dicken ermoglichen, die sich beispielsweise bei niedrigen Frequenzen oder in
sehr diinnen Rohren ausbilden, finden sich etwa in [ZK49, Rayl68, Tijd75].

Der von KIRCHHOFF verwendete Ansatz zur Vereinfachung des Ausbrei-
tungsmafles beruht auf einer Approximation der BESSEL-Funktionen in den
Groflen Qw, Q1w und Qa2w. Mit den Ndherungen

M A —w?/ und Ao & jwCpy /v (1.36)
folgt fiir die Argumente der BESSEL-Funktionen zum einen
v =M <1 (1.37)
und zum anderen mit |y?| < |\2| ebenfalls
D VR v (1.38)
Setzt man zusitzlich |y?| < |jw/v| voraus, fithrt dies auf
7V —jw/v ~ —jw/v. (1.39)

Da bei kleinen Grenzschichtdicken respektive groffen Réhrenradien oder hohen
Frequenzen fiir die Argumente

Irwy/—jw/v| >1 und |revV=Xz| >1 (1.40)

angenommen werden kann, lassen sich die BESSEL-Funktionen in Qv und Qaw
mit Hilfe der asymptotischen Approximation Jo(jz) ~ e”/v27x vereinfachen.
Dagegen kann Q)1 mit

Irw /72 — Ai| < 1 (1.41)

durch die abgebrochene Reihe Jo(z) ~ 1 — 2?/4 approximiert werden [AST72].
Fiir die logarithmischen Ableitungen der vereinfachten BESSEL-Funktionen
erhélt man mit den eingefiihrten Naherungen insgesamt die Approximationen

Br [P und Bix - [P - A sowie Ba~ VA (142)
1%

KIRCHHOFF traf zusatzlich die Annahmen
|1/ X| > [1/X2] und  |jw/A| >V, (1.43)

die unter Verwendung von v* ~ —w?/c® im linken Term von Gleichung (1.34)
mit den eingefiihrten Ndherungen auf die Bestimmungsgleichung

2 . . .
w Jw Jw Tw 2 Jw ’
/ - R \/ — 1.44
VCQ>\1 1% + )\1 2 [’Y 1} + l)\Q V] >\2 0 ( )
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beziiglich ~ fithren. Das vereinfachte Ausbreitungsmafl kann mit der Kreiswel-
lenzahl'” By = w/c zu

m:jﬁo\/ur 2 lﬁ+[0pv—1] n 1 (1.45)

Twy/jw poCh

formuliert werden. Mit /1 + = &~ 1+z/2 fiir |x| < 1 gab KIRCHHOFF zusétzlich
die Vereinfachung

ki = jBo [1 + rw\l/jﬁ lﬁ+ [Cpv — 1] \/EH (1.46)

an. Mit /2/j = 1 —j ist fiir eine Interpretation der obigen Gleichung eine
Zerlegung geméif

YKi = axi + jOki (1.47)

moglich. Das Dampfungsmafl ak; ergibt sich zu

wahrend sich das Phasenmafl 3 zu

Ki

1
TwV 2W

Bri = Po ll-l-

] o

definieren lisst.'®1?

Mit der Ndherung 1/[1 4+ z] =~ 1 — z fiir |z| < 1 ldsst sich die Phasenge-
schwindigkeit ¢, = w/fk; zu

cp = c ll - rw\l/% [\/EJr [Cpv — 1] \/po’;p H (1.50)

angeben. Die Phasengeschwindigkeit ¢, kann als die Geschwindigkeit inter-
pretiert werden, mit der sich eine sinusférmige Schallwelle fortpflanzt. Da ¢,
von der Frequenz abhingt, liegt ein dispersives Medium vor. Bei der Schall-
ausbreitung in einer Rohre mit einem dissipativen Fluid ist ¢, kleiner als im

Freifeld.

"Die Kreiswellenzahl wird auch als Wellenzahl bezeichnet.

¥Die GréBen o und B werden auch als Dampfungskonstante und Phasenkonstante be-
zeichnet, obwohl sie nicht konstant, sondern Funktionen von w sind. Ebenfalls gebriuchli-
che Bezeichnungen sind Dampfungskoeffizient und Phasenkoeffizient.

YDie Berechnung des DampfungsmafBes mit dem Konzept der Grenzschichtadmittanz
von CREMER fiihrt ebenfalls zum Ergebnis in Gleichung (1.48) [Crem48].
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1.2.2 Vereinfachtes Modell nach Munjal

Zur Herleitung eines Ausbreitungsmafles zur Charakterisierung der Schallaus-
breitung in einem viskosen Fluid verfolgte MUNJAL einen anderen Ansatz als
KIRCHHOFF [Munj87]. Seine Niaherung basierte auf der Kontinuitétsgleichung
und der NAVIER-STOKES-Gleichung sowie auf thermodynamischen Betrachtun-
gen, die eine konstante Entropie voraussetzten. Das Ausbreitungsmafl wurde
mit dem Dampfungsmaf

1 w1)
o= — 1.51
oM rwC \ 2po ( )
zu
. QMu .
o = i [ 1+ 222 11— (152

formuliert. Die Viskositdt ohne eine Warmeleitung im Fluid wird durch 7 er-
fasst. Die Gleichungen (1.51) und (1.52) fiihren zunéichst unter Verwendung
der komplexen Umformung 1 —j = /2/j auf

_ . 1 /1
i = JBo ll + Tw\/j@\/;] : (1.53)

Die Beriicksichtigung der Warmeleitung innerhalb des Fluids wird schlief3-
lich durch eine Modifikation von 77 ermé6glicht. Um fiir 7 den modifizierten Aus-
druck zu bestimmen, griff MUNJAL auf das Ausbreitungsmafl von KIRCHHOFF
zuriick. Durch einen Vergleich der Gleichungen (1.46) und (1.53) lisst sich
schliefflich der Koeffizient 7 zur gleichzeitigen Beriicksichtigung einer Warme-
leitung zu

2
K

n=mn|1+[Cov—1],/ — 1.54
7= |1+ (0 1), [ (1.54)
bestimmen, wobei dieser Ausdruck ebenfalls in [Rsch63] zu finden ist.?° An-
hand von Gleichung (1.54) ist ersichtlich, dass sich der Koeffizient 7} infolge
einer Warmeleitung im Fluid erh6ht. Ohne Warmeleitung gilt in einem visko-
sen Medium dagegen 1 = 7.

1.2.3 Vereinfachtes Modell nach Stinson

Auf der Grundlage der KIRCHHOFF-Losung betrachtete STINSON Rohrenradien
sowie Frequenzen, fiir die mit Luft als Fluid die Naherungen (1.36) giiltig sind
und weiterhin

}72’ < |jw/v] und [1/M] > |1/X2] sowie |jw/A1| > (1.55)

29Der Ausdruck in Gleichung (1.54) wurde gegeniiber [Munj87] beziiglich Cp korrigiert.
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vorausgesetzt werden kann.?! Mit diesen Annahmen reduziert sich die Bestim-
mungsgleichung (1.34) fiir das Ausbreitungsmafl auf

jw jw /

——B — — B> = 0. 1.56
N N 1+ l W v ] 2 ( )
Gegeniiber dem Ansatz von KIRCHHOFF wurden von STINSON die BESSEL-
Funktionen nicht asymptotisch angendhert und dann die logarithmischen Ab-
leitungen bestimmt, sondern die Argumente der BESSEL-Funktionen mit den
bereits vorgestellten Ndherungen approximiert. Lediglich fiir B; kam die Né&-
herung aus Gleichung (1.42) zum Einsatz. Die Approximationen lassen sich

mit
rv =rwyVw/v und 71y =ry\/wCh /v (1.57)
zu
rey/=3 J1 (V=)
B~ — , 1.58
rw  Jo(rvv/=j) (1.58)
B~ -2 [4° = A, (1.58b)
By~ V=3 1 (re/ ) (1.58¢)

Tw JO (?”t VvV —J)
angeben. Durch das Einsetzen der obigen Ausdriicke in Gleichung (1.56) und

durch Umformung nach v kann fiir das Ausbreitungsmafl nach STINSON schlief3-
lich mit

B 2 J1 (TV\/__j) a
Coi= L= S Ty | (1.59a)
Dst = 1+ [Cpy — 1] th__j j;g:g; (1.59b)

der Ausdruck
Yst = JBoV CstDst (1.60)

angeben werden.??

Fiir die Schalldruckgleichung (1.29) erhélt man mit den Ndherungen (1.36)
und den Abschitzungen Q1 ~ 1 sowie |jwr'/c?| < Cpy den vereinfachten
Ausdruck

ﬁ% AlPOCpVeWStZ, (161)

fiir den keine Abhéngigkeit von r vorliegt. Die Grofie A; lasst sich beispiels-
weise aus der Randbedingung p|., = poe”**° bestimmen.

219TINSON betrachtete mit ry > 1072 mm den Bereich ry f3/2 < 107 mms™3/2 [Stin91].
220bwohl bereits etwa in [Iber50, Bena68] die Ausdriicke in Gleichung (1.59) zu finden
sind, wird im Weiteren diese Approximation als Modell von STINSON referenziert.
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Vereinfachung fiir kleine Grenzschichtdicken

Fiir kleine Grenzschichtdicken gilt ry > 1 sowie ry > 1 und die BESSEL-
Funktionen kénnen asymptotisch approximiert werden. Das fiihrt auf [AS72]
Ji(jz) _ . Li(z)

Totie) = L) ~j. (1.62)

1.2.4 Vereinfachtes Modell nach Keefe

Von KEEFE wurden Approximationen fiir die Groflen Csy und Dgsy angegeben,
die fiir kleine Argumente der BESSEL-Funktionen auf einer abgebrochenen Po-
tenzreihenentwicklung und fiir grofle Argumente auf einer asymptotischen Ent-
wicklung der BESSEL-Funktionen basieren [Keef84]. Fiir kleine Grenzschicht-
dicken ergibt sich das vereinfachte Ausbreitungsmafl nach KEEFE geméfl

Yke = jPoV CkeDxe (1.63)

auf der Grundlage einer asymptotischen Entwicklung aus

CKe = Cl + CQ U.Ild DKe = D1 + D2 (164)
mit
_ 3 _, 15 _
Oy = —ivV2 |rot+ 24 2478 1.65
1 J\/_lTV +\/§rv + 87“v ], ( a)
1
Co=1+V2r;' — —r; 72, 1.65b
2 NG ( )
1 1
Dy = —iV2[Cy — 1] |rit — — 72 — =973 1.
1 J\/_[Cp ] [Tt \/irt 87“'5 ] ) ( 650)
.1
Dy =1+2[Cpy — 1] lrt T4 g 3] . (1.65d)

Diese Approximation wurde in [Sche04] mit dem Resultat einer Stérungs-
rechnung in Form einer Mehrskalenentwicklung in Kombination mit einer an-
gepassten asymptotischen Entwicklung bestétigt [CDF+92].

1.3 Isotherme und nicht-ideal schallharte Wande

Bei der Interpretation des menschlichen Gehorgangs oder Vokaltrakts als Roh-
rensystem mit abschnittsweise konstanter Querschnittsfliche liegen keine ide-
al schallharten Winde vor [Flan72, HE98b]. Die Modellierung von nicht-ideal
schallharten Wénden besitzt somit eine grofie praktische Relevanz. In [Flan72]
erfolgte daher mit Hilfe von vereinfachten Differenzialgleichungen unter Be-
achtung eines warmeleitenden Mediums und fiir isotherme Winde zunichst
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Abbildung 1.3: Rohre mit der Wandimpedanz Zy, bei r = rw. Die Schallausbreitung
findet in €.-Richtung in einem Gas mit der Viskositat n sowie der
Wirmeleitfahigkeit x statt. Die radiale Richtung ist durch &, vorge-
geben.

die Beschreibung einer viskosen Schallausbreitung. Zur Beriicksichtigung von
nicht-ideal schallharten Wénden wurde eine Modifikation des dort erarbeiteten
Leitungsmodells der akustischen Rohre angegeben, jedoch diese Modifikation
nicht mathematisch begriindet.

Bei nicht-ideal schallharten Innenwénden verschwindet die radiale Vektor-
komponente v, der Schallschnelle bei r = ry nicht. Das soll geméafl Abbil-
dung 1.3 im Weiteren durch einen ortlich bei r» = ry, angeordneten Impedanz-
belag Zy, der Dicke dz, — 0 beriicksichtigt werden.?® Die radiale Komponente
ist iiber die Wandimpedanz

(1.66)

mit dem Schalldruck an der Innenwand verkniipft. Setzt man weiterhin iso-
therme Winde voraus, gelten die Randbedingungen

o =2 und  {4.,7} —0. (1.67)
Tw 20 Wilry,zo Tw»20
Zur Vereinfachung bietet sich die Verwendung der bei z = zy ausgewerte-

YZ0

ten Schalldruckgleichung p ~ A1 PyCpve an. Die Randbedingung fiir die
radiale Schallschnelle ¥, fithrt mit den Konstanten A und A aus den Glei-
chungen (1.32) auf die implizite Gleichung

. 2 . . A~
Jwy 1 1 Jw / Jw / D
A1Q1y| —t— | —— —|B-|=-/|B = VB = 2 (1.
@l 57 ) B B el = £ g

1%

23Bei ideal schallharten Winden gilt Z,, — oo, wihrend dagegen fiir ideal schallweiche
Winde Z,, = 0 angenommen werden kann.
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zur Bestimmung des Ausbreitungsmafles. Der obige Ausdruck lidsst sich in
Analogie zur Herleitung von STINSON mit den N#herungen (1.55) und (1.58)
vereinfachen. Das Ausbreitungsmafl kann schliellich mit

(1.69)

und den Groflen Cy, = Cs¢ und Dsgt aus den Gleichungen (1.59) zu

formuliert werden.

|| Zp in Ns/m3 |

Aluminium? 17 - 106
Edelstahl® 44 -106
Gummi® 2,8 -106
Kupfer?® 42 - 106
MessingP 35 - 109
PVCe¢ 2,4 -106
Luft® bei 20°C 413

Tabelle 1.1: Ubersicht der Schallkennimpedanzen fiir Longitudinalwellen von aus-
gewihlten Materialien im Vergleich zu Luft aus ®[FKS84], P[Pier81]
und €[St6c98|

Die Modellvorstellung einer ortlich konzentrierten Wandimpedanz setzt die
Bedingung |Zy | > Zr 1, = poc voraus, damit dem Schallfeld nur geringe Ener-
gie durch Z, entzogen wird und folglich der Grofiteil des Energietransports
weiterhin im Bereich r < ry erfolgt [Male69]. Bei der Definition von Zy, geméif3
Gleichung (1.66) handelt es sich um eine Schallkennimpedanz.** In Tabelle 1.1
sind einige Materialien und Luft beziiglich ihrer Schallkennimpedanz charak-
terisiert.

Gehoérgang als nicht-ideal schallharte Réhre

Von HUDDE ET AL. wurde das Dampfungsmafl des menschlichen Gehorgangs
aus den messtechnisch ermittelten Eingangsimpedanzen geschitzt [HE98b]. Es
zeigte sich, dass die Dampfung durchschnittlich ungefdhr dreimal so grof} ist,
wie die Dampfung in einer akustischen Rohre aus Messing.

24Dje Schallkennimpedanz wird auch als Schallfeldimpedanz, akustische Feldimpedanz
oder spezifische Schallimpedanz bezeichnet. Wande mit grofler Schallkennimpedanz Zg,
wie beispielsweise Stahl, werden als schallhart bezeichnet, wihrend W&nde mit niedriger
Schallkennimpedanz, wie etwa biologisches Gewebe, als schallweich anzusehen sind.
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Das den Gehorgang auskleidende Gewebe ist als nicht-ideal schallhart sowie
nicht-ideal glatt anzusehen und begriindet damit hauptséichlich die héheren
Verluste. Zur Modellierung dieses Sachverhalts kann zum einen beispielsweise
das Ausbreitungsmafl nach Gleichung (1.60) geméf3

vau = 3Re{ys¢} + jIm{vys¢ } (1.71)

an die dreimal hoheren Verluste angepasst werden. Zum anderen bietet sich das
Konzept einer Wandimpedanz Z,, an, bei der die nicht in vys; beriicksichtigten
Verluste durch Z,, erfasst werden konnen. Der Wert von Z,, ldsst sich aus einer
Minimierung des Fehlerquadrats

e =Y |yaa(fr) = v (i)l (1.72)

fiir Frequenzen fi < fi < fr bestimmen [PTVFO07|. Unter Vorgabe einer
frequenzunabhéngigen und reellen Wandimpedanz fithrt das Optimierungs-
verfahren fiir den hérbaren Frequenzbereich, dem mittleren Gehorgangsradius
von ry, = 37mm aus [SL89] sowie einer Kérpertemperatur von Tp = 310,15 K
bei Py = 101325 Pa auf einen Wert von

Zw1 =1,3-10° Ns/m®. (1.73)

Setzt man dagegen eine Frequenzabhingigkeit der Form Z,, = Z,, /\/w voraus,
liefert die Optimierung

_L7-10" 1

Two=———" " Ns/m’. 1.74
w, \/a \/5 / ( )
YHu ZW_ w,1 |
a
30 ﬁﬁ?ﬁﬁﬁif 2
£ 951
@ 1,751
< 20t
R=! o
o0 15 2 1,5¢
& o
£ 10}
g 1,25¢
B 5t
a
0,1 1 10 0,1 1 10
f/kHz f/kHz

Abbildung 1.4: a) Mittlere Dadmpfung im menschlichen Gehérgang und b) normiertes
Phasenmaf} jeweils approximiert nach Gleichung (1.71) sowie unter
Verwendung der Wandimpedanz Z, bei r = ry nach Gleichung (1.70)



1.4 Nicht-isotherme und ideal schallharte Wainde 29

In Abbildung 1.4 sind die Ergebnisse der Optimierung vergleichend zum
Ausbreitungsmafl aus Gleichung (1.71) dargestellt. Die Annahme einer fre-
quenzabhéngigen Wandimpedanz erscheint fiir den Gehodrgang durchaus ge-
rechtfertigt und das in Abschnitt 1.3 vorgestellte Konzept dariiber hinaus ge-
eignet, Rohren mit nicht-ideal schallharten Wéanden zu modellieren.

1.4 Nicht-isotherme und ideal schallharte Wande

Pw Cw Rw
in kg/m3 in Ws/[kgK] in W/[mK]
Aluminium?® 2707 897 237
EdelstahlP 7600 . ..7900 460 15
GummiP 1000...1300 | 1100...2000 | 0,14...0,16
KupferP 8900 385 390
Messing? 8522 385 113
pPvC? 1380 900 0,16

Tabelle 1.2: Ubersicht exemplarisch ausgewahlter Wandmaterialien beziiglich ihrer
Eigenschaften bei Raumtemperatur aus [St6c98] und P [Pier81]

Isotherme Randbedingungen setzen voraus, dass wegen T|7’W,z0 = 0 keine
Erwadrmung der Winde erfolgt und dass kyw — oo gelten muss. In der Pra-
xis ist die Warmeleitfahigkeit der Wéande endlich. Erhoht sich die Temperatur
des Fluids, erwdrmen sich auch die Wéande. Das kann durch nicht-isotherme
Randbedingungen beriicksichtigt werden. Die Warmeverluste sind fiir nicht-
isotherme Wéande geringer, da der Temperaturgradient im Wandbereich ge-
geniiber isothermen Betrachtungen kleiner ausfallt. In der Tabelle 1.2 sind
einige Wandmaterialien beziiglich ihrer thermischen Eigenschaften dargestellt.

Auf der Grundlage der klassischen KIRCHHOFF-Losung wurde in [Mawab4]
mit T = Ty + Tl + T, eine Approximation zweiter Ordnung fiir die Warme-
leitungsgleichung angesetzt. Die Gréfle T» erlaubt die Beriicksichtigung von
Effekten, die durch eine Approximation erster Ordnung nicht erfasst werden.
Dagegen erfolgte in [AV89] die Berechnung des Schallfelds in einem zweidi-
mensionalen Wellenleiter durch Superposition der Wirbel- und Entropiemoden
sowie der akustischen Moden. Durch Einbettung einer Impedanz wurde die
endliche Warmeleitfahigkeit der Berandung beriicksichtigt. In Abhéngigkeit
von einem Parameter kann die Impedanz den Bereich von einer unendlichen
Wirmeleitung bis zu einer vollstdndigen Wirmeisolation modellieren.

Im Folgenden soll die KIRCHHOFF-Losung fiir die Modellierung von nicht-
isothermen Wianden modifiziert werden. Betrachtet wird dazu die kreisrunde
Rohre mit der Wanddicke d in Abbildung 1.5. Fiir den Bereich r < 7y, lésst
sich die Warmeleitung durch Gleichung (1.19) beschreiben, wihrend fiir die
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Abbildung 1.5: Rohre mit der Wanddicke d und unterschiedlichen Temperaturen an
der Innen- und Auflenwand. Die Wande weisen die Leitfahigkeit kv
auf. Die Schallausbreitung findet in é,-Richtung in einem Gas mit der
Viskositat n sowie der Warmeleitfahigkeit « statt. Die radiale Rich-
tung ist durch €, vorgegeben.

Winde mit ry < r < ry + d die Warmeleitungsgleichung
jwpwCow Ty = kw ATy (1.75)

giiltig ist. Die Losung der obigen Gleichung lautet

Tw = [A3Jo (1 —jwpwCu /i) + AaYo (ry/ —jwpwCy k)] e7*. (1.76)

Bei Yo(-) handelt es sich um die BESSEL-Funktion zweiter Art mit der Ord-
nung null. Die beiden Wirmeleitungsgleichungen sind bei » = ry, iiber die
Randbedingungen

A

= Ky —— (1.77)

Tw 20

Tw,20 Tw 20

miteinander verkniipft, wobei letztere die Stetigkeit der Warmestromdichten
voraussetzt. Zuséatzlich sollen die Randbedingungen

~

Tw

=0 und 0| =0 (1.78)

Tw+d,ZO Tw 320

gelten. Auf der Grundlage der vier Randbedingungen kénnen die Konstanten
in der KIRCHHOFF-Losung (1.25) sowie der Losung (1.76) zur Beschreibung
der Wirmeleitung in den Wénden mit

dQ5W dQ3W
A — W - W )
2,1 Q4 dT‘W QG d?“w

A2,2 — Q3WQ6W - Q4WQ5W (179b)

(1.79a)
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zu
jw / Qlw .]w / QQW
A=A — — A — — 1.
17[)\1 V] Qw—i— 27[)\2 V] 0u (1.80a)
dQ1w
kwA21 Q1w + kA2 2 (?1
Ay = — A4 dé; : (1.80b)
kwA2,1Qaw + KA2 2 e =
As = — Ay QGW, (1.80c)
Q4w
A W W A w W
Ay = —To [Cpv — 1] 101w Qs A+ 2Qowl (1.80d)
2,2

bestimmt werden. Weiterhin ergeben sich mit

1 = 1w/ —jwpwCy/kw und 2 = [ry +d] /—jwpwCyw/kw  (1.81)

die bisher nicht erwahnten Funktionen zu

Q3w = Jo(z1), (1.82a)
Qaw = Jo(z2), (1.82b)
Qsw = Yo(x1), (1.82c)
Qow = Yo(z2). (1.82d)

Vereinfachung der Konstanten

Die Argumente der BESSEL-Funktionen in den Gleichungen (1.82) sowie in den
Ableitungen

dQsw T dQsw _ 1
dTW = TWJl(flil) und d?“w = TWYl(xl) (183)

nehmen fiir die in dieser Arbeit relevanten Wandmaterialien und Rohrenradien
betragsméfig grole Werte an, so dass diese auch durch die asymptotischen
Approximationen

2

Im(x:) =~ — - cos (mz - % [2m + 1]) : (1.84a)
2

Yo (2) ~ \/m‘ sin (a: - 7 l2m+ 1]) (1.84b)

reprasentiert werden konnen [AS72]. Die Verwendung der asymptotischen Ap-
proximationen zur Vereinfachung der Gleichungen (1.79) fithrt nach algebra-
ischen Umformungen zunéchst auf die Konstante

. . d w
wa_l |:e.]2:v1d/7“w + 1:| Qlw +JI€ |:632:v1d/7ﬂw B 1:| 31
Ay~ —A w ., 1.
’ ' L1 | j2z1d/rw . j2x1d/ Ty dQ2w ( 85)
Ky — [e + 1} Qaw + jK [e — 1] .
Tw Tw
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Durch eine Aufteilung der Form e3?*1%™ = ¢ =91 it ¢ > 0 wird ersichtlich,

dass sich fiir die zu betrachtenden Frequenzen und Wanddicken sowie fiir die
Wandmaterialien aus Tabelle 1.2 die Abschéitzung |e?*"1%/™ | <« 1 anbietet.
Mit [y% — \1| < 1 gilt zudem

dQ1w
KW%Q1W > '/1 (ﬁij (1.86)
und As kann schliefllich durch
HwﬂQlw
As s — Ay T'w (1.87)

dQQW
dry

1 .
kw—Qow — jK
Tw

approximiert werden. Fiir die Herleitung des Ausbreitungsmafles ist die Glei-
chung (1.25b) beziiglich der Randbedingung

A~

Oy

=0 (1.88)

w20

auszuwerten. In diese Bestimmungsgleichung fiir das Ausbreitungsmaf} sind
die GroBen A und A, aus den Gleichungen (1.80a) und (1.87) einzusetzen. Mit
Hilfe der Naherungen aus dem Abschnitt 1.2.3 sowie unter Verwendung von

dQlW Tw 2
Q1w ~1 und e ~ - [ — )\1} (1.89)

ist die Bestimmungsgleichung zu vereinfachen. Die Vereinfachungen fithren mit

den Groflen
J1(rev/=j) |
Chn = |1 — jy | LoCeE 1 (7 ‘?) , (1.90a)
pWCWK'/W JO (T't\/ —J)

LA)Q T 2
2 + C1 02 [ p ] lrtﬁ_ ( )

2w, ] )
Cn - [1 ?”v\/—_j JO (TV\/—_j) CQn] , (190 )
B 2 J1 (Tt\/ —J)

letztendlich zum Ausbreitungsmafl

Yo = jBov/CaDy. (1.91)
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1.4.1 Vereinfachtes Modell nach Franken et al.

Die Herleitung von FRANKEN ET AL. stiitzt sich ebenfalls wie die Losung von
KIRCHHOFF auf das linearisierte NAVIER-STOKES-FOURIER-Modell [FCCW81].
Jedoch wurde von ihnen ein Réhrenelement der Lénge dz betrachtet, so dass
die Differenzialgleichungen beziiglich des LAPLACE-Operators deutlich verein-
facht werden koénnen.

Auf der Grundlage des im vorherigen Abschnitt erarbeiteten Modells lésst
sich mit C2, =~ 1 und der daraus resultierenden Abschéitzung C), ~ Cgs¢ in
Kombination mit D, aus Gleichung (1.90d) das auf der Approximation von
FRANKEN ET AL. basierende Ausbreitungsmaf zu

YFr :jﬁo\/ CStDn (1.92)

angeben. Damit konnen unterschiedliche Losungsanséitze formal zu identischen
Resultaten fiihren.

1.4.2 Vereinfachtes Modell nach Keefe

Ein vereinfachter Ausdruck fiir die GroBle D, aus Gleichung (1.90d) wurde von
KEEFE angegeben [Keef84]. Seine Herleitung basiert auf der Tatsache, dass fiir
die meisten Gase sowie unter anderem fiir die Wandmaterialien in Tabelle 1.2

die Beziehung
w=4 =<1 1.93
‘ PwCwhw < (1.93)

giiltig ist. Eine Potenzreihenentwicklung in €, sowie eine asymptotische Ent-
wicklung der BESSEL-Funktionen fiir r > 1 fithren schliefllich mit

Cov — 1

Coym—1=
PY> €w +1

(1.94)

auf den Ausdruck

2 J1 (Tt 2V —J)
rev/—j Jo (rt\/—j) '
Zur Beriicksichtigung von nicht-isothermen Winden ist die Grofle Cp,v also

nur durch die modifizierte Konstante Cpy,n zu ersetzen. Das Ausbreitungsmafl
lasst sich damit zu

Dxen =1+ [Coun — 1] (1.95)

YFr = Jﬁo \/ C’S‘cl)Ke,n (196)

formulieren.
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1.5 Bewertung der Approximationen

In den vorherigen Abschnitten wurden zahlreiche Modelle fiir die Approxima-
tion des Ausbreitungsmafles unter Beriicksichtigung von verschiedenen Rand-
bedingungen vorgestellt. Wie genau diese Modelle im Vergleich zur exakten
KIRCHHOFF-Losung arbeiten, wird im Folgenden untersucht.

Neben den Eigenschaften des Mediums héngt das Ausbreitungsmafl von
der Frequenz und dem Rohrenradius ab. Daher erscheint es fiir eine allge-
meine Betrachtung wiinschenswert, beide Parameter durch Einfiihrung eines
neuen Parameters 7y, = 7rw+/w zusammenzufassen und das Ausbreitungsmafl
in Abhéngigkeit von 7y, zu formulieren. Das ist fiir den Grof3teil der vorge-
stellten Modelle moéglich, wihrend dies bei der KIRCHHOFF-Losung mit der
Einfithrung eines zusétzlichen Parameters verbunden ist [Tijd75].

Damit entzieht sich die KIRCHHOFF-L6sung einer anschaulichen Beschrei-
bung auf der Grundlage eines einzigen Parameters und ein direkter Vergleich
mit den erarbeiteten Approximationen ist auf diese Weise nicht ohne Weiteres
moglich. Die Untersuchungen erfolgten daher fiir ausgewéahlte Rohrenradien in
Abhingigkeit von der Frequenz, die sich gemifl Gleichung (1.4) bis zur Grenz-
frequenz des ersten Azimutalmodus erstreckt.

1.5.1 Vorbetrachtungen und FehlermaBe

Zur nummerischen Bestimmung des implizit in der KIRCHHOFF-L&sung ent-
haltenen Ausbreitungsmafles kam ein GAUSS-NEWTON-Verfahren zum Einsatz,
bei dem die partiellen Ableitungen durch Differenzenquotienten approximiert
worden sind [SK06]. Die bereits in [Tijd75] verwendeten Startwerte o = jfBo
erwiesen sich ebenfalls fiir die Nullstellenbestimmung als geeignet.

Die Untersuchungen erfolgten fiir die exemplarisch ausgewihlten Rohren-
radien ry,; = {2, 4, 30, 100} mm mit Py = 101325Pa und Ty, = 293,15K,
wobei die daraus resultierenden Gaseigenschaften dem Anhang A entnommen
werden konnen. Die relativen Betragsfehler der Dampfungs- und Phasenmafle
berechnen sich fiir die einzelnen Rohrenradien 7y, ; zu

o _ | Relweri} — Re{yapp,i} (1.97a)
) Re{"ret,i } ,
S Im{7rer,i } — Im{~Yapp,i} (1.97Db)
B,i Im{~rer,i } . |

Die Fehlermafle sind mit f1; < fix; < fr,; Funktionen von fx ;. Die Anga-
be des Arguments erfolgt im weiteren Verlauf nur dort, wo das notwendig
erscheint. Die aus der exakten KIRCHHOFF-LGsung nummerisch bestimmten
Ausbreitungsmafle ;o ; stellen die Referenzlosungen dar, wahrend vapp,; die
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dazugehorigen Approximationen kennzeichnet. Mit Hilfe der einzelnen relati-
ven Betragsfehler wurden die mittleren relativen Betragsfehler

_ _i 4 L eaz(f]“

fiir das Dampfungs- und Phasenmafl im Bereich fi; < fi,; < fr,s mit L = 100
zur Bewertung der Approximationen ermittelt. Zuséatzlich zu diesen Fehlerma-
Ben werden im Folgenden die Verldufe des Fehlers e, ; grafisch présentiert.

1.5.2 Isotherme und ideal schallharte Wande

‘ ~Yapp || Modell ‘ Gleichung | €a in % ‘ ég in % ‘
vki || KIRCHHOFF (1.45) 1,19 9,08-10~%
YMu MUNJAL (1.53) 0,78 3,08-1073
VSt STINSON (1.60) 0,34 4,03-106
st STINSON | (1.60) mit (1.62) 0,39 9,38 1073
VKo KEEFE (1.63) 0,35 4,61-1073

Tabelle 1.3: Mittlere relative Betragsfehler der Approximationen fiir isotherme und
ideal schallharte Winde

Die Abweichungen zwischen den auf der Grundlage von Gleichung (1.27)
gemifl Gleichung (1.34) nummerisch bestimmten Ausbreitungsmaflen et ;
und den Approximationen 7app,; sind fiir isotherme und ideal schallharte Wén-
de in Tabelle 1.3 zusammengefasst und in Abbildung 1.6 dargestellt.

Die geringsten Abweichungen gegeniiber der Referenzlésung weisen die Ap-
proximationen von STINSON und KEEFE auf. Verglichen mit dem Berechnungs-
aufwand stellen die Approximationen 7s¢ und Yk. eine gute Alternative zum
Ausbreitungsmafl vs¢; dar. Besonders fiir tiefe Frequenzen und kleine Radien
treten bei den Ndherungen von KIRCHHOFF und MUNJAL sowie bei Verwen-
dung von asymptotisch approximierten BESSEL-Funktionen im Ausbreitungs-
maf s grofere Ungenauigkeiten auf. Diese sind grofitenteils durch die verwen-
deten Vereinfachungen beziiglich der in den Gleichungen (1.33) angegebenen
GroBlen B und Bz begriindet. Die Verwendung von asymptotisch angenéherten
BESSEL-Funktionen erscheint fiir kleine Radien und niedrige Frequenzen nicht
gerechtfertigt.

Bei allen Modellen ist ab einer bestimmten Frequenz ein kontinuierlicher
Anstieg des Fehlers e, ,; zu beobachten. Diesbeziigliche Untersuchungen zeig-
ten, dass sich dieser Anstieg durch die Approximation By ~ —ry[y? — A1]/2
in Kombination mit der Annahme \; =~ —w2/ ¢? begriinden ldsst. Mit steigen-
der Frequenz verlieren diese Annahmen zunehmend ihre Berechtigung, wobei
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Re{ki} Re{ymu} Re{vs¢} Re{yst} - — Re{vke} |
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Abbildung 1.6: Relative Betragsfehler der Approximationen fiir isotherme und ideal
schallharte Wéande

der Fehleranstieg fiir die untersuchten Frequenzbereiche als tolerierbar ein-
zustufen ist. Es iiberrascht, dass die Ndherung von MUNJAL gegeniiber der
von KIRCHHOFF approximierten Losung zu besseren Resultaten fithrt, obwohl
MUNJAL eine zusétzliche Approximation des Wurzelausdrucks verwendet hat.
Zusétzlich sei angemerkt, dass die Fehler eg beziiglich des Phasenmafles fiir
alle untersuchten Modelle vernachlissigbare Groéflenordnungen aufweisen.

1.5.3 Isotherme und nicht-ideal schallharte Wande

Die nummerische Losung der Gleichungen (1.27) und (1.68) fiihrte auf die Refe-
renzlosung zur Berechnung des Fehlers. Da sich die Konstante Ay in der einzu-
setzenden Schalldruckgleichung (1.29) auch fiir nicht-ideal schallharte Wnde
gemifl Gleichung (1.32) berechnet, muss schliellich A; fiir die Bestimmung
des Ausbreitungsmafles nicht ausgewertet werden.

‘ Yapp || Gleichung | €q in % ‘ s in %
Ve (1.70) 0,26 8,31-10—*
Fw || (1.70) mit (1.62) 0,22 2,00- 1072

Tabelle 1.4: Mittlere relative Betragsfehler der Approximationen fiir isotherme und
nicht-ideal schallharte Wande
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Abbildung 1.7: Relative Betragsfehler der Approximationen fiir isotherme und nicht-
ideal schallharte Wande in Abhéngigkeit von Zy,

rw = 2mm .. ryw=4mm
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Abbildung 1.8: Relative Betragsfehler der Approximationen fiir isotherme und nicht-
ideal schallharte Wande in Abhéngigkeit von Zy, bei Verwendung von
asymptotisch approximierten BESSEL-Funktionen
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Die Modellierung von nicht-ideal schallharten Wénden erfolgte durch eine
reelle Wandimpedanz, die zwischen 100 < Z,/Zp 1, < 1000 variieren sollte.?®
Die Fehlermafle wurden fiir Wandimpedanzen Zy 1 < Zyw,n < Zw,n sowie fiir
Frequenzen fi; < fri < fr zu

_ 4 N L
ZZ eaz fk 79 wn) (199)
€3 4NL i=1 n=1k=1 eﬁi(fkh wn)
mit N = 20 und L = 200 definiert und sind in Tabelle 1.4 zusammengefasst.
Die Fehlerverldaufe fiir das Ausbreitungsmafl +y, konnen der Abbildung 1.7
entnommen werden, wiahrend die Fehlerverlaufe fiir das asymptotisch appro-
ximierte Ausbreitungsmafl 7 in Abbildung 1.8 dargestellt sind.

Fiir steigende Wandimpedanzen nehmen die Fehler e, ; geringfiigig zu und
konvergieren fiir Zy, — oo gegen die Betragsfehler fiir ideal schallharte Wénde.
Die Genauigkeit der untersuchten Approximationen kann als akzeptabel einge-
stuft werden. Fiir zunehmende Frequenzen ist bei 7y, ein stérkeres Ansteigen
des Fehlers zu beobachten. Dafiir liegen bei 7y im unteren Frequenzbereich
groBere Ungenauigkeiten vor, da die Annahme von kleinen Grenzschichtdicken
dort nicht gerechtfertigt erscheint. Nichtsdestotrotz stellt die asymptotische
Néaherung durch den reduzierten Berechnungsaufwand insgesamt eine attrak-
tive Methode zur Modellierung von nicht-ideal schallharten Wanden dar.

1.5.4 Nicht-isotherme und ideal schallharte Wande

[Yapp || Modell |  Gleichung | éain% | ézin% |
Yn vorgestelltes (1.91) 0,34 6,07 - 10~6
~vFr || FRANKEN ET AL. (1.92) 0,34 7,30 -10~6
AFr || FRANKEN ET AL. | (1.92) mit (1.62) 0,39 9,35-1073
YKo KEEFE (1.96) 0,32 1,70 - 1073

Tabelle 1.5: Mittlere relative Betragsfehler der Approximationen fiir nicht-isotherme
und ideal schallharte Wénde aus PVC

Die Betrachtungen erfolgten exemplarisch fiir Rohren aus PVC mit einer
Wanddicke von d; = 7y ;/10. Die Referenzlosung berechnet sich auf der Grund-
lage von Gleichung (1.27) und der KIRCHHOFF-Losung (1.25b), wobei dort die
Konstanten A und A> aus den Gleichungen (1.80) einzusetzen und die Rand-
bedingung @T|TW,ZO = (0 auszuwerten sind. Die mittleren relativen Betragsfehler
des Dampfungs- und Phasenmafles sind in Tabelle 1.5 angegeben.

Geméfl Abbildung 1.9 verlaufen die relativen Betragsfehler e, ; beziiglich
der Approximationen v, und v identisch. Die Naherung C,, =~ Cs; hat damit

25Die Schallkennimpedanz von Luft betrigt bei den vorgegebenen Umgebungsbedingun-
gen Zp 1, = 413 Ns/m3.
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Abbildung 1.9: Relative Betragsfehler der Approximationen fiir nicht-isotherme und
ideal schallharte Wande aus PVC

beim Modell von FRANKEN ET AL. nahezu keinen Einfluss auf die Genauigkeit,
so dass yrr wegen des geringeren Berechnungsaufwands zu préferieren ist. Die
beiden Modelle zeigen das gleiche charakteristische Verhalten wie etwa st
aus Abschnitt 1.5.2. Mit steigender Frequenz nehmen die Abweichungen dort
aus demselben Grund zu, wie zuvor erldutert. Diese sind jedoch insgesamt
durchgehend als gering einzustufen.

Bei Verwendung der asymptotisch angenédherten BESSEL-Funktionen in ypy
treten zusidtzlich in den unteren Frequenzbereichen griéflere Ungenauigkeiten
auf, da dort die Verwendung einer asymptotischen Darstellung der BESSEL-
Funktionen nicht gerechtfertigt ist. Nichtsdestotrotz stellt 4m wegen des ver-
gleichsweisen geringen Berechnungsaufwands eine gute Alternative zu den an-
deren Modellen dar. Wird eine genaue Modellierung im unteren Frequenzbe-
reich gewiinscht, ist hingegen das Modell von FRANKEN ET AL. zu bevorzugen.

Die Erweiterung der Untersuchungen auf die anderen in Tabelle 1.2 aufge-
fiihrten Materialien zeigten, dass die Fehlerverldufe e, ; kaum von den Wand-
eigenschaften beeinflusst werden. Damit erscheint auch die bei der Herleitung
von yn und g, getroffene Annahme [e2"1%/™ | < 1 gerechtfertigt.



KAPITEL 2
Modellierung von Réhrensystemen

Auf der Grundlage der im vorherigen Kapitel priasentierten Approximationen
fiir das Ausbreitungsmafl wird in diesem Kapitel die akustische Modellierung
von Rohrensystemen durch Zweitore vorgestellt. Die Modelle sollen eine Be-
riicksichtigung der folgenden Punkte erlauben:

verdanderliche Querschnittsfliche,

endliche Rohrenldnge mit entsprechendem Abschluss,

Abzweigungen,

nicht-ideale Schallquellen,

e stromendes Medium.

Mit Hilfe der Zweitormodelle kénnen Roéhrensysteme beziiglich ihres Uber-
tragungsverhaltens charakterisiert werden. Das Ubertragungsverhalten ist bei-
spielsweise in der Klima- oder Abgastechnik zur Auslegung von Schallddmpfer-
elementen von Interesse [Munj87]. Dariiber hinaus lassen sich der menschliche
Gehorgang sowie Blasmusikinstrumente ebenfalls als Rohrensystem interpre-
tieren. Solche Modelle bieten sich daher auch fiir die Auslegung von Horgeréten
oder zur Konzeption von Musikinstrumenten an [CKL84, Bern99, HEL99].

In dieser Arbeit sollen Zweitore zur Modellierung eines aktiven Abgas-
schallddmpfers eingesetzt werden. Dazu sind die benétigten mathematischen
Modelle zu erlautern und anhand eines realen physikalischen Rohrensystems
zu validieren. Die Betrachtungen setzen zunéchst ein ruhendes Medium vor-
aus, wihrend im néchsten Kapitel die Modelle zur Erfassung eines stromenden
Mediums erweitert werden.

2.1 Leitungsmodell fiir einen akustischen Wellenleiter

Ein akustischer Wellenleiter in Form einer Roéhre lidsst sich in Analogie zu einer
elektrischen Leitung mit Hilfe des Ausbreitungsmafles und der charakteristi-
schen Impedanz modellieren. Betrachtet wird im Folgenden ein Leitungsele-

40
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a)
,rnI ZL,n p: q; %
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S ——_ N A
R — |
n Pn Gn 3
b) |
dn qn+1 i
o—p ——>» 0
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o————— ——o
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Abbildung 2.1: a) Akustischer Wellenleiter und b) Zweitordarstellung

ment n der Lange [, mit dem Radius 7, welches durch das Zweitor in Ab-
bildung 2.1b) beschrieben werden soll.! Die Wellenléingen seien im Vergleich
zum RoOhrendurchmesser als grof3 einzustufen, so dass lediglich der Grundmo-
dus vorhanden ist.

Fiir das Leitungsmodell sind zunéchst die Schallfeldgrofien iiber die kreis-
runde Querschnittsfliche an den Toren zu mitteln. Am Tor n gilt somit exemp-
larisch [Pier81, Stin91]

)], e [P
) (= —5 21 { pn(r) pdr. (2.1)
(pn) "o pn(r)

Durch die Mittelung entfillt die Ortsabhingigkeit von r und an jedem Tor lasst
sich auf diese Weise eine Ebene mit konstanten Schallfeldgrof8en definieren.
Dies fiihrt auf ein eindimensionales Modell, bei dem nur eine Abhéangigkeit
von z vorliegt.

Fiir eine iibersichtlichere Darstellung werden die Mittelwertgrofien der kom-
plexen Amplituden an einem Tor n im Folgenden durch

Up = (Uzn) und p, = (Pn) sowie pp = (Pn) (2.2)

préasentiert. Neben dem Schalldruck p,, soll der Schallfluss q,, der durch die
kreisrunde Querschnittsfliche A, stromt, gemaf

Gn = Un Ay = vpmrl (2.3)

!Die Indizes dienen im weiteren Verlauf der Zuordnung zum entsprechenden Tor oder
Rohrenelement.
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| | elektrisch akustisch
Potenzialgrofle Spannung Schalldruck
Flussgrofle Strom Schallfluss

Tabelle 2.1: Zusammenhang zwischen elektrischen und akustischen Leitungsgrofien

als weitere Torgréfle zum Einsatz kommen. Die Potenzialgrofie p,, ist mit der
Flussgrofie g, iiber die Impedanz

Pn
Zn - — 2.4
- 24)

verkniipft.? Zwischen den elektrischen und akustischen Groéflen besteht der in
Tabelle 2.1 angegebene Zusammenhang.

2.1.1 Charakteristische Impedanz

In Anlehnung an Abbildung 2.1 a) berechnet sich die charakteristische Impe-
danz® des Leitungselements aus dem Quotienten

+ —
Pn Pn
Zun="—"F="—"=" (2.5)
4n dn
der hin- und riicklaufenden Wellen der Potenzial- und Flussgrofien. Mit der
Definition (2.5) kann iiber das akustische Potenzial [Male69, Skud71]

Pn(z,t) = ¢ + ¢y, = [CTe "% 4 Cem?] &, (2.6)

wobei die Konstanten C und C'~ nicht genauer spezifiziert seien, exemplarisch
fiir die hinlaufenden Wellen die charakteristische Impedanz mit

bogwt _ 0dd . bz jwt
Pne —POW = jwpoC e e, (2.7a)
jw a Y — z jw
gre’t = —A, (.;b; = ApynCTe el (2.7b)
7Zu
Z :E:M:ZLO iBo (2.8)
' q;f An'Yn ’ Tn

bestimmt werden [Hudd88].* Fiir die charakteristische Impedanz eines verlust-
freien Wellenleiters gilt

Zron = (2.9)

wr2

2Die GroBe Z,, wird auch als akustische Impedanz oder Flussimpedanz bezeichnet.

3Die charakteristische Impedanz wird auch als Wellenimpedanz bezeichnet.

4 Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde in den Gleichungen (2.6) und (2.7) auf die
Angabe des Realteiloperators Re{-} verzichtet.
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Haufig findet sich in der Literatur eine Zerlegung des Ausbreitungsmafles in
eine Langsimpedanz Z und eine Queradmittanz Y [Bena68, Flan72, Keef84].
Mit dieser Zerlegung erfolgt die Beschreibung des Wellenleiters durch das klas-
sische Ersatzschaltbild einer Leitung, fiir das sich die Wellenausbreitung durch
die bekannte Telegrafengleichung beschreiben lidsst [Hoff97]. Die charakteristi-
sche Impedanz ergibt sich dann zwangslaufig aus Z1,, = \/Z/Y und weicht
damit von Gleichung (2.8) ab. Eine Zerlegung in Z und Y nur mit der Kenntnis
des Ausbreitungsmafles ist nicht eindeutig. Demnach kénnen sich in Abhén-
gigkeit von der gewédhlten Aufteilung auch unterschiedliche charakteristische
Impedanzen ergeben. Daher erscheint es geeigneter, fiir die Berechnung der
charakteristischen Impedanz die Gleichung (2.8) zu Grunde zu legen.

2.1.2 Zweitormodellierung

Das akustische Leitungselement stellt wie ihr elektrisches Aquivalent mit den
Eingangsgroflen p, und g, bei z = 0 sowie den Ausgangsgroflen py4+1 und gn+1
bei z = [, gemafl Abbildung 2.1 b) ein Zweitor dar. Die Ausgangsgréfien lassen
sich in Abhéngigkeit von den Eingangsgrofien zu

Pn+1 = Pn cosh (Ynln) — @nZ1 n sinh (ynly) , (2.10a)

Gni1 = qn cosh (Ynln) — an sinh (Ynln) (2.10b)

s,

formulieren [Flan72, Terh98]. Fiir das Zweitor kann mit den Gleichungen (2.10)
eine Kettenmatrixdarstellung der Form

Prl — K, [PmH? (2.11)
qn Qn—l—l
mit der Kettenmatrix

cosh (ynln)  Zi,nsinh (ynly)
K,=| 1 (2.12)
sinh (7ynly) cosh (ynly)
ZL,n

angeben werden. Ebenso ldsst sich die Impedanzmatrix

1
coth (ynly) b () )
Zn — ZL,n 1 (213)
coth (v ly)

sinh (ynly)
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fiir ein Rohrenelement definieren, wobei mit der in Abbildung 2.1b) eingefiihr-
ten Zahlpfeilrichtung fiir die Kettenmatrixdarstellung der Zusammenhang

Pn
pn+1
gilt. Da die Bedingung Z! = Z, beziehungsweise det{K,} = 1 erfiillt ist,

handelt es sich bei dem akustischen Leitungselement um ein iibertragungs-
symmetrisches und damit reziprokes Zweitor.

=27,

n ] (2.14)

_Qn—l—l

2.2 Modellierung einer veranderlichen Querschnittsflache

Konnen zur Berechnung der Schallausbreitung in akustischen Wellenleitern
mit verdnderlicher Querschnittsfliche keine analytischen Lésungen der parti-
ellen Differenzialgleichungen angegeben werden, kommen zur nummerischen
Losung hiufig Finite-Elemente-Verfahren oder Randelemente-Verfahren zum
Einsatz [CB91, CDF192, HM95, Vorl08].

Bei den Finite-Elemente-Verfahren findet eine Diskretisierung des zu be-
trachtenden Raumvolumens in finite Elemente statt. Mit Hilfe einer integralen
Mittelwertbildung werden die Differenzialgleichungen in ein Gleichungssystem
iiberfiihrt, das nummerisch gelost wird. Die Randelemente-Verfahren basieren
im Gegensatz dazu auf einer Diskretisierung der Oberfliche des zu betrach-
tenden Raumvolumens. Die Differenzialgleichungen werden unter Beriicksichti-
gung der Randbedingungen in Integralgleichungen iiberfiihrt, die &hnlich dem
Finite-Elemente-Verfahren nummerisch zu lésen sind. Beide Methoden fiih-
ren bei entsprechender Diskretisierung zu genauen Resultaten, denen jedoch
ein hoher Berechnungsaufwand zu Grunde liegt. Im Folgenden kommen daher
keine dieser nummerischen Verfahren zum Einsatz.

FEine weitere Moglichkeit zur Berechnung der Schallausbreitung in Rohren
mit verdnderlicher Querschnittsflache basiert auf einer Vereinfachung der zu
Grunde liegenden partiellen Differenzialgleichungen. Dieser Ansatz fiihrt unter
anderem auf die WEBSTER-Gleichung [Webs19].

2.2.1 Die Webster-Gleichung

Die Schallausbreitung in einer Rohre mit verédnderlicher Querschnittsfliche und
die Schwingung einer Saite mit verédnderlicher Dicke in transversaler Rich-
tung lassen sich durch &hnliche Differenzialgleichungen beschreiben. Diesen
Zusammenhang zwischen der linearen Elastizitédt einer Saite und den Eigen-
schaften eines Gases in einer Rohre mit verdnderlicher Querschnittsflache er-
kannten LAGRANGE und EULER zur Mitte des Neunzehnten Jahrhunderts. Zu
Beginn des Zwanzigsten Jahrhunderts griffen RAYLEIGH und WEBSTER die
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Essenz der Arbeiten von LAGRANGE und EULER unabhéngig voneinander wie-
der auf. Auch wenn andere Forscher die Pionierarbeit geleistet haben, wird
hiufig die Gleichung zur Schallausbreitung in einem Trichter mit WEBSTER
in Verbindung gebracht und als WEBSTER-Gleichung oder Trichtergleichung
bezeichnet [Camp84].

Bei der Schallausbreitung in einer Rohre liegt eine Abhéngigkeit der Schall-
feldgroflen von den drei Raumdimensionen vor. Unter der Voraussetzung, dass
der Schalldruck auf einer entsprechenden Koordinatenflache konstant ist, hangt
die von WEBSTER vorgestellte Trichtergleichung ndherungsweise nur von einer
Dimension ab. Das ist unter anderem dann der Fall, wenn die betrachteten
Wellenléngen erheblich grofler als der Durchmesser der Rohre sind. Unter die-
ser Annahme liegt ausschliellich eine Schallausbreitung im Grundmodus vor,
die hauptséchlich von der Grofle der Querschnittsflache, nicht jedoch durch die
Querschnittsflichenform beeinflusst wird [Hudd83, HMO05]. Zusétzlich darf sich
die Querschnittsfliche nur langsam #ndern, so dass sprunghafte Anderungen
nicht zuléssig sind. Die WEBSTER-Gleichung lésst sich fiir eine Schallausbrei-
tung in z-Richtung beziiglich des akustischen Potenzials zu

d2¢_+ 1 0A(z) do
dz?2  A(z) 0z dz

+B5¢=0 (2.15)

formulieren. Die verdnderliche Querschnittsfliche wird durch die Querschnitts-
flachenfunktion A(z) erfasst [Hudd89]. Querschnittsflichen, die senkrecht zu
einer gekriimmten Mittelachse angeordnet sind, lassen sich durch eine Para-
metrisierung der WEBSTER-Gleichung modellieren [KS85, FFR02].

In der urspriinglichen WEBSTER-Gleichung (2.15) werden keine Verluste
bei der Schallausbreitung erfasst [Flan72]. Diese lassen sich zum einen fiir
kleine Grenzschichtdicken durch eine Modifikation der Trichtergleichung ein-
betten [Pier81] oder zum anderen approximativ durch Verwendung eines ver-
lustbehafteten Ausbreitungsmafles in der Losung beriicksichtigen [Hudd89].
Durch eine weitere Modifikation der Trichtergleichung kann ebenfalls der Ein-
fluss eines stromenden Mediums erfasst werden [Pier81].

Fiir die WEBSTER-Gleichung lassen sich nur fiir einige Spezialfille, wie
beispielsweise den Kegel- oder Exponentialtrichter, analytische Lésungen an-
geben [Lodw97]. In [Putl96] wurde die Trichtergleichung daher mit Hilfe eines
Finite-Differenzen-Verfahrens nummerisch gelost. Die dazu erforderliche Dis-
kretisierung der verédnderlichen Querschnittsflichenfunktion entlang der Mittel-
achse kann auch als eine stufenweise Approximation von A(z) durch hinter-
einander geschaltete Rohren mit unterschiedlichen Querschnittsflachen inter-
pretieren werden [Hudd89]. Dieses Prinzip wurde in dieser Arbeit zur Mo-
dellierung einer verdnderlichen Querschnittsfliche herangezogen, da es einen
akzeptablen Kompromiss zwischen Genauigkeit und Berechnungsaufwand dar-
stellt.
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2.2.2 Stufenweise Approximation

a) kontinuierliche Querschnittsflichenfunktion A(z)

stufenweise Approximation

T Tn+1 ! T

L Tnys |
S T AN S, AN S S 2— >

! ! ! : 3

‘ ln ‘ ln+1 ‘ ln+2 ‘ ln+3 ‘

b
) Zq,n ZQ,n+1 ZQ,n+2
-———-0—] o1 1o oo o1 1o F——o----
Zn Zn+1 Zng2 Zn+3

—-—-0— o——o0 o———o] ——o----

Abbildung 2.2: a) Prinzip der stufenweisen Approximation von kontinuierlichen Quer-
schnittsflachendnderungen durch hintereinander geschaltete Roéhren-
elemente mit konstantem Querschnitt und b) Zweitordarstellung mit
den Sprungimpedanzen Zq

Das Konzept der stufenweisen Approximation ist in Abbildung 2.2 a) dar-
gestellt. Die Unterteilung muss nicht notwendigerweise #dquidistant erfolgen.
Die Genauigkeit des Modells hidngt von den gewé&hlten Lingen [, der Roh-
renelemente und der Grofle der Querschnittsdnderung ab. Untersuchungen
zeigten, dass mit Léngen von [, ~ A/10 akzeptable Resultate erzielt wer-
den kénnen [Lodw97]. Die Kettenmatrix eines aus N Elementen bestehenden
Rohrensystems ergibt sich mit den einzelnen Kettenmatrizen (2.12) zu

N
K=]] K.. (2.16)
n=1

Das Ausbreitungsmafl v, sollte bei einer stufenweisen Approximation in
jedem Rohrenelement gleich sein, so dass es sich bei einer verlustbehafteten
Schallausbreitung anbietet, einen mittleren Radius zur Berechnung von ~, zu
verwenden [Hudd89]. In der Literatur finden sich jedoch ebenfalls Ansitze, die
fiir jedes Rohrenelement den dazugehorigen Radius r, bei der Bestimmung
von 7, zu Grunde legen [HE98a, HE98c]|.

Bei der Verkettung von Rohrenelementen mit unterschiedlichen Radien
gemif Gleichung (2.16) ergeben sich jedoch nur fiir kleine Querschnittsspriinge
zufriedenstellende Resultate. Untersuchungen in [Solo03]| haben gezeigt, dass
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ein Querschnittssprung unter Vernachlédssigung von evaneszenten Moden nur
fiir einen eingeschriankten Frequenzbereich deutlich unterhalb des ersten Ra-
dialmodus zu genauen Ergebnissen fiihrt. Bei grofleren Querschnittsspriingen
sollte, auch wenn ausschliellich der Grundmodus ausbreitungsfihig ist, der
Einfluss von evaneszenten Moden beriicksichtigt werden.

Mit dem Streumatrizenkonzept von HUDDE ET AL. aus [HL85] wurde von
HUDDE eine stufenweise Approximation auch fiir Frequenzen untersucht, fiir
die hohere Moden ebenfalls ausbreitungsfihig sind [Hudd89]. Da rotations-
symmetrische Querschnittsénderungen im Mittelpunkt standen, erfolgte nur
die Beriicksichtigung von Radialmoden, wobei sich Azimutalmoden ebenfalls
in das Konzept einbetten lassen. Das Verfahren erlaubt eine genaue akustische
Modellierung von Querschnittsidnderungen nicht nur fiir den Grundmodus.
Jedoch erfordert das Verfahren einen hohen Berechnungsaufwand, da selbst
fiir eine Bestimmung der Schallfeldgrélen des Grundmodus die Streumatrizen
ebenfalls beziiglich der hoheren Moden ausgewertet werden miissen.

In dieser Arbeit kann aufgrund der vorliegenden Rohrengeometrien und der
zu betrachtenden Frequenzen davon ausgegangen werden, dass nur der Grund-
modus ausbreitungsfihig ist. Damit bieten sich auch vereinfachte Losungsan-
sédtze an, die den Einfluss der am Querschnittssprung evaneszent angeregten
Moden auf der Grundlage einer Sprungimpedanz beriicksichtigen.

Sprungimpedanz von Karal

a) 1 b)
Tnt1 ¢ ZQn gt
rnI DPn Pn+1
S AN S A >z Pn Pn+1
dn dn+1
O O
z=0

Abbildung 2.3: a) Querschnittssprung von r, auf 41 bei z = 0 und b) Modellierung
durch die Sprungimpedanz Zq

Betrachtet wird der in Abbildung 2.3a) dargestellte Querschnittssprung
vom Radius r, auf r,4+1 am Ort z = 0. Zur Erfiillung der dortigen Randbe-
dingungen sind neben dem ausbreitungsfidhigen Grundmodus auch evaneszen-
te Moden einzubeziehen, die an der Unstetigkeitsstelle zwangsldufig angeregt
werden. Fiir die komplexen Amplituden des Schalldrucks im Grundmodus gilt
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bei 2z =0

pn’z:O — Pn+1|,_, = PHM. (2.17)

Der Schalldruck ist am Querschnittssprung nicht stetig, sondern springt um
den Anteil pgy, der die evaneszenten hoheren Moden erfasst. Dagegen lésst
sich fiir den Schallfluss zeigen, dass fiir diesen bei z = 0 mit

qﬂ}zzo = qn+1|,_, = 4Q.n (2.18)
Stetigkeit vorliegt. Den Anteil der hoheren Moden beschrieb KARAL durch

PHM = 2Q,ndQ,n (2.19)

mit Hilfe der Sprungimpedanz Zq , [Karab3]. Diese Sprungimpedanz zur Be-
riicksichtigung eines Querschnittssprungs setzt sich genau genommen aus zwei
unendlichen Reihen zusammen, wobei ein Reihenterm aus Groflien besteht, die
sich aus einem unendlichen linearen Gleichungssystem berechnen lassen. Fiir
die meisten Anwendungen kann nach KARAL dieser Reihenterm vernachléssigt
werden, so dass er schliefllich die Impedanz zu

4poTnt1 ~~ J1(t0,iTn /Tnt1)
; 2.20
2 t5 I3 (to,1) (2.20)

angegeben hat.® Dabei bezeichnet to,; die Nullstelle ¢ + 1 von Ji(to,;). Fiir
akzeptable Ergebnisse kann die Reihe bereits nach dem zwanzigsten Glied ab-
gebrochen werden [Peat88]. Die Einbettung der Sprungimpedanz in die Zwei-
tormodellierung ist in Abbildung 2.3 b) dargestellt.

Fiir den Wert der Sprungimpedanz ist es nicht relevant, ob r, > r,41
oder r, < rn,+1 vorliegt. Eine Aufweitung und eine Verengung besitzen damit
identische Sprungimpedanzen. Folglich liegt Reziprozitat vor. Daher bezeich-
net im Weiteren r, den kleineren und r,4+; den grofleren Radius und das
dazugehorige Verhiltnis sei zu o = 75, /7,41 definiert.

Untersuchungen zur Sprungimpedanz von Karal

Auf der Grundlage des Streumatrizenkonzepts gaben HUDDE ET AL. ein dqui-
valentes Zweitor an, dass fiir den Grundmodus die Effekte durch Anregung von
evaneszenten Moden beriicksichtigt [HL85]. Die Langsimpedanz des Zweitors
wurde mit der Sprungimpedanz von KARAL fiir grole und kleine Querschnitts-
dnderungen verglichen. Dabei zeigte sich, dass die Sprungimpedanz von KARAL
fir kleine Querschnittsspriinge ungenau ist. Fiir kleine Anderungen ist der
Wert der Sprungimpedanz ohnehin gering, so dass der Fehler tolerierbar er-
scheint.

°Bei der GréoBe Zq,, handelt es sich um eine akustische Induktivitit, die auch als
akustische Sprungmasse bezeichnet wird [ZZ93].
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Zusitzlich wurde von HUDDE fiir einen stufenweise zu approximierenden
Wellenleiter das Ubertragungsverhalten zum einen mit dem Streumatrizen-
konzept als Referenzlosung ermittelt. Zum anderen erfolgte mit Hilfe der Ket-
tenmatrizen (2.12) die Berechnung sowohl mit als auch ohne Sprungimpedanz
von KARAL [Hudd89]. Mit der Sprungimpedanz reduzierten sich die Abwei-
chungen zur Referenzl6sung. Jedoch waren diese nur fiir einen eingeschrank-
ten Frequenzbereich deutlich unterhalb der Grenzfrequenz des ersten ausbrei-
tungsfahigen Modus akzeptabel. Eine obere Frequenzgrenze, fiir die mit der
Sprungimpedanz zufriedenstellende Resultate erzielt werden konnen, lisst sich
dagegen nicht eindeutig definieren.

Die Sprungimpedanz von KARAL erlaubt keine genaueren Ergebnisse, da
frequenzabhéingige Terme bei der Herleitung vernachlissigt oder durch kon-
stante Ausdriicke approximiert worden sind [Peat88]. Das wird deutlich, wenn
man die Sprungimpedanz mit einer Impedanz vergleicht, die fiir eine Schall-
abstrahlung eines kreisrunden Kolbens in eine kreisrunde Rohre mit groflerem
Durchmesser giiltig ist [Inga48]. Da beide identisch sind, beschreibt die Sprung-
impedanz von KARAL eine ebene Schallabstrahlung in eine Rohre mit einem
grofleren Durchmesser, bei der nur auf einer Seite hohere Moden Beriicksich-
tigung finden. Bei einem Querschnittssprung werden jedoch auf beiden Seiten
hohere Moden evaneszent angeregt, die es in ihrer Gesamtheit zu beriicksich-
tigen gilt.

Sprungimpedanz von Peat

Fiir die Herleitung einer genaueren Sprungimpedanz, die einen Querschnitts-
sprung bis zur Grenzfrequenz des ersten Radialmodus modellieren soll, wird
das Schallfeld zunéchst mit analytischen [KG87] oder nummerischen Methoden
ermittelt [Peat88, SMR95]. Auf dieser Grundlage erfolgt dann die approxima-
tive Bestimmung einer dquivalenten Impedanz in analytischer Form. Mit der
Vorgehensweise lassen sich ebenfalls nicht-achsensymmetrische Querschnitts-
spriinge modellieren [SMR95].

In dieser Arbeit kam die Sprungimpedanz von PEAT zur Beschreibung von
achsensymmetrischen Querschnittsspriingen zum Einsatz [Peat88]. Sie basiert
auf der doppelten TSCHEBYSCHEFF-Reihe

5 5
. 8po Z Z 2B0rn+1 — 3,9 2a0 — 1,1

i=0 j=0

und approximiert die Referenzlésung eines Finite-Elemente-Verfahrens. Die
Koeffizienten sind in Tabelle 2.2 zusammengefasst, wihrend es sich bei T,,(+)
um TSCHEBYSCHEFF-Polynome erster Art mit der Ordnung n handelt. Die
Approximation ist fiir 0,1 < a <1 und 0,3 < Born+1 < 3,6 giiltig.



50

Kapitel 2 Modellierung von Réhrensystemen

) J 0 1 2 3 4 5
0 0,4316 || —0,5031 | 0,0238 | 0.0558 | —0.0084 | 0,0005
1 0,1275 || —0,1287 | —0,0419 | 0,0579 | —0,0104 | —0,0049
2 0,0649 || —0,0659 | —0,0215 | 0,0316 | —0,0062 | —0,0033
3 0,0301 || —0,0311 | —0,0097 | 0,0157 | —0,0034 | —0,0019
4 0,0155 || —0,0162 | —0,0046 | 0,0083 | —0,0020 | —0,0010
5 0,0078 || —0,0082 | —0,0022 | 0,0043 | —0,0011 | —0,0006

Tabelle 2.2: Koeffizienten A; ; der doppelten TSCHEBYSCHEFF-Reihe zur Approxima-
tion der Sprungimpedanz von PEAT [Peat88]. Gegeniiber seiner Darstel-
lung sind die Koeffizienten Ag o, A; 0 und Ag,; bereits skaliert [Basu73].

Verkettung der Réhrenelemente

Zur Beriicksichtigung von Querschnittsspriingen sind zwischen benachbarten
Rohrenelementen die dazugehorigen Sprungimpedanzen Zq ., geméfl Abbil-
dung 2.2b) anzuordnen. Die Verbindung von benachbarten Rohrenelementen
erfolgt damit iiber ein Zweitor mit der Kettenmatrix

1 Zgn
Kgn= ’ 2.22
Q. 0 1 (2.22)
Vernachldssigt man den Einfluss von evaneszenten Moden, gilt Zq, = 0

und Kq,, wird zur Einheitsmatrix. Das entspricht einer direkten Verkettung
der Rohrenelemente, welche zu Beginn des Abschnitts vorgestellt worden ist.

2.3 Modellierung einer endlichen Réhrenlange

Die Terminierung eines Rohrensystems bei z = zr kann im Zweitormodell
durch die Abschlussimpedanz Zr beriicksichtigt werden. Eine fortschreitende
Schallwelle wird am Ende des letzten Rohrenelements N geméfi dem Reflexi-
onsfaktor

Zt — LN

Ry = 2228 — _|Ryp|e 2Pl 2.23
YT Zo+ ZL,N [Frle (2:23)
reflektiert. Fiir die Querimpedanz Zr ergibt sich die Kettenmatrix zu
1 0
T = (2.24)
1/Zr 1

Bei einer verschlossenen Rohre stellt Zt die Wandimpedanz des Verschlus-
ses dar. Mit einer offenen Terminierung gestaltet sich dagegen die Bestimmung
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a) b)

Z =Z7T Z = Z7T

Abbildung 2.4: a) Kreisrunde Rohre ohne Flansch (unflanged) und b) kreisrunde Roh-
re mit unendlich ausgedehntem Flansch (flanged)

einer dquivalenten Impedanz Zr aufwéandiger, da die Miindungsform die An-
regung von hoheren Moden beziehungsweise die Schallabstrahlung ins Freifeld
beeinflusst.

In dieser Arbeit sind nur solche Miindungen relevant, die keinen oder einen
unendlich ausgedehnten Flansch gemafl Abbildung 2.4 aufweisen. Naherungen
fiir andere Flansche finden sich fiir den Bereich deutlich unterhalb der Grenz-
frequenz des ersten Radialmodus beispielsweise in [DNJO01]. Die Berechnung
des Schallfelds auflerhalb der Rohre ist im Weiteren nicht erforderlich und kann
daher etwa [LLS48, Pier81, Munj87] entnommen werden.

2.3.1 Miindung ohne Flansch

Erste Arbeiten zur Beschreibung der Reflexion und Schallabstrahlung an einer
Miindung ohne Flansch wurden von LEVINE ET AL. durchgefiihrt [LS48]. Ihre
Betrachtungen beschrinkten sich exemplarisch auf den Bereich bis zur Grenz-
frequenz des ersten Radialmodus. Der von LEVINE ET AL. hergeleitete Aus-
druck fiir den Reflexionsfaktor ist nicht elementar integrierbar. Daher wurde
von NORRIS ET AL. zundchst der Reflexionsfaktor nummerisch bestimmt und
schlieflich diese nummerische Losung analytisch approximiert [NS89]. Die Ap-
proximation von NORRIS ET AL. ergibt sich fiir 0 < Bory < 3,8 zu

1+ 0,260rn — 0,084 [Born]?
1+ 0,280rN + 0.416 [Born]?’
1+ 0,044 [Born]?
140,19 [Born]*

|Rt0| =

(2.25a)

LT,O = 0,61337“1\7 (2.25b)

Um die Genauigkeit von Lt bei tiefen Frequenzen zu erhohen, wurde
von DALMONT ET AL. ein Korrekturterm hinzugefiigt [DNJO1]|. Die modifi-
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zierte Naherung lasst sich fiir den Bereich 0 < Gory < 1,5 zu

1+ 0,044 [Born]?
140,19 [Born]?

Lt = 0,6133ry — 0,02sin” (260rN) (2.26)

angeben. Bei sehr niedrigen Frequenzen gilt |Rt 0| &~ 1 und die wirksame Roh-
renldnge vergroflert sich gegeniiber der geometrischen um Lt ~ 0,6133 rn.

2.3.2 Miindung mit unendlich ausgedehntem Flansch

Fiir Miindungen mit einem unendlich ausgedehnten Flansch kann der von
NORRIS ET AL. erarbeitete Ausdruck fiir den Reflexionsfaktor ebenfalls nur
nummerisch bestimmt werden [NS89]. Die nummerische Losung ist daher wie-
der analytisch approximiert worden. Diesbeziiglich erscheint jedoch die von
DALMONT ET AL. zu

1+ 0,32380rn — 0,077 [Born]?
1+ 0,32380rN + 0,923 [Born]?’
14+ 0,7760rN
1+ 0,776orn + [0,7750rn]

IRt 0| = (2.27a)

LT,oo = 0,8216TN

(2.27b)

angegebene Approximation fiir 0 < Gory < 3,5 nach eigenen Untersuchungen
praktikabler [DNJO1]. Im Gegensatz zur Ndherung von NORRIS ET AL. weist
diese im approximierten Frequenzbereich keine Polstelle auf. Fiir sehr niedrige
Frequenzen fiihrt ein offenes Ende zu einer Vergréflerung der effektiv wirksa-
men Rohrenldnge um Lt o ~ 0,8216 rn.

2.4 Modellierung von Abzweigungen

In den bisher publizierten Arbeiten zur akustischen Modellierung von Roh-
rensystemen mit Abzweigungen standen rechteckige Querschnittsflachen im
Vordergrund. Weisen Hauptrohre und Abzweigung dieselbe rdumliche Tiefe
auf, reduziert sich bei der Anregung mit einer eindimensionalen Schallwel-
le die Darstellung auf ein zweidimensionales Problem. Zur Untersuchung der
Schallausbreitung kamen sowohl analytische Herleitungen [Mile47] als auch
nummerische Verfahren zum Einsatz [Tang04].

An einer Abzweigung wird ein Teil der einfallenden Schallwelle reflek-
tiert [KFCS00]. Ahnlich wie bei einem Querschnittssprung lisst sich die Re-
flexion durch eine Korrektur der wirksamen Lénge der Abzweigung sowie des
davor angeordneten Rohrensystems beriicksichtigen. Die fiir einen rechtecki-
gen Querschnitt erforderliche Korrektur der Langen wurde in [Tang04] mit
einem nummerischen Verfahren fiir unterschiedliche Terminierungen bis zur
Grenzfrequenz des ersten héheren Modus bestimmt.



2.4 Modellierung von Abzweigungen 53

Fiir Rohren mit kreisrunder Querschnittsfliche gestaltet sich dagegen die
Modellierung von Abzweigungen wesentlich komplizierter. Anders als beim
rechteckigen Wellenleiter liegt dort ein dreidimensionales Problem zu Grunde.
Somit bieten sich einerseits zunédchst nur nummerische Verfahren an. Ande-
rerseits erscheint es moglich, auf der Grundlage von nummerischen Methoden
Zweitore zu bestimmen, die den Einfluss von héheren Moden im Bereich einer
Abzweigung fiir eine Schallausbreitung im Grundmodus modellieren. In dieser
Arbeit wurde ein anderer Ansatz gewéhlt, der im Folgenden présentiert wird.

Zweitormodellierung einer Abzweigung

a)

dn gn+1

EERRRE f”*””””””{ ************************ Pn Z11,B Prn+1

o
[
o

Abbildung 2.5: a) Kreisrunde Rdhre mit rechtwinkliger Abzweigung und b) Modellie-
rung durch die Impedanz Z11 B

Wie in Abbildung 2.5 a) dargestellt, weist die Abzweigung bei z = zg den
Radius rp auf, wiahrend die Hauptrohre den Radius r, = r,4+1 besitzt. Die
Betrachtungen setzen Wellenldngen voraus, die im Vergleich zu rg grof3 sind.
Damit werden Frequenzen betrachtet, die deutlich unterhalb der Grenzfre-
quenz des ersten Azimutalmodus liegen. Zusétzlich wird r, > rp gefordert.
Durch diese Voraussetzungen soll sichergestellt werden, dass nur in einem klei-
nen Bereich um die Abzweigung die Anregung von evaneszenten Moden erfolgt.
Unter dieser Pramisse erscheint der Einfluss dieser héheren Moden gering und
es erlaubt, das Schallfeld auch im Bereich der Abzweigung als ndherungsweise
eindimensional anzunehmen. Der Schalldruck ist dann bei z = zp mit

Pnl,_, = Pns1] = pB (2.28)

zZ=ZzZB

stetig, wahrend sich der Schallfluss gemé&fl der Kontinuitdtsgleichung zu

= qn1|,_. B (2.29)

z=zp

qn’

z=zp

ergibt. Durch Einfithrung der Eingangsimpedanz

Z11,B = PB _In (2.30)
4B 4B
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der Abzweigung, lassen sich schliellich die Kettenmatrix

! 0] (2.31)

B —
1/Ziis 1

und das Zweitor in Abbildung 2.5b) zur Modellierung einer Abzweigung an-
geben [Reyn81]. Fiir die Beriicksichtigung der Abzweigung ist bei z = zp
die Querimpedanz Z;; g im Zweitormodell anzuordnen. Das zur Abzweigung
gehorende Rohrensystem kann ebenfalls mit Hilfe der vorgestellten Modelle
beschrieben werden.

ZT B

)

ZB
gB PB j
_— >
dn—1 dn dn+1 gn+2

o—»— o -

B : ¥

Pn—1 Zn N Qg( Zn+1 DPn+2

o— b —o— ——o

Abbildung 2.6: Zweitormodellierung eines Rohrensystems mit Abzweigung

Abschlielend ist in Abbildung 2.6 das resultierende Zweitormodell nach
Einbettung einer Abzweigung dargestellt. Die Zweitore Z, und Z,1; erfas-
sen nur die Eigenschaften der Hauptrohre. Der Einfluss der Abzweigung wird
durch das mit ZT g abgeschlossene Zweitor Zg modelliert, dessen Eingangsim-
pedanz Zi1 g durch Gleichung (2.30) definiert ist.

2.5 Modellierung von nicht-idealen Schallquellen

Nicht-ideale Schallquellen lassen sich fiir eine Schallausbreitung im Grund-
modus durch die dquivalenten Netzwerke in Abbildung 2.7 modellieren. Die
Quellenparameter und Lastimpedanzen sind frequenzabhéngig, wobei auf die
Angabe des Arguments verzichtet wird. Die Lastimpedanz Z,, entspricht der
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a b)
) n Zo  qn

+
Yo DPn L Po <> Pn Zn

@ O

qo

Abbildung 2.7: a) NORTON-Quelle mit Urschallflussquelle ¢op und Innenadmittanz Yp
sowie b) THEVENIN-Quelle mit Urschallquelle pg und Innenimpe-
danz Zp, beide jeweils mit der Lastimpedanz Z,, abgeschlossen

Eingangsimpedanz des von der Quelle angeregten Rohrensystems. Beide Er-
satzschaltungen sind mathematisch eindeutig ineinander iiberfiihrbar. Die wei-
teren Betrachtungen erfolgen daher exemplarisch fiir eine THEVENIN-Quelle®.

Die Quellenparameter eines Lautsprechers werden im Folgenden fiir die
Validierung eines mathematischen Réhrenmodells benétigt. Zusétzlich soll im
zweiten Teil der Arbeit der Lautsprecher zur Erzeugung des Gegenschallsignals
auf der Grundlage dieser Parameter modelliert werden, um realitdtsnahe simu-
lationstechnische Untersuchungen durchfithren zu koénnen. Der Lautsprecher
kann dazu als lineares und zeitinvariantes System angesehen werden. Die Quel-
lenparameter von Verbrennungsmotoren zeigen dagegen h&ufig nicht-lineares
und zeitvariantes Verhalten [Bodé91, P101, Peat02, JI03, RB07].

Bestimmung der Quellenparameter

Die Bestimmung der Quellenparameter kann mit direkten oder indirekten Ver-
fahren erfolgen. Die direkten Verfahren verwenden eine zusétzliche Hilfsschall-
quelle zur Parameterbestimmung [RC83, Munj87, Bodé95]. Diese Methoden
sind daher in der Praxis aufwindig und fehleranfillig und kommen deshalb
in dieser Arbeit nicht zum Einsatz. Die indirekten Verfahren benoétigen dage-
gen keine zusétzliche Hilfsquelle. Sie basieren auf Schalldruckmessungen bei
sukzessiver Belastung der Schallquelle mit unterschiedlichen Lastelementen.
Dazu miissen die Impedanzen der Lastelemente bekannt sein und sich diese
zuséatzlich im relevanten Frequenzbereich hinreichend voneinander unterschei-

den [Bodé95, Lodw97].

Offene Lastelemente

Fiir die Bestimmung der Quellenparameter von Liiftern oder Verbrennungs-
motoren kommen haufig Rohren mit einem offenen Abschluss zum Einsatz,
die auch durch zusétzliche geschlossene Abzweigresonatoren ergénzt werden
konnen [Bodé95]. Die Kenntnis der Parameter von solchen Schallquellen ist
fiir die Auslegung von passiven Schallddmpfern erforderlich [Pras87, RBO7].

SDie THEVENIN-Quelle wird auch als HELMHOLTZ-Quelle bezeichnet.
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Bei offenen Lastelementen unterscheiden sich die Realteile der Eingangsim-
pedanzen auch fiir unterschiedliche Rohrenldngen nur gering voneinander. Das
kann zu nummerischen Problemen bei der Parameterbestimmung fiithren. Dies-
beziiglich verbesserte Methoden finden sich daher etwa in [Bodé95, JI00]. Fiir
die Methode aus [JI00] wurden dariiber hinaus in [JI02] Ansétze zur Reduzie-
rung des Einflusses von Messfehlern untersucht.

Schallhart abgeschlossene Lastelemente

Handelt es sich bei der Schallquelle um einen Lautsprecher, finden bevorzugt
Rohren mit schallhartem Abschluss Verwendung. Die Eingangsimpedanzen
dieser Lastelemente unterscheiden sich, im Gegensatz zu Rohren mit offenem
Ende, bei entsprechend gew#hlten Liangen hinreichend voneinander [Lodw97].
Theoretisch sind zwei Schalldruckmessungen zur Parameterbestimmung aus-
reichend. Praktisch werden jedoch h&ufig mehr als zwei Lastelemente verwen-
det, so dass ein iiberbestimmtes Gleichungssystem zu 16sen ist. Die Parameter-
bestimmung mit Hilfe eines iiberbestimmten Gleichungssystems, beispielsweise
durch Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers, erlaubt die Kompen-
sation von Temperaturabweichungen zwischen dem realen Aufbau und den bei
der Berechnung der Lastimpedanzen zu Grunde gelegten Gaseigenschaften.
Das fiihrt zu genaueren Resultaten [KLB92, Lodw97, Sanb98].

Die praktische Parameterbestimmung fiir einen Lautsprecher mit Trich-
tervorbau, der mit Hilfe einer THEVENIN-Quelle modelliert werden soll, wird
basierend auf [KLB92] im Anhang B vorgestellt.

2.6 Untersuchungen zur Modellierung eines Réhrensystems

PC mit UM, B ZB_I_
Soundkarte L b Mikrofon
autsprecher EARTHWORKS OM1

D uy 3
——>]

e
Verstarker
Po ;

Abbildung 2.8: Schematischer Messaufbau zur Untersuchung eines Rohrenmodells

Den Untersuchungen lag ein Réhrensystem aus PVC mit kontinuierlichen
und sprunghaften Querschnittsdnderungen sowie einer Abzweigung physika-
lisch zu Grunde. Von Interesse ist, wie genau das Ubertragungsverhalten dieses
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Rohrensystems mit Hilfe des dazugehorigen mathematischen Zweitormodells
abgeschétzt werden kann. Mit der schematischen Darstellung in Abbildung 2.8
und den Beziehungen pg = kouy = Kouy/k und um,g = kpp lisst sich die fiir
Frequenzen fi < fr < fr gemessene Ubertragungsfunktion zu

Hyy = LB (2.32)

uv
angeben. Die Ubertragungsfunktion beziehungsweise die Empfindlichkeit des
Mikrofons kennzeichnet k£, wiahrend ko das Ubertragungsverhalten des Laut-

sprechers erfasst. Mit dem Zweitormodell sollte die Ubertragungsfunktion

H, = WMB _ g PB (2.33)
uv Po

abgeschéitzt werden. Alle beteiligten Grofien sind frequenzabhéngig, wobei auf
die Angabe des Arguments verzichtet wird. Gemafl Abbildung 2.9 ergeben sich
die fiir die Berechnung von

Hs = KoHoH1Hp (2.34)
benctigten Teiliibertragungsfunktionen mit

Z8,22Z%,B1
)
Zr2 + Zg,B1

p1 Kiig+ Ki21/Z2,81
g, = b1 K 1/ 2251 2.35b
ol Q1 Ko11 4+ Kao2,1/Z2,81 ( )

p2  Kio+ Kizo/Zr
Ipo =" = ’ ’ , 2.35¢
2 qs3 Koi1,9 4+ Koo2/Zt ( )

pe Kiip2 + Ki2,B2/Z7.B
Zo o, = PB _ B B2/ 2T B 2.35d
b2 g8 Koi 2+ KoaB2/Z7B ( )

p2  Kiip1 + Ki2,81/Z8,B2
7 = — = : : : 2.3be
Bl qa  Ko1,81+ Ko2281/7Z8, B2 ( )

227]31 = (235&)

zZu
D1 ZE1
Hy=PL_ _ZE1 2.36a
0 po  Zr1+ Zo ( )
p2 1
o, =2 = , 2.36b
! P1 Kii1+ Ki2,1/Z2,81 ( )
1
Hp =P8 (2.36¢)

p2  Kiipi+ Kiapi/Zrp2’

Die messtechnische Bestimmung der fiir die Simulation benétigten Quel-
lenparameter Ko und Zp kann dem Anhang B entnommen werden. Die for-
male Aquivalenz der Gleichung (2.32) und (2.33) erlaubt den direkten Ver-
gleich zwischen dem gemessenen und dem simulierten Ubertragungsverhalten.
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Abbildung 2.9: Zweitormodell des untersuchten Rohrensystems mit Abzweigung

Die Messung erfolgte bei Raumtemperatur bis zur Grenzfrequenz des ersten
Azimutalmodus. Da die Aufweitung des Rohrensystems mit 74 = 100 mm den
grofiten Radius aufwies, ergibt sich die obere Frequenzgrenze zu fr, = 1kHz.
Die in der Simulation verwendeten mathematischen Modelle sind in Tabelle 2.3
zusammengefasst, wahrend der schallharte Abschluss mit Zt — oo modelliert

worden ist.

| || Modell ‘ Gleichung ‘
Ausbreitungsmaf vy, || vorgestelltes mit Zy, = 2,4 - 106 Ns/m?3 (1.70)
Ausbreitungsmaf} ysy STINSON (1.60)
Sprungimpedanz Zq PEAT (2.21)
Miindung Z1 B ohne Flansch NORRIS ET AL. (2.25)

Tabelle 2.3: Mathematische Modelle
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2.6.1 Validierung

Zwischen dem gemessenen und berechneten Ubertragungsverhalten sind gemi8
Abbildung 2.10 in einigen Frequenzbereichen gréflere Abweichungen zu ver-
zeichnen. Die Ursache dafiir scheint in dem Zweitormodell der Abzweigung
und der Vernachlissigung von evaneszenten Moden begriindet. Ahnlich wie
bei einem rechteckigen Querschnitt in [Tang04] wurden daher mit einer Kor-
rektur der Léngen [g und /g im simulierten Geometriemodell die Abweichungen
reduziert. Eine Optimierung fiithrt fiir das untersuchte Rohrensystem auf

lB,opt ~ 1,08 lB und lE,opt ~ 0,98 lE. (2.37)

Mit den optimierten Lingen lassen sich die Ubertragungsfunktionen in Ab-
bildung 2.11 présentieren. Fiir f < 0,7 kHz kann eine bessere Ubereinstimmung
zwischen den gemessenen und berechneten Verldufen festgestellt werden. Da-
gegen ist im oberen Frequenzbereich keine Verbesserung zu verzeichnen. Die
Untersuchung beziiglich der verwendeten Geometriedaten zeigte, dass sich die
Abweichungen dort durch gezielte Modifikation weiterer Léngen reduzieren las-
sen. Jedoch kann dies mit einer Verschlechterung im restlichen Frequenzbereich
verbunden sein. Um die Korrektur auf [z und lg zu beschrianken, wurde daher
auf eine nummerische Optimierung zusétzlicher Lingen im Geometriemodell
verzichtet.

Der Einfluss der in der Simulation zu Grunde gelegten Wandeigenschaften
ist beziiglich der Ausbreitungsmafle vy, und ~s¢ mit Hilfe des relativen Fehlers

Hw — HS(’Y) Is, ZE)

EH — Hm (2.38)
untersucht worden. Wie Abbildung 2.12 zu entnehmen, fiihrt die Beriicksich-
tigung von nicht-ideal schallharten Wanden aus PVC mit Hilfe des Ausbrei-
tungsmafles vy, zu einer Reduzierung des relativen Fehlers.

2.6.2 Bewertung

Obwohl die relativen Abweichungen zwischen den gemessenen und simulierten
Ubertragungsfunktionen zunéchst grof8 erscheinen, sind diese deutlich geringer
einzustufen, als die in [KT93] beziiglich eines geometrisch einfacher aufgebau-
ten Rohrensystems présentierten Resultate. Daher ist bereits ohne Lingen-
korrektur die Genauigkeit zur Abschitzung des charakteristischen Ubertra-
gungsverhaltens durch die Zweitormodelle als akzeptabel zu bewerten. Nach
einer Korrektur von Ig und lg ist die Abschétzung aller Resonanzen im Be-
reich f < 0,7kHz mit einer verbesserten Genauigkeit moglich. Die allgemeine
Bestimmung von korrigierenden Langen oder von einzubettenden Zweitoren
zur Erfassung des Einflusses von evaneszenten Moden im Bereich von Ab-
zweigungen bleibt in Analogie zum Konzept einer Sprungimpedanz weiteren
Untersuchungen vorbehalten.
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Messung ———— Berechnung mit

ohne Langenkorrektur

M
el
=
T
_100 | | | | | | | |
0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
f/kHz
ohne Langenkorrektur
il
&
~
=
~—
=
——
o0
~
@
_80 | | | | | | | |
0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
f/kHz

Abbildung 2.10: Betrag und Phase der gemessenen und ohne Léngenkorrektur berech-
neten Ubertragungsfunktion
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Abbildung 2.11: Betrag und Phase der gemessenen und mit Langenkorrektur berech-
neten Ubertragungsfunktion
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Abbildung 2.12: Vergleich der relativen Fehler bei Berechnung mit den Ausbreitungs-
maflen vy und g

Die Annahme von ideal schallharten Wénden erscheint fiir Wande aus PVC
nicht gerechtfertigt. Mit dem im Abschnitt 1.3 vorgestellten Ausbreitungsmaf
zur Beriicksichtigung von nicht-ideal schallharten Wianden konnte daher ge-
geniiber dem Modell von STINSON fiir ideal-schallharte Wi&nde eine hohere
Genauigkeit erzielt werden. Es sind jedoch unter dem quantitativen Aspekt
weitere validierende Untersuchungen zu empfehlen.

Im zweiten Teil der Arbeit liegt zur Modellierung eines aktiven Schalldamp-
fers ein anderes Geometriemodell zu Grunde. Auch wenn fiir dieses keine Va-
lidierung erfolgte, ist zu erwartet, dass mit den vorgestellten Zweitormodellen
auch ohne Korrektur einzelner Lingen das qualitative Ubertragungsverhalten
mit ausreichender Genauigkeit abgeschétzt werden kann. Dalfiir ist allerdings
noch der Einfluss eines stromenden Mediums in die bisherigen Zweitormodelle
einzubetten.



KAPITEL 3
Stromung im Roéhrensystem

Bei der Schallausbreitung in einem Rohrensystem sind unter dem Einfluss
eines stromenden Mediums neben der durch Viskositdt und Warmeleitung des
Mediums bedingten Dadmpfung weitere Ddmpfungsmechanismen wirksam. So
sind beispielsweise im Bereich der Wande beziehungsweise in der sich dort
ausbildenden Grenzschicht turbulente Reibungsverluste zu verzeichnen. Zur
akustischen Modellierung eines aktiven Schallddmpfers ist zusatzlich zu diesen
Dampfungsmechanismen auch der konvektive Einfluss einer Stromung in die
bisherigen Zweitormodelle einzubetten.

Ein stromendes Medium bewirkt ebenfalls eine Verringerung der Grenzfre-
quenzen, ab denen héhere Moden ausbreitungsfiahig werden. Fiir die zu unter-
suchende Geometrie des Schalldédmpfers liegt, mit Ausnahme der Abzweigung
zur Ankopplung des Lautsprechers zur Erzeugung des Gegenschallsignals, Ro-
tationssymmetrie vor. Damit werden keine Abzweigungen durchstromt und es
erscheint erlaubt, die Anregung von Azimutalmoden zu vernachlissigen. Be-
trachtet man ein Medium, das mit der Geschwindigkeit V,, durch eine Rohre
mit dem Radius 7, stromt, sind fiir MACH-Zahlen M, = V,,/c Radialmoden
fiir

Born = tomVI=MZ & fom 2 ; CT to.my/1 — M2 (3.1)
s

ausbreitungsfahig [Morf71, Peat88]. Dabei bezeichnet ¢, die Nullstelle m + 1
der Ableitung dJo(to,m)/dto,m. Fiir den ersten Radialmodus ergibt sich die
Grenzfrequenz zu

Born =3832y/1— M2 &  fo= 0,61?@\/1 — M. (3.2)

Dem aktiven Schalldampfer liegt ein Rohrensystem zu Grunde, das Ab-
messungen von 7, < 100 mm aufweist und fiir Frequenzen f < 1kHz sowie
fiir Stromungen mit MACH-Zahlen M,, < 0,2 modelliert werden soll. Fiir die
Grenzfrequenz des ersten hoheren Modus gilt damit fp 1 > 1kHz und die Be-
trachtung einer Schallausbreitung im Grundmodus ist weiterhin gerechtfertigt.
Fir M,, < 0,2 ist zusétzlich die Annahme einer inkompressiblen Stréomung er-
laubt [Munj87, GEM95].
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3.1 Dampfungsmal

In einem stromenden Medium oder bei grolen Amplituden der Schallfeldgro-
Ben entstehen durch die Anregung von Turbulenzen zusétzliche Verluste. Sie
konnen einerseits durch hohe Amplituden der Schallfeldgroflen oder anderer-
seits, unabhingig von der Grofle der Amplituden, durch die Wechselwirkung
des Schalls mit den Wirbeln der Strémung hervorgerufen werden [IS74]. Das
Ausbreitungsmafl in einem Leitungselement n kann zunéchst allgemein durch

Yn = Oges,n +Jﬁn (33)

dargestellt werden [Munj87]. In einem durchstromten Wellenleiter setzt sich
das Dampfungsmai

Qges,n = Qn + Ot n (34)

zum einen aus der durch Viskositdt und Wéarmeleitung verursachten Damp-
fung a, sowie zum anderen aus dem durch Turbulenzen bedingten Anteil o p,
zusammen [Munj87, JI98|. Setzt man ideal schallharte Wiande voraus, kann das
Dampfungsmafl a,, = any und das Phasenmafl 3, = Bo + amu mit ry = 7
aus Abschnitt 1.2.2 zum Einsatz kommen.! Fiir das turbulente Démpfungsmaf
kann fiir eine kreisrunde Rohre die Abschétzung

M, F,,
Tn

o N (3.5)
angeben werden [IS74, JI98]. Fiir REYNOLDS-Zahlen R,, < 4-10° lisst sich der
Reibungsfaktor durch

12
F, = 0,0072 + % (3.6)

approximieren, wihrend sich die REYNOLDS-Zahl? aus

2 TLV’I’L
R, = 2m¥npPo (3.7)
Ui
errechnet [Munj87]. Die durch Turbulenzen hervorgerufene Dampfung ist in
dieser Formulierung, im Gegensatz zu der durch Viskositdt und Warmeleitung
bedingten Dampfung, nicht frequenzabhéingig.

IFiir die Beriicksichtigung von Winden, die mit absorbierendem Wandmaterial zur pas-
siven Schallddmpfung ausgekleidet sind und im Bereich der Klima- und Abgastechnik Ver-
wendung finden, sei auf [Munj87, Mech04, PMO05] verwiesen.

?Bei groBen REYNOLDsS-Zahlen R, > 2000 ist die Strémung in einer Rohre turbulent.
In der Grenzschicht liegt eine ungeordnete Bewegung der Teilchen vor, wihrend in der
Hauptstrémung die Teilchen die gleiche Bewegungsrichtung aufweisen. Der Ubergang von
der laminaren zur turbulenten Stromung erfolgt nicht sprunghaft und hangt von vielen Fak-
toren ab, so dass der zuvor angegebene Werte eher als Anhaltspunkt zu sehen ist [St5c98].
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Die Herleitung von «y ., basiert auf quasi-statischen Annahmen und ist des-
halb streng genommen nur fiir sehr niedrige Frequenzen giiltig [IS74, Croc98|.
Mit Hilfe von «,, kann keine exakte Analyse der Wechselwirkung zwischen
den Schallfeldgréflen und der turbulenten Stromung erfolgen. Dafiir wére ne-
ben den Turbulenzen ebenfalls die Stromungsverteilung im Querschnitt zu be-
trachten. Daher ist ay,, geméfl Gleichung (3.5) als Ndherung anzusehen, die
nichtsdestotrotz im Weiteren zur Abschétzung der durch Turbulenzen beding-
ten Dampfung Verwendung finden soll.

3.2 Zweitormodellierung eines durchstromten Wellenleiters

TnI ZL,n P 4o

. ——— . o >
Mn vy, Pr Gn

z=0 zZ = ln

Abbildung 3.1: Akustischer Wellenleiter, der von einem Medium mit der MACH-
Zahl M,, durchstromt wird.

Betrachtet man den in Abbildung 3.1 dargestellten akustischen Wellenlei-
ter, ergeben sich mit dem Vektorpotenzial (2.6) die komplexen Amplituden
der Schallfeldgrofien zu

pu(z) = pt +pn =Cre Mm% +C ">, (3.82)
1 _

gn(2) = g —qn = Z [C+e_ﬁz —C e 7], (3.8b)
L,n

wobei die Konstanten C und C~ nicht ndher spezifiziert seien. In einem mit
der Geschwindigkeit V,, stromenden Medium verdndert sich die Geschwindig-
keit ¢ der Schallausbreitung nicht, da diese relativ zu den Teilchen im Medi-
um stattfindet. Betrachtet man ein mit V,, in positive z-Richtung strémendes
Medium, bewegt sich eine in dieselbe Richtung fortschreitende Welle mit der
Geschwindigkeit ¢ + V,, auf einen ruhenden Betrachter zu, wihrend sich eine
in negative z-Richtung ausbreitende Welle mit ¢ — V,, fortpflanzt.®> Die hin-
und riicklaufenden Wellen besitzen damit fiir einen ruhenden Betrachter un-
terschiedliche Geschwindigkeiten. Mit diesem Sachverhalt kann das Ausbrei-
tungsmafl der hin- und riicklaufenden Wellen zu

+ Yn c — Tn c Vi
= — = 1— Z\/jn d n — T =, — Tn 1 n .

3Die komplexen Amplituden p,, p, und v, sind unabhingig vom gewihlten Bezugs-
system. Das gilt auch fiir die Schallschnelle v,,, da sie eine Geschwindigkeitsdifferenz be-
schreibt. Die absolute Geschwindigkeit hidngt dagegen vom Bezugssystem ab.
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formuliert werden. Mit dem konvektiven Ausbreitungsmafl

c Tn
= Nl
folgt aus den Gleichungen (3.8)
p(z) = M [CTe ™" 4 O M7, (3.11a)
eM'rL'Ysz c c
qn(2) = 7 [CTe ™% — CTeM"]. (3.11b)
L,n

Damit lasst sich die Kettenmatrix des durchstromten akustischen Leitungs-
elements n der Lange [,, mit den Eingangsgrofien p, und g, sowie den Aus-
gangsgroflen p,41 und qn+1 geméif

[ ”] — K¢ [p”“] (3.12)
4n dn+1

e cosh (vnln)  Zi,nsinh (v,l,)
KTC-L — e— nYntn 1 (313)
7 sinh (yy15) cosh (vnln)
L,n

schlie3lich zu

angeben [Munj87]. Den Ausfithrungen in [Munj87] folgend, wird Z,, von
den turbulenten Reibungsverlusten, jedoch nicht von der Konvektion beein-
flusst. Deshalb erscheint es erlaubt, den im Abschnitt 2.1.1 eingefiihrten Aus-
druck Zi., = Zvronjfo/Vn mit yn = Qges,n + jBn fiir die charakteristische
Impedanz zu verwenden.

3.3 Konvektive SchallfeldgréoBen

Eine Stromung beeinflusst den akustischen beziehungsweise stromungsakusti-
schen Leistungsfluss im Wellenleiter [MD88]. Dieser Einfluss kann beriicksich-
tigt werden, indem die konventionellen Schallfeldgréflen p,, und ¢,, die eine
Anderung um den statischen Luftdruck bei einem ruhenden Medium beschrei-
ben, durch die konvektiven Grofien pS und ¢S, welche Anderungen gegeniiber
dem Gesamtdruck und dem Gesamtschallfluss erfassen, ersetzt werden [SMO00].
Die komplexe Amplitude des konvektiven Schalldrucks setzt sich aus

p5, = [Po + pn] + % Vi 4+ vn)? — [Po + %VE] (3.14)

zusammen [Munj75]. Die Terme po [V, 4+ v,]?/2 und poV,? /2 kennzeichnen die
durch die Stromung bedingten Druckanteile. Eine Approximation erster Ord-
nung fithrt schliefflich auf die Vereinfachung

pfr:L = Pn + pOVnUn = pPn + MnZLO,nQn- (315)
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Fiir die Herleitung der komplexen Amplitude des konvektiven Schallflusses
wird zunéchst der konvektive Massenfluss

My, = An [[po + pn] [V + 0n] — poVa] (3.16)

durch eine Rohre mit der Querschnittsfliche A,, betrachtet [Munj75, Munj87].
Dieser lasst sich durch eine Approximation erster Ordnung zu

my, = An [pnVa + povn] (3.17)

vereinfachen. Der Ubergang zum konvektiven Schallfluss ¢S = mS /po fiihrt
mit pp = pn/ c? auf den gesuchten Zusammenhang

c M,
In = Z——Pn + qn. (3.18)
LO,n

Eine Umrechnung ist schliefSlich durch die Transformation

ok o
dn dn

moglich. Zwischen den konventionellen und den stréomungsakustischen Schall-
feldgroflen besteht also ein linearer Zusammenhang, der iiber die MACH-Zahl
hergestellt wird [SM00].*

Wie zu Beginn des Abschnitts erwdhnt, verdndert sich mit einem stromen-
den Medium die iibertragene akustische Wirkleistung. Diese ergibt sich mit
einem stromenden Medium zu

P = Relpi {a3)"}, (3.20)

1 MnZLO,n
Mn/ZLO,n 1

wahrend in einem ruhendem Medium weiterhin

P = S Re{pn )"} (3.21)

gilt [Munj75].

Umrechnung der Abschlussimpedanzen

Bei einem durchstromten Rohrensystem sind die im Abschnitt 2.3 vorgestellten
Abschlussimpedanzen an den konvektiven Einfluss einer Stromung anzupassen.
Die konvektive Abschlussimpedanz eines aus N Elementen bestehenden Roh-
rensystems ist allgemein durch

C

PN

Zs = -
an

(3.22)

4Durch den Ubergang von den konventionellen Schallfeldgréfen zu den konvektiven
Groflen bleibt die Kettenmatrix in Gleichung (3.13) unbeeinflusst.
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definiert. Durch Einsetzen der konvektiven Groéflen (3.19) erhélt man schlief3-
lich mit Zt = pn/qn die gesuchte Umrechnung [Munj75, Munj87]

¢ PN+ MnZiungy  Zrv+ MnynZiun
——DpN +gn +1
Z1,N

Z1,N

mit der dazugehorigen Kettenmatrix

C_
T =

10
Lz 1]. (3.24)

3.4 Modellierung einer veranderlichen Querschnittsflache

Die Analyse der Schallausbreitung in einer Rohre mit verdnderlicher Quer-
schnittsfliche gestaltet sich mit einem strémenden Medium aufwéandiger als oh-
ne Stromung. Ein Grund dafiir ist unter anderem die sich in Abhéngigkeit von
der Querschnittsfliche entlang der Rohre dndernde MACH-Zahl. Analytische
Losungen fiir inkompressible Stromungen existieren nur fiir einige rechteckige
Querschnittsflachen. Neben einer Segmentierung einzelner Réhrenabschnitte,
fiir die analytische Losungen angegeben werden kénnen, kommen daher hiufig
nummerische Losungsverfahren zum Einsatz [GEM95].

3.4.1 Stufenweise Approximation nach Gupta et al.

Fiir die Einbettung in das Konzept einer stufenweisen Approximation bietet
sich der von GUPTA ET AL. erarbeitete Ansatz an [GEM95]. Dieser beriicksich-
tigt eine isentrope® und kompressible Stromung, so dass ihre Methode auch fiir
MAcH-Zahlen M,, > 0,2 geeignet ist. Dagegen lassen sich Effekte, die durch
evaneszente Anregung von hoheren Moden entstehen, nicht beriicksichtigen.
Die Bestimmung der sich entlang der Rohrenelemente dndernden MACH-Zahl
erfolgt beim Ansatz von GUPTA ET AL. nummerisch. An der Verbindung zweier
benachbarter Rohrenelemente stellt ein Zweitor die Einhaltung der Zustands-
gleichungen fiir eine isentrope und kompressible Stromung sicher.

Bei der Herleitung setzten GUPTA ET AL. geringe Verdnderungen der Quer-
schnittsfliche voraus. Damit kénnen Verluste an den fiktiven Querschnitts-
spriingen vernachléssigt werden und die Annahme einer isentropen Stréomung
ist gerechtfertigt. Das Verfahren eignet sich aufgrund dieser Voraussetzungen
jedoch nicht zur Modellierung von gréofleren Querschnittsspriingen in Form von

5Andert sich die Entropie eines Teilchens in reibungs- und wérmeleitungsfreier Stro-
mung nicht, liegt eine isentrope Stromung vor. Ist die Entropie zusétzliche homogen ver-
teilt, spricht man von einer homentropen Strémung [Spur96].
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Aufweitungen oder Verengungen. Diese gilt es jedoch im zweiten Teil der Ar-
beit beziiglich des aktiven Schallddmpfers zu modellieren. Dalfiir bietet sich der
von MUNJAL erarbeitete Ansatz an [Munj87].

3.4.2 Modellierung von Querschnittsspriingen nach Munjal

Aufweitung r, < rp41 K = [1 - Ti/”’?ﬁl}z

1 —r2 r2
Verengung 7, > rp41 || K = ++1/n

Tabelle 3.1: Verlustkoeffizient zur Modellierung von Querschnittsspriingen

Die an einem Querschnittssprung auftretenden stromungsakustischen Ver-
luste wurden von MUNJAL ebenfalls mit Hilfe eines Zweitors beriicksichtigt,
das zwischen zwei benachbarten Rohrenelementen einzubetten ist. Die dazu-
gehorige Kettenmatrix ldsst sich mit

2
'n

Mn_|_1 — an— (325)
n+1
Zu
1 KM?2, KMy 121, n+1 |
e 1— M2, 1— M2, 596
T Gy — 1] KM Cow — 1] K M?2 (3.26)
[ pbv ] n—+1 1 — [ pv ] n+1
(1= 2] Zrns T

angeben [Munj87]. Der Verlustkoeffizient K ist der Tabelle 3.1 zu entnehmen.®
Dieser stellt ein Maf fiir die stromungsakustischen Verluste dar, die an einem
Querschnittssprung in Warme umgewandelt werden. Eine Naherung fiir die
obige Kettenmatrix lasst sich fiir M,%H < 1 zu

(3.27)

¢ |1 KMpt1Zint
@m0 1

angeben. Die Kettenmatrix des gesamten Rohrensystems ergibt sich aus dem
Produkt der Teilmatrizen

N—-1
K= [H KZK(CQ’”] K%. (3.28)

n=1

SFiir die Verengung stellt der Verlustkoeffizient eine Approximation etwa der in [VS75]
angegebenen Messwerte dar. Dagegen wurde der von MUNJAL angegebene Verlustkoeffizient
fir die Aufweitung gemifl [SWB9S8] korrigiert.
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Die Unstetigkeit des Schalldrucks an dem Querschnittssprung wird bei die-
sem Ansatz durch eine entsprechende Verédnderung der Entropie ausgeglichen
und durch den stromungsakustischen Widerstand K M,, 1121, n+1 in der Ket-
tenmatrix beriicksichtigt. Die evaneszente Anregung von hdéheren Moden an
der Sprungstelle findet damit ebenfalls keine Beachtung. Dazu bietet sich das
bereits erlduterte Konzept einer Sprungimpedanz an.

Sprungimpedanz von Peat

Von PEAT wurde die Sprungimpedanz ebenfalls fiir ein inkompressibel stro-
mendes Medium angegeben [Peat88]. Nach seinen Ergebnissen beeinflusst eine
Stromung unwesentlich den reaktiven Anteil der Sprungimpedanz, der den
Einfluss von evaneszenten Moden beriicksichtigt. Damit bietet sich fiir den re-
aktiven Anteil auch die fiir M, = 0 approximierte Sprungimpedanz Zq ., aus
Abschnitt 2.2.2 als Ndaherung fiir M,, > 0 an. Fiir ein stromendes Medium lésst
sich die Approximation der Sprungimpedanz insgesamt zu

Zé,n = RCQ,n + Zq,n
Mn Mn+1

mr3 41

(3.29)

= pocC + Zqgn

angeben [Peat88].” Der resistive Anteil R, ist fiir eine Aufweitung und die
entsprechende Verengung identisch. Dem Konzept von MUNJAL liegen dage-
gen unterschiedliche Verlustkoeffizienten zu Grunde. Da die am Querschnitts-
sprung durch die Strémung bedingten Verluste durch Rg, ,, zu erfassen sind,
erscheinen die von PEAT getroffenen isentropen Annahmen fiir eine Aufwei-
tung nur unzureichend erfiillt. Zusammenfassend sind weitere Untersuchungen
zu empfehlen, um eine genaue Modellierung der Stromungsverluste sowie des
Einflusses von evaneszenten Moden im Bereich des Querschnittssprungs zu
ermoglichen.

Da Radialmoden beziiglich der zu untersuchenden Rohrengeometrien erst
deutlich oberhalb von f > 1kHz ausbreitungsfdhig sind, werden sich evanes-
zente Moden im Verhiltnis zu den stromungsakustischen Verlusten an einem
Querschnittssprung vermutlich geringer auswirken. Daher wurde in dieser Ar-
beit auf den etablierten Ansatz von MUNJAL zur Beschreibung eines Quer-
schnittssprungs zuriickgegriffen.

"Der resistive Anteil R, ,, wurde gegeniiber [Peat88] beziiglich eines Vorzeichens kor-

rigiert und durch den Betra7g; abgeschétzt.
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KAPITEL 4
Aktive Schalldampfung in Rohrensystemen

Passive Schalldampfer nutzen zur Lirmminderung dissipative oder reflektive
Effekte aus [Munj87, HM95, MTO07|. Die dissipative Schallddimpfung basiert
auf dem Prinzip der Schallabsorption. Durch Verwendung absorbierender Ma-
terialien wird der eindringenden Schallwelle Energie entzogen. Diese Methode
erlaubt eine relativ breitbandige Dampfung, ist jedoch zur Minderung tieffre-
quenten Larms ungeeignet [Han96]. In reflektiven beziehungsweise reaktiven
Schallddmpfern reflektieren dagegen Querschnittsspriinge den Schall innerhalb
des Rohrensystems. Lediglich die nicht reflektierten Schallanteile werden durch
den Auslass abgestrahlt. Die geometrische Gestaltung der Querschnittsspriinge
bestimmt die Dampfungscharakteristik. Meistens sind sowohl dissipative als
auch reflektive Mechanismen an der Dampfung beteiligt [Han96].

Eine Alternative oder eine Ergidnzung zu den passiven Methoden stellt
die aktive Schallddmpfung dar [ME89]. Mit aktiven Verfahren lésst sich tief-
frequenter Larm effektiver mindern und die erforderlichen geometrischen Aus-
mafle des Ddmpfers konnen reduziert werden [KM96, Trim03, KCJ05]. Bei den
aktiven Verfahren strahlen ein oder mehrere Lautsprecher ein zum Storschall
gegenphasiges Schalldrucksignal ab, das sich am gewiinschten Ort der Larm-
minderung destruktiv mit dem Storschall iiberlagert. Die Grundidee wurde im
Jahr 1933 von LUEG vorgestellt [Lueg33|. Mit der Verfiigbarkeit von schnellen
digitalen Signalprozessoren konnten die bis dahin verwendeten analogen Fil-
ter zur Erzeugung des Gegenschallsignals durch digitale Filter effizient ersetzt
werden. Den Weg zu einer nahezu selbststéindigen Anpassung an verdnderliche
Umgebungsbedingungen ebnete die adaptive Signalverarbeitung.

4.1 Blockschaltbild eines ANC-Systems

In Abbildung 4.1 ist ein ANC-System zur aktiven Dampfung des Stérschalls u
schematisch und blockweise dargestellt. Die akustischen Pfade werden durch
die Ubertragungsfunktionen P;(z), Ri(z) sowie Fi(z) im z-Bereich reprisen-

! Active- Noise- Control-System
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Abbildung 4.1: a) schematische Darstellung der aktiven Schallddmpfung in einem
Rohrensystem und b) dazugehoriges Blockschaltbild eines physikali-
sches Systems nach Einbettung des ANC-Systems [KM96]

tiert. Das Ubertragungsverhalten der Mikrofone sowie der Analog-Digital-
Umsetzer mit Anti-Alias-Filtern beschreiben die Groflen H(z) und Hc(z).
Das Ubertragungsverhalten des Lautsprechers und des Verstirkers sowie der
ansteuernden Peripherie, die sich aus dem Digital-Analog-Umsetzer und dem
dazugehorigen Tiefpassfilter zusammensetzt, erfasst dagegen Si(z).
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Ein im weiteren Verlauf zu spezifizierender Algorithmus berechnet mit dem
messtechnisch erfassten Referenzsignal x und Fehlersignal e die optimalen Ko-
effizienten des Filters W(z) Das Ausgangssignal y des Filters wird verstéarkt
und iiber den Lautsprecher abgestrahlt, so dass sich schliefllich die gedampfte
Schallwelle e, in der Rohre fortpflanzt.

u(n)—— o Py 0 > e(n)
ys(n)
) F(z) e | S6)
H;(z)
Z
z(n) > W(2) y(n)
(
_| Adaptations- |

7| algorithmus

Abbildung 4.2: Vereinfachtes Blockschaltbild eines ANC-Systems mit den zusammen-
gefassten Ubertragungsfunktionen des physikalischen Systems [KM96]

Die in Abbildung 4.1b) dargestellten Teiliibertragungsfunktionen kénnen
fiir eine strukturelle Vereinfachung geméafl

P(z) = Pi(z2)Ri(2)He(2), (4.1a)
S(z) = S1(2)R1(z)He(2), (4.1b)
F(Z) = F1 (Z)Sl (Z) (4.10)

zusammengefasst werden, so dass sich das Blockschaltbild in Abbildung 4.2
angeben lisst.? Den Primir- und Sekundirpfad reprisentieren P(z) und S(z),
wahrend F'(z) den Riickkopplungspfad kennzeichnet.

Fiir die Bewertung der Schalldampfung bietet sich bei den simulationstech-
nischen Untersuchungen die Verwendung des Fehlers e, (n) als Qualitétskrite-
rium an. Im zusammengefassten Blockschaltbild in Abbildung 4.2 ist e,(n)
allerdings nicht explizit enthalten. Diese Grofe lédsst sich jedoch mit

ep(n) = ri(n) * [pr(n) x u(n) + s1(n) * y(n)] (4.2)
berechnen. Bei r1(n), p1(n) und s1(n) handelt es sich um die Impulsantworten

der Ubertragungspfade R;(z), Pi(z) und Si(z), wihrend das Symbol * die
diskrete Faltung symbolisiert.

2Hiufig wird dem Summierer in Abbildung 4.2 die GréBe y, mit negativem Vorzeichen
zugefiihrt. In dieser Arbeit wird jedoch die gewédhlte additive Darstellung bevorzugt, da
bei der praktischen Umsetzung keine Anschliisse umgepolt werden miissen.
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4.1.1 Feedforward- und Feedback-Verfahren

Das in den Abbildungen 4.1 und 4.2 dargestellte ANC-System basiert auf
einem Feedforward-Verfahren. Zur Dampfung nicht-periodischer beziehungs-
weise nicht-stationdrer Storsignale muss die Laufzeit des Schalls vom Refe-
renzmikrofon zum Ort der destruktiven Schalliiberlagerung grofler sein, als die
Laufzeit, die das Filter W(z) mit seiner Peripherie zur Ausgabe des Gegen-
schallsignals benotigt. Mit der Abtastfrequenz fs sollte fiir den Abstand des
Referenzmikrofons zum Lautsprecher damit

c

Ly s> 7 (4.3)

gelten. Kann diese Bedingung nicht erfiillt werden, bieten sich Ansétze aus

der Multiratenverarbeitung an. Eine Multiratenverarbeitung verwendet zur

Abtastung der Mikrofonsignale und zur Ausgabe des Lautsprechersignals die

erhohte Abtastfrequenz N fs, wiahrend die eigentlichen Algorithmen mit der
reduzierten Frequenz fs arbeiten [BLLO02, Liick08].

Das Feedback-Verfahren kommt dagegen ohne eine messtechnische Bestim-
mung des Referenzsignals aus. Es ldsst sich auch als Feedforward-Verfahren
interpretieren, welches auf der Grundlage von intern verfiigbaren Signalen
das Referenzsignal selbst generiert [KM96]. Jedoch eignet sich dieser Ansatz
nur zur Unterdriickung periodischer Storsignale. Da im Folgenden ebenfalls
nicht-periodische Signale zu ddmpfen sind, empfiehlt sich das Feedforward-
Verfahren.

4.1.2 Optimale Ubertragungsfunktion

Die optimale Ubertragungsfunktion fiir das Filter W(z) lasst sich fiir eine
vollstdndige Schallausléschung am Ort des Fehlermikrofons mit Abbildung 4.2
und der Bedingung E(z) = 0 zu

oo P(z)
Wopt(2) H,(2)[S(z) — P(2)F(z)]

(4.4)

angeben.? Eine korrekt abgestimmte Sekundirquelle bewirkt mit Wopt (z) am
Ort des Lautsprechers einen akustischen Kurzschluss. Die Sekundéarquelle fiihrt
damit zu einer Reflexion der von der Primé&rquelle erzeugten akustischen Ener-
gie [MESS].

In der Praxis lasst sich keine vollstindige Schallausloschung erreichen, da
beispielsweise der oder die Lautsprecher keine dem Stoérsignal rdumlich voll-
standig komplementédre Schalldruckverteilung erzeugen kénnen. Zusétzlich ist
die Approximation von Wept(z) nur mit einer endlichen Genauigkeit méglich.

3Tst der Nenner H,(2) [S(z) — P(z)F(z)] nicht minimalphasig, fithrt nur die Inverse des
minimalphasigen Anteils auf eine stabile Ubertragungsfunktion.
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4.1.3 Energetische Betrachtungen

Zur aktiven Schallddmpfung ist dem System zunichst sekundére Energie zuzu-
fithren. Kritiker fithren als Argument gegen das aktive Konzept deshalb haufig
an, dass sich durch das Zuschalten der Sekundérquellen die Energie des Schall-
felds vergroflert und sich nicht reduzieren lésst. Beruht die Schalldampfung auf
Ausloschung durch Interferenz, ist dieser Einwand gerechtfertigt, da eine lokale
Schallddmpfung mit einer Erhchung des Schalldrucks anderenorts verbunden
sein kann [Guic07].

Theoretische und praktische Untersuchungen zeigten jedoch auch, dass die
Sekundéirquellen mit einer geeigneten Anordnung und Ansteuerung die pri-
maére Schallenergie absorbieren und dariiber hinaus ebenfalls die von der Pri-
marquelle abgestrahlte Energie beeinflussen kénnen [SH89, OBN92, FH99|. Al-
lerdings erlauben Lautsprecher, die in Rohren koaxial zur Schallausbreitungs-
richtung angeordnet sind, nur eine teilweise Absorption, da das den Laut-
sprechern nachfolgende Rohrensystem eine vollstdndige Impedanzanpassung
verhindert. Dagegen bietet ein Lautsprecher, der das Rohrensystem an einem
Ende abschlieit, zumindest theoretisch die Moglichkeit einer vollstdndigen Ab-
sorption der einfallenden Schallwelle [Guic07].

4.2 Sensorik und Aktorik

Um sicherzustellen, dass an den Messorten eine ebene Schallausbreitung vor-
liegt, sollten sich die Mikrofone nicht im Nahbereich des Lautsprechers befin-
den, da dort auch evaneszente hohere Moden angeregt werden [Trin83, NE95].
Zusétzlich wird im Weiteren vorausgesetzt, dass sich die Sensorik und die Ak-
torik des ANC-Systems durch lineare Systeme beschreiben lassen. Es existieren
aber ebenfalls Methoden und Algorithmen, die fiir den Einsatz in nichtlinear
arbeitenden ANC-Systemen zugeschnitten sind.

Zur Reduzierung nichtlinearer Verzerrungen von elektrodynamischen Laut-
sprechern bieten sich zum einen Verfahren an, die auf der Grundlage eines ma-
thematischen Modells ein linearisierendes Signal berechnen [Wafim00, Balk02],
mit dem der Lautsprecher des ANC-Systems angesteuert wird. Zum anderen
kann der nichtlineare Charakter der Ubertragungsstrecken im ANC-System
durch VOLTERRA-Reihen beschrieben beziehungsweise durch Polynomfilter be-
riicksichtigt werden [Math91, DDO07].

4.2.1 Referenzsignalerfassung

Das vom Referenzmikrofon erfasste Signal x setzt sich in der Regel aus dem
Larm der Storquelle sowie aus dem vom Lautsprecher zuriickgekoppelten Ge-
genschall zusammen. In [EAM™94, ELA99] wurden daher adaptive Konzepte
vorgestellt, die auch eine Dampfung der akustischen Riickkopplung ermogli-
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chen. Allerdings ist dort die Stabilitit in Abhéngigkeit von der Mikrofon- und
Lautsprecheranordnung nicht immer sichergestellt [EB90]. Der Einfluss einer
Riickkopplung sollte daher zunéchst durch gezielte Mafinahmen am Aufbau
oder beziiglich der Messwerterfassung reduziert werden.

Zu den Mafinahmen, mit denen sich akustische Riickkopplungen reduzieren
lassen, zahlt beispielsweise die Verwendung eines unidirektionalen Referenz-
mikrofons oder einer Lautsprecheranordnung, die den Schall nur in Richtung
des Auslasses abstrahlt [WBO01]. Alternativ dazu kann der Lautsprecher auch
iiber eine angewinkelte Rohrenverzweigung an die Hauptrohre angekoppelt
werden [KT93]. Ebenfalls ldsst sich das Schallfeld mit zusétzlichen Mikrofo-
nen und einem Algorithmus zur Aufbereitung der Mikrofonsignale in eine hin-
und riicklaufende Welle zerlegen. Als Referenz- und Fehlersignal dienen schlief3-
lich jeweils nur die hinlaufenden Wellen [YF99, LYF02]. Zur Dampfung von
Larm, den rotierende Maschinen oder Motoren erzeugen, bietet sich dagegen
wegen der schmalbandigen Zusammensetzung héufig auch ein Drehratensen-
sor fiir die Referenzsignalerzeugung an [KM96|. Durch die Verwendung eines
nicht-akustischen Sensors bleibt das Referenzsignal von akustischen Riickkopp-
lungen unbeeinflusst.

Mogliche akustische Riickkopplungen werden in dieser Arbeit bei den si-
mulationstechnischen Untersuchungen nicht betrachtet und es wird fiir den
Riickkopplungspfad F'(z) = 0 vorausgesetzt. Das erscheint gerechtfertigt, da
sich akustische Riickkopplungen zunéchst auch durch die erwdhnten Mafinah-
men reduzieren lassen.

4.2.2 Fehlersignalerfassung

In [ZH93, CPHZO05] hat sich die Methode, auf der Grundlage von zwei raumlich
entsprechend auseinander liegenden Mikrofonen eine Minimierung des akusti-
schen Leistungsflusses durchzufiihren, zur Generierung eines Fehlersignals als
effektiv erwiesen. Ist dagegen Lirm an einem vom physikalischen Fehlersensor
entfernten Ort zu ddmpfen, bietet sich das Prinzip der virtuellen Messwert-
erfassung an. Mit Hilfe rdumlich verteilter Mikrofone wird dazu die virtuelle
Mikrofonposition durch Interpolation bestimmt [MCKHO03, PZCHO5].

In dieser Arbeit finden diese Methoden keine Verwendung, da das Fehler-
signal auf der klassischen Auswertung eines Sensorsignals basieren soll. Die
Einbettung einer modifizierten Fehlersignalbestimmung in die zu thematisie-
renden Algorithmen wére jedoch problemlos moglich.

4.2.3 Stromungsinduzierter Storschall

Durch ein stromendes Medium entstehen an den Messorten Turbulenzen, de-
ren zeitlich verdnderliche Schalldriicke vom Mikrofon erfasst werden [MIS6].
Da ein adaptives Feedforward-Verfahren die Korrelation zwischen dem Re-
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stromendes Medium

absorbierendes -K) Mikrofon
Material

Abbildung 4.3: Mechanische Abschirmung des Mikrofons vor turbulenten Stréomungs-
einfliissen [KM96]

ferenzsignal und dem Fehlersignal zur Adaptation der Filterkoeffizienten aus-
nutzt, verschlechtern stromungsbedingte nicht-korrelierte Signalanteile das Re-
sultat der aktiven Schalldampfung [KM96]. Die Generierung des Referenz-
und Fehlersignals mit Hilfe von zusétzlichen raumlich verteilten Mikrofonen
stellt eine Moglichkeit zur Reduzierung der stromungsinduzierten Schallan-
teile dar [SLC89, Nish91, LB06]. Kostengiinstiger und weniger aufwéndig ist
dagegen gemafl Abbildung 4.3 die mechanische Abschirmung des Mikrofons.
Bei den simulationstechnischen Untersuchungen der erarbeiteten Algorith-
men werden stromungsinduzierte Schallanteile beriicksichtigt, die realitdtsnah
zusétzlich von der Stromungsgeschwindigkeit des Mediums abhéngen sollen. Es
wird angenommen, dass sich die Turbulenzen durch weifles Rauschen model-
lieren lassen, wobei die Rauschprozesse unkorreliert vorgegeben sein werden.



KAPITEL 5

Adaptive Digitalfilter

Hiufig #ndern sich im Betrieb die Ubertragungseigenschaften des Systems und
die Statistiken der beteiligten Signale oder sie sind bei der Auslegung des ANC-
Systems nur unzureichend bekannt. Daher wird ein System bendétigt, das sich
selbststédndig an die vorliegende Situation anpasst. Dazu bieten sich zeitvari-
ante Systeme in Form von adaptiven Filtern an, deren Filterkoeffizienten ver-
danderbar sind. Die Berechnung der optimalen Koeffizienten erfolgt mit Hilfe
eines Adaptationsalgorithmus auf der Grundlage eines gemessenen Referenz-
und Fehlersignals. Das adaptive Filter und der Algorithmus lassen sich fiir die
praktische Anwendung digital auf Signalprozessoren realisieren.

u(n) P(z) ﬂ:%—o—» e(n)
\ 4 Ys (n)
H,(z) S(z)
A A
z(n) > W (2) y(n)
4
Adaptations- |

7| algorithmus |

Abbildung 5.1: Blockschaltbild fiir die Herleitung der Algorithmen

Die Betrachtungen in diesem Kapitel setzen voraus, dass die Ubertragungs-
funktion S(z) des Sekundirpfads bekannt ist. Dariiber hinaus findet keine
akustische Riickkopplung vom Lautsprecher zum Referenzmikrofon statt, so
dass F(z) = 0 gilt. Den weiteren Betrachtungen liegt das Blockschaltbild in
Abbildung 5.1 zu Grunde. Im néchsten Kapitel wird fiir S(z) ebenfalls zeit-
variantes Verhalten zugelassen. Die Annahme F'(z) = 0 bleibt dagegen, wie
bereits erwiahnt, in dieser Arbeit aufrecht erhalten.

80
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Die Adaptation der Filterkoeffizienten kann im Zeitbereich oder mit einer
blockweisen Datenverarbeitung im Frequenzbereich erfolgen. Die Adaptation
im Frequenzbereich erfordert, dass sich die Ubertragungseigenschaften des zu
adaptierenden Systems wihrend der Aufnahme eines Datenblocks nicht ver-
andern. Diese Voraussetzung erscheint fiir einen Abgasschalldampfer auch fiir
kurze Blockldngen nicht immer sichergestellt, so dass im Folgenden Verfahren
préaferiert werden, die im Zeitbereich arbeiten.

Setzt sich das Storsignal nur aus schmalbandigen Komponenten zusam-
men, konnen fiir jede dieser Frequenzanteile auch separate adaptive Filter mit
verkiirzter Filterlinge verwendet werden [KM96, KGMO07, XMKI07]. Da im
Weiteren sowohl breit- als auch schmalbandiger Lérm zu dampfen ist, kom-
men diese Schmalband-ANC-Systeme nicht zum Einsatz.

5.1 Konvergenz und Tracking

Unter stationédren Bedingungen veréndert sich die optimale Losung beziiglich
der Filterkoeffizienten nicht und der Adaptationsalgorithmus hat die Aufga-
be, das Minimum iterativ zu finden. In nicht-stationdrer Umgebung ist die
optimale Losung dagegen zeitvariant.! Der Algorithmus hat demnach die Auf-
gabe, die Filterkoeffizienten entsprechend der optimalen Losung nachzufiihren.
Dieser Vorgang wird als Tracking bezeichnet.

Obwohl zwischen dem Konvergenz- und Tracking-Verhalten eine Bezie-
hung besteht, kennzeichnen beide zwei vollig unterschiedliche Eigenschaften
eines adaptiven Verfahrens. Algorithmen mit gutem Konvergenzverhalten wei-
sen trotzdem h&ufig ebenfalls gute Tracking-Eigenschaften auf, wobei die Um-
kehrung ebenfalls zutreffen kann. Obwohl in der Literatur haufig das Kon-
vergenzverhalten bei adaptiven ANC-Systemen im Mittelpunkt steht, kommt
dem Tracking-Verhalten dort eigentlich die grolere Bedeutung zu [LP99].

Die Algorithmen lassen sich beziiglich des Tracking-Verhaltens sowohl theo-
retisch [HSZ197, YS01] als auch auf der Grundlage von Simulationen untersu-
chen [Bron93]. Die simulationstechnische Untersuchung kann zum einen durch
Vorgabe einer abrupten Anderung der zu adaptierenden Parameter erfolgen,
wiahrend die Reaktion des adaptiven Filters, beispielsweise in Form des Feh-
lerverlaufs oder der Parameterabweichung, als Qualitédtskriterium ausgewertet
wird. Zum anderen bieten sich auch stochastische Modelle zur Simulation von
zeitvariantem Systemverhalten an. Bei diesen Modellen gehen die Parameter
des zu erzeugenden zeitvarianten Systems aus einer Tiefpassfilterung von un-
abhéingigen GAUSS-Prozessen hervor. Die Wahl der Grenzfrequenzen bestimmt
das Maf} des nicht-stationéren Systemverhaltens, welches mit steigender Grenz-
frequenz zunimmt [Bron93].

I Nicht-stationdre Bedingungen liegen vor, wenn das Ubertragungsverhalten eines Sys-
tems zeitvariant ist, wobei die beteiligten Signale stationdre oder nicht-stationire Eigen-
schaften aufweisen kénnen [HSZ197, YS01, Hayk02].
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Eine einfache Form der Systembeschreibung erhélt man, wenn fiir die Tief-
passfilter jeweils die gleichen Ubertragungsfunktionen gew#hlt werden und alle
Rauschprozesse die gleiche Varianz aufweisen. Fiir diesen Fall ergeben sich die
Parameter des zeitvarianten Systems zu

w(n) :Zbirw(n—i)+2akw(n—k). (5.1)

Die Grofle 7, (n) beschreibt einen vektoriellen GAUSS-Prozess, dessen Dimen-
sion mit der Anzahl der Systemparameter iibereinstimmt. Durch die Wahl
von b; = 6(i) und ar = ad(k — 1) erhélt man einen Tiefpass erster Ordnung
und die dazugehorigen Ausgangssignale beziehungsweise die Parameter des
zeitvarianten Systems entsprechen einem vektoriellen GAUSS-MARKOV-Prozess
erster Ordnung der Form [Bron93, Hayk02]

w(n+1) =aw(n) + ry(n). (5.2)

In dieser Arbeit kommt bei den simulationstechnischen Untersuchungen
nicht das MARKOV-Modell (5.2) zum Einsatz, sondern das Tracking-Verhalten
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Abbildung 5.2: Normierte Amplitudengénge des Primérpfads in einem Rohrensystem
in Abhéingigkeit von a) der Gastemperatur 99 und b) der Stromungs-
geschwindigkeit Vp des Mediums
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wird im Kontext eines mathematischen Modells untersucht, das den Bezug zu
einem aktiven Abgasschallddampfer herstellt. Die Vorgabe der Temperatur und
der Stromungsgeschwindigkeit des Abgases erfolgt dementsprechend, so dass
die Strecken zeitvariantes Ubertragungsverhalten zeigen. Fiir den Primérpfad
des aktiven Schalldampfers ist das exemplarisch in Abbildung 5.2 verdeut-
licht. Wahrend unterschiedliche Gastemperaturen zu einer Verschiebung der
Resonanzen fiihren, fallen mit einer zuséitzlichen Dampfung der Resonanzen
die Auswirkungen einer veradnderlichen Stromungsgeschwindigkeit des Gases
dagegen geringer aus. Die Filterkoeffizienten sind mit dem Ziel einer hohen
Schallddmpfung, die mafigeblich vom Tracking-Verhalten beeinflusst wird, zu
adaptieren.

5.2 Transversale Filterstruktur

Am héufigsten findet die Transversalfilterstruktur bei adaptiven Filtern Ver-
wendung. Bei einem FIR-Filter® ergibt sich mit dem Eingangssignalvektor

z(n) = [z(n) z(n—1) ... z(n—L+1)]" (5.3)
und dem Parametervektor
w(n) = [wo(n) wi(n) ... wL_l(n)]T (5.4)
sowie der Impulsantwort w(n) des adaptiven Filters das Ausgangssignal zu
L—1
y(n) = w(n) xx(n) = Z wi(n)x(n —i) = w" (n)x(n). (5.5)
i=0
Die folgenden Betrachtungen setzen reellwertige Signale und Filterkoeffi-
zienten voraus. Aufgabe des Algorithmus ist es, die Filterkoeffizienten w(n)
adaptiv so zu bestimmen, dass ein aus dem Fehler

e(n) =d(n) + s(n) * ['JJT(n)w(n)} (5.6)

gebildetes Fehlermafl minimiert wird. Bei s(n) handelt es sich um die Impuls-
antwort des Sekundérpfads S(z), wihrend sich das Eingangssignal mit der
Impulsantwort hy(n) des Referenzsensors zu

x(n) = hy(n) * u(n) (5.7)
ergibt. Den weiteren theoretischen Betrachtungen liegt zur formalen Verein-
fachung die Annahme h;(n) = 6(n) bezichungsweise z(n) = u(n) zu Grunde,
wahrend in der Simulation des aktiven Abgasschallddmpfers die Ubertragungs-
funktion H,(z) durch einen Bandpass modelliert wird.?

2 Finite-Impulse- Response-Filter

SMit einem adiquaten Referenzsensor erscheint die Niherung x(n) = kyu(n) erlaubt.
Der Proportionalitatsfaktor k, 1dsst sich bei einer praktischen Implementierung durch eine
Skalierung von entsprechenden Signalen im ANC-System beriicksichtigen oder dieser wird
direkt durch den Koeffizientenvektor w(n) adaptiert.
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5.3 Rekursive Filterstruktur

Das Ausgangssignal einer rekursiven Filterstruktur ergibt sich mit den Filter-
koeffizienten

a(n) = [a1(n) az(n) ... ax(n)]", (5.8a)
b(n) = [bo(n) bi(n) ... br_1(n)]" (5.8b)

sowie (n) aus Gleichung (5.3) und dem Ausgangssignalvektor

y(n) =[y(n—1) y(n—2) ... yln—-K)" (5.9)

zZu

h
L
x

y(n) =Y bi(n)a(n —i)+ ) ar(n)y(n — k) (5.10)

=b'(n)z(n) + a"(n)y(n).

Besitzt das rekursive Filter eine unendlich lange Impulsantwort, spricht
man von einem IIR-Filter*. Nicht jedes rekursive Filter muss zwangsliufig eine
unendlich lange Impulsantwort aufweisen. Um die Stabilitat des Filters sicher-
zustellen, miissen die Nullstellen des Nennerpolynoms 2% [1 — 3% a5 (n)z "]
im Einheitskreis liegen.

Obwohl rekursive Filterstrukturen bei der Implementierung haufig eine ge-
ringere Filterordnung als Transversalfilter erfordern und der rekursive Anteil
auch zur Dampfung von akustischen Riickkopplungen eingesetzt werden kann,
kommen rekursive Filterstrukturen in der adaptiven Signalverarbeitung selte-
ner zum Einsatz. Griinde dafiir sind:

e Stabilitdt ist wihrend des Adaptationsprozesses sicherzustellen,
e Fehlerfunktion enthdlt gewdhnlich lokale Minima,

o unter Umstinden hoherer Implementierungsaufwand und Komplexitdt.

Zur Koeflizientenbestimmung eines adaptiven rekursiven Filters bietet sich
im einfachsten Fall das Verfahren von FEINTUCH an [Fein76]. Obwohl das Ver-
fahren im Mittelpunkt zahlreicher Diskussionen stand [JL77, WM77, CS97]
und auf eine Stabilitdtskontrolle verzichtet, hat sich der Algorithmus trotz-
dem im praktischen Einsatz bewé&hrt, da dieser dazu tendiert, die Polstellen
vom Einheitskreis in Richtung des Koordinatenursprungs zu adaptieren.

Soll die Stabilitdt jedoch explizit wihrend des Adaptationsprozesses si-
chergestellt werden, bietet sich beispielsweise eine Implementierung des rekur-
siven Filters als Lattice-Ladder-Struktur nach GRAY und MARKEL an [GM73,

4Infinite-Impulse- Response-Filter
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GMT75, Rega94, Laro99]. Auf der Grundlage dieser Struktur wurden Algorith-
men mit einem reduzierten Implementierungsaufwand beziehungsweise einer
reduzierten Komplexitét vorgestellt [REFM91, NA98, L.SQX03]. Zusétzlich emp-
fehlen sich ebenfalls Ansétze, die auf dem Konzept der Hyperstabilitéit basieren
und deren Urspriinge der Theorie zur Regelung von nichtlinearen zeitvarianten
Systemen entstammen [LTJ80, Rega94, Hians01]. Die folgenden Betrachtungen
werden sich auf transversale Filterstrukturen beschrianken.

5.4 Gradientenverfahren

Das Gradientenverfahren, das auch als Verfahren des steilsten Abstiegs be-
zeichnet wird, ist ein hdufig angewendeter Algorithmus zur rekursiven Pa-
rameterschitzung. Dieser sucht die von der Fehlerfunktion

§(n) = £{e*(n)} (5.11)

gebildete Fehlerfliche der Dimension L + 1 auf ihr Minimum ab, wobei der
Erwartungswertoperator durch £{-} kennzeichnet ist. Haufig wird £{(n) auch
als Kostenfunktion bezeichnet, die es zu minimieren gilt. In jedem Zeitschritt
erfolgt nach der Rekursionsvorschrift

W(n+1) = w(n) — gvg(n) (5.12)

mit der Schrittweite © > 0 die Bestimmung eines neuen Koeffizientenvektors.
Zur Berechnung von V¢(n) ist nach Gleichung (5.6) die Impulsantwort s(n)
des Sekundérpfads erforderlich, so dass diese vorab (offline) oder wé#hrend
des Adaptationsprozesses (online) zu schétzen ist. Die Approximation dieser
Impulsantwort sei im Weiteren durch §(n) gekennzeichnet. Verwendet man in
Gleichung (5.6) die Ndherung s(n) ~ §(n), lasst sich mit

R ~ ~ - (5.13)
=[z(n) Z(n—-1) ... Z(n— L+ 1)]

der Gradient zu
Vé(n) =2&E{&(n)e(n)} (5.14)

angeben.

Wird der mittlere quadratische Fehler zur Gradientenbestimmung heran-
gezogen, spricht man vom MSE-Algorithmus®. Fiir ergodische Signale kann der
Erwartungswert auch durch eine zeitliche Mittelung der entsprechenden Grofle

5Mean-Square-Error-Algorithmus
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abgeschitzt werden [PP02]. Wird dagegen der Erwartungswert direkt durch
den Momentanwert dargestellt, fithrt das schliefflich mit

w(n+1) =wn) — px(n)e(n) (5.15)

auf den FxLMS-Algorithmus®. Die Bezeichnung ist durch die Tatsache begriin-
det, dass zur Gradientenbestimmung unter anderem eine Filterung der Ein-
gangsgrofe z(n) mit der Ubertragungsfunktion des Sekundirpfads durchge-
fiihrt werden muss und dass dieser auf dem von WIDROW und HOFF vorge-
stellten klassischen LMS-Algorithmus’ basiert [WH60].

Der klassische LMS-Algorithmus setzt §(n) = 6(n) und damit £(n) = z(n)
voraus. Da das statistische Fehlermafl in Form des Erwartungswerts durch den
Momentanwert abgeschétzt worden ist, konvergiert das LMS-Verfahren nur im
stochastischen Sinn. Die auf diese Weise ermittelten Filterkoeffizienten stim-
men nur im Scharmittelwert mit der optimalen Lésung des WIENER-Filters
iiberein. Fiir ergodische Prozesse werden fiir kleine Schrittweiten nach hinrei-
chend langer Mittelungsdauer die optimalen Parameter approximiert [Bron93|.

5.4.1 Schrittweite

Die Schrittweite hat einen entscheidenden Einfluss auf die Konvergenz. Ist u zu
klein gew&hlt, ergibt sich eine langsame Konvergenz, wihrend ein zu grofles
instabiles Verhalten zur Folge haben kann. Die Eigenwertspreizung der Auto-
korrelationsmatrix von Z(n) diktiert bei den LMS-basierten Algorithmen eine
obere Grenze fiir die Schrittweite u. Damit weisen diese Verfahren eine signal-
abhangige Konvergenz auf, die sich vor allem bei schmalbandigen Signalen
mit groflen Unterschieden in der spektralen Zusammensetzung auswirkt. Bei
stationdren Signalen sind die Auswirkungen weniger gravierend als bei nicht-
stationdren [Bron93, KM96, Hayk02].

Zur Erhohung der Konvergenzgeschwindigkeit bietet es sich an, die Schritt-
weite an das Signal &(n) = §(n) * x(n) zu koppeln. Eine Normalisierung l&sst
sich mit 0 < a < 2 zu

~ B+ 2 (n)a(n)

p(n) (5.16)

angeben.® Die Wahl von 0 < 8 < 1 verhindert, dass der Algorithmus fiir
kleine Signalvarianzen divergiert. Die Verwendung von 8 = 0 fiihrt schliellich

auf den NLMS-Algorithmus”. Die Rekursionsgleichungen eines normalisierten
LMS-Verfahrens sind im Anhang C zusammengefasst.

S Filtered-x-Least-Mean-Square-Algorithmus

" Least-Mean-Square-Algorithmus

8Die obere Grenze von « ist als oberer Richtwert zu interpretieren, die in Abh#ngigkeit
von den Eigenschaften des Sekundirpfads nach unten zu korrigieren ist.

9 Normalized-Least-Mean-Square- Algorithmus



5.4 Gradientenverfahren 87

5.4.2 FxLMS-Algorithmus

Der FxLMS-Algorithmus, dessen Einbettung in ein ANC-System der Abbil-
dung 5.3 zu entnehmen ist, stand im Mittelpunkt zahlreicher Untersuchungen.
Es lésst sich resiimieren, dass sich mit einem Sekundérpfad, fiir den s(n) # 6(n)
gilt, das Konvergenz- und Tracking-Verhalten in nicht-stationdrer Umgebung
verschlechtert. Es sind kleine Schrittweite vorzugeben, um bei Abweichungen
zwischen $(n) und s(n), welche durch Zeitvarianzen oder Ungenauigkeiten bei
der vorab durchgefiihrten Modellierung des Sekundéarpfads begriindet sein kon-
nen, die Stabilitdt des Algorithmus zu gewéhrleisten [LP04, SGK05, KS05a].
Zusétzlich kann die Faltung von z(n) mit §(n) die statistischen Eigenschaf-
ten des zur Koeffizientenbestimmung verwendeten Signals Z(n) beeinflussen
und sich damit negativ auf das Konvergenz- und Tracking-Verhalten auswir-

ken [Schi95].

d(n)

u(n) P(z) > —>c(n)
\ 4 Ys (n)
H,(2) S(z)
ol A
z(n) > W(2) y(n)
z(n) [ Lws:

"1 Algorithmus

Abbildung 5.3: Blockschaltbild zum FxLMS-Algorithmus [KM96]

Ausgehend von Abbildung 5.3 wird das Referenzsignal z(n) zur Erzeu-
gung des Gegenschallsignals ys(n) zundchst mit @w(n) und dann mit s(n) ge-
faltet. Beim FxLMS-Algorithmus erfolgt zur Koeffizientenbestimmung die Fal-
tung jedoch zuerst mit §(n) und dann mit w(n). Unter stationdren Bedin-
gungen durchaus legitim, ist die Vertauschung der Faltungsoperationen unter
nicht-stationidren Bedingungen unzuléssig [TSO06]. Um den dadurch beding-
ten Fehler zu kompensieren und somit die Wahl von gréfleren Schrittweiten
zu ermoglichen, stellten BRONZEL und FLOCKTON unabhéngig voneinander
die MFx-Struktur'® vor [Bron93, Floc93, LP04]. Die MFx-Struktur ist im An-
hang C dargestellt. In diese lassen sich ebenfalls die im Folgenden vorzustel-
lenden Algorithmen einbetten.

OModified-Filtered-x-Struktur
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Der Einfluss eines vorab ungenau geschitzten Ubertragungsverhaltens des
Sekundéarpfads kann mit einem entsprechend entworfenen Filter, das in einer
zusétzlichen Riickkopplungsschleife eingebettet ist, reduziert werden [KSO05b,
SXCO07]. In dieser Arbeit soll die Schitzung des zeitvarianten Sekundérpfads in
Form der Impulsantwort §(n) jedoch adaptiv erfolgen. Verfahren zur Online-
Modellierung werden dazu im néchsten Kapitel thematisiert.

5.5 LS-Algorithmus

Der LS-Algorithmus®® und seine rekursiven Varianten basieren auf dem Anfang
des Neunzehnten Jahrhunderts von (GAUSS vorgestellten Verfahren der kleins-
ten Fehlerquadrate [Bron93]. Die Herleitung des LS-Algorithmus erfolgt im
Weiteren auf der Grundlage des Blockschaltbilds in Abbildung 5.1 zunéchst
losgelost vom Kontext eines ANC-Systems im Rahmen einer Systemerken-
nung. Die Gréflen d(n) und z(n) seien dazu als bekannt vorausgesetzt und der
Sekundérpfad soll durch den Schétzwert §(n) beschrieben werden. Damit 14sst
sich der Fehler mit £(n) = §(n) x (n) und einer Vertauschung der Faltungs-
operationen zu

T(n)&(n) (5.17)

formulieren.*?
Wertet man die obige Fehlergleichung fiir K > L Abtastwerte im Inter-

vall n — K +1 < k < n aus, konnen die K Gleichungen mit

e(n)=le(n—K+1) en—K+2) ... en)]", (5.18a)
din)=[din—K+1) dn—K+2) ... dn)]", (5.18b)
An)=[2(n—K+1) &(n— K +2) &(n)]" (5.18¢)

auch in der Notation
e(n) =d(n) + A(n)w(n) (5.19)

angegeben werden, wobei der Koeffizientenvektor w(n) im betrachteten In-
tervall als konstant vorausgesetzt wird. Mit den als bekannt anzusehenden
Wertepaaren (d(n),Z(n)) ist der Koeffizientenvektor w(n) so zu bestimmen,
dass der Fehler

n

En) = emen) == > (k) (5.20)

k=n—K+1

| east-Squares- Algorithmus
12Mit der MFx-Struktur im Anhang C kann der Fehler, der bei einer Vertauschung der
Faltungsoperationen entsteht, kompensiert werden.
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minimal wird. Fiir die Minimierung lésst sich der Gradient beziiglich w(n) mit
den Groéflen

n

o(n) = %AT(n)d(n) . % S dk)ak), (5.21a)
k=n—K+1

B(n) = %AT(n)A(n) _ % IOERG (5.21b)
k=n—K+1

Vé(n) =2¢(n) + 2@ (n)w(n) (5.22)

angeben.'® Die Auswertung von V&(n) = 0 fithrt schlieBlich auf
p(n) =—®(n)w(n). (5.23)

Wihrend die Matrix A(n) nur fir K = L quadratisch ist, handelt es sich
bei #(n) = #T(n) immer um eine quadratische Matrix der Dimension L x L.
Geht man davon aus, dass @(n) nicht singulér ist, existiert die Inverse und der
optimale Koeffizientenvektor kann zu

b (n) = —& " (n)p(n) (5.24)

bestimmt werden. Fiir K > L existieren mehr Gleichungen als Unbekannte.
Die Losung nach dem Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate fiihrt fiir diesen
Fall auf den Koeffizientenvektor w(n), der die Summe des Fehlerquadrats iiber
das gleitende Fenster der Lange K minimiert.

Da die Wertepaare innerhalb des Rechteckfensters der Linge K ausgewer-
tet werden, héngt w(n) auch nur von diesen K Werten ab. Aktuelle Signal-
werte haben fiir grofle Fensterldngen aufgrund der zeitlichen Mittelung einen
immer geringeren Einfluss auf die Bestimmung von w(n). Zusétzlich ist fiir
jedes Berechnungsintervall die Inverse @ '(n) zu bestimmen. Das kann mit
einem sehr hohen Berechnungsaufwand verbunden sein. Daher empfehlen sich
rekursive Verfahren, bei denen die neuen Koeffizienten nicht auf der Basis
von Gleichung (5.24) fiir jedes Intervall neu ermittelt werden, sondern durch
eine Korrektur der Koeffizienten aus dem vorherigen Zeitschritt hervorgehen.
Dieser Ansatz fithrt auf den RLS-Algorithmus®®.

3 Die Grofen ¢(n) und #(n) sind als Summen iiber determinierte Signale definiert.
Da keine statistischen Kenngroéfien benodtigt werden, handelt es sich beim LS-Algorithmus
um ein deterministisches Verfahren. Liegt eine statistische Betrachtung zu Grunde, stel-
len die Gréflen d(n) und &(n) Musterfunktionen von ergodischen Zufallsprozessen dar.
Schétzwerte fiir den Kreuzkorrelationsvektor p(n) = £{d(n)&(n)} und die Autokorrelati-
onsmatrix R(n) = E{&(n)ZT(n)} sind durch die Gréfien ¢(n) und $(n) gegeben [Hins01].

M Recursive-Least-Squares-Algorithmus
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5.6 RLS-Algorithmus

Neben einem gleitenden Rechteckfenster gem#fl der Fehlerdefinition (5.20)
kann auch ein exponentiell gewichtetes Fenster der Form

E(n) =) A"l (k) (5.25)

mit 0 < A < 1 Verwendung finden. Fiir A # 1 bekommen aktuellere Werte ein
grofleres Gewicht zugemessen als langer zuriickliegende. Mit fortschreitender
Zeit werden &ltere Werte quasi vergessen und man bezeichnet A daher auch

als Forgetting-Faktor. Fiir den exponentiell gewichteten LS-Algorithmus lassen
sich die Ausdriicke

n mn

@(n) =Y N'"Fd(k)@&(k) und B(n)=> X""E(k)E"(k) (5.26)

k=1 k=1
angeben.'® Man sieht, dass eine rekursive Berechnung dieser Gréfien durch

®(n) = \b(n — 1) + &(n)&"(n), (5.27a)
w(n) = Ap(n — 1) +d(n)&(n) (5.27D)

gegeben ist [Bron93, Hayk02]. Zur Reduzierung der Komplexitit von O{L*}
auf O{L?} bietet sich die Vermeidung einer direkten Invertierung von &(n)
an. Mit dem als SHERMAN-MORRISON-Identitéit bezeichneten Lemma l&sst sich
eine rekursive Berechnung der inversen Matrix durchfiihren, die sich zu

& (n— 1)§z(n)§3T(n)€l5_1~(n —1)

S 'n)=X1""|d " (n-1)— N E B T (n 13 () (5.28)
ergibt [Bron93|. Die Definition
& '(n) = P(n) (5.29)
erlaubt mit der KALMAN-Verstirkung
k(n) = 37 5:1;((2);(17?—(?)5:(71) (5.30)
schliellich die Herleitung der kompakteren Darstellung
P(n)=\" [P(n—1)— k(n)z " (n)P(n — 1)]. (5.31)

SInterpretiert man d(n) und @(n) wieder als Musterfunktionen von ergodischen Zu-
fallsprozessen, kénnen ¢(n) und P(n) als entsprechend normierte Schitzwerte fiir die
Kreuzkorrelation von d(n) und &(n) sowie die Autokorrelation von &(n) angesehen werden.
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Aus der Umformung von Gleichung (5.30) geméf
k(n) =" [P(n—1) - k(n)& " (n)P(n — 1)]&(n) (5.32)
geht nach einem Vergleich mit Gleichung (5.31) die Beziehung
Kk(n) = P(n)&(n) (5.33)

hervor [KM96, Hayk02]. Im statistischen Kontext kann P (n) auch als skalierte
Kovarianzmatrix des geschitzten Koeffizientenvektors w(n) gemaf

P(n) = ég {[@(n) — Wopt(n)] [W(n) — Wopt(n)] "} (5.34)

interpretiert werden, wobei der Skalierungsfaktor ¢ nicht niher spezifiziert
sei [Bron93, Hayk02].

5.6.1 Rekursionsgleichung fiir den Koeffizientenvektor

Ausgangspunkt zur Herleitung der Rekursionsgleichung ist die Gleichung
w(n) =—P(n)e(n). (5.35)

Ziel ist es, den Koeffizientenvektor w(n) mit Hilfe von Gréflen aus dem letzten
Zeitschritt n — 1 zu bestimmen. Das Einsetzen von Gleichung (5.27b) fiihrt
zunéchst auf

w(n) = —-AP(n)p(n —1) — P(n)x(n)d(n). (5.36)

Wird der erste Ausdruck fiir P(n) durch den aus Gleichung (5.31) ersetzt, ldsst
sich mit w(n —1) = —P(n — 1) (n — 1) und der KALMAN-Verstirkung (5.33)
die Rekursionsgleichung

w(n) =w(n —1) — k(n)[dn) + o (n - 1)@&(n)] (5.37)
formulieren. Der a priori Fehler
e(njn —1) = d(n) + @ (n — 1)&(n) (5.38)

erfasst die Abweichung, die vor einer Aktualisierung des Koeffizientenvektors
zwischen der Groe d(n) und dem aus w(n — 1) sowie (n) gebildeten Schétz-
wert zu beobachten ist. Da dieser auch die Information enthélt, die durch d(n)
und &(n) neu hinzu kommt, spricht man in diesem Zusammenhang auch von
der Innovation [Hans01l]. Der rekursive Algorithmus in Gleichung (5.37) ba-
siert auf dem a priori Fehler, wihrend dem eigentlichen LS-Algorithmus der
Fehler e(n) zu Grunde liegt.

Im Kontext eines ANC-Systems ist jedoch im Gegensatz zum Fehler e(n)
der a priori Fehler beziechungsweise das Signal d(n) messtechnisch nicht zu-
géanglich. Ersetzt man daher in der Rekursionsgleichung den a priori Fehler
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durch die gemessene Grofle e(n) und verschiebt fiir eine praktische Implemen-
tierung den Zé&hlindex beim Koeffizientenvektor um einen Zeitschritt, erhélt
man die Rekursionsgleichung [KM96]

w(n+ 1) = w(n) — k(n)[d(n) + szT(n)a?;(n)}

=w(n) — k(n)e(n). (5:39)

Eine vollstdndige Darstellung der zu implementierenden Rekursionsglei-
chungen kann dem Anhang C entnommen werden. Als Startwert fiir P(0)
bietet sich eine Diagonalmatrix der Gestalt

P0)=c I, (5.40)

an. Der Regularisierungsfaktor kann zu ¢ = o2 gewihlt werden, wobei o2 der
Varianz der Grofle Z(n) entspricht.

5.6.2 Eigenschaften des RLS-Algorithmus

Wird beim RLS-Algorithmus P(n) = pulr gewahlt, ergibt sich die KALMAN-
Verstarkung zu k(n) = p&(n) und man erhélt die Rekursionsgleichung (5.15)
des LMS-Algorithmus. Den LMS-basierten Verfahren unterliegt also die Annah-
me, dass es sich bei #(n) um weiBes Rauschen mit der Varianz o2 = p~ ! han-
delt [Hayk02]. Daher besitzt typischerweise der RLS-Algorithmus eine hohere
Konvergenzgeschwindigkeit als der LMS-Algorithmus und ist dariiber hinaus
gegeniiber groflen Eigenwertspreizungen beziiglich der Autokorrelationsmatrix
des Referenzsignals unempfindlich [Bron93, HSZ"97]. Zur Démpfung von Sig-
nalen, bei denen monofrequente Signalanteile dominieren, sind RLS-Verfahren
deshalb hiufig geeigneter [SAG93].

Der RLS-Algorithmus weist die Komplexitit O{L*} auf, die fiir einige Real-
zeitanwendungen zu hoch sein kann. Der Einsatz diesbeziiglich verbesserter
Varianten mit der Komplexitit O{L} [Alex86, Bron93, SG94, Saye03] ist fiir
diese Arbeit jedoch nicht erforderlich.

Wird die Varianz des Referenzsignals Z(n) zu klein, kann haufig ein Aufklin-
gen von P(n) beobachtet werden. Um den RLS-Algorithmus zu stabilisieren,
bietet sich beispielsweise das Hinzufiigen eines Rauschsignals zum Referenz-
signal Z(n) an. Eine weitere Moglichkeit besteht im Uberwachen von P(n). Ist
ein Aufklingen zu beobachten, wird P(n) durch eine entsprechend gewéhlte
positiv-definite Matrix ersetzt [Mosc95]

In der Literatur wird h#ufig die Ansicht vertreten [Bron93, KM96], dass
lediglich durch Einfithrung des Wichtungsfaktors A der RLS-Algorithmus in
die Lage versetzt wird, sich an nicht-stationdre Bedingungen anzupassen. Das
ist jedoch nur bedingt der Fall. Es iiberrascht daher nicht, dass der LMS-
Algorithmus hiufig bessere Tracking-Eigenschaften aufweist [HSZT97]. Die
Einfiihrung des exponentiellen Wichtungsfaktors lasst sich vielmehr durch die
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Tatsache rechtfertigen, dass wihrend der Adaptation eine moglicherweise ge-
gen null strebende KALMAN-Verstiarkung verhindert wird [JC92] und damit
die Tracking-FEigenschaften moderat verbessert werden.

5.7 ERLS-Algorithmus

Mit einer Formulierung im Zustandsraum gelang es KALMAN, ein Filterverfah-
ren fiir zeitdiskrete Signale anzugeben, das im Gegensatz zum WIENER-Filter
auch fiir nicht-stationére Signale sowie einen endlichen Beobachtungszeitraum
geeignet ist [Kalm60]. Das Filter setzt ein Zustandsraummodell voraus, des-
sen Zustandsvektor mit Hilfe der beobachteten Eingangs- und Ausgangsgrofien
geschitzt wird. Der Zustandsvektor kann auch als Koeffizientenvektor w(n) in-
terpretiert werden, den es optimal zu schéitzen gilt. Der Schitzwert ist bei mini-
maler Varianz des Schitzfehlers erwartungstreu. Die Bestimmung des Schétz-
werts erfolgt im Gegensatz zum WIENER-Filter rekursiv [Hans01].

Der RLS-Algorithmus stellt eine spezielle Form des KALMAN-Filters dar.
Bei entsprechender Skalierung der Groflen des RLS-Algorithmus korrespon-
dieren diese mit denen des KALMAN-Filters. Diese formale Analogie erlaubt
es, Losungsansitze aus einem Bereich auf den anderen Bereich zu iibertra-
gen [Hayk02, Saye03, SK94]. Der ERLS-Algorithmus'® basiert ebenfalls auf
einer solchen Analogie zum KALMAN-Filter [HSZ97].

Fiir die weiteren Betrachtungen wird davon ausgegangen, dass sich das
lineare zeitvariante System, dessen Parameter zu schéitzen sind, durch ein li-
neares Regressionsmodell mit dem Koeffizientenvektor

w(n) = [wo(n) wi(n) ... we_1(n)]" (5.41)
modellieren lidsst, dem das Zustandsmodell

wn+1)=Fy,(n+ 1,n)wn) + rv(n), (5.42a)
d(n) = u (n)w(n) 4+ ve(n) (5.42Db)

zu Grunde liegt.'” Die Ubergangsmatrix wird durch F,,(n+1,n) und das Sys-
temrauschen durch 7, (n) reprasentiert, wihrend der Grofle d(n) das Mess-
rauschen v,,(n) tiberlagert ist. Die Schiatzwerte dieser Systemgrofien seien im
Weiteren durch Fy(n+ 1,n) und 74 (n) sowie vy (n) symbolisiert.'® Bei 74 (n)

16 Extended-Recursive-Least-Squares-Algorithmus

1"Bine Spezifizierung der in Gleichung (5.42) enthaltenen GroBSen in Zufallsprozesse oder
determinierte Groflen erscheint an dieser Stelle nicht notwendig, da zwischen beiden For-
mulierungen eine strukturelle Analogie besteht [Saye03].

¥ Die Schitzwerte Fy (n+1,n) und r4(n) sowie vy (n) wurden zur Abgrenzung zwischen
den Groflen zur Beschreibung des physikalischen Systems und den Groéflen zur Koeffizien-
tenschiitzung eingefiihrt. Die Linge L des zu schiitzenden Koeffizientenvektors w(n) wird
h&ufig gegeniiber der Parameteranzahl £ des physikalischen Systems kiirzer gewahlt. Zu-
sétzlich erfolgt oft die Approximation von F,,(n + 1, n) durch eine Konstante.
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und vy (n) handelt es sich um zwei unkorrelierte mittelwertfreie weifle Rausch-
prozesse, fiir die

lratrim} = Qo) wd E{wd(m)} =od(n)  (5.43)
E{re(n)va(n)} = 0L (5.44)

gelten soll [SK95]. Das Zustandsmodell (5.42) stellt ein MARKOV-Modell erster
Ordnung dar [Bron93, HSZ"97]. Das Ziel ist es nun, mit Hilfe der messtech-
nisch zuginglichen Gréfien &(n) und e(n) = d(n) 4w (n)&(n) unter Vorgabe
des Startvektors w(0) den Koeffizientenvektor w(n) so zu schitzen, dass der
Fehler

(5.45)

minimal wird, wobei 0% (n) sowie die positiv-definiten Matrizen Q4 (n) und Iy
als bekannt vorauszusetzen sind. Durch die Vorgabe von Il; und w lassen
sich a priori Information zur Minimierung des Fehlers &(n) einbetten.'® Eine
Minimierung mit Hilfe der Theorie zum klassischen KALMAN-Filter, die et-

wa [SK95] entnommen werden kann, fithrt mit den Startwerten w(0) = w
und P(0) = II; zunichst auf die Rekursionsgleichungen

re(n) = o5 (n) + & (n)P(n)&(n), (5.46a)
e(n) = d(n) +w" (n)&(n), (5.46b)
k(n) = Fy(n+1,0)Pn)&(n)r; ' (n), (5.46¢)
N(n) = P(n) — P(n)&(n)z " (n)P(n)r. ' (n), (5.46d)
P(n+1)=Fy(n+1,n)N(n)Fi(n+1,n) + Qu(n), (5.46¢)
w(n+1)=Fy(n+ 1,n)w(n) — k(n)e(n). (5.46f)

Fiir das weitere Vorgehen sollen die Vereinfachungen

Fiy(n+1,n) =aply und Qu(n) = g5(n) (5.47)

9Mit H;Ul = cI;, kann direkt Einfluss auf die Optimierung genommen werden. Vermu-
tet man vorab, dass w dem tatsidchlichen w(n) sehr nahe kommen wird, ist ¢ entsprechend
grof} zu wihlen. Sind dagegen keine verlésslichen a priori Information vorhanden, sollte ¢
klein oder zu ¢ = 0 gewihlt werden. Dieser Sachverhalt ldsst sich unter statistischen Ge-
sichtspunkten zu

I, = £{[@(0) — w] [@(0) — w]"}

formulieren. Fiir r4(n) = 0 fiithrt die Gleichung (5.45) zu den so genannten regularisierten
LS-Verfahren [Saye03].
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gelten, so dass sich mit

M (n) = ! P(n) und r(n)= re(n) sowie gz (n) = ) (5.48)

o2 (n) o2 (n)

die Rekursionsgleichungen des ERLS-Algorithmus zu

r(n) =1+ & (n)M(n)&(n), (5.49a)

e(n) = d(n) +w* (n)&(n), (5.49b)

k(n) = apM(n)&(n)r '(n), (5.49¢)
Qu(n) = qi(n)lz, (5.49d)
M(n+1) = a5 [M (n) — M(n):fc(n):f:T(n)M(n)r_l(n)} +Quw(n), (5.49)
w(n—+1) =apw(n) — k(n)e(n) (5.49f)

formulieren lassen [Saab95, SK95]. Als Startwerte bieten sich w(0) = O
und M (0) = c;'I; an. Eine Darstellung der zu implementierenden Rekur-
sionsgleichungen kann dem Anhang C zusammenfassend entnommen werden.

Der Adaptationsparameter ¢2(n) ist in Abhingigkeit von den am Fehler-
mikrofon strémungsinduzierten Schallanteilen und den zu erwartenden Ande-
rungen der Systemparameter vorzugeben. Die Abstimmung der Adaptations-
parameter wird auch als Tuning beziehungsweise Fine-Tuning bezeichnet und
im Rahmen eines Kovarianzmanagements im néchsten Kapitel beziiglich einer
gleichzeitigen Online-Modellierung des Sekundérpfads thematisiert.

Der ERLS-Algorithmus weist ebenfalls wie der RLS-Algorithmus die Kom-
plexitit O{L?} auf. In [Bron93] wurde eine schnelle Variante mit O{L} vor-
gestellt. Diese ist jedoch aufgrund der fehlenden rekursiven Schétzung der Ko-
varianzmatrix nicht dem vollstindigen ERLS-Algorithmus dquivalent, so dass
nur suboptimales Verhalten vorliegt. Daher beschranken sich die folgenden Be-
trachtungen auf den vollstdndigen ERLS-Algorithmus in Form der Rekursions-
gleichungen (5.49). Die Reduzierung seiner Komplexitit unter Beibehaltung
der guten Tracking-Eigenschaften bleibt weiteren Arbeiten vorbehalten.

Ein Vergleich der Rekursionsgleichungen (5.49) mit den Gleichungen des
RLS-Algorithmus aus Abschnitt 5.6 zeigt, dass dort zum einen mit g3 (n) = 0
kein Systemrauschen in den Rekursionsgleichungen beriicksichtigt wird und
zum anderen das Messrauschen zu o (n) = 1 angesetzt worden ist. Liegt
dem zeitvarianten physikalischen System jedoch das Zustandsmodell (5.42)
zu Grunde, wird direkt ersichtlich, dass der RLS-Algorithmus mit A = 1 von
einem Zustandsiibergang der Form w(n 4+ 1) = w(n) ausgeht. Dieser wird
zeitvariantem Verhalten nicht gerecht und begriindet damit im Vergleich zum
ERLS-Algorithmus die méfligen Tracking-Eigenschaften.

Zum Einsatz des ERLS-Algorithmus in einem adaptiven ANC-System ist
obgleich seiner guten Tracking-Eigenschaften bisher wenig publiziert worden.
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Diesbeziiglich sind speziell die Arbeiten von BRONZEL und LOPES ET AL. zu
erwihnen, die beide zusétzlich die im Anhang C dargestellte MFx-Struktur ver-
wendeten [Bron93, LP00]. Wiahrend BRONZEL bei seinen Untersuchungen einen
zeitinvarianten Sekundéarpfad voraussetzte, wurde dagegen von LOPES ET AL.
ein ERLS-basiertes Verfahren vorgestellt, welches eine Online-Modellierung des
Sekundérpfads ermoglicht.

Fiir diese Arbeit sind ebenfalls ANC-Systeme relevant, die eine Online-
Modellierung des Sekundéarpfads erlauben. Dazu ist zum einen das Verbesse-
rungspotenzial bei dem Konzept von LOPES ET AL. mit Hilfe eines Kovari-
anzmanagements auszuschopfen. Zum anderen bietet sich die Einbettung des
ERLS-Algorithmus in ein verbessertes Verfahren zur Online-Modellierung an,
das sich ebenfalls auf ein Kovarianzmanagement stiitzt. Die neuen Ansétze sind
schlief8lich beziiglich ihrer Leistungsfahigkeit zu untersuchen und zu bewerten.



KAPITEL 6

Online-Modellierung des Sekundarpfads

Die im vorherigen Kapitel vorgestellten adaptiven Konzepte erlauben in einem
ANC-System die Beriicksichtigung eines zeitvarianten Primérpfads und set-
zen zusétzlich voraus, dass fiir den Sekundéirpfad eine hinreichend genaue
Schitzung seines Ubertragungsverhaltens vorliegt. Diese Schiitzung muss vor-
ab (offline) erfolgen. In vielen Anwendungsfillen liegt dem Sekundérpfad je-
doch ebenfalls zeitvariantes Verhalten zu Grunde, so dass sein Ubertragungs-
verhalten im Betrieb des ANC-Systems zu adaptieren ist.

Einige Konzepte zur Online-Modellierung des Sekundarpfads basieren auf
einer blockweisen Datenauswertung der messtechnisch zugénglichen Signale im
Frequenzbereich [KS05a, JYXL07]. Aufgrund der blockweisen Verarbeitung in
Kombination mit der Annahme, dass sich das Ubertragungsverhalten wiihrend
der Aufnahme eines Datenblocks nicht veridndert, eignen sich diese Ansétze
nur fiir die Adaptation langsam verdnderlicher Systemparameter. Daher finden
diese im Weiteren keine Beriicksichtigung.

Andere Konzepte verwenden geméafl Abbildung 6.1 das zusétzliche adaptive
Filter S(z).! Das Ausgangssignal des adaptiven Kompensationsfilters W(z)
dient dem adaptiven Sekundirfilter S (z) als Anregungssignal zur Schitzung
des physikalischen Sekundérpfads S(z). Es wird in dieser Arbeit vorausgesetzt,
dass sich S (z) durch eine Transversalfilterstruktur mit dem Koeffizientenvektor

5(n) = [30(n) &1(n) ... sx_1(n)" (6.1)

beschreiben ldsst, wobei §(n) die zugehorige Impulsantwort kennzeichnet. For-
muliert man mit Hilfe von Abbildung 6.1 die Fehlergleichung

es(n) = [3(n) — s(n)] x y(n) — d(n), (6.2)
wird die Problematik beziiglich dieser Form der Online-Modellierung deutlich.
Dem Fehler ez(n) ist der Storterm d(n) iiberlagert, der eine direkte Identifi-
kation von s(n) erschwert. Dariiber hinaus héngt die Online-Modellierung des
Sekundérpfads von den Eigenschaften des anregenden Signals y(n) ab.

YAuch wenn die aus der Literatur bekannten Verfahren meist keine MFx-Anordnung
verwendeten, soll diese im Anhang C dargestellte Struktur zur Adaptation von W(z) im
Folgenden dort zum Einsatz kommen, wo das moglich ist.

97
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Abbildung 6.1: Online-Modellierung des Sekundarpfads [KM96]

Die robuste Online-Modellierung des Sekundarpfads sollte unabhéngig vom
Signal y(n) und demnach von der Schitzung von w(n) sein. Zusétzlich darf
der Algorithmus zur Schitzung von §(z) nicht in den adaptiven Prozess zur
Storsignalddmpfung eingreifen. Beide Forderungen schlielen sich jedoch ge-
genseitig aus, so dass ein Kompromiss erforderlich ist. In der Literatur wurden
daher verbesserte Konzepte vorgestellt, die sich auf zwei grundsétzliche Prin-
zipien reduzieren lassen. Eine Gruppe von Verfahren verwendet ein zusétzlich
hinzugefiigtes Rauschsignal zur Schétzung des Sekundérpfads. Die anderen,
so genannten nicht-invasiven Methoden, verzichten auf ein Rauschsignal und
fithren eine Adaptation mit Hilfe von intern verfiigharen Signalen durch. Die
Ansétze, die ein hinzugefiigtes Rauschsignal verwenden, tragen im Folgenden
das Akronym AN?, wihrend die zweite Gruppe von Verfahren durch OM? ge-
kennzeichnet ist.

6.1 AN-Verfahren nach Eriksson et al.

Das Grundprinzip zur Online-Modellierung mit einer zusétzlichen Rauschquel-
le wurde von ERIKSSON ET AL. erarbeitet und ist schematisch in Abbildung 6.2
dargestellt [EA89]. Durch das eingekoppelte mittelwertfreie weile Rauschsig-
nal v(n), welches mit dem Storsignal u(n) unkorreliert ist, soll die Online-
Modellierung des Sekundérpfads iiber den gesamten Frequenzbereich unab-
héngig von dem eigentlichen Adaptationsprozess zur Generierung des Gegen-
schallsignals werden. Da sich der Rauschanteil s(n)*v(n) dem zu ddmpfenden

2 Added-Noise
30verall-Modeling
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Abbildung 6.2: Online-Modellierung des Sekundarpfads mit Hilfe eines zuséatzlichen
Rauschgenerators nach ERIKSSON ET AL. [EA89]

Signal iiberlagert, ist die Rauschleistung adidquat vorzugeben. Zur Schétzung
von §(n) wird der Fehler

es(n) = [8(n) — s(n)] xv(n) — d(n) — s(n) * y(n)
= [8(n) —s(n)] x v(n) — eu(n)
herangezogen. Die Grofie e,(n) = d(n) + s(n) * y(n) stort die Identifikation
des Sekundérpfads. Dariiber hinaus kann sie die Konvergenzeigenschaften des
Verfahrens beeintrichtigen und zur Divergenz fiihren.

Das Rauschsignal v(n) wirkt sich ebenfalls auf die Schétzung von w(n) aus,
da der Adaptationsalgorithmus das Fehlersignal

e(n) = d(n) + s(n) * [y(n) + v(n)]
= ey(n) + s(n) xv(n)

(6.3)

(6.4)

verwendet, dem die Grofle s(n) * v(n) iiberlagert ist. Liegt der adaptiv ge-
schitzte Koeffizientenvektor w(n) im Bereich der optimalen Losung, wird der
Einfluss von s(n) x v(n) auf den Fehler e(n) besonders priagnant [ZLS01]. Die
Beeinflussung lasst sich durch eine Pegelabsenkung von v(n) verringern. Je-
doch reduziert eine kleine Signalleistung die Konvergenzgeschwindigkeit, so
dass ein Kompromiss bei der Abstimmung zu finden ist.

6.2 AN-Verfahren nach Zhang et al.

Fiir das Konzept von ERIKSSON ET AL. wurden zahlreiche Verbesserungen vor-
gestellt. Diese setzen etwa bei der Kompensation des Fehlerterms e, (n) in der
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Abbildung 6.3: Online-Modellierung des Sekundéarpfads nach ZHANG ET AL. [ZLSO01]

Gleichung (6.3) fiir e;(n) an. Dazu wird der Einsatz eines dritten adaptiven
Filters P(z) notwendig, welches im Weiteren als Primérfilter bezeichnet wird.
Fiir das Primérfilter P(z) mit der dazugehérigen Impulsantwort p(n) soll eine
Transversalfilterstruktur mit den Filterkoeffizienten

p(n) = [po(n) pr(n) ... pa—1(n)]" (6.5)

zum Einsatz kommen. Wihrend sich das von KUO ET AL. erarbeitete Verfah-
ren nur fiir schmalbandige Signale eignet [KV97], empfiehlt sich der Ansatz von
BAO ET AL. auch fiir breitbandige Signale [BSB93b|. Beide Konzepte widme-
ten sich jedoch nicht der Problematik beziiglich des Terms s(n) % v(n) in der
Fehlergleichung zur Schétzung von w(n). Dafiir bietet sich das Verfahren von
ZHANG ET AL. an, das exemplarisch in Abbildung 6.3 dargestellt ist [ZLS01].
Die Bestimmung von p(n) basiert mit s(n) ~ §(n) auf der Fehlergleichung

613(77/) = ﬁ(n) * x(n) — d(n) _ S(n) " y(n)
=p(n) xx(n) — ey (n). (6.6)

Bei Konvergenz gilt e,(n) ~ p(n) * z(n) und die Fehlergleichung zur Online-
Modellierung des Sekundérpfads kann zu

es(n) = [8(n) — s(n)] x v(n) — ey (n) + p(n) * z(n)

E
~ [8(n) — s(n)] * v(n) (6.7)
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formuliert werden. Durch die Verwendung des modifizierten Fehlers e (n) re-
duziert sich fiir den optimalen Fall §(n) ~ s(n) ebenfalls der Einfluss des
Rauschsignals v(n) auf die Schiatzung von w(n), da mit §(n) ~ s(n)

ew(n) =e(n) — 5(n) xv(n)

~d(n)+ s(n)*xy(n) (6:8)

gilt. Verbesserte Strategien zur Pegelanpassung von v(n) sind [LZS02, ZLS03|
zu entnehmen. Wahrend die publizierten Untersuchungen zu den AN-Verfahren
meistens auf einer LMS-Kostenfunktion basieren, wobei eine diesbeziigliche
statistische Analyse sowie eine simulationstechnische Untersuchung der so-
eben vorgestellten Verfahren etwa [ZLS05] zu entnehmen sind, lassen sich auch
die weiteren im vorherigen Kapitel erlduterten Algorithmen zur Bestimmung
von w(n), §(n) und p(n) verwenden. Fiir andere AN-Konzepte sei abschliefend
auf [ZLS00, AAKO05, AAKO6] verwiesen.

Konnen die Filterkoeffizienten nicht mit der benétigten Genauigkeit iden-
tifiziert werden, divergieren die AN-Verfahren héaufig unmittelbar. Zur Stabili-
sierung bietet sich die Beschrinkung der Norm von ||w(n)||, ||$(n)|| und |[p(n)||
an [ZLS03]. Begriindet dadurch, dass sich die Schitzungen von w(n) und §(n)
gegenseitig beeinflussen, weisen AN-basierte Ansétze trotz der zahlreich publi-
zierten Verbesserungen weiterhin inhéarent schlechte Tracking-Eigenschaften
auf [ZLS03]. Das bestétigten ebenfalls eigene Beobachtungen beziiglich der
simulationstechnisch untersuchten Ddmpfung in einem Rohrensystem. Daher
wurde der Einsatz von AN-Konzepten in dieser Arbeit nicht favorisiert. Unter
dem Tracking-Aspekt sind die OM-Verfahren als leistungsfihiger einzustufen.

6.3 OM-Verfahren nach Eriksson

Ahnlich wie die AN-Verfahren kompensieren die OM-basierten Ansétze uner-
wiinschte Terme in der Fehlergleichung. Dafiir kommt, wie in Abbildung 6.4
dargestellt, neben S(z) das zusiitzliche adaptive Primérfilter P(z) zum Einsatz.
Zur Schitzung von p(n) und §(n) wird bei den OM-Verfahren mit h,(n) = §(n)
und dem daraus resultierenden Zusammenhang x(n) = u(n) der Fehler

ep,s(n) = 8(n) xy(n) + p(n) x z(n) — e(n)
= [8(n) = s(n)] x y(n) + [p(n) — p(n)] * x(n)

zu Grunde gelegt, wihrend p(n) die Impulsantwort des Primérpfads P(z) be-
zeichnet.? Mit der Notation

(6.9)

én)=[p"(n) ' (n)]" (6.10)

4Wie im Abschnitt 5.2 erwiihnt, erscheint bei adiquater Auswahl des Referenzsensors
die Abschitzung z(n) =~ k,u(n) erlaubt. Der Proportionalitéitsfaktor k, ldsst sich zum
einen durch eine Skalierung entsprechender Signale im ANC-System beriicksichtigen oder
zum anderen direkt durch den Koeffizientenvektor p(n) beziehungsweise w(n) adaptieren.
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Abbildung 6.4: Online-Modellierung des Sekundéarpfads nach ERIkSSON [Erik91]

und den Signalvektoren

xy(n) = [z(n) z(n—1) ... z(n—M+1)", (6.11a)
ys(n) = [y(n) y(n—1) ... y(n—N+1]" (6.11b)
lasst sich die Fehlergrofle mit den zusammengesetzten Signalvektoren
2(n) = [25(n) ys(n)]" (6.12)
auch als
ep.a(n) = é"(n)2(n) — e(n) (6.13)

formulieren. Die Algorithmen berechnen also unter anderem mit den Eingangs-
groBen 2(n) und ep s(n) den neuen Koeffizientenvektor é(n + 1), so dass die
im Anhang C allgemein formulierte Darstellung der Adaptationsalgorithmen
zum Einsatz kommen kann.

Im Gegensatz zu den AN-Verfahren werden die Unbekannten p(n) und $(n)
auf der Grundlage von nur einer Fehlergleichung geschéitzt und die Bestimmung
von §(n) ist von der spektralen Zusammensetzung von y(n) abhéngig. Fiir eine
eindeutige Bestimmung der Koeffizientenvektoren p(n) und §(n) stehen damit
nicht genug Informationen bereit. Die Arbeiten von SAITO ET AL. beschéftig-
ten sich deshalb mit der allgemeinen Frage, unter welchen Pramissen dennoch
eine eindeutige Identifikation von p(n) und §(n) bei addquater Anregung er-
folgen kann [SSIA95, SSTA96]. Eine Identifikation ist moglich, wenn die Lénge
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der Filterimpulsantwort @w(n) die Linge der Impulsantwort p(n) des Primér-
pfads iibersteigt, wobei fiir den Abschnitt, in dem @w(n) die lingere Sequenz
aufweist, mindestens ein Koeffizient ungleich null vorgegeben werden muss. Da
in der Praxis die Lange der Filterimpulsantwort w(n) haufig kiirzer als p(n)
gewahlt wird, ist eine eindeutige Identifikation gemifl den Ergebnissen von
SAITO ET AL. nicht sichergestellt, so dass die AN-Verfahren héufig den Vorzug
bekommen [BSB93a, ZLS05].

Die eindeutige Identifikation des zeitvarianten Primér- und Sekundarpfads
durch p(n) und §(n) erscheint in einem ANC-System nicht erforderlich. Viel-
mehr werden fiir die beiden zusétzlich benétigten adaptiven Filter in Form
von p(n) und §(n) Schitzwerte gesucht, die insgesamt zu einer hohen Storsig-
nalddmpfung fithren. Von besonderem Interesse sind im Folgenden die ERLS-
basierten Verfahren. Die Einbettung der ERLS-Verfahren in den Kontext einer
gleichzeitigen Beriicksichtigung eines zeitvarianten Primé&r- und Sekundérpfads
wurde von LOPES ET AL. erarbeitet [LP0O0].

6.4 OM-Verfahren nach Lopes et al.

Die Schiatzung des Koeffizientenvektors w(n) mit dem ERLS-Algorithmus ba-
siert beim Verfahren von LOPES ET AL. auf dem Blockschaltbild in Abbil-
dung 6.4 und dem Zustandsmodell (5.42) beziehungsweise den Rekursions-
gleichungen (5.49).° Der physikalische Primér- und Sekundirpfad sollen durch
ein lineares Regressionsmodell mit den Koeffizientenvektoren

p(n) = [po(n) pi(n) ... pam—1(n)]’, (6.14a)
s(n) = [so(n) si(n) ... sx—1(n)]" (6.14b)

beschrieben werden. Dann lasst sich mit den Signalvektoren

up(n) = [u(n) u(n—1) ... uln —M+1)]", (6.15a)
ys(n) =[y(n) yn—1) ... y(n—N +1)]* (6.15b)

sowie mit den Notationen
c(n) =[p'(n) s'(n)]" und z(n) = [uy(n) ys(n)]" (6.16)
in Analogie zum Abschnitt 5.7 die Zustandsbeschreibung

cn+1)=F,s(n+1,n)c(n) +rps(n), (6.17a)
e(n) =z (n)e(n) + vp.s(n) (6.17b)

5Im Kontext einer Online-Modellierung des Sekundérpfads empfiehlt sich fiir den Koef-

fizientenvektor jedoch die Initialisierung w(0) = [1,07 _,]™"
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angeben. Im Folgenden werden diese Systemgrofien durch die Schitzwerte é(n),
F; s(n+1,n), 75 s(n) und vp s(n) reprasentiert. Fiir die als mittelwertfrei und
unkorreliert angenommenen weiflen Rauschprozesse gelte

E{Tp,g(n)rg’g(n)} = Q;.s(n) und E{Ugs(n)} = 02 .5(n). (6.18)
Zur weiteren Vereinfachung kommen die Ausdriicke

Fps(n+1,n) =ap:sIven und Qps(n) = G s(n)Inrin (6.19)
zum Einsatz. Mit einer Skalierung der Kovarianzmatrix der Form

Qss(n) = — Al(n) Qs.5(n) = g3 s(N)Iaryn (6.20)

b,;s

lassen sich mit ¢(0) = 0p74n und R(0) = cp. EI M+~ die Rekursionsgleichungen
zur Schétzung des Koeffizientenvektors zu

r(n) =1+ 2" (n)R(n)2(n), (6.21a)
ep,s(n) = &' (n)2(n) — e(n), (6.21b)
Kp,s(n) = ap s R(n)z(n)r~(n), (6.21c)
Qs.:(n) = qp s (n) Iy n, (6.21d)

R(n+1) = a3, [R(n) — R(n)zA(n)zAT(n)R(n)r_l(n)} +Qp.5(n), (6.21e)
¢(n+1) =ap:€(n) — ks s(n)es s(n) (6.21f)

formulieren. Zur Erzeugung eines zeitvarianten Systems fiir die simulations-
technische Untersuchung wurde von LOPES ET AL. das Zustandsmodell (6.17)
auf der Grundlage von GAUSS-MARKOV-Prozessen verwendet, so dass die von
ihnen verwendete Definition von Qj:s(n) = ¢3 ;(n)Ia4n bei entsprechender
Vorgabe der statistischen Prozesse gerechtfertigt ist.

Liegt jedoch anstelle der GAUSS-MARKOV-Prozesse ein physikalisch moti-
viertes Modell zu Grunde, erscheint das von LOPES ET AL. verwendete Zu-
standsmodell nur eingeschriankt geeignet. Vielmehr ist Q5 :(n) anders zu spe-
zifizieren. Oder priziser ausgedriickt, die Anderungen der adaptiv zu bestim-
menden Koeffizienten um den optimalen Wert sind entsprechend durch das
Systemrauschen im Rahmen eines Kovarianzmanagements zu beriicksichtigen.
Diese Bemiihungen fiihren schliefSlich zu einem verbesserten und praxistaug-
licheren OM-Verfahren, welches im Abschnitt 6.6 vorgestellt wird, wahrend
zunéchst der folgende Abschnitt auf der Basis einer verbesserten Filteranord-
nung eine weitere OM-Struktur thematisiert.
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Abbildung 6.5: Online-Modellierung des Sekundérpfads nach KoHNO ET AL. [KS05b]

6.5 OM-Verfahren nach Kohno et al.

Von KOHNO ET AL. wurde ein Konzept zur aktiven Schallddmpfung vorge-
stellt [KS05b], welches zur Gruppe der OM-Verfahren zahlt [OKOS02, SO03].
Wie in Abbildung 6.5 dargestellt, kommen ebenfalls drei adaptive Filter zum
Einsatz. Durch die spezielle Anordnung der Filter eriibrigt sich jedoch die Ver-
wendung einer MFx-Struktur zur Bestimmung der Koeffizienten w(n). Gemés
Abbildung C.1 im Anhang C sind in einer MFx-Struktur insgesamt drei Fal-
tungsoperationen beziiglich der Koeffizienten w(n) und §(n) erforderlich. Beim
Konzept von KOHNO ET AL. sind es dagegen nur zwei.

Wihrend der Fehler zur Schidtzung von p(n) und §(n) mit eps(n) in
Gleichung (6.9) identisch ist, findet fiir den zu schitzenden Koeffizientenvek-
tor w(n) die GroBe

(6.22)
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Verwendung. Die Minimierung der Fehlerquadrate eZ(n) und e2 ;(n) erfolg-
te mit Hilfe des NLMS-Algorithmus. Den Ausfithrungen von KOHNO ET AL.
folgend, lassen sich daher mit

ep,s(n)
€5 5(n) = ’ , 6.23a
2400 = T T M) 41 s (1P (6.232)

() — ew (n)
w (1) T 71m [2a () (6.23b)

die Rekursionsgleichungen zu

p(n+1) =p(n) — ppes(n)ep,s(n), (6.24a)
8(n+1) = 3(n) — psys(n)ep,s(n), (6.24b)
W (n+ 1) = w(n) — powa(n)es(n) (6.24c)
formulieren. Die Signalvektoren setzen sich aus den Gleichungen (6.11) und
xo(n) = [rs(n) zs(n—1) ... zs(n—L+1)" (6.25)

zusammen. Die Erweiterung des Verfahrens von KOHNO ET AL. zur Einbettung
von ERLS-basierten Algorithmen wird im néchsten Abschnitt im Kontext eines
verbesserten OM-Verfahrens vorgestellt.

6.6 Verbessertes OM-Verfahren

In die von KOHNO ET AL. vorgestellte OM-Struktur wurde in dieser Arbeit der
ERLS-Algorithmus eingebettet. Man erhilt die strukturelle Anordnung in Ab-
bildung 6.6. Wiahrend die Rekursionsgleichungen (6.21) von LOPES ET AL. zur
Bestimmung von p(n) und §(n) giiltig sind, basiert dagegen die Bestimmung
von w(n) auf den Rekursionsgleichungen

r(n) = 1+ g (n) M (n)z,(n), (6.26a)

ea(n) =P (n)zp(n) + @' (n)ws(n), (6.26b)

k(n) = agM (n)zo(n)r~ (n), (6.26¢)

M (n+ ): [ (n) — M (n)zg(n)@s(n) M (n)r~ " (n)] + Qu(n), (6.26d)

W(n+ 1) = ap(n) — k(n)es(n), (6.26¢)
(

wobei Q4 (n) zundchst nicht genauer spezifiziert sei. Als Startwerte bieten
sich (0) = [1,07_4]" und M(0) = ¢ 'I, an.

Bei dem von LOPES ET AL. erarbeiteten Konzept sowie bei der soeben vor-
gestellten verbesserten ERLS-basierten OM-Struktur stellt sich die Frage, wie
fiir ein physikalisches System die Matrizen Qp s(n) und Q4 (n) vorzugeben
sind. Fiir die Beantwortung dieser Frage wurde ein Kovarianzmanagement er-
arbeitet, welches eine vereinfachte Abstimmung der Adaptationsparameter er-
laubt.
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Abbildung 6.6: Verbessertes OM-Verfahren auf der Grundlage des ERLS-Algorithmus
und der OM-Struktur von KOHNO ET AL.

6.7 MCERLS-Algorithmus

Wie im Abschnitt 5.7 angedeutet, kann beim ERLS-Algorithmus durch Mo-
difikation der Kovarianzmatrizen in Form von @ :(n) und Q4 (n) direkt auf
das Tracking-Verhalten und folglich auf die resultierende Storsignalddmpfung
Einfluss genommen werden. Dazu sollten das Messrauschen und die Parame-
tervariationen in Form des Systemrauschens a priori bekannt sein. Bei einem
physikalischen System liegen jedoch erfahrungsgeméf3 vorab nur unzureichende
Informationen diesbeziiglich vor.

Das Systemrauschen wurde bei der Herleitung des ERLS-Algorithmus im
Kontext eines MARKOV-Modells vereinfacht durch weifle GAUSS-Prozesse mo-
delliert. Diese Annahme lésst sich in der Praxis haufig nicht aufrecht erhalten.
Das Systemrauschen kennzeichnet meist unbekannte Effekte, die sprunghaftem
beziehungsweise nicht-stationdrem Verhalten oder weiflen Rauschprozessen &h-
neln und ebenfalls durch Ungenauigkeiten im Modell begriindet sein kénnen.
Weisen solche Effekte zufilligen Charakter auf, lassen sie sich vereinfachend
durch farbiges Rauschen beschreiben und mit Hilfe einer entsprechenden Uber-
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gangsmatrix beriicksichtigen. Zur Reduzierung des Aufwands geht man jedoch
trotzdem héufig von weiflem Systemrauschen aus und gibt die Diagonalele-
mente von Qp.s(n) und Q(n) ungleich null vor [FPW92].

Im Betrieb eines ANC-Systems kann es dariiber hinaus erforderlich wer-
den, die Groflen Qp,5(n) und Q4 (n) an die verdnderlichen physikalischen Ge-
gebenheiten anzupassen. Auf der Grundlage von adaptiven KALMAN-Filtern
existieren losgelost vom Kontext eines ANC-Systems im Rahmen einer Sys-
temerkennung allgemeine Ansétze, die es beispielsweise erlauben, die Kovari-
anzmatrix des Systemrauschens Q. (n) [BO89] oder den beziiglich des Mess-
rauschens skalierten Faktor g7 (n) zu schiitzen [HLO05]. Jedoch sind bisher keine
Ansétze bekannt, die in einem ANC-System mit einer Online-Modellierung des
Sekundérpfads eine gleichzeitige Schiatzung von Qp 5(n) und Q4 (n) erlauben.

Von einem anderen Standpunkt aus betrachtet, steht genau genommen
auch nicht eine korrekte Schitzung des System- oder Messrauschens im Mit-
telpunkt, sondern vielmehr die Antwort auf die Frage, wie Qp.s(n) und Q4 (n)
vorzugeben sind, damit eine hohe Storsignaldampfung erzielt wird. Fundiert
auf dieser Anforderung wurde daher ein verbessertes Kovarianzmanagement
erarbeitet, welches sich direkt in bestehende OM-Verfahren einbetten lasst,
die auf dem ERLS-Verfahren basieren. Aufgrund der gezielten Modifikation
der Kovarianzmatrizen durch das Kovarianzmanagement kann man auch vom

MCERLS-Algorithmus® sprechen.

6.7.1 Kovarianzmanagement

Ausgangspunkt fiir die folgenden Betrachtungen ist das Zustandsmodell

p(n+1)| ot lm p(n) rp(n) .
s(n+1) = Fos(n+1, )L(n) rs(n)]’ (6.27a)
e(n) = u,(n)p(n) + ys (n)s(n) + vp.s(n), (6.27Db)

welches gegeniiber dem Ansatz von LOPES ET AL. beziiglich des Systemrau-
schens mit 7, s(n) = [r,(n) ri(n)]" modifiziert worden ist. Die Bestimmung
von p(n) und §(n) soll dagegen auf den Schétzwerten Fp ;(n+1,n) = ap,sIn4n
und r5,5(n) = [ri(n) ri(n)]" sowie v5 5(n) basieren. Somit liegt der Schiitzung
das Zustandsmodell

p(n+1)| o p(n) r5(n) .
sn+1)| "7 [§(n)] * [Tg(n)] ’ (6.28a)
e(n) = z3(n)p(n) + ys (n)8(n) + vps(n) (6.28Db)

zu Grunde. Zunichst wird das Kovarianzmanagement beziiglich der Online-
Modellierung des Sekundéarpfads vorgestellt und schliefllich das Ergebnis auf
die adaptive Bestimmung von w(n) iibertragen.

8Modified-Covariance-Extended-Recursive-Least-Squares- Algorithmus
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Die Matrix Q;,s(n) enthélt die Kovarianzen von r;(n) und r;(n), die geméf
Abschnitt 6.4 entsprechend dem als mittelwertfrei angenommenen Messrau-
schen vy ; mit der Varianz o} ;(n) = £{v3 ;(n)} skaliert sind. Das Kovarianz-
management setzt daher bei der Schitzung von r;(n) und r;(n) an. Nach dem
Zustandsmodell (6.28) lassen sich diese Grofien als Schwankung oder Streuung
der geschitzten Koeffizienten p(n) und §(n) um die entsprechenden Mittel-
werte p(n) und §(n) interpretieren. Zur Charakterisierung dieser Parameter-
variationen soll im Weiteren mit

Q5(n) = diag{gs(n)} und Qs(n)= diag{qs(n)} (6.29)
und den Diagonalelementen
a5(n) = [a50(n) 451 (n) .. gpar-a(n)], (6.30a)
q:(n) = [g0(n) ¢Za(n) - div—a(n)] (6.30b)
eine Diagonalmatrix der Gestalt
o |Qs(n) 0
Qp,5(n) —s[ 0 Qg(ﬂ)] (6.31)

Verwendung finden. Um den unterschiedlichen Parametervariationen des phy-
sikalischen Primé&r- und Sekund&rpfads gerecht zu werden, erfolgt somit ge-
geniiber dem Ansatz von LOPES ET AL. eine Aufteilung der Matrix Q; s(n).
Durch den Adaptationsparameter e, der auch als Tuning-Parameter bezeich-
net wird, ldsst sich unter anderem der Einfluss des Messrauschens skalierend
beriicksichtigen. Fiir die Matrix Qp,s(n) kann mit

[eo(n) é1(n) ... énsn-1(n)]" = é(n) =[p (n) 8" (n)], (6.32a)
co(n) @) ... Gwinoam)"=cm) =B n) @) (6.32b)
[Co(n) éi(n) ... 6M+N_1(n)]T = ¢(n) — €(n) (6.33)

eine Abschétzung der Diagonalelemente
q:(n) = [g5(n) g5 (n)]" (6.34)

durch
Qjp,s(n) = ediag{ge(n) }

6.35
—cding{ (@) B . Ewa)}) )

erfolgen.
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Legt man fiir die beteiligten Groflen Ergodizitdt zu Grunde, entspricht
der Scharmittelwert dem Zeitmittelwert, so dass sich die fiir eine Berechnung
von gs(n) benodtigten Statistiken durch eine zeitliche Mittelwertbildung iiber
einen Datenblock der Linge K abschitzen lassen. Fiir eine praktikable Im-
plementierung bietet sich jedoch eine rekursive Schéitzung von g:(n) an. Mit
den Herleitungen zur rekursiven Schitzung statistischer Groflen im Anhang D
ergeben sich mit der Fensterlinge W > 1 die Rekursionsgleichungen mit den
Definitionen (6.32) zu

é(n) = [[éo(n) —eo(n —1)]* ... [emsn-1(n) —enrn—1(n—1)J°]; (6.36a)
ge(n) = [1 _ %1 [qé(n )+ %6(71) , (6.36b)
&(n) = [1 - %1 e(n—1) + %é(n). (6.36¢)

Die Betrachtungen beziiglich é(n) kénnen auch fiir die Bestimmung des
Koeffizientenvektors w(n) erfolgen, jedoch mit dem Unterschied, dass dort
keine Aufspaltung der Kovarianzmatrix erforderlich ist. Die Kovarianzmatrix
des Koeffizientenvektors soll mit den Diagonalelementen

q5(n) = [g3,0(n) 451(n) .. a5 r-a(n)]" (6:37)
und
[Wo(n) wi(n) ... wr_1(n)]" =w(n) —w(n) (6.38)
Qu(n) = e diag{qa(n)}
= &?diag{E{[{[)g(n) wi(n) ... w%_l(n)]}}

abgeschitzt werden. Setzt man Ergodizitdt voraus, gelten fiir eine rekursive
Bestimmung von gz (n) mit

(6.39)

T=w(n), (6.40a)

[ﬁ)o(n) ’LZ)1 (TL) Ce ’Lf)L_l(n)]
" =w(n) (6.40b)

[’(I)O(n) ’LT)l(n) ’LT)L_l(n)

die Rekursionsgleichungen

() = [[io(n) — Ton — D] ... [br1(n)—Grr(n—1DP%  (6.41a)
go(n) = [1 _ %1 lqw(n 4 %w(n) , (6.41b)
(n) = [1 - %1 w(n—1) + %ﬁz(n). (6.41c)

Diese Variante des Kovarianzmanagements wird im weiteren Verlauf durch
das Akronym KM bezeichnet. Fiir eine praktische Implementierung lasst sich
der vorgestellte Ansatz vereinfachen.
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6.7.2 Vereinfachtes Kovarianzmanagement

Das vereinfachte Kovarianzmanagement basiert auf drei skalaren Groflen, die
zur Skalierung der Matrizen geméfl

a5 (n)In 0
0 g3 (n)Iy

] und  Qu(n) = e qp(n)IL (6.42)

eingebettet sind. Die Schitzung von ¢3(n), ¢3(n) und ¢z (n) kann auf der
Grundlage der dazugehorigen Vektornormen erfolgen. Diesbeziiglich lassen sich
die Beziehungen zu

q;(n) E{llIB(n)[lx — (n)] }
gz(n) | = | E{lIEM)k — 5(n)]*} (6.43)

¢5 (n) E{[llw(n)lle — @(n)}*}
definieren.”
Legt man eine rekursive Bestimmung der ergodischen Groflen zu Grunde,
ergeben sich den Ausfithrungen im Anhang D folgend die gesuchten Schétz-
werte aus den Rekursionsgleichungen

2] o [[Ee-0] | [k - - 1P

) | =1 30| | |20 0| 5| Bl = sta =177 | | G442)
) -] " [om)l - o - D)

() -] [Ipml

sn) | = [1 - %1 Stn—1) | + % HOIE (6.44b)
()| an -] " [l

Diese Variante des Kovarianzmanagements wird im weiteren Verlauf durch
das Akronym KM-||:||x gekennzeichnet.

6.7.3 Anmerkungen

Mit Hilfe der erarbeiteten Ansétze zum Kovarianzmanagement vereinfacht sich
die Abstimmung des ANC-Systems drastisch. Wahrend fiir die Koeffizienten-
schitzung sonst im einfachsten Fall mit g3(n), ¢s(n) und gg(n) drei Para-
meter vorzugeben wéren, ist mit den neuen Ansitzen nur die Vorgabe eines

"Die k-Norm eines Vektors @ mit den Elementen z; und der Linge N berechnet sich zu

N 1/k
> mﬂ :
=1

||| =
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einzigen Parameters in Form von ¢ erforderlich.® Dieser Parameter ist gemifl
der Anwendung in Abhingigkeit von der Statistik der Storsignale und dem
stromungsinduzierten Rauschen so vorzugeben, dass fiir eine grole Schar von
Storsignalen eine hohe mittlere Storsignalddmpfung erzielt wird.

8Fiir die rekursive Schitzung sind die Fensterldngen ebenfalls geeignet vorzugeben. Je-
doch ist die Wahl dieser Parameter weitaus unkritischer. In dieser Arbeit hat sich bei-
spielsweise W = 1000 bewé&hrt. Es wire ebenfalls moglich, fiir jedes adaptive Filter unter-
schiedliche Fensterldangen zu definieren.



KAPITEL 7
Simulationstechnische Untersuchungen

Bevor ein Algorithmus auf einem Signalprozessor unter Realzeitbedingungen
in einem ANC-System eingesetzt und erprobt werden kann, sollte der Algorith-
mus realitdtsnah simulationstechnisch evaluiert worden sein. Die fiir eine Eva-
luation erforderliche Untersuchung des Konvergenz- oder Tracking-Verhaltens
basiert haufig, wie im Abschnitt 5.1 erwéihnt, auf einem MARKOV-Modell erster
Ordnung. Dieses stiitzt sich zur Modellierung des zu adaptierenden zeitvari-
anten Systems meist auf weile GAUSS-Prozesse und messtechnisch ermittelte
Ubertragungsfunktionen [Bron93, LP00, Saye03].

Die Verwendung eines MARKOV-Modells ist zur Untersuchung und Bewer-
tung der Algorithmen sowie wegen der einfachen Implementierung legitim.
Jedoch werden die Parameterinderungen eines physikalischen Systems keinen
weilen Rauschprozessen entsprechen, so dass ein solches Modell begriindet
durch die von physikalischen Gesichtspunkten losgeloste Vorgabe der Para-
meterdnderungen nur eingeschriankte Riickschliisse auf das Verhalten erlaubt,
wenn ein konkretes zeitvariantes physikalisches System zu Grunde liegt. Da-
her wird in dieser Arbeit fiir die simulationstechnischen Untersuchungen direkt
der praktische Bezug zu einem aktiven Schallddampfer hergestellt, der sich als
Endschallddmpfer im Abgasstrang eines PKWs befinden soll. Die Einbettung
der Modelle und Algorithmen in diesen Kontext erméglicht zusétzlich eine
praxisnahe Bewertung des Tracking-Verhaltens.

7.1 Aktiver Abgasschalldampfer

Das durch verédnderliche Stromungsgeschwindigkeiten und Temperaturen der
Abgase bedingte zeitvariante Ubertragungsverhalten der Strecken ist fortlau-
fend zu adaptieren, so dass die Tracking-Eigenschaften der Algorithmen das
Ergebnis der Storsignalddmpfung maflgeblich bestimmen.

Eine direkte Einbettung und Untersuchung der Algorithmen in einem ANC-
System eines realen aktiven Schalldampfers ist aufgrund des erforderlichen
Motoren- oder Fahrleistungspriifstands mit einem hohen finanziellen Aufwand
verbunden. Daher empfiehlt es sich, das Potenzial des ANC-Systems zunéchst

113
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auf der Grundlage von Simulationen abzuschitzen. Um die Untersuchungen
unter realitdtsnahen Bedingungen durchfithren zu kénnen, liegen in der Simu-
lation Signale zu Grunde, die in einer Abgasanlage bei verschiedenen Lastzyk-
len eines PKWs gemessen respektive abgeschétzt worden sind.!

7.1.1 Gerduschspektrum eines Verbrennungsmotors

Das Ausstromen der unter Uberdruck stehenden Abgase wihrend der Off-
nungszeiten der Auslassventile erzeugt im Abgasstrang einen ungleichméfigen
Volumenstrom. Dieser bedingt einen Schalldruck, der ebenfalls die Periodizitét
der Ziindfrequenz aufweist [HM95]. Das typische Gerduschspektrum eines Ver-
brennungsmotors besteht somit aus diskreten Frequenzkomponenten, die von
der Motordrehzahl np (in min~'), der Zylinderanzahl nz und den Arbeits-
takten na des Motors abhéngen. Die Grundfrequenz ergibt sich zu
Nz ND
fa = 2nA 50 (7.1)
Fiir einen Vier-Zylinder-Vier-Takt-Reihenmotor gilt fo = 2np/60. Wegen
des Vorfaktors 2nyz /na = 2 wird fg auch als zweite Motorharmonische bezeich-
net [Erha91l]. Neben der zweiten Motorharmonischen existieren im Gerdusch-
spektrum weitere Harmonische, die haufig weniger stark ausgeprégt sind. Eine
detaillierte Darstellung des Geréduschspektrums erfolgt im Abschnitt 7.2.2. Der
Gesamtschalldruckpegel kann im Abgasstrang nach dem Katalysator Werte
VON Prmax ~ 150 dB erreichen [HM95].

7.1.2 Stand der Forschung und Entwicklung

Aktive Abgasschalldimpfer standen und stehen nach wie vor im Blickpunkt
von Forschungs- und Entwicklungsaktivitdten. Diese weisen gegeniiber einem
passiven Konzept die folgenden Vorteile auf [KCJ05]:

o reduzierter Kraftstoffverbrauch durch verringerten Riickstaudruck,
e Auslegung unabhdingig von den Eigenschaften der Primdrquelle,

o Moglichkeit des Sound-Designs.

n dieser Arbeit steht nicht die Entwicklung und Erprobung eines serienreifen Konzepts
eines aktiven Abgasschalldampfers, der neben Elementen zur Schallddmpfung ebenfalls
Systeme zur Abgasaufbereitung enthéilt, im Mittelpunkt. Daher erscheint es im Gegensatz
zu den bisher experimentell erprobten Feedforward-Konzepten erlaubt [EZ93, KHO98]|, auf
den Einsatz eines Drehratensensors fiir die Referenzsignalerzeugung zu verzichten, obwohl
sich der Einsatz wegen des typischen Gerduschspektrums eines Verbrennungsmotors an-
bieten wiirde. Stattdessen wird in der Simulation davon ausgegangen, dass die Erfassung
des Referenzsignals mit einem Mikrofon erfolgen kann und keine akustische Riickkopplung
von der Sekundédrquelle zum Referenzsensor vorliegt. Das eigentliche Ziel dieser Arbeit,
die Untersuchung und Bewertung von Algorithmen zur Storsignaldampfung, tangiert diese
Pramisse nicht.
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Die gezielte Beeinflussung des Geréduschspektrums durch ein Sound-Design
ist nicht nur dem Abgasstrang vorbehalten, sondern wird zunehmend auch
im Fahrzeuginnenraum erprobt [Bron93, SL00, SSH02]. Die Entwicklung akti-
ver Abgasschalldampfer stellt aufgrund der hohen technischen Anforderungen
nach wie vor eine Herausforderung dar, erfordern diese unter anderem:

e temperaturbestindige Mikrofone und Lautsprechermembranen;
e Membranantriebe, die hohe Schalldriicke verzerrungsfrei reproduzieren;

e adaptive Verfahren mit gutem 'Tracking- Verhalten.

Anfang der Neunziger Jahre wurden beispielsweise von NISHIMURA und
von EGHTESADI ET AL. Ansédtze zur aktiven Schalldimpfung in einem Abgas-
strang publiziert, die auf einem adaptiven Schmalband-ANC-Verfahren und
einem Drehratensensor zur Generierung des Referenzsignals basierten. Die ak-
tive Abgasschallddmpfung wurde von NISHIMURA fiir einen DIESEL-Generator
untersucht [Nish91], wihrend EGHTESADI ET AL. ein PKW-taugliches Konzept
vorstellten, bei dem zwei Lautsprecher koaxial zur Schallausbreitungsrichtung
angeordnet waren [EZ93]. Um mit kleinen Lautsprechern tieffrequente Signale
mit hohen Schalldruckpegeln démpfen zu kénnen, kam dort zusétzlich hinter
der Lautsprecheranordnung ein Resonator zum Einsatz.

Der aktuelle Entwicklungsstand ist dagegen anhand von Publikationen
oder Pressemitteilungen schwer abzuschétzen, da technische Details der neu-
en Konzepte nur spérlich 6ffentlich preisgegeben werden. Die Arbeiten von
KiMm ET AL. und KRUGER ET AL. geben einen groben Uberblick.

Konzept von Kim et al.

Von KiM ET AL. wurde ein adaptives Konzept fiir einen aktiven Abgasschall-
dampfer eines PKWs vorgestellt, welches auf der Grundlage des AN-Verfahrens
aus [KV97] eine Online-Modellierung des Sekundérpfads durchfithrt [KHO9S].
Die Auslegung der Geometrie erfolgte mit Hilfe von nummerischen Simulatio-
nen dergestalt, dass sich der Storschall und der Schall des Lautsprechers als
ebene Schallwelle iiberlagern. Das Fehlermikrofon konnte daher auflerhalb des
Endrohrs platziert werden, wo die Abgastemperaturen geringer sind. Durch
die gewdhlte Anordnung ist eine aktive Dampfung im Bereich um den Auslass
erzielt worden.

Zur Referenzsignalerzeugung kam ein Drehratensensor zum Einsatz, wobei
durch eine geeignete Signalaufbereitung zwei harmonische Schwingungen syn-
thetisiert werden konnten. Die ersten beiden Harmonischen wurden auf der
Basis eines FxLMS-Verfahrens geddmpft. Dieses Konzept kam in [KHSO99]
auch fiir den Abgasstrang eines LKWs zum FEinsatz.
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Konzept von Kriiger et al.

Von KRUGER ET AL. wurde mit dem Schwerpunkt eines Sound-Designs eben-
falls ein aktiver Abgasschallddmpfer fir PKWs vorgestellt [KCJ05]. Gemé$
ihren Ausfithrungen iiberstand der Lautsprecher und das Fehlermikrofon un-
ter realen Betriebsbedingungen die hohen Abgastemperaturen in einem De-
monstrationsfahrzeug unbeschadet. Fiir den Lautsprecher wurde dies durch
eine thermische Isolation von der Abgasstromung sowie durch eine Fahrtwind-
kiithlung erreicht.

Die erzielte Schalldampfung fillt gegeniiber dem Konzept von KiM ET AL.
deutlich besser aus. Technische Details beziiglich der Adaptationsalgorithmen,
den verwendeten Verfahren zur Schitzung des Sekundérpfads und zur Gene-
rierung des Referenzsignals wurden jedoch nicht diskutiert.

Anmerkungen zum Tracking

Auftillig bei den publizierten Konzepten zum aktiven Abgasschallddmpfer ist,
dass sich mit konstanter oder langsam variierender Motordrehzahl durchaus
akzeptable Dampfungen erzielen lassen. Bei schnell verdnderlichen Motordreh-
zahlen, die gréfere Anderungen bei der Abgastemperatur sowie der Strémungs-
geschwindigkeit des Abgases zur Folge haben und hohere Anforderungen an
das Tracking stellen, sind dagegen h&ufig deutlich schlechtere Resultate zu
verzeichnen.

Ob sich die neuen Algorithmen als Grundlage fiir verbesserte aktive Abgas-
schallddmpfer anbieten, soll im Weiteren nicht diskutiert werden, da fiir den
Einsatz ohnehin eine andere Referenzsignalerzeugung vorzuziehen ist. Dennoch
erlauben die im Folgenden vorzustellenden Ergebnisse Riickschliisse beziiglich
der fiir diese Anwendung zu préferierenden Algorithmen.

7.2 Simulationsmodell

Das mathematische Modell des Rohrensystems und die Adaptationsalgorith-
men sind fiir eine simulationstechnische Implementierung in Einklang zu brin-
gen. Die Herleitung der fiir die Implementierung benétigten Teiliibertragungs-
funktionen kann mit Hilfe der Zweitortheorie auf der Grundlage von Abbil-
dung 7.1b) erfolgen. Die Elemente der Kettenmatrizen sind Funktionen von
der Kreisfrequenz. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird jedoch auf die An-
gabe des Arguments verzichtet. Die gemafl den Gleichungen (4.1) benétigten
Teiliibertragungsfunktionen berechnen sich mit

ZA,P1ZE,R1
ZA,p1+ ZE,R1

ZE,rR1ZA,S1
Zu Rr1 + Za,s1

ZR1,51 = und  Zpi1,r1 = (7.2)
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Abbildung 7.1: a) Schematische Darstellung eines aktiven Koaxialschallddmpfers und

b) dazugehorige Zweitormodellierung

und den entsprechenden Elementen der Kettenmatrizen zu

P 1
e Kii1.p1+ Ki2.p1/Zr1,51°
1
R = ,
! Ki1.r1 + Ki2,r1/ZE,2
A4 K
5, — E,S1 0

Zw,s1+ Zo Ki1,s1 + Ki2,51/Zp1,R1

(7.3a)
(7.3b)

(7.3¢c)
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Die Impedanzen in den Gleichungen (7.2) setzen sich mit den komplexen Am-
plituden der an den Toren definierten Signale aus

Y1 Ki1,r1 + Ki2,r1/ZE,2
Z = = ’ ’ = 7.4a
i qr1 = Koi1,r1 + Koo, r1/ZE 2 ( )

ysi  Kii,s1 + Ki2,51/Zp1,R1
ZE,51 = qgs1  Koi 51+ Koo.51/Zp1 R1’ (7-4b)
y1 Koo 514+ Ki2,51/Z0
T Ko1,s1 + Ki11,51/Z0°
1 Koz p1+ Kio.p1/Za1

Z = — = 7.4d
APt qpr1 Ko1,p1 + Ki1,p1/Z4a 1 ( )

Zas1 = (7.4c)

zusammen. Das Rohrensystem vor dem Referenzmikrofon wird durch die Im-
pedanz Za 1 beschrieben, wihrend die Impedanz Zg > das Rohrensystem cha-
rakterisiert, welches dem Fehlermikrofon folgt.

7.2.1 Implementierung

Der Ubergang auf eine diskrete Beschreibungsform erfolgt zunsichst durch Aus-
wertung des mathematischen Rohrenmodells fiir rechtsseitige diskrete Kreis-
frequenzen wy, die mit 0 < wr < ws durch die Abtastfrequenz fs begrenzt
sind.? Das mathematische Modell erlaubt die Berechnung des Ubertragungs-
verhaltens fiir diskrete Kreisfrequenzen, wiahrend die Algorithmen zur adap-
tiven Signalverarbeitung zeitdiskret implementiert werden sollen. Die Ergeb-
nisse des Rohrenmodells sind daher in den Zeitbereich zu iibertragen. Dazu
lassen sich zunéchst mit 0 < wi < ws geméfl Abschnitt 4.1 die rechtsseitigen
Ubertragungsfunktionen

P (jwi) = Prr(jwi) Rix(jwr) He,x (jwk ), (7.5a)
Si(jwr) = S1,r(jwr) R (jwr ) He,x (jwr) (7.5b)

berechnen. Das komplex symmetrische Anfiigen der linksseitigen Spektren
Pi(jwr) = P (—jwe) und  Si(jwe) = Sy (—jwr) (7.6)

fiihrt schlieBlich zu den Ubertragungsfunktionen P(jwy) und S(jwy). Durch
Interpretation dieser Groflen als Ubertragungsfunktionen eines zeitdiskreten
Systems konnen nach der inversen diskreten FOURIER-Transformation

p(n) = IDFT{P(jwg)} und s(n)=IDFT{S(ws)} (7.7)

2Das Ausbreitungsmaf lisst sich bei wp = 0 fiir nicht-ideal schallharte Réhrenwénde
nicht stetig fortsetzen, so dass durch die Definition ~w(wr = 0) = 0 Stetigkeit zu ge-
wéahrleisten ist. Die Winde des zu simulierenden Schallddmpfers kdnnen jedoch als ideal
schallhart vorausgesetzt werden.
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Yo(n) mathematisches Modell
Vo(n) des physikalischen Rohrensystems

Py (jwr) R x (jwr)
St (jwr) R (jwr)

. IDFT{P(jwk)}
Her(joor) IDFT{S (jwr)}
p(n)
s(n)
u(n) Simulationsmodell des ep(n)
ANC-Systems e(n)

Abbildung 7.2: Schematische Darstellung des Simulationsmodells

die Impulsantworten angegeben werden, wobei die Anzahl der dquidistanten
Kreisfrequenzen im Intervall —ws < wi < ws die Lange der Impulsantworten
festlegt. Setzt man eine Transversalfilterstruktur voraus, erhdlt man direkt
die fiir eine Implementierung benstigten Koeffizientenvektoren p(n) und s(n).
Die Langen der Impulsantworten p(n) und s(n) beziehungsweise der Koeffizi-
entenvektoren p(n) und s(n) seien im Weiteren zu M und N gewéhlt. Der
Berechnungsablauf ist schematisch in Abbildung 7.2 verdeutlicht.

In der Simulation wird entlang der Stromungsrichtung des Abgases kein
Temperaturgefille beriicksichtigt, so dass wahrend eines Zeitschritts jedem
Segment des Rohrenmodells eine identische Gastemperatur zu Grunde liegt.?
Dariiber hinaus wird vorausgesetzt, dass an Querschnittsverdnderungen inner-
halb des Rohrensystems keine Stromungsgerdusche erzeugt werden, die sich
dem eigentlichen Storschall iiberlagern. Des Weiteren liegen in der Simulation
fiir das Abgas vereinfachend die thermodynamischen Eigenschaften von Luft
zu Grunde.

7.2.2 Simulationsstimulus

Wie bereits erwédhnt, kommen Signale als Stimulusgréfien zum Einsatz, die fiir
reale Fahrzyklen eines PKWs im Abgasstrang auf dem Fahrleistungspriifstand

3Zur Beriicksichtigung eines Temperaturgradienten wire ebenfalls ein noch zu validie-
render Ansatz denkbar, der auf einer rdumlichen Diskretisierung mit Hilfe von zusatzli-
chen Zweitoren basiert, wobei jedem Zweitor formal eine unterschiedliche Temperatur zu
gewiesen werden kénnte. Abgesehen von dem geringeren Berechnungsaufwand erscheint es
fiir die Bewertung der Algorithmen beziiglich ihres Tracking-Verhaltens ausreichend, einen
rdumlich, jedoch nicht zeitlich konstanten Temperaturverlauf zu betrachten.
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FL-Zyklus

Abbildung 7.3: Zeitliche Verldufe der Stimulussignale von zwei Fahrzyklen

gemessen oder abgeschitzt worden sind. Die Messungen der Schalldruck- und
Temperaturverlaufe erfolgten vor dem passiven Endschalldéampfer und damit
an der Position, wo das aktive Schallddmpferkonzept einzubetten wére. Ausge-
hend von der Leerlaufdrehzahl wurde die Motordrehzahl innerhalb eines Zyklus
kontinuierlich auf die maximale Drehzahl beschleunigt. Stellvertretend fiir eine
Vielzahl von zu Grunde gelegten Fahrzyklen seien der FL-Zyklus* mit einer
kurzen Beschleunigungsphase und der RL-Zyklus® mit einer lang gezogenen
Beschleunigungsphase exemplarisch herausgegriffen.

4 Full-Load-Zyklus
5 Road-Load-Zyklus
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Da den gemessenen Schalldrucksignalen zwangslaufig stromungsinduzierte
Gerduschanteile iiberlagert waren, die in der Simulation jedoch definiert vor-
gegeben werden sollten, wurden zur Beseitigung des Rauschens die Signale
entsprechend resynthetisiert.

Durch die Verwendung eines Mikrofons als Referenzsensor eignet sich das
vorgestellte adaptive Konzept ebenfalls fiir die Reduzierung von breitbandi-
gem Larm. Diese Tatsache wird beriicksichtigt, indem bei der Simulation los-
gelost vom Kontext eines aktiven Abgasschallddmpfers anstelle des typischen
schmalbandigen Gerduschspektrums eines Verbrennungsmotors ein breitban-
diges Storsignal in Form von weiflem Rauschen zum Einsatz kommt. Dieses
Storsignal gilt es unter den gleichen Temperaturdnderungen und Stréomungs-
geschwindigkeiten der Abgase optimal zu ddmpfen. Die schmalbandigen Stor-
signale werden im Weiteren durch us(n) bezeichnet, wihrend die breitbandigen
Signale durch ux(n) reprasentiert werden.

Die Verlaufe fiir die Abgastemperaturen wurden so rekonstruiert, dass die-
se die maximal beobachteten Temperaturidnderungen innerhalb eines mehrfach
durchlaufenden Fahrzyklus widerspiegeln. Auf der Basis dieser Temperaturver-
laufe sowie der Motordrehzahl und der Motorkenngréflen wurden die zeitlichen
Verldufe der Stromungsgeschwindigkeiten der Abgase im Abgasstrang fiir die
Fahrzyklen heuristisch abgeschétzt. In Abbildung 7.3 sind die in der Simulation
verwendeten Stimulussignale dargestellt.

7.2.3 Referenz- und Fehlersignal

Dem Referenzsignal z(n) und dem Fehlersignal e(n) werden zur Modellierung
eines endlichen Signal-Rausch-Verhéltnisses sowie von stromungsinduzierten
Gerauschen, die im Bereich der Mikrofone entstehen, gezielt unkorrelierte wei-
e GGAauss-Prozesse iiberlagert. Diese Rauschprozesse wurden zu

5{vi(n)} — or, und E{vg(n)} = O (7.8)
sowie
S{fuﬁm(n, VO)} = JS’xVOQ(n) und E{Uie(n, VO)} = 05’6%2(?1) (7.9)

definiert. Die Varianzen von vt »(n, Vo) und v.e(n, Vo) hdngen damit quadra-
tisch von der Stromungsgeschwindigkeit Vo(n) des Abgases ab. Mit den Im-
pulsantworten h,(n) und he(n) der Mikrofone setzt sich das Referenz- und
Fehlersignal schlief$lich aus

x(n) = hgy(n) xu(n) + hzy(n) * vy 2 (n, Vo) + vg(n), (7.10a)
e he(n) x ep(n) + he(n) * vy.e(n, Vo) + ve(n) (7.10b)

zusaminen.
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7.2.4 Quellenparameter der Sekundarquelle

Bei der Auslegung eines ANC-Systems sind im Gegensatz zur Abstimmung
eines passiven Schalldampfers keine Kenntnisse beziiglich der Parameter der
Primérquelle erforderlich [ME88, KCJ05]. Allerdings kénnen sich die Eigen-
schaften der Primér- und Sekundirquelle auf das Konvergenz- und Tracking-
Verhalten auswirken. Die optimale Ubertragungsfunktion des Kompensations-
filters Wopt(2) bleibt jedoch von der Primirquelle unbeeinflusst [MES8]. Des-
halb erscheint es erlaubt, in der Simulation eine ideale Primé&rquelle vorauszu-

setzen.

Quellenparameter Ko

Quellenparameter Ko
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Abbildung 7.4: Betrag und Phase der transformierten Quellenparameter Ko und Zp

Demgegeniiber haben die Parameter der Sekundirquelle einen direkten
Einfluss auf Wopi(z) [MES8S]. Daher soll sie in der Simulation, wie in Ab-
bildung 7.1b) angedeutet, als THEVENIN-Quelle modelliert werden. Es bietet
sich an, die im Anhang B bestimmten Quellenparameter zu Grunde zu le-
gen. Diese beschreiben geméfi Abbildung B.2 den Lautsprecher und das iiber
einen Trichter angekoppelte Rohrensystem bis zum Mikrofon. Fiir den Einsatz
im mathematischen Modell des Koaxialschalldampfers sind die Parameter auf
den Bereich vor dem Trichter zu transformieren. In Abbildung 7.4 sind die
Ergebnisse der Transformation dargestellt.
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7.3 Simulationsergebnisse

‘ Rohrensystem | | Abschnitt Anmerkung
Ausbreitungsmaf 1.2.2 und 3.1 MUNJAL
Querschnittsspriinge 3.4.2 MUNJAL
Miindung ohne Flansch 2.3.1 NORRIS ET AL.
Sekundarquelle 7.2.4 Lautsprecher
Gaseigenschaften Anhang A Luft
Parameter | | Einstellung
Abtastfrequenz fs =2kHz
Anzahl der Systemparameter M =N =1024

Anzahl der Filterkoeffizienten

L=M=N =128

Grenzfrequenzen von H, und He

fa,u = 0,02kHz, fg , = 0,9kHz

Varianz von ug(n) und un(n)

o2 =1

Rauschen Referenzsignal o3, = 1074, a,ﬁw =107°/[m/s]?
Rauschen Fehlersignal ot =10"% 02, =107°/[m/s]?

Startwerte w(0)=[1,07 _,]T, p(0)=0xs, 3(0)=0x
Verfahren || Abschnitt | Algorithmus ‘ Abkiirzung ‘
AN-Verfahren nach ZHANG ET AL. 6.2 LMS AN-Z
OM-Verfahren nach KOHNO ET AL. 6.5 LMS OM-K
OM-Verfahren nach LOPES ET AL. 6.4 ERLS OM-L
verbessertes OM-Verfahren 6.6 ERLS OM-V
verbessertes OM-Verfahren 6.6 RLS OM-RLS
verbessertes OM-Verfahren mit KM-||-||,|| 6.6 und 6.7.2| MCERLS OM-V-R
‘ Kovarianzmanagement || Abschnitt | Algorithmus ‘ Abkiirzung ‘
nicht vereinfacht 6.7.1 MCERLS KM
mit Vektornorm vereinfacht 6.7.2 MCERLS KM- ||| %
‘ Storsignal || Abschnitt ‘ Abkiirzung ‘
schmalbandiges 7.2.2 us(n)
breitbandiges 7.2.2 un(n)

Tabelle 7.1: Allgemeine Simulationseinstellungen und Abkiirzungen

Als Giitemafl zur Bewertung des Tracking-Verhaltens bietet sich die er-
reichte Storsignaldampfung an. Wie im Abschnitt 4.1 angedeutet, konnen da-
zu das gedampfte Storsignal e,(n) und die GroBle d(n), die den Betrieb ohne
aktive Dampfung charakterisiert, geméf der Abschéatzung

(M@ ()}
P\ Mam)

(7.11)
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ins Verhéltnis gesetzt werden. Der Mittelwertoperator ist durch M{-} gekenn-
zeichnet und sei zu

Mg} = 57 D 900 (7.12)

t=Ngtart

definiert. Um bei der Mittelwertbildung Einschwingvorgiange nicht zu beriick-
sichtigen, beginnt diese ab dem Zeitindex Ns¢art respektive ab einer simulierten
Zeit von tStart = NStart/fS = 5Hs.

Neben dem akustischen Qualitéitskriterium ep,(n) soll auch das Fehler-
maB £(n) = £{e*(n)} zur Bewertung der Algorithmen herangezogen werden.
Unter Annahme von Ergodizitat lasst sich die als mittelwertfrei angenommene
Grofle geméafl den Ausfithrungen im Anhang D rekursiv durch

£(n) = £Le*(n))} ~ [1 - %1 [g(n —1) 4+ %eQ(n) (7.13)

abschéitzen. Die Fensterlinge wurde zu W = 1000 gew&hlt. Da Rauschprozesse
beim Referenz- und Fehlersignal oder als Storsignal zum Einsatz kamen, wur-
den die Storsignaldimpfungen D und die Fehlerverldufe £(n) jeweils fiir zehn
Durchlaufe bei unterschiedlicher Initialisierung der Rauschgeneratoren in der
Simulationsumgebung bestimmt und die Resultate gemittelt.

Die Modellierung des physikalischen Primé&r- und Sekundérpfads erfolgte
durch eine Transversalfilterstruktur. Die Langen der Impulsantworten wurden
so vorgegeben, dass diese im zu Grunde gelegten Zeitraum bereits weitgehend
abgeklungen sind. Das fiihrte auf M = N = 1024. Demgegeniiber sind, wie in
der Praxis haufig iiblich, fiir die adaptiven Filter mit L = M = N = 128 deut-
lich kiirzere Filterlingen gewéhlt worden. Die allgemeinen Simulationseinstel-
lungen sowie die definierten Abkiirzungen sind der Tabelle 7.1 zu entnehmen.

7.3.1 Kovarianzmanagement

Storsignal | Zyklus | Verfahren KM KM-[}, KM-[[1l,
g g E
OM-L 1 5-1073 1-10-1
FL. RL
us(n) ’ OM-V 1 5.10 3 1-10-1
OM-L 5-1072 1-10—4 5-1073
FL. RL
un(n) ’ OM-V 1-10 1 1-10 2 5.10 3

Tabelle 7.2: Gewahlter Adaptationsparameter € bei den MCERLS-Algorithmen

In Abbildung 7.5 sind exemplarisch fiir das Verfahren OM-V mit dem Ko-
varianzmanagement KM-||-||, die erzielten Storsignaldampfungen in Abhéngig-
keit von dem Adaptationsparameter ¢ fiir die Fensterlange W = 1000 darge-
stellt. Bei den schmalbandigen Signalen wird die hochste Dampfung fiir beide
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Abbildung 7.5: Abhéangigkeit der Storsignaldampfung vom Adaptationsparameter &
fiir das Verfahren OM-V mit dem Kovarianzmanagement KM-||-||,

Zyklen mit € ~ 5 - 107 erreicht, wihrend es fiir die breitbandigen Signale
mit e &~ 1-10"* der Fall ist. Demnach ist der Adaptationsparameter € unter
anderem auf die spektrale Zusammensetzung der vorliegenden Stérsignale und
das Messrauschen abzustimmen.

In der Tabelle 7.2 sind die gewédhlten Adaptationsparameter £ angegeben,
die fiir beide Zyklen jeweils zu hohen Stérsignalddmpfungen fithrten. Es zeigte
sich, dass ¢ fiir jede Variante des Kovarianzmanagement unterschiedlich vor-
zugeben ist.

Storsignaldampfungen und Fehlerverlaufe

Geméafl den Fehlerverldufen in Abbildung 7.6 klingt mit den schmalbandigen
Storsignalen ug(n) der Fehler nach der Startphase hiufig kurzzeitig wieder
auf. Dieses kurzzeitige Ansteigen des Fehlers ist fiir den FL-Zyklus besonders
signifikant. Im Gegensatz dazu klingen die Verldufe fiir die breitbandigen Stor-
signale ux(n) in Abbildung 7.7 innerhalb der ersten Sequenzhilften direkt ab.
Das abrupte Ansteigen des Fehlers in Abbildung 7.6 erscheint daher durch die
in Abhédngigkeit von der Motordrehzahl variierende spektrale Zusammenset-
zung der Storsignale ug(n) bedingt.
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Abbildung 7.6: Fehlerverldufe fiir die schmalbandigen Stérsignale ug(n) mit unter-
schiedlichem Kovarianzmanagement
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Abbildung 7.7: Fehlerverlaufe fiir die breitbandigen Storsignale un(n) mit unter-
schiedlichem Kovarianzmanagement
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Storsignal | Zyklus | Verfahren P'(M KN_I_H'Hl KM_H'HQ
D in dB D in dB D in dB
. OM-L 114 13,7 13,6
u () OM-V 11,5 12,8 12.4
S Bl OM-L 18,9 19,1 19,0
OM-V 18,7 19,7 19,8
oL OM-L 11,8 11,7 11,3
OM-V 11,9 11,4 10,8
un(n)
oL OM-L 12,9 12,5 12,1
OM-V 13,1 12,6 12,3

Tabelle 7.3: Storsignaldampfungen der MCERLS-Algorithmen mit den Adaptations-
parametern in Tabelle 7.2

Im Vergleich zum ldngeren RI-Zyklus éndern sich beim FL-Zyklus die Sti-
mulusgrofen in einer kiirzeren Zeitspanne, so dass dieser hohere Anforderungen
an das Tracking stellt. Die Dadmpfungen fallen deshalb, wie der Tabelle 7.3 zu
entnehmen, gegeniiber dem RL-Zyklus geringer aus. Dagegen unterscheiden
sich mit den breitbandigen Storsignalen ux(n) die in den beiden Zyklen er-
zielten Dampfungen nur geringfiigig voneinander. Diese sind jedoch aufgrund
der breitbandigen Anregung geringer als mit den schmalbandigen Storsigna-
len ug(n). Mit einer Erh6hung der Filterlingen lieBe sich eine Verbesserung
erzielen, wobei dadurch der Berechnungsaufwand steigt.

Bei den Fehlerverldufen fiir die schmalbandigen Storsignale us(n) kann
jeweils in den letzten Zyklushélften der Trend zu einer leichten kontinuier-
lichen Zunahme des Fehlers beobachtet werden. Begriindet ist der Anstieg
durch die von der Stromungsgeschwindigkeit des Abgases abhéngig vorgegebe-
ne Rauschvarianz. Der Einfluss dieses stromungsinduzierten Rauschens wird
im Abschnitt 7.3.4 untersucht.

Bewertung

Es lasst sich resiimieren, dass beziiglich des Kovarianzmanagements alle vorge-
stellten Varianten dhnlich gute Dampfungen erzielen, so dass dementsprechend
keine Variante eindeutig zu préferieren ist. Unter dem Aspekt des Berechnungs-
aufwands ist jedoch das Kovarianzmanagement KM-||-||, vorzuziehen. Weiteren
Arbeiten bleibt es vorbehalten, die Nachfithrung des Adaptationsparameters ¢
ebenfalls adaptiv zu gestalten.

Fiir das weitere Vorgehen wird das Verfahren OM-V mit dem Kovarianzma-
nagement KM-||-||, stellvertretend als Referenzverfahren herausgegriffen und
durch die erweiterte Abkiirzung OM-V-R repréasentiert. Diesbeziiglich kommt
weiterhin die bewéhrte Fensterlinge W = 1000 zum Einsatz.
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7.3.2 Vergleich der Verfahren zur Online-Modellierung

In diesem Abschnitt sind die mit dem Referenzverfahren OM-V-R erzielten
Storsignaldampfungen und Fehlerverlaufe mit den Resultaten der etablierten
Verfahren zur Online-Modellierung des Sekundarpfads gegeniiberzustellen und
zu bewerten. Dazu wurde neben den beiden LMS-basierten Verfahren AN-Z
und OM-K das ERLS-basierte Verfahren OM-L verwendet. Dariiber hinaus kam
auf der Grundlage des RLS-Algorithmus das Verfahren OM-RLS zum Einsatz,
welches mit Q3 ; = Op+n und Q4 = 01, aus OM-V hervorgeht.

Wéhrend beim Verfahren AN-Z zur Pegelanpassung des Rauschsignals die
Strategie aus [ZLS03] Verwendung fand, wurde das Konzept OM-L gemafi Ab-
schnitt 6.4 in seiner publizierten Version implementiert und folglich auf das
erarbeitete Kovarianzmanagement sowie auf eine zusétzliche Aufteilung der
Matrix Qp,:(n) verzichtet. Die Vorgabe der Adaptationsparameter bei den
einzelnen Adaptationsalgorithmen erfolgte derart, dass sich fiir beide Stimu-
luszyklen eine hohe mittlere Storsignaldampfung einstellt.

Storsignaldampfungen

AN-Z OM-K OM-RLS OM-L OM-V-R

Storsignal | Zyklus . . ) . .
DindB | DindB | DindB | DindB | D in dB

us(m) FL 0,3 11 0,3 71 12,8
S RL 0.3 6,7 0,7 12,9 19,7
FL 0,7 5,6 0,6 7.6 11,4

un(n)
RL 2.4 8.9 2.3 11,1 12,6

Tabelle 7.4: Storsignaldampfungen ausgewéhlter Verfahren zur Online-Modellierung
des Sekundéarpfads

Bei den LMS-basierten Verfahren AN-Z und OM-K ist ein direkter Ver-
gleich der konkurrierenden Konzepte zur Online-Modellierung des Sekundir-
pfads moglich. Wie den Storsignalddmpfungen in Tabelle 7.4 zu entnehmen,
eignen sich die haufig préaferierten AN-Verfahren in der untersuchten Form
nicht fiir Anwendungen, die hohe Anforderungen an das Tracking stellen.

Die Resultate des berechnungstechnisch wesentlich aufwandigeren Verfah-
rens OM-RLS fallen gegeniiber dem LMS-basierten Konzept OM-K deutlich
schlechter aus. Die Verwendung des RLS-Algorithmus ist damit nicht zwangs-
laufig ein Garant fiir gutes Tracking-Verhalten.

Die mit den Verfahren OM-L und OM-V-R erreichten Dampfungen ver-
deutlichen, dass durch gezielte Vorgabe beziehungsweise Modifikation der Ko-
varianzmatrizen ein verbessertes Tracking moglich ist. Die akzeptablen Resul-
tate des Verfahrens OM-L lassen sich mit dem in dieser Arbeit vorgestellten
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Konzept OM-V-R deutlich iibertreffen.® Es ist zu betonen, dass neben den
hervorragenden Storsignaldampfungen dieser Ansatz zuséatzlich den gerings-
ten Aufwand bei der Abstimmung der Adaptationsparameter erfordert.

Fehlerverlaufe
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Abbildung 7.8: Fehlerverlaufe ausgewahlter Verfahren zur Online-Modellierung des
Sekundérpfads

Die Fehlerverldufe zeigen bei den schmalbandigen Storsignalen ug(n) eben-
falls kurzzeitige Auf- und Abklingphasen, die gemafi Abbildung 7.8 beim Re-
ferenzverfahren OM-V-R am geringsten ausgepragt sind. Das kurzzeitige Auf-
klingen erscheint durch die spektrale Zusammensetzung der Storsignale ug(n)
begriindet, da dieses fiir die breitbandigen Storsignale ux(n) in dieser Form
nicht beobachtet werden kann.

Mit dem breitbandigen Storsignal ux(n) ist beim Verfahren OM-K zum En-
de des RL-Zyklus eine Zunahme des Fehlers zu verzeichnen. Dennoch empfiehlt
sich das LMS-basierte Verfahren als Alternative zum Ansatz OM-L, da dieses
mit einer geringeren Komplexitit eine als passabel einzustufende Dampfung
von breitbandigen Storsignalen in beiden Zyklen erlaubt. Allerdings eignet

SLiegt ein physikalisches System zu Grunde, bei dem sich die Variation der Parameter
durch g5 (n) = gs(n) abschéitzen ldsst, sind mit den Verfahren OM-L und OM-V-R vergleich-
bare Ergebnisse zu erwarten. Dennoch weist fiir diesen Fall das Verfahren OM-V-R nach
wie vor die einfachere Abstimmung der Adaptationsparameter auf.
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sich das Verfahren OM-K nicht fiir die Dampfung der schmalbandigen Storsig-
nale ug(n). Dies wird besonders beim FL-Zyklus deutlich, der hohere Anforde-
rungen an das Tracking stellt. Fiir hohere Dampfungen durch ein verbessertes
Tracking ist daher das Verfahren OM-V-R zu préferieren.

Grafische Darstellung der Stérsignaldampfung

In Abbildung 7.9 sind die aktiven Storsignalddmpfungen der ERLS-basierten
Verfahren OM-L und OM-V-R zum Vergleich mit den Ergebnissen einer passi-
ven Schallddmpfung fiir die schmalbandigen Storgerdusche ug(n) dargestellt.
Fiir tieffrequente Signale unterhalb von f < 0,2 kHz sowie im Frequenzbereich
von 0,4kHz < f < 0,7kHz erlauben die durch Querschnittsspriinge bedingten
Reflexionen keine akzeptable passive Dampfung.

FEine aktive Dadmpfung sorgt dagegen fiir eine deutliche Verbesserung. Wah-
rend mit dem Konzept OM-L zusitzliche tieffrequente Artefakte vorhanden
sind, reduziert das Referenzverfahren OM-V-R dort die Storgerdusche deut-
lich. Aufgrund des Kovarianzmanagements und des dadurch bedingten besse-
ren Trackings ist mit dem Referenzverfahren im mittleren Frequenzbereich fiir
beide Zyklen erwartungsgeméfl eine héhere Dampfung zu verzeichnen.

Bewertung

Bei den OM-Verfahren ist von Vorteil, dass fiir die Online-Modellierung des
Sekundérpfads nur eine Fehlergleichung minimiert werden muss. Die héufig
als Nachteil angefiihrte Tatsache einer nicht sichergestellten Identifikation der
Ubertragungspfade erscheint im Kontext eines ANC-Systems nicht relevant.

Im Vergleich mit den aus der Literatur bekannten Verfahren fiihren die
im Referenzverfahren OM-V-R verwendeten Ansétze zu einer deutlichen Er-
hohung der Storsignaldémpfungen. Auch wenn die ERLS-basierten Konzepte
durch ihr Tracking-Verhalten zu besseren Resultaten fiithren, darf nicht ver-
gessen werden, dass diese mit der Komplexitit O{max{L? [M + N]*}} bei
einer Implementierung fiir Realzeitanwendungen leistungsfihige Signalprozes-
soren erfordern. Dennoch liele sich mit den Anforderungen in Tabelle 7.1 das
Verfahren OM-V-R auf zurzeit aktuellen Signalprozessoren mit FlieSkomma-
arithmetik implementieren. Fiir hohere Filterordnungen bietet sich beispiels-
weise die Verteilung des adaptiven Filters zur Erzeugung des Gegenschallsig-
nals und der adaptiven Filter zur Online-Modellierung des Sekundérpfads auf
zwei Prozessoren an.

Stehen aus wirtschaftlichen Griinden keine leistungsfihigen Prozessoren
zur Verfiigung, stellt das Verfahren OM-K eine Alternative dar. Ob jedoch die
Tracking-Eigenschaften zufriedenstellend sind, ist geméfl den Anforderungen
abzuwigen. Zukiinftigen Arbeiten bleibt es daher vorbehalten, die Komple-
xitdt der ERLS-basierten Verfahren zu reduzieren, um den Einsatz auch in
kostensensiblen Anwendungen zu ermdoglichen.
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Abbildung 7.9: Spektrogramme der erzielten Storsignaldimpfungen ohne ANC, mit
dem Verfahren OM-L ohne Kovarianzmanagement sowie mit dem Re-
ferenzverfahren OM-V-R
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Anhand der verwendeten Stimulussignale, die reale Betriebsbedingungen
innerhalb einer PKW-Abgasanlage widerspiegeln, sind mit dem Referenzver-
fahren in der Simulation Dadmpfungen erzielt worden, die fiir einen realen akti-
ven Abgasschallddmpfer ebenfalls erstrebenswert wéren. Die verbesserte OM-
Struktur empfiehlt sich daher in Kombination mit dem MCERLS-Algorithmus
fiir den praktischen Einsatz in einem ANC-System zur aktiven Abgasschall-
dampfung, wobei beziiglich einer praxistauglichen Implementierung die Gene-
rierung des Referenzsignals zu modifizieren ist.

7.3.3 Bewertung der Online-Modellierung

Yo = 200°C Yo = 270°C Yo = 340°C
Vo =3m/s Vo =16m/s Vo =22m/s

|S| in dB

f/kHz

Abbildung 7.10: Normierte Amplitudengénge des Sekundérpfads fiir ausgewahlte Ab-
gastemperaturen 99 und Stromungsgeschwindigkeiten Vj

In Abbildung 7.10 sind zunéichst exemplarisch die Amplitudengéinge des in
der Simulation zu Grunde gelegten Sekundarpfads fiir ausgewéhlte Tempera-
turen und Stromungsgeschwindigkeiten des Abgases dargestellt. Idealerweise
sollte der Amplitudengang konstant verlaufen. In einem Rohrensystem weist
dieser jedoch haufig Welligkeiten in Form von Resonanzen auf, die es durch eine
geeignete geometrische Auslegung im relevanten Frequenzbereich zu reduzie-
ren gilt. Obwohl gemé&fl Abbildung 7.4 der Amplitudengang der Sekundéarquelle
oberhalb von etwa f > 0,4 kHz stark abfillt, konnte durch eine geschickte geo-
metrische Dimensionierung des Koaxialschalldampfers erreicht werden, dass
sich im wichtigen Frequenzbereich von f < 0,7kHz, der Amplitudengang des
Sekundérpfads relativ ausgeglichen gestaltet. Die erzielten Verldufe sind fiir
diesen Bereich als akzeptabel zu bewerten [KT93].

Nachdem das Kovarianzmanagement sowie die verschiedenen Ansétze zur
Online-Modellierung des Sekundérpfads untersucht worden sind, sollen die er-
zielten Storsignalddmpfungen qualitativ und quantitativ eingeordnet werden.
Zur Einordnung bietet sich ein Vergleich der Dampfungen an, die sich zum
einen mit dem Referenzverfahren OM-V-R sowie zum anderen mit S(z) =
S (z) = 1 und einem optimal geschitzten Sekundérpfad erzielen lassen.
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Storsignal | Zyklus S(z) :.S(Z) =1 S(z) .Optlmal OM_V_R
D in dB D in dB D in dB
'L 16,2 15,8 12,8
ug(n)
RL 21,3 20,5 19,7
L 14,5 13,2 11,4
un (n)
RL 14,8 13,5 12,6

Tabelle 7.5: Storsignalddmpfungen mit idealem Sekundérpfad, optimal geschétztem
Sekundarpfad und mit einer Online-Modellierung des Sekundérpfads

Fiir den optimal geschétzten Sekundéarpfad wurde die Linge der Impuls-
antwort §(n) zu N = 1024 = N gewiéhlt. Die resultierenden Storsignaldamp-
fungen sind in Tabelle 7.5 zusammengefasst. Die mit dem Referenzverfah-
ren OM-V-R erzielten Dampfungen erreichen nahezu die unter idealen Bedin-
gungen vorliegenden Werte, wobei erwartungsgemiB fiir S(z) = S(z) = 1 die
groffiten Dampfungen zu verzeichnen sind.

Fehlerverlaufe und Bewertung

Wie den Fehlerverldufen in Abbildung 7.11 zu entnehmen, sind zum Ende der
Zyklen zunehmende Abweichungen zwischen den idealen Annahmen und der
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Abbildung 7.11: Fehlerverldufe zur Bewertung der Online-Modellierung
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Online-Modellierung des Sekundérpfads festzustellen. Diese bedingen die etwas
geringeren Dampfungen. Das bisher bei den schmalbandigen Signalen ug(n) zu
beobachtende kurzzeitige sprunghafte Aufklingen des Fehlers kann damit auf
die Online-Modellierung des Sekundarpfads zuriickgefithrt werden.

Das Referenzverfahren OM-V-R lidsst sich gemédfl den Simulationsergeb-
nissen als ein geeignetes Konzept zur aktiven Storsignalddmpfung bei einer
gleichzeitigen Online-Modellierung des Sekundérpfads bewerten. Im Vergleich
mit den anderen untersuchten Verfahren zur Online-Modellierung erreicht das
Referenzverfahren die geringste Diskrepanz gegeniiber den Resultaten eines
optimal geschatzten Sekundérpfads.

7.3.4 Stromungsinduziertes Rauschen

2 _ 93 _ R R — 2
Storsignal | Zyklus Tt . Oe =0 Otz = Tt,e - 107°/[m/s]
D in dB D in dB
FL 18,3 12,8
usg(n)
RL 23.9 19.7
FL 114 11,4
un(n)
RL 12,7 12,6

Tabelle 7.6: Storsignaldampfungen mit dem Verfahren OM-V-R unter dem Einfluss
von stréomungsinduziertem Rauschen im Referenz- und Fehlersignal

In Tabelle 7.6 sind die Auswirkungen der stromungsinduzierten Storantei-
le auf die Dampfungen dargestellt, wobei die Vorgabe eines endlichen Signal-
Rausch-Verhéaltnisses mit 01%4@ = 01%/[,6 — 10™* weiterhin Bestand hatte. Es
lasst sich resiimieren, dass bei den schmalbandigen Storsignalen ug(n) eine
deutliche Verschlechterung der Ddmpfung durch das stromungsinduzierte Rau-
schen festgestellt werden kann, wiahrend bei den breitbandigen Signalen ux(n)
die erzielten Resultate davon unbeeinflusst bleiben.

Fehlerverlaufe und Bewertung

Das stromungsinduzierte Rauschen beeinflusst vor allem das Fehlersignal, da
dieses durch die aktive Dampfung zwangsldufig nur einen geringen Signalpe-
gel aufweist. Kann kein ausreichender Storabstand sichergestellt werden, limi-
tiert das stromungsinduzierte Rauschen, wie zuvor angedeutet und in Abbil-
dung 7.12 fiir die schmalbandigen Storsignalen us(n) dargestellt, die erreich-
bare Storsignaldéampfung.

Bei den breitbandigen Stérsignalen un(n) bleibt dagegen der Stérabstand,
begriindet durch die im Vergleich zu den schmalbandigen Signalen ug(n) ge-
ringeren Dampfungen, auch unter turbulentem Stromungseinfluss grof3 genug,
so dass kein Anstieg des Fehlers verzeichnet werden kann.
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Abbildung 7.12: Fehlerverldufe ohne sowie mit stromungsinduziertem Rauschen im
Referenz- und Fehlersignal

Fiir eine praktische Implementierung zeigen die Simulationsergebnisse, dass
eine Reduzierung der stromungsinduzierten Anteile durch eine addquate Aus-
legung der Messwerterfassung gemifl den Ausfithrungen im Abschnitt 4.2.3
unbedingt zu empfehlen ist. Schliellich reglementieren die Storabstédnde des
Referenz- und Fehlersignals die maximal erreichbaren Dampfungen.
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden Algorithmen fiir adaptive Digitalfilter zur aktiven
Schallddmpfung in Rohrensystemen vorgestellt und untersucht, die im Rahmen
einer Online-Modellierung zusétzlich die Beriicksichtigung eines zeitvarianten
Sekundéarpfads ermoglichen. Die Algorithmen basierten auf einem erweiterten
Verfahren der kleinsten Fehlerquadrate. Bei diesen ERLS-Verfahren kénnen
mit Hilfe von Adaptationsparametern die Kovarianzmatrizen und damit das
Tracking-Verhalten beziehungsweise die resultierende Storsignalddampfung di-
rekt beeinflusst werden. Daher wurde ein Kovarianzmanagement erarbeitet,
welches ein verbessertes Tracking ermoglicht und ebenfalls eine vereinfachte
Abstimmung der Adaptationsparameter aufweist.

Die Untersuchung der adaptiven Konzepte erfolgte simulationstechnisch,
da sich auf diese Weise das Potenzial der Verfahren direkt vergleichen und
bewerten lasst. Im Gegensatz zu den bisher zu dieser Thematik durchgefiihr-
ten Arbeiten kam zur Simulation von zeitvariantem Systemverhalten nicht ein
stochastisches Modell auf der Grundlage von messtechnisch ermittelten akus-
tischen Ubertragungsfunktionen und GAUSS-MARKOV-Prozessen zum Einsatz,
sondern die Algorithmen wurden direkt im Kontext eines Simulationsmodells
eingebunden, dessen zeitvariantes Verhalten einem physikalisch motivierten
mathematischen Modell eines Rohrensystems entspringt. Diesbeziiglich sollte
das Konzept eines aktiven Abgasschallddmpfers fiir einen PKW simuliert wer-
den. Die dafiir erforderliche akustische Modellierung von Réhrensystemen the-
matisierte der erste Teil der Arbeit, wahrend im zweiten Teil die Algorithmen
fiir eine aktive Dampfung von Storgerduschen mit Hilfe eines ANC-Systems
im Mittelpunkt standen.

Zusammenfassung zur akustischen Modellierung

Zur Beschreibung der Schallausbreitung in Rohren stellten zunéchst die von
KIRCHHOFF im Neunzehnten Jahrhundert formulierten Gleichungen den Aus-
gangspunkt dar. Diese erlauben eine rdumliche Beschreibung des Schallfelds
in Rohren mit konstanter Querschnittsfliche fiir den Grundmodus.

137
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In dieser Arbeit war jedoch nicht das genaue raumliche Schallfeld in der
Rohre von Interesse. Vielmehr sollte das Ubertragungsverhalten durch ein
akustisches Leitungsmodell auf der Grundlage des Ausbreitungsmafles charak-
terisiert werden. Das Ausbreitungsmafl wurde approximativ und analytisch
aus der exakten KIRCHHOFF-Losung fiir unterschiedliche Randbedingungen an
den Winden hergeleitet. Die Betrachtungen beschrinkten sich nicht nur auf
die im zweiten Teil der Arbeit fiir die Simulation benétigten mathematischen
Modelle, sondern thematisierten ebenfalls bisher in dieser Form nicht présen-
tierte Anséatze zur Beriicksichtigung unterschiedlicher Randbedingungen, wie
beispielsweise die von nicht-ideal schallharten W&nden.

Mit den fiir unterschiedliche Randbedingungen approximierten Ausbrei-
tungsmaflen lassen sich im Vergleich mit den berechnungstechnisch wesentlich
aufwindigeren Referenzlosungen von KIRCHHOFF Resultate mit akzeptabler
Genauigkeit erzielen. Nachdem sich ein akustischer Wellenleiter durch ein an-
genidhertes Ausbreitungsmafl charakterisieren lief, wurden Ansétze zur Model-
lierung von Réhrensystemen durch Zweitore vorgestellt, die Anderungen der
Querschnittsfliche, nicht-ideale Eigenschaften der Schallquellen, Abzweigun-
gen oder ein stromendes Medium beriicksichtigen.

Die Validierung eines mathematischen Réhrenmodells erfolgte anhand eines
physikalischen Rohrensystems aus PVC. Dazu wurden die im abgezweigten
Auslass messtechnisch ermittelten Ubertragungseigenschaften mit den berech-
neten Verldufen verglichen. Das vorgestellte Modell zur Beriicksichtigung von
nicht-ideal schallharten Wanden erlaubt gegeniiber dem Modell fiir ideal schall-
harte Wande eine bessere Abschitzung der Resonanzspitzen. Weitere validie-
rende Untersuchungen sind diesbeziiglich allerdings zu empfehlen.

Geméafl dem Ergebnis der Validierung erscheint auf der Basis einer Zwei-
tormodellierung die Abschitzung des charakteristischen Ubertragungsverhal-
tens eines Rohrensystems mit einer ausreichenden Genauigkeit moglich. Die
Genauigkeit lasst sich erhohen, indem der Einfluss von evaneszenten Moden
im Bereich von Abzweigungen durch die Korrektur einzelner Langen im Geo-
metriemodell beriicksichtigt wird. Liegt ein Zweitormodell zu Grunde, stellen
neben korrigierten Léngen auch zuséitzlich einzubettende Zweitore eine Alter-
native dar. Die Bestimmung allgemeiner Korrekturgréflen sowie die strukturel-
le Zusammensetzung der Zweitore bleibt jedoch mit Hilfe von nummerischen
Berechnungsverfahren weiteren Arbeiten vorbehalten.

Zusammenfassung zur aktiven Schalldampfung

Im zweiten Teil der Arbeit wurden ERLS-basierte Algorithmen fiir die akti-
ve Dampfung von schmal- und breitbandigen Stoérgerduschen untersucht. Die
Untersuchung der Algorithmen beziiglich des Trackings beziehungsweise der
Storsignaldampfung erfolgte simulationstechnisch auf der Basis des mathe-
matischen Modells eines aktiven Abgasschalldampfers. Die dafiir bendtigten
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Schalldruck- und Temperaturcharakteristika wurden auf einem Fahrleistungs-
priifstand in einem Abgasstrang eines PKWs fiir unterschiedliche Fahrzyklen
gemessen, wihrend fiir die Stromungsgeschwindigkeit des Abgases heuristische
Abschétzungen zum Einsatz kamen.

Die adaptiven Konzepte sollten neben einer Erzeugung des Gegenschallsig-
nals auch eine gleichzeitige Online-Modellierung des Sekundéarpfads in einer
nicht-stationdren Umgebung ermoglichen. Aus der Literatur sind zur Online-
Modellierung zwei Konzepte bekannt. Die AN-Verfahren identifizieren mit Hil-
fe eines Rauschsignals, welches iiber den Lautsprecher abgestrahlt wird, den
Sekundarpfad. Dagegen benotigen die OM-Verfahren zur Online-Modellierung
des Sekundarpfads kein zusétzliches Rauschsignal. In dieser Arbeit wurden die
OM-Verfahren aufgrund ihrer besseren Tracking-Eigenschaften préferiert.

Die auf der Grundlage eines Kovarianzmanagements vorgestellten Anséatze
fiihren im Vergleich mit den aus der Literatur bekannten Verfahren sowohl bei
der Einbettung in bestehende ERLS-basierte OM-Konzepte als auch im Rah-
men eines verbesserten OM-Verfahrens zu den besten Ergebnissen beziiglich
der Dampfung von schmal- und breitbandigen Storsignalen. Zusétzlich weisen
die erarbeiteten Konzepte nur einen Adaptationsparameter auf, so dass sich
die Abstimmung des ANC-Systems wesentlich vereinfacht. Besonders deut-
lich wird die Leistungsfihigkeit der préasentierten Konzepte beim Vergleich
mit einem simulierten ANC-System, bei dem der Sekundérpfad als optimal
geschitzt vorgegeben worden ist. Die mit den verbesserten OM-Verfahren er-
zielten Storsignalddmpfungen erreichen nahezu die Resultate der optimalen
Schatzung. Die bisher haufig bevorzugten AN-Verfahren eigneten sich dagegen
nicht fiir Anwendungen mit hohen Anforderungen an das Tracking.

Auch wenn die simulationstechnischen Untersuchungen fiir die Randbedin-
gungen in einem PKW-Abgasstrang erfolgten, ist zu betonen, dass die vorge-
stellten Verfahren nicht auf den Einsatz in einem aktiven Abgasschallddmpfer
limitiert sind. Vielmehr empfehlen sich die verbesserten Algorithmen fiir An-
wendungen, bei denen mit den bisherigen Verfahren zur aktiven Schallddmp-
fung und Online-Modellierung kein zufriedenstellendes Tracking geboten wer-
den konnte.

Ausblick zur aktiven Schalldampfung

Das erarbeitete Kovarianzmanagement stiitzt sich zur Abstimmung des ERLS-
Algorithmus auf die Vorgabe eines einzigen Parameters fiir die Adaptation von
drei Filtern. Dieser Adaptationsparameter ist unter anderem in Abhéngigkeit
von der spektralen Zusammensetzung des Storschalls und des Messrauschens
zu wahlen. Es stellt sich die Frage, ob dieser Parameter nicht ebenfalls adaptiv
im Betrieb bestimmt und nachgefiihrt werden kann, um auf diese Weise schlief3-
lich dem Wunsch nach einem vollstindig autark arbeitenden ANC-System
nachzukommen.
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Die ERLS-basierten Verfahren weisen im Gegensatz zum LMS-Verfahren
eine quadratische Komplexitét auf. Fiir eine praktische Implementierung wer-
den daher leistungsfahige Signalprozessoren benétigt. Weitere Arbeiten sollten
sich deshalb der Reduzierung des Berechnungsaufwands widmen.

Ein Ansatz zur Dampfung von schmalbandigem L&rm besteht darin, das
vorgestellte Konzept in den Kontext eines Schmalband-ANC-Systems einzu-
betten. Fiir jede zu ddmpfende harmonische Schwingung ist ein Kompensati-
onsfilter vorzusehen, fiir das lediglich jeweils zwei Filterkoeffizienten zu adap-
tieren sind. Dies fiihrt in der Gesamtheit zu einer Reduzierung des Berech-
nungsaufwands, wobei die Online-Modellierung des Sekundérpfads effizient zu
integrieren ist. Kommt dariiber hinaus ein nicht-akustischer Sensor zur Erfas-
sung des Referenzsignals zum Einsatz, sind keine Malnahmen zur Reduzierung
moglicher akustischer Riickkopplungen erforderlich.

Fiir ANC-Anwendungen, bei denen akustische Riickkopplungen nur durch
ein zuséitzliches adaptives Filter gedampft werden kénnen, ist dagegen zu un-
tersuchen, ob sich eine verbesserte aktive Schalldampfung in Kombination mit
einer ERLS-basierten Dampfung der Riickkopplungen erzielen lésst.



ANHANG A
Thermodynamik von Gasen

A.1 Viskositat

Bei Gasen héngen die Viskositdt 7 und die thermische Leitfdhigkeit x nur
von der Temperatur ab. Nach [Suth93] lidsst sich basierend auf der kinetischen
Gastheorie fiir ein ideales Gas mit idealisierten Molekularkréiften die Viskositét
bei der Temperatur Ty durch die semi-empirische Formel

(A1)

Tref + TS TO 3/2
1 = Tref

TO + TS Tref

berechnen. Die Referenzviskositéit nyer liegt bei der Referenztemperatur Ties
vor. Die obige Gleichung wird auch als Gesetz von SUTHERLAND bezeichnet.
Fiir Luft lassen sich die Konstanten zu

Dot = 1,846 - 10~° kg/[ms], (A.2a)
Tret = 300K, (A.2b)
Ts = 110,4K (A.2¢)

angeben [Pier81]. Die Grofle Ts wird auch als SUTHERLAND-Konstante oder
SUTHERLAND-Temperatur bezeichnet.

A.2 Thermische Warmeleitfahigkeit

Fiir ein ideales Gas kann zur Beschreibung einer temperaturabhéngigen ther-
mischen Leitfdhigkeit ebenfalls eine semi-empirische Formel zum Einsatz kom-
men. Diese lautet

(A.3)

Tref +TAe_TB/Tref l TO ]3/2

KR = Rref
—TRr /T
To + Thae B/To Tret
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Bei der Referenztemperatur Ti.r besitzt das Gas die thermische Leitfahig-
keit krof. Fiir Luft ergeben sich die Konstanten zu

Fret = 2,625 - 1072 W /[mK], (A.4a)
Tret = 300K, (A.4b)
Ta = 245,4K, (A.4c)
Ts = 27,6 K. (A.4d)

A.3 Schallgeschwindigkeit

Fiir die Schallgeschwindigkeit liegt eine Temperaturabhéngigkeit der Form

C = 1/ vaRTo (A5)

vor [Pier81]. Fiir Luft ergeben sich die Konstanten zu

va == 1,4, (A6a)
R = 287. (A.6b)

A.4 Dichte

Mit Gleichung (A.5) und RTy = Py/po kann fiir die Dichte eines idealen Gases
der Zusammenhang
vaP 0

c2

po = (A7)

angeben werden [Pier81]. Fiir Luft ergeben sich mit der Schallgeschwindigkeit
aus Gleichung (A.5) die Konstanten zu

Cpv =14, (A.8a)
Po = 101325 Pa, (A.8b)

wobei Py den statischen Luftdruck représentiert.

A.5 Spezifische Warmekapazitat

Fiir die Temperaturabhéngigkeit der spezifischen Wirme bei konstantem Druck
lasst sich mit den Konstanten aus den Gleichungen (A.6) die Beziehung

Cov

C., =
Cov — 1

R (A.9)

fiir ein ideales Gas angeben [Pier81].



ANHANG B
Bestimmung der Quellenparameter

B.1 Vorbemerkungen

Z(] qn

w(D l .

O

Abbildung B.1: THEVENIN-Quelle mit dem Urschalldruck pg und der Innenimpe-
danz Zg sowie den Lastimpedanzen 7,

Fiir die Bestimmung der Parameter pp und Zy der THEVENIN-Quelle in
Abbildung B.1 werden 1 < n < M Rohren mit konstantem Querschnitt sowie
einseitig schallhartem Abschluss verwendet. Mit den komplexen Amplituden
der Schalldriicke léasst sich fiir M > 2 zunéchst das Gleichungssystem

Z1 — m [ Zip1 |
Zo  — P2 po| _ Zap2 (B.1)
Zo : '
\Zym —  PMm | Znpar ]

aufstellen. Die beteiligten Groflen sind frequenzabhéngig, wobei im Weiteren
auf die Angabe des Arguments verzichtet wird. Die Eingangsimpedanzen der
einzelnen Lastelemente ergeben sich aus der Impedanzmatrix (2.13) zu

Zn = Z1,.n coth (ynly) . (B.2)
Es empfiehlt sich, die Langen [, so zu wéihlen, dass jeweils mindestens ein
Druckminima im relevanten Frequenzbereich Af = fr — fi1 vorhanden ist.
Diese Bedingung fithrt mit Gleichung (B.2) auf
T C )\L
> 2771 4fL 4 ( )
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B.2 Praktische Durchfiihrung

Lautsprecher

UM,n
Mikrofon
_9 EARTHWORKS OM1

PC mit i T}w ,,,,,,,, P |7
Soundkarte f .

Po

Abbildung B.2: Schematischer Messaufbau zur Bestimmung der Quellenparameter
mit einem Schieber zur Einstellung der wirksamen Lénge [,, bei einem
Rohrenradius von 7y = 28,5 mm

Bei der praktischen Parameterbestimmung lag der Messaufbau in Abbil-
dung B.2 zu Grunde. Der Lautsprecher wird mit der Spannung uwy angeregt
und erzeugt den Schalldruck po, wahrend das Mikrofon den erfassten Schall-
druck p, in die Spannung um,, umwandelt. Der Zusammenhang zwischen den
akustischen und elektrischen GréBen kann mit den Ubertragungsfunktionen kq
und k£ durch
UM, n

k
hergestellt werden. Auf der Basis des gemessenen Schalldrucks p,, wird jeweils
die Ubertragungsfunktion H,, = um,n/uv fir Frequenzen fi1 < fi < fr ermit-
telt. Die Angabe des Arguments fj erfolgt im Weiteren nur dort, wo dies notig
erscheint. Der Zusammenhang zwischen pp und p, ldsst sich mit Ko = kok
und den ermittelten Ubertragungsfunktionen H,, zu

po = kouy und p, = (B.4)

1 UM,n

H, =" =

= LA B.5
Do kouv k 0 (B:5)

formulieren. Nach dem Einsetzen von p,, = K 'H npo in Gleichung (B.1) erhélt
man das Gleichungssystem

7, — H;i | [ Z,.H, |
Zs — Hy K. ZoHo
o = , . (B.6)
. ZO .
| Zv —  Har | Za Ho |

Die Verwendung der Ubertragungsfunktion Ko erscheint praktikabler, da
diese im Gegensatz zum Urschalldruck

u
Po = KO% (B.7)
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ohne Kenntnis der Empfindlichkeit k£ des Mikrofons bestimmt werden kann.
Die Bestimmung von Zj ist ebenfalls von k£ unabhéingig. Im betrachteten Fre-
quenzbereich ldsst sich £ durch eine reelle Konstante abschétzen.

Die Parameter Ko und Zy der THEVENIN-Quelle ergeben sich fiir die Fre-
quenzen fj durch eine Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers

M
e= Y |ZnKo— ZoHn — ZnH, |’ (B.8)
n=1
Zu
[ M M 117 M i
DIH Y ZnHa || ) |2l Hy
KO ]_ n=1 n=1 n=1
Zo| Al M M M (B-9)
S zoty N NZaP | | =Y Zo | HAP
L n=1 n=1 1 L n=1 1
mit
M M M 2
A=) |Z?) |HiP = |> ZnH (B.10)
n=1 1=1 n=1

B.2.1 Langenoptimierung

Die bei der Berechnung der Eingangsimpedanzen (B.2) verwendeten Léngen [,
sowie die Eigenschaften des Mediums iiben einen groflen Einfluss auf die Ge-
nauigkeit der Groflen Ko und Zp aus. Die Bestimmung von [, mit Hilfe der
gemessenen Ubertragungsfunktionen H,, ist der mechanischen Bestimmung
weit iiberlegen.

Die Langen konnen vor der eigentlichen Parameterbestimmung mit Glei-
chung (B.9) auf der Grundlage von H,, durch Auswertung der Minima ge-
schétzt werden. Diese treten bei den Frequenzen fmin,r auf, so dass sich mit K
Minima im Bereich Af die Langen ndherungsweise zu

2k — 1] 7
ln,min & 7 Z 21m{% —Y (B.11)

berechnen. Zur Erhohung der Frequenzauflosung lassen sich Interpolations-
techniken verwenden. Alternativ dazu kann auch die normierte Fehlerfunktion

L

— elfs) B.
fL_f1+1;er\f_ﬂzn(fk)]{n(fk)ﬁ (B.12)
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zur Bestimmung von [,, zum Einsatz kommen [KLBQQ].1 Ein Optimierungs-
verfahren variiert dazu [,, dergestalt, dass der obige Fehler auf der Grundlage
der diesbeziiglich berechneten Eingangsimpedanzen (B.2) sowie der nach Glei-
chung (B.9) bestimmten Quellenparameter iterativ minimiert wird.

B.2.2 Untersuchungen zur Bestimmung der Quellenparameter

Die Ubertragungsfunktionen H,, wurden fiir Lingen 20 mm < /,, < 290 mm im
daquidistanten Abstand von Al,, = 10 mm sowie mit einer Frequenzauflosung
von fres = 1 Hz gemessen. Die Berechnung der Eingangsimpedanzen basierte
auf dem Ausbreitungsmafl von STINSON fiir ideal schallharte und isotherme
Wiénde aus dem Abschnitt 1.2.3.

Fiir die Schéitzung der Léngen [, min mit Hilfe der Schalldruckminima
gemifl Gleichung (B.11) kam eine Spline-Interpolation zur Erhohung der Fre-
quenzauflosung zum Einsatz [SK06]. Dariiber hinaus erfolgte die Bestimmung
von [y opt durch eine Minimierung des Fehlers € mit dem Verfahren der kleins-
ten Fehlerquadrate [PTVFOQT7]. Als Startwerte wurden die Langen [, min ver-
wendet. Fiir Lastelemente mit [, < 100mm koénnen fiir fr, = 1kHz keine
Minima ausgewertet werden, so dass dort die mechanisch bestimmten Léngen
als Startwerte fungierten.

Rohre || mechanische Messung | aus Schalldruckminima | nach Optimierung
n lp in mm Iy, min in mm ln,opt in mm
1 20 — 17,8
2 100 97,3 98,2
3 130 127,3 127,5
4 170 165,6 165,2
5 210 203,6 204,2
6 250 2446 2457
e | 8-10~4 | 5-1074 9-107°

Tabelle B.1: Liangen der Lastelemente bei Bestimmung aus den Schalldruckminima
und nach einer nummerischen Langenoptimierung sowie Angabe des je-
weils verbleibenden Fehlers (B.12)

Die Untersuchung beziiglich des Fehlers é zeigte, dass es weniger auf die
Anzahl M der verwendeten Rohren ankommt, sondern vielmehr auf eine ge-
schickte kombinierte Auswahl der Léngen. Eine Erhchung der an der Para-
meterbestimmung beteiligten Lastelemente fiihrte nicht zwangsldufig zu einer

!Die optimierten Lingen der Lastelemente entsprechen natiirlich nicht exakt den tat-
séachlich mechanisch vorliegenden Lingen, sondern sind als dquivalente Groflen zu inter-
pretieren, die unter den real vorliegenden Temperatureinfliissen den Fehler optimal mini-
mieren.
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Schalldruckminima —— Optimierung

—— mechanisch

|Ko| in dB

arg{ Ko} in rad

| | | | | |
0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
f/kHz

Abbildung B.3: Betrag und Phase des Quellenparameters Ky

Schalldruckminima — Optimierung

—— mechanisch
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0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
f/kHz
T T T
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g i
8

,—g —
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&

© _71-/2 1 1 1 1 | - i —

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

" f/kHz

Abbildung B.4: Betrag und Phase des Quellenparameters Z
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I Iy ls —-— ly - — ls - — g |

H,, in dB

0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
f/kHz

—_

Abbildung B.5: Gemessene Ubertragungsfunktionen H,

Verringerung des Fehlers é. Bereits mit 4 < M < 6 lielen sich gute Ergebnisse
erzielen. Diese sind fiir die untersuchte Schallquelle fiir M = 6 in Tabelle B.1
angegeben. Wie der Abbildung B.5 zu entnehmen, verteilen sich die ersten
Schalldruckminima iiber den gesamten Frequenzbereich, wéahrend fiir [; kein
Druckminimum in der gemessenen Ubertragungsfunktion enthalten ist.

B.2.3 Quellenparameter

Die Genauigkeit ldsst sich beziiglich des in Tabelle B.1 angegebenen Fehlers é
sowohl durch Auswertung der Druckminima als auch durch eine nummeri-
schen Lingenoptimierung gegeniiber einer mechanischen Langenmessung er-
hohen. Die nach Gleichung (B.9) ermittelten Parameter kénnen den Abbil-
dungen B.3 und B.4 entnommen werden.

Aufgrund der unterschiedlich zu Grunde gelegten Liangen der Lastelemente
sind im Bereich 0,4kHz < f < 0,8 kHz Abweichungen zwischen den bestimm-
ten Quellenparametern festzustellen. Die im zweiten Teil der Arbeit fiir die
Modellierung der Sekundérquelle verwendeten Parameter basieren auf den Er-
gebnissen der nummerischen Lidngenoptimierung.



ANHANG C
MFx-Struktur und Adaptationsalgorithmen

C.1 MFx-Struktur

u(n) » P(z) M: )y —>e(n)
\ 4 Ys (n)
H,(z) S(z)
z(n) > W(2) y(n)
S(z) S(z)
Z
z(n) > W(2)
4
.| Adaptations-
7] algorithmus +

Abbildung C.1: Blockschaltbild der MFx-Struktur [Bron93]

In die MFx-Struktur, welche in Abbildung C.1 dargestellt ist, lassen sich
alle vorgestellten Adaptationsalgorithmen einbetten. Durch die Uberlagerung
der primédren und sekundéren Schallfelder steht das zur Korrektur bendtig-
te Signal ys(n) messtechnisch nicht zur Verfiigung. Es kann jedoch auf der
Grundlage einer Modellierung von §(n) durch ein Transversalfilter mit den
Koeffizienten

3(n) =[S0(n) $1(n) ... §N_1(n)]T (C.1)
sowie mit dem Ausgangssignalvektor
ys(n) = [y(n) y(n —1) ... y(n— N+ 1" (C.2)
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die Ndherung

ds(n) = ) si(n)y(n —1) = 51 (n)ys(n) (C.3)

formuliert werden. Dagegen ergibt sich das Ergebnis der anderen Faltungsrei-
henfolge zu

L-1
dy(n) = Wi (n)i(n —1i) = w" (n)&(n). (C.4)
i=0
Mit dem Differenzfehler
Ae(n) = dgp(n) — ds(n) (C.5)
ist den Adaptationsalgorithmen anstelle von e(n) der korrigierte Fehler
e(n) = e(n) + Ae(n) (C.6)

zuzufithren. Bei einer optimalen Vorgabe von §(n) stellt der MFx-Algorithmus
sicher, dass der Adaptationsprozess nicht von den Eigenschaften des Sekundéar-
pfads abhéngt. Um die Stabilitéit der in die MFx-Struktur eingebetteten Adap-
tationsalgorithmen sicherzustellen, muss die approximierte Impulsantwort §(n)
mit einer entsprechenden Genauigkeit vorliegen. Kann das aufgrund von zeit-
varianten Ubertragungsstrecken nicht gewéhrleistet werden, ist 3(n) mit den
Verfahren zur Online-Modellierung aus dem Kapitel 6 zu schitzen.

C.2 Adaptationsalgorithmen

w(n+1)

Adaptations-

z(n)--- algorithmus

«—---¢(n)

Abbildung C.2: Definition der Ein- und Ausgangsgrofien

Die Algorithmen berechnen mit Hilfe der Eingangsgrofien x(n) und e(n)
den neuen Koeffizientenvektor w(n + 1), so dass sich mit der Definition in
Abbildung C.2 und anhand der in dieser Arbeit angegebenen Blockschaltbilder
direkt die relevanten Eingangsgrofien zuordnen lassen. Fiir die im Weiteren
verwendeten Vektoren gilt

z(n)=[z(n) z(n—1) ... z(n—L+1)]", (C.7a)
w(n) = [wo(n) wi(n) ... wr_1(n)] . (C.7b)

In einer MFx-Struktur ist der Fehler e(n) geméfl Gleichung (C.6) durch die
korrigierende Grofle €(n) zu ersetzen.
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C.2.1 Normalisierter LMS-Algorithmus

Initialisierung;:
w(0) =0.,0<a<2,0<p6<1
Rekursion: n = 0...N

~ B+ 2T (n)x(n)
W(n +1) = w(n) — u(n)z(n)e(n)

p(n)

C.2.2 RLS-Algorithmus

Initialisierung;:

w(0) = 0,

PO =c'I,0< <1
Rekursion: n = 0...N

) = Pe()
A+ xT(n)P(n)x(n)

P(n+1) = A7HP(n) — k(n)zT(n)P(n)]

w(n+1) = w(n) — k(n)e(n)

C.2.3 ERLS-Algorithmus

Initialisierung:
w(0) = 0,
M(0) = c3'I1, ap <1, g3 (n)

Rekursion: n = 0...N
r(n) = 1+ aT(n)M(n)x(n)
k(n) = agyM(n)x(n)r—1(n)
Mn+1) = a%a [M(n) — M(n)w(n)a:T(n)M(n)r_l(n)] + qu (n)I

w(n+1) = agw(n) — k(n)e(n)




ANHANG D
Rekursive Schatzung statistischer GroBen

Die rekursive Schatzung statistischer Grofien ist gegeniiber einer Berechnung
mit einem gleitenden Fenster weniger aufwéandig. Fiir die folgenden Betrach-
tungen sei die ergodische Grofle z(n) gegeben, fiir die im Intervall 1 < k < n
der Mittelwert Z(n) sowie die Varianz o2 (n) rekursiv geschitzt werden sollen.
Fiir das Moment der Ordnung i gelte [OS89, Héns01]

m{(n) = E{a'(n)} ~ %Zmi(k). (D.1)

D.1 Rekursive Schatzung des Mittelwerts

Zur Schitzung des linearen Mittelwerts Z(n) = m{" (n) lassen sich mit

Bn) = > alk) =

z(n) + i x(k)] : (D.2a)

n
k=1
1 n—1
Z(n—1) = — Z x(k) (D.2b)
k=1
die Rekursionsgleichungen zu
#n) = |1 = 1| #(n —1) + La(n) (D.3)
N n n '

angeben. Diese Form der Schéitzung basiert auf einer Langzeitmittelung, bei
der alle beobachteten Werte gleich gewichtet werden. Eine Kurzzeitmittelung
ist mit der Fensterlange W > 1 durch

() = [1 - %1 Fn—1) + %x(n) (D.4)
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moglich, wobei der Beobachtungszeitraum nidherungsweise durch W bestimmt
wird. Bei dieser exponentiellen Glattung bekommen aktuelle Abtastwerte eine
groflere Bedeutung. In dieser Arbeit hat sich W = 1000 bewéhrt. Liegen beziig-
lich des Startwerts z(0) = E{x(n)} keine verldsslichen a priori Informationen
vor, kann dieser ebenfalls zu Z(0) = 0 gewéhlt werden.

D.2 Rekursive Schatzung der Varianz
Die Varianz kann mit Hilfe des linearen und quadratischen Mittelwerts zu
o2(n) = E{[z(n) —2(n)]*} = m (n) — 2°(n) (D.5)

angegeben werden. Das Einsetzen von Gleichung (D.3) sowie der rekursiven
Beziehung

m? (n) = ll - l] mP(n—1) + l:UZ(n) (D.6)
n n
in die obige Gleichung (D.5) fiihrt mit
oZn—1)=mPn—-1)-z*(n-1) (D.7)

schliefSlich auf die Rekursionsgleichung

oo (n) = ll - l] lafc(n — 1)+ %

n

[(n) — Z(n — 1)]2] . (D.8)

Diese erméglicht auf der Grundlage einer Langzeitmittelung die Schatzung der
Varianz. Eine Kurzzeitmittelung kann dagegen mit

o2 (n) = [1 _ %1 lai(n 1)+ % (w(n) — F(n — 1)]2] (D.9)

und der Fensterlange W > 1 erfolgen. Eine rekursive Schitzung der Varianz
erfordert damit ebenfalls eine rekursive Schéitzung des Mittelwerts. Sind be-
ziiglich des Startwerts 02(0) = £{[x(n) — Z(n)]*} keine verlisslichen a priori

Informationen vorhanden, bietet sich auch die Wahl von ¢2(0) = 0 an.
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