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0 Einleitung

In der angewandten und theoretischen Hydromechanik wird der Behandlung von
Problemen in unbeschrinkten Gebieten eine hohe Aufmerksamkeit gewidmet.
Randwertprobleme fiir die Stokes- sowie Navier-Stokes Gleichung in einem Zy-
linder oder Rohr gehéren zu dieser Klasse von Problemen. Obwohl bekanntlich
keine unendlichen Volumina in der Natur existieren, kann eine derartige Strémung
mit Hilfe von Randwertproblemen in unbeschrinkten Gebieten, bzw. in Rohrsy-
stemen mit unendlich langen Ausfliissen, modelliert werden [NaPi99]. In dieser
Arbeit untersuchen wir den stationdren Fluss einer viskosen Fliissigkeit in einem
Rohrsystem. Dazu betrachten wir im folgenden das Stokes-System

—vAv+Vp = f in Q
divv = f; in Q (0.1)
v = g auf 00,

wobei u = (v, p)" den Vektor der Geschwindigkeit v und des Druckes p bezeich-
net, v den Viskosititsparameter und Q C R?® ein Gebiet mit unendlich langen
zylindrischen Ausfliissen sei.

Randwertprobleme dieser Art erfordern asymptotische Bedingungen im Un-
endlichen, welche bereits in der Wahl der zu betrachtenden Funktionenridume ent-
halten sind oder explizit als vorgeschriebener Fluss bzw. Druckgradient angege-
ben werden konnen. Um unbeschrinkte Gebiete numerisch behandeln zu kénnen,
miissen die unendlich langen Rohre an einer geeigneten Stelle abgeschnitten wer-
den (siehe Kapitel 1.1). Das erhaltene endliche Gebiet bezeichnen wir mit Qp.
Um nun u mit Losungen u® zu approximieren, ist es erforderlich, das System
(0.1) mit einer Randbedingung BEu® = h auf den Réndern I = 0Qz\0Q zu
erginzen. Diese Art von Randbedingungen werden iiblicherweise als kiinstliche
Randbedingungen bezeichnet. Das nun neu entstandene Problem auf dem be-
schrinkten Gebiet {2p nennen wir Approximationsproblem.

Eine der wesentlichen Fragen aus den Bereichen Akustik, Elektrodynamik, Me-
chanik und der Stromungssimulation ist, wie die Wahl der kiinstlichen Randbe-
dingungen auszusehen hat. Besonders im Bereich der numerischen Strémungssi-
mulation ist die geeignete Behandlung von derartigen Réndern ausschlaggebend
fiir die Qualitdt sowie die Performance von numerischen Verfahren. Die Wahl der
kiinstlichen Randbedingung (siehe [Sp97]) sollte dabei den folgenden Kriterien
geniigen

e Das Approximationsproblem besitzt eine eindeutige Losung uf = (vE, pft)t.

e Die Losung u® sollte auf Qr moglichst nah an der Losung u des urspriing-
lichen Problems liegen.
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Die derzeit am héufigsten angewendeten Techniken fiir die Entwicklung von
kiinstlichen Randbedingungen koénnen in zwei Gruppen eingeteilt werden, in loka-
le und globale Randbedingungen. Globale Randbedingungen, auch exakte kiinst-
liche Randbedingung genannt, sind selbstverstindlich die beste Wahl mit Blick
auf das zweite Kriterium, da in diesem Fall (u — uf)|q, = 0 gilt. Es handelt
sich hierbei um Pseudo-Differentialoperatoren, die nur fiir einfache Geometrien
praktisch konstruiert werden kénnen. Wir werden uns in dieser Arbeit auf lokale
Randbedingungen beschrinken, d.h. Randbedingungen in Differentialform der-
art, daf§ (0.1) unter Hinzunahme der kiinstlichen Randbedingung elliptisch ist im
Sinne von Agmon-Douglis-Nirenberg [ADN]. Der lokale Ansatz hat den Vorteil
einer guten algorithmischen Umsetzung und ist zudem geometrisch universell ein-
setzbar. Eine ausfiihrliche Zusammenfassung beider Methoden wird in der Arbeit
von Tsynkov [Ts98] dargestellt. Aulerdem wird in der Arbeit von Tsynkov eine
neue Methode, in der eine Kombination der globalen und lokalen Ansétze benutzt
wird, vorgestellt.

Das mathematische Werkzeug fiir die korrekte Realisierung der asymptoti-
schen Bedingungen zusammen mit der physikalischen Interpretation wurde in
[NaPi99] entwickelt. Um zu priifen, ob eine lokale kiinstliche Randbedingung zu
einer guten Approximation mit R gegen unendlich fiihrt, wird die folgende Vor-
gehensweise benutzt:

Wir betrachten ein gemischtes elliptisches Randwertproblem fiir das Stokes - Sy-
stem (S bezeichne den formalen Differentialoperator des Stokes-Systems und B
den Dirichletoperator)

SU = F in QR
BU = G auf 0Q2NoQg
BRU = H auf Iy (0.2)

und zeigen eine Abschéitzung von der Form
IU; DI < a(R) I(F,G, H); R, (0.3)

wobei D, R geeignete Produkte von Funktionenrdumen sind und « eine von R
abhiingige Funktion darstellt. B® bezeichnet den Randoperator auf dem kiinstli-
chen Rand. Der Differentialoperator S und der Randoperator B auf dem Man-
telrand 0Q(R) = 002 N 0Nk wird fest gewihlt.

Es sei v die Losung im unbeschrinkten Gebiet 2 und u® die Approxima-
tionslésung auf Q. Setzen wir nun U = u — u® so gilt F =0 und G = 0.
Damit erhélt man

lu— D < a(R)[|(h — B u)lr| - (0.4)

Der Fehler hingt somit von dem asymptotischen Verhalten von h — Bfu mit
R — oo ab, d.h. das Abklingverhalten des Fehlers steigt, falls die kiinstliche



Randbedingung derart gew#hlt wird, dafl der asymptotische Hauptteil von Bfu
(siehe Kapitel 1.2, (1.19)ff) verschwindet.

Wihrend in [Sp97] Losungen von (0.1) mit vorgeschriebenen Flufl betrachtet
wurden, studieren wir hier asymptotische Bedingungen im Unendlichen fiir (0.1),
welche dquivalent mit dem Vorschreiben des Druckes am Ausfluss sind. Im Gegen-
satz zu den Ergebnissen aus [Sp99] erhilt man Randbedingungen mit singuléren
Koeffizienten. Die hier diskutierten Ergebnisse enthalten auflerdem Abschétzun-
gen fiir die in [HeRaTu96] beschriebene do-nothing-Methode.

In Kapitel 1 werden wir die Geometrie des Gebietes () sowie einige Bezeich-
nungen und Funktionenrdume erldutern. Anschliefend werden die Resultate zur
Losung von (0.1) mit dem Setzen der Bedingungen im Unendlichen zusammenge-
stellt und Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir eine Klasse von gemischten
Randwertproblemen mit singuldren Koeffizienten auf dem kiinstlichen Rand in
gewichteten Sobolevraumen (Kondratiev-Rdumen) gezeigt. Zum Abschluss von
Kapitel 1 wird eine Abschitzung des Fehlers fiir (0.4) bewiesen.

Zur numerischen Behandlung von (0.2) stehen eine Vielzahl von Finite-Ele-
ment-Ansétzen zur Verfiigung [GiRa86, BrFo91, Ve84, Pi95]. Da bekannt ist, daf
ein linearer Ansatz fiir Geschwindigkeit und Druck (P1-P1 Ansatz, dabei bezeich-
net P1 den Raum aller Polynome vom Grad 1) nicht stabil ist, haben wir uns in
dieser Arbeit fiir das Mini-Element entschieden. Hierbei wird der Ansatzfunktio-
nenraum der Geschwindigkeit eines P1-P1 Ansatzes mit Bubblefunktionen (Bla-
senfunktionen) auf jedem Tetraederelement erweitert, um ein stabiles Element zu
erhalten. Vorteile dieses Elements sind zum einen die gleiche Approximationsgiite
wie der quadratisch-lineare Taylor-Hood Ansatz und zum anderen ein geringer
Implementationsaufwand (siehe Kapitel 2 und 3).

Der Randoperator B¥ aus (0.2) fiihrt nach Kapitel 1 (siehe 1.28) zu einem
gemischten Randwertproblem, der so genannten dritten Randwertaufgabe oder
Robin-Randbedingung, in der Form

(Vv —1Ip) -n+C(R,T,¢ " )v = h auf wi, j=1,...,J.

Dabei ist n die duflere Normale, I die Einheitsmatrix und J die Anzahl der
Ausflufirohre. Die Matrix C héngt dabei von R, dem simulierten realen Ende
T und v, der Losung eines 2D Laplace Problems

—AY = 2inw;,
Y = 0 auf Ow;

ab. w; bezeichnet hierbei den kiinstlichen Rand des j'ten Ausflufirohres fiir j =
1,...,J. Diese Probleme miissen zusétzlich numerisch mit einem Finite-Element
Ansatz gelost werden, da die Losung im allgemeinen nicht analytisch angegeben
werden kann. Hierzu kann ein linearer 2D Ansatz benutzt werden. Somit ist die
Losung von (0.2) gekoppelt mit der Losung dieser zweidimensionalen Randwert-
probleme. Es ist daher erforderlich, ein Finite-Element Programm zu entwickeln,
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welches zweidimensionale und dreidimensionale Lésungen solcher Systeme gleich-
zeitig unterstiitzt.

Zur Losung des Stokes-Problems mit einem Mini-Element Ansatz muf} ein
Gleichungssystem der folgenden Art (siehe Abschnitt 2.4)

(5 ¢)(3)-(5)

gelost werden. In den letzten Jahren wurde eine grofie Klasse von Lésungsme-
thoden fiir die Stokes-Gleichung geschaffen, angefangen vom einfachen Uzawa-
Algorithmus [Tem77] bis hin zu komplexen konjugierten Gradientverfahren (CG)
und Multigrid (MG)-Methoden. Mit dem Einsatz von Parallelcomputern ent-
standen Gebietszerlegungsmethoden und gemischte CG-MG Verfahren, welche
heute in Abhé#ngigkeit der Problemspezifikation jeweils zum Einsatz kommen
[BIBoDr95, Ve84]. Die Iterationsverfahren bestehen im allgemeinen aus Matrix-
Vektor-Multiplikationen mit den Matrizen B, B!, C und dem Invertieren der
symmetrisch positiv definiten Matrix A. Diese Matrizen entsprechen den diskre-
ten Operatoren
= —Ah, Bt = Vha B = dth.

Die Matrix C' entsteht aus einem Petrov-Galerkin Ansatz, siehe Kapitel 2. Zur
Lésung des zu der Matrix A korrespondierenden Laplace-Problems sind die be-
kannten schnellen Multigrid-Loser bestens geeignet. Eine andere Moglichkeit be-
steht darin, das Gleichungssystem mit Iterationsverfahren, die speziell fiir diese
Matrix-Struktur entwickelt worden sind, direkt zu behandeln, siehe [GoWa99,
SaSa98, SiWa94, SiWa94]. In dieser Arbeit haben wir uns fiir eine CG-CG Vari-
ante zur Losung der Schur-Komplement Gleichung

(C—BA™'B"Y)Yp = g—BA™'f

[GoL096, Ve94] entschieden, d.h A~! wurde ebenfalls mit einem CG-Verfahren
berechnet.

In Kapitel 2 werden wir die Anforderungen an die Tetraedierung bzw. Triangu-
lierung vorstellen und Interpolationseigenschaften [BrFo91], [GiRa86] auf solchen
Netzen angeben. AnschlieBend betrachten wir die schwache Formulierung von
(0.2) und definieren die zugehorigen Ansatzfunktionenrdume. Um die Existenz
und Eindeutigkeit der diskreten Lésung zu zeigen, beweisen wir die Giiltigkeit der
Babuska-Brezzi Bedingung [ArBrFo84, BrFo91, GiRa86] und im Anschluf§ daran
eine Abschitzung fiir den Fehler |[u® — wf|. Zu beachten ist, dal die Brezzi-
Konstante zwar unabhéngig von dem Diskretisierungsparameter h, aber nicht
unabhiingig von (2 ist (siehe auch [ChO199]).

In Kapitel 3 stellen wir die Methode zur numerischen Simulation von (0.2),

einige Modellprobleme und deren numerische Ergebnisse vor. Zur Simulation be-
nutzen wir ein Konzept, dafl auf der Datenstruktur des parallelen adaptiven
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Finite-Element-Pakets PadFEM, welches derzeit im Sonderforschungsbereich 376,
”Massive Parallelitit” Teilprojekt A3 entwickelt wird, beruht. PadFEM ist eine
Objekt-Orientierte Bibliothek mit verschiedenen Werkzeugen zur Partitionierung
von 2D Netzen, Lastverteilungsmethoden und Routinen fiir die Adaption von
zweidimensionalen unstrukturierten Netzen. Die Basis von PadFEM [Pad] be-
steht aus einer parallelen Datenstruktur, in der Zugriff auf Knoten, Kanten und
Fléachen sowie das Loschen bzw. Einfiigen von Elementen ermoglicht wird. Wei-
terhin sind automatisierte Funktionen zum Verschieben von Elementen in andere
Partitionen integriert, d.h Knoten und Kanten werden von einer Partition in eine
andere transportiert.

PadFEM enthilt Module zum Datenim- und export, eine zweidimensionale
Netzgenerierung mit graphischer Oberfliche, Partitionierungstools, Routinen zur
Matrixaufstellung und numerische Standardloser, wie z.B. das parallele CG-Ver-
fahren.

Desweiteren sind Fehlerindikatoren und Netzverfeinerungsmodule integriert
sowie Routinen zur dynamischen Lastverteilung. Auflerdem erméglicht die Da-
tenstruktur das gleichzeitige Behandeln von zwei- und dreidimensionalen Proble-
men. In dieser Arbeit benutzen wir ein sequentielles Verfahren zur Losung von
(0.2). Die numerischen Ergebnisse und der Ausblick werden jedoch zeigen, da8
eine Parallelisierung des Verfahrens fiir realistische Simulationen unumgénglich
ist. Die parallele Version des dreidimensionalen Problems wird in einer anschlie-
Benden Arbeit behandelt werden.

An dieser Stelle mochte ich mich herzlich bei meiner Doktormutter Frau Prof.
Dr. M. Specovius-Neugebauer, fiir alles, wodurch sie das Entstehen dieser Arbeit
ermoglicht hat, bedanken. Herrn Prof. Dr. B. Monien mdéchte ich fiir die fruchtbare
Zusammenarbeit iiber die Jahre zwischen Informatik und Mathematik danken.
Die Teamarbeit dieser Arbeitsgruppe hat wesentlich zum Gelingen dieser Arbeit
beigetragen. Herrn Prof. Dr. H. Sohr danke ich fiir das Interesse und fiir die
Ubernahme eines Korreferats.

Weiterhin mochte ich den Arbeitskollegen des PC? -Paderborn Center for
Parallel Computing- herzlich danken, besonders Jan Hungershoéfer fiir die freund-
liche Unterstiitzung sowie Axel Keller und Andreas Krawinkel fiir die technisch
perfekte und funktionierende Arbeitsumgebung.

Zum Schlufl méchte ich mich bei meiner Familie bedanken: Meinen Eltern,
meinen Kindern und insbesondere bei meiner Frau Monika, die mich bei meiner
Arbeit tatkréftig unterstiitzt hat. Thr sei diese Arbeit gewidmet.
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1 Kiinstliche Randbedingungen

1.1 Existenz und Eindeutigkeit im unbeschrinkten
Gebiet

Geometrische Bezeichnungen

Wir betrachten ein Gebiet €2 mit .J zylindrischen Ausstromrohren Qq, ..., ;. Mit
(2o bezeichnen wir das Gebiet, welches alle Teilgebiete €2;, j = 1,...,J miteinan-
der verbindet, d.h Q = QoUQ; U...UQ;. Dabei nehmen wir an, da§ Q;NQ; =0
fiir 4 # j gilt. Der Rand 09 sei aus der Klasse C'*2 | [ € N. Fiir jedes Teilgebiet
;, j > 1 existieren lokale Koordinaten

= (yj’ Zj),
sodaB Q; = {27; 27 € w; x [1,00)}. Hierbei ist w; eine glatt berandete Schnitt-

fliche der jeweiligen Ausstromzylinder. Ferner wihlen wir eine Kugel K (Qq, Ry)
mit Radius Ry > 0 die €2y umschliet. Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit

Abbildung 1: Darstellung von €2

gelte w; x [2,00)NQy = (. Weiterhin bezeichnen wir mit II; den Zylinder w; xR
und mit IT; den Zylinder w; x (—o00,0).
Wir definieren nun einige Funktionenrdume:

Mit H'(Q2) bezeichnen wir den gewdhnlichen Sobolevraum mefbarer Funktionen
in L*(Q), deren Ableitungen im Distributionssinn bis zur Ordnung ! noch in
L*(Q) enthalten sind

HYQ) = {v € L*(Q)|D* € L*(Q) mit |a| <1} .

Mit Hlloc(Q) bezeichnen wir den Raum aller mefibaren Funktionen v mit vjx €

HY(K) fiir jedes beschriinkte Teilgebiet K C €.



Es sei p € C®(2) eine Gewichtsfunktion mit der Eigenschaft

p(r) =1 fir z€Qy und
p(z) = z, fir z€Qfirj=1...,J

Dazu definieren nun die gewichteten Sobolev-Riume:

W;(Q) sei die Menge aller Funktionen u € H{, () derart, dal die Norm von u

loc
lu; W5 ()| = [ue®; H(Q)|| < o0

beschriankt bleibt.
Fiir [ > 1 sei

1—1/2
Wy 2(09) = {uloq - u € WHQ)} (1.1)
der zugehdrige Spurraum versehen mit folgender Norm

Jus W3R =t [@Wh@) (12)
ﬁ:uaujgaﬂ

Bemerkung 1.1. Es gilt

i) C}  liegt dicht in Wy fir 1>1
i) WéCWﬂi fir 1>1 und B>p
iii) quWg fir 1>1 und B>B.
Fiir das System (0.1) fiihren wir den natiirlichen Bildraum R und den De-

finitionsraum D als Produkt von geeigneten gewichteten Sobolev-Riumen wie
folgt ein:

DEW(Q) = WEHQ)® x Wi(Q)
RLW(Q) = Wi Q) x WE(Q) x W5*(Q)? .

Mit Sg definieren wir die folgende Abbildung

Sp: DEW(Q) — RLEW(Q,09) (1.3)
u (Su,v|sn) = (—vAv+ Vp,div v, v|sq) . (1.4)

Bemerkung 1.2. Sg ist linear und stetig (siche [NaPi99]) und es gelten fol-
gende Greensche Formeln:

(Su,U)g = —(Nu,V)sa+ (Vv,VV)q — (p, divV)q — (div v, P)g (1.5)



(SU, U)Q — (U, SU)Q = (U, NU)[)Q — (N’U,, V)ag (16)
fir w= (v,p) € DyW(Q), U= (V,P) € D' ,W(Q).

N bezeichne den Neumannoperator Nu = (Vv -n — pn)|sq, wobei n die duflere
Normale auf 0 ist, ferner sei (, )o und (, )oq das L>*— Skalarprodukt auf Q
bzw. 0S2.

Satz 1.1. ([NaPl91], [NaPi99]) Essei [ € N und S € R\Z. Dann gilt

i) Die Abbildung (1.3) definiert einen Fredholm Operator fiir alle 5 € R/Z,
wobei Z C R eine diskrete abzéhlbare Teilmenge ist.

ii) Es gilt:

0eZ

Bé¢I=—P¢T

B €T = ker Sg= coker S_g

Sp ist injektiv fiir 2 > 0,

Sg ist surjektiv fiir 5 € (—o0,0)\Z.

soss

Uns interessieren hier die § € R mit
8] < B*, (1.7)
wobei * der kleinste positive Wert aus Z sei. Mit Theorem 3.6 aus [NaPi99) gilt
dimkerS_s = J, (J = Anzahl der Abflufirohre), (1.8)

dh. zu (f,g9) € REW(Q,09) existiert eine Losung (v, p) € DEW(Q) von (0.1)
nur unter J Nebenbedingungen der folgenden Form

(f,U)a — (9 NU)oa = 0, (1.9)
fiir alle U € ker S_g.
Da RLW(Q,0Q) € RL W (Q), erhilt man fiir Gleichung (0.1) Losungen

u € Dﬂﬂ(Q). Weiterhin ist bekannt, daf§ fiir (f,g) € R%(Q,@Q) jede Losung
u € D' 5 von (0.1) folgende Darstellung erlaubt:

(vergl. [NaPi99, Th. 3.7])

u(z) = Z X;(x){a;u® + bju'} +u(z) . (1.10)

Jj=1



Dabei ist &; € C*°(Q2) eine Abschneidefunktion mit Trager supp X C ; fiir
die gilt

X(yjz) =1 fir z>2mit j=1,...,J,

und u € Dlﬁ, d.h. % nimmt exponentiell in den Ausstréomrohren des Zylinders ab.
u% und u" sind spezielle Losungen des homogenen Problems (0.1) im Zylinder.
Dabei ist 4% die konstante Drucklésung und «' der Poiseuille Flu8:

0
0
w99 (y;)

—2wjzj

03 und uY = (1.11)

—_ o O O

Hierbei 16st 1) das folgende Poisson-Problem

~AYY) = 2 in w;
p¥) = 0 auf Ow; .

w; ist ein Normierungsfaktor derart, dafl

/ B0 () dy, = 1 gilt.

J

Bemerkung 1.3. a = (a,...,a;) und b = (by,...,b;) sind Vektoren mit je
J Komponenten, die durch die Losung v eindeutig bestimmt sind, d.h. es gibt

einen Isomorphismus J vom Urbild
S_pR5(Q2,0Q) auf Djx C7 =:Dy(Q)
definiert durch Ju = (u,a,b) mit

u= Z Xj(a;u® + bju') + 1.
=1

Nach Satz 1.1 und (1.8) wissen wir, daf die Abbildung

S:DLW(Q) — RLW(Q,09)
u = (Su,v|sn)

surjektiv ist und einen .J- dimensionalen Kern besitzt. Um eine Losung zu fixie-
ren, ist es notwendig, zuséitzliche Randbedingungen im unendlichen festzulegen.
Dazu betrachten wir die folgende Gleichung (vergl. [NaPi99])

]B-(E):h, (1.12)



wobei B = (By,B;) eine J x 2J- Matrix in R oder C ist und B maximalen
Rang, RgB = J, hat.

Als Beispiel wihlen wir By = 0 und B; = I, dabei bezeichne I die J-
dimensionale Einheitsmatrix. Durch Einsetzen erhilt man

0-a+Ib = h < Ib=h,

d.h. wir schreiben den mittleren Flu} %; in jedem Ausstrémzylinder 2; vor.
In dieser Arbeit betrachten wir Bedingungen im Unendlichen der folgenden Art:

Satz 1.2. (Pileckas, Nazarov) [NaPi99] Essei | € N, g* aus (1.7), 8 € R
mit 0 < < f*, By =1 und B; = diag (y1,...,7s). Dann gibt es ein R* > 0
mit folgender Eigenschaft. Zu jedem Paar (f,g) € R W(Q,09Q), h € R” und
v; > R* fiiralle j =1,...,J existiert eine eindeutige Losung u € DWW (Q) des
Problems (1.1), (1.16). Desweiteren gilt die folgende Abschétzung:

> (lagl + 1b5]) + [[@ D W(Q)
l (1.13)
< c|l(f,9); REW(,00)]1 + D [hyl .

Auflerdem erhélt man mit einer Konstanten p; > 0, fiir die die nachstehende
Ungleichung erfiillt ist,

(£, 9l REW (.09 + Iyl < p1,
eine eindeutige Losung der nichtlinearen Gleichung Navier-Stokes Gleichung

v-Vo—vAv+Vp = f inQ
diveve = f; in{,
v = g on 09,

welche die asymptotische Randbedingung (1.12) und die Abschétzung (1.13)
erfiillt.

Im folgenden betrachten wir ein System von Zylindern €2y, ..., 2;, wobei fiir jedes
2; das reale Ende an der Stelle z; = T} ist. Wahlen wir nun ~; = 2w;T}, so
erhalten wir aus (1.16)

2’11)__7lebj —a; = hj . (114)

Aus (1.10) erkennen wir, daf§ die linke Seite von (1.14) mit dem ersten asymp-
totischen Term des Druckes am realen Ende vergleichbar ist, d.h. wir kénnen diese
Randbedingung als Vorgabe des Druckes an der Stelle T; interpretieren.



1.2 Randwertprobleme in g

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns nur mit Randbedingungen in dem be-
schrankten Gebiet (2p. Dazu fiihren wir folgende Bezeichnungsweisen ein.

Qp = {z€Q:2 <R mitz = (y;, 2) € Q}
bezeichne das endliche (abgeschnittene) Gebiet und
0Q(R) = 002N 0Ng
den "lateralen” Rand. Mit
Ir; = {(y5; R) € Q;}

bezeichnen wir die Schnittfliche am abgeschnittenem Ausstromrohr von ;. Iy
bezeichne die Vereinigung aller Ein- bzw. Ausstrémflichen

FR = U FRJ .
J

Olg,; = {(y;, R) : y; € Ow;} bezeichne die Randkurve der Schnittflichen von Q;
und OIy sei die Vereinigung aller Randkurven

N
6FR = U HFR’]- -

Jj=1

Abbildung 2 erldutert noch einmal die Bezeichnungen.

Abbildung 2: Ausschnitt eines Zylinders



Wie in der Einleitung erwihnt, soll die kiinstliche Randbedingung den asymp-
totischen Term derart aufheben, dafl der Fehler mit R — oo verschwindet, ver-
gleiche (0.3). Da wir die Konstanten a;, b; nicht kennen, sondern nur die Relation
(1.14), ist es nicht moglich, mit einer Dirichlet oder gemischten Randbedingung
zum Ziel zu gelangen (vergl. [Sp99]). Daher betrachten wir zunéchst die An-
wendung des Neumann Operators auf Iy ; in lokalen Koordinaten von §2;. Mit
Nu = (Vv -n — pn) bezeichnen wir den Neumannoperator, n sei die duflere
Normale und e, sei der Einheitsvektor in z-Richtung. Es gilt

/0

a; Nu¥” = a; N = q;(0-v—1I1) = —qje,, (1.15)

b; Nu' = b;N

== bj 0 c€y — (—QEij)ez = ijmzjez . (116)
621)3

Die Ableitung von vz verschwindet, da w3 nicht von z; abhéngt. Somit erhélt
man

Nul,—r = N(ajul + byul)
= (—G,j + QWijbj) eZ‘ZjZR = Q(Eijj - aj)ez . (117)
Wir wéhlen die kiinstlichen Randbedingungen wie folgt:
(BFu®) xn = (Nuf) xn = 0, (1.18)
T—-R) r

(
(BRu®) - n = Nuf+2 o v™-n = h;. (1.19)

Dann gilt in lokalen Koordinaten
0.v"(y, R) — p"(y, R)e, + c(y, R)(v"e,) = hje,
und daher folgt aus (1.14), (1.19) und mit c(y, R) = 2(T — R) (¢’ (y))~"':
BRyR — BRy = BRu,

wobei u die Losung des Stokes-Systems von Satz 1.2 ist und u der exponentiell
abklingende Anteil.



Kommen wir nun zu der Abschéitzung vom Typ (0.3). Essei U = (V, P) € D.
Wir betrachten das folgende Problem

SU = F in QR
BR*U = H auf Iy (1.20)
V = G auf 9Q(R)

zu gegebenen (F,G,H) € R. Die Ridume D und R seien so gewihlte Funk-
tionen- und Spurrdume, dal der Operator zwischen D und R ein Fredholm-
Operator ist. Da Qp ein Gebiet mit Kanten ist und der Randoperator Bf sin-
guliire Koeffizienten hat, ist es nicht méglich, D(Qg) = HT(Q) x HY(Q) un-
abhingig von [ zu wihlen. Die allgemein iibliche Wahl der H'- Riume und eine
analoge Wahl von (F, H,G) fiihrt hier nicht zu einem Fredholm-Operator. Daher
miissen in diesem Fall gewichtete Sobolev-Réume (Kondratiev-Réume) benutzt
werden. Das zugehorige Gewicht berechnet sich dabei aus dem Abstand eines
Punktes von Qp zum jeweiligen Rand 0l'g ;.

Zuldssige Randoperatoren und Funktionenrdume

Wir wollen hier eine Klasse von Randoperatoren B fiir unser Problem (1.20)
untersuchen. Hierzu machen wir zunéichst eine geometrische Voriiberlegung.

Bemerkung 1.4. Zu jedem x € 01y existiert eine Umgebung
O.(z) = {7 |z — 7| <e}

und ein C? -Diffeomorphismus K : O, — (55 derart, daf

K@OIzNn0,) = ({0} x{0}NR)NO, (1.21)
KOEQUR)NO.) = {0} xR, xR NO, = I (1.22)
KTrn0.) = Ry x {0} xR NO, = ypc. (1.23)

Siehe dazu Abbildung 3.

Wir setzen zu jedem ¢ auf M C O, N Qg

(@) = ¢(K1@)) firze M = K(M).

Bevor wir zur eigentlichen Konstruktion der Randoperatoren kommen, ben6tigen
wir noch einige Vorarbeit.



Abbildung 3: Transformierte Umgebung eines Randpunktes

e nition 1.1. FEin skalarer Differentialoperator
p(z, V) = Zpa(x)aa
o
mit oe zienten in C*®(Qr\Ir) heift zuldssig, falls fiir jede Umgebung O, und
den IC-transformierten oe zienten p, gilt:
Pa®) = ~ TP, L2) it
2 e CH(R, x[0, /2] xR)NO, .

ier ist z ein Parameter der wurve O, und ( ,¢) sind die zu (T1,T2) zu-
gehdrigen sphdrischen  oordinaten.

e nition 1.2. Ein atriz-Differentialoperator heifit zuldssig, falls jeder a-
trizeintrag zuldssig ist.

Diese Definitionen miissen fiir Randoperatoren auf I und Iygc gelten. Die Ope-
ratoren des Stokes-Systems so wie die Dirichlet-Bedingungen erfiillen die Zuléssig-
keitsbedingungen.



Betrachten wir die kiinstliche Randbedingung

Mu(z) = (Vv—-1Ip) -n+C(z)-v(z)
Nu(z) + C(z) - v(z) , (1.24)

fir z = (y;,R) € Ig;. Dabei ist C(x) eine auf Iy, definierte 3 x 3 Matrix.
Man erkennt sofort, dafl wir im Fall C # 0, eine Randbedingung vom Robin-Typ
oder die sogenannte dritte Randwertaufgabe erhalten. Fiir C = 0 erhélt man den
gewohnlichen Neumann-Operator.

Wir nehmen zunéchst an, da C; € C'™(Iy;) ist, allerdings kann C; fiir
i, =1,...,3 singuldr werden, wenn das Argument y gegen den Rand von w;
lauft. In diesem Fall kénnen wir eine hinreichende Bedingung fiir eine zul&ssige
Randbedingung folgendermaflen angeben:

Es sei

Ci (y, )™ = v(y) fir ¥(y) € C™ (@),
wobei 1 (y) # 0 fiir alle y € w;, und falls ¢(y) =0 fiir y € dw,, so ist 0 YP(y) #
0. Die nachfolgende Konstruktion zeigt die Giiltigkeit dieser Behauptung.

Mit O., K und (55 wie oben definiert, gilt

) € C**(ype) und 8J=—&%mma::§}%m&@,
1

da :fl-

Mit Taylorentwicklung um z; = 0 erhilt man

$(71,0,2) = (0,0,2) +8,9(0,0,2)F + () =z,

wobei A1 (0, 0,2) € C"2 . Vernachlissigen wir die Terme héherer Ordnung, so

Ty

Co(71,0,2) = =

~ — . (1.25)
w(O, 0, Z) + 811[1(0, 0, Z).Il + ...

Da sogar in einer Umgebung von (0,0, z) entweder QZ(O, 0,z) # 0 oder die Ablei-
tung 8175(0, 0,z) # 0 gilt, erhalten wir die Behauptung.

Wir betrachten nun das Problem (1.20) in folgenden Kondratiev-Rdumen
Vi(Qg, 0l ). Dazu sei p eine glatte Funktion auf Qg mit

p(z) = dist (z,0I)
in einer £;-Umgebung von 0l und

p(z) =1 fir dist (z,0Ig) > 2¢0.
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Fir e Ny, y€R und € C°(Qr\0IR) setzen wir

|5V QR0 = [D llp tHelo ; L2(Qg)||? (1.26)

al 1

und definieren V!(Q2g, 0Ix) als den Abschlul von Cg°(Qg,0Ir) beziiglich der
Norm (1.26)

Vl(QR,E)FR) = CSO(QR\FR) . (127)

Desweiteren bendtigen wir Spurrdume fiir den ”lateralen” Rand 0Q(R), sowie
fiir die Schnittflichen If ;. Dazu definieren wir

I 5 VIZY2 (M, 0Tg) || = inf || 75 VI(Q, 0LR) (1.28)

fir M = 0Q(R) oder M = Iy ;. Das Infimum werde iiber alle ~ € V!(, 0I)
mit 7| =  genommen.

Fiir zuldssige Differentialoperatoren erhiilt man in Verbindung mit (1.20)
Sasc : D'(Qr) — R'(Qm); (1.29)
u (SU,U|39(R),BRU|FR)
mit
D' (Qr) = VIT(QR)? x VI(QR) (1.30)
und

R' (2r)
=V 1(Qg)? x VI(QR) x Vl+1/2(8Q(R))3 X ' Vlil/2(FR,j)3 (1.31)

Jj=1

einen linearen und stetigen Operator. Nach [NaP191, Ch. §] gilt, daf} Fredholmei-
genschaften fiir zulissige Randwertprobleme im allgemeinen in einem endlichen
Intervall fiir den Gewichtsindex 7 erwartet werden konnen.

Um
lu —ug; DIl < a(R)[|h — B ulg,||
zu zeigen, reicht es aus die folgende Abschitzung

IU; DI < a(R)||(F, G, H); Rl

11



mit D und R wie oben beschrieben, fiir ein zuléssiges ~, zu beweisen.

Fiir jede Losung u des Dirichlet-Problems von (0.1) mit u € Dj(Q) gilt u €

HIFN(Q) x H},(Q) . Somit ist leicht einsehbar, daf die Einschréinkung ulso, in
D' fiir v = | + 1 enthalten ist. Aber, wie in [NaP191, Ch. 8] beschrieben, gilt
nicht fiir alle Randoperatoren, dafl v = [ 4+ 1 in einem unkritischen Intervall
(70,71) enthalten ist. Wir werden aber sehen, daf§ der Index v = [, d.h. der Fall
Vv € L?(QR) , immer mdglich ist.

as odellproblem

Die Behandlung von Randwertproblemen mit Kanten baut wesentlich auf der
Theorie von Modellproblemen mit unendlichen Kanten auf. Es sei dazu

D=dxR mitd = d R, xR, .

Abbildung 4: Transformiertes Gebiet D
Zu jedem zy € 0l betrachten wir den Hauptteil des transformierten Systems,
wobei fiir den Diffeomorphismus I gilt IC(xzg) = 0. Dort betrachten wir den
Hauptteil des transformierten Operators. S sei wieder der Stokes-Operator mit
Su = (-Av+Vp,— divv).
Weiterhin sei
V= (’1)1,1)2,1)3) und f = (flafZaf?)) sowie g= (91392593)

mit f = (f, f1), sowie u= (v,p) und u =v, uy = p. Wir betrachten also

S(V)u = f inD
v =g auf ' = {zeD, y; =0}. (1.32)

12



Auf FABC’ gllt

0v; 1
S A Civ = h fir 1=1,3
392 331;
9 . 3 (1.33)
2
- —>N c = hy.
3y2+p+$1z 2 v 2

Die Matrix-Eintriige von C = (C; ); -1, 3 sind nun reelle Zahlen mit C; = 0,
falls ¢; (y) stetigin zy € I,

1
sonst C; = — —

lim 0 81(0.? ($1,0; Z)il)

wobei 6’;6 aus (1.24).
Weiterhin bezeichnen wir mit die Kante des Keils durch

= {x=1(0,0,z2)|z € R} .

Dazu fijhren wir analog zu (1.29) Kondratiev -Réume V{(D, ), D'(D, ) und
R(D, ) ein. Die Abbildung

S?‘lBCDl (]D)v ) - Rl (]D): )

1.34
u = (Su,v[r,Bulr ) (1.34)

definiert einen stetig linearen Operator. Mit Hilfe der Resultate aus [NaPl91,
Ch.8, 2, Th.21] folgt, dass die Fredholmeigenschaft von (1.34) auf die Fredhol-
meigenschaft fiir den Operator aus (1.29) in einem geeignetem Intervall (7, 7s)
fiir den Gewichtsindex v zuriickgefiihrt werden kann. Um das Intervall zu be-
rechnen, benutzen wir dieselbe vorgehensweise wie in [NaP191]: Man fiihrt eine
Fouriertransformation in Richtung z — entlang der z-Achse durch, d.h.

T = (Yy,%2,2) = (y, )-

Mittels Koordinatentransformation von (y, ) zu = | |y wird das Randwert-
problem in ein 2-dimensionales Randwertproblem in dem Winkelsektor d

d={z=(, )eR;0< < /2}

tiberfiihrt, siehe dazu [NaP191, 8.1.2] und [So83, p. 402].
Man erhilt also das transformierte System

U(07 2)
B(V ,i)U( 1,0) = (1)

Il
—~
N
~—

(1.35)
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mit
9 9
o ’ 0y

70 = (p)) = (aliy)) o

0= (1Y
f4(‘ |7 ) )
nach diesen Manipulationen gilt fiir die Normen : (siehe [NaP191, Ch. 8, Lemma
2.1])

s V(D )| / P W, ) YR
mit
W(, ) =w(|",)

und

Ww: f@l = { Y |1 @+] [*)D*W;L*d)

la| 1
(1.35) definiert also eine stetige lineare Abbildung
S i) : D' (d) - R (d), (1.36)

wobei D! (d), R® (d) analog zu (1.29) definiert werden kénnen. Man ersetze
hierbei V!(2z) durch ‘(d). In [KeOs76], [NaPi99] wird gezeigt, daf§ die Fred-
holmeigenschaft von (1.36) die von (1.35) impliziert. Dies ist, wie bereits oben
erwihnt, fiir v aus einem beschrinkten Intervall (y1,72) C R, mdglich.

Um die Existenz eines solchen Intervalls zu zeigen, ist es notwendig eine An-
zahl von Bedingungen zu priifen, welche im nun folgenden Lemma zusammenge-
faBt sind. Man stellt fest, da in einer Umgebung von = 0 die Norm in
mit den Normen aus V' fiir den 2D - Winkel

d={ =(cos, sin) >00< < /2}
iibereinstimmt.

Da nur die Hauptterme aus (1.35) ; entscheidend sind um geeignete Indizes zu
finden, reicht es aus, nach [NaP191, Th. 8.2.3], das fouriertransformierte System
S(0) in Z zu betrachten. Daher kénnen wir ( ¢) in (1.35) durch 0 ersetzen. Die

14



Randwertprobleme existieren nun in dem 2D-Winkel d und definieren bijektive
Abbildungen zwischen

VL (d)* x Vi(d)
und
V@) x V) x V({1 = 01)° x VI({ 2 = 0))

fiir alle (y—1) € R\Z, wobei Z die abzéhlbare diskrete Menge der nicht zulidssigen
Indizes ist. Dabei sei fiir y € R und [ € N

Vid)= ¢ € Hl(d) : [lé;V'(d)]?
= ST Mg @) < oo

al 1

Mit Theorem 8 aus [NaPl191] erhélt man folgendes Lemma:

emma 1.1. Die Abbildung ( .3 ) ist genua dann ein Fredholm- perator, wenn
ste einen  somorphismus de niert. erfir sind die beiden folgenden Eigenschaf-
ten hinreichend.

i) v—1=0 ist ein zuldssiges Gewicht fir das Fouriertransformierte S stem
in =0,dh (y=1=0)¢T.

ii) Abbildung ( .3 ) de niert einen somorphismus fir +i und —i.

Sind i) und i) erfillt, dann existiert ein o > 0 derart, daff ( .3 ) bijektiv ist
fir alle y+ mit | | < o.

Bemerkung 1.5. Angenommen, v —1 ¢ T, dann liegt v zwischen zwei nicht
zuldssigen ndizes a; und as. Das ntervall (a; —1,ay — 1) hingegen ist frei von
nicht zuldssigen ndizes. Damit kann  berechnet werden als

o = min{y — a1,y — as}. (1.37)
Um ii) mit den gleichen Argumenten wie aus [NaP191, Lemma 2.1] zu bewei-

sen, ist es ausreichend, die Injektivitéit zu zeigen, da die Operatoren S°(+:) und
S%(—4) formal adjungiert (beziiglich einer passenden Greenschen-Formel) sind.

Beginnen wir mit dem Beweis von i) fiir v —1=0.
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i) Anwenden der Fourier-Transformation liefert:

—V2V(y) + 2Vj(y)+aiy_p(y) = Ry . j=12,
~VVs(y) + *Vi(y) + i Ply) = F(y),

—0 Vi—-0 Vo—i Vg = F,.
Mit V' = (V3,V2) und =0 folgt

V¥V +V P =F
—divV F, (1.38)
-VV; = F

I

mit der Randbedingung
V(y) = V(zi,22) = G(yp) fiir 21 =0.
Fiir C # 0 in (1.33) lautet die zweite Randbedingung nun

_

3
1
;P —EN-V-:H- ; =1(0,1,0 1.39
ay2+3 +$1j:103 J J J (7:) ( )

fir j=1,...,3.

Man beachte, daf§ fiir Neumann-Randbedingungen (C = 0) das System in
zwei Probleme zerfiillt, nimlich in ein 2-dimensionales Stokes Problem fiir (V' , P)
und in ein Laplace Problem fiir V3 in d.

Siehe dazu [So83, Eq.(6.4), (6.5)]. Um die Zuléssigkeit des Indizes v = [ zu be-
weisen, kann man fiir beide Fille von C' den gleichen Trick benutzen.

emma 1.2. Sei C' s mmetrisch und nicht negativ. Dann ist das Gewicht v =
I zudssig fir (.3 ).

Be eis Angenommen, v = [ wire nicht zulissig, dann existiert eine Losung
U in d des homogenen Problems (1.38) in folgender Form:

U=Wpr =W(),-P(),

wobei (7, ) die Polarkoordinaten von d bezeichnen. Die Randbedingungen las-
sen sich in folgender Kurzform schreiben

V =0 fir = /2 (1.40)
N € (V,P) 1

+-C-V =0 fir =0, 1.41
5V, p (1.41)
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Abbildung 5: Gebiet dg r

dabei ist N der 2-dimensionale Neumann Operator auf dem Strahl zo = 0. Fiir
0< Ry <Ry sei dg g der Schnitt von d mit der Teilmenge {Ry < < R;}.
U ist bis zum Rand von dr g glatt. Multiplizieren wir die Gleichungen aus
(1.38) skalar in L?*(dg g )* mit V, so erhilt man mittels partieller Integration

0 = / -AV -V + VP.-V — AV3Vsdx
R R

R
=/ |VV|2+|VV},|2dx—/(NU-V -0 VW) (@, 0) day
R R R
R

:/ |VV|2da:+/ (C V) V)(z1,0) das (1.42)

R R R
Das Randintegral iiber z; = 0 verschwindet nach (1.40), wéihrend die Integrale
_r und . . sich gegenseitig aufheben aufgrund der speziellen Form von U.
Die rechte Seite von (1.42) ist gréfer oder gleich |[VV; L*(dr g )|, und somit
gilt V= const = 0 wegen der Nullrandbedingung (1.40) und P = 0 nach
(1.38). Damit wire U die triviale Losung und dies ist ein Widerspruch. .

Um Bedingung ii) aus Lemma 1 zu beweisen, miissen wir die Injektivitéit von
(1.36) fir v —1 =0 zeigen.

emma 1.3. Sei v — 1 = 0. Die durch ( .3 ) de nierten peratoren S°( 1) :
D! (d) - RY (d) sind injektiv, falls die atriz C in ( .33) s mmetrisch und
nicht negativ ist.

Be eis Fiir v — 1 = 0 fiihrt das Verhalten der Gewichte mit + 0 oder
— oo zu folgender Eigenschaft. Es gilt

D' (d) c H'(d)® x L*(d) . (1.43)
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Sei nun U € ker SO( ). Mit (1.41) erhalten wir

~AV +VP =0
~AV3+V; iP = 0 (1.44)
—divV iV = 0. (1.45)

Die Randbedingung fiir zo = 0 ist

1 —0 "
NU+—C-V=0 mit NU=[ -8 V,+P | . (1.46)
T -9 V:%

Multiplizieren von (1.44) und (1.45) mit V in L?*(dg .z ) und partielle Integration
fithrt auf folgende Gleichung.

0 = /(—AV—i—VP)V dx-i—/(—AV},—i-Vg, iP)V5 dx
= /VV:Vde—i—/V-Vd:I; +/vv3v73dx

— [P(divV iV3)dz — [ 0V-Vd — | P(V -n)d .
/ / /

Nach (1.46) folgt, daB8 alle Integrale mit P verschwinden. Mit (1.45) und den
Eigenschaften von C' folgt

0 = [[VVIF + VIF + (NUV) )

*1

= IVV]* + IV|? +/ —CVVdz, .
0o 1

Somit folgt V' =0 und P =0 mit (1.45). u

osbarkeit in beschrinkten Gebieten

Fassen wir nun alle vorherigen Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den
folgenden Satz:

Satz 1.3. Es sei Q C R® ein Gebiet mit J unendlichen zylindrischen Aus-
stromrohren und Qg wie in Abschnitt 1.2 beschrieben. Fiir z € 0l sei C(z)
eine Matrixfunktion auf 0l derart, daf der unter (1.24) definierte Randoperator
M auf T; zuldssig ist. C(z) sei symmetrisch und nicht negativ z € 0l , dann
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existiert ein = (M) > 0 so, daf fiir jedes Tripel (F,G,H) € R'V(Q ,0IR)
zu dem Randwertproblem

SU = F in Qp

V. = G auf 00p
MU = NU+C-V
= H auf Iy

eine eindeutige Losung U C D'V (Qg, 0ly) existiert, vorausgesetzt |y — | <
D' sowie R' sind wie in (1.30), (1.31) definiert.

)

Be eis Nach Lemma 1.1, 1.2 und 1.3 hat die Abbildung (1.29) fiir |y —1] <
, > 0 die Fredholmeigenschaft. Wir zeigen, dafl S sp¢c bijektiv ist. Zunéchst
leiten wir eine Green’sche Formel her.

Dazu seien u, U € C2(Qr\0Ir)? x C}(Qx\OIg) . Dann gilt mit partieller Inte-
gration

Su-Udz + Nu-Vd + | Mu-Vd = (u,U), (1.47)
Qg OQ(R) Tk
wobei (u,U) := q,(u,U)+ n(u,U) eine symmetrische Bilinearform ist mit
ap(u,U) = Vuv:Vv—(pdivV + div vP)dx
Qr

und
1 (u, U) =/v -C-Vd .
Ir

Fir C =0 folgt r, =0, M istin diesem Fall der Neumannoperator. Aus (1.47)
erhilt man die zweite Green’sche Formel

/Su-Udm—i— Nu-Vd + Mu-Vd
Qg oQ(R)

Ir
= / U-SUda;+/ v-Nud +/U-Mud )
Qpr 9Q(R) Ir

Diese Formeln gelten mit den iiblichen Argument iiber die stetige Fortsetzung
von stetigen Bilinearformen auch fiir

(1.48)

u€D'V(Qr) und U €D V(Qg, T ).

Aus [NaP191, Ch. 8, Th. 3.1] erhalten wir, Eiaﬁ der ker S 4pc sowie der coker S 4pc
in dem Intervall |y—{| < konstant ist. Uberdies sind die folgenden notwendigen
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Bedingungen an die Daten ausreichend fiir die Existenz einer Losung. Aus (1.48)
folgt, dafl der Operator (S, B, M) mit BiU = V|sqr) formal selbstadjungiert
ist. Somit impliziert die Eindeutigkeit der Losung in D' (Qpg) fiir alle Daten aus
R, () die Existenz von Losungen in Db, (Qg). Es reicht also, v —1 =0
zu betrachten, hier ist D' (Qg) = DY, (Qgr). Setzt man in (1.47) fir v = U
eine beliebige Losung des homogenen Problems ein, so erhalten wir Vo = 0 und
somit v = 0 aufgrund der Dirichletbedingung auf dem lateralen Rand. Damit ist
Vp=0,dh. p= const =0 mit MU =0 auf [y. u

ie Abschitzung |u — u®|

Wenden wir uns den Abschitzungen im beschrinkten Gebiet zu. Wir wollen
nun (0.3) priifen, d.h. wir suchen eine Abschitzung derart, daf
IS3sc : R () = D' ()| < ca(R), (1.49)

wobei wir « als Funktion von R bestimmen und ¢ > 0 unabhéngig von R ist.
Hierzu konstruieren wir einen stetigen linearen Operator

: RN (Qg) = D (Qg)

derart, dafl Sppc = id 4+ D gilt. id bezeichne die Identitdt und D einen
Operator auf R(2g) mit

DI < <1

unabhiingig von R > R*, d.h. (id + D)~! existiert somit als Neumann-Reihe
und wir erhalten die Darstellung

Sasc = (id +D)7".

Um (1.49) zu erhalten, zeigen wir || || < a(R). Letztere kann mit Hilfe zweier
Grenzwertprobleme gezeigt werden.

as erste Grenz ertproblem: ist die Losung des Stokes-Problems in 2
SUp = Fw in Q, Vo = Gy auf 00. (1.50)
Die Losung dieses Problems ist in Kapitel 1.2 bereits behandelt worden.

as z eite Grenz ertproblem: ist das auf dem Halbzylinder II; = {(y, ) €
w; X (=00,0)}, j=1,...,J definierte Randwertproblem

SU, = F, inll

J

V, = G, auf dwx (~00,0) (1.51)

J

MU, = H; fir =0,
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wobei

MU, =0V .es—Pe3s+Cl(y)-V,,

J

und w( ):=wx{ }.Betrachten wir JII; , so stellt man fest, daf zwei Singula-
ritdtstypen existieren:

a) der unendliche Ausfluf nach —oo und
b) die Kante 0w(0) in =0.

Somit sind die Funktionenrdume, in denen wir die Lésung suchen koénnen, ge-
wichtete Sobolevriaume mit zwei Gewichtstypen.

Wir wihlen, wie schon einmal, p € C*(II7) mit p(z) = 1 fir alle z = (y, )
mit < —2¢ und p(z) = dist (z,0w(0)) fiir dist (z,0w(0)) < €, wobei & wie
in Bemerkung 1 definiert ist. Fiir 7,3 € R definieren wir

L) = € H () ) lp T [P LI <00 (1.52)
|| 1
mit lﬁ 1) C lg fir 8 < E Die Spurrdume auf = 0w X (—00,0) und

=w = w(0) definieren wir wie iiblich mit
1-1/2 _
,,3/ ( ) = ‘ ’ EWI,,B(H ) ’
versehen mit der Norm

—1/2 . ~
| s WP = anf (|5 W)

| =
Weil hier das exponentielle Gewicht vernachlissigt werden kann, ist
- _
W' w) = VEVAw(0)) -

Desweiteren seien D! 5 (II7) und R* ; (II7) analog zu (1.30) und (1.31) defi-
niert. Dann erhalten wir fiir Problem (1.51) das folgende Lemma

emma 1.4. Seien v € R, [ € N derart, daff |y —1| < . seidie onstante
aus Satz .3.  eiterhin sei 0 < |B] < B*, wobei * de niert ist wie in Satz
Dann ist der folgende perator S g ein Fredholmoperator:

Sp:D,; (IN) - R, (II7) mit

(1.53)
u = (SU,V[ow (—00,0), MU|w(0)) -

Es gilt:
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i) Fir 0 < g < p* ist S g surjektiv und dim ker S g=1.

i) S g ist injektiv und fir (f,g,h) € R' _p (II7) ezistiert zu Problem
(. )ene dsung ueD' _, (II7) genau dann, wenn

/f-uda:—/ g-Nu d +/ h(y)v dy = 0, (1.54)
Ow (—00,0) w(0)

wobet v eine asis des erns von Sg ist. u erfillt dann folgende Abschitzung
D ()| < C(F.9.h) R H(L,0 x (~00,0),0(0)]| . (1.55)

Desweiteren gilt in Analogie zu ( . ), daf sich in II- = 17 jede dsung u €
D! 5, (II7) darstellen lift durch

u = A% + Bju' + 1, (1.56)

mit u € Dly_ﬂ (II") . Dabei entsprechen u% und u'I der konstanten Drucklo-
sung und dem Poiseuslle Fluf$ in II; .

Be eis Mit Satz 1.3 und Satz 3.1.1 in [NaP191] fiir Randwertprobleme in
geraden Zylindern kann eine Rechts und Links-Parametrix von S genauso wie
in Lemma 5.2 [Sp99] konstruiert werden. Die Aussagen iiber den Kern sowie den
co-Kern des Operators und die asymptotische Darstellung der Losung kénnen mit
Hilfe von [Sp99] verifiziert werden. Die Green’schen Formeln (1.47), (1.48) gelten
auch fiir u € D! 4(I17) und U € D_ _4(II7). Die Notwendigkeit von (1.54)
folgt, indem man in (1.48) fiir U die Funktion u einsetzt. Das die Bedingung
auch hinreichend fiir die Existenz von Losungen ist, folgt aus den im Beweis von
Satz 1.3 angefiihrten allgemeinen Ergebnissen. u

Nun nehmen wir an, da C(y) = CY(y) entweder die Null-Matrix ist, also M =
N, oder, dal wir ein C wie in (1.18),(1.19) haben, d.h. in lokalen Koordinaten
von §; ist C; =0 ¢, = 1,2,3 aufler fiir (4, ) = (3,3) und Cs3 = 2(T —
R)(1;(y))~", wobei 9 die Losung des Problems

-AY = 2 in w;j
v = 0 auf Ow;

ist. Aus dem Maximum-Prinzip fiir subharmonische Funktionen folgt ¥ (y) > 0
und 9 ¥(xg) # 0 fiir alle 2y € dw; (siehe dazu [GiTru83, Lemma 3.4, p.33]).
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Mit den Bemerkungen zu (1.24) folgt: M ist ein zuldssiger Randoperator und
die Abbildung

VP w0w) = V@, 0w) (1.57)
v(y)
o) = P(y)

ist beschrankt. Desweiteren sind fiir R < T die Anforderungen von Lemma 1.3
und Satz 1.4 erfiillt. Allerdings hingt die Losung des zweiten Grenzwertproblems
hier explizit von R ab. Im folgenden schrinken wir uns auf den Fall v = [ ein,
d.h. mit Definition von D' ,(II") ist Vv € L}, (IT ). Die Lésung des homogenen

loc

Problems u € D! p it g€ (0, 5*) hat folgende Darstellung
u = u +2(T — Rywu’ . (1.58)

Wieder halten den Index j fest und lassen ihn im folgenden Lemma weg:

emma 1.5. Es sei S € (0,8*) und M wiein (. 3). Dann gilt

i, (1)) -
< ¢(14+T = R)||(Su,v|ow (—00,0), Mu| —o); Rl,_/s () .

wobei ¢ > 0 unabhdngig von R und den Daten 1st.

Be eis Wir werden den Beweis in zwei Schritten durchfiihren.

1) Zunichst betrachten wir den semi-homogenen Fall.
Dazu sei u € D' 5 (II7) fest mit

Su = 0

U|8w (—o0,0) = 0.

Mit S € (0,8*) erhalten wir aus Lemma 1.4, der Stetigkeit von (1.57) und
Spur-Abschitzungen:

lu; D' _5 ()] < e[ Nu; V72 (0w)|

< c (nMu; V@) + (T - B v/‘”?(amn)

IN

¢ [|Mu; VE 2 (0w)] + (T — R) [|v; ViE 2 (0w)|

< ¢ [Mu VT (@w)| + (T = R) o Vi (w x (=1,0) (1.60)
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Fiir | =1 schétzen wir den zweiten Term auf der rechten Seite direkt ab.
Anwendung der Friedrichschen-Ungleichung liefert

lv; VO (w x (=1, 0)|| < ¢|[Vv; L*(w x (=1,0))|, (1.61)

da v]sy (—c00) = 0 (siehe dazu auch [NaPI91] und [Sp99, Lemma 4]). Fiir
den Gradienten Vv auf w x (—1,0) gilt mit der Green’schen Formel (1.47)

/ Vol2da + (T—R)/%dy (1.62)

= /Mu-vdy

1M u; Vi (@) v V24 o (w)l]

IN

| Mu; V2 ()| lo; Vi (w x (=1,0))]
< e ||Vu; (w x (=1,0)|* + §||Mu; V2 (w))12.(1.63)

IN

Durch weiteres Anwenden der Friedrich’schen-Ungleichung erhalten wir
s Vi (@ x (=L, 0))]| < / Voltdr < o Mu VP @w))] . (164)

Mit (1.60) folgt also
lu; DI ()| < e (14T = B[ Mu; Vi7* ()], (1.65)

wobei ¢ > 0 unabhingig von R ist. Aus der Definition der Spurnormen
erhalten wir

lo; V2 (w(0)) | < e llu; Dy_p(TT)]] -
Daher folgt mit vollstdndiger Induktion
Jus DE ()| < ¢ +T = BIIMu VS @)l (1.66)
Damit ist (1.59) fiir den semihomogenen Fall bewiesen.

Sei nun u € Df’_ﬂ (IT") beliebig. Setze Su = f, v|ow (—c00) = g und
Mul| —g = h. Wir zerlegen u in zwei Teile u = u' + u? mit

Sulzf ; ’Ul‘aw (—o0,0) = G Nu1:h17

wobei h' = h + h derart gewshlt wird, dass u! € D} _5(II") und w* die
Losung eines semihomogenen Problems wie aus Schritt 1 ist. Dabei gilt

(T - R)

M’LL2| =0 — —ﬁ— U1| =0 -
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Bis auf einen konstanten Faktor ist u' (Poiseuille Flu) die Losung von
(1.51) mit C' = 0. Folglich ist nach (1.63) u* € D} _5 (IT_), falls

/f-uljda:—/ g-Nu'd +/h1-v1jdy=0. (1.67)
Ow (—00,0) w

Da wir schon wissen, dass (f, g,h) die Bedingung (1.54) mit u aus (1.58)
erfiillt, und weiterhin

/h-v dy = /h-vljdy = /hsqp(j)(y)mj dz (1.68)

gilt, sieht man, dass (1.67) erfiillt ist, falls

E:(T—R)Ej</ ﬁldalﬁ—/a . O)Q-nd)ez.

gewahlt wird. Beachte hierbei, dass wegen der Normalisierung des Poisseulle
Flusses

/véj(y) dy = 1 ist. Ferner ist

1B Vi 2 @)I < T =R) (f,9) Ris(IT; 0w x (=00,0))
Aus Lemma 1.4 folgt nun
[u'sDf g (117
< C||(f7 g, hl)a R;,—,B(H_a Ow X (—OO, 0)7 w)“
< (14T = RB) | (F.9,h): RE_y(IT", 8o x (~00,0),)]

Da u',u in Dj_,; (II7) enthalten sind, gilt: u*> = u—u' € D} _5 (I17).
Damit erhalten wir

_ 1—1/2
[u% D, ()] < e[ Mu? VP (w)
1—1/2 7 —1/2
< o [|Mub VP TR VA )]

IN

¢ |lu', D} _(TI7)|
+ (T = R)|I(f,9): Ry, 5(IT", 0w x (—00, 0)]

Damit ist das Lemma bewiesen.
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Konstruktion eines fast inversen perators

Zunéchst wiederholen wir einige Bezeichnungsweisen. () sei das unbeschréank-

te Gebiet, p € C*(Q2) eine Gewichtsfunktion mit p(z) = 1 im verbinden-
den Gebiet Q und p(z) = z; fir z = (y;,2;) € ©; mit z; > 2. Weiter-
hin sei R/2 > max{eg, Ry}, wobei gy wie nach (1.25) und R, wie in Abbil-
dung 1 gewihlt sei. Auf Qp definieren wir nun pgr(z) € C*°(Qg) derart, daf
pr(z) = p(z) fir z; < R/2—¢p und pgr(z) = R — z; fiir 2; > R/2+¢y.

Zu € VYQpg) definieren wir die folgende Norm

15 P s@IP = Y 110% % VO, 0 (R, TR,
|| 1

d.h. jede Halbnorm aus (1.26) ist um eine Gewichtsfunktion 7 erginzt worden.
Fiir 8 = 0 erhalten wir wieder die Original-Norm. Die soeben definierten Normen
sind fiir alle g € R dquivalent. Wir erhalten

s '@l < Il s 'y QR < e 205 QR - (1.69)

Als néchstes wihlen wir eine Familie von glatten Abschneidefunktionen
{ 3} r auf Q und Qg mit

und

REO fiir .’L‘EQ\QR_E .

Wir zerlegen die vorzugebenden Daten F' und G':
F = R/2F+ (1 — R/Z)F = Foo +F .

Fy kann mit 0 fortgesetzt werden zu F, € REW(Q), d.h. efPF,, € H*(Q)3 x
HY(Q) fiir B €R.

Andererseits kann jeder Anteil (1— g/2)Fla, o; auf dem Halbzylinder w; x
(—o0, R] fortgesetzt werden. Ebenso zerlegen wir die Funktionen G auf dem
"lateralen” Rand mit

G = R/2G+(1— R/Q)G = G+ G
Wir wenden die Koordinatentransformation

i=%4—R
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an und bilden somit den Halbzylinder w; x (—oo, R) auf II; ab. Anschliefend
setzen wir

(FJ.,G j) = (1— R/Z)(F,G)(yj, ]+R) fiir j>R/2—8

und setzen dies anschlieflend mit Null fort. Fiir die Konstruktion unseres ”fast”
inversen Operators benoétigen wir vorab noch einige Abschétzungen.

Proposition 1: Essei (Fi,Gw), (F ;,G ;) wie oben definiert: e € R, £ > 0.
Dann gilt fiir jedes > 0 mit ¢ > 0 unabhéngig von R:

I(Fie, Goc); Ry W(Q,09)] < ce™ [[(F,G); R, (2, 00)]
und

I(F ;.G )R- (115, 0w; x (=00,0))

R
< ce ||

(F,G)iR 5 (Qr, 0w(R))] .

Der Beweis folgt unmittelbar aus der folgenden Ungleichung
eBTe < ceefo  fiir % < 5 ¢

Es bezeichne

den Kommutator von S und 7

Proposition 2: Essei [,y, wiein Proposition 1 und 3, >0.

i) Fiir U €D’ 45, gilt:

~ _B
[S, _@UsiR's () < ce F|Ux; Dy, W(Q-
il) Fiir U ;€D' 5, (I}) sei U (4%, 2) = U ,(y;,2; — R). Dann erhilt
man

o -8 —
I1S,(1= U 5R' 5 () < ce MU 5D s ()]
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Be eis Wir beschrinken uns hier im Beweis auf auf Teil i), der Beweis von
Teil ii) ist vollig analog.
Per Definition von gilt:

supp [S, _p|U C supp V _p,

wobei

3 3
supp V. _p C U xz(yj,Zj)EQj:ZR—EO <z < ZR+€O

und pg(z) = (R— 2R) = R/4. Daraus folgt fiir z € supp V

R

Por < o’ = cem T Re BHIR < gem T Ry(B+ o |

Wir setzen die in die Definition der Normen ein. Beriicksichtigen wir noch, dass
p(z) =1 auf dem Triger supp [S, _z|Ux fiir geniigend grofles R ist, so folgt

(i)- "

emma 1.6. [Sp99] Es sei v € H*(Qg) mit v(z) = 0 fir z € OQ(R) und
di (r,0Tg) < ¢, dann ist v € VT (QpR).

Mit Prop. 1, Prop. 2 und Lemma 1.6 kdnnen wir folgenden Satz beweisen:

Satz 1.4. Es seien Qpg, 0Q(R), [ wie in Abschnitt 1.1 definiert, { € N und
B >0 mit f < B* wie in Satz 1.2, R <T und T sei so grofl gewéhlt, dafl Satz
1.2 mit Bedingung (1.14) giiltig ist. Setze

SU = (-AV 4+ VP, —divv).
M sei in lokalen Koordinaten (y, z) des Ausfluirohres von 2; wie folgt definiert,
MU = NU = 90,V —pe,|,—r oder
2(T — R)
Vi

wobei V' der Tangentialanteil von V' sei und V, der Normalenanteil auf Ij.
Dann gilt fiir U € D}(Qg) folgende Abschiitzung

MU = (8,V,0,V,— P+ V.):=R ;

1U:Dhy (@)l < eRY2e™(|(SU, Visaqmy, MUY, Ry (Qa)ll,  (1.70)

wobei ¢ > 0 unabhingig von R und U ist.
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Be eis Setze
SU = F s V|BQ(R) = G und MU|er = Hj.

Zerlege F=F+F ,G=Gx+G und F' ,, G , entsprechend wie oben. Es
sei > 0 fest, derart dal 0 < B+ < 8% und U, € D', W(Q) die Losung

des ersten Grenzwertproblems sei, dann hat Uy, die folgende asymptotische Dar-
stellung

Uoo = Z j(ajuoj + bjulj) + [700 s

wobei a;,b; spiter bestimmt werden.
0

u% ist hierbei die konstante Drucklésung, wihrend u% = den

b(y)
—2c zj
Poiseuille-Fluf} im j-ten Ausfluf8 beschreibt (II; = w; x R). Wir setzen U, wie
folgt:

Vo = Z i(aju® +bu'?) + ,Rﬁoo,dann folgt
MU = Mo +byut)

2T — .
= —aje, +0b; (Nu” + %v”e% = je,,

mit
bj2oR —a; firC=0,dh. M =N
Nach Lemma 1.4 ist je, € Vl_1/2(wj). Fir (y,z) € Q; setze = (y, ) mit
= z — R. Betrachten wir das 2te Grenzwertproblem
SU () = F4;(), € II;
Vi) =G ;0), € 0w x (—00,0)
MU ;j() = H9(4y)— je, = H ;(y) , =0. (1.72)

Lemma 1.4 liefert uns die Existenz einer Losung in Dj,z,  (II}). Hier gilt es
zu erreichen, dafl U ; exponentiell mit ; gegen —oo abklingt, d.h. U ; €
V! s (II;). Nach Lemma 1.4 ist dies nur méoglich, falls die Kompatibilitéits-
bedingung (1.54) erfiillt ist. Da wir H ; durch Wahl von ; variieren kénnen,
erhalten wir (1.54) durch angemessene Wahl von a; und b;.

Nach Satz 1.2 existiert eine eindeutige Losung des ersten Grenzwertproblems in
Abhiingigkeit von der Bedingung b;20 R — a;, wobei R = T oder R = R gilt,
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vorausgesetzt, R ist gro genug. Sei weiterhin u i € ’Df,ﬂ . (IT;) eine Losung
des homogenen zweiten Grenzwertproblems, d.h. gilt

Uy = w falls M =N  oder

ist von der Form (1.58) .

Yi)

Wir beachten an dieser Stelle, dafl in beiden Fillen aufgrund der Poiseuille-
Normalisierung gilt

/U(j),g(ya )dy =0, <0. (1.73)
Setzen wir (F' ,,G ;H ,) in (1.54) ein, so erhalten wir mit (1.73), dal u ; €
D} 5 (1) fiir
i = iV (W, 0) dy
/Qj(o) )
0

+ H(j)(y)v(j)(ya 0) rdy.
;(0)

Mit der Holder Ungleichung folgt

|4l = clw) (F ;G H ;);R_5 (1) \// . 20206+ ) (
Cr

_R
< clwp)e I(F,G H);Rip ()l (1.75)
Mit Theorem 1 in [NaPi99] erhalten wir mit R > R* eine eindeutige Losung des
ersten Grenzwertproblems U, € D! 5+ (€2), wobei a; und b; (1.71) erfiillen.
Wir erhalten folgende Abschitzung fiir U, :

J
> (lal + [b51R) + ||Us; Dy W(Q)|

i=1

J
< D1+ 1(Fe, Goo)s Ry, W(Q,0Q)] (1.76)
7j=1

IN

_R
ce” |(F,G,H);Rig ()]l -

Falls (1.74) erfiillt ist, so finden wir in jedem Halbzylinder IT; eine eindeutige
Losung U ; des zweiten Grenzwertproblems (1.72) mit

U 5D, () < ell(F ;G 5 H iR 5 ()]
< e ||(F,G, H); R 4(R)|| - (1.77)
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Nun koénnen wir den ”fast inversen” Operator definieren. Dazu setzen wir

U jly,2) = U jly,z—R) mit (y,z) €,

und

U =i(1— &)U ;,

Jj=1

wobei jeder Ausdruck (1 — &)U ; durch Null auf Qg\(2; fortgesetzt wird.
Wir setzen

(F,G,H) = Uyx+U
Nach Konstruktion gilt

(Voo +V )()Q(R) = G und
MUyo+U) = H auf Ty.
Da SU, = SU., = 0 fiir z > % 4 &0, erhalten wir

SUse = U = S(1 = _pUs) = Fouo+[S, U -

Ebenso erhilt man fiir den zweiten Teil
J ~
SU =F +>[S1- LU ;.
j=1
Zusammen ergibt sich

J
S (F,G,H) = F+I[S, glUx+> [S1- U ,
j=1

— F+D(F,G,H).
Mit (1.76) und (1.77) und Proposition 1 gilt

(D(F,G, H),0,0); R 5(2r)]|

J
< ce_(ﬂ—)R Uoo;Dlﬂ-f- W(Q) + Z [7 ’j;Df’_(ﬂ“L) (HJ_)
7=1

e R (F,G,H);Ris ()
< (F.G H),Ris Q)

mit einem geeigneten < 1 unabhingig von R > R*.
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. Um (1.70) einzusehen, reicht es aus
| iRl ()= Dis(Qm)ll < B (1.78)
zu zeigen. Um dies zu erreichen, schitzen wir Uy, + U wie folgt ab:
Uss +U 5Dj5 ()]
< ¢ [Us; Dig () +1IU 5 D Q)]

J R
2 28 2 2 28
< ¢ Z/o aje” B+ b7 “e” Fd
j=1

J
+ Ui DLW Q)+ U ;s Df_ W)

j=1
Mit Proposition 1 fiir 5 =0, Lemma 1.5 und (1.76) mit = 0 majorisieren wir
die rechte Seite der Abschitzung mit der aus (1.70). u

1. ehlerabschitzung

Wir werden mit Hilfe der bisher erhaltenen Ergebnisse eine Fehlerabschitzung
angeben. Mit Satz 1.3 zeigen wir die Existenz einer Losung uf und mit Satz 1.4
beweisen wir anschlieffend eine Abschiitzung fiir |u—uf|. Da die Einschrrinkung
von (f,g) auf Qp im allgemeinen nicht in R}V (Qg) liegt, miissen wir einige Mo-
difikationen vornehmen (siehe auch [Sp99]).

Es sei gy die Konstante vor (1.26). Fiir R > Ry betrachten wir Abschneidefunk-
tionen wie nach (1.69). Setze £ = g 5. ,dh. £(z)=1 fiir z € Qp mit
dist (z,Tg) > 35 und %(z) =0 fiir dist (z,Tz) < &g -

Korollar 1.1. Es sei l € N, 0 < 8 < B*, B* de niert durch (. ), T; > R >
Ry, j =1,...,J. Fir jedes upel (f,g) € ’R%(Q,@Q) und H € R’ emistiert
eine eindeutige Osung uf € DIV (Qg) 2u

Suft = Rf mn
. . & 3 (1.79)
vt o= g auf OQUR)
mit
2T —
Bfy® = Nuf + M(v ‘n)=Hj-n auf Iy, (1.80)

(2

mit j=1,...,J. Sollten fy =0 und g =0 in einer geniigend grofien Umgebung
von g sein, so kann die Abschneidefunktion in ( . 9), ( . ) ignoriert werden.
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loc
in einer Umgebung von [y gilt. Weiterhin gilt mit den gleichen Argumenten aus

Satz 1.4,daB Efy € V}(Qg) und  Eg e VTV2(0Q(R)) sowie Hyn € V2 (Iy)
ist. Damit ist die Behauptung mit Hilfe von Satz 1.3 bewiesen. u

Be eis Fiir fe W, '(Q) c W, (Q) gilt flo, €V} '(Qr),da &(f,9) =

Aus Korollar 1.1 und Satz 1.4 folgt

Satz 1.5. Es seien [, 8, T; und R wie in Korollar 1.1. Es seien f € W '(€),
fa=0, g =0 in einer Umgebung des Randes I'g. Desweiteren sei u € DyW ()
Losung des Problems (0.1), d.h.

u = Z j(CLjUOj + bjulj) +u (181)

und u® eine Losung von (1.79), (1.80). Falls 7T; > R fiir alle j =1,...,J, gilt

J
lu—u DV @l < R 3 2, Ty — a; — Hy| (1.8
7j=1
J
+e PR(f,9) RE(Q,00)(1 + D (la] + b))
j=1

Be eis Sind a; und b; nicht durch eine Randbedingung im Unendlichen be-
stimmt, so so folgt fiir v mit Satz 1.2

@ DEW(92,0)] < ¢ |I(f,9); R4 |+Z|ay|+|b| : (1.83)

Aus (1.70) erhalten wir
lu —u" DIV (Qe)| < R B(u—u); V(L)
Wir rechnen Bfy mit Hilfe von (1.17) aus:
Bu = (2wWRb; — aj)e, + 2wb;(T; — R)e, + Bu , (1.84)

wobei der zweite Term nur fiir 7; > R erscheint. Weiterhin haben wir die
Abschétzung

J
1B V@)l < e Y[l DV (w; x (R—eo, R))|

IN

ce P |a, Dyw (Q)

J
ce™™ [1(f,9); R(2, 00+ (lag| + b))

i=1

IN

33



welche man durch (1.83) erhiilt. Man beachte hier, daf die Konstante in dieser
Spurabschitzung unabhéngig von R ist. (1.82) folgt nun unmittelbar aus (1.84)
sowie der letzten Ungleichung. u

Bemerkung 1.6. Sind T,H € R’ derart gewihlt, dafi die rechte Seite von
( . 3) verschwindet, so klingt der Fehler exponentiell ab. Dies ist aber schwer zu
erreichen, wenn wir keine nformationen tiber a; und b; haben.

Betrachten wir das Problem mit vorgeschriebenem Fluf}, d.h. wir wéhlen b; = h; .
Dies ist nur dann moglich, wenn ~ h; = 0. In diesem Fall fiihrt eine Randbedin-
gung vom Typ Neumann oder Robin nicht zu einem abklingenden Fehler. Dies
gilt ebenfalls fiir H; = 2wT;h; oder H; = 2wRh;, da im allgemeinen alle a; # 0
gilt.

Wir betrachten nun Losungen von (0.1) mit festen Randbedingungen im Unend-
lichen.

Satz 1.6. Es seien $ und [ wie in Satz 1.5, (f,g) € REW(Q,09) und H,T €
R’ mit T; Ry fir j = 1,...,J. Weiterhin sei u € Dj(2) die eindeutige
Loésung von (0.1) mit den Randbedmgungen im Unendhchen

2@7}[)] —a; = Hj. (185)
Fiir R <7} sei uf® die eindeutige Losung des Problems (1.79), (1.80). Dann gilt
folgende Fehlerabschétzung

lv — v H*H(Qp—e )| + llp = " H' (Qp— )|

i (1.86)
< cem=ID|(f, 9); R(Q,090)]||

wobei ¢ unabhéingig von R und (f,g) ist.

Be eis Wir reduzieren das Problem auf eine entsprechende Situation wie in
Satz 1.5. Es sei

U® =Y j(ARU% + BPul) + U™
eindeutige Losung von

SU*® = Ef inQ
Ve = By ooauf 00
20;TyB® — A = Hj.
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Dann l6st v — U* das folgende Problem

Su—-U®) = (1- B)f inQ
v—-V® = (1- g auf 00
2w;Tj(b; — Bj®) — (a; — AF) =

Da (1— ®)(f.g) € RL(2,0Q) Ze€ (0,8) und
11— F)(f,9) € RUQIV| < ce 7 D|(f,9); RG], (1.87)
erhalten wir mit Satz 1.2

lv =V H (Qp-o)|| + llp — P> H' (Qp— )|

IN

¢ |bj = BB + |a; — 45| RY? + ||a - U DY)

IN

6R3/2||( )(£,9); R0, 09)|

RIS 9)sRE(Q,09)]) - (1.88)

IN

Fir u — uf = u —U*® + U>® — uf folgt nun
[U = u® HF Qg )° x H'(Qr )|l < cllU* =uDV(Q) . (1.89)

Auf U® —u® wenden wir Satz 1.5 an. Aufgrund der Wahl der kiinstlichen Rand-
bedingung verschwindet die erste Summe aus (1.82) und da a; und b; nun durch
(1.85) fest bestimmt sind, folgt (1.86) aus (1.88), (1.89), (1.82) und (1.13). u
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Approximation der Stokes-Gleichung

2.1 Einleitung und iel

In diesem Kapitel werden wir zunéichst erldutern, was wir unter einer zuléssigen
Triangulierung, beziehungsweise Tetraedierung des endlichen Gebiets (2r ver-
stehen. Weiterhin geben wir einige Details zur Transformation von Tetraedern
auf den Standardtetraeder sowie Interpolationseigenschaften der Ansatzfunktio-
nenrdume. Wir stellen das Mini-Element vor, welches in dieser Arbeit als Finite-
Element zur Approximation der Stokes Gleichung dienen soll. Anschlieend wer-
den wir die Existenz und Eindeutigkeit des diskreten Problems, wie allgemein
iiblich, durch die Babuska-Brezzi-Bedingung zeigen. Im Anschluss folgt eine Feh-
lerabschiitzung des diskreten Fehlers |u — up|.

In Abschnitt 2.4 beschreiben wir das entstehende lineare Gleichungssystem. Da
die Losung von —Avy =2, ¢ = 0 aus Kapitel 1 im allgemeinen nicht analytisch
angegeben werden kann, erhilt man hier ein zusétzliches zweidimensionales Finite
Element Problem, welches wir hier kurz darstellen wollen. Die Losung dieses Pro-
blems wird im néchsten Kapitel anhand eines Anwendungsbeispiel beschrieben
werden.

2.2 e nitionen und emerkungen sowie einige grundle
gende &tze

Bevor wir zur diskreten Formulierung von (1.79), (1.80) kommen, benétigen wir
noch die Definition einer zuldssigen Zerlegung von 2z und die der Ansatzfunk-
tionenrdume iiber Qg .

e nition 2.1. Es sei Qp C R»® ein pol gonal beschrinktes Gebiet (I' =
0y ist stetig stickweise linear). Eine Zerlegung p = {T1,...,Tn} von Qg in
abgeschlossene etraeder T; heifit zuldssig, falls gilt:

Z) ﬁR = ;Vzljy

ii) Gilt fir T,S € p,daf SUT = {z}, so ist © Eckpunkt von T und S.

iit) Gilt fir T,S € p, daff SUT = {e}, so ist e andkante der etraeder
T und S.

w) Fir T,S € p, gilt SNT={0}.

v) ede and dche eines etraedersT € |, gehort entweder zum and ' oder
ist and dche eines anderen etraeders S € .
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vi) Es sei p der adius des grifiten nnenkreises ( nnenkugel) eines Elements
T e j und h  der Durchmesser (die kleinste Gufiere ugel) von T.  ei-
terhin bezeichne h = max h das azimum dber alle h . Es existiert eine

onstante derart, dafs

p_ < , Te p, mith gegenO.

vii) Die Zerlegung erfiille die inverse edingung, d.h. es existiert eine onstante
c derart, dafs
h
— < c, Te 4.
oS h

Damit haben wir mit Hilfe von Definition 2.1 eine konforme Zerlegung von g
garantiert, d.h. es existieren keine héingenden Knoten (siehe Abbildung 6b).
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