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1 Einleitung

1.1 Motivation

Steigende Bandbreiten von Kommunikationsnetzwerken haben schon vor iiber
zehn Jahren die Idee aufkommen lassen, Szenarien fiir multimediale Anwendun-
gen zu entwickeln, in denen u.a. digitalisierte Spielfilme in zentralen Speichern
verwaltet und bei Bedarf in Echtzeit zum Nutzer {ibertragen werden. Beispielswei-
se konnten damit auf langere Sicht die Videotheken in ihrer heutigen Ausprégung
ersetzt werden. Diese Technologie liefle ebenfalls den Aufbau von Filmarchiven
mit allgemeinen Zugriffsmoglichkeiten zu.

In diesem Zusammenhang wurde die Frage aufgeworfen, wie derartige Speicher-
und Auslieferungssysteme — im folgenden Server genannt — aufgebaut und ge-
steuert werden sollen. Ein MPEG-komprimierter Video-Datenstrom, wie er z. B.
im Bereich des digitalen Fernsehens benutzt wird, hat bei den derzeitig eingesetz-
ten Wiedergabequalitéiten eine Bandbreite von ca. 6 MBit/s. Allein das Abspei-
chern der Videodaten einer mittleren Auswahl von 1000 Titeln in Spielfilmlénge
erfordert eine Speicherkapazitéit von mehreren Terabyte, und darauf miissen Zu-
griffe mit der geforderten Geschwindigkeit und Bandbreite erzielt werden. Mit
dieser Anforderung und dem Wunsch, daf} solch ein Server gleichzeitig viele Nut-
zer bedienen soll, ergibt sich bei den derzeit verfiighbaren Speichertechnologien ein
System von verteilten Speicherressourcen als grundlegendes Architekturmerkmal.
Um mit konkurrierenden Zugriffswiinschen der Anwender umgehen zu koénnen,
ist zudem der Einsatz von Pufferspeichern sinnvoll. Weiterhin ist die mehrfache
Speicherung der Nutzdaten in verschiedenen Speicherressourcen in Erwigung zu
ziehen. Durch solche Konstruktionen ergeben sich Wahlmdoglichkeiten iiber den
Ort und den exakten Zeitpunkt des Auslesens der angeforderten Daten. Gleich-
zeitig muf} ein internes Planungsproblem gelost werden, um diese Auswahl zu
treffen.

Von Seiten der Forschung in akademischen Einrichtungen und entwicklungsna-
hen Abteilungen der Industrie wurden Mitte der 90’er Jahre verschiedene Ver-
suchsprojekte durchgefiihrt. Zu den bekannteren Vorhaben gehoren: das ,,Ber-
keley Distributed VOD-System“ [BMRC], der ,TW/SGI Orlando Trail“, die
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Multimediadatenbank der Firma ,Oracle” mit dem massiv parallelen nCUBE-
Supercomputer als technischer Basis [Buck94] sowie ein Pilotprojekt des Unter-
nehmens ,, Siemens®“ in Deutschland. Innerhalb dieser Projekte wurden meist pre-
stigetrichtige und hochgesteckte Ziele verfolgt. Teilweise sind fiir diese Vorhaben
nicht einmal die geplanten Anwenderzahlen aufgebracht worden, was in minde-
stens zwei Féllen zu einem Abbruch des Projektes fiihrte. Bei der Bewertung ist
allerdings zu beriicksichtigen, daf§ die Ursache fiir Fehlschlige nicht notwendiger-
weise in der technischen Umsetzung zu suchen sind.

In einem anderen Teil der Projekte wurden funktionsfihige Systeme entwickelt
und ihr praktischer Einsatz demonstriert. Bisher ist jedoch eine Massenverbrei-
tung dieser Technologien nicht erkennbar.

Neben den konkreten Projekten wurden zur gleichen Zeit auch intensive theoreti-
sche Studien zu diesem Thema betrieben. Dabei sind abstrakte Modelle entwickelt
und analysiert worden (z.B. [DDM195, CZ96] sowie [AGH95, BKPS96]'). Auch
in jlingster Zeit bleiben die eingangs erwidhnten Fragestellungen fiir die Forschung
interessant, wobei sich mit der weiten Verbreitung des Internets eine Themenver-
schiebung in Richtung allgemein anwendbarer Datenserver und zu Netzen von
verteilten Speichern (Storage Area Networks) vollzieht. Als ein Beispiel dieser
Aktivititen sei das PRESTO-Projekt [BBS99] und die in seinem Umfeld entstan-
denen theoretischen Modelle mit ihren Analysen genannt.

Vor diesem Hintergrund wird innerhalb der vorliegenden Abhandlung ein Teil-
aspekt von verteilten Serversystemen fiir Video-Datenstrome, die in Echtzeit
auszuliefern sind, untersucht. Das hierfiir entwickelte Modell mit dem Namen
Data-Access-Problem (DAP) beriicksichtigt nur die Anfragen nach Datenpaketen
mit harten zeitlichen Beschrinkungen (Fristen) und die Speicherressourcen. Unter
der Annahme, dafl die Datenpakete eine Einheitsgrofie besitzen, entsteht ein Zu-
ordnungsproblem der Anfragen zu Zeitintervallen der Ressourcen, welches durch
einen bipartiten Graphen abgebildet wird. Die Losung des Planungsproblems ist
dann identisch zur Bestimmung eines Matchings in diesem Graphen.

Da diesem Problem ein Zeitmodell zugrunde liegt, wurde das mathematische
Modell des DAP so definiert, daf§ die zur Losung eingesetzten Algorithmen ge-
zwungen sind, endgiiltige Entscheidungen iiber die Nutzung der Ressourcen zu
treffen, ohne die zukiinftigen Anforderungen zu kennen. Solche Formulierungen,
bei denen Algorithmen Teile der finalen Losung ausgeben, ohne die vollsténdi-
ge Eingabe, d.h. die Beschreibung der kompletten Probleminstanz, zu kennen,
werden Online-Probleme genannt.

Ein verteilter Datenserver arbeitet bei Auslieferung von Video-Datenstromen
ebenfalls in einer Umgebung, in der die zukiinftigen Anforderungen unbekannt
sind und die aktuell benétigten Daten mit Hilfe der zur Verfiigung stehenden
Ressourcen ausgeliefert werden miissen.

In diesen Aufsitzen wurde dieselbe Analysemethode eingesetzt, die auch bei den Studien
innerhalb der vorliegenden Arbeit benutzt wird.
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In Summe ergibt sich fiir das untersuchte Modell die folgende Aufgabe: Um mog-
lichst viele der angeforderten Datenpakete auszuliefern mufi ein Matching mit
grofler Kardinalitit in einem bipartiten Graphen bestimmt werden, wobei eine
Formulierung als Online-Problem zu beriicksichtigen ist.

Fiir Online-Probleme und -Algorithmen sind verschiedene Untersuchungsmetho-
den bekannt. In dieser Arbeit wird die Technik der Competitive Analysis ein-
gesetzt [ST85]. Es erfolgt dabei eine Gegeniiberstellung der Leistungsfihigkeit
eines Online-Algorithmus zu der Leistung eines optimalen Algorithmus. Fiir je-
de mogliche Eingabe wird die Qualitéit einer optimalen Losung mit der erzielten
Losungsqualitdt des Online-Algorithmus verglichen. Das ungiinstigste Verhéltnis
dieser Werte wird bestimmt und trigt die Bezeichnung Competitive Ratio. Es
handelt sich also um den Typ einer Worst Case Analyse, in welcher der schlimm-
ste Fall der Eingabe herausgearbeitet und bewertet wird. Der Competitive Ratio
gibt damit eine Garantie fiir die Qualitit der Losung, die vom untersuchten On-
line-Algorithmus berechnet wird.

Die meisten anderen Methoden zum Studium von Online-Problemen gehen von
der Existenz einer Eingabeverteilung aus. Dies geschieht implizit auch bei der
Konstruktion von randomisierten Losungsverfahren. Mit einer festgelegten Ein-
gabeverteilung kénnen dann Erwartungswerte sowie erwartete Abweichungen fiir
die Losungsqualitit der Algorithmen bestimmt werden. Die Giite der Untersu-
chungsergebnisse hingt allerdings in starkem Mafle von der richtigen Wahl dieser
Eingabeverteilung ab. Die Aussage solcher Resultate ist jedoch prinzipiell eine an-
dere als bei der Competitive Analysis. Einerseits konnen sie die Beobachtungen
beim praktischen Einsatz der Online-Algorithmen stiitzen oder gut vorhersagen.
Andererseits bleibt die Stidrke des mdglichen Leistungseinbruches bei ungiinsti-
gen Eingaben unklar. Die Méglichkeit solche Schwichen aufzudecken zeichnet die
Competitive Analysis aus.

Das oben motivierte Modell des DAP besitzt eine komplexe Struktur von Ab-
héangigkeiten. Deshalb wurden die Studien an einem Modell mit vereinfachten
Strukturen begonnen. Es trigt den Namen Online-Request-Server-Matching-Pro-
blem (ORSM-Problem). Gleichzeitig ist dieses Modell eine Generalisierung des
DAP und einer Anzahl weiterer untersuchter Modellvarianten. Diese Modellva-
rianten bilden Konzepte ab, die im DAP zu finden sind, und ermdéglichen so das
Studium einzelner Strukturelemente dieses Online-Problems.

Daneben wird eine Erweiterung des ORSM-Problems mit Gewichten (WORSM-
Problem) untersucht. Diese Gewichte kénnen z. B. Priorititen der Auftrige ab-
bilden.

Mit den Untersuchungen, der Entwicklung und Analyse entsprechender Online-
Algorithmen und den dabei gewonnenen Erkenntnissen ist es moglich, fiir eine
Klasse von Online-Planungsproblemen einige generelle Regeln fiir das Algorith-
mendesign aufzustellen.
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1.2 Aufbau der Arbeit

An dieser Stelle soll ein grober Uberblick iiber die vorliegende Arbeit und die
Aufteilung der Kapitel erfolgen. Jedem einzelnen Kapitel ist eine Inhaltsiibersicht
vorangestellt, welche zum Detailaufbau und den dargelegten Resultaten Auskunft
gibt.

Da in dieser Arbeit ausschliellich die Competitive Analysis als Untersuchungsme-
thode angewandt wird, gibt das Kapitel 2 dazu eine Einfiihrung mit Beispielen.
Sie wird durch die Darstellung und Bewertung von neueren, modifizierten Vari-
anten der Competitive Analysis ergénzt.

Einen Einblick in die Modelle und Resultate von Online-Lastbalancierungs- und
Online-Planungsproblemen wird im Kapitel 3: ,, Vorausgegangene Forschungser-
gebnisse® gegeben. Daneben werden die relevanten Vorarbeiten zu Online-Pla-
nungsproblemen mit Realzeitanforderungen und zu Online-Matching-Problemen
aus der Literatur erldutert.

Im Kapitel 4 werden die verwendeten Notationen eingefiihrt und die formalen
Modelldefinitionen einschlielich aller betrachteten Varianten angegeben. Dieses
Kapitel schliefit mit Vergleichen und Abgrenzungen zu bekannten Modellen aus
der Literatur.

In den darauf folgenden fiinf Kapiteln werden die Modelle nacheinander unter-
sucht. Es beginnt mit dem einfachsten Modell des ORSM-Problems in Kapitel 5.
Dabei werden grundlegende Eigenschaften und Beweistechniken eingefiihrt. Kapi-
tel 6 beschiftigt sich mit der gewichteten Modellvariante (WORSM), der einzigen
betrachteten Verallgemeinerung. Die Analyse des wORSM-Problems kann zwar
die untere und obere Schranke des Competitive Ratios nicht zusammenfiihren,
aber die Bestimmung der Leistungsgarantie eines konkreten Online-Algorithmus
ist selbst von Interesse. Dieser Beweis erfordert die Charakterisierung von gewich-
teten erweiternden Wegen in Graphen, die dynamischen Veridnderungen unter-
worfen sind. Spezialisierte Modelle, die bei Einfiihrung von zusétzlichen Modell-
konzepten wie Vorschau, Blockeingabe, Restriktionen in der zugrundeliegenden
Graphenstruktur (z.B. konstanter Knotengrad in einer Teilmenge der Knoten)
und Kombinationen daraus entstehen, werden in den Kapiteln 7 und 8 behandelt.
Diese Modellvarianten stellen Zwischenstufen zum Data-Access-Problem dar. Im
Kapitel 7 werden die Problemvarianten studiert, fiir die exakte Analysen vor-
liegen. Bei den Beweisen wird in starkem Mafle auf die fiir das ORSM-Modell
entwickelten Techniken zuriickgegriffen. Dies gilt ebenso fiir die unteren Schran-
ken der in Kapitel 8 betrachteten Modellvariante. Fiir einige Wertekombinationen
der Parameter dieses Modells sind exakte obere Schranken fiir den Competitive
Ratio durch Computerbeweise bestimmt worden. Der prinzipielle Aufbau dieses
Programmes, die Details seiner effizienten Implementierung und der Zusammen-
hang mit einer Standardbeweistechnik der Competitive Analysis sind ebenfalls
im Kapitel 8 zu finden.

Unter den in der Arbeit behandelten Modellen weist das Data-Access-Problem
die grofite Ndhe zu Fragestellungen aus der Praxis auf. Die verfiigbaren Untersu-
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chungsergebnisse schlieflen verschiedene untere Schranken und Betrachtungen zur
Leistungsfihigkeit einiger Online-Algorithmen ein und sind in Kapitel 9 nachzu-
lesen.

Darauf folgt ein kurzes Kapitel mit Hinweisen, wie die Konstruktionen sdmtlicher
aufgefiihrter unterer Schranken zu transformieren sind, um erste untere Schranken
fiir den Competitive Ratio randomisierter Online-Algorithmen zu erhalten.

Es schlieflen sich einige Bemerkungen zu den offengebliebenen Problemen und
zu interessanten weiterfithrenden Fragestellungen an. Das Resiimee beendet diese
Arbeit mit einem Riickblick und der Wiederholung von essentiellen Erkenntnissen
zum Design von Online-Algorithmen fiir die behandelte Problemklasse.

Innerhalb der gesamten Arbeit werden die Sdtze, Lemmata und Korollare ge-
meinsam durchgingig numeriert, da der Beweisumfang einiger Lemmata und die
Aussagekraft der meisten Korollare denen von Sétzen nicht nachsteht. Diese Art
der Numerierung erleichtert m. E. das Auffinden von Beziigen.

Diese Aussage betrifft nicht die Definitionen, die selbststindig durchgezihlt wer-
den.

1.3 Publikation von Resultaten

Ein Teil der Ergebnisse, die innerhalb dieser Arbeit beschrieben werden, wurden
bereits zuvor unter Mitwirkung von Koautoren oder vom Autor allein auf Kon-
ferenzen vorgestellt und in Zeitschriften oder anderen Medien verdffentlicht. Es
folgt eine Ubersicht dieser Quellen zusammen mit Querbeziigen zu den entspre-
chenden Stellen der vorliegenden Ausarbeitung:

e Die ersten Ergebnisse zum Online-Request-Server-Matching-Problem (ORSM-
Problem; Kapitel 5, Sitze 3 und 6) und seiner gewichteten Variante (WORSM-
Problem; Kapitel 6, Sitze 7, 8 und 17) wurden fiir das ,,Symposium on Theore-
tical Aspects in Computer Science 1999 akzeptiert. Wegen restriktiver Druck-
seitenbegrenzung mufite der umfangreiche Beweis zu Satz 17 entfallen. Die
genaue Quellenangabe lautet:

RIEDEL, Marco: Online Matching for Scheduling Problems. In: MEINEL, Chri-
soph (Hrsg.) ; T1soON, Sophie (Hrsg.): Proceedings of the 16th Annual Sym-
posium on Theoretical Aspects in Computer Science —STACS ’99, (Trier,
Germany, March 4—6, 1999). Berlin-Heidelberg-New York : Springer-Verlag,
1999 (Lecture Notes in Computer Science 1563), S. 571-580

e Eine vollstdndige Ausarbeitung der obigen Resultate ist als Technischer Be-
richt mit der Nummer tr-ri-98-195 im Fachbereich Mathematik-Informatik der
Universitat Paderborn erschienen:

RIEDEL, Marco: Online Request Server Matching, April 1998

e Zu einem spiteren Zeitpunkt wurde das einfache ORSM-Modell (Kapitel 5) zu-
sammen mit den Modellmodifikationen aus Kapitel 7 (Satz 20 bis Korollar 27)
und eine Darstellung der bis dahin bekannten Resultate zur Modellvariante
aus Kapitel 8 fiir eine Zeitschriftenveroffentlichung eingereicht:
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RIEDEL, Marco: Online Request Server Matching. Akzeptiert zur Veroffentli-
chung im Journal of Theoretical Computer Science A (Algorithms, automata,
complexity and games), vorlaufig geplant fiir Band 268 (2001), Nr. 1

e Die in Kapitel 9 angegebenen Forschungsergebnisse zum Data-Access-Problem
(DAP) stammen zum Teil (Satz 41 sowie die Angaben im Kapitel 9.2) aus:

BERENBRINK, Petra ; RIEDEL, Marco ; SCHEIDELER, Christian: Simple Com-
petitive Request Scheduling Strategies. In: Proceedings of the Eleventh ACM
Symposium on Parallel Algorithms and Architectures, (Saint-Malo, France,
June 27-30, 1999). New York : ACM Press, 1999, S. 3342

An diesem Ort sind untere und obere Schranken fiir den Competitive Ratio
von fiinf verschiedenen Online-Strategien fiir das DAP mit ¢ = 2 nachgewiesen.
Zusiatzlich werden lokale Online-Strategien und -Kommunikationsprotokolle
aufgestellt und analysiert, in denen das Wissen verteilt ist und die Lieferent-
scheidungen von Recheneinheiten getroffen werden, welche die einzelnen Spei-
cherressourcen steuern.



2 Einfiihrung in die Competitive Analysis

Ubersicht: In diesem Kapitel werden wichtige Grundbegriffe und Notationen
definiert. Die Methode der Competitive Analysis wird dabei nicht nur einfithrend
erldutert, sondern auch anhand einfacher und klassischer Beispiele vorgefiihrt. Es
werden prinzipielle Beweistechniken aufgezeigt und die Methode wird in verschie-
denen Formen interpretiert. Zudem werden Vor- und Nachteile, auch im Vergleich
zu anderen Analyseverfahren fiir Online-Algorithmen, herausgearbeitet.

Ein zweiter Schwerpunkt dieses Kapitels besteht in der Darstellung von Erweite-
rungen der Competitive Analysis und abgeleiteten Analysetechniken. Diese neue-
ren Ideen versuchen einzelne, schwerwiegende Nachteile der origindren Definition
zu umgehen. Am Ende des Kapitels soll dann eine kritische Auseinandersetzung
mit diesen modifizierten Methoden sowie der Versuch einer Bewertung und eine
Abschétzung ihres Potentials erfolgen.



8 KAPITEL 2: Einfiihrung in die Competitive Analysis

Wie schon mehrfach angedeutet, studiert diese Arbeit verschiedene Online-Pro-
bleme und bedient sich dabei der Methode der Competitive Analysis. Das Ziel
der Forscher, die Untersuchungen mit Hilfe dieser Technik durchfiihren, liegt im
Aufbau einer Theorie. Dabei sollen abstrakte Problemklassen sowie abstrakte Al-
gorithmenklassen fiir deren Losung identifiziert werden. Neben diesen Anstren-
gungen versucht man generelle Techniken fiir Design und Analyse derartiger Al-
gorithmen zu entwickeln. Auch der Einfluf} auf und die Beziehungen zu anderen
Feldern der theoretischen Informatik werden dabei nicht aufler Acht gelassen.
Es folgen zunéchst formale Definitionen und es werden notwendige Notationen
eingefiihrt. Dabei wird eine mdoglichst enge Anlehnung an den Notationen des
einzig verfiigbaren Lehrbuches zum Thema [BEY98] versucht. Es sollte deshalb
nicht verwundern, da} man den Inhalt der Kapitel 2.1 und 2.2 an der genannten
Stelle nachlesen kann, sofern nicht anders angegeben. Dies gilt auch fiir die Bei-
spielprobleme und deren Losungen, die dort z. T. ausfiihrlicher behandelt werden.
Die Quelle [BEY98] ist eine kompaktere und strukturiertere Darstellung, als es
unzihlige Referenzen auf Originalartikel sein kénnen.

2.1 Grundlegende Definitionen und Notationen

In der klassischen Algorithmentheorie werden vorwiegend Offline-Algorithmen
betrachtet. Einem solchen Algorithmus steht die Eingabe fiir ein zu l6sendes Pro-
blem vollstindig zum Lesen zur Verfiigung. Durch Operieren auf diesen Eingabe-
daten wird eine Problemlésung berechnet, die zum Schluf} als Resultat ausgegeben
wird. Im Unterschied dazu gibt es aber auch Problemklassen, bei denen die Ein-
gabe aus einer Sequenz von Eingabeteilen besteht, und die einem Algorithmus
nur stiickweise enthiillt wird. Trotzdem wird von solch einem Algorithmus ver-
langt, daf er fiir Teileingaben schon Teile der endgiiltigen Losung bestimmt. Es
wird dann von Online-Problemen gesprochen, die im folgenden ndher definiert
werden.

Jedem Online-Problem liegt ein Zeitmodell zugrunde. Dies kann ein lineares, kon-
tinuierliches Modell einer Realzeit sein. Haufig wird jedoch in den abstrakten
Problemklassen ein Zeitmodell eingesetzt, wie es aus ereignisgesteuerten Simu-
lationen bekannt ist: Ereignisse treten in einer Ordnung auf, die die zeitliche
Abfolge und das Fortschreiten der Zeit definieren, ohne Riickschliisse auf abge-
laufene Zeitquantitéten zuzulassen. Zu diesen Ereignissen zdhlen insbesondere das
Enthiillen von Elementen der Eingabesequenz, aber auch Anderungen im System-
zustand. Ein Beispiel fiir Letzteres wére die Freigabe von Ressourcen nach Bear-
beitung eines Auftrages. Das konkrete Online-Problem definiert nun, zu welchen
Ereigniszeitpunkten Entscheidungen iiber die Losung getroffen werden miissen.
Mit diesen Entscheidungen sind Kosten oder Gewinne verbunden und sie kénnen
nicht revidiert werden. Die besondere Schwierigkeit von Online-Problemen be-
steht in der Tatsache, dal zum Entscheidungszeitpunkt zukiinftige Teile der Ein-
gabe unbekannt sind, aber die getroffene Entscheidung die Systemkonfiguration
und damit auch die zukiinftig erzielbare Losungsqualitit beeinfluit. Die Bezeich-
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nung Online-Algorithmus wird verwandt, wenn der Algorithmus ein Online-Pro-
blem definitionsgeméif 16st, also Entscheidungen iiber Losungsteile trifft, ohne die
zukiinftigen Teile der Eingabe zu kennen. Ein Mafl zur Bewertung der Qualitét
solcher Online-Algorithmen stellt der Competitive Ratio dar. Vor einer Formalisie-
rung dieses zentralen Begriffs der Competitive Analysis sei noch auf eine wichtige
Unterscheidung hingewiesen. Je nach konkretem Problem gibt es eine zu mini-
mierende Kostenfunktion Cost oder eine zu maximierende Gewinnfunktion Perf
(Performance, Leistung). Die Eigenschaft competitive und der daraus abgeleitete
Competitive Ratio unterliegen, je nach Typ der Problemstellung, verschiedenen
Definitionen.

Definition 1: (c-competitive, Competitive Ratio)

Sei fiir ein Online-Problem:

ALG — ein Online-Algorithmus

OPT — ein optimaler Offline-Algorithmus

o — eine endliche Eingabesequenz (eine Menge von Fingaben tber
die Laufzeit)

Costx (o) — die Kosten des Algorithmus X bei Eingabe o

Perf (o) — die Performance (Gewinn) des Algorithmus X bei Eingabe o

a — eine Konstante aus IR

Ein Online-Algorithmus ALG fir ein Kostenminimierungsproblem ist c-competi-
tive, falls gilt

da: Vo: Costag(o) < c-Costopr(o) + a .

Ein Online-Algorithmus ALG fiir ein Gewinnmazximierungsproblem ist c-competi-
tive, falls gilt

da: Vo: Perfopr(c) £ c-Perfaglo) + a .

Der Competitive Ratio R ist das Infimum der Menge aller c, fiir die der Online-
Algorithmus ALG c-competitive ist:

R(ALG) := inf{c|c € IR,ALG ist c-competitive} .

Der Competitive Ratio stellt folglich den Faktor dar, um den die Kosten einer
Losung des Online-Algorithmus ALG im schlimmsten Fall hoher sind als die einer
optimalen Offline-Lésung, bzw. um den die Leistung geringer ist. Die Definition
stellt sicher, daf} dieser Wert stets grofler oder gleich 1 ist.

Die additive Konstante a wird insignifikant, wenn die Kosten bzw. der Gewinn
der Eingabesequenz unendlich werden kénnen. Entfiillt die Konstante a (a = 0),
so wird auch von streng competitive gesprochen. In einem solchen Fall kann der
Competitive Ratio dquivalent definiert werden:

R(ALG) = sup L08tars(o)

Perf opr(0)
. ALG) = —
" Costort (o) bzw. R(ALG) = sup

o Perfaclo)
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Héaufig wird eine untere Schranke im Competitive Ratio fiir ein Online-Problem
bestimmt. Es kann dann fiir dieses Problem kein Online-Algorithmus konstruiert
werden, dessen Competitive Ratio diese Schranke unterschreitet.

2.2 Prinzipielle Beweistechniken

Die Methode der Competitive Analysis wird haufig als ein Spiel interpretiert.
Ein Online-Algorithmus, welcher seine Entscheidungen nur auf der Grundlage
der bisherigen Eingabe trifft, muf} sich gegen einen omnipotenten Gegenspieler
behaupten. Dieser Gegenspieler erzeugt die Eingabesequenz. Dabei kennt er den
Online-Algorithmus vollsténdig und besitzt beliebige Berechnungskraft. So ist er
z.B. in der Lage eine schlimmste Eingabesequenz zur Maximierung des Compe-
titive Ratios zu generieren, indem er den Online-Algorithmus auf allen moglichen
Eingaben simuliert.

Diese Interpretation ist nicht nur sehr hilfreich, um viele weitere Definitionen im
Kapitel 2.5 zu verstehen, sondern auch um untere Schranken fiir den Competi-
tive Ratio von konkreten Algorithmen oder vollstindigen Online-Problemen zu
bestimmen. Fiir letztgenannte Aufgabe werden in der Literatur fast ausnahms-
los Gegenspielerstrategien angegeben. Diese beginnen typischerweise mit einem
kleinen Stiick der Eingabesequenz, die einen Online-Algorithmus in eine Entschei-
dungssituation bringt. Fiir jede mo6gliche Entscheidung dieses Algorithmus wird
dann angegeben, wie die Eingabesequenz fortzuschreiben ist, damit sowohl der
gewiinschte Competitive Ratio erreicht, als auch eine entsprechende neue Ent-
scheidungssituation fiir den Online-Algorithmus geschaffen wird. Ein einfaches
Beispiel soll diese Technik verdeutlichen.

Das k-Paging-Problem

Dieses Problem ist auch als Caching-Problem bekannt und tritt z. B. innerhalb
eines Datenverarbeitungssystems mit einer Speicherhierarchie auf. Dabei existiert
ein kleiner, schneller Speicher (Cache), der k einheitlich groe Speicherseiten auf-
nehmen kann und ein langsamer, grofler Hintergrundspeicher. Die Eingabe be-
steht aus einer Sequenz von Speicherseiten, auf die Zugriffe erfolgen. Im einfach-
sten Kostenmodell, dem Seitenfehlermodell, erzeugt ein Zugriff auf den Cache
keine Kosten. Ist die benotigte Seite jedoch nur im Hintergrundspeicher vorhan-
den, so muf sie zuerst in den Cache geladen werden. Dieser Fall wird Seitenfehler
genannt und dabei entsteht eine Kosteneinheit. Ein Online-Algorithmus hat in
diesem Fall zu entscheiden, welche Speicherseite aus dem Cache zu verdringen
ist.

Schon in [ST85] wurde folgende Strategie angegeben: Der Gegenspieler benutzt
nur Anfragen an k 4+ 1 Speicherseiten. Er fordert im néchsten Schritt immer die
Seite an, die ein Online-Algorithmus ALG soeben verdréngt hat. Dabei entstehen
in jedem Schritt Kosten von einer Einheit. Dieser Typ eines Gegenspielers, der
in jedem Schritt die vorige Entscheidung des Online-Algorithmus bestraft, wird
auch ,grausam“ genannt.
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Die optimale Offline-Lésung wurde von Belady in [Bel66] mit dem Algorith-
mus MIN angegeben: Es wird immer die Seite verdringt, die in der Zukunft am
langsten nicht benétigt wird. Da vom Gegenspieler nur £ + 1 Seiten benutzt
werden, erzeugt MIN hochstens alle £ Schritte einen Seitenfehler und somit eine
Kosteneinheit. Aus diesen Fakten ergibt sich nun, dal kein Online-Algorithmus
einen Competitive Ratio kleiner als k£ besitzen kann.

Leider sind nur in den wenigsten Féllen die optimalen Offline-Algorithmen be-
kannt bzw. ihre Leistung auf den Eingaben so einfach zu analysieren. Deshalb
schriankt man sich haufig bei der Konstruktion der Gegenspielerstrategie ein und
benutzt nur Eingabesequenzen mit wenigen und einfachen Strukturen. Von diesen
ist dann der Wert der optimalen Losung bestimmt worden.

An dieser Stelle soll noch eine weitere allgemeine Technik vorgestellt werden.
Statt die optimale Losung zu berechnen, wird mittels einer Durchschnittsbildung
die Existenz einer optimalen Losung mit einer Mindestqualitit gezeigt. Auch dies
soll an einem Beispiel veranschaulicht werden.

Das k-Server-Problem

Gegeben sind k£ Server in einem metrischen Raum M. Wie allgemein bekannt,
besteht ein metrischer Raum M aus einer Punktmenge P, auf der eine positive,
reflexive und symmetrische Abstandsfunktion d : P> — IR, definiert ist und fiir
die die Dreiecksungleichung gilt; d. h.:

Va,b€ Pa#b: d(a,b) > 0 (positiv)

Va€eP: d(a,a) = 0 (reflexiv)

Va,be P: d(a,b) = d(b,a) (symmetrisch)
Va,b,ce€ P : d(a,c) = d(a,b) +d(b,c) (Dreiecksungleichung)

Die Eingabesequenz ist eine Folge von Punkten in P. Nach der Eingabe eines
Punktes muf ein Algorithmus einen der Server zu diesem Punkt bewegen, falls
sich nicht schon einer der Server auf diesem Punkt befindet. Die Summe der
zuriickgelegten Wege aller Server stellt in diesem Problem die Kosten dar.

Wie aus der Dreiecksungleichung folgt, geniigt es fiir dieses Problem ,,faule“ On-
line-Algorithmen zu betrachten. Diese bewegen nur dann einen Server, und zwar
genau einen, wenn der Eingabepunkt nicht schon durch einen Server abgedeckt
ist.

Das oben eingefiihrte k-Paging-Problem ist ein Spezialfall des k-Server-Problems,
bei dem der metrische Raum uniform ist, d.h. alle Abstdnde zwischen Punkten
(Speicherseiten) sind 1.

Auch die Gegenspielerstrategie ist identisch: Es werden k£ + 1 disjunkte Punkte
aus einem beliebig vorgegebenen metrischen Raum M verwandt. Der grausame
Gegenspieler fordert in der Eingabesequenz immer den Punkt an, der gerade von
keinem Server abgedeckt ist. Dabei handelt es sich um den Punkt, von dem der
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Online-Algorithmus ALG soeben den Server entfernt hat. Initial seien die £ Ser-
ver auf k verschiedenen Punkten aus der speziell gewihlten (k + 1)-elementigen
Punktmenge plaziert.

Es ergeben sich fiir einen faulen Online-Algorithmus ALG auf einer Eingabese-

quenz o = (ry,79,...,r,) der Linge n = 2 die Kosten:
n—1
COStALG(O') > Z d(?“i_H, Ti) , (1)
i=1

wobei die rechte Ungleichungsseite nur die Kosten der ersten n —1 Schritte z&hlt.
Nun miissen jedoch die optimalen Kosten Costopt(0) von oben abgeschitzt wer-
den. Dazu wird eine Menge A := {A;, Ay, ..., Ax} von k faulen Algorithmen
betrachtet. Diese £ Algorithmen werden derart verwaltet, dafl nach jedem Schritt
mit einer Anfrage r die folgende Invariante gilt: Alle Algorithmen in A haben
einen Server auf dem Punkt r, wie es die Problemdefinition verlangt, und die Kon-
figurationen all dieser Algorithmen sind paarweise verschieden. Fiir jeden Punkt
p # r gibt es deshalb genau einen Algorithmus in A, der den Punkt p nicht mit
einem Server abdeckt. (Es werden immer nur die gew#hlten £ + 1 Punkte aus
M benutzt und betrachtet.) Initial gelte die Invariante, wobei der Punkt r von
allen Algorithmen in 4 mit einem Server besetzt ist, auf dem die Startkonfigu-
ration des Online-Algorithmus ALG keinen Server hat. Diese Annahmen {iber die
initialen Zusténde kénnen ohne Beschrinkung getroffen werden, da mit Hilfe der
additiven Konstante a in der Definition des Competitive Ratios Abweichungen
von diesen Argumentationen aufgefangen werden.

Bewegt im Schritt ¢ der Online-Algorithmus ALG einen Server von Punkt a nach
b, da der Punkt b die aktuelle Eingabe darstellt, so wird vom grausamen Gegen-
spieler im Schritt ¢+ 1 der Punkt a angefordert. Innerhalb der Algorithmenmenge
A gibt es zu diesem Zeitpunkt ¢ + 1 nur einen Algorithmus A, der den Punkt a
nicht mit einem Server abdeckt. Dieser muf} also als einziger einen Server ver-
setzen. Um die oben beschriebene Invariante zu erfiillen, zieht A den Server vom
Punkt b, da nach Schritt ¢ alle Algorithmen in A den Punkt b mit einem Server
abdecken. In Summe entstehen so im Schritt ¢ + 1 fiir alle £ Algorithmen der
Menge A die Kosten d(b, a). Diese Kosten sind identisch mit den entstandenen
Kosten d(a,b) des Online-Algorithmus ALG im Schritt i.

Die Gesamtkosten aller £ Algorithmen in A auf die Eingabesequenz o betragen:
Costy(o) = Z d(ri,ri 1)
=2
n—1
= Z d(TZ'_H,TZ') .
i=1

Da diese Kosten in Summe fiir £ Algorithmen anfallen, mufli mindestens einer
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dieser Algorithmen Kosten von hiéchstens dem Durchschnitt

[y

n—

d(Tz'+1, Tz') (2)

1

| =

7

erzeugen. Damit ist die bendtigte obere Schranke fiir eine optimale Losung ge-
zeigt. Aus den Kosten (1) und (2) ergibt sich k£ als untere Schranke fiir den
Competitive Ratio des k-Server-Problems.

Von besonderem Interesse bei der Analyse von konkreten Online-Algorithmen
ist deren garantierte Losungsqualitét, d. h. obere Schranken fiir den Competitive
Ratio des Algorithmus. In einigen seltenen Fillen werden dazu ad-hoc-Argumente
angegeben. Dies gelingt vorwiegend bei kombinatorischen Problemen. Ein solches
Beispiel ist in Kapitel 5.3 auf Seite 83 zu finden. Im allgemeinen wird jedoch eine
Potentialfunktionstechnik eingesetzt, deren néhere Erlduterung folgt.

Um zu zeigen, daf} ein Online-Algorithmus ALG fiir ein Gewinnmaximierungspro-
blem c-competitive ist, mufl nach Definition 1 die Giiltigkeit der Ungleichung

Vo: Perfopr(o) = c-Perfacglo) + a (3)

gezeigt werden. Dies wiire eine einfache Aufgabe, konnte fiir jeden Schritt ¢ mit
Eingabe o; einer beliebigen Eingabesequenz o die Giiltigkeit der Ungleichung
Perf opt(0;) £ ¢ Perf a¢(0;) gezeigt werden. Im allgemeinen ist dies jedoch nicht
moglich, da der Online-Algorithmus ALG zwar hiufig einen héheren Gewinn als
Perf opr(0;)/c erreicht, dann aber in einigen Schritten erheblich schlechter ab-
schneidet. Es wird folglich eine Analyse des ,,mittleren“ bzw. exakter, des amor-
tisierten Gewinnes benotigt. Wie derartige Analysen funktionieren, wurde in dem
lesenswerten Ubersichtsartikel [Tar85] vorgestellt.

Offensichtlich mufl der hohere Gewinn einiger Schritte ,aufgespart® werden, um
in den Féllen des schlechten Abschneidens diesen aufgesparten Gewinn zum Aus-
gleichen verwenden zu kénnen. Man kann sich ein Bankkonto fiir die Verwaltung
dieser Gewinne vorstellen, auf das der Online-Algorithmus seine mit ¢ multipli-
zierten Gewinne ,einzahlt“. Der optimale Algorithmus erhélt seine Gewinne von
diesem Konto. Es mufl dann in der Analyse gezeigt werden, dafl der Kontostand
niemals negativ wird bzw. nach unten durch eine Konstante begrenzt ist, da die
Definition des Competitive Ratios eine additive Konstante a zuldfit. Die Betrach-
tungsweise mit dem Konto wird auch als ,,Bankiersicht® bezeichnet.

In der Informatik hat sich allerdings eine andere Interpretation durchgesetzt. Es
ist die Sicht eines Physikers, der eine Potentialfunktion ® eines Feldes betrach-
tet. Diese nimmt im wesentlichen die Aufgabe des Kontos wahr. Jedoch wird
mit, dieser Interpretation klarer, daf§ der Systemzustand, d.h. die Konfiguration
des Algorithmus, das zusétzlich aufgebaute Vermogen oder Potential darstellt.
Deshalb ist die Potentialfunktion ® eine Funktion des Systemzustandes in die
reellen Zahlen. Bei der Analyse von Online-Algorithmen besteht der Systemzu-
stand aus den Konfigurationen des Online-Algorithmus ALG und des optimalen
Offline-Algorithmus OPT, d. h.

® : Konfiguration(OPT) x Konfiguration(ALG) — R .
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Bei einer geschickten Definition der Funktion ® kann dann fiir jeden Schritt ¢ die
Ungleichung

Perfopr(0i) = c Perfpg(oi) + Ad (4)

gezeigt werden. Dabei wird mit A® die Verdinderung der Potentialfunktion &
zwischen dem Schritt 2 — 1 und ¢ notiert. Genauer gesagt, soll ®; den Wert der
Potentialfunktion nach Bearbeitung der Eingabe o; bezeichnen, ®, sei der Initial-
wert vor der ersten Eingabe und ®, der Potentialfunktionswert nach Bearbeitung
der kompletten Sequenz o. Dann gilt A® = &; — ®;_; und die Addition der Un-
gleichung (4) fiir alle Schritte der Eingabesequenz o ergibt:

Z Perf opr(03) Z (c-Perfaigloi) + AD)
= Z Perf opr(0i) C'Z Perfacloi) + Z (®; — @i-1)

& Perfopr(0) £ c-Perfac(o) + @, — P (5)

A

Da hier eine sogenannte Teleskopsumme iiber die Werte von & vorliegt, bleiben
zum Schlufl nur der letzte (®,) und der erste Wert (®;) in der Formel (5) iibrig.
Wird nun zusétzlich die Beschrinktheit von &, — &, gezeigt, d. h.

Ja€elR: Vo: &,—-®, < a, (6)

so ist die Ungleichung (3) bewiesen und damit die Tatsache, dafl ALG c-competi-
tive ist.

Bei einem Kostenminimierungsproblem veréindern sich die zu zeigenden Aussagen
leicht. Fiir jede Eingabe o; wird gezeigt:

Costarg(o;) + A® < ¢ Costopr(oy)
woraus sich schluf3folgert:

Z COStALG (Uz)

& Costag(o) =< ¢ Costopr(c) — D5 + Dy .

A

Z (C' COStopT(O'Z') — ((I)Z — (I)Z',l))
Nach dem Zeigen der Beschréanktheit
Ja€elR: Vo: ®,—d, < a

folgt ebenfalls, dal ALG c-competitive ist.

Zur Tllustration dieser Potentialfunktionstechnik soll das néchste Beispiel dienen.
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Das List-Update-Problem

In seiner einfachsten Variante besteht das List-Update-Problem aus einer Menge
von Datenbl6cken, die mit einem Schliissel versehen und in einer Liste gespeichert
sind. Eine Liste ist ein abstrakter Datentyp, bei dem auf das erste Element direkt
zugegriffen werden kann, und dort der Verweis auf das néchste Element zu finden
ist, etc. Eine Liste stellt somit eine lineare Struktur dar, in der die Zugriffsko-
sten fiir das i-te Element ¢ Einheiten betragen. Die Eingabesequenz besteht nun
aus einer Folge von Anfragen mit je einem Schliissel. Nach jeder Anfrage muf
auf das Element mit dem selben Schliissel zugegriffen werden. Dabei fallen Ko-
sten proportional zur Stellung des Elementes in der Liste an. Nach einem solchen
Zugrift darf das Element kostenfrei zu einem beliebigen Platz in Richtung des Li-
stenanfangs verschoben werden. Dadurch kann ein nachfolgender Zugriff auf das
selbe Element erheblich kostengiinstiger werden. Ein Zugriff auf eines der nach
hinten verdringten Elemente wird entsprechend um eine Einheit teurer. Zusétz-
lich darf ein Algorithmus weitere kostenpflichtige Schritte zur Reorganisation der
Liste durchfiihren: Zwei in der Liste benachbarte Elemente konnen vertauscht
werden. Dabei entsteht auch eine Kosteneinheit. Die Aufgabe eines Algorithmus
besteht nun in der Verwaltung dieser Liste, d. h. in der Entscheidung, wohin das
aktuelle Element nach seinem Zugriff zu verschieben ist und welche weiteren ko-
stenpflichtigen Tauschoperationen durchzufiihren sind. Er hat das Ziel die Summe
der Tausch- und Zugriffskosten aller Anfragen der Eingabesequenz zu minimieren.
Es sei angemerkt, dafl Kombinationen von initialen Listen und Eingabesequenzen
bekannt sind, bei denen zur Minimierung der Gesamtkosten bezahlter Element-
tausch notwendig ist. Wie kiirzlich in [Amb00] gezeigt wurde, ist das zugehorige
Offline-Problem N P-schwer.

Prinzipiell ist der abstrakte Datentyp einer Liste dynamisch und unterstiitzt ne-
ben dem Suchen und Zugreifen auch das Einfiigen und Léschen von Elementen.
Alle bisher durchgefiihrten Studien zum List-Update-Problem lassen sich unter
Beibehaltung der Ergebnisse problemlos erweitern, so dafl auch diese dynami-
schen Operationen unterstiitzt werden. Deshalb wird meist die vereinfachte Pro-
blemvariante mit einer festen Menge von Elementen und Zugriffen ausschliefilich
darauf untersucht. Soll die Variante des Problems betont werden, so wird von sta-
tischem (vereinfachtem) bzw. dynamischem List-Update-Problem (mit Einfiige-
und Loschoperationen) gesprochen.

Der erste Online-Algorithmus fiir das List-Update-Problem mit konstantem Com-
petitive Ratio wurde in [ST85] untersucht. Er heifit ,Move to Front“ (MTF) und
benutzt keine kostenpflichtigen Tauschoperationen. Die einzige Regel zur Reorga-
nisation der Liste lautet: Nach dem Zugriff auf ein Element wird selbiges kostenfrei
bis zum Listenanfang verschoben.

Nun wird gezeigt, dal MTF fiir das statische List-Update-Problem 2-competitive
ist. Dazu wird eine Potentialfunktion ® definiert. Sie zdhlt wieviele Paare (z;, z;)
von Listenelementen eine Inversion bilden, d. h. z; steht in der Liste des optimalen
Algorithmus OPT vor dem Element z;, aber x; befindet sich vor z; in der durch
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MTF verwalteten Liste. Der Wert von @ ist gleich der bend&tigten Anzahl von
Nachbarelementvertauschungen, um die von OPT verwaltete Liste in die Liste
des MTF Algorithmus zu iiberfiihren und umgekehrt. Mit dieser Definition kann
® niemals einen negativen Wert annehmen und zu Beginn gilt ®; = 0, wenn
identische Startlisten fiir beide Algorithmen vorausgesetzt werden. ®; soll den
Potentialfunktionswert nach Bearbeitung des Eingabeelementes o; bezeichnen.

Als néchstes wird behauptet, daf fiir jede Eingabe o; einer beliebigen Eingabe-
sequenz o die Ungleichung

Costute(o;) + A® < 2-Costs(o;) + Costr(o;) (7)

gilt, wobei A® = &, — &, _; bezeichnet und sich die Kosten des optimalen Algo-
rithmus OPT in die Zugriffskosten auf das Element o; (Costs(o;) — ,,Suchkosten®)
und die im direkten Anschlufl daran anfallenden Kosten fiir bezahlte Tauschope-
rationen (Costr(o;)) aufteilen:

Costopr(0;) = Costs(o;) + Costr(o;) -

Um die Ungleichung (7) zu beweisen, werden die beiden von OPT und MTF
verwalteten Listen vor der Eingabe von o; und nach den Manipulationen durch
die beiden Algorithmen betrachtet. Das Element o; stehe an Position j in der Liste
von OPT und an Position k£ in MTF’s Liste. Damit sind die Zugriffskosten von
OPT: Costs(o;) = j und von MTF: Costute(o;) = k. In MTF’s Liste befinden sich
vor o; weitere (k — 1) Elemente. Diese Menge wird aufgeteilt in die 7 Elemente,
die in der Liste von OPT nach dem Element o; erscheinen und den restlichen
k — 1 — 7 Elementen, die vor ¢g; in OPT’s Liste stehen. Da o; in dieser Liste
an Position j steht und mindestens £ — 1 — 7 Elemente davor existieren, folgt
k—1 < 4.

MTF verschiebt das Element o; nach seinem Zugriff an den Listenanfang und
verdndert dabei den Wert der Potentialfunktion ®. Die 7 oben definierten Inver-
sionen zwischen o; und Vorgidngerelementen in MTF’s Liste werden aufgehoben
und beziiglich der restlichen £k — 1 — 7 Vorgédnger werden neue Inversionen ge-
schaffen. Deshalb ist nach der Bearbeitung von o; durch MTF der Wert von @
um (k — 1 —7) — 7 angewachsen.

Die Operationen des optimalen Algorithmus OPT auf seiner Liste kénnen auch
Auswirkungen auf die Potentialfunktion haben. Bei jeder kostenfreien Nachbar-
schaftsvertauschung des Elementes o; in Richtung Listenanfang wird eine Inver-
sion aufgehoben, da sich o; in der Liste von MTF am Anfang befindet. Folglich
ist dadurch keine Erhéhung des Potentialfunktionswertes zu verzeichnen.? Falls
OPT weitere kostenpflichtige Tauschoperationen durchfiihrt, so wird jeweils eine
Inversion geschaffen oder aufgehoben, es fillt allerdings immer eine Kostenein-
heit an. Die Erhéhung von @ ist also durch Costr(o;) begrenzt. Damit wird die

2In [ST85] wird unter Zuhilfenahme dieser Beobachtungen die schirfere Aussage Costute (o) <
2-Costs(c) + Costr(o) — Free(o) — n gezeigt, wobei Free(o) die Anzahl der von OPT durch-
gefiihrten kostenfreien Elementvertauschungen und n die Linge von o ist.
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Ungleichung (7) bewiesen:

Costute(o;) + AD k+ (k—1—71)—7 + Costr(o;)
2(k —1) + Costr(o;)

2-Costg(o;) + Costr(o;) .

HA A TIA

Werden diese Ungleichungen fiir eine komplette Eingabesequenz o aufsummiert,
so ergibt sich

Costute(o) + &, — Py < 2-Costs(o) + Costr(o) = 2-Costopt(0)

und aus der Beschrinktheit von &, — @ folgt, daB MTF 2-competitive ist.

An dieser Stelle soll betont werden, dafl im vorliegenden Beweis keinerlei Wis-
sen iiber die Funktionsweise oder Eigenschaften des optimalen Offline-Algorith-
mus OPT eingegangen ist. Zur klareren Darstellung der Potentialfunktionsmetho-
de wurde eine gegeniiber [ST85] vereinfachte Aussage bewiesen und zusétzlich das
List-Update-Problem auf seine statische Variante eingeschrinkt.

Aus den exakten Aussagen, die in [ST85] bewiesen werden, folgt fiir die dynami-
sche Problemvariante mit maximaler Listenlénge [, da8 MTF (2 — 1/I)-competi-
tive ist. Fiir die statische Problemvariante wurde in [Ira91] das scharfe Resultat
R(MTF) =2 —2/(l+ 1) bewiesen. Nach [BEY98| iibertréigt sich dieses Ergebnis
auf die dynamische Problemvariante, und MTF ist sogar streng (2 — 2/(l + 1))-
competitive, wenn MTF und OPT auf identischen Listen starten.

Die oben vorgestellte Potentialfunktionstechnik hat sich als eine Art Standard fiir
die Competitive Analysis durchgesetzt und ist der allgemein empfohlene Ansatz.
In Kapitel 8.2 wird auch ein Beweis prisentiert, der zeigt, dal die dazu notwen-
digen Potentialfunktionen de facto immer existieren. Die Schwierigkeit besteht
jedoch im Auffinden der Funktionen und dem Nachweis der benétigten Bedingun-
gen (Gleichungen (4) und (6)). So sind in der Literatur auch verschiedene Beweise
bekannt, die neben einer Potentialfunktion weitere Eigenschaften des Online-Al-
gorithmus zum Nachweis der gesuchten oberen Schranken ausnutzen. Das wohl
prominenteste und sehr komplexe Beispiel einer derartigen Analyse stammt von
Elias Koutsoupias und Christos H. Papadimitriou und ist in [KP94b] zu finden.
Dort wird die k-Server-Vermutung von Mark S. Manasse, Lyle A. McGeoch und
Daniel D. Sleator [MMS88| bis auf einen Faktor von 2 durch die Analyse des
Work-Function-Algorithmus (WFA, [CL92] basierend auf Vorarbeiten) bewiesen.
Genauer wird gezeigt: WFA ist (2k—1)-competitive. Die bekannte untere Schranke
ist £ und es wird vermutet, daf} sie scharf ist.

Neben einer so allgemeinen Beweistechnik wie der Potentialfunktionsmethode
wurden fiir einige wichtige Probleme weitere allgemeine, jedoch auf das Problem
zugeschnittene, Techniken entwickelt. Exemplarisch soll hier die Foktorisierungs-
technik fiir das soeben behandelte List-Update-Problem vorgestellt werden. Diese
Technik (erstmals in [BM85] eingefiihrt) reduziert die Competitive Analysis eines
Online-Algorithmus ALG fiir das List-Update-Problem unter bestimmten Neben-
bedingungen auf die Analyse des Algorithmus ALG fiir Listen der Linge Zwei.
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Das dies eine sehr starke Vereinfachung fiir die Analyse darstellt ist offensichtlich,
denn selbst komplexe Algorithmen werden in ihrem Verhalten und ihren Eigen-
schaften einfach, wenn sie auf Listen der Linge Zwei operieren. Zudem ist der
optimale Offline-Algorithmus OPT bekannt: Er benutzt keine kostenpflichtigen
Tauschoperationen und verschiebt das zweite Listenelement nach einem Zugriff
genau dann, und nur dann an den Listenanfang, wenn auf selbiges Element un-
mittelbar ein weiterer Zugriff erfolgt.

Die Grundidee dieser Faktorisierungstechnik besteht in einer abgewandelten In-
terpretation der anfallenden Kosten. Wéhrend man geneigt ist die Kosten von j
bei einem Zugriff auf das j-te Element o; diesem selbst zuzuschlagen, kénnen diese
Kosten auch an den vorhergehenden Elementen festgemacht werden. Jedes davon
hat den schnelleren Zugriff auf o; blockiert und es wird eine Kosteneinheit fiir
dieses Element gez#hlt. Das fiihrt zu dem sogenannten partiellen Kostenmodell,
in dem nur j — 1 Kosteneinheiten fiir den Zugriff auf das j-te Element anfallen
und mit Costy ¢(0:) = j — 1 bezeichnet werden. Die so vernachléssigten Kosten
sind gleich der Lange der Eingabesequenz o und fiir jeden Algorithmus identisch.
Damit die Analyse auf die reduzierte Listenldnge von Zwei beschrinkt werden
kann, muf ein Online-Algorithmus ALG zwei Eigenschaften besitzen:

1. Paarweise Stabilitit®: Sei D eine Elementmenge und o = (01, 09,...,0,) eine
Eingabesequenz mit o; € D, fiir 1 <7 < n und sei L eine initiale Liste solcher
Elemente. Dann bezeichnet der Term o, fiir zwei beliebige Elemente z,y € D
mit z # y eine Eingabesequenz, die aus o entsteht, wenn alle Einzelelemente
verschieden von z oder y geloscht werden und L,, die Startliste, die aus L
durch Entfernen aller Elemente verschieden z oder y entsteht. Damit ist die
Lénge der Liste L,y durch Zwei begrenzt.

Ein Algorithmus ALG erfiillt nun die Eigenschaft der paarweisen Stabilitét,
falls bei Bearbeitung der Eingabesequenz o (mit Initialliste L) vor und nach
den Eingaben o; € {z,y} die beiden Elemente z und y immer in der selben
Ordnung in der Liste auftreten, wie bei den korrespondierenden Eingaben o;
aus o,y in der Liste, die ALG bei Bearbeitung von o4, (mit Initialliste L,,)
verwaltet.

Es wird schnell ersichtlich, daf} ein Algorithmus nur dann die paarweise Stabi-
litdt garantieren kann, wenn er auf kostenpflichtige Tauschoperationen verzich-
tet. Dies ist ein Grund, warum der optimale Offline-Algorithmus OPT diese
Eigenschaft nicht erfiillt.

2. Kostenunabhéngigkeit: Ein Algorithmus ALG heifit kostenunabhéngig, wenn
seine Entscheidungen unabhéngig vom Kostenmodell sind, d.h. ALG fiihrt so-
wohl im partiellen als auch im vollen Kostenmodell bei gleicher Eingabese-
quenz o die selben Operationen aus.

Kann dann fiir Eingabesequenzen o,, an Listen der Linge Zwei

Costpig(0ay) S ¢ Costopr(oay) (8)

3Diese Eigenschaft wird in der englischen Originalliteratur als ,,pairwise property“ bezeichnet.
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gezeigt werden, so folgt, dafl ALG streng c-competitive ist. Wird (8) mit einer
additiven Konstante bewiesen:

Costac(0zy) = c-Costopr(ogy) +a

so ist ALG c-competitive. Das Hauptargument liegt in der abgewandelten Kosten-
interpretation. Aus

Costp (o) = Z Costa (i)

1<i<n

folgt mit der gednderten Kosteninterpretation

=YY Costiuclon)

1<i<n z€D
1 falls x vor o; in
wobei Costy ¢(z,0;) == der Liste steht
0 sonst
= Z Z Costy ¢(x,07)
zeD 1<i<n

Y Y Y ttaelnn
zeD yeD i:0;=y
= Z Z Costp (@, 0i) + Costag(y, oi)

{z,y}CD i:0;€{z,y}

= Z CostaLg(0ay)

{z,y}CD

wobei fiir den letzten Umformungsschritt die Eigenschaft der paarweisen Stabi-
litdt von ALG essentiell ist.

Die weiteren Details und die Korrektheitsbeweise dieser Listen-Faktorisierungs-
technik — insbesondere die Argumentation iiber OPT — gehen iiber die einfiih-
rende Darstellung dieses Kapitels hinaus. Sie kénnen in [BEY98, Seiten 13-17],
nachgelesen werden. Dort werden auch weitere Beweistechniken fiir das List-
Update-Problem, wie die auf der Listen-Faktorisierung aufbauende Technik der
Phasenunterteilung [A1b98b], vorgestellt.

2.3 Vor- und Nachteile der Competitive Analysis
2.3.1 Vorteile

Das erste und wohl wichtigste Merkmal eines Online-Algorithmus ALG, der als
c-competitive nachgewiesen ist, besteht in der Garantie der Qualitit der von
ALG erzeugten Losungen. Wie am Beispiel des List-Update-Problems demon-
striert, erzeugt der MTF-Algorithmus hichstens doppelt so hohe Zugriffskosten,
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als bei einer optimalen Losung entstehen. Dies ist ein sehr zufriedenstellendes Er-
gebnis, welches auch die empirisch festgestellten Probleme anderer List-Update-
Algorithmen iiberwindet (siehe [ST85] fiir eine ausfiihrliche Diskussion).

Der wichtigste Grund fiir solch starke und treffliche Resultate und das Vertrau-
en in die Analyseergebnisse riihrt von der vollstindigen Abstraktion jeglicher
Eingabeverteilung her. Damit wird die Analyse extrem robust. So wird sicherge-
stellt, da} die Entscheidungen des Online-Algorithmus niemals zu katastrophal
sein kénnen. Zudem ist das Verhalten derartiger Online-Algorithmen auch in neu-
en Situationen mit unbekannten Eingabeverteilungen gut — man befindet sich
also ,,auf der sicheren Seite.

Selbst wenn einige untere Schranken fiir den Competitive Ratio eines Online-Pro-
blems fiir praktische Anwendungen recht hoch erscheinen, so sind sie doch ohne
a priori Wissen entstanden. Falls dann Annahmen oder Wissen iiber die Einga-
beverteilung zur Verfiigung stehen, kann eine andere Analysetechnik durchaus
Resultate liefern, die das Systemverhalten besser erklidren. Stellen sich aber die
getroffenen Annahmen als falsch heraus, so stiirzt die Losungsqualitét nicht gleich
ins Bodenlose ab. Zusétzlich stellt der Competitive Ratio einen guten Maflstab
dar, um die eingabeverteilungsabhingigen Analysen zu bewerten. Andererseits
kann es vorkommen, dafl keine Annahme iiber die Eingabeverteilung getroffen
werden kann, da selbige nicht nur unbekannt, sondern auch schwierig zu analy-
sieren oder zu charakterisieren sein kann oder gar nicht existiert.

Das Modell der Competitive Analysis fiihrt zu Aussagen iiber Konstruktions-
prinzipien von Online-Algorithmen fiir ein bestimmtes Problem oder eine Pro-
blemklasse. Derartiges Wissen ist ein idealer Ausgangspunkt fiir das Design von
Algorithmen fiir ein konkretes Online-Problem.

Nicht zuletzt soll noch angemerkt werden, dafl die Competitive Analysis auf ver-
schiedene Parameter eines Online-Problems simultan angewandt werden kann.
Dabei konnen gegebenenfalls komplexe Abhéngigkeiten auftreten.

2.3.2 Nachteile

Die Kritiker dieser Analysemethode werden nicht miide die Nachteile der Compe-
titive Analysis als gravierend darzustellen. Der massivste Vorwurf lautet: Das Ver-
fahren sei zu grob und seine Ergebnisse zu schlecht. Die Competitive Analysis geht
davon aus, dafl jede Eingabeverteilung moglich sei, sucht sich dann die ungiinstig-
ste heraus und behauptet, daf} diese mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 auftréite.
So erhélt man hohe Werte oder Schranken fiir den Competitive Ratio auch fiir
Algorithmen, die sich in der Praxis bewiahrt haben. Das Beispiel des k-Paging-
Problems (siehe Seite 10) wird dabei bevorzugt zitiert. Die untere Schranke von
k fiir den Competitive Ratio bedeutet, dafl der Einsatz eines Cache-Speichers kei-
ne Vorteile erbringt. Das ist unter extrem ungiinstigen Bedingungen auch wahr,
wird in typischen Anwendungen jedoch nie beobachtet. Die beiden Verdringungs-
strategien LRU (Least-Recently-Used) und FIFO (First-In-First-Out) sind beide
k-competitive und somit im Sinne der Competitive Analysis optimal. Trotzdem
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erzielt der LRU-Algorithmus in der Praxis erheblich bessere Losungen als FIFO.
Es ergibt sich sofort der nichste Kritikpunkt: Die beiden Algorithmen kénnen
von der Competitive Analysis in ihrer Giite nicht unterschieden und klassifiziert
werden. Ergo stellen in diesem Beispiel die Resultate keine Entscheidungshilfe
dar.

Der Competitive Ratio trifft nur Aussagen relativ zu einer optimalen L&sung.
Da jedoch die absoluten Kosten nicht berticksichtigt werden, offenbart sich sofort
ein weiteres Problem dieses Analyseergebnisses. Beim Versuch Modellvarianten
fiir ein zu 16sendes Online-Problem zu vergleichen, kann schon die Qualitéit der
optimalen Losungen gravierend verschieden sein. Der Vergleich des garantierten
Giitefaktors zur optimalen Losung 148t dann keine korrekten Riickschliisse auf die
Gesamtlosung zu. Dieser Nachteil tritt schon bei einem einzelnen Online-Algorith-
mus auf, der je nach Eingabesequenz stark unterschiedliche Kosten verursacht.
Die einzig mogliche Interpretation des Competitive Ratios erkldrt den maxima-
len Faktor auch bei den Kosten der Eingabe mit maximalen optimalen Kosten
fiir giiltig. Moglicherweise konnen jedoch derartig hohe absolute Kosten niemals
entstehen.

Weitere Kritikpunkte subtilerer Natur lassen sich erst beim Studium von On-
line-Algorithmen mit guten Competitive Ratios entdecken. Diese Algorithmen
sind zum Teil unnatiirlich und unpraktikabel, und ihre Arbeitsweise widerspricht
der Intuition. So besteht das Ziel einiger Algorithmen nur im Widerstehen des
Gegenspielers. Sie versuchen nicht optimal auf der Eingabesequenz zu agieren.
Statt dessen verschwenden sie wertvolle Ressourcen, um Aussagen zur optimalen
Losung der bisher bekannten Eingabe zu bestimmen und von diesen Werten ihre
Entscheidungen abhéngig zu machen.

Im téglichen Leben ist das Lernen aus der Vergangenheit eine richtige Strategie.
Auch fiir einen Online-Algorithmus ist es die einzige Moglichkeit eine Basis zur
Entscheidungsfindung aufzubauen. Dabei kann es zum Abspeichern der gesam-
ten bisherigen Eingabe kommen und zu komplexen Rechenoperationen darauf.
Der Speicher- und Zeitbedarf kann deshalb, wie oben schon angedeutet, erheblich
werden. Ungeachtet dieser Tatsache miissen die zukiinftigen Eingaben in keinster
Weise mit dem bisher Gesehenen korrelieren. Der Gegenspieler kann das erarbei-
tete Lernergebnis vollig negieren. Insbesondere hat ein Online-Algorithmus kaum
die Moglichkeit eine Option auf die Zukunft zu kaufen, da die Eingabesequenz
abrupt enden kann. Deshalb sind Online-Algorithmen dazu verdammt den Ge-
schehnissen hinterherzulaufen und auf die Eingaben in passiver Form zu reagieren.
Das ist speziell dann der Fall, wenn ein Algorithmus streng competitive sein muf,
wie dies in einigen Online-Problemstellungen natiirlicherweise auftritt. Um dieses
konterintuitive Verhalten ndher zu beleuchten, kann das Versicherungsproblem
betrachtet werden: Eine noch so liacherlich geringe Ausgabe zur Versicherung ei-
nes neu erworbenen Fahrzeuges gegen Diebstahl stellt ein Verhalten dar, welches
nicht competitive ist. Im ungiinstigsten Fall wird das Fahrzeug nicht gestohlen!
Eine Strategie, die competitive sein soll, kann also frithestens nach dem ersten
Totalverlust eine Versicherung abschlieflen.
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Ein weiteres konterintuitives Beispiel wird in Kapitel 5, Seite 30 gezeigt (Vorschau
erbringt beim k-Paging-Problem keine Vorteile).

2.4 Eine Gegeniiberstellung:
Online- zu Approximationsalgorithmen

Die formalen Definitionen der Online-Algorithmen und des Competitive Ratios
wurden bereits in Kapitel 2.1 gegeben. Bevor nun ein Vergleich zu Approximati-
onsalgorithmen durchgefiihrt werden kann, wird auch fiir diese Algorithmenklasse
eine Definition benétigt. In der Literatur sind leider verschiedene formale Defini-
tionen zu finden. Die folgenden Aussagen sind ihnen jedoch gemeinsam:

1. Approximationsalgorithmen sind nicht in der Lage fiir alle moglichen Eingaben
optimale Lésungen zu berechnen. Statt dessen bestimmen sie Ndherungslésun-
gen.

2. Die maximale Abweichung der Qualitdt der Naherungslosung und einer opti-
malen Losung fiir die selbe Eingabe ist durch eine Faktor, genannt Approxi-
mationsfaktor, begrenzt.

3. Zur Berechnung der Nidherungslosung werden weniger Ressourcen benutzt, als
nach bestem Wissensstand zur Bestimmung der optimalen Losung notwendig
sind.

Die beiden ersten Aussagen zeigen einige Ahnlichkeiten zum Konzept des Com-
petitive Ratios. Auch die bisher behandelten Online-Algorithmen sind nicht in
der Lage fiir alle Eingaben eines Problems optimale Lésungen auszurechnen und
begniigen sich mit einer Ndherungslosung. Ebenso ist die Garantie der Lésungs-
qualitdt gleich: Es wird ein Faktor angegeben, um den die Qualitdt der Nahe-
rungslosung maximal von der optimalen Losung abweichen kann. Bei der formalen
Definition des Approximationsfaktors gibt es jedoch einige Varianten: Bezeichne
I eine beliebige Eingabe. Fiir ein Kostenminimierungsproblem nennt man einen
Algorithmus ALG p-approximativ, falls gilt:

VI: Costac(l) < p-Costopr(l)

Der Faktor p wird Approximationsfaktor genannt. Er ist immer grofler oder gleich
1. Bei Gewinnmaximierungsproblemen wird diese Definition angepafit, aber es ist
sowohl die Variante mit p; = 1 als auch mit p, < 1 bekannt:

VI: Perfopr(I) = pi-Perfac(I) [es folgt p1 2 1] (9)
bzw. VI: py-Perfopr(I) £ Perfy (1) les folgt py < 1]

Es ist offensichtlich, dafi dabei p; = 1/ps gilt. Einschrinkend mufl bemerkt wer-
den, daf} auch fiir den Competitive Ratio eine Definition mit Werten kleiner oder
gleich 1 fiir Gewinnmaximierungsprobleme bekannt ist (siehe dazu [BKM™92,
BL99, KP00]). Allerdings findet man diese Variation ausgesprochen selten und
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es hat sich die in dieser Arbeit eingefiihrte Definition (auf Seite 9) durchgesetzt.
So wie in der Competitive Analysis zwischen competitive und streng compe-
titive unterschieden werden kann, gibt es auch fiir Approximationsalgorithmen
entsprechende Definitionsvarianten. Wird auf diese Unterscheidung Wert gelegt,
so werden ,,absoluter” und ,,asymptotischer Approximationsfaktor® definiert. Im
asymptotischen Fall wird die Giiltigkeit des Approximationsfaktors erst ab einer
Mindesteingabelidnge gefordert [Hoc96] oder die rechte Ungleichungsseite in (9)
wird um eine additive Konstante ergéinzt [BEY98]. Mit der letztgenannten Defi-
nitionsvariante ist es moglich p-approximativ und c-competitive mit identischen
Formalismen darzustellen. Darum soll nun der wichtige Unterschied zwischen den
beiden Algorithmenklassen herausgearbeitet werden.

Betrachtet man die informelle Aussage 3 oben, so benutzt ein Approximations-
algorithmus weniger Ressourcen — vorwiegend Rechenzeit — um eine Néhe-
rungslosung zu bestimmen, als es fiir eine optimale Losung notwendig wére.
Hiufig werden deshalb Approximationsalgorithmen mit polynomieller Laufzeit
zum Losen von N'P-harten Problemen eingesetzt [Hoc96]. In einigen wenigen
Fillen wird lediglich das Polynom der Laufzeit verringert (z.B. [Pre99]). Ein
Approximationsalgorithmus verfiigt folglich iiber alle notwendigen Informationen
(die vollstéindige Eingabe), um eine optimale Losung zu bestimmen. Wegen der
zu hohen Zeitkomplexitét wird jedoch eine schnell zu berechnende und beweisbar
gute Naherunglosung bevorzugt.

Die Situation fiir Online-Algorithmen liegt dagegen vollig kontréir. Es stehen nicht
die fiir eine optimale Losung notwendigen Informationen zur Verfiigung, wenn die
Entscheidungen iiber Teillosungen getroffen werden miissen. Deshalb handelt es
sich um ein informationstheoretisches Problem. Auf diese strikte Unterscheidung
zwischen komplexititstheoretischem (Approximationsalgorithmen) und informati-
onstheoretischem Maf (z.B. Online-Algorithmen) soll hier besonders hingewiesen
werden.

Nun wird auch verstidndlich, warum der Ressourcen- bzw. der Zeitverbrauch von
Online-Algorithmen eine untergeordnete Rolle spielt und frithestens an zweiter
Stelle in einer Untersuchung betrachtet wird. Es wurden in der Literatur mehr-
fach Online-Algorithmen vorgestellt, die AN'P-harte Teilprobleme 16sen miissen
(z.B. in [LMS99]) oder exponentielle Laufzeit haben (z. B. der WFA-Algorithmus
in metrischen Rdumen mit unendlichen vielen Punkten). Die Fragestellung der
Algorithmenuntersuchung lautet eben: Wie gut kann unter einem Informations-
regime agiert werden, bei dem die Entscheidungen mit unvollstindigem Wissen
getroffen werden miissen?

Es kann zudem ausgesagt werden, daf} die Competitive Analysis nicht auf Online-
Algorithmen beschrinkt bleibt. Ein weiteres Beispiel fiir Entscheidungsfindungen
unter unvollstdndigen Informationen sind verteilte Algorithmen. Eine Arbeit zu
dieser Algorithmenklasse stellt [AADW94] dar.

Natiirlich sind auch Uberschneidungen méglich, wenn ein Algorithmus sowohl
in die Klasse der Approximationsalgorithmen fillt, als auch competitive ist. So
ist z.B. der Greedy-Algorithmus fiir das Problem des Maximum-Kardinalitéts-
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Matchings 2-approximativ. Da er auch fiir das Online-Matching-Problem funk-
tioniert, ist dieser Algorithmus ebenfalls 2-competitive. Andererseits zeigt eine
einfache Gegenspielerstrategie, dafl 2 eine untere Schranke fiir den Competitive
Ratio darstellt [KVV90], wihrend ein 1.5-approximativer Linearzeitalgorithmus
bekannt ist [Pre99].

2.5 Modifikationen und neue Analysemethoden

Einige der Resultate, die Untersuchungen mittels der Competitive Analysis her-
vorgebracht haben, sind in ihren Aussagen deprimierend und werden nicht durch
Erfahrungen aus empirischen Studien bestétigt. Deshalb wurde schon kurze Zeit
nach der Anerkennung der Competitive Analysis als Untersuchungsmethode nach
Auswegen gesucht, um diese und andere im Kapitel 2.3.2 beschriebene Nachtei-
le aufzuheben. Es mufl jedoch beachtet werden, dafl eine untere Schranke fiir
den Competitive Ratio eines Online-Problems prinzipiell von keinem Online-Al-
gorithmus unterboten werden kann, d.h. ein solch schlimmer Fall kann immer
auftreten.

Um also das Analyseresultat, d. h. die Zahl bzw. Funktion des Competitive Ratios
zu ,verbessern“, gibt es nur eine begrenzte Anzahl von prinzipiellen Mo6glichkei-
ten:

1. Einschriankung bzw. Abschwichung der Omnipotenz von Gegenspielern
2. Stédrkung der Informationsbasis fiir die Online-Algorithmen

3. Einfiihren von neuen ,Mafizahlen“ bzw. ,,Bewertungsfunktionen®, die, inspi-
riert von der Competitive Analysis, Abwandlungen der Definition des Compe-
titive Ratios darstellen.

Im folgenden werden die aus der Literatur bekannten Vorschlige dargestellt und
diskutiert. Im letzte Abschnitt dieses Teilkapitels wird der Versuch unternommen,
diese Ideen zu bewerten.

2.5.1 Randomisierte Online-Algorithmen

Die Anpassung der Methode der Competitive Analysis zur Untersuchung von ran-
domisierten Online-Algorithmen stellt wohl ihre erfolgreichste Modifikation dar.
Die grundlegende Arbeit dazu wurde schon im Jahr 1990 versffentlicht (Journal-
version ist [BDBK*94]), und stiitzt sich z. T. auf erste Uberlegungen in [RS89] und
in den Vorarbeiten zu [BLS92, FKL"91]. Unterdessen sind gleichwertige Anteile
von Untersuchungsergebnissen zu randomisierten und den klassischeren determi-
nistischen Online-Algorithmen in aktuellen Veroffentlichungen zu finden. Deshalb
wird nun eine ausfiihrlichere Abhandlung dieser Analysemethode gegeben.

Ein randomisierter Online-Algorithmus benutzt Zufallsexperimente, welche die
Entscheidungen beeinflussen. Fiir eine Eingabesequenz o ergibt sich damit statt
eines Wertes fiir die Kosten- bzw. Gewinnfunktion ein Erwartungswert. Es gibt
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eine weitere Interpretation fiir das Konzept von randomisierten Online-Algorith-
men: Bei jedem Auswerten der Zufallsquelle wird ein deterministischer Online-Al-
gorithmus aus einer Klassen von Algorithmen ausgewéhlt, der dann das néchste
Stiick der Eingabesequenz verarbeitet.

Fiir den omnipotenten Gegenspieler der Competitive Analysis stellt die Klasse
der randomisierten Online-Algorithmen in keinster Weise etwas Neues dar. Die
Gegenbeispiele, welche den schlechtesten Fall illustrieren und nachweisen, kénnen
auch gegen derartige randomisierte Online-Algorithmen konstruiert werden, so-
lange der Algorithmus vollsténdig bekannt ist. Letzteres schlief3t ein, dafl die Aus-
gaben der Zufallsquelle mit in der Wissensbasis des Gegenspielers sind. Deshalb
wurden Gegenspielertypen entworfen, die nur noch einen beschrinkten Zugang
zu dem Ausgang der Zufallsexperimente besitzen:

Der blinde Gegenspieler (BL): Diesem Gegenspielertyp wird es nicht erlaubt
in irgendeiner Weise von dem Ausgang der Zufallsexperimente des Online-Algo-
rithmus Kenntnis zu erlangen. Ansonsten hat er das vollstiandige Wissen iiber den
Online-Algorithmus, die darin benutzten Verteilungsfunktionen der Zufallsquelle
und ihm steht immer noch beliebige Berechnungskraft zur Verfiigung. Er darf
auch selbst Zufallsexperimente ausfiithren, um die Eingabesequenz gegen den ran-
domisierten Online-Algorithmus zu erzeugen. Aus der Beschrinkung des Gegen-
spielers ergibt sich jedoch die folgende Spielregel: Der blinde Gegenspieler bzw.
die fiir ihn angegebene Strategie, mufl die Eingabesequenz vollstindig a priori
aufstellen, d.h. ohne auf die Entscheidungen des Online-Algorithmus reagieren
zu konnen. Im deterministischen Fall konnten durch die vollstindige Kenntnis
des Online-Algorithmus diese Entscheidungen im voraus bestimmt werden und
so in die Konstruktion der Eingabesequenz eingehen. Dies ist nun nicht mehr
moglich. Aus diesem Grund wurde fiir diese Arbeit auch die Bezeichnung blinder
Gegenspieler gewihlt, die von dem im englischen Sprachraum benutzten Begriff
,oblivious adversary“ etwas abweicht.

Die Competitive Analysis vergleicht nun den Erwartungswert der Kosten des
randomisierten Online-Algorithmus auf eine Eingabesequenz o — bezeichnet mit
E[Costarg(o)] — mit den Kosten der optimalen Losung fiir diese Eingabe.

Definition 2: (c-competitive gegen den blinden Gegenspieler)

Ein randomisierter Online-Algorithmus ALG heif$t c-competitive gegen den blin-
den Gegenspieler, falls gilt:

Jda€eRR: Vo: E[Costac(o)] — c-Costopr(0)

A
o

Der Competitive Ratio, der sich wie iiblich aus der Definition von c-competitive
ableitet, erhélt eine andere Notation: Rg., wobei der Querstrich den randomi-
sierten Fall verdeutlicht und der Index den Gegenspielertypen angibt.
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Die néchsten beiden Gegenspieler sind adaptiv, d.h. sie erfahren im nachhinein
die Entscheidungen, die der Online-Algorithmus getroffen hat und kénnen dieses
Wissen fiir ihre Zwecke ausnutzen.

Der adaptive Online-Gegenspieler (AON): Dieser Gegenspielertyp ld8t sich
am besten durch eine Beschreibung des Spiels zwischen Online-Algorithmus ALG
und Gegenspieler definieren. Der Gegenspieler konstruiert die néchste Eingabe
der Sequenz ¢ und muf selbst die Rolle eines Online-Algorithmus wahrnehmen
und eine giiltige Entscheidung im Sinne des Online-Problems treffen, ohne sie
spater revidieren zu diirfen. Erst danach wird dem Gegenspieler die Entschei-
dung des Online-Algorithmus ALG bekannt gegeben und das Spiel geht in die
nichste Runde. Dort darf dann die letzte Ausgabe von ALG fiir die Konstruktion
der weiteren Eingaben durch den Gegenspieler genutzt werden.

Die Kosten des Online-Algorithmus ALG werden in dieser Form der Competi-
tive Analysis nun mit den erreichten Kosten der Losung des adaptiven Online-
Gegenspielers verglichen.

Definition 3: (c-competitive gegen den adaptiven Online-Gegenspieler)

Ein randomisierter Online-Algorithmus ALG heifit c-competitive gegen den adap-
tiven Online-Gegenspieler, falls gilt:

Jda€R: Vo: E[Costag(o) — c-Costaon(o)] < a .

Da die Eingabesequenz vom Ausgang der Zufallsexperimente in ALG abhéngt,
ist Costaon(c) selbst eine Zufallsvariable. Der Competitive Ratio erhilt die Be-

zeichnung Raon und ist in {iblicher Weise als das Infimum iiber alle Werte von ¢
definiert, fiir die ALG c-competitive gegen den adaptiven Online-Gegenspieler ist.

Der adaptive Offline-Gegenspieler (AOF): Dieser Gegenspielertyp verfiigt
iiber den Vorteil, nach jeder von ihm bestimmten Eingabe der Sequenz o, so-
fort die Reaktion des Online-Algorithmus ALG zu lernen und fiir die weitere
Konstruktion von ¢ verwenden zu kénnen. Im Gegensatz zum adaptiven Online-
Gegenspieler bestimmt er selbst aber erst nach dem vollstindigen Aufstellen der
Eingabesequenz eine optimale Lésung, was einem Offline-Verhalten entspricht.
Die Kosten dieser optimalen Losung Costopr(0) ist nun ebenfalls eine Zufalls-
variable, da die Eingabesequenz ¢ in Abhéngigkeit der zufallsunterstiitzten Ent-
scheidungen von ALG entworfen wurde. Es ergibt sich:

Definition 4: (c-competitive gegen den adaptiven Offline-Gegenspieler)

Ein randomisierter Online-Algorithmus ALG heifit c-competitive gegen den adap-
tiven Offline-Gegenspieler, falls gilt:

daelR: Vo E[COStALG(O') — C'COStopT(O')]

A
o
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Und der entsprechend definierte Competitive Ratio erhiilt Raor als Bezeichnung.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden oben nur die Definitionen fiir Kosten-
minimierungsprobleme angegeben. Fiir Gewinnmaximierungsprobleme iibertra-
gen sich die Definitionen in gleicher Weise, wie schon im Kapitel 2.1 fiir den Fall
der deterministischen Online-Algorithmen geschehen.

Die soeben recht informal eingefiihrten Gegenspielertypen miissen fiir jedes zu be-
trachtende Online-Problem konkretisiert werden. Trotzdem wird schnell ersicht-
lich, daf} fiir einen randomisierten Online-Algorithmus ALG gilt:

ReL(ALG) < Raon(ALG) < Raor(ALG) .

Die Kraft der Gegenspielertypen steigt also vom blinden Gegenspieler iiber den
adaptiven Online-Gegenspieler bis zum adaptiven Offline-Gegenspieler an. Wird
statt eines randomisierten ein deterministischer Online-Algorithmus in die De-
finitionen 2 bis 4 eingesetzt, so iibertrigt sich jede der drei Definitionen zu der
Definition 1 fiir deterministische Online-Algorithmen. Diese Tatsache wird als ein
Argument dafiir angefiihrt, dafl diese Gegenspielertypen fiir die Analyse von ran-
domisierten Online-Algorithmen eine sinnvolle Erweiterung des urspriinglichen
Konzeptes darstellen.

In dem Aufsatz [BDBK'94] wurden weitere wichtige Zusammenhénge der ver-
schiedenen Gegenspielertypen aufgedeckt, die in dieser Arbeit ohne Beweise an-
gegeben werden.

Satz 1: ([BDBK*94])

Ist fiir ein Problem ein randomisierter Online-Algorithmus bekannt, der c-compe-
titive gegen jeden adaptiven Offline-Gegenspieler ist, so existiert fiir dieses Pro-
blem auch ein deterministischer Online-Algorithmus, der c-competitive ist.

Mit der Aussage dieses Satzes wird deutlich, dafl die Stirke des Gegenspielers
im deterministischen Fall und des adaptiven Offline-Gegenspielers gleich ist. Das
macht diesen Gegenspielertypen hiufig uninteressant fiir Analysen, da sich ober-
flachlich betrachtet der Wert des Competitive Ratios nicht vermindern 14f3t. Der
Wert des Competitive Ratios Raor ist dann interessant, wenn noch keine gute
Abschétzung fiir den Competitive Ratio R im deterministischen Fall vorliegt. Lei-
der ist der Beweis von Satz 1 ein reiner Ezistenzbeweis. In [DM97] wurde gezeigt,
daB es kein allgemeingiiltiges Verfahren geben kann, um aus einem randomisierten
Online-Algorithmus, der c-competitive gegen den adaptiven Offline-Gegenspieler
ist, einen ebenso guten deterministischen Online-Algorithmus zu konstruieren. Je-
doch konnten solche Verfahren im Einzelfall fiir abstrakte Problemklassen angege-
ben werden. So wird in [BDBK™94] fiir die sehr méchtige Klasse der Metrischen-
Task-Systeme (MTS; u.a. ist das k-Server-Problem in dieser Klasse enthalten)
eine explizite Konstruktion von deterministischen Online-Algorithmen mit Com-
petitive Ratio (1 +¢)-c (fiir jedes € > 0) aus randomisierten Online-Algorithmen,
die c-competitive gegen jeden adaptiven Offline-Gegenspieler sind, angegeben.
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Der zweite Satz aus obig zitierter Arbeit gibt tiefere Einsichten in die Moglich-
keiten und Grenzen der randomisierten Online-Algorithmen.

Satz 2: ([BDBK*94])

Sei fiir ein Online-Problem der randomisierte Online-Algorithmus ALG c-compe-
titive gegen jeden adaptiven Online-Gegenspieler, und existiere ein randomisierter
Online-Algorithmus, der d-competitive gegen den blinden Gegenspieler ist, so ist
ALG (c-d)-competitive gegen jeden adaptiven Offline-Gegenspieler.

Die Sétze 2 und 1 konnen auch kombiniert werden. Damit folgt z. B., daf§ der
Competitive Ratio Raon eines randomisierten Online-Algorithmus niemals klei-
ner als die Quadratwurzel des Competitive Ratios R eines optimalen determini-
stischen Online-Algorithmus sein kann, denn Rg < Raon und aus Satz 2 und
1 wiirde sich die Existenz eines besseren deterministischen Online-Algorithmus
schluBfolgern.

Wie man den Aussagen der beiden obigen Sétze entnehmen kann, verspricht die
Competitive Analysis randomisierter Online-Algorithmen gegen den blinden Ge-
genspieler die kleinsten Werte fiir den Competitive Ratio. In der Literatur sind
vorwiegend Untersuchungen zu diesem Gegenspielertypen zu finden. Diese Ana-
lysen geschehen in der Hoffnung, dafl der Competitive Ratio Rg, besser mit den
empirischen Studien zusammenpaflt, als ein sehr hoher Competitive Ratio R fiir
einen deterministischen Online-Algorithmus.

Fiir das k-Paging-Problem wurden mehrere randomisierte Online-Algorithmen
entwickelt und analysiert. Dabei konnten verschiedene Analysetechniken und ein
tieferes Verstindnis fiir die verschiedenen Gegenspielertypen entwickelt werden.
Es gelang optimale randomisierte Online-Algorithmen fiir dieses Problem zu ent-
wickeln. Zuerst konnte [MS91] den Algorithmus Partition und spiter [ACN96| den
einfacheren und einfacher zu analysierenden randomisierten Online-Algorithmus
Equitable als Hy-competitive gegen den blinden Gegenspieler nachweisen. Dabei
ist Hy die k-te harmonische Zahl:

1
H, = ; -

Es ist wohlbekannt, daf§ fiir £ = 1: Ink < Hj < 1+Ink gilt. Der erste Beweis der
unteren Schranke von Hj fiir den Competitive Ratio randomisierter Online-Algo-
rithmen fiir das k-Paging-Problem gegen den blinden Gegenspieler ist in [BLS87]
gegeben. Dabei wurde eine sehr allgemeine und leicht einsetzbare Technik zum
Beweisen unterer Schranken gegen den blinden Gegenspieler entwickelt. Es ist
eine Anwendung von spieletheoretischen Aussagen aus [Yao77] und wird deshalb
auch als Yao’s Lemma bezeichnet. Zum Nachlesen und Verstehen der korrekten
Anwendung sowie der Einordnung dieser Technik in die Theorie der Competitive
Analysis ist unbedingt Kapitel 8 in [BEY98] zu empfehlen.

Auch fiir das List-Update-Problem wurde Yao’s Lemma benutzt, um eine untere
Schranke fiir den Competitive Ratio gegen den blinden GGegenspieler zu erhalten.
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[Tei93] zeigt, daB Re. = 3/2 — 5/(1 + 5) fiir Listenlinge [ gilt, d.h. die unte-
re Schranke ist de facto 1.5. Schon fiir den ,mittelstarken“ adaptiven Ounline-
Gegenspieler gilt jedoch Raon = 2 [RWS94]. In selbiger Verstfentlichung wird
auch der randomisierte Online-Algorithmus BIT angegeben:

Jedes Listenelement ist mit einem zusétzlichen Bit ausgestattet. Initial werden
diese Bits durch unabhingige Zufallsexperimente mit gleichférmiger Verteilung
gesetzt. Erfolgt ein Zugriff auf ein Listenelement, so wird sein Bit invertiert.
Danach wird das Element, wie im MTF-Algorithmus, an den Listenanfang ver-
schoben, wenn sein Bit gleich 1 ist. Anderenfalls verbleibt das Element an sei-
nem Ort. Die Analyse des Algorithmus BIT ergibt im partiellen Kostenmodell
ReL(BIT) = 1.75 und fiir das volle Kostenmodell ist 1.625 < Rp (BIT) < 1.75
bekannt.

In [AlIb98b] wird eine ganze Klasse von List-Update-Algorithmen vorgestellt. Sie
heift Timestamp(p) und ist fiir p € [0,1] definiert. Solange p € (0,1)
gilt, handelt es sich um randomisierte Online-Algorithmen, und bei geeigne-
ter Wahl von p ist ein Competitive Ratio gegen den blinden Gegenspieler von
ReL(Timestamp(p)) < ¢ erreichbar, wobei ¢ := (v/5 + 1)/2 den goldenen
Schnitt bezeichnet. In den Grenzwerten von p entspricht Timestamp(1) dem MTF-
Algorithmus und Timestamp(0) ist ebenfalls ein deterministischer Online-Algo-
rithmus, der, anstatt die Listenelemente nach dem letzten Zugriffszeitpunkt ge-
ordnet zu halten (wie bei MTF), die Elemente innerhalb der Liste nach dem
vorletzten Zugriffszeitpunkt ordnet. Dazu sind pro Listenelement einige Speich-
erbits zum Merken des letzten Zugriffszeitpunktes notwendig. Der Competitive
Ratio ist ebenfalls R(Timestamp(0)) = 2.

In [ASW95] wurden die Algorithmen BIT und Timestamp(0) geschickt zu einem
neuen Algorithmus kombiniert. Dieser randomisierte Online-Algorithmus tragt
den Namen COMB und wihlt vor dem Bearbeiten der Eingabe mit Wahrschein-
lichkeit 0.8 den BIT-Algorithmus und mit der Restwahrscheinlichkeit von 0.2 den
Algorithmus Timestamp(0) aus. Danach wird die gesamte Eingabesequenz mit
dem gewihlten Algorithmus bearbeitet. Erstaunlicherweise erreicht COMB den
besten bisher bekannten Competitive Ratio fiir das List-Update-Problem gegen
den blinden Gegenspieler von ReL = 1.6. Diese Analyse wurde mittels der im Ka-
pitel 2.2, Seite 17 vorgestellten Listen-Faktorisierungstechnik und der darauf auf-
bauenden Phasenunterteilungstechnik durchgefiihrt, mit der sich auch BIT analy-
sieren 1i8t. Die untere Schranke im Competitive Ratio R, (COMB) ist ebenfalls
1.6 und wird unter Anwendung von Yao’s Lemma gezeigt.

In der Literatur, auch der soeben zitierten, ist immer wieder der mehr oder we-
niger direkten Vergleich zwischen dem Competitive Ratio R fiir deterministisch
Online-Algorithmen und dem Competitive Ratio R, randomisierter Algorith-
men fiir das selbe Online-Problem und gegen den blinden Gegenspieler zu finden.
Nach Auffassung des Autors entspricht dies einem Vergleich von Apfeln mit Bir-
nen, da sich die Gegenspieler so stark unterscheiden.

Prof. Allan Borodin hatte im Rahmen eines Tutoriums iiber randomisierte On-
line-Algorithmen die Aussage getroffen, dafl es eine philosophische Frage sei, ob
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man diese Methode der Competitive Analysis fiir randomisierte Online-Algorith-
men als eine Starkung der Online-Algorithmen oder als eine Abschwéichung der
Gegenspieler auffafit. Dabei vertrat er selbst die Ansicht der Starkung von Online-
Algorithmen durch die Hinzunahme von Zufallsexperimenten. Da jedoch durch
diese Verdnderung die Informationsbasis der Online-Algorithmen in keinster Wei-
se verbessert wird (vergleiche hierzu auch die Anmerkungen im Kapitel 2.4 auf
Seite 23), und gegen den omnipotenten Gegenspieler auch keine Absenkung des
Wertes des Competitive Ratios moglich ist, pliddiert der Autor fiir die zweite In-
terpretation: Die Kraft der Gegenspieler wird, besonders stark im Fall des blinden
Gegenspielers, eingeschrinkt.

Im néchsten Unterkapitel wird ein Analysemodell mit verbesserter Informations-
basis der Online-Algorithmen vorgestellt und danach folgen einige Unterkapitel
mit Modellen fiir abgeschwiichte Gegenspieler.

2.5.2 Vorschau

Das Konzept, einen Online-Algorithmus mit einer Vorschau auszustatten, stellt
eine Verbesserung seiner Informationsbasis dar, da nun ein Teilwissen iiber die
zukiinftigen Anforderungen vorliegt. Albers stellt dazu in [Alb97, Alb98a] zwei
Modelle auf.

Definition 5: (¢-Vorschau, starke ¢-Vorschau)

Ein Online-Algorithmus ALG besitzt eine £-Vorschau, wenn thm bei Bearbeitung
der aktuellen Fingabe o; die weiteren { Elemente 0;y1,... ,0;1¢ der Eingabese-
quenz o bekannt sind.

Ein Online-Algorithmus ALG besitzt eine starke £-Vorschau, wenn ihm bei Bear-
beitung der aktuellen Eingabe o; die weitere Abfolge der Fingabesequenz o so weit
bekannt ist, daf$ darin £ paarweise und von o; verschiedene Elemente auftreten.

Die Definition der starken /-Vorschau ist durch ein Negativresultat der einfachen
£-Vorschau motiviert: Beim k-Paging-Problem bleibt der Competitive Ratio auch
bei /-Vorschau durch £ nach unten begrenzt. Dazu wird eine bekannte Gegenspie-
lersequenz o = (01,09, 03, ...) fiir das k-Paging-Problem umgebaut, um die selbe
untere Schranke fiir Online-Algorithmen mit ¢-Vorschau zu zeigen. Jedes Element
o; wird in der neuen Eingabesequenz nacheinander (¢ 4 1)-mal wiederholt:

!
o = (0'1,0'1,...,0'1,0'2,...,0'2,0'3,...,0'3,...) .
N A o -

£+1 £+1 +1

Es ist leicht zu sehen, daf fiir die Kosten Costopt(0’) = Costopr(0o) gilt und ein
Online-Algorithmus mit ¢-Vorschau keine Verbesserung seiner Kosten auf o errei-
chen kann, da er zum Zeitpunkt einer Verdringungsentscheidung keine zusétzlich
nutzbare Information in der Vorschau besitzt. Das Konstruktionsprinzip dieser
unteren Schranke 148t sich auch auf das allgemeinere k-Server-Problem iibertra-
gen. Ein Grund fiir dieses schlechte Resultat ist das Kostenmodell beider Pro-
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bleme: Sobald ein Server bereits auf dem Anfragepunkt steht, bzw. eine Seite im
Cache vorhanden ist, fallen bei der Anfrage dieses Elementes keine Kosten an.

Die Modellvariante der starken /-Vorschau erzwingt im pathologischen Fall eine
beliebig lange Vorschau. Zur Rechtfertigung dieser Idee wird angefiihrt, daf} sich
in praktischen Fillen, wenn ganze Blocke von Anfragen gleichzeitig in einem
System eintreffen und somit so etwas wie eine Vorschau gegeben ist, die Elemente
innerhalb solcher Blécke stark unterscheiden.

Im Modell der starken /-Vorschau wird eine Verringerung des Competitive Ratios
erreicht. Der LRU-Algorithmus kann einfach fiir das Vorschaumodell angepafit
werden: LRU(#) verhilt sich wie LRU auf den im Cache eingelagerten Seiten, die
nicht in der Vorschau auftreten. [A1b97] zeigt fiir starke ¢-Vorschau mit £ < k—2
die exakte Analyse: R(LRU(¢)) = k—£. Fiir £ = k—1 verhilt sich LRU(¢) wie der
optimale Verdringungsalgorithmus MIN, denn ab ¢ = k—1 steht auch im Online-
Problem so viel Information zur Verfiigung, dal der Algorithmus MIN angewandt
werden kann. Dieser ist dann natiirlich 1-competitive.

Ein etwas realistischeres Vorschaumodell wird in [Alb97] fiir den Online-Algo-
rithmus LRU(¢)-blocked verwandt. Dabei steht nicht mehr zu jedem Zeitpunkt die
starke ¢-Vorschau zur Verfiigung, sondern die Eingabe wird in Blocken gegeben, so
daf die Bedingung der starken ¢-Vorschau immer nur fiir das erste Element eines
Blockes gilt. LRU(#)-blocked arbeitet innerhalb dieses leicht abgeschwéichten Mo-
dells von Vorschau wie der Algorithmus LRU(¢). Es wird gezeigt, daf fiir £ < k—2
die Aussage R(LRU(¢)—blocked) < k — ¢+ 1 gilt. Dariiber hinaus wurde im sel-
ben Aufsatz eine Variante des randomisierten Marking-Algorithmus mit starker
¢-Vorschau (Marking(¢)) studiert und Hy_, < Rg.(Marking(¢)) < 2- Hy_, ge-
zeigt.

Young fiihrt in [You9la] eine weitere Variante von Vorschau fiir das Paging-

Problem ein*:

Definition 6: (ressourcen-begrenzte ¢-Vorschau)

Fin Online-Algorithmus ALG fir das (h, k)-Paging-Problem besitzt eine ressour-
cen-begrenzte (- Vorschau, wenn ihm bei Bearbeitung der aktuellen Fingabe o; der
mazimale Prifiz der zukiinftigen Abfolge der Fingabesequenz o bekannt ist, so
daf$ ALG darauf niemals mehr als £ Seitenfehler erzeugt.

Die Lénge der Vorschau héngt also in diesem Fall vom Verhalten des Online-Al-
gorithmus ab. In [Bre98] werden exakte Resultate fiir das (h, k)-Paging-Problem
in diesem Vorschaumodell gezeigt:

k+¢

RURVWO) = 57771

(10)

“Das hier betrachtete (h,k)-Paging-Problem ist eine Verallgemeinerung des k-Paging-
Problems, bei dem der Gegenspieler nur h < k Speicherseiten benutzen darf. Es wird genauer
in Kapitel 2.5.3 auf Seite 33 definiert.
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Am selben Ort wird auch ein weiteres Modell fiir Vorschau vorgeschlagen, bei
welchem die Vorschauldnge ebenfalls vom Verhalten des Online-Algorithmus ab-
héngt:

Definition 7: (natiirliche ¢-Vorschau)

FEin Online-Algorithmus ALG fiir das (h, k)-Paging-Problem besitzt eine natirli-
che (-Vorschau, wenn ihm bei Bearbeitung der aktuellen Eingabe o; die weitere
Abfolge der Eingabesequenz o so weit bekannt ist, daf$ darin £ paarweise und von
o; verschiedene Elemente auftreten, die sich nicht itm von ALG verwalteten Cache

befinden.

Es gelingt dann fiir LRU(¢) mit natiirlicher ¢-Vorschau auch das Ergebnis (10)
nachzuweisen. In den Beweisen dafiir werden in beiden Varianten der Vorschau Si-
mulationstechniken verwandt, die fiir die einfache Struktur des Paging-Problems
die Vorschau durch Verwendung einer grofleren Anzahl von Seiten im Cache ,;si-
mulieren® kénnen. Deshalb 14t sich in diesem Beispielproblem die Vorschau
durch zusitzliche Ressourcen ersetzen (und bedingt auch umgekehrt). Das ist
auch an der Gleichung (10) erkennbar, denn wird A fixiert, so hingt der Wert des
Competitive Ratios von k + £ ab.

Abgesehen von dem (h, k)-Paging-Problem sind bisher keine weiteren Anwendun-
gen der Modelle ressourcen-begrenzter und natiirlicher /-Vorschau in der Literatur
aufgetreten.

Dahingegen wurde die /-Vorschau und die starke /-Vorschau auch fiir das List-
Update-Problem [Alb98a] und fiir graphentheoretische Probleme [Ira94, HS94]
untersucht.

Fiir das List-Update-Problem ist auf Grund des Kostenmodells — im vollen Ko-
stenmodell fallen bei jedem Zugriff Kosten an — die /-Vorschau nicht derart
nutzlos wie es beim k-Paging-Problem der Fall ist. Jedoch werden sehr grofie
Werte fiir £ benétigt (¢ € Q(m?), m bezeichnet dabei die Elementanzahl bzw.
Lénge der Liste), um asymptotisch eine Verringerung des Competitive Ratios zu
erreichen. Auch bei starker ¢-Vorschau ist immer noch ein ¢ € Q(m) notwendig,
um den Competitive Ratio von 2 zu unterbieten. Die genaue Studie in [Alb98a],
die auch die Konstanten exakt bestimmt, zeigt fiir sehr kurze Listen und moderate
Vorschaulédngen signifikante Verbesserungen im Competitive Ratio.

Bei den untersuchten graphentheoretischen Problemen handelt es sich um Online-
Varianten des Knotenfirbungsproblems in allgemeinen Graphen [HS94] und in
d-induktiven Graphen [Ira94] (in die Klasse der d-induktiven Graphen fallen z. B.
planare und chordale Graphen). Dabei werden die Knoten online, d. h. nacheinan-
der, aufgedeckt und ihnen muf} sofort und unwiderruflich eine Farbe zugewiesen
werden, so dafl kein benachbarter Knoten die selbe Farbe besitzt. Fiir dieses
Online-Problem fallen die Definitionen von ¢-Vorschau und starker ¢-Vorschau
zusammen. Trotzdem wurde in beiden Arbeiten gezeigt, daf sich der Competiti-
ve Ratio nicht verbessern 148t, solange die Vorschau nur eine konstante Anzahl
von Knoten beinhaltet. Die genauen Ergebnisse sind:



2.5 Modifikationen und neue Analysemethoden 33

e Fiir die d-induktiven Graphen wird in [Ira94] der Competitive Ratio nach
oben und unten in der Ordnung von log(n) begrenzt (n ist die Knotenzahl des
Graphen) und solange ¢ < n/log(n) gilt, bleibt die untere Schranke giiltig.

e [HS94] zeigt untere Schranken fiir den Competitive Ratio von deterministi-
schen Online-Algorithmen R > 2n/log?(n) und von randomisierten Online-
Algorithmen gegen den blinden Gegenspieler Rg. = n/(16log?(n)), die fiir
Vorschaulingen bis £ € O(log®(n)) Giiltigkeit besitzen.

Diese Beispiele mégen ausreichen, um die Anwendungen des Konzeptes Vorschau
zu demonstrieren. In der Literatur tritt weiterhin, oft auch in Verbindung mit
anderen Konzepten, diese Variation der Competitive Analysis auf.

2.5.3 Ressource-Erweiterung

Bei dieser Variante der Competitive Analysis erhilt der Online-Algorithmus mehr
Ressourcen als der Gegenspieler. Trotzdem wird die Leistung des Online-Algorith-
mus, die mittels der vergréflerten Ressourcen erfolgt, mit der optimalen Losung
unter der geringeren Ressourceausstattung verglichen. Schon in der grundlegen-
den Arbeit [ST85] wird das Paging-Problem unter der Annahme untersucht, daf
der Online-Algorithmus iiber k£ Seiten und der Gegenspieler nur iiber h Seiten
(h < k) verfiigt. Diese Variante wird auch (h, k)-Paging-Problem genannt. Es
gilt:

k

Dieses scharfe Resultat gilt sogar fiir eine ganze Klasse von Paging-Algorith-
men, den sogenannten Markierungsalgorithmen® [BIRS95, Tor98], die auch LRU
beinhaltet.

Der soeben angefiihrte Competitive Ratio tibertriagt sich sogar noch auf eine ge-
wichtete Variante des Online-Problems: Die Kosten des Zugriffes auf den Hinter-
grundspeicher sind fiir verschiedene Seiten unterschiedlich (gewichtete Seitenko-
sten). Young zeigte dies in [You9la] fiir eine Algorithmenklasse mit dem Namen
GreedyDual, welche neben einem verallgemeinerten LRU-Algorithmus auch den
ersten optimalen Online-Algorithmus fiir das gewichtete Paging-Problem Balance
[CKPV91] enthilt.

Neben den Arbeiten zum Paging-Problem wurde die Methode der Ressource-
Erweiterung auch zum Studium anderer Online-Probleme angewandt:

e Kiirzlich wurde in [Kou99] eine Analyse des WFA-Algorithmus fiir das k-Server-
Problem vorgestellt, bei dem der Gegenspieler nur A < k Server benutzen
darf. Es konnten die folgenden beiden oberen Schranken gezeigt werden, wobei

5Ein Markierungsalgorithmus (Marking) markiert jede zugegriffene Seite im Cache (d.h. setzt
eine Marke auf ,,1“) und verdriingt nur unmarkierte Seiten, deren Marke auf ,0“ steht. Wird
die letzte Seite im Cache markiert, so werden sofort alle Marken auf ,,0“ zuriickgesetzt und der
Algorithmus fiihrt seine Strategie fort.
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Costopr (o) die Kosten der optimalen Losung von o bei Verwendung von z
Servern bezeichnet:

Vo: Costwea(o) =< k-Costoprn(o) + (h—1)- Costoprt k(o)
Vo: COStWFA(O') é Q'h'COStopTyh(O') - COStopT,k(U)

Diese Beweise basieren nicht auf dem schwierigen Potentialfunktionsansatz aus
[KP95¢], sondern verwenden sehr anschauliche, neu entwickelte Techniken. Mit
ihnen soll ein erneuter Versuch gestartet werden, um die k-Server-Vermutung
zu beweisen.

e Eine Arbeit zu einem dem k-Server-Problem &hnlichen Problem stellt [KP95a]
dar. Dort wird das Online-Transportation-Problem untersucht, bei dem der
Online-Algorithmus doppelt so viele Ressourcen als der Gegenspieler benut-
zen darf. Fiir diesen Fall konnte ein konstanter Competitive Ratio gezeigt wer-
den, was ohne Ressource-Erweiterung unméglich ist. Sowohl in dieser Arbeit,
als auch in [Kou99] wird der Gegenspielertyp als ,schwacher® bzw. ,abge-
schwéchter® Gegenspieler bezeichnet.

e In [KP95b] wird ein Online-Planungsproblem betrachtet, bei dem n unabhéngi-
ge Berechnungsauftrige mit erlaubten Unterbrechungen auf einem Einzelpro-
zessor so ausgefiihrt werden sollen, daf} sich die durchschnittliche Antwortzeit®
minimiert. Wihrend in [MPT94] fiir dieses Problem die unteren Schranken
R € Q(n'/?) und RpL € Q(logn) gezeigt werden, gelingt es den Autoren mit
einem geringfiigig schnelleren Prozessor fiir den Online-Algorithmus konstante
Competitive Ratios zu erzielen. Dabei sinkt der Competitive Ratio mit anstei-
gender Prozessorgeschwindigkeit schnell gegen 1.

e [PSTW97] behandelt das gleiche Modell, jedoch in einem Multiprozessorsy-
stem mit Einzelprozessorauftrigen. Mit doppelter Prozessorgeschwindigkeit
im Online-Fall kénnen die optimalen Offline-Resultate fiir die durchschnitt-
liche Antwortzeit garantiert werden. Gleiches gilt, wenn die Auftrige harten
Echtzeit-Bedingungen unterliegen, die unbedingt eingehalten werden miissen.
Daneben werden in [PSTW97] auch Aussagen getroffen, wieviele zusitzliche
Prozessoren im Online-Fall bendtigt werden, um diese optimalen Resultate
zu erhalten, wenn die Prozessorgeschwindigkeit fiir Online-Algorithmus und
Gegenspieler gleich ist.

Ist die Variante der Competitive Analysis mit Ressource-Erweiterung nun eine
rein theoretische Spielerei, oder kénnen deren Aussagen sinnvoll benutzt werden?
Eine vorstellbare Anwendung ist im Bereich von Echtzeit-Systemen zu finden. Ist
eine Analyse vorhanden, die unter optimalen Entscheidungen die Funktionsfihig-
keit des Systems garantiert sowie ein Online-Algorithmus, der bei vergréflertem
Ressourcebedarf 1-competitive ist, so folgt die Garantie fiir die korrekte System-
funktion, falls dieser Online-Algorithmus einsetzt und der notwendige Ressource-
mehrbedarf bereitstellt wird.

6Die Antwortzeit ergibt sich aus dem Fertigstellungszeitpunkt abziiglich dem friithest moglichen
Startzeitpunkt eines Auftrages.



2.5 Modifikationen und neue Analysemethoden 35

2.5.4 Comparative Ratio

Diese Analysemethode stellt eine Verallgemeinerung des Competitive Ratios dar
und wurde in [KP94a] vorgestellt. Sie erméoglicht den Online-Algorithmus auch
gegen weniger starke Gegenspieler zu vergleichen. Dazu werden zwei Algorith-
menklassen A und B definiert. Typischerweise gilt A C B, dies stellt jedoch keine
Notwendigkeit dar. B ist dabei die Klasse mit der umfangreicheren Informations-
basis oder den leistungsfiahigeren Ressourcen.

Als Spiel von Online- und Gegenspieler interpretiert, lduft in der Analyse das
Folgende ab: Der Gegenspieler wihlt einen Algorithmus B € B und der Online-
Spieler reagiert mit der Wahl eines Algorithmus A € A. Dann konstruiert der
Gegenspieler die Eingabesequenz ¢ und die Kosten von A und B auf o werden
ins Verhiltnis gesetzt.

Definition 8: (Comparative Ratio)

Seien A und B zwei Algorithmenklassen fir ein Kostenminimierungsproblem. Der
Comparative Ratio C(A, B) zwischen beiden Klassen ist definiert als:

. ) Costa(0)
CAB) = maxminmax G

In [KP94a] wurde diese Definition nur im Zusammenhang mit dem k-Paging-
Problem angegeben. Entsprechende Anpassungen sind fiir Gewinnmaximierungs-
probleme und Eingaben bzw. Bewertungsfunktionen aus kontinuierlichen Zahlen-
bereichen notwendig und leicht durchfiihrbar.

Werden in der Klasse B alle Algorithmen zugelassen, also auch der optimale
Offline-Algorithmus, so mutiert die Definition 8 zur bekannten Definition 1 des
Competitive Ratios, wobei entweder A auf die Klasse der Online-Algorithmen
eingeschriinkt wird (das definiert den Competitive Ratio eines Online-Problems),
oder A nur aus einem einzigen zu analysierenden Online-Algorithmus ALG be-
steht. Aus diesen Fakten ergibt sich, dafl der Comparative Ratio eine echte Ver-
allgemeinerung des Konzeptes des Competitive Ratios darstellt.

Als Anwendung wird in [KP94a] der Einflu8 von ¢-Vorschau in Metrischen-Task-
Systemen und im k-Paging-Problem untersucht. Bezeichne £; die Klasse von On-
line-Algorithmen mit i-Vorschau fiir das k-Paging-Problem, so wird ein Compa-
rative Ratio von

C(Lo, L) = min{l+1,k}
gezeigt. Leider erfihrt dieses Konzept bisher in der Literatur wenig Anwendung,

obwohl es mehrfach ausfiihrlich in Ubersichtsartikeln dargestellt ist (z. B. [FW98,
Kapitel 3]).
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2.5.5 Accommodating Ratio

Diese Variation der Competitive Analysis wurde in der Gruppe um Joan Boyar,
Kim S. Larsen und Morton N. Nielsen entwickelt [BL99, BN99, BLN99a, BLN99b].
Um die Motivation nachvollziehen zu koénnen, ist es sinnvoll das erste von ihnen
untersuchte Problem zu betrachten.

Das Platzkarten-Problem

Gegeben ist eine Eisenbahnstrecke mit & Stationen (Stationen 1,. .. , k, einschlie}-
lich der Anfangs- und Endstation). Fiir einen Zug mit n Plétzen sollen Platzkarten
verkauft werden. Die Kunden erscheinen nacheinander und mochten Plétze von
Station s bis ¢ (1 £ s < t < k) reservieren. Die Entscheidung iiber die Ausstel-
lung von Platzkarten mit eindeutigen und fiir den Streckenabschnitt noch nicht
besetzten Platznummern bzw. der Ablehnung des Kundenwunsches muf} sofort
und unwiderruflich geschehen. Ziel ist die Maximierung der Anzahl verkaufter
Platzkarten (Einheitspreismodell”). Die Autoren schrinken die Online-Algorith-
men zur Losung dieses Problems auf faire Algorithmen ein, d. h. der Algorithmus
darf nie eine realisierbare Reservierung ablehnen®.

Dieses Online-Problem hat Ahnlichkeiten zum Online-Knotenfirbungsproblem
von Intervallgraphen [KT92], dem Online-Intervallscheduling [LT94] und zu Zu-
weisungsproblemen von Verbindungsanforderungen in (optischen) Netzwerken
[ABFR94, AAF*96, GGK*97]. Im Detail sind jedoch immer einige entscheidende
Unterschiede zu finden.

Die untere Schranke im Competitive Ratio fiir das Platzkarten-Problem ist Q(k).
Dabei stellt der Gegenspieler in einer ersten Phase n Anforderungen von Reservie-
rungswiinschen tiber die Gesamtstrecke (0, k). Da der Online-Algorithmus fair sein
soll, muf} er all diese Anfragen akzeptieren. In einer zweiten Phase werden dann
vom Gegenspieler nur noch Anfragen fiir Platzkarten zwischen zwei benachbar-
ten Stationen generiert, d. h. es werden je n Anfragen fiir den Streckenabschnitt
(1,0 + 1), V 0 < i < k erzeugt. In der optimalen Losung werden alle n Anfragen
der ersten Phase abgelehnt und alle Anfragen der zweiten Phase akzeptiert.

Das unfaire an dieser Konstruktion der unteren Schranke besteht in einer Einga-
besequenz des Gegenspielers, bei der auch die optimale Losung nicht alle Kun-
denwiinsche erfiillen kann und die somit einen optimalen Algorithmus impliziert,
der selbst nicht fair ist. Der Accommodating Ratio verbietet nun Eingaben mit
dieser Eigenschaft.

Definition 9: (Accommodating Ratio)

Sei ALG ein Online-Algorithmus fir ein Gewinnmaximierungsproblem mit pa-
rametrisierter Ressourcemenge, dessen einzelne Bearbeitungsauftrige abgelehnt

"Es wird in der Arbeit [BL99] auch die Modellvariante mit Platzkartenpreisen proportional
zur Streckenldnge untersucht.
8Eine Form einer Greedy-Strategie.
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werden konnen oder bei Akzeptanz einen Gewinn erbringen. Sei S die Menge al-
ler Eingaben, fiir die eine korrekte Losung mit den vorhandenen Ressourcen und
ohne abgelehnte Auftrige existiert. Der Accommodating Ratio von ALG ist das
Infimum aller Werte m € IR, fiir die gilt:

da€eR: VoeS8S: Perfopr(c) £ m-Perfpelo) + a .

In [BL99| wird gezeigt, daf§ jeder faire Online-Algorithmus einen Accommodating
Ratio von 2 besitzt. Fiir spezielle Online-Strategien wie First-Fit und Best-Fit
werden kleinere Accommodating Ratios bestimmt.

An diesem Beispiel ist ein fundamentaler Unterschied zwischen dem Competitive
und dem Accommodating Ratio erkennbar, der in [BLN99b] noch verstirkt wird:
Bei der Untersuchung des Bin-Packing-Problems mit Einheitspreisen werden die
Leistungen der Online-Strategien First-Fit und Worst-Fit voneinander separiert.
Bei der Competitive Analysis ist Worst-Fit echt besser als First-Fit, bei der Be-
stimmung des Accommodating Ratios ist es genau umgekehrt.

Auf der anderen Seite ist der Accommodating Ratio ein Spezialfall des Compa-
rative Ratios (Kapitel 2.5.4), da in der Definition des Accommodating Ratios die
Gegenspieler in ihren Méglichkeiten beschrinkt werden.

Das zentrale Problem, welches in den spateren Kapiteln dieser Arbeit untersucht
wird, ist ebenfalls ein Ressourcen-Zuordnungsproblem. Wie sich zeigt, verwenden
die Gegenspielerstrategien in den Beweisen der unteren Schranken keine Ein-
gaben, die nicht vollstindig vom System erfiillt werden kénnen. Deshalb gel-
ten die dort gezeigten unteren Schranken fiir den Competitive Ratio auch fiir
das schwichere Mafl des Accommodating Ratios. Fiir die untersuchten Modelle,
fiir die exakte Analysen vorliegen, ergibt sich daraus die spezielle Situation der
Gleichheit von Competitive und Accommodating Ratio.

Die Grundidee des Accommodating Ratios wurde in [BLN99a] zu einer allge-
meingiiltigeren Theorie weiterentwickelt, in der der zentrale Begriff die Accom-
modating Funktion ist.

2.5.6 Der diffuse bzw. statistische Gegenspieler

Eine Mischform zwischen der klassischen Variante einen Online-Algorithmus un-
ter einer bekannten Eingabeverteilung zu analysieren und der Competitive Analy-
sis, die simtliche Verteilungen fiir die Eingabe zuldft, ist das Modell des diffusen
Gegenspielers [KP94a] bzw. des statistischen Gegenspielers [Rag92]®. Dabei wird
die Eingabe geméf einer Verteilung D generiert, die aus einer Klasse D von Ver-
teilungen stammt. Die Lage des Online-Algorithmus wird verbessert, da ihm D
bekannt ist.

9Dort wird nur die Grundidee beschrieben und ein Beispiel gegeben. Eine formale und allge-
meingiiltige Definition fehlt.
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Definition 10: (c-competitive gegen die Klasse D)

Sei D eine Klasse von Verteilungen und bezeichne Eycp|Costx(o)] den Erwar-
tungswert der Kosten des Algorithmus X, wenn die Eingabesequenz o unter der
Verteilung D generiert wird. Ein Online-Algorithmus ALG fir ein Kostenmini-
mierungsproblem ist c-competitive gegen die Klasse D, falls gilt:

daeR: VD eD: EUeD[COStALG(O')] é C'EUeD[COStopT(O')] + a .

Die so formulierte Definition entstammt der Darstellung in [BEY98, Seite 74].
Dort wird auch der ,,D-beschrinkte Competitive Ratio*“ als das Infimum der
Menge aller c, fiir die ALG c-competitive gegen D ist, definiert.

Die Definition 10 stellt eine weitere Verallgemeinerung des Competitive Ratios
dar und entspricht ihm (Definition 1), falls die Klasse D simtliche Verteilun-
gen umfafit. Weiterhin umfafit diese Definition andere Konzepte, die vorwiegend
in Verbindung mit dem k-Paging-Problem vorgeschlagen wurden, wie z. B. das
k-Paging-Problem mit Zugriffsgraphen [BIRS95, IKP96, FRI7] (siehe dazu auch
das Unterkapitel 2.5.8).

2.5.7 Max/Max-Ratio

Ein vollig neues Mafi zur Bewertung von Online-Algorithmen wird in [BDB94]
vorgeschlagen. Es versucht die Passivitit der Online-Algorithmen zu {iberwinden
und so deren Rolle in der Analyse zu stidrken. Wie auch in der Competitive Ana-
lysis muf} sich ein Online-Algorithmus gegen einen omnipotenten (Gegenspieler
behaupten, d.h. auch in diesem Fall wird die Analyse eines schlimmsten Falles
durchgefiihrt. Der Gegenspieler konstruiert wiederum die Eingabesequenz o und
die Leistung eines Online-Algorithmus ALG wird durch die verursachten Kosten
CostaLg(o) bemessen. Zur Verteidigung darf ALG dem Gegenspieler eine Anfra-
gesequenz o entgegensetzen, die die selbe Linge wie o hat (|o| = |o]), und die
vom Gegenspieler optimal gelost wird. Der Vergleich der Leistung von ALG auf o
findet dann mit den optimalen Kosten auf & statt. Formal wird definiert:

Definition 11: (Max/Max-Ratio)

Der Mazx/Mazx-Ratio eines Online-Algorithmus ALG fiir ein Kostenminimierungs-
problem ist das Infimum aller Werte m € IR, fiir die gilt:

Jda€lR: Vo: 37,[c|=l0|: Costag(c) < m-Costopr(d) + a .

Der Charakter dieser Definition unterscheidet sich gravierend vom Competitive
Ratio. Sie impliziert, daf} die schlechteste Leistung von ALG mit der schlechtesten
Leistung der optimalen Losung auf der selben Problemgrofie verglichen und dieser
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Faktor asymptotisch fiir wachsende Eingabelingen bestimmt wird. Darum kann
der Max/Max-Ratio alternativ auch als

) MaX,|o|=n CostaLc(0)
lim sup -
n—oo  MaXg |g/=n CostopT ()

definiert werden. In [BDB94] wird vorwiegend das k-Server-Problem in verschie-
denen Varianten mit dieser Methode untersucht. Dabei werden unter anderem
die folgende Ergebnisse erzielt:

e Die einfache ¢-Vorschau im k-Paging-Problem wirkt sich auf den Max/Max-
Ratio aus. Er ist bei m verschiedenen Seiten in der Eingabesequenz o

—1
m=—- fiir 1<?¢<m-k und
m—k
m—1 "
2= fir m—k <0< m—1

Es bleibt jedoch zu beachten, daf sich der Max/Max-Ratio fiir Vorschaulidngen
bis m — k nicht verbessert.

e Fiir das k-Server-Problem in metrischen Rdumen mit begrenzter Punktean-
zahl wird ein speicherloser Online-Algorithmus (K-Center) angegeben, dessen
Max/Max-Ratio nach oben durch 2k beschrinkt und der damit héchstens um
den Faktor 2 vom Optimum entfernt ist.

Es wird weiterhin vorgeschlagen, mittels der Definition 11, einen Online-Algo-
rithmus, statt mit einem optimalen Offline-Algorithmus, mit einem anderen On-
line-Algorithmus oder einer Klasse von Online-Algorithmen zu vergleichen. Dabei
konnten verschiedene Algorithmen fiir ein Online-Problem direkt miteinander
verglichen werden, und zwar ohne etwas iiber die optimale Lésung wissen zu
miissen. Es ergibt sich zudem die Méoglichkeit die Online-Algorithmen beziiglich
des Mafles des Max/Max-Ratios zu ordnen.

Bisher sind jedoch keine weiteren Veréffentlichungen bekannt, die den Max/Max-
Ratio fiir Analysen anwenden.

2.5.8 Abschlulbetrachtungen zu den Analysevarianten

Im Zusammenhang mit dem k-Paging-Problem wurden weitere Modifikationen
der Analyse vorgeschlagen, von denen in diesem Kapitel nur noch zwei ange-
sprochen werden. Young fiihrt in [You9la| das Konzept des lockeren Competitive
Ratios ein. Fiir £,§ € IR,0 < £,5 < 1 ist ein Online-Algorithmus ALG fiir das
k-Paging-Problem (g, §)-locker c-competitive falls fiir jede Eingabe o und jedes
n € IN fiir mindestens (1 — 6)n der Werte von k € {1,2,... ,n} gilt:

Costarg(o) < max{c-Costopr(0),c-|0|} .
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Diese Definition bedeutet erstens, dafl das Leistungsverhiltnis zwischen dem opti-
malen Algorithmus und ALG auf einer fixierten Eingabe nur noch fiir die meisten
Werte von k£ gelten muf}; womit spezielle Gegenspielereingaben, die fiir eine be-
stimmte Modellkonfiguration (in diesem Beispiel der Parameter k) mafigeschnei-
dert wurden, nicht mehr das Ergebnis dominieren. Zweitens interessiert der Fak-
tor ¢ nicht mehr, falls die absoluten Kosten sowieso sehr klein sind, d.h. einen
e-Bruchteil der Eingabenléinge nicht iiberschreiten. Die von Young durchgefiihr-
ten Studien zeigen eine dramatische Verbesserung im (g, d)-lockeren Competitive
Ratio auf, der nun nicht mehr vom Parameter £ abhéngt.

Dieses Analysemodell hat das Potential auch fiir einige Online-Planungsprobleme
benutzt zu werden, da bei einigen Problemen dieser Problemklasse die Eingabe-
sequenzen zum Beweis der unteren Schranken ebenfalls sehr exakt auf die Res-
sourcemenge (in dem Fall die Prozessorzahl) ausgelegt sind.

Torng untersucht in [Tor98| das k-Paging-Modell mit totalen Speicherzugriffsko-
sten, d. h. bei jedem Zugriff entstehen Kosten: geringe Kosten von einer Einheit,
falls sich die Seite im Cache befindet und groflere Kosten von s Einheiten, falls
diese Seite nur im Hintergrundspeicher vorhanden ist. In der Analyse geht dann
der Parameter s, welcher das Verhéltnis zwischen den Zugriffskosten auf den Hin-
tergrundspeicher und den Cache représentiert, ein. So erreicht jeder Online-Pa-
ging-Algorithmus aus der Klasse der Markierungsalgorithmen (z.B. LRU) einen
Competitive Ratio von

k(s+1)

R(Marking) = s

~ min{k,s+ 1} .

Die Antriebskraft fiir die Entwicklung derartig vieler Varianten und Modifika-
tionen des Analysemodells stellt eindeutig das Negativresultat des k-Paging-
Problems dar. Dieses besagt einerseits, dafl beziiglich der Competitive Analysis
gute und schlechte Online-Seitenverdringungsstrategien wie LRU und FIFO gleich
gut sind und so in ihrer Leistung nicht getrennt werden. Andererseits zeigt die
untere Schranke von £ fiir den Competitive Ratio, dal das Konzept des Cache-
Speichers nicht nutzbringend ist.

Bei genauerer Betrachtung des k-Paging-Problems verwundern diese Resultate
jedoch nicht. Schliefllich wird in der Competitive Analysis der schlimmste Fall
bestimmt und seit dem Aufkommen der Idee von Caches ist bekannt, daf sie
in extremen Féllen nicht helfen. Allerdings war die Motivation fiir den Einsatz
von Caches auch eine andere, wie sie in jedem Lehrbuch iiber Rechnerarchitektur
nachgelesen werden kann (z.B. [Hay88, Seite 442]): Die Beobachtung von Pro-
grammabldufen zeigte starke Lokalititen der Datenzugriffe in Zeit und Ort auf.
Das Konzept des Caches wurde unter dieser Annahme entwickelt und hat sich
bis heute erfolgreich durchgesetzt. Da die abstrakte Formulierung des k-Paging-
Problems diese Annahmen unberiicksichtigt 148t und trotzdem eine Analyse des
schlimmsten Falles durchgefiihrt wird, sind keine besseren Ergebnisse, d.h. Aus-
sagen, die die guten praktischen Erfahrungen mit Caches widerspiegeln konnen,
zu erwarten.
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Viele der in diesem Kapitel vorgestellten Modifikationen der Analysemethode ver-
suchen sich durch Manipulation und Einschrinkung der Gegenspieler stiickweise
der Annahmen des Cache-Konzeptes zu ndhern. Teilweise sind die dazu vorge-
schlagenen Ideen auch deshalb nicht weiter verfolgt worden, weil sie nur schwierig
auf andere Online-Probleme iibertragbar sind. Nach Meinung des Autors ist es
aber ein sinnvollerer Weg das Online-Problem exakter zu modellieren, statt an
der Competitive Analysis Kritik zu iiben und selbige dann zu amputieren, um
die numerischen Analyseresultate aufzubessern. Auch in dieser Richtung gibt es
Arbeiten, die nicht unerwiahnt bleiben sollen.

So wird in [BIRS91] erstmals eine Variante des k-Paging-Problems eingefiihrt,
welche die Lokalitdt der Zugriffe modelliert. Man bedient sich dabei eines soge-
nannten Zugriffsgraphen. Dieser Graph ist gerichtet und besitzt Schleifen'®. Jeder
Knoten reprisentiert eine Speicherseite, und eine Eingabesequenz mufl einem Weg
in diesem Zugriffsgraphen entsprechen, d. h. dem Aufruf einer Speicherseite u darf
nur der Zugriff auf eine Seite v folgen, falls die Kante (u,v) im Zugriffsgraphen
enthalten ist.

Die umfangreiche Studie von LRU in [BIRS91] kann die Giite dieses Algorith-
mus fiir das Zugriffsgraphenmodell des k-Paging-Problems mit beliebigen vor-
gegebenen Graphen bis auf einen Faktor von 2 charakterisieren. Zudem wird
gezeigt, dafl LRU optimal fiir Bdume ist. Weiterhin ist der Competitive Ratio
von LRU, wie [CN99] zeigt, niemals grofer als der von FIFO, egal welcher Zu-
griffsgraph den Eingabesequenzen zugrunde liegt. [BIRS91] stellt einen weiteren
Online-Algorithmus vor, der ebenfalls aus der Klasse der Markierungsalgorith-
men stammt. Er heifit FAR und verdréngt diejenige unmarkierte Seite aus dem
Cache, die im Zugriffsgraphen den lingsten Weg zur aktuellen Seite aufweist.
Damit versucht FAR in gewisser Weise den optimalen Algorithmus MIN zu imitie-
ren. [IKP96] gelingt eine verbesserte Analyse von FAR, in der nachgewiesen wird,
dafl er hochstens einen konstanten Faktor vom optimalen Competitive Ratio des
k-Paging-Problems mit ungerichteten Zugriffsgraphen entfernt ist. Fiir eine ver-
allgemeinerte Problemvariante kann [FK95] das selbe Ergebnis erzielen. Dabei
werden sogar Mehrfachreferenzen im Graphen zugelassen, wie sie in einer Mul-
tiprogrammumgebung mit mehreren nebenlidufig und unabhéngigen Fliissen von
Speicherzugriffen auftritt. [FR97] ergéinzt die theoretischen Untersuchungen mit
einer empirischen Studie. , Wahre“ Online-Algorithmen werden in [FM97] vorge-
stellt. Sie beno6tigen kein a priori Wissen der Graphenstruktur und kénnen sogar
auf sich dynamisch dndernde Zugriffsgraphen adaptieren, solange die Verdnde-
rungen moderat bleiben. Diese Algorithmenvarianten erreichen ebenfalls den op-
timalen Competitive Ratio bis auf einen konstanten Faktor und sind sogar streng
competitive.

Das Modell des k-Paging-Problems mit Zugriffsgraphen wird in [KPR92| noch-
mals erginzt. Den Kanten des Zugriffsgraphen werden nun Wahrscheinlichkeiten
zugeordnet womit dieser Graph zur Beschreibung einer Markowschen Kette wird,

0Fine Schleife ist eine Kante, die einen Knoten mit sich selbst verbindet.
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die die Eingabesequenzen generiert. Damit stellen diese Studien eine Abkehr von
der Competitive Analysis hin zur ,klassischeren®“ probabilistischen Analyse dar.
Obwohl diese Idee sicherlich einen interessanten Weg aufzeigt, um reales System-
verhalten moglichst exakt zu beschreiben und dafiir effektive Algorithmen zu
entwickeln, geht dieser Ansatz weit iiber den Inhalt dieses Kapitels hinaus und
soll deshalb an dieser Stelle nicht weiter vertieft werden.

Wie man den Kapiteln 2.5.1 bis 2.5.6 ebenfalls entnehmen kann, wenden die
Wissenschaftler viel Kreativitdt auf, um den Wert des Competitive Ratios ei-
nes Problems durch Modifikation der Analysetechnik zu verringern. Daran sind
folgende zwei Punkte zu kritisieren:

1. Die Zahlenwerte der Untersuchungsresultate mittels modifizierter Analysetech-
niken liegen typischerweise unterhalb der unteren Schranken fiir den Wert des
Competitive Ratios. Was auf den ersten Blick widerspriichlich erscheint, offen-
bart bei genauerer Betrachtung ein schwerwiegendes Problem: Zu oft werden
die numerischen Ergebnisse gegen verschieden michtige Gegenspielermodel-
le bedenkenlos miteinander verglichen. Schon eine Gegeniiberstellung solcher
Resultate bedarf m. E. einer sehr sensiblen Interpretation. Dahingegen ist der
direkte Vergleich kaum in der Lage neue und tiefere Einblicke in das unter-
suchte Problem und die entworfenen Algorithmen zu erbringen.

2. Falls die Analyse eines Online-Problems einen kleinen und konstanten Com-
petitive Ratio bestimmt (wie im Fall des List-Update-Problems und dem Al-
gorithmus MTF), kann von diesen Aussagen auch in der Praxis profitiert und
die vom Competitive Ratio iibernommene Leistungsgarantie ausgenutzt wer-
den. Erbringt die Analyse jedoch eine hohe untere Schranke, so ist der Einsatz
anderer Untersuchungsmethoden nicht zwingend notwendig. Prof. Amos Fiat
sagte dazu einmal: , These numbers means nothing.“ Er wollte damit zum
Ausdruck bringen, dafl die absoluten Werte der Competitive Ratios nur eine
untergeordnete Rolle spielen. Ziel ist es vielmehr mit Hilfe der Methode der
Competitive Analysis Online-Algorithmen zu bewerten und zu vergleichen. Es
ist anzustreben, unter Zuhilfenahme einer Analysetechnik, das Funktionsprin-
zip eines guten Algorithmus zu bestimmen und die korrekte Vorhersage zu
treffen, daf} er eine bessere Leistung als andere Algorithmen fiir das selbe Pro-
blem erbringt. Auf eine iiberproportionale Betonung einzelner Zahlenwerte soll
und kann dann verzichtet werden.



3 Vorausgegangene Forschungsergebnisse

Ubersicht: In der Literatur sind vielfiltige Modelle studiert worden, die im
engeren oder weiteren Sinne in Beziehung zu den spiteren Untersuchungen in-
nerhalb dieser Arbeit stehen. Ein Uberblick iiber die relevantesten und als Vor-
arbeiten wichtigsten Modelle sowie iiber ihre Untersuchungsergebnisse wird in
diesem Kapitel gegeben. Dazu werden zuerst die groflen Klassen der Lastbalancie-
rungs- und Planungsprobleme in ihren Online-Varianten behandelt. Dies schliefit
eine Herausarbeitung des wichtigen Unterscheidungsmerkmals beider Online-Pro-
blemklassen ein. In der Vergangenheit wurden jedoch Dutzende von Varianten
solcher Modelle analysiert, so dafl an dieser Stelle eine Einschrinkung notwen-
dig ist. Modellkonzepte, die in den Studien der spéteren Kapitel keinen Eingang
finden, werden in diesem Kapitel nicht betrachtet.

Der Ubergang zur danach behandelten Klasse von Online-Planungsproblemen
mit Deadlines (Terminzwang) fiihrt zur Motivation einer neuen Zielfunktion und
dndert damit die Problemstruktur. Das letzte Teilkapitel widmet sich Zuord-
nungsproblemen bzw. Online-Matching-Problemen. Vertreter dieser Problemklas-
se entstehen teilweise bei der Modellierung von Planungsproblemen mit Deadli-
nes, und sie bilden die direkte Grundlage fiir die spéter folgenden Studien.

Eine Diskussion und Abgrenzung der aus der Literatur bekannten Modelle zu
denen, die in dieser Arbeit untersucht werden, wird auf das Ende des Kapitels 4
verschoben. Erst dann stehen die vollstdndigen und formalen Definitionen letzt-
genannter Modelle zur Verfiigung.

43



44 KAPITEL 3: Vorausgegangene Forschungsergebnisse

Innerhalb dieses Kapitels werden Probleme aus der Literatur aufgearbeitet, in
denen vorhandene Ressourcen an Auftrige mit Ressourceanforderungen verge-
ben werden. Im Online-Szenario treffen diese Auftrige nacheinander und iiber
die Zeit verteilt ein. Es gilt jedoch zwei Klassen solcher Problemstellungen strikt
voneinander zu unterscheiden. Bei Online-Lastverteilungsproblemen werden die
Auftrige sofort den Ressourcen zugeordnet. Dies geschieht unabhéngig davon,
ob diese Ressource iiberlastet wird, und die Bearbeitung des Auftrages erst in
der Zukunft durchgefiihrt werden kann. Je nach der zugrundeliegenden prakti-
schen Aufgabenstellung konnen durchaus derartige Modelle entstehen. Im Ge-
gensatz dazu stehen Online-Planungsprobleme''. Bei ihnen werden die eingehen-
den Auftrdge in einen Puffer gelegt und die Zuordnungsentscheidungen werden
erst getroffen, wenn Systemressourcen frei sind. Daraus ergibt sich der Vorteil,
dafl Entscheidungen hinausgezogert werden und unter Umstéinden schon weitere
Teile der Eingabesequenz bekannt sind, die in der Lésungsbestimmung genutzt
werden konnen.

3.1 Online-Lastbalancierung

Fiir die Problemklasse der Lastbalancierung hat sich eine eigene Terminologie
herausgebildet, die dem Bereich des parallelen Rechnens entlehnt ist. Die Res-
sourcen eines Systems werden durch m Maschinen verkorpert. Die Auftrige wer-
den von 1 bis n durchgezihlt und dies soll auch ihre Reihenfolge innerhalb der
Eingabesequenz definieren. Jeder Auftrag i € {1,... ,n} wird durch zwei Werte
charakterisiert. Einerseits ist es die Dauer, die zur Bearbeitung des Auftrages
benétigt wird und zum anderen gibt es einen Lastvektor p;. Dieser beschreibt fiir
jede Maschine j € {1,... ,m} die Erh6hung ihrer Last, falls der Auftrag i durch j
bearbeitet wird. Die Elemente p; ; dieses Vektors sind nichtnegative Zahlenwerte.
Die Last einer Maschine j zu einem Zeitpunkt ¢ ist definiert als die Summe aller
Einzellasten p; ; von Auftrigen 4, die zum Zeitpunkt ¢ der Maschine j zugeordnet
sind.

Die Aufgabe eines Online-Algorithmus besteht darin, die eingehenden Auftrige
so den Maschinen zuzuordnen, daf} die maximale Last, bestimmt iiber alle m Ma-
schinen und alle Zeitpunkte ¢, minimiert wird. Der Online-Algorithmus nimmt
dabei die Rolle einer zentralen Steuereinheit wahr, da ihm der komplette System-
zustand bekannt ist.

Zur weiteren Unterteilung der Lastbalancierungsprobleme werden folgende Ei-
genschaften der Maschinen und Auftrige benutzt:

e unterbrechbare / nichtunterbrechbare Auftrige: In dieser Abhandlung
wird nur der Fall nichtunterbrechbarer Auftrige behandelt, d. h. nach Zuwei-
sung des Auftrages 7 an eine Maschine j verbleibt ¢ bei 7 und wird ausschliefilich
von j bearbeitet. Im Gegensatz dazu gibt es auch das Modell mit unterbrechba-
ren Auftriagen. Dort ist eine Neuzuweisung eines Auftrages ¢ an eine andere Ma-

"Tm englischen als ,,Scheduling“-Probleme bezeichnet.
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schine j" erlaubt, wobei sich die Dauer von i entsprechend der schon erhaltenen
Laufzeit auf j verringert. Werden beliebig viele Neuzuordnungen zugelassen, so
kann ein Online-Algorithmus nach jedem Eintreffen eines neuen Auftrages alle
noch vorhandenen Auftrige den Maschinen neu zuordnen und so eine optimale
Losung erzielen, d. h. 1-competitive werden. Deshalb machen Untersuchungen
dieser Modellvariante nur Sinn, wenn die Anzahl der Neuzuordnungen be-
grenzt wird. Resultate zu diesen Modellen sind in [AAPW94, PW98, Wes00]
zu finden.

e Auftrige bekannter / unbekannter Dauer: Die Dauer eines Auftrages
kann Teil der Eingabe sein, die dem Online-Algorithmus beim Aufdecken des
Auftrages mitgeteilt wird. Im anderen Fall bleibt die Dauer eines Auftrages so
lange unbekannt, bis dieser vollstéindig abgearbeitet ist und dem Online-Algo-
rithmus das Ereignis der Ressourcefreigabe mitgeteilt wird. Natiirlich ist in der
letztgenannten Modellvariante die Informationsbasis des Online-Algorithmus
schlechter und deshalb sind keine besseren Resultate als in dem Modell mit
bekannter Auftragsdauer moglich.

Im Falle der bekannten Ausfiihrungsdauer wird weiterhin wie folgt unterschie-
den:

e permanente / temporire Auftrige: In einem Modell mit temporiren Auf-

tragen besitzt jeder Auftrag ¢ eine endliche Verweildauer im System. Von per-
manenten Auftrigen wird gesprochen, wenn fiir alle Auftrige die Dauer auf
Unendlich gesetzt wird. Mit der Last eines permanenten Auftrages wird dann
héufig seine Laufzeit identifiziert, und das Lastbalancierungsproblem wird be-
nutzt, um eine Zuordnung mit minimaler Gesamtlaufzeit des Systems zu be-
stimmen.
Da in einem Modell mit permanenten Auftrigen zusétzliches a priori Wissen
iiber die Struktur der Auftrdge vorhanden ist, iibertragen sich Algorithmen
und deren obere Schranken von dem Modell mit temporidren Auftrigen, und
Online-Algorithmen kénnen u. U. im Modell mit permanenten Auftrigen einen
besseren Competitive Ratio erreichen.

e Maschinencharakteristik: Die Eigenschaft der m Maschinen bildet sich in
der Struktur der Lastvektoren p; ab. Alle Maschinen kénnen gleich sein und
damit sind die einzelnen Eintréige eines Lastvektors auch gleich. Dann wird
vom Modell mit identischen Maschinen gesprochen.

Sind alle m Maschinen gleichartig gebaut, werden aber mit unterschiedlichen
Geschwindigkeiten v; (j € {1,... ,m}) betrieben, so fiihrt das zum Modell mit
dhnlichen Maschinen. Jeder Auftrag ¢ besitzt dabei ein Arbeitsvolumen w; und
die Eintrige im Lastvektor p; sind durch p; ; = w;/v; gegeben.

Von einem Modell mit beschrinkter Zuordnung wird gesprochen, wenn ein
Auftrag nur auf einer Teilmenge S C {1,...,m} der Maschinen ausgefiihrt
werden darf. Dann sind die Lastvektoreintrige p; ; gleich fiir alle j € S und
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unendlich fiir alle anderen Maschinen:

Pij oo fiirj &S

Im allgemeinsten Fall sind die Eintrige der Lastvektoren beliebige nichtnega-
tive Zahlenwerte. Dies wird als das Modell mit nicht in Beziehung stehenden
Maschinen bezeichnet oder kiirzer mit beliebigen Maschinen.

Das Modell mit identischen Maschinen ist ein Spezialfall der beiden Model-
le mit dhnlichen Maschinen und beschriankter Zuordnung. Diese zwei Modelle
sind selbst nicht miteinander vergleichbar, aber der Fall mit beliebigen Maschi-
nen ist eine Verallgemeinerung beider. Mit Hilfe dieser Beobachtungen lassen
sich Ergebnisse iiber untere und obere Schranken zwischen den Maschinenmo-
dellen transferieren.

e Es verbleibt eine noch umfassendere Generalisierung der Modelle einzufiihren.
Sie ist unter dem Namen Virtual Circuit Routing (VCR) bekannt. Dabei ist
ein Netzwerk mit Knoten und Verbindungskanten gegeben. Diese Verbindungs-
kanten stellen die Ressourcen dar und entsprechen somit den bisherigen Ma-
schinen. Ein Auftrag besteht aus einem Start- und einem Zielknoten sowie der
Dauer und dem Lastvektor. Jedoch miissen im VCR-Problem einem Auftrag
mehrere Ressourcen zugewiesen werden, und zwar derart, dafl diese Kanten
einen Weg zwischen dem Start- und dem Zielknoten bilden. D.h. ein Auftrag
kann als Bandweitenanforderung fiir eine Kommunikation zwischen dem Start-
und dem Zielknoten interpretiert werden. Nach solch einer Zuweisung steigt
die Last auf allen Kanten des Weges entsprechend dem Lastvektor. Das VCR-
Modell soll jedoch nicht vertiefend betrachtet werden. Der interessierte Leser
sei auf den Ubersichtsartikel [Leo98] und die dort zitierten Literaturstellen
verwiesen.

Bevor auf die Untersuchungsresultate der Lastbalancierungsmodelle im Detail
eingegangen wird, werden zwei allgemeingiiltige Techniken, die bei der Losung
von Problemen aus dieser Klasse mehrfach eingesetzt wurden, vorgestellt.

Die Verdoppelungstechnik

Sei ein Online-Algorithmus ALG gegeben, der c-competitive ist und fiir seine
Berechnungen das Wissen iiber die optimalen Kosten A benutzt. Die im folgen-
den beschriebene Verdoppelungstechnik bietet einen algorithmischen Rahmen,
um aus ALG einen 4c-competitiven Online-Algorithmus zu konstruieren. Auf das
zusédtzliche Wissen von A kann also verzichtet werden und der dadurch entste-
hende Verlust im Competitive Ratio ist nicht gréfler als der konstante Faktor 4.
Dieser neue Online-Algorithmus arbeitet in Phasen. Am Anfang wird ein ausrei-
chend kleiner Wert A als Annahme fiir A gew#hlt, und zu Beginn jeder weiteren
Phase wird dieser Wert A verdoppelt. Innerhalb der Phase arbeitet ALG unter der
Annahme X\ wire der korrekte Wert fiir die optimale Losung und ALG ignoriert
die zugewiesenen Auftrige und Entscheidungen aller friiheren Phasen. Fiihren
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die von ALG in der aktuellen Phase getroffenen Entscheidungen zu einem Wi-
derspruch in der Annahme A < )\, indem ALG eine Lésung mit Kosten grofier
als cA konstruieren wiirde, so endet diese Phase. In der letzten Phase wird der
wirkliche optimale Wert A maximal um den Faktor 2 iiberschétzt, weshalb die
Kosten dieser Phase nicht gréfler als 2cA sein konnen. Da sich die Kosten in jeder
Phase hochstens verdoppelt haben, so kénnen die Kosten aller friiheren Phasen
zusammen den Wert 2cA nicht iibersteigen. Die Gesamtkosten sind also durch 4cA
begrenzt und aus diesem Grund geht bei dieser Konstruktion des Online-Algo-
rithmus hochstens der Faktor 4 gegeniiber dem c-competitiven Algorithmus ALG
verloren.

Die Exponentialfunktionstechnik

Dabei handelt es sich um ein algorithmisches Prinzip, welches schon mehrfach
fiir O(log m)-competitive Algorithmen eingesetzt wurde. Es kann nur angewandt
werden, wenn der maximale Ressourceverbrauch oder ein maximaler Wert fiir die
vorhandenen Ressourcen bekannt ist. Dies kann z.B. iiber die Annahme eines
Wertes der optimalen Losung (s.o.) geschehen. Bei der Exponentialfunktions-
technik werden die noch vorhandenen Ressourceanteile mit Kosten belegt. Je
weniger von einer Ressource iibrig ist, desto teurer wird sie. Und diese Kosten
steigen mit einer Exponentialfunktion an. Der Online-Algorithmus bestimmt in
einer Entscheidungssituation die Kosten fiir jede Moglichkeit der Zuordnung des
Auftrages zu einer Ressource, indem die Ressourcekosten mit dem Ressourcever-
brauch (Lastvektor) verkniipft werden. Die billigste Variante wird dann gewéhlt.

Innerhalb der folgenden Darstellung von Ergebnissen zu Lastbalancierungspro-
blemen werden nur die Modelle mit permanenten Auftridgen und temporiren
Auftragen bekannter Dauer aufgefiihrt.

Das Modell mit identischen Maschinen und permanenten Auftrigen wurde schon
1966 von R.L. Graham betrachtet [Gra66]. Diese Arbeit stellt die erste bekann-
te Untersuchung vom Typ der Competitive Analysis dar, obwohl dieser Begriff
damals noch unbekannt war, und die Idee einer derartigen Analyse erst ca. 18
Jahre spéter wieder aufgenommen bzw. neu entwickelt wurde. Graham zeigte
in [Gra69], daB ein einfacher Greedy-Algorithmus, der einen Auftrag immer der
Maschine mit der minimalen Last zuweist, genau (2 — 1/m)-competitive ist.
Fiir maximal vier Maschinen konnten in [GW93, CVW94] bessere Algorithmen
gezeigt werden. Der erste allgemeingiiltige Online-Algorithmus mit einem Com-
petitive Ratio strikt kleiner als 2 wurde in [BFKV95] vorgestellt. Dabei wird ein
Auftrag nicht immer der Maschine mit geringster Last zugeordnet, damit diese
fiir das Auftreten sehr stark belastender Auftrige frei bleibt. Die besten der-
zeit bekannten Ergebnisse fiir deterministische Online-Algorithmen stammen von
Albers [Alb00] und lauten fiir dieses Lastbalancierungsproblem:

1852 < R < 1.923 .



48 KAPITEL 3: Vorausgegangene Forschungsergebnisse

Werden statt der identischen nun dhnliche Maschinen betrachtet, d. h. in diesem
Modell haben die Maschinen verschiedene Geschwindigkeiten, so ist eine andere
algorithmische Idee notwendig. Eingebettet in die Verdoppelungstechnik arbeitet
der folgende Algorithmus [AAFT97]: Der aktuelle Auftrag wird der Maschine mit
minimalem Index zugeordnet, bei der ein Lastwert von 2\ nicht iiberschritten
wird. Die nichste Phase beginnt, falls eine solche Maschine nicht existiert. Dieser
Algorithmus ist damit 8-competitive.

In [BCKO00] wurde die Verdoppelungstechnik durch eine stark verfeinerte Methode
ersetzt und ein Competitive Ratio von 3 ++/8 ~ 5.828 gezeigt. Am gleichen Ort,
ist die beste bekannte untere Schranke R = 2.438 fiir deterministische Online-
Algorithmen, die dieses Problem 16sen, angegeben.

Fiir die Modellvariante permanenter Auftrige mit beschrankter Zuordnung ist in
[ANR95] ein bis auf Konstanten optimaler Online-Algorithmus vorgeschlagen und
analysiert worden. Der Algorithmus weist den aktuellen Auftrag der Maschine
aus der Menge aller zuldssigen Maschinen zu, deren Belastung minimal ist. Diese
einfache Online-Strategie ist ([log, m] + 1)-competitive, und als untere Schranke
fiir den Competitive Ratio wurde R 2 [log, m| nachgewiesen.

Fiir das allgemeine Modell von permanenten Auftridgen mit beliebigen nicht-
negativen Lastvektoren (beliebige Maschinen) wurde in [AAF*97] ebenfalls ein
O(log m)-competitiver deterministischer Online-Algorithmus gezeigt. Er basiert
auf der Exponentialfunktionstechnik unter Annahme des Wertes A der optimalen
Losung. Diese Entscheidungsfunktion ist dann in die Verdoppelungstechnik ein-
gehiillt. Eine zu dem Ergebnis passende untere Schranke von R € Q(logm) wird
ebenfalls in [AAF197] angegeben.

Interessanterweise 148t sich der soeben angedeutete Algorithmus mit minimalen
Modifikationen auch fiir das generalisierte Modell des VCR-Problems einsetzen.
Statt die Kosten fiir die Zuordnung eines Auftrages zu einer Ressource zu bestim-
men, wird der Kostenzuwachs beziiglich der Exponentialfunktion iiber alle Kanten
eines zuldssigen Weges im Netzwerk aufsummiert. Gewéhlt wird dann der billigste
aller moglichen Wege von dem geforderten Start- zum Zielknoten. In [AAFT97]
wird dieser Online-Algorithmus als O(logm)-competitive nachgewiesen. [BLI7]
zeigt auch fiir ungerichtete Netzwerke die untere Schranke R € Q(logm) fiir das
VCR-Problem.

Fiir die Lastbalancierungsprobleme mit Auftrigen von endlicher Dauer ist es nicht
ausreichend die Diskussion auf die Modelle mit tempordren Auftragen bekannter
Ausfithrungsdauer zu beschrinken, da einige der Resultate zu diesen Modellen
von der Modellvariante mit unbekannter Auftragsdauer iibernommen werden.
So ist es bisher noch nicht klar, ob bei identischen und #hnlichen Maschinen
das zusétzliche Wissen um die Dauer der Auftrige zu besseren Lésungen fiihren
kann. Im Fall identischer Maschinen wird in [AE97] der Greedy-Algorithmus nach
Graham als optimal (mit R = 2 — 1/m) nachgewiesen. Fiir das Modell mit
Maschinen verschiedener Geschwindigkeiten bestimmt [AKP*97] die Schranken
3—o0(1) £ R £ 20,d.h. R € ©1).
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[AKP97] behandelt auch die Lastbalancierungsprobleme von Auftrigen mit be-
kannter Dauer und beschrinkter Zuordnung, beliebigen Lastvektoren und des
VCR-Problems. Dabei wird der Parameter 7', der das Verhéltnis der maximalen
zur minimalen Dauer eines Auftrages bezeichnet, innerhalb der Analyse benétigt.
Die Autorengruppe gibt dann einen Online-Algorithmus an, der O (log(mT'))-com-
petitive ist, wobei dem Algorithmus die minimale Dauer a priori bekannt sein
muf. Es ist bisher unklar, ob der log(7)-Term im Competitive Ratio fiir diese
Problemklassen wirklich notwendig ist.

Am gleichen Ort wird fiir das Modell von tempordren Auftrigen mit unbekann-
ter Dauer und beschrinkter Zuordnung eine Verschirfung der Ergebnisse'? auf
R € O(y/m) erreicht, indem ein O(y/m)-competitiver Algorithmus angegeben
wird. Dieses Resultat iibertriagt sich auch auf die Modellvariante mit bekannter
Auftragsdauer und ist fiir sehr grofle Werte von 71" besser.

Die soeben beschriebenen Ergebnisse fiir den Competitive Ratio der verschiedenen
hier abgehandelten Lastbalancierungsmodelle sind in Tabelle 1 zusammengefaf}t.

Maschinen- permanente Auftrige temporidre Auftrige
charakteristik bekannter Dauer
identisch 1.923 2—o0(1)
dhnlich O(1) O(1)
beschriinkte Zuordnung O©(logm) O(logmT), O(y/m)
beliebig; VCR O(logm) O(logmT)

Tabelle 1: Zusammenfassung der Competitive Ratios fiir Lastbalancierung

3.2 Online-Planungsprobleme

In der Klasse der Planungsprobleme (Scheduling-Probleme) geht es ebenfalls dar-
um Auftrége mit temporédren Ressourcebedarf den vorhandenen Ressourcen so-
wie Zeitpunkten bzw. -intervallen zuzuordnen. Es ist also ein Zeitplan aufzustel-
len. Allerdings gibt es sehr viele Modelle, um die Ressourcen und die Auftrige
sowie weitere Nebenbedingungen und die Zielfunktion zu charakterisieren. Das
fiihrt zu einer uniiberschaubaren Variantenvielfalt von Planungsproblemen. Um
in dieser Menge etwas Struktur zu verankern wurde schon friihzeitig ein Klas-
sifikationsschema entwickelt [CMMG67]. Es wird auch weiterhin benutzt (siehe
[GLLRK79, Bru9s, TGS94, TSS94]) und erweitert (z.B. in [BLRK83, Tim93,
BESW94, BJK97]). Da dieses Schema mehrere orthogonal zueinander stehende
Dimensionen besitzt, fiihrt es jedoch auch zu Studien von theoretischen Modellen,

2Die untere Schranke R € Q(y/m) stammt aus [ABK94]. Dort konnte jedoch nur ein O(m?/3)-
competitiver Algorithmus gezeigt werden.
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fiir die keine Motivation aus der Praxis vorliegen. Diese Tatsache stellt einen Kri-
tikpunkt dar. Auf der anderen Seite kann dieses Klassifikationsschema nur einen
Teil der Planungsprobleme abbilden und jedes Jahr werden neue Modelle aus
praktischen Fragestellungen heraus entwickelt und untersucht. Eine Abhandlung
der bisherigen Studien in der Literatur wiirde eine mehrbéindige Enzyklopédie
fiillen und damit den Rahmen dieser Arbeit deutlich iiberschreiten. Deshalb wer-
den in diesem Teilkapitel ausschliellich die Planungsprobleme vom Online-Typ
vorgestellt, deren Auftrags- und Maschinencharakteristik schon im Kapitel 3.1
eingefiihrt wurden.

Bei der Untersuchung von Offline-Planungsproblemen wird als erstes die Frage
nach der Zugehorigkeit zu den Komplexitiitsklassen P oder N'P-schwer beant-
wortet. Im Falle der Klasse P wird gleichzeitig nach einem effizienten Algorith-
mus gesucht. Fiir Modelle, die als N"P-schwer eingestuft sind, besteht die Her-
ausforderung im Auffinden von Polynomialzeit-Approximationsschemata (PTAS,
FPTAS)!®, von Approximationsalgorithmen und Nichtapproximierbarkeitsresul-
taten sowie unter praktischen Aspekten in der Konstruktion von gut funktionie-
renden Heuristiken.

Es soll nochmals betont werden, dafl in der Online-Variante von Planungsproble-
men die Auftrige a priori unbekannt sind, jedoch nach ihrer Aufdeckung so lange
gespeichert werden und eine Zuordnungsentscheidung hinausgezogert wird, bis die
benotigten Ressourcen frei sind. Dieser Vorteil gegeniiber dem Lastbalancierungs-
problem in gleicher Umgebung fiihrt zu besseren Competitive Ratios. Natiirlich
lassen sich weiterhin die Algorithmen und oberen Schranken der entsprechenden
Lastbalancierungsprobleme iibertragen.

Zuerst wird wiederum ein Modell mit m identischen Maschinen und »n unabhéngi-
gen, nicht unterbrechbaren Auftrigen mit einem Bedarf von einer Maschine und
vorgegebener Laufzeit betrachtet. Eine Maschine kann zu einem Zeitpunkt hoch-
stens einen Auftrag bearbeiten. In [CV97] wird fiir die Zielfunktion der Minimie-
rung des Fertigstellungszeitpunktes aller Auftréige der Online-Algorithmus LPT
(,, Jongest processing time“) angegeben und als 1.5-competitive nachgewiesen. So-
bald eine Maschine frei wird, wihlt diese Strategie den ldngsten derzeit bekannten
und noch nicht bearbeiteten Auftrag aus und startet ihn. Eine untere Schranke
von R = 1.3473 wird am gleichen Ort gezeigt.

Fiir Modelle mit dhnlichen und beliebigen Maschinen ergeben sich Resultate aus
einer sehr allgemeinen Aussage, die in [SWW95] bewiesen wurde. Dort wird eine
Transformationstechnik angegeben, die unter Verlust eines Giitefaktors von 2 aus
einem Planungsalgorithmus, der alle Auftrége zu Beginn kennt, einen Online-Al-
gorithmus konstruiert, dem die Auftrige erst zu ihrem frithesten Startzeitpunkt
bekannt gemacht werden miissen. Fiir die hier betrachteten Modelle, bei denen
die Auftragsdauer mit dem Erhalt des Auftrages bekannt ist, konnen in diese
Technik Offline-Algorithmen eingesetzt werden.

Das soeben vorgestellte Planungsproblem ist in allen drei Varianten von Ma-

13polynomial time approximation scheme; fully polynomial time approximation scheme
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schinenmodellen N'P-schwer [GJ79]. Fiir identische und #hnliche Maschinen sind
in [HS87, HS88] PTAS gezeigt worden. Mit beliebigen Maschinen ist eine 1.5-
Approximation NP-schwer und ein 2-approximativer Algorithmus wurde ent-
wickelt [LST90]. Aus diesen Studien ergibt sich unter Anwendung der Transfor-
mationstechnik aus [SWW95| die Existenz von Online-Algorithmen, die 2-com-
petitive sind. Auflerdem folgern sich auch Online-Algorithmen mit polynomieller
Laufzeit, welche fiir das Modell mit Maschinen verschiedener Geschwindigkeit
(2 + ¢)-competitive und fiir das Modell mit beliebigen Maschinen 4-competitive
sind.

Werden Unterbrechungen und Neuzuordnungen von Auftrigen zugelassen, so
wurden 1-competitive Online-Algorithmen fiir identische Maschinen und fiir &hn-
liche Maschinen mit einer Beschrinkung in der Geschwindigkeitsdifferenz gezeigt
[HL92, Ves97]. Dabei sind jedoch bis zu n-m Neuzuordnungen notwendig.

Eine weitere populire Zielfunktion, die es in Planungsproblemen zu minimieren
gilt, ist der durchschnittliche Fertigstellungszeitpunkt der Auftréige. Dabei ist die
Summe der Endzeitpunkte der Auftragsbearbeitungen klein zu halten. Besitzen
die Auftrige zusitzliche Prioritédten, so werden die Fertigstellungszeitpunkte in-
nerhalb der Summenbildung mit einem Gewichtungsfaktor versehen. Fiir beide
Versionen dieser Zielfunktion wurde in [CPS*96] eine Transformationstechnik an-
gegeben, die eine dhnliche Leistung wie die in [SWW95] erbringt. Diese Technik
stellt einen algorithmischen Rahmen namens Greedy-Interval zur Verfiigung. Er ar-
beitet in Phasen, deren Zeitdauer sich immer verdoppeln. Zu Beginn einer Phase ¢
zum Zeitpunkt ¢ = 2! werden alle schon bekannten und noch nicht bearbeiteten
Auftriage betrachtet. Fiir diese wird — mittels eines an dieser Stelle einzuset-
zenden, z. B. optimalen Offline-Algorithmus — ein Plan bestimmt, in dem die
Auftrige bearbeitet werden, deren Gewichte in Summe maximal sind und die bis
zum Ende der Phase bei ¢t = 2i*! beendet werden kénnen.

Die Strategie Greedy-Interval in Verbindung mit optimalen Offline-Planungsalgo-
rithmen ergibt dann Online-Algorithmen fiir alle in diesem Abschnitt betrachte-
ten Modelle, die 4-competitive beziiglich der gewichteten durchschnittlichen Fer-
tigstellungszeit und gleichzeitig 3-competitive beziiglich der gesamten Planlénge
sind. Weitere Arbeiten zu dieser Zielfunktion mit geringeren Competitive Ratios
fiir Modelle mit unterbrechbaren Auftrigen, einer Einzelmaschine bzw. Online-Al-
gorithmen mit polynomieller Laufzeit sind in [HSW96, HSSW97, PSW95, Goe97]
zu finden.

Soll hingegen die durchschnittliche Verweildauer der Auftrige im System zu mi-
nimiert werden, erhohen sich die Schwierigkeiten gewaltig. Die Verweildauer eines
Auftrages ist definiert als sein Fertigstellungszeitpunkt abziiglich seines friihesten
Startzeitpunktes, also im Online-Fall des Eingabezeitpunktes dieses Auftrages.
Wird das Unterbrechen oder das Neustarten von Auftrigen verboten, so ist schon
fiir ein System mit nur einer Einzelmaschine eine untere Schranke von R 2 n
fiir den Competitive Ratio beweisbar. Dazu wird ein Auftrag mit der Laufzeit 1
eingegeben und direkt danach fiir den selben Startzeitpunkt n — 1 Auftrige mit
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Laufzeit 0. Allerdings ist auch schon das Offline-Problem sehr komplex, denn eine
n!/2~¢_Approximation ist fiir jedes € > 0 NP-schwer [KTW99].

Werden Unterbrechungen bei der Bearbeitung der Auftrige zugelassen, so ist in
[LR97] R € O(log(n/m)) gezeigt worden. Auch bei diesem Ergebnis geht die
Anzahl der Auftrige als Funktion in den Competitive Ratio ein. Nur wenn das
Verhiltnis von maximaler zu minimaler Auftragsdauer durch eine Konstante 7°
begrenzt ist, gilt R € ©(logT), wie ebenfalls in [LRI7] bewiesen.

3.3 Planungsprobleme in Realzeitsystemen

Im Unterschied zu den oben diskutierten Modellen haben die Auftréige nun zusitz-
lich eine Frist, d. h. einen Zeitpunkt bis zu dem sie ausgefiihrt sein miissen. Diese
Eigenschaft wird durch den Namen Realzeitsystem oder durch Hinzufiigen des
Begriffes Deadline'* zum Ausdruck gebracht. In der Offline-Variante dieser Pro-
blemklasse dndert sich die grundlegende Fragestellung. Man ist nun primér nicht
mehr daran interessiert eine Funktion in den Fertigstellungszeitpunkten der Auf-
trage zu optimieren, sondern fragt sich, ob ein Zeitplan existiert, in dem alle
Auftrdge innerhalb ihrer Frist bearbeitet werden konnen. Einen Zeitplan, der
diese Forderung erfiillt, wird zuldssig genannt. Vom komplexititstheoretischen
Betrachtungsstandpunkt liegt also ein Entscheidungsproblem vor.

Jiff Sgall duflerte in seinem Aufsatz [Sga98| die Meinung, daff Planungsprobleme
mit Fristen im Online-Szenario wenig sinnvoll sind. Er begriindet dies damit,
dafl zur Losung des Entscheidungsproblems der Existenz eines zuléssigen Planes
im Online-Fall 1-competitive Algorithmen notwendig sind, d. h. ein Online-Algo-
rithmus muf} die gleiche Losungsqualitéit garantieren, wie ein optimaler Offline-
Algorithmus. Fiir einige sehr triviale Planungsprobleme ist das moglich. Erhéht
sich jedoch die Komplexitdt der Modelle marginal, so lassen sich schnell untere
Schranken grofler als 1 fiir den Competitive Ratio zeigen, wie weiter unten bei
der Besprechung der Resultate aus [HL92| zu sehen ist.

Allerdings stimmt der Autor mit dieser negativen Auffassung Sgall’s nicht iibe-
rein, wie auch einige andere Autoren, deren Arbeiten in diesem Kapitel diskutiert
werden. Wird in einem Realzeitsystem die Frage nach der Anzahl der Auftréige,
die fristgerecht bearbeitet wurden oder nach der Gewichtssumme dieser Auftrags-
menge gestellt, so ergibt sich wiederum ein Optimierungsproblem. Dann ist auch
die Entwicklung von Online-Algorithmen mit Competitive Ratios gréfier als 1 in-
teressant. Diese verdinderte Zielfunktion impliziert allerdings auch, dafl innerhalb
eines derartigen Systems Auftréige, fiir die ihre Fristen nicht eingehalten werden,
nicht bearbeitet werden miissen oder sie werden sofort nach ihrem Erscheinen
abgelehnt.

Solche Modelle stellen nicht nur eine Erweiterung fiir theoretische Untersuchun-
gen dar, sondern sie sind auch durch Probleme aus der Praxis motiviert. So macht

4Tn diesem Zusammenhang am besten iibersetzt mit Ablauffrist oder spitestem Fertigstel-
lungszeitpunkt.
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es bei der Realzeitauslieferung von Daten fiir einen Datenstrom eines kontinuier-
lichen Mediums (z.B. Video, Audio) keinen Sinn ein Datenpaket, welches nicht
fristgerecht ausgeliefert werden konnte, spiter noch nachzusenden. Das Fehlen
dieses Paketes fiihrt zwar zu einer Storung bei der Wiedergabe, ein kurzzeiti-
ges Anhalten der Medienwiedergabe wird jedoch subjektiv als viel unangenehmer
oder gar als unzumutbar empfunden.

Auch im Bereich der eingebetteten Kontroll- und Steuersysteme ist ein entspre-
chendes Szenario vorstellbar. Die typischen Auftriage zur Auswertung und Aufbe-
reitung von Sensordaten werden zyklisch wiederholt. Im Falle eines Fehlverhaltens
oder einer Ausnahmesituation, die zu einer Systemiiberlastung fiihrt, werden nur
noch wichtige, d. h. hoch priorisierte Auftrige bearbeitet. Auftrige von unterge-
ordneter Bedeutung, deren Nichtausfithrung die Systemintegritit nicht gefdhrdet,
wie z. B. Messungen von Parametern zu Informations- oder Protokollzwecken,
werden spéter nicht nachgeholt. Zum einen kénnen Messungen nicht auf den Sy-
stemzustand der Vergangenheit zuriickgreifen, und zum anderen stabilisiert sich
das Steuersystem schneller durch Weglassen dieser Last.

Planungsprobleme mit Fristen kénnen in bestimmten abstrakten Modellvarianten
(z.B. diskretes Zeitmodell, Auftrige mit einheitlichen Ausfiihrungszeiten, etc.)
als ein Zuordnungsproblem der Auftrige zu a priori abgegrenzten dquidistan-
ten Zeitabschnitten der Ressourcen modelliert werden. Die daraus resultierende
Struktur von bipartiten Graphen und die Transformation des Planungs- zu ei-
nem Matchingproblem wird im Kapitel 3.4 erértert. Es folgt nun die Diskussion
von Arbeiten zu Planungsproblemen mit Intervallauftrigen und Modellen, die als
Realzeitplanungsprobleme bezeichnet werden.

3.3.1 Intervallauftrige

Den Modellen von Planungsproblemen mit Intervallauftrégen ist folgende spezi-
elle Charakteristik der Auftrige gemeinsam: Ein Auftrag besitzt einen Startzeit-
punkt, der im Online-Szenario mit dem Zeitpunkt seiner Eingabe zusammenfllt,
und eine Laufzeit. Damit der Auftrag erfolgreich beendet wird, muf} er zu seinem
Startzeitpunkt einer freien Ressource zugeordnet werden und solange unterbre-
chungsfrei bearbeitet werden, bis seine Laufzeit beendet ist. Dieser Zeitpunkt
stellt gleichzeitig den spétesten akzeptablen Fertigstellungszeitpunkt des Auf-
trages dar. Ein Auftrag spezifiziert somit ein unverriickbares Zeitintervall (vom
Startzeitpunkt bis zum Startzeitpunkt plus der Laufzeit) fiir eine Ressourcean-
forderung.

Faigle und Nawijn untersuchen in [FN95] ein Modell mit m identischen Maschi-
nen. Ein Auftrag wird durch ein Zeitintervall spezifiziert und ist abbrechbar, d. h.
die Bearbeitung des Auftrages kann zu seinem Eingabe- bzw. Startzeitpunkt be-
gonnen werden, darf aber spéter zugunsten eines anderen Auftrages abgebrochen
werden. Auch in solch einem Fall ist der friihere Auftrag nicht erfolgreich beendet
worden. Das Ziel ist die Online-Bestimmung eines Zeitplanes, so dal moglichst
viele Auftrige erfolgreich sind oder formaler ausgedriickt, die Kardinalitidt der
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Menge erfolgreicher Auftrige ist zu maximieren. Wird aus den Intervallen der
Eingabe ein Intervallgraphen'® gebildet, so entspricht diese Aufgabenstellung der
Férbung eines maximalen Teilgraphen mit m verschiedenen Farben.

In diesem Modell ist der folgende Greedy-Algorithmus 1-competitive: Beim Ein-
treffen eines Auftrages 7 wird dieser einer freien Maschine zugeordnet, falls eine
solche Ressource vorhanden ist. Ansonsten wird der Auftrag j' bestimmt, der be-
arbeitet wird und die lingste verbleibende Restlaufzeit aufweist. Ist die Laufzeit
von j kleiner als die noch benétigte Restlaufzeit von j', so wird j' abgebrochen
und j wird dieser Maschine zugewiesen.

In [Woe94] analysiert Woeginger fiir eine Einzelressource das gleiche Modell von
Auftriagen, die jedoch um Gewichtswerte ergénzt sind. Es ist nun die Gewichts-
summe aller erfolgreich bearbeiteten Auftrige zu maximieren. Diirfen den Auf-
tragen beliebige Gewichte zugeordnet werden, so konnen keine Online-Algorith-
men mit begrenztem Competitive Ratio existieren. Deshalb werden in [Woe94]
die Gewichte als Funktion der Intervallinge definiert. Fiir den Fall, daf} diese
Funktion konvex oder monoton fallend ist, werden Online-Algorithmen vorge-
stellt, die 4-competitive sind. Diese sind optimal, da auch als allgemeingiiltige
untere Schranke R = 4 gilt. Fiir eine Modellvariante mit Auftrigen gleicher In-
tervallinge (Einheitsintervalle) und beliebiger Gewichtsfunktion wird ein weiterer
Online-Algorithmus als ebenfalls 4-competitive nachgewiesen.

Ein etwas anderes Modell wird in [LT94] betrachtet. Auch dabei existiert nur
eine Ressource, aber das Gewicht der Auftrige ist uniform, d.h. der Gewichts-
wert eines Auftrages ist identisch mit seiner Intervallinge. Die Maximierung der
Gewichtssumme entspricht dann dem Ziel der maximalen Auslastung der Ressour-
ce. Im Unterschied zu den beiden vorigen Modellen darf ein einmal begonnener
Auftrag nicht abgebrochen werden. Lipton und Tomkins untersuchen fiir dieses
Problem randomisierte Online-Algorithmen, und analysieren sie gegen den blin-
den Gegenspieler. Fiir nur zwei Intervalltypen der Lange 1 und £ > 1 wird ein
optimaler Online-Algorithmus mit Rg. = 2 gezeigt. Der Parameter T, der das
Verhiltnis der lingsten zur kiirzesten auftretenden Intervallinge beschreibt, wird
in der Analyse der Modellvariante mit beliebigen Intervallingen ben&tigt. Damit
wird eine untere Schranke von Rg € w(logT) bewiesen und ein randomisierter
Online-Algorithmus mit Rg. € O((logT)'*¢) vorgestellt.

3.3.2 Realzeitsysteme

Im Gegensatz zu der Modellvariante des vorigen Teilkapitels steht in den nun
zu behandelnden Planungsproblemen der Startzeitpunkt eines erfolgreich bear-
beiteten Auftrages nicht von vornherein fest. Ein Modell, welches aus m iden-
tischen Maschinen besteht, und dessen Auftrige kostenfrei in ihrer Bearbeitung
unterbrochen werden konnen, wird in [HL92] untersucht. Ab dem Auftreten eines

5Intervallgraphen gehoren zur Klasse der Schnittgraphen (intersection graphs): Zwei Konten
sind durch eine Kante verbunden, wenn sich ihre korrespondierenden Intervalle iiberlappen.



3.3 Planungsprobleme in Realzeitsystemen 55

Auftrages darf dieser von einer Maschine ausgefiihrt werden. Seine Bearbeitungs-
zeit ist ebenfalls sofort bekannt. Wird eine gemeinsame Frist angegeben, inner-
halb der alle Auftrige der Eingabesequenz fertiggestellt werden miissen, so gibt
es einen Online-Algorithmus, der einen zuléssigen Zeitplan entwirft, falls es fiir
die Eingabe einen solchen gibt. Er unterbricht alle in Bearbeitung befindlichen
Auftrige beim Eintreffen eines neuen Auftrages und bestimmt einen neuen, op-
timierten Zeitplan, der bis zur nichsten Eingabe realisiert wird. Dabei basiert
dieser Online-Algorithmus auf McNaughton’s Regel [McN59]. Wird hingegen fiir
jeden Auftrag eine individuelle Bearbeitungsfrist angegeben, so zeigt [HL92] die
Nichtexistenz von derartig optimalen Online-Algorithmen.

Einen wichtigen Beitrag zu Online-Realzeitproblemen hat die Autorengruppe der
Artikel [BKMT91a, WM91, BKM192, KS92, KS94| geleistet. In dem von ihnen
studierten Modell gibt es m identische Maschinen (m € IN) mit den Spezialfillen
m = 1 (Uniprozessor) und m = 2. Jeder Auftrag j wird durch die folgenden
Parameter charakterisiert:

e ¢; der fritheste Startzeitpunkt, der identisch mit dem Eingabezeitpunkt im
Online-Szenario ist,

e p; die Laufzeit,
e d; der spiteste Fertigstellungszeitpunkt (Deadline) und
e v; der Wert des Auftrages j.

Die Auftrige diirfen kostenfrei unterbrochen oder abgelehnt werden. Das Ziel
eines Algorithmus besteht in der Maximierung der Wertesumme Zjes v; aller
erfolgreich bearbeiteten Auftrége S. Eine sekundére Eigenschaft von Auftrégen
ist ihre Wertdichte v;/p;. Fiir die Analysen und Resultate ist der Parameter k
von Bedeutung, der als das Verhéltnis der maximalen zur minimalen Wertdichte
aller Auftrige der Eingabesequenz definiert ist.

Die Vorarbeiten [BKM*91a] und [WM91] kumulieren in dem Artikel [BKM™92]
und zeigen fiir ein Uniprozessorsystem (m = 1)

e cine untere Schranke von R > (1 + vk)?,

e cinen Online-Algorithmus fiir uniforme Auftrige (k = 1), der 4-competitive
ist und damit die bestmdgliche Leistungsgarantie gibt

sowie fiir ein Zweiprozessorsystem (m = 2) und uniforme Auftrige (kK = 1) mit
Intervallcharakter (p; = d; —t;) einen Algorithmus mit einem Competitive Ratio
von 2. [KS94] berichtet iiber ein identisches Resultat fiir Auftrige ohne die In-
tervalleinschrinkung in den Modellvarianten mit und ohne Auftragsmigration!®
zwischen den Maschinen.

16D h. ein Auftrag darf kostenfrei unterbrochen und zu einem spiteren Zeitpunkt mit einer
anderen Maschine weiter bearbeitet werden.
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[KS92] ergiinzt die Resultate zum Uniprozessor um den Online-Algorithmus D¢
mit R(D) = (1+v/k)?, der eine weitere interessante Eigenschaft aufweist. So-
lange das System nicht iiberlastet ist, d. h. ein zuléssiger Zeitplan fiir die Eingabe
existiert, wird von D" ein derartiger Zeitplan aufgestellt.

Das Modell mit beliebiger Maschinenanzahl m € IN wird in [KS94] untersucht. Die
detailierten Ergebnisse fiir den Competitive Ratio hdngen von m ab und konnen
nur mit sehr komplizierten Formeln ausgedriickt werden. Diese vereinfachen sich
im Grenzwert fiir m — oo bei £ > 1 zu den Aussagen

e ciner unteren Schranke fiir den Competitive Ratio von kIn(k)/(k—1), die auch
gilt, wenn Auftridge zwischen Maschinen migriert werden diirfen und

e cinem Online-Algorithmus namens MOCA, der ohne Migration auskommt und
(21n(k) + 3)-competitive ist.

Uber eine weitere Untersuchung dieses Realzeitplanungsproblems fiir eine Maschi-
ne (m = 1) wird in [CSZ95] berichtet. Dabei wird die Einschrinkung getroffen,
daBB Vj: d; =t; 4+ 2p; gilt, also das Zeitfenster, in dem ein Auftrag j bearbeitet
werden kann, exakt doppelt so lang wie seine Laufzeit ist. Fiir £ = 1 wird ein
einfacher 2-competitiver Online-Algorithmus angegeben. Er verzichtet auf Unter-
brechungen von Auftrigen und weist der freigewordenen Ressource sofort einen
Auftrag zu, der noch erfolgreich ausgefiihrt werden kann. Es werden in [CSZ95]
weitere Online-Algorithmen vorgeschlagen, die Unterbrechungen von Auftrégen
vornehmen und fiir allgemeine k£ 2 1 arbeiten. Die Beweise fiir untere Schranken
im Competitive Ratio von £ bzw. log, £ werden lediglich durch Simulationsergeb-
nisse zur Beurteilung der erreichbaren Losungsqualitéit ergénzt.

Ein Planungsproblem mit einer aufwendigeren Bewertungsfunktion und einem
abweichenden Typ von Auftrigen wird in [BLMS*00] vorgestellt und analysiert.
Das Modell besteht wiederum aus m identischen Maschinen, aber die Auftrige
diirfen nicht unterbrochen werden. Sie besitzen eine Laufzeit p; und einen Straf-
wert 7;, jedoch keine Frist. Sofort nach dem Eintreffen eines Auftrages mufl ent-
schieden werden, wie er im Zeitplan einzuordnen ist oder ob seine Bearbeitung
abgelehnt wird. Die Zielfunktion besteht aus der Minimierung des letzten Fer-
tigstellungszeitpunktes der bearbeiteten Auftrige plus der Summe der Strafwerte
aller abgelehnten Auftrige. Als untere Schranke fiir den Competitive Ratio wird in
[BLMS*00] der Wert 1+ ¢ = 2.618 bestimmt. Dabei bezeichnet ¢ den Goldenen
Schnitt (1++/5)/2. Der passende Online-Algorithmus, der diese Losungsqualitit
garantieren kann, heifit Reject-Total-Penalty, RTP(a). Seine Arbeitsweise wird
im folgenden beschrieben.

Sei J die Menge aller Auftrige der Eingabesequenz. Dann wird mit der Men-
ge B := {j € J | v; < p;/m} die Teilmenge von Auftréigen definiert, deren
Strafwerte kleiner sind als ihre Laufzeitkosten in einem ideal dichten Zeitplan.
Deshalb werden Auftrige der Menge B prinzipiell abgewiesen. Ansonsten wird
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ein Auftrag j abgelehnt, wenn

E v; + v § Q- pj
1€ J\B
¢ abgelehnt

gilt, d. h. wenn die Summe der Strafwerte aller bisher zuriickgewiesener Auftréige
aus J \ B und dem Strafwert des aktuellen Auftrages j geringer als a-mal die
Laufzeit von j ist. Ein akzeptierter Auftrag wird der Maschine mit geringster Be-
lastung zugeordnet. Dieser Teil entspricht Graham’s List-Scheduling-Algorithmus
[Gra66].

Die Analyse in [BLMS*00] setzt @« = ¢ — 1 und erhilt damit das Resultat
R(RTP(¢ — 1)) = 1 + ¢. Interessanterweise ist innerhalb dieses Modells Gra-
ham’s List-Scheduling-Algorithmus optimal, wéihrend er dies in einem Modell
ohne Abweisung von Auftrigen nicht ist (siehe [Alb00]).

Fiir Modellvarianten mit fixierter Maschinenzahl m sind in [BLMST00] auch bes-
sere Resultate angegeben. So wird ein optimaler Online-Algorithmus fiir den Fall
m = 2 gezeigt, der ¢-competitive ist. Zusitzlich wird fiir das NP-schwere Offline-
Problem ein vollsténdiges Polynomialzeit-Approximationsschema (FPTAS) und
ein (2 — 1/m)-approximativer Algorithmus mit O(nlogn) Laufzeit angegeben.

Die letzte in diesem Teilkapitel zu behandelnde Arbeit [BNGNS99] betrachtet ein
ghnliches Modell fiir ein Realzeitsystem, die Algorithmen sind aber nicht primér
fiir das Online-Szenario konstruiert. Trotzdem soll diese Arbeit erwdhnt werden,
da sie ein weiteres, eindrucksvolles Beispiel fiir den neuen Typ von Zielfunktionen
ist, der iiber das Entscheidungsproblem der Existenz von zulédssigen Zeitplédnen
hinausgeht.

Das System besteht aus m identischen oder beliebigen Maschinen und jeder Auf-
trag j ist durch vier Parameter charakterisiert: dem frithesten Startzeitpunkt,
dem spétesten Fertigstellungszeitpunkt, dem Vektor der Bearbeitungszeiten fiir
die verschiedenen Maschinen und dem Wert des Auftrages. Die Auftrige diirfen
in ihrer Bearbeitung nicht unterbrochen werden. Das Ziel besteht in der Maxi-
mierung der Summe aller Werte von erfolgreich bearbeiteten Auftrégen.

Zuerst wird ein Greedy-Algorithmus fiir die Modellvariante mit identischen Auf-
tragswerten vorgestellt. Dabei ist nur die Anzahl der erfolgreichen Auftriage zu
maximieren. Fiir beliebige Maschinen im System ist dieser Greedy-Algorithmus
2-approximativ. Bei identischen Maschinen wird ein Approximationsfaktor von
(1+1/m)™/((1 4+ 1/m)™ — 1) gezeigt. Fiir einen Uniprozessor (m = 1) bedeu-
tet das einen Wert von 2, der mit wachsender Maschinenzahl auf den Grenzwert
(m — 00) von e/(e — 1) ~ 1.582 fillt.

In der Modellvariante mit beliebigen Auftragswerten werden zwei Fille unter-
schieden. Sind alle Parameter, die die Auftrige beschreiben, ganze Zahlen, und ist
die Lénge der Eingabe durch ein Polynom in n, der Auftragsanzahl, beschrinkt,
so wird vom integralen Fall gesprochen. Im allgemeinen Fall gelten diese Ein-
schriankungen nicht. Fin Algorithmus, der auf der Lésung eines linearen Pro-
grammes basiert, ist 3-approximativ im integralen Fall und 4-approximativ bei
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allgemeiner Eingabe. Fiir Uniprozessorsysteme verringern sich diese Werte auf 2
bzw. 3.

Der Algorithmus fiir identische Maschinen (m 2 2) und beliebigen Auftragswer-
ten ist komplizierter. Er benutzt ebenfalls den LP-Ansatz, der fiir jede Maschi-
ne wiederholt angewandt wird. Fiir den integralen Fall ist dieser Algorithmus
ebenfalls — wie der Greedy-Algorithmus — ((1 + 1/m)™/((1 + 1/m)™ — 1))-
approximativ. Bei allgemeiner Eingabe verschlechtert sich der Approximations-
faktor auf (1 + 1/2m)™/((1 4+ 1/2m)™ — 1). Fiir den hypothetischen, da ausge-
schlossenen Fall von m = 1 ist der letzte Term 3, und er fillt mit wachsender
Maschinenzahl bis zum Grenzwert fiir m — oo von v/e/(y/e — 1) ~ 2.5415.
Baruch Schieber #uferte in einem persénlichen Gespriich!” mit dem Autor sein
Erstaunen, dafl dieser Zielfunktionstyp bisher im Offline-Fall nicht eingehend be-
trachtet wurde. Aber an der Relevanz dieser Betrachtungsweise habe er und seine
Mitautoren keine Zweifel.

3.4 Online Matching-Probleme

Der Begriff Matching soll innerhalb dieser Arbeit in seiner englischen Form bei-
behalten werden. Die passende Ubersetzung in der Informatik wire Paarbildung.
Einem Problem dieser Klasse liegt immer ein Graph G = (V, E) zugrunde. Er
besteht aus einer Menge von Knoten V' und einer Kantenmenge E, wobei eine
Kante zwei verschiedene Knoten verbindet, d.h. £ C V' x V. Bei Matching-Pro-
blemen sollen nun disjunkte Paare von Knoten gebildet werden, die jeweils durch
eine Kante verbunden sind. Formal heifit das, ein Matching M ist eine Teilmenge
der Kantenmenge £ (M C E), in der jeder Knoten hichstens an einer Kante aus
M beteiligt ist.

Bestimmte eingeschrinkte Modelle von Planungsproblemen lassen sich durch sol-
che Graphen modellieren, und die Berechnung eines Matchings — einer Paa-
rung zwischen Auftrigen und Zeitabschnitten von Ressourcen — stellt dann eine
Losung dar (siehe z.B. auch [ABK94, PW98]). Da die innerhalb dieser Arbeit
untersuchten Planungsprobleme in diese Klasse fallen, werden in diesem Kapi-
tel die Resultate der Studien zu Online-Varianten derartiger Matching-Probleme
vorgestellt.

3.4.1 Komplexitit der Offline-Version

Das Problem der Bestimmung von Matchings wurde intensiv untersucht. Schon
aus einem Theorem von C. Berge [Ber57] ergibt sich ein Polynomialzeit-Algo-
rithmus fiir das Matching maximaler Kardinalitdt in bipartiten Graphen. Der
Aufsatz [Edm65b] von J. Edmonds stellt das erste tiefgreifende Verstdndnis fiir
die Besonderheiten von Matching-Problemen in allgemeinen Graphen dar.

Werden die Kanten des Graphen durch Gewichte ergéinzt, so ist die Bestimmung
von Matchings mit maximaler Gewichtssumme oder von Matchings maximaler

1"Im Rahmen des Dagstuhlseminars ,, Competitive Algorithms“ vom 20. bis 25. Juni 1999.
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Kardinalitdt und minimaler Gewichtssumme interessant. Diese Probleme sind in
der Literatur der mathematischen Optimierung unter dem Begriff Assignment
bekannt.

Bis heute wurden permanent algorithmische Verbesserungen und Untersuchungen
zu effizienteren Implementierungen publiziert. Tabelle 2 gibt einen Uberblick iiber
die ersten Ergebnisse und die aktuell schnellsten Offline-Algorithmen fiir die ver-
schiedenen Graphvarianten des Matching-Problems. Die friithen Arbeiten werden
hier zitiert, weil darin Techniken entwickelt wurden, auf die Beweise innerhalb
dieser Arbeit zuriickgreifen. Auf einen historischen Abrif}, der die vielen Schritte
zur Verringerung der algorithmischen Komplexitét aufzeigt, wird in dieser Tabelle
verzichtet. Er ist z. B. in [LP86] gut aufbereitet.

Anmerkungen zu den in Tabelle 2 zitierten Quellen: Fiir ungewichtete, bipartite
Graphen ist der Algorithmus nach [ABMP91] nur dann besser als O(y/nm), falls
der Graph dicht ist (z. B. m € ©(n?)). Dem Artikel [MV80] folgten [PL88, Vaz94]
mit ausfiihrlichen Erlduterungen, effizienteren Implementierungen und der Besei-
tigung kleinerer Fehler beim Matchingalgorithmus fiir allgemeine Graphen. Fred-
man und Tarjan fiihren in [FT84] Fibonacci-Heaps ein und erhalten mit dieser
Datenstruktur das beste Resultat fiir gewichtete bipartite Graphen. Der Arbeit
von [GT89] folgt [OA92] mit einer effizienteren Implementierung bei gleicher theo-
retischer Komplexitét. Alle Algorithmen in [GT89, OA92, GT91] basieren auf der
Skalierungstechnik, wobei ganzzahlige Kantengewichte angenommen werden und
N das grofite vorkommende Gewicht beschreibt.

Graph: bipartit allgemein
g [Ber57] O(nm) [Edm65b] O(n?)
5 [HKT73] O(y/nm) [MV80] O(y/nm)
£ [ABMPYY O(n*2y/m/logn)
[Kuh55] O(n*m) [Edm65a] O(n*)
g [FT84] O(nm+n?logn) [Gab90]  O(nm + n?logn)
gf [GTS9]  O(y/nmlog(nN)) [GTI1]

O(y/n a(m,n)logn mlog(nN))

Tabelle 2: Erste Polynomialzeitalgorithmen und beste Laufzeitresultate fiir Grundvari-
anten des Matching-Problems. Es gilt n:=|V|, m:=|E|, N ist die GréB8enordnung des
maximalen Gewichtes bei ganzzahligen Kantengewichten, und a(m,n) symbolisiert die
inverse Ackermann-Funktion.

3.4.2 Online Bipartite Matching

In diesem Fall ist der zugrundeliegende Graph bipartit, d.h. G = (U U V, E),
wobei U und V disjunkte Mengen von Knoten sind und fiir die Kantenmenge
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gilt £ C U x V. Weiterhin ist auf V' eine totale Ordnung < gegeben, die das
Online-Zeitmodell definiert. In jedem Schritt ¢ werden die Kanten des néchsten
Knotens v; € V (beziiglich der Ordnung <) aufgedeckt. Ein Online-Algorith-
mus mufl dann die unwiderrufliche Entscheidung treffen, welche Kante in das
Matching M aufgenommen wird, falls dies {iberhaupt noch méglich ist.

Die erste Untersuchung dieses Modells erfolgte in [KVV90]. Dort wurde gezeigt,
daB der einfache Greedy-Algorithmus 2-competitive ist. Greedy betrachtet nach-
einander die Kanten des aktuellen Knotens v; € V und nimmt die erste dieser
Kanten in das Matching M auf, fiir die es legal ist. Auf diese Weise bestimmt
er ein maximales Matching, d.h. M kann nicht durch Hinzunahme einer weite-
ren Kante vergroflert werden. Es ist wohlbekannt, dafl ein maximales Matching
mindestens halb so viele Kanten enthalten muf}, als ein optimales Maximum-
Kardinalitits-Matching'®. Dieser Greedy-Algorithmus ist optimal, wie folgende
Gegenspielerstrategie zeigt: Zuerst wird ein Knoten v € V mit den Kanten {v, u;}
und {v, us} (u1,us € U) eingegeben. Entscheidet sich ein Online-Algorithmus fiir
{v,u1} € M, so ist die néchste Eingabe des Gegenspielers ein Knoten v € V
mit der Kante {v, u;}, anderenfalls wird {v’, uo} vom Gegenspieler erzeugt. Der
Online-Algorithmus kann nur eine Kante in das Matching M einfiigen, wihrend
die optimale Losung um zwei Kanten vergréflert wird. Dieses Spiel wird mit neu-
en Knoten, die die Rollen von v, v’,u; und u, iibernehmen, stindig wiederholt.
Damit ist die untere Schranke fiir den Competitive Ratio R = 2 gezeigt.

Der Hauptbeitrag des Aufsatzes [KVV90] liegt allerdings in der Entwicklung
und Analyse eines randomisierten Online-Algorithmus namens Ranking, fiir den
ReL(Ranking) = e/(e — 1) ~ 1.582 gilt. Dieses Ergebnis ist ebenfalls optimal
(d.h. ReL 2 e/(e —1)).

Das selbe Modell wurde in [KT91] mit Blockeingabe studiert, d.h. in jedem
Schritt werden die nichsten k£ Knoten der Eingabe aufgedeckt. Fiir £ = 1 ergibt
sich das soeben betrachtete Modell und fiir £ = n erhilt man die Offline-Variante
des Problems. Die Blockeingabe ist jedoch von wenig Nutzen, da sich die oben
ausgefiihrte Gegenspielerstrategie leicht modifizieren 148t, um fiir ¥ < n/2 die
untere Schranke von 2 aufrecht zu erhalten.

3.4.3 Gewichtetes Online Bipartite Matching

In diesem Modell erhalten die Kanten des bipartiten Graphen zusétzlich ein nicht-
negatives Gewicht, d.h. es ist eine Gewichtsfunktion w : E — IR, gegeben. Es
ist leicht zu erkennen, dafl ohne Anforderungen an die Graphenstruktur und Ein-
schrinkungen in der Gewichtsfunktion keine competitiven Online-Algorithmen
existieren kénnen, falls eine Funktion in der Gewichtssumme der Matchingkanten
zu optimieren ist. Deshalb ist in der Literatur das Modell derart eingeschrinkt

18Beweis: Alle 2-|M| Knoten eines nicht erweiterbaren Matchings M bilden ein Vertex
Cover V(C; ein minimales Vertex Cover Vi, mufl auch alle Kanten eines Maximum-
Kardinalitdts-Matchings M,p, abdecken, hat also eine Gréfle von mindestens |Mop|; es folgt
2-|M| 2 |VCrmin| 2 [Mopt| = [Mopt|/|M] < 2.
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worden, dafl der bipartite Graph vollstindig ist und die Gewichtsfunktion von
solcher Struktur, dafl der Graph einen metrischen Raum darstellt. Insbesondere
muf} dann fiir die gewichteten Wege in diesem Graphen die Dreiecksungleichung
gelten.

In [KP93] wurde fiir das Ziel ein Matching mit maximaler Gewichtssumme online
zu berechnen ein Competitive Ratio von exakt 3 festgestellt.

Gilt fiir den vollstéindigen bipartiten Graphen |U| = |V| = n, d. h. die beiden Kno-
tenpartitionen sind von identischer Kardinalitét, so existiert immer ein perfektes
Matching. Das ist ein Matching M, in dem alle Knoten V' mit Matchingkanten
inzident sind bzw. |M| = n gilt. Das Optimierungsziel kann auch in der Bestim-
mung eines perfekten Matchings mit minimaler Gewichtssumme bestehen. Fiir
diese Aufgabe wurde unabhéngig voneinander in [KP93] und [KMV94] der Com-
petitive Ratio von 2n — 1 bestimmt. In der letztgenannten Quelle wird auch das
Problem der stabilen Ehen [GS62, GI89] untersucht. Innerhalb des vollstéindigen
bipartiten Graphen sind die Préferenzen der einen Seite a priori bekannt, die der
anderen Seite wird im Online-Stil eingegeben. Der FCFS-Algorithmus'® erreicht
durchschnittlich O(nlogn) instabile Paare in seiner Losung. Fiir beliebige On-
line-Algorithmen wurde der schlimmste Fall jedoch mit Q(n?) instabilen Paaren
nachgewiesen.

3.4.4 Online b-Matching

Diese Variante des Matching-Problems in bipartiten Graphen G = (U U V, E)
la8t die Zuordnung von bis zu b Matchingkanten zu Knoten aus der a priori
bekannten Partition U zu. Die Knoten aus V werden wiederum im Online-Stil
eingegeben. Die Entscheidung eine Kante von v; € V' in das Matching M aufzu-
nehmen muf instantan nach Bekanntgabe der Kanten von v; erfolgen. Ziel ist die
Bestimmung einer groflen Anzahl von Matchingkanten.

[KP0O] untersucht dieses Problem mit einem Gegenspielermodell, welches pro
Knoten u € U nur bis zu a Matchingkanten zuordnen darf. Dieses Matching-Pro-
blem wird optimal durch den Online-Algorithmus Balance gelost. Er nimmt die
Kante des aktuellen Knotens v; in das Matching auf, welche zu einem Knoten
aus U mit minimaler Anzahl bereits bestimmter Matchingkanten adjazent ist.
Sollten schon alle Nachbarknoten von v; mit b Matchingkanten geséittigt sein, so
kann Balance keine Kante von v; in M aufnehmen. Die Analyse dieses Online-Al-
gorithmus ergibt einen Competitive Ratio von
(1+3)°

a

R(Balance) = m .

(11)
In [KPO0O] wird fiir die allgemeine untere Schranke im Competitive Ratio dieses
Matching-Problems der selbe Term bewiesen.

Der spezielle Fall fiir « = b wurde schon in [KP96] analysiert. Wird ¢ = b = 1
gesetzt, so ergibt sich der 2-competitive Greedy-Algorithmus aus [KVV90]. Fiir

19first come, first serve
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den Grenzwert von a = b gegen Unendlich ergibt sich aus Gleichung (11)

(1) e
lim T iINe 1
oo (1+41)0—1 e—1

~ 1.582 ,
womit der Competitive Ratio fiir dieses Problem auf ein Intervall eingegrenzt ist.

Das b-Matching-Problem 148t sich auch so auffassen, dafl die Knotenpartition U
eine Ressourcemenge darstellt und V' eine Menge von Auftrigen. Es handelt sich
dabei um eine spezielle Form des Lastbalancierungsproblems mit permanenten
Auftragen und Beschrinkung der Maximallast. So stellt es eine Verbindung zu
Lastbalancierungsproblemen mit Einheitsauftridgen und beschrénkter Zuordnung
her. Werden nun Kantengewichte eingefiihrt und wird die Begrenzung von b, der
Anzahl Matchingkanten eines Ressourceknotens, fallen gelassen, so ergibt sich
das Lastbalancierungsmodell aus [ANR95], welches schon auf Seite 48 diskutiert
wurde.

3.4.5 Online Perfektes Matching

In diesem Modell ist ein bipartiter Graph G = (U U V, E) gegeben, und die
a priori bekannte, fixierte Partition U wird als Menge von Ressourcen interpre-
tiert. Sobald ein Knoten v; € V' aufgedeckt wird, muf} er mit einem Knoten aus U
verbunden werden. Es ist also die Invariante eines perfekten Matchings beziiglich
der Partition V' zu erhalten. Um v; mit einem Knoten u € U zu verbinden, kann es
notwendig werden friihere Knoten aus V den Ressourcen U neu zuzuordnen.?’ Die
Anzahl solcher Neuzuordnungen ist gering zu halten, und die |V| = n Zuordnun-
gen einer optimalen Offline-Losung wird mit der von einem Online-Algorithmus
benétigten Zuordnungsanzahl verglichen.

In [GKKV95] wird eine Greedy-Strategie vorgeschlagen, die in jedem Online-
Schritt eine Teillésung bestimmt, in der die Anzahl der Neuzuordnungen mi-
nimiert wird.?! Dieser Online-Algorithmus ist O(logn)-competitive und die all-
gemeine untere Schranke fiir dieses Modell wird mit R € Q(logn) bestimmt.

3.4.6 Das Online-Problem der Zimmerpartner

Das Problem der Zimmerpartner (Roommates-Problem) ist ein Matching-Pro-
blem in allgemeinen Graphen. Die Online-Formulierung stammt aus [BR93] und
wird wie folgt interpretiert: Gegeben sei ein Konferenzhotel, welches nur aus Dop-
pelzimmern besteht. Die Géste der Konferenz treffen nacheinander ein und brin-
gen eine Liste mit, in der sie mogliche Zimmerpartner benennen. Es wird an-
genommen, dafl diese Listen symmetrisch sind, d.h. wenn Person A bereit ist
sich ein Zimmer mit Person B zu teilen, so gilt das auch umgekehrt. Die Géste
kénnen dann als Knoten eines ungerichteten Graphen modelliert werden, und die

20D. h. das Matching wird durch einen erweiternden Weg vergroflert.
21Es wird also ein kiirzester, erweiternder Weg berechnet.
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Paare, die bereit sind sich ein Zimmer zu teilen, sind im Graphen durch eine
Kante verbunden. Es wird auch die Variante eines gewichteten Graphen vorge-
stellt. Dann entsprechen die Kantengewichte einem ,,Zufriedenheitswert* mit dem
Zimmerpartner oder einer Prioritét.

Nachdem ein Gast im Hotel angekommen ist, mufl ihm der Hotelmanager so-
fort ein Zimmer zuweisen. Das Ziel des Managers besteht aus wirtschaftlichen
Griinden darin, moglichst wenige Zimmer zu belegen, d.h. ein Matching grofit-
moglicher Kardinalitdt zu finden. Im Falle der priorisierten Partnerlisten — also
des gewichteten Graphen — mdchte der Manager die totale Zufriedenheit maxi-
mieren, d. h. ein Matching mit maximaler Gewichtssumme bestimmen.

In der graphentheoretischen Betrachtung tritt im Online-Fall folgende Besonder-
heit auf: Bei der Eingabe des Knotens v; € V im i-ten Schritt werden alle seine
Nachbarknoten bekannt. Eine Zuordnung ist in diesem Moment jedoch nur zu den
schon aufgedeckten Knoten v; mit j < ¢ moglich. Sollte der Knoten v; nicht im
Schritt ¢ in das Matching aufgenommen werden, so ergibt sich spéter u. U. noch-
mals diese Moglichkeit, und zwar bei jedem Nachbarknoten, der nach Eingabe
von v; aufgedeckt wird. Eine kanonische Interpretation im Sinne von Ressourcen
und Auftrigen, wie in bipartiten Graphen moglich, scheitert in diesem Modell,
da im Schritt ¢ der Knoten v; die Rolle eines Auftrages hat und im Falle des
Nichtzuordnens spéiter die Rolle einer Ressource einnimmt.

In [BR93] werden fiir beide Varianten des gewichteten und ungewichteten On-
line-Problems der Zimmerpartner untere Schranken fiir den Competitive Ratio
bestimmt und obere Schranken durch Analysen von Online-Algorithmen angege-
ben. Im ungewichteten Fall kann der Competitive Ratio auf exakt 1.5 festgelegt
werden. Fiir die gewichtete Variante bleibt eine Liicke, da die allgemeingiiltige un-
tere Schranke im Competitive Ratio mit 3 bestimmt und ein Online-Algorithmus
als 4-competitive nachgewiesen wird.



4 Die Modelle

Ubersicht: Dieses Kapitel ist den formalen Definitionen und Modellbeschrei-
bungen gewidmet. Im ersten Teil werden Basiskonzepte, wie Graphen und eini-
ge ihrer Eigenschaften, wiederholt. Daneben wird das erste, sehr grundlegende
Online-Modell eingefiihrt sowie eine graphische Notation. Sie unterstiitzt in den
spiateren Kapiteln die Argumentation innerhalb der Beweise.

Danach werden verschiedene konzeptionelle Erweiterungen des ersten Modells
eingefiihrt, motiviert und als Generalisierung oder Spezialisierung charakterisiert.
Ein weiteres Unterkapitel beschéftigt sich mit einem Vergleich dieser neu formu-
lierten und aus der Literatur bekannten Modellen. Dabei werden besonders Un-
terschiede herausgearbeitet, aber es werden auch Fille aufgefiihrt, in denen sich
Modelle aus der Literatur als Generalisierungen der in dieser Arbeit betrachteten
Probleme herausstellen.

64
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4.1 Das grundlegende Modell

Bevor nun die Modelle vorgestellt werden, die der Untersuchungsgegenstand der
weiteren Arbeit sind, sollen im ersten Teilkapitel einige Definitionen wiederholt
und Notationen geklidrt und eingefiihrt werden.

4.1.1 Einige Notationen und graphentheoretische Definitionen

Innerhalb dieser Abhandlung wird vorausgesetzt, dafl der Leser mit den Grund-
konzepten der theoretischen Informatik und der Graphentheorie vertraut ist. Da
jedoch einige Begriffe hiufig in leicht unterschiedlichen Bedeutungen verwandt
werden, sollen die folgenden formalen Definitionen Unklarheiten beseitigen. Zu-
dem werden einige Notationen eingefiihrt, die spiter exzessiv benutzt werden.
Definition 12: (Gewichteter Graph)

G = (V, E,w) heifit gewichteter Graph genau dann, wenn gilt:

V' ist eine endliche Menge von Knoten,
E C {{u,v} | u,v €V A u+#wv} ist eine Menge von Kanten, und

w: E — IRy ist eine Gewichtsfunktion.

Falls die Einheitsgewichtsfunktion w : FE — 1 benutzt wird, so entsteht ein
ungewichteter Graph G = (V, E). Dabei wird die Gewichtsfunktion w aus der
Notation entfernt. Diese Transformation von einem gewichteten zu einem unge-
wichteten Graphen iibertragt sich auch auf die niichsten Definitionen von Graphen
und Matchings.

Bipartite Graphen bestehen aus zwei disjunkten Knotenmengen, die innerhalb
der Mengen keine Kanten besitzen:

Definition 13: (Bipartiter gewichteter Graph)

G = (UUV,E,w) heit bipartiter gewichteter Graph genau dann, wenn gilt:

U und V sind endliche Menge von Knoten,
EcCc {{u,v}|ueU A veV} ist eine Menge von Kanten, und

w: E — IRy ist eine Gewichtsfunktion.

Definition 14: (Knoteninduzierter Teilgraph)
Sei G = (V, E,w) ein gewichteter Graph und Vs C V. Dann ist
G|

Ve (Vs, {{u, v} u,v € Vs, {u, v} € E}, w)

der durch die Knotenmenge Vs induzierte Teilgraph von G.
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Definition 15: (Matching)
Sei G = (V, E,w) ein gewichteter Graph. M heifst Matching in G genau dann,
wenn gilt:

M C E und

{u,v}eM = PzecV:{uzleMAz#v.

Definition 16: (Gewicht eines Matchings, |M|)
Sei G = (V, E,w) ein gewichteter Graph und sei M ein Matching in G.

M| = ) w({u,v})

{uw}eM

heifit Gewicht des Matchings M.

Es ist offensichtlich, dafl |M| die Anzahl der Kanten in M z#hlt, wenn diese
Definition auf einen ungewichteten Graphen angewandt wird. In einem solchen
Fall wird auch von der Kardinalitit oder Gréfie des Matchings M gesprochen.
Ist ein Matching M in einem Graphen G gegeben, so werden freie und gebunde-
ne Knoten unterschieden. Ein Knoten v ist frei, falls er nicht inzident zu einer
Matchingkante aus M ist. Anderenfalls ist der Knoten v ein Endknoten einer ein-
deutigen Matchingkante und wird als gebunden bezeichnet. Um diese Zugehorig-
keit eines Knotens v zu einer Kante im Matching M auszudriicken, wird folgende
Kurzschreibweise eingefiihrt:

Definition 17: (Notation: € )
Sei G = (V, E,w) ein Graph und sei M C E ein Matching. Fiir jedes v € V' gilt:

v€M &= FueV: {v,uleM und
v@gM = PueV: {vuyeM .

Definition 18: (Maximum-gewichtetes Matching, M(G))

Sei G = (V, E,w) ein gewichteter Graph. Dann bezeichnet M(G) ein mazimum-
gewichtetes Matching:

M(G) € {M|3M: |M|<|M| A M,M sind Matchings in G} .

Mit dieser Definition wird M(G) nicht eindeutig angegeben, da in G mehrere
Matchings mit der Extremal-Charakteristik existieren konnen. Wichtig ist jedoch
diese spezielle Eigenschaft, die betont werden soll. Bei der spiteren Anwendung
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der Notation M(G) wird typischerweise ein beliebiges, aber festes Matching aus
dieser Menge verstanden.

Definition 19: (Symmetrische Differenz, @)

Seien A und B zwei Mengen. Dann bezeichnet A® B die symmetrische Differenz:

A®B = (AUB)\(ANB) = (A\B)U(B\A) .

Definition 20: (alternierender Weg)

Sei G = (V, E,w) ein gewichteter Graph und M ein Matching in G. Ein Weg
P = (v1,v,...,v,) mit v; € V heifit alternierender Weg in M genau dann,
wenn die aufeinanderfolgenden Kanten {v1, v2}, {ve, v3}, ..., {vp_1,v,} tim Weg P
abwechselnd dem Matching M angehdren und nicht angehdren.

Es wechseln sich also entlang des Weges P die Matchingkanten und Nichtmat-
chingkanten ab.

Definition 21: (erweiternder Weg)

Sei G = (V, E) ein ungewichteter Graph und P = (v1,vs, ... ,vy) ein alternieren-
der Weg im Matching M von G. P heifit erweiternder Weg in M genau dann,
wenn die beiden Endknoten vy und v, freie Knoten in M sind (vi,v, € M ).

Ein erweiternder Weg P kann benutzt werden, um ein vorhandenes Matching M
um eine Kante zu vergroflern. Da beide Endknoten des Weges frei sind, kénnen auf
dem Weg P alle Nichtmatchingkanten in das Matching M aufgenommen werden
und dafiir werden alle originalen Matchingkanten des Weges P aus M entfernt.
Da die Kantenanzahl in P ungerade ist, und er eine Nichtmatchingkante mehr
als Matchingkanten besitzt, so wird durch diese Operation die Kardinalitéit des
Matchings um Eins erhoht.

Sei M ein beliebiges Matching in G und M(G) ein Matching maximaler Kardina-
litdt im selben Graphen G. Die symmetrische Differenz M & M (G) beschreibt eine
Kantenmenge in G, die aus alternierenden Wegen oder Kreisen in G beziiglich
der Matchings M und M (G) besteht. Die Kreise besitzen gerade Linge und zei-
gen ebenso wie die Wege gerader Lange nur strukturelle Unterschiede zwischen
M und M(G) auf. Die Wege ungerader Linge in M & M(G) sind jedoch erwei-
ternde Wege in M, und die Erweiterung dieser disjunkten Wege transformiert M
in ein Matching maximaler Kardinalitdt. Der formale Beweis, dal ein Matching
in einem ungewichteten Graphen genau dann und nur dann von maximaler Kar-
dinalitét ist, wenn keine erweiternden Wege existieren, wurde bereits in [Ber57]
gefiihrt. Da in bipartiten Graphen keine Kreise ungerader Linge existieren, fiihrt
dieses Theorem zu einem ersten effizienten Algorithmus, der in bipartiten Gra-
phen Matchings maximaler Kardinalitdt bestimmt. Fiir allgemeine ungewichtete
Graphen wurde dieses Problem erst in [Edm65b] gelost. Letztere Arbeit sei zum
vertiefenden Nachlesen der oben dargestellten Sachverhalte empfohlen.
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Die Definition eines erweiternden Weges in einem gewichteten Graphen ist etwas
komplizierter. Die Grundlage bildet ebenfalls ein alternierender Weg. Die Endkno-
ten miissen dabei nicht frei sein, aber bei einem gebundenen Endknoten muf} die
inzidente Matchingkante Teil des Weges sein. Ein so beschriebener alternierender
Weg ist dann ein erweiternder Weg, wenn die Gewichtssumme seiner Nichtmat-
chingkanten grofler ist als die Summe der Gewichte der Matchingkanten dieses
Weges. Dann kann ebenfalls durch das Austauschen der Matching- und Nicht-
matchingeigenschaft der Kanten des Weges eine Vergroflerung des Gewichtes des
Matchings erreicht werden.

Eine Konsequenz dieser Definition besteht darin, dafi ein erweiternder Weg in
einem gewichteten Graphen auch eine gerade Anzahl von Kanten besitzen kann
bzw. dafl bei der Erweiterung des Weges die Anzahl der Kanten im Matching
konstant, bleiben oder um Eins zu-, aber auch abnehmen kann.

4.1.2 Das Online-Request-Server-Matching-Problem

Der Name Online-Request-Server-Matching-Problem oder verkiirzt ORSM-Pro-
blem, ergibt sich aus der Motivation und Interpretation des Modells. Dem sehr
abstrakten Modell selbst liegt ein ungewichteter bipartiter Graph G = (RU S, E)
zugrunde. Auf beiden Knotenmengen R und S ist jeweils eine totale Ordnung <
gegeben. Fiir die Knoten werden die Bezeichner ry,79,73,... und s1, So, s3, . ..
benutzt, wobei r; € R, s; € S, 1,5 € IN gilt, und die Indizes die Stellung der
Knoten innerhalb der Ordnung < angeben. Diese totale Ordnung stellt ein dis-
kretes Zeitmodell dar. Die Knoten der Menge S sollten als eine Ressource, Server
genannt, interpretiert werden. Diese Ressource steht in jedem Zeitschritt ¢ fiir
eine Bearbeitungseinheit zur Verfiigung. Der Knoten s; bildet diese Tatsache ab.
Die Knotenmenge R wird am besten als eine Menge von Auftrigen, hier Requests
genannt, aufgefafit. Pro Zeitschritt ¢ kann ein Auftrag r; auftreten, der den Res-
sourcebedarf nach einer Bearbeitungseinheit hat. Eine Kante {r;, s;} bedeutet,
daf8 der Auftrag r; von der Ressource zum Zeitpunkt j — also mittels s; — be-
arbeitet werden kann. Damit stellen die zu einem Requestknoten r; benachbarte
Serverknoten {s; | s; € S,{r;,s;} € E} die Menge aller Zeitpunkte dar, zu denen
der Auftrag bearbeitet werden kann. Die vollstindige Kantenmenge £ C R x S
unterliegt der Einschrankung

{’I'i,Sj}EE = Zé] . (12)

Das bedeutet nichts anderes, als dafl ein Request keinen Servicezeitpunkt spezi-
fizieren darf, der vor seinem eigenen Auftreten liegt. Dies wiirde fiir eine Anwen-
dung auch keinen Sinn machen und Online-Algorithmen mit einem beschréinkten
Competitive Ratio kénnten nicht mehr existieren. Es ist zu beachten, daf diese
Definition der Kantenmenge nicht die Spezifikation eines geschlossenen Zeitinter-
valls fiir die Bearbeitung eines Requests fordert. Ebenso muf3 der Zeitpunkt 7 eines
Requestknotens 7; nicht als Servicezeitpunkt zuléssig sein, d. h. die Kante {r;, s;}
muf} nicht existieren. Wiirden solche Forderungen gestellt, so ergiben sich sehr
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einfache Modelle mit trivialen, optimalen Losungsalgorithmen. Die Einfiihrung
dieser allgemeineren und vielleicht unmotiviert anmutenden Definition der Kan-
tenmenge hat den folgenden Grund. Dieses Modell stellt eine Vorstufe zu kom-
plexeren Modellen dar, wie sie in Kapitel 4.3 definiert werden. Die fiir das ORSM-
Problem entwickelten algorithmischen Ideen und Analyseergebnisse kénnen dann
iibertragen werden.

Es ergibt sich nun ein Planungsproblem, welches zum Ziel hat mdglichst viele
der Requests zu bearbeiten. Jedes Matching M in dem bipartiten Graphen stellt
einen giiltigen Bearbeitungsplan dar, da jede Matchingkante {r;,s;} € M den
Auftrag r; dem Zeitpunkt j der Serverressource eindeutig zuordnet. Das Ma-
ximierungsziel des Planungsproblems ist dann identisch mit dem Problem der
Bestimmung eines Matchings maximaler Kardinalitit.

Nach der Beschreibung der Modellstruktur mufl nun die Frage geklart werden, wie
sich das System im Online-Fall verhilt. Zum Startzeitpunkt ist die vollstindige
Knotenpartition S bekannt. In jedem Zeitschritt ¢ wird der néichste Knoten r;
der Requestpartition einschliefilich seiner Kanten aufgedeckt. Dieser Knoten war
vorher unbekannt.?? Tritt keine neue Anfrage auf, so bleibt r; isoliert.

Nach der Eingabe von r; hat ein Online-Algorithmus zu entscheiden, welcher
Auftrag 7, im Schritt 7 mit der Ressource bearbeitet wird. Dabei mufi gelten:
{rg,s;} € E und ry ¢ M,_,, dem bis Schritt i — 1 bestimmten Matching. Das
heifit s; kann zusammen mit einer inzidenten Kante unwiderruflich in das Mat-
ching M der Losung aufgenommen werden oder es gilt s; ¢ M. Durch die Re-
striktion (12) ist auBlerdem sichergestellt, dafl zu diesem Entscheidungszeitpunkt
alle zu s; inzidenten Kanten offengelegt sind.

Nach der Entscheidung, ob und wie der Knoten s; in das Matching M aufgenom-
men wird, schreitet das Zeitmodell einen Schritt fort und es erfolgt die Eingabe
des Requestknotens 7;41.

4.1.3 Die graphische Notation

Zur Illustration der Graphen und Matchings wird eine bildhafte Darstellung be-
nutzt. Sie ist vollig dquivalent zur mengentheoretischen Reprisentation. Die Kno-
ten der beiden Mengen R und S werden durch kleine Kreise 0 bzw. Kreisschei-
ben @ dargestellt. Die Kreise stehen fiir Knoten der Requestpartition R, und die
Kreisscheiben reprasentieren die Ressource S. Falls erforderlich, werden zusétzlich
die Bezeichner an die Knoten geschrieben.

Soll das Bild eine Instanz des ORSM-Problems beschreiben, so werden die Knoten
der Requestpartition, geméaf ihrer Ordnung, in dquidistanten Absténden von links
nach rechts horizontal aufgetragen. Die Knoten der Serverpartition werden in
gleicher Weise in einigem Abstand darunter angeordnet, und zwar so, dafl Knoten
mit identischem Zeitindex iibereinander stehen:

22Es ist zwar offensichtlich, daf§ pro Zeitschritt 4 ein Knoten r; aus R existiert, die Menge seiner
inzidenten Kanten sind jedoch vor Schritt ¢ unbekannt. Zur Vereinfachung der Darstellung soll
deshalb die Interpretation der Eingabe von Requestknoten beibehalten werden.
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Die Kanten werden als Linien zwischen zwei Knoten dargestellt. Da der Graph
bipartit ist, hat eine Linie immer einen Kreis und eine Kreisscheibe als Endpunkt:

o—e

Um Kanten eines Matchings auszuzeichnen, werden sie als Doppellinie symboli-
siert:
[o— ]

Falls eine Kante nicht mehr als Matchingkante ausgewihlt werden darf, da sonst
die Matchingbedingung verletzt wiirde oder der inzidente Serverknoten einen ab-
gelaufenen Zeitindex besitzt, so wird sie gestrichelt dargestellt:

4.2 Die Modellerweiterung mit Gewichten

Das Hinzufiigen einer Gewichtsfunktion w : E — R, zum bipartiten Graphen G
des ORSM-Problems fiihrt zu einer Generalisierung des Modells. Es wird gewich-
tetes Online-Request-Server-Matching Problem genannt und mit wORSM-Pro-
blem abgekiirzt. Nun besteht das Ziel eines Online-Algorithmus nicht mehr in
der Maximierung der Kardinalitdt des berechneten Matchings, sondern in der
Maximierung seines Gesamtgewichtes |M|.

Die Gewichtsfunktion w kann als Auftragsprioritit aufgefafit werden oder das
Kantengewicht w({r;, s;}) wird als verdienter Gewinn fiir den Fall der Aufnahme
der Kante {r;, s;} in das Matching M betrachtet.

Innerhalb der graphischen Notation werden die Kantengewichte, falls erforderlich,
an die Linien der Kanten geschrieben.

4.3 Modellvarianten mit Restriktionen

Die sehr einfache Struktur des ORSM-Problems kann mit zuséitzlichen Konzep-
ten angereichert werden, um somit realitdtsndhere und fiir Anwendungen interes-
santere Modelle zu erhalten. Diese Modellerweiterungen umfassen Anfragen, die
je ein Zeitintervall fiir die Bearbeitung spezifizieren, Vorschau fiir den Online-
Algorithmus, die Eingabe der Requestknoten in Blocken und zwei strukturelle
Beschriankungen der Kantenmenge: Pro gestellter Anfrage wird eine identische
Anzahl von Servicezeitpunkten spezifiziert sowie eine a priori Beschriankung der
Zeitspanne zwischen einer Anfrage und ihrem letzten zuléssigen Servicezeitpunkt.
AuBerdem lassen sich einzelne dieser Basiskonzepte in einem Modell kombinieren.
Wie sich herausstellt konnen all diese Ideen durch das ORSM-Modell mit zusétz-
lichen Beschrinkungen in der Kantenmenge abgebildet werden. Daraus folgt,
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daBl ein Online-Algorithmus iiber mehr Wissen in der Problemstruktur verfiigt
und dieses ausnutzen kann. Da diese Modellvarianten echte Spezialisierungen des
ORSM-Ausgangsproblems sind, lassen sich einige Resultate der ORSM-Analyse
iibertragen.

Im folgenden werden die einzelnen Konzepte erldutert und ihre Darstellung als
ORSM-Modell mit zusétzlichen Restriktionen an die Kantenmenge aufgezeigt.

4.3.1 Das Modell mit Intervalleingaben

In dieser Version des ORSM-Problems darf jeder Request r; nur ein Zeitintervall
[t;, d;] angeben. Es gilt dabei i < ¢; < d;, t;,d; € IN. Zu jedem Zeitpunkt innerhalb
des Intervalls wird die Bearbeitung des Auftrages r; akzeptiert, d.h. die Menge
der zu r; adjazenten Serverknoten ist {s; | ; < j < d,}. Natiirlich kénnen auch in
dieser Modellvariante isolierte Requestknoten r; existieren, wenn zum Zeitpunkt ¢
keine Anfrage gestellt wird.

Die Definition dieses Modells mit Intervalleingabe ist ein direkter Spezialfall des
ORSM-Problems.

4.3.2 Das Modell mit Vorschau

Die Abwandlung eines Online-Problems zu einem Problem mit ¢-Vorschau wurde
schon in Kapitel 2.5.2 vorgestellt. Auch fiir das ORSM-Problem ist diese Variation
einfach zu iibertragen. Dabei sind zum Zeitpunkt 7, an dem iiber die Benutzung
des Serverknotens s; entschieden wird, schon alle Requestknoten bis einschliellich
r;+e aufgedeckt.

Um dieses zusétzliche Wissen im Standard-ORSM-Modell abzubilden, geniigt es
die Knoten der Requestpartition um ¢ Zeitschritte vorzuziehen. Diese Ansicht ist
identisch zu einer Erhéhung der Indizes der Serverknoten um /. Es gibt dann keine
Kante {r;, s;} mit j—¢ < £. Ergo ist das ORSM-Modell mit ¢-Vorschau dquivalent
zu dem ORSM-Problem mit der Einschrénkung {r;,s;} € E = i+{ < j.

4.3.3 Das Modell mit Blockeingabe

Auch das Konzept von Blockeingabe (siehe dazu das Beispiel am Ende des Kapi-
tels 3.4.2) laBt sich auf das ORSM-Problem iibertragen. Dabei werden in jedem
Zeitschritt ¢ die néchsten b (b € IN, b 2 2) Auftréige (rip41,. .- ,7(i+1)) €ingegeben
und es wird iiber die Nutzung der nichsten b Serverknoten (sipi1,.-. ,S@+1))
entschieden. Somit wird die totale Ordnung auf R und S aufgehoben und in eine
spezielle, partielle Ordnung transformiert. Diese Variante des Modells kann auch
als ein ORSM-Modell mit b parallelen Serverressourcen oder einer Ressource mit
Bearbeitungskapazitidt von b Einheiten pro Zeitschritt aufgefalt werden.

Eine Modellierung dieser verbesserten Informationsbasis ist durch das ORSM-
Problem wie folgt moglich. Die Indizes der totalen Ordnung auf R und S werden
in durchnumerierte Blocke der Linge b aufgeteilt, d. h. Block 7 beinhaltet die In-
dizes jb+1,...,(j+1)b. Die b Requestknoten des Zeitschrittes ¢ werden durch die
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Requests des Blockes 27 — 1 dargestellt und die Serverknoten des selben Schrit-
tes durch die Serverknoten des Blockes 2i. Es existieren dann nur noch Kanten
zwischen Requestknoten aus ungeraden Blocken zu Serverknoten aus geraden
Blocknummern.

Mit dieser Restriktion der Kantenmenge ist wiederum eine dquivalente Formu-
lierung des ORSM-Modells mit Blockeingabe durch das Basismodell des ORSM-
Problems gelungen.

4.3.4 Das Modell mit konstantem Requestknotengrad

In dieser Modellvariante wird verlangt, dal ein Requestknoten r; entweder ge-
nau g (g9 € N, g = 2) Kanten zu Serverknoten besitzt oder r; isoliert ist. Damit
wird eine Begrenzung von moglichen Servicezeitpunkten der Auftrige abgebil-
det. Wie sich jedoch herausgestellt hat, ist eine blofle Beschrinkung des Request-
knotengrades nicht sinnvoll, da die Gegenspielerstrategien zum Aufbau extremer
Uberlastpunkte immer wieder von Requests mit kleinem Knotengrad Gebrauch
machen.

Diese Definition impliziert, dafl das Modell mit konstantem Requestknotengrad
ein Spezialfall des ORSM-Problems ist.

4.3.5 Das Modell mit begrenzter Kantenlinge

Dieses Modell stellt ein erster Schritt in Richtung eines Planungsproblems mit
Realzeitanforderungen dar. Ein Auftrag r; mufl alle akzeptierten Servicezeit-
punkte innerhalb des Zeitfensters [i, 7 + d] spezifizieren. So besitzt jeder Auftrag
von vorn herein einen individuellen spiitesten Fertigstellungszeitpunkt (Deadline)
von d (d € IN,d = 2). Diese Eigenschaft des Gesamtsystems ist dem Online-
Planungsalgorithmus bekannt.

Formal 148t sich diese Variante des ORSM-Problems mit der Restriktion der Kan-
tenmenge: {r;,s;} € E = j < i+ d beschreiben.

Fiir die Parameterwahl b = 1 ergibt sich das ORSM-Basismodell. Bei ¢ = 1
oder d = 1 ergibt sich ein ORSM-Modell mit Intervalleingabe, da durch diese
Beschrinkungen eine Anfrage keine zwei getrennten Zeitintervalle fiir ihre Bear-
beitung konstruieren kann. Deshalb wurden diese Werte fiir die Parameter schon
bei der Modelldefinition ausgeschlossen.

4.3.6 Kombinationen der zusitzlichen Konzepte und das Zugriffspro-
blem in einem parallelen Realzeit-Datenserver (DAP)

Die bisher definierten Einzelkonzepte kénnen auch zu weiteren Modellvarianten
kombiniert werden. Es ist jedoch vorteilhaft, diese Ideen zuerst allein zu untersu-
chen und danach schrittweise verschiedene Kombinationen zu betrachten.

Mehrere der oben definierten Konzepte finden sich in dem folgenden komple-
xeren Planungsproblem wieder. Es ist in der Literatur [MBLR97] unter dem
Namen Data-Access-Problem (bzw. DAP als Kurzschreibweise) eingefiihrt wor-
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den und stellt ein abstraktes Zugriffsproblem in einem Datenserver mit paralle-
len Ressourcen und Realzeitanforderungen dar. In einem solchen System seien
m Speicherressourcen gegeben und wiederum ein diskretes Zeitmodell. Da jede
Speicherressource pro Zeitschritt ein Datenpaket in Einheitsgrofle ausliefern kann,
werden die Ressourcen mit S := {s;,; | j € {1,...,m},i € IN} beschrieben. Das
Element s;; représentiert dabei die Ressource j zum Zeitpunkt 4.

Innerhalb des Datenservers seien kontinuierliche Medienstrome (z. B. Videos) ab-
gespeichert, die in Echtzeit an Konsumenten ausgeliefert werden sollen. Dazu
ist die grofle Datenmenge eines Medienstromes in Pakete etwa gleicher Grofle
aufgeteilt. Um Konflikte beim Ressourcezugriff und damit einhergehende lokale
Uberlastungen zu verringern, wird jedes Datenpaket in ¢ Kopien (¢ € N, ¢ > 2)
auf ¢ verschiedene Speicherressourcen abgelegt. Die Wirksamkeit dieser Mafinah-
me wurde in anderen Modellen mehrfach gezeigt (siehe z. B. [ABKU99]). Es sollen
im DAP keine Annahmen gemacht werden, nach welchen Regeln die Datenpakete
und ihre Kopien den Speicherressourcen zugeordnet werden.

Ein Konsument, welcher einen Medienstrom empfangen moéchte, bendtigt in re-
gelmifBigen Zeitabstdnden das nichste Datenpaket. Daraus ergibt sich eine Ab-
folge von Anfragen nach Paketen. Fiir das DAP gilt, daf} pro Zeitschritt maximal
ein Paket benotigt wird. Fiir die korrekte Wiedergabe des kontinuierlichen Me-
dienstromes unterliegt die Paketlieferung Echtzeitbedingungen. Motiviert durch
die Existenz von Puffern, geniigt es ein zum Zeitpunkt 2 bestelltes Paket erst zum
Zeitpunkt ¢ + d — 1 auszuliefern. Dabei stellt d (d € IN) den zweiten wichtigen
Modellparameter dar. Innerhalb der d Zeitschritte des Intervalls [7,7+ d — 1] wird
das Paket entgegengenommen. Danach ist es zu spit und wertlos, d.h. es muf}
auch nicht mehr ausgeliefert werden.

Die derzeit eingesetzten komprimierenden Datenformate fiir Medienstréome (z. B.
MPEG fiir Videodaten) verfiigen zwar nicht iiber redundante Speicherung, um ein
Ausbleiben einiger Datenanteile zu kompensieren, aber ein Fehlen eines kleinen
Teiles der Daten scheint nur kleine und akzeptable Storungen auszuldsen.

Da beim Konsumenten die Moglichkeit der Interaktion, d.h. des Unterbrechens
und Springens im Medienstrom gegeben werden soll, ist nicht bekannt, welche
Teile des Datenstromes demniéichst angefordert werden. Um die Gesamtbandbreite
des Systems nicht zu iiberlasten, wird die Anzahl der gleichzeitig zugelassenen
Konsumenten auf m begrenzt.

Fiir das abstrakte Modell des DAP ergibt sich damit auf der Seite der Auftréige
das folgende Bild. Pro Zeitschritt  werden bis zu m Auftrége r;; an das Sy-
stem gestellt. Diese bilden die Menge R = {r;; | j € {1,...,m},i € IN}.
Jeder Auftrag r;; spezifiziert ¢ Speicherressourcen S;;;, in denen das bendtigte
Datenpaket abgelegt ist. Es gilt S,,; € {a | a € p({1,...,m}) A |a| = c}, wo-
bei p(A) die Potenzmenge der Menge A bezeichnet und S, ; die ¢ verschiedenen
Indizes der Speicherressourcen beinhaltet, in denen das gewiinschte Datenpaket
enthalten ist. Das von r;; angeforderte Datenpaket soll innerhalb des Zeitin-
tervalls [i,7 + d — 1] ausgeliefert werden. Diese Aufgabe kann somit durch die
Ressourcen {s,, |p € S;;,,q € {i,... i +d— 1}} erfiillt werden.
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Es ergibt sich wieder ein Modell, welches als bipartiter Graph G = (R U S, E)
dargestellt werden kann. Dabei sind die Mengen R und S wie oben definiert und
die Kantenmenge F wird unter Zuhilfenahme der Speicherstellen S, ; gebildet:
E = {{rjispqe} | rii€R,je{l,... ,m},i €N,
Spq €S0 €Sy q€ i, .. i+d—1}} .

Die Skizze 1 soll diese Situation verdeutlichen, wobei nur das ,,Kantenbiischel“
einer Anfrage r;; eingezeichnet ist.
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Skizze 1: Visualisierung der Struktur des DAP als bipartiter Graph; die Mengen S
und R sind zweidimensional ausgelegt und das diskrete Zeitmodell verlduft von oben
nach unten; beispielhaft ist fiir die Parameter ¢ = 3 und d = 5 die Kantenmenge der
Anfrage r3¢ mit S, s = {1,2,m} eingezeichnet.

Auch fiir dieses Modell definiert jedes Matching in dem bipartiten Graphen G
einen giiltigen Bearbeitungsplan. Da so viele Datenpakete wie moglich ausge-
liefert werden sollen, ist das Optimierungsziel die Bestimmung eines Matchings
maximaler Kardinalitdt. Fiir den im folgenden beschriebenen Online-Fall wird
dann untersucht, wie gut dieses Ziel bei ungiinstigsten Eingabestrukturen erreicht
werden kann.

Das DAP in einer Online-Umgebung wird durch eine Menge von Ereignissen und
ihre Abfolge definiert. Zu Beginn des Zeitschrittes 7 werden alle Anfragen r;; mit
j € {1,...,m} als Eingabe offengelegt. Alle Anfragen r;; mit ¢ < ¢ bleiben
unbekannt. Ein Online-Algorithmus mufl dann iiber die Verwendung der Res-
sourcen s;;, j € {1,...,m} entscheiden. Diese Teillosung wird dem globalen
Online-Matching unwiderruflich hinzugefiigt und der néchste Zeitschritt beginnt.
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Auch das DAP ist ein Spezialfall des ORSM-Modells. Um diese Tatsache zu sehen,
wird die zweidimensionalen Anfrage- bzw. Ressourcemengen in je eine Sequenz
iiberfiihrt, um so die Ordnung innerhalb des ORSM-Modells zu definieren. Dazu
werden die Elemente r;; lexikographisch nach 707, also dem priméren Schliissel ¢
und dem sekundéren Schliissel 7, sortiert. Das gleiche geschieht mit der Ressour-
cemenge S = {s;; | j € {1,...,m},i € IN} um die totale Ordnung < des ORSM-
Modells herzustellen. Nach dieser Transformation wird auch der Einsatz anderer
oben genannter Konzepte deutlich. Die Eingabe von m Anfragen pro Zeitschritt
entspricht einer Blockeingabe mit Blockgrofle m. Da jede Anfrage durch genau
c-d Ressourcen bearbeitet werden kann, ist das Konzept des konstanten Request-
knotengrades implementiert. Durch den Parameter d wird auch die Kantenlénge
begrenzt. Das Konzept der Intervalleingaben ist in Teilen wiederzuerkennen, denn
jede Anfrage r;; kann im gesamten Zeitintervall [¢,7 + d — 1] bearbeitet werden.
In der auf das ORSM-Modell transformierten Version entsteht jedoch statt einem
Intervall ein Muster, welches sich d-mal im Abstand m wiederholt. Natiirlich ist
die Kantenstruktur des DAP mit diesen Konzepten nicht vollstindig beschrieben.
Das in [MBLR97] eingefiihrte Modell besitzt einen weiteren Parameter b (b € IN),
der die Bandweite der Ressourcen angibt. Jede Ressource aus S kann dort b
Datenpakete pro Zeitschritt ausliefern und es werden bis zu bm Konsumenten zu-
gelassen. Eine Modellvariante mit b > 1 kann durch Erh6hung des Parameters m
mit dem hier definierten DAP simuliert werden. Auf Grund von mehr a priori
Wissen iiber die Systemstruktur bzw. geringeren Abhéingigkeiten im Datenserver
kénnten sich die Resultate etwas verbessern. Da sich jedoch die Prinzipien der
Problemstellung, der Online-Algorithmen und ihrer Analyse nicht dndern, soll
innerhalb dieser Arbeit auf den Parameter der Bandbreite verzichtet werden.

4.4 Abgrenzung zu Modellen aus der Literatur

Die meisten Arbeiten zu Online-Planungsproblemen beziehen sich auf die Opti-
mierung von Funktionen in den Fertigstellungszeitpunkten der Auftrige, die alle
bearbeitet werden miissen. Da das ORSM-Problem einen anderen Typ einer Ziel-
funktion hat, bleiben nur noch wenige Modelle der Literatur iibrig, mit denen ein
Vergleich sinnvoll erscheint. Die Auswertung der Literatur in den Kapiteln 3.1
und 3.2 zeigt dieses Faktum auf. Es verbleiben deshalb an dieser Stelle nur die
Betrachtung einiger der in Kapitel 3.3 und 3.4 eingefiihrten Arbeiten. Da das
ORSM-Problem ein Matchingproblem in einem bipartiten Graphen darstellt, soll
mit, einem Vergleich zu bekannten Online-Matchingproblemen begonnen werden.

Das ORSM-Modell basiert auf einer dhnlich einfachen Struktur wie das Problem
des Online Bipartite Matchings aus [KVV90]. Dabei wird ebenfalls pro Zeitschritt
ein neuer Knoten samt seinen inzidenten Kanten offengelegt. Wahrend beim On-
line Bipartite Matching unter den soeben verdffentlichten Kanten vom Online-
Algorithmus maximal eine Kante fiir das Matching ausgew#hlt werden muf, so
geschieht diese Entscheidung im ORSM-Problem beziiglich der inzidenten Kan-
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tenmenge eines Knotens der anderen Partition. Deshalb sind im ORSM-Modell
auch beide Knotenpartitionen R und S mit einer totalen Ordnung bzw. mit dem
Zeitmodell versehen, und es gibt die Einschrinkung an die Kantenmenge (Aus-
sage (12) auf Seite 68). Im ORSM-Problem findet somit in der Betrachtung ein
permanenter Wechsel zwischen den Partitionen statt. Beziiglich der R-Partition
erfolgt die Eingabe und daraufhin wird beziiglich eines Knotens der S-Partition
eine Entscheidung getroffen.

Da zum Zeitpunkt ¢ der Matchingentscheidung beziiglich des Knotens s; alle
seine inzidenten Kanten bekannt sind, kann das ORSM-Modell auch als einen
Spezialfall des Online Bipartite Matchings aufgefafit werden.?®> Dazu wird die
S-Partition als die ,,unbekannte“ Partition betrachtet, beziiglich der die Kanten-
mengen offengelegt und iiber die Entscheidungen getroffen werden miissen. Das
zusidtzliche Wissen iiber weitere schon bekannte Kanten und die eingeschréinkte
Problemstruktur wird ignoriert. Allerdings ist eine Ubertragung von Methoden
und Resultaten des Online Bipartite Matchings auf das ORSM-Problem nicht
sinnvoll, da selbst die untere Schranke fiir den Competitive Ratio randomisierter
Online-Algorithmen gegen den blinden Gegenspieler hoher liegt, als der Compe-
titive Ratio eines deterministischen Online-Algorithmus fiir das ORSM-Problem.

Die gednderte Aufgabenstellung der Online-Entscheidung des ORSM-Problems
fithrt ebenfalls dazu, da8 die Erweiterung mit Gewichten (WORSM) keine zusétz-
liche Beschrankungen in der Struktur der bipartiten Graphen benétigt. Dies ist
gleichfalls ein gravierender Unterschied zu den gewichteten Varianten des Online
Bipartite Matchings.

Das Online-Matching-Problem in allgemeinen Graphen, welches unter dem Na-
men ,Problem der Zimmerpartner eingefiihrt wurde, bildet nicht die klare Auf-
teilung von Ressourcen und Auftragen ab. Trotzdem kann die Struktur der Kan-
tenmenge so eingeschrinkt werden, dafl jedes wORSM-Problem abgebildet bzw.
simuliert werden kann. Dazu wird der Graph Gr = (VR, Fr,wgr) und die to-
tale Ordnung < auf Vi wie folgt aus einem wORSM-Problem mit dem Gra-
phen G = (RU S, E, w) konstruiert:

VR = RUS 5
ER = F s
WR ‘= W .

Die durch die Knotenindizes gegebene Ordnung auf R und S wird so in die
benétigte Ordnung < umgewandelt, dafl gilt:

T <81 <79 <8 <Xr3 <83 <rg<8<...

Die nachfolgenden Fakten zeigen, dafl nach dieser Transformation des wORSM-
Problems das Online-Problem der Zimmerpartner die Online-Ereignissequenz des

2Diese Aussage verdankt der Autor einem Hinweis von Yossi Azar.
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wORSM-Modells simuliert. Sobald ein Requestknoten r; aufgedeckt wird, kann
das Zimmerpartnerproblem keine Matchingkante bestimmen, da fiir alle Nach-
barknoten s; ¢ < j gilt, und all diese Serverknoten erst spéter als aktuelle
Eingabeknoten auftreten. Dies gilt wegen der Einschrinkung der Kantenmengen-
struktur (Aussage (12)). Bei der Eingabe eines Serverknotens s; in das Problem
der Zimmerpartner sind, wie bei Bearbeitung von s; im wORSM-Modell, alle in-
zidenten Kanten bekannt. Nun muf} eine Entscheidung iiber die Aufnahme von s;
in das Matching getroffen werden. Da spiter keine neuen Nachbarknoten aufge-
deckt werden — dafiir ist wiederum Restriktion (12) verantwortlich — erhilt ein
Online-Algorithmus des Zimmerpartnerproblems spater nicht noch einmal eine
Moglichkeit eine zu s; inzidente Kante in das Online-Matching aufzunehmen.
Die beiden Modelle sind jedoch keineswegs dquivalent, da das wORSM-Modell das
Online-Problem der Zimmerpartner nicht simulieren kann. Deshalb lassen sich die
Analyseergebnisse aus [BR93| nicht einfach auf den Spezialfall des wORSM-Pro-
blems iibertragen. Einerseits miissen die allgemeingiiltigen unteren Schranken fiir
den Competitive Ratio neu entwickelt werden, und zum anderen ist der Com-
petitive Ratio fiir das wORSM-Problem besser, als fiir das Online-Problem der
Zimmerpartner. Dieses Ergebnis resultiert offensichtlich aus der Tatsache, daf
im wORSM-Modell mehr Wissen iiber die Graphenstruktur bekannt ist. Ledig-
lich in den ungewichteten Varianten ist fiir beide Modelle der Competitive Ratio
gleich. Fiir das ORSM-Problem wird jedoch innerhalb dieser Arbeit ein speziell
zugeschnittener Online-Algorithmus einschliellich entsprechender Analyse vorge-
stellt. Die dazu entwickelten Argumente sind spéater auch auf die Modellvarianten
des ORSM-Problems iibertragbar.

Die weiteren in Kapitel 3.4 vorgestellten Online-Varianten von Matchingproble-
men unterscheiden sich vom ORSM-Modell so grundlegend, dafl ein Vergleich
nicht moglich ist. Beim b6-Matching werden mehrere Anfragen der selben Res-
source zugeordnet. Nur durch diese Vereinfachung der Problemstruktur — es
werden weniger kombinatorische Varianten und damit einhergehende Abhéngig-
keiten erzeugt — wird der Competitive Ratio verringert. Im Falle b = 1 entspricht
sowohl das Modell, als auch seine Analyseresultate dem oben diskutierten Online
Bipartite Matching.

Im Modell des Online Perfekten Matchings werden Neuzuordnungen innerhalb
der schon bestimmten Losung zugelassen, und die Zielfunktion ist ebenfalls vollig
von der des ORSM-Problems verschieden.

Die in Kapitel 3.3.1 vorgestellten Modelle fiir Planungsprobleme in Realzeitsy-
stemen mit Intervallauftrigen besitzen Auftrége verschiedener Lénge (Ressource-
bedarf). Zudem sind diese Auftriige unterbrechbar [FN95, Woe94] oder es ist nur
eine einzige Ressource vorhanden [LT94]. In all diesen Féllen ist die Struktur
der Probleme derart verschieden zum ORSM-Problem, daB eine Ubertragung von
algorithmischen Ideen, Analysetechniken oder Ergebnissen nicht moglich ist.

Auch die weiteren Modelle von Realzeitsystemen (Kapitel 3.3.2) verwenden Auf-
trage mit umfangreichen Parametern. Die fiir diese Modelle gezeigten konstan-
ten unteren Schranken fiir den Competitive Ratio iibersteigen jedoch deutlich die
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Werte der Resultate fiir das ORSM-Problem. Einzig das in [BNGNS99] vorgestell-
te und motivierte Problem (siehe dazu Seite 57) soll noch einmal néher betrachtet
werden. Dieses Modell beschreibt das DAP, falls es m identische Maschinen besitzt
und fiir jeden Auftrag die folgenden Festlegungen gelten:

e die Differenz zwischen spitestem Fertigstellungs- und friihestem Startzeit-
punkt betréigt d,

e die Bearbeitungszeit ist 1 fiir die ¢ Maschinen, welche die Speicherressour-
cen S, ; darstellen und +oo fiir alle anderen Maschinen und

e der Auftragswert ist 1.

Die verschiedenen Zeitmodelle (kontinuierlich bzw. diskret im DAP) fiihren unter
diesen Nebenbedingungen nicht zu unterschiedlichen Losungen. Die in [BNGNS99]
bestimmten Approximationsfaktoren, die z.T. durch einen Online-Greedy-Algo-
rithmus gezeigt werden, liegen jedoch ebenfalls deutlich {iber den Werten des
Competitive Ratios fiir das DAP.



5 Analyse des ungewichteten Modells

Ubersicht: Die Analyse des einfachsten und abstraktesten Modells, des unge-
wichteten Online-Request-Server-Matching-Problems, ist Gegenstand dieses Ka-
pitels. Der Competitive Ratio fiir dieses Modell wird dabei auf exakt 1.5 be-
stimmt. Die dazu notwendigen Untersuchungen beinhalten eine allgemeingiiltige
untere Schranke fiir deterministische Online-Algorithmen und die Vorstellung so-
wie die Untersuchung des Online-Algorithmus LMM, fiir den eine passende obere
Schranke gezeigt wird.

79
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5.1 Die Untere Schranke

Zum Bestimmen der allgemeinen unteren Schranke fiir den Competitive Ratio
des ORSM-Problems wird eine Gegenspielerstrategie entwickelt. Sie beginnt mit
einer Eingabestruktur, die einem Online-Algorithmus zu einer Entscheidung zwi-
schen strukturell verschiedenen Nachfolgekonfigurationen zwingt. Danach wird
die Eingabe derart fortgesetzt, daf sich die getroffene Entscheidung als ungiinstig
herausstellt. Durch Wiederholung dieser Struktur ergibt sich die gewiinschte Aus-
sage.

Satz 3:

Jeder deterministische Online-Algorithmus fiir das ORSM-Problem besitzt einen
Competitive Ratio von mindestens 1.5.

Beweis:  Eine Gegenspielerstrategie beginnt mit der folgenden Eingabe: Zum
Startzeitpunkt 7 = 1 werden die Kanten {rq, so} und {rq, s3} prisentiert und im
néchsten Zeitschritt ¢ + 1 = 2 die Kanten {ry, so} und {r, s4}.

r1 T2 T3 T4
o o

()

S1 592 53 S4

Skizze 2: Situation zum Zeitpunkt ¢ + 1 = 2

Ein deterministischer Online-Algorithmus ALG kann auf diese Situation im Zeit-
punkt 7 + 1 = 2 mit drei verschiedenen Entscheidungen reagieren:

Fall 1 (s. Skizze 3, Teil a): ALG nimmt die Kante {r, so} in das Online-Mat-
ching Mp ¢ auf.

Danach prisentiert der Gegenspieler die Kante {rs, s4}; ALG kann nun den
Serverknoten sz nicht nutzen und erreicht eine Matching-Grofle | Mag| < 2,
wihrend die optimale Losung | Mopt| = 3 betrigt.

Fall 2 (s. Skizze 3, Teil b): ALG nimmt die Kante {rs, so} in das Online-Mat-
ching Mp ¢ auf.

Danach présentiert der Gegenspieler nur noch die Kante {rs, s3}; ALG kann
nun den Serverknoten s, nicht nutzen und erreicht eine Matching-Grofe
|MaLg| £ 2, wihrend die optimale Losung |Mopt| = 3 betrégt.

Fall 3 (s. Skizze 3, Teil ¢): ALG nimmt keine Kante und somit auch nicht den
Knoten s, in das Online-Matching M, ¢ auf.

Dann kann der Gegenspieler die Eingabe des Falles 1 présentieren (die Ein-
gabe des Falles 2 funktioniert ebenso). Da ALG den Serverknoten s, nicht
benutzt, kann er nur noch ein Matching der Grofle [Mag| < 2 erreichen,
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wihrend die optimale Losung |Mopt| = 3 betrigt. Es zudem leicht ersicht-
lich, daf ein Nichtbenutzen der aktuellen Ressource in diesem Modell keinen
Vorteil erbringen kann.

1 T4
o.. . o
° - X )
S1 S9 S3 S4 S1 S9 S3 S4
a: {7‘1,82} € MALG b: {7‘2,82} € MALG

Skizze 3: Die Teilskizzen a bis c zeigen die Konfigurationen zum Zeitschritt ¢+ = 3, nach
den verschiedenen mdoglichen Entscheidungen eines Online-Algorithmus ALG, und den
Reaktionen des Gegenspielers darauf.

Der Gegenspieler kann diese Strategie alle vier Zeitschritte wiederholen (zu allen
Zeitpunkten ¢ = 0 mod 4) und somit das Verhéltnis zwischen der optimalen
Losung zur Online-Losung von

| Mopt|
| MaLg|

3
- = 15
2

zeigen. Da Eingabesequenzen beliebiger Lénge konstruiert werden koénnen, fiir die
das Verhiltnis der Losungsqualitdten 1.5 nicht unterschreitet, folgt die Aussage
des Satzes. W Satz 3

5.2 Der Algorithmus LMM

Der Online-Algorithmus, welcher im folgenden vorgestellt wird, 16st das ORSM-
Problem und gibt dabei eine bestmogliche Garantie fiir die Losungsqualitéit. Er
agiert im Zeitschritt ¢ auf einem Teilgraphen B; des zugrundeliegenden Gra-
phen G = (R U S, E) der Probleminstanz. B; enthilt alle Teile der Eingabe,
einschlieBllich der zu Knoten r; inzidenten Kanten, abziiglich aller Kanten, die
durch irreversible Entscheidungen der zuvor liegenden Zeitschritte schon fixiert
wurden. Genauer gesagt ist B; ein zeitlich lokaler Teilgraph, der durch die Kno-
tenmenge V; induziert wird:

Vi = {rlre € Ryri & Mare, 1 Sk <} U {sp s € S,k =i} .

Der Online-Algorithmus bestimmt auf B; ein Matching M(B;) maximaler Kar-
dinalitdt. Er trigt deshalb den Namen LMM (local maximum matching). Aus
Effizienz- und technischen Griinden wird die schon berechnete Losung fiir B;_;
mit Hilfe des wohlbekannten Konzepts der erweiternden Wege [Edm65b] verbes-
sert. Aulerdem wird sichergestellt, dafl der Knoten s; der aktuellen Ressource
benutzt wird, falls dies méglich ist.
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Die Funktion des LMM-Algorithmus ist formal in folgendem Pseudocode gegeben:

1: loop {fiir alle Zeitschritte 7}
2:  lies die Eingabe des Schrittes 7 und baue B; auf
3:  bestimme ein Maximum-Matching M(B;) in B;:
beginne mit allen Matchingkanten aus M(B; 1),
welche auch Kanten in B; sind;
4: suche einen erweiternden Weg vom Knoten r; aus und
fiihre bei Erfolg die Erweiterung durch
{Wegen des Kardinalitdtsmaximums von M (B;_1),
muf jeder erweiternde Weg r; als Endknoten beinhalten.}

5. if s; € M(B;) then
6: fiige die Matchingkante von s; dem Online-Matching M| ym hinzu
{dh {SZ’,’I‘} € M(Bz) - {SZ’,’F} € MLMM}
7. elseif s; ist in B; nicht isoliert then {alle Nachbarn von s; sind in M(B;)}
8: fiige eine beliebige Kante {s;,r} aus B; dem Matching M yu hinzu und
16sche die Matchingkante von 7 in M(B;)
9: end if
10: end loop

Algorithmus 1: LMM

Die Zeile 8 dieses Algorithmus ist essentiell und stellt die Nutzung von s; sicher,
falls dies zum Zeitpunkt 7 noch méglich ist.?*

5.3 Die Obere Schranke

Um die Leistungsfihigkeit des Algorithmus LMM zu analysieren, werden zwei
Beobachtungen bendtigt.

Lemma 4:

Nachdem ein Requestknoten r; im Teilgraph B; in das Matching M(B;) aufge-
nommen wurde (r; € M(B;) ), bleibt er in allen folgenden lokalen Mazimum-
Matchings M(By) gebunden, d.h. Teil einer Matchingkannte, bis er mit einer
solchen in das Online-Matching M\ ym aufgenommen wird.

Beweis: In Zeile 4 des LMM-Algorithmus wird r; in das Matching M (B;)
aufgenommen, falls dies moglich ist. In den folgenden Zeitschritten ¢’ (i' 2 i) ga-
rantiert die Zeile 3 von LMM, dafl die Matchingkante von 7; in das neue Matching
von By iibernommen wird, und in Zeile 4 wird zur Bestimmung von M (B;) nur
eine Erweiterung durchgefiihrt. Bei der Vergroflerung des Matchings iiber einen

24Wiirde der Algorithmus auf das bevorzugte Benutzen des aktuellen Serverknotens verzichten,
so kann nur ein Competitive Ratio von 2 (und zwar als obere und untere Schranke) gezeigt
werden. Dieser Wert ist nicht besser, als beim GREEDY-Algorithmus fiir das Online Bipartite
Matching Problem und die Schranken werden ebenfalls wie in [KVV90] bewiesen.
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erweiternden Weg bleiben jedoch alle gebundenen Knoten des Matchings weiter-
hin gebunden, also Endknoten von Matchingkanten. Damit iibertrigt sich diese
Eigenschaft des Knotens r; in alle lokalen Maximum-Matchings M (By) bis zu ei-
nem Zeitpunkt j (¢ < i’ < j), in dem die aktuelle Matchingkante {r;, s;} € M(B,)

zu dem Online-Matching M, ym hinzugefiigt wird (Zeile 6 von LMM) bzw. Zeile 8
von LMM die Kante {r;, s;} zur Aufnahme in M, ym auswéhlt. B Lemma 4

Lemma 5:
Falls s; in B; nicht isoliert ist, so gilt s; € Mimm -

Beweis: Die Zeilen 5 bis 8 in LMM garantieren, daf s; in das Matching M| ym
aufgenommen wird, falls in B; eine zu s; inzidente Kante existiert. Die spezielle
Behandlung von s; in den Zeilen 7 und 8 sorgt fiir diese Tatsache auch dann, wenn
der Knoten s; nach der Bestimmung des lokalen Maximum-Matchings M (B;)
nicht im Matching enthalten ist. B Lemma 5

Unter Anwendung dieser beiden Lemmata kann der folgende Satz gezeigt werden.

Satz 6:

Der deterministische Online-Algorithmus LMM fiir das ORSM-Problem ist 1.5-
competitive.

Beweis:  Es wird gezeigt, daf ein fertiggestelltes Online-Matching M| mu keine
erweiternden Wege der Liange Eins oder Drei besitzt. Deshalb haben die kiirzesten,
erweiternden Wege, iiber die das Matching M| ym vergrofert werden kann, eine
Linge von Fiinf. Bei einer Erweiterung solcher Wege werden jeweils zwei Mat-
chingkanten der Online-Lésung in drei Matchingkanten einer optimalen Losung
transformiert. Diese Tatsache fiihrt sofort zur Aussage des Satzes, da das Kanten-
verhéltnis langerer, erweiternder Wege geringer ist und Matchingkanten in M| uywm,
die nicht Teil erweiternder Wege sind, das Gesamtverhiltnis ebenfalls vermindern.
Durch vollstindige Fallunterscheidung und Widerspruchsbeweise wird nun die
Nichtexistenz erweiternder Wege der Linge Eins und Drei gezeigt.

Si Ta S; Tq S5 Tp
e—oO ° o ® e

Skizze 4: Die Struktur erweiternder Wege der Linge Eins und Drei.

Fall 1 Erweiternder Weg der Léinge Eins, {s;, 7.} &€ M um:

Der Knoten r, wurde niemals Teil einer Matchingkante in einem lokalen
Maximum-Matching, da 7, € Mywm gilt (Umkehrung von Lemma 4). Damit
ist aber die Kante {s;,7,} in B; und die Tatsache s; é My mm widerspricht
Lemma 5.
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Fall 2 Erweiternder Weg der Linge Drei und ¢ < j:

Der Knoten r, wurde erst zum Zeitpunkt j in die Online-Lésung M| mm
aufgenommen und deshalb war die Kante {s;,r,} in B; vorhanden. Dann
steht s; é Myum im Widerspruch zu Lemma 5.

Fall 3 Erweiternder Weg der Linge Drei und 7 > j:

Aus ry é M, mm folgt unter Umkehrung des Lemmas 4, daf} r, niemals Teil
eines lokalen Matchings war. Die Kante {r,, s;} wird erst im Schritt j dem
Matching M mm hinzugefiigt. Deshalb sind die Requestknoten r, und 7,
im Schritt j nicht im Online-Matching M| yv und somit ist der gesamte
Weg P := {{si,7a}, {ra,sj}, {5j, 7o} } Teil des lokalen Graphen B,.

Die Entscheidung {r,, s;} € Mimm kann nicht durch Zeile 8 des LMM-Algo-
rithmus getroffen worden sein. Dieser Spezialfall verlangt als Vorbedingung,
daB s; ¢ M(B;), aber dann sind s; und ry frei und {rs,s;} miifite zur
Wahrung der Optimalitét in M(B;) aufgenommen werden.

Der Weg P ist ein erweiternder Weg, und damit ein Widerspruch zur Op-
timalitdt von M(B,), solange s; frei ist. Damit it sich auf die Existenz
eines Requestknotens 7, mit {r., s;} € M(B,) schlieBen. Nur die spezielle
Behandlung in Zeile 8 des LMM-Algorithmus kann einen vorher gebunde-
nen Serverknoten (hier s;) in einen freien Knoten (s; ¢ My mm) iiberfiihren.
Unter welchen Bedingungen kann dies passieren?

Zum Beispiel folgt aus dem Fakt s; é My mm, daBB in einem Zeitschritt £ mit
j < k < i die Matchingkante {r.,s;} aus M(By) durch Zeile 8 von LMM
entfernt und dafiir {r., sy} € Mium gesetzt wurde. Dieses Verhalten setzt
jedoch zum Zeitpunkt £ einen freien Knoten s, voraus, d.h. s §Z M(By).
Es ergibt sich die Struktur eines alternierenden Weges der Linge Fiinf:

Skizze 5: Alternierender Weg der Lénge Fiinf mit freiem Knoten 7y .

Nach Definition des ORSM-Problems (alle zu einem Requestknoten inzi-
denten Kanten werden gleichzeitig veréffentlicht) sind die beiden Kanten
{r¢,8;} und {r, sx} schon zum Zeitpunkt j bekannt und deshalb ist der
Weg Pt := {{sk,7c}, {re»si}, {si,7a}, {ra>si}, {Sj,m}} ein alternieren-
der Weg in M(B;). Falls sj ein freier Knoten ist, so ist der Weg P* ein
erweiternder Weg, was ein weiteres Mal im Widerspruch zur Optimalitét
von M(B;) steht. Anderenfalls muB s, € M(B;) gelten. Und nun kann die
soeben gefiihrte Argumentation iiber s;, quasi rekursiv, auf s, angewandt
werden. Da B; ein endlicher Graph ist, muf} die wiederholte Anwendung der
Argumentationsfolge in einem Widerspruch zur Existenz eines erweiternden
Weges der Liange Drei in M gy enden.
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Im allgemeinen wird der Teilgraph A betrachtet, der aus dem System al-
ler alternierender Wege, die mit s; beginnen und r, nicht beinhalten, be-
steht. Innerhalb des Zeitintervalls [j,7) verédndert sich A dynamisch. Durch
Einfiigen eines Requestknotens 7, mit seinen inzidenten Kanten und der Er-
weiterung des lokalen Matchings zu M(B,) kann sich auch A vergréfiern.
Dabei wird ein freier Knoten sy von A gebunden. Z. B. gilt {r, s;} € M(B;)
oder allgemeiner, nach dem Einfiigen von r, ist s; Endknoten eines er-
weiternden Weges in A. Andererseits konnen mehrere freie Knoten in der
Nachbarschaft des gerade eingefiigten Knotens r, und damit auch in der
vergroferten Struktur A entstehen. Beim Entfernen einer Matchingkante
{rs, s} aus A durch Uberfithrung in das Online-Matching ({rz, s} € M um)
wird die Struktur von A verkleinert. Da aber alle zu r, und s inziden-
ten Kanten und moglicherweise Teilstrukturen von A mit entfernt werden,
konnen durch diese Operation keine freien Knoten in A entstehen. Wird
eine Matchingkante {r,,s,} durch die Sonderbehandlung von Zeile 8 des
Algorithmus LMM aus dem Teilgraphen A entfernt ({r,, s,} € Mimm, s, ist
freier Knoten in A), so entsteht der neue freie Knoten s, auf Kosten des
zuvor in A vorhandenen freien Knotens s,,.

Aus dieser Analyse aller moglichen Operationen, die den Teilgraphen A der
alternierenden Wege verdndern, folgt, dal s; nur dann als (letzter!) freier
Knoten in A zuriickbleibt, wenn permanent mindestens ein freier Serverkno-
ten in A vorhanden war. Das gilt auch schon fiir den Zeitschritt j. Sei Sgree
ein solcher freier Knoten im Teilgraph A zum Zeitpunkt j. Dann ist der
alternierende Weg von sg.e iiber s; bis zu r, ein erweiternder Weg. Dies
steht im Widerspruch zur Optimalitét von M(B;) und beendet damit den
Beweis unter Anwendung der oben aufgefiihrten Argumentationskette.

M Satz 6

Zusammen mit Satz 3 ergibt sich die scharfe Analyse des Online-Algorithmus
LMM, der 1.5-competitive ist.



6 Analyse des Modells mit Gewichten

Ubersicht: Nachdem im vorigen Kapitel das ORSM-Problem untersucht und
sein Competitive Ratio exakt bestimmt wurde, folgt nun die Auseinanderset-
zung mit einer Generalisierung: dem gewichteten Online-Request-Server-Mat-
ching-Problem (wORSM). Ahnlich dem Kapitel 5 wird zuerst eine allgemeingiilti-
ge untere Schranke gezeigt. Danach folgt die Darstellung und Diskussion des
Online-Algorithmus wLMM. Er stellt eine natiirliche Erweiterung des LMM-Algo-
rithmus fiir die gewichtete Modellvariante dar. Leider ist die Leistungsfihigkeit
des wLMM-Algorithmus schlechter, als die allgemeine untere Schranke fiir den
Competitive Ratio zeigt. Deshalb wird eine spezielle Gegenspielerstrategie ge-
gen wLMM, die eine untere Schranke fiir die Qualititsgarantie der Losung dieses
Online-Algorithmus nachweist, angegeben. Den umfangreichsten Teil dieses Kapi-
tels nimmt der Beweis des — zur speziellen unteren Schranke exakt passenden —
Competitive Ratios von wLMM ein. Dazu ist eine Charakterisierung von erwei-
ternden Wegen in gewichteten bipartiten Graphen unter einem eingeschriankten
Satz von dynamischen Operationen auf diesen Graphen notwendig.

Trotz der exakten Analyse von wLMM verbleibt eine Liicke in den Resultaten
des Competitive Ratios deterministischer Online-Algorithmen fiir das wORSM-
Modell. Die Moglichkeiten und Grenzen der Verbesserung des Online-Algorithmus
und der entwickelten Analysetechnik, einschlieflich eines konkreten Vorschlages
fiir einen neuen, leider noch nicht analysierten Online-Algorithmus (PHI), bilden
den letzten Teil dieses Kapitels.

86
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In diesem Kapitel spielt der Goldene Schnitt mehrfach eine Rolle. Er ist seit
der Antike bekannt und stellt die stetige Streckenteilung dar, die als besonders
harmonisch gilt. Wird eine Strecke AB durch einen Punkt C in einen groferen
Abschnitt AC' (Major) und einen kleineren Abschnitt CB (Minor) geteilt, und
verhilt sich der Major zum Minor (AC : CB) genauso, wie die Gesamtstrecke
zum Major (AB : AC), so nennt man dieses Verhiltnis Goldener Schnitt. Sein
Wert 148t sich auch algebraisch angeben.

Definition 22: (Goldener Schnitt)
Der Goldene Schnitt ¢ ist definiert als

V5 +1
-

6 =

Dieser Term ist numerisch in etwa 1.618034 .
6.1 Die Allgemeine Untere Schranke

Satz 7:

Jeder deterministische Online-Algorithmus fiir das wORSM-Problem besitzt einen
Competitive Ratio von mindestens ¢ = (v/5+1)/2.

Beweis:  Die folgende Gegenspielerstrategie zeigt die untere Schranke.
Zum Startzeitpunkt ¢ = 1 werden die Kanten {rq, s} und {r{, so} mit den Ge-
wichten w({ry,s1}) =1 und w({r, s2}) = ¢ priisentiert.

r1 T2
(0]

11 \¢

S1 S9

Skizze 6: Situation zum Zeitpunkt ¢ = 1

Ein deterministischer Online-Algorithmus ALG fiir das wORSM-Problem kann
auf diese Situation im Zeitpunkt ¢ = 1 mit zwei verschiedenen Entscheidungen
reagieren:

Fall 1 (s. Skizze 7, Teil a): ALG nimmt die Kante {r;, s;} in das Online-Mat-
ching auf.

Danach présentiert der Gegenspieler keine weitere zu s, inzidente Kante.
Es folgt |[Maig| = 1 und |Mopt| = ¢.
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Fall 2 (s. Skizze 7, Teil b): ALG verzichtet auf die Aufnahme der Kante {ry, s;}
in das Online-Matching Ma .-

Danach présentiert der Gegenspieler die Kante {ry, so} mit dem Gewicht
w({r2, s2}) = ¢. Nun kann ALG héchstens noch ein Matching des Gewichtes
|MaLg| £ ¢ erreichen, wihrend |Mopt| = 1 + ¢ gilt. Das Verhéltnis dieser
Gewichte ist

| MopT| _ 1+¢
|Mag| )

(41 T2
Q. ., °
™ ‘e
S1 S9 S1 52
a: {7’1, 82} € MALG b: MALG =0

Skizze 7: Die Teilskizzen a und b zeigen die Konfigurationen zum Zeitschritt i = 2,
nach den beiden moglichen Entscheidungen eines Online-Algorithmus ALG, und den
Reaktionen des Gegenspielers darauf.

Der Gegenspieler kann diese Strategie alle zwei Zeitschritte wiederholen und somit
die untere Schranke im Competitive Ratio von ¢ = (v/5 + 1)/2 sicherstellen.
W Satz 7

6.2 Der Algorithmus wLMM

Die Abkiirzung wLMM steht fiir den Algorithmus ,,weighted local maximum mat-
ching“ (lokales maximum-gewichtetes Matching). Dieser Online-Algorithmus ar-
beitet auch sehr dhnlich dem Algorithmus LMM. Jedoch bestimmt wLMM im
Zeitschritt ¢ ein maximum-gewichtetes Matching (M (B;)) auf dem lokalen Gra-
phen B;. Unter dieser natiirlichen und einfachen Anpassung des LMM-Algorith-
mus auf die gewichtete Modellerweiterung, macht eine erzwungene Bevorzugung
des aktuellen Serverknotens s; (wie in Zeile 8 von LMM) keinen Sinn. Ein Ge-
genspieler kann durch abziehen eines e-groflen Betrages von den Gewichten der
zu s; inzidenten Kanten die Auswahl einer anderen Kante erzwingen, ohne einen
spiirbaren Einflufl auf den Wert des Competitive Ratios auszuiiben. Die mit die-
ser Beobachtung verbundenen Probleme und Ideen zu ihrer Uberwindung werden
im letzten Teil dieses Kapitels diskutiert.

Auf der néichsten Seite ist der Online-Algorithmus wLMM in Pseudocode formal
dargestellt und die néichsten Teilkapitel beinhalten seine exakte Analyse.
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1: loop {fiir alle Zeitschritte ¢}

2:  lies die Eingabe des Schrittes ¢ und baue B; auf

3:  bestimme ein maximum-gewichtetes Matching M(B;) in B;

4 if s; € M(B;) then

5: fiige die Matchingkante von s; dem Online-Matching M, my hinzu
{d.h. {s;,7} € M(B;) = {si,7} € MyLmm}

6: end if

7: end loop

Algorithmus 2: wLMM

6.3 Die Untere Schranke von wLMM

Satz 8:

Der Online-Algorithmus wLMM besitzt einen Competitive Ratio von mindestens 2.

Beweis:  Die folgende Struktur fiir ein Eingabeproblem beweist die Aussage.
Im Schritt ¢ = 1 werden die Kanten w({r1,s1}) = 1, w({r1, s2}) = 1+¢ (¢ € R})
und im n#chsten Zeitschritt die Kante w({rs, s2}) = 1 verdffentlicht.

(A1 9
l+e

1 1

S1 S9

Skizze 8: Eingabestruktur fiir die untere Schranke von wLMM.

Der Online-Algorithmus wLMM bestimmt fiir diese Eingabestruktur das Mat-
ching Myimm = {{r1,s2}}, da im ersten Schritt die Kante {r;,s;} nicht aus-
gewihlt wird. Es besitzt das Gewicht |Myimm| = 1 + €. Die optimale Lésung ist
hingegen Mopt = {{r1, s1}, {re, s2}} mit dem Gewicht | Mopt| = 2. Daraus ergibt
sich das Verhéltnis

AMopr|  _ 2
| MyLmm| 1+e¢

und fiir € gegen Null folgt der Grenzwert:

. 2
lim =
e=0 14+¢

Da diese Struktur alle zwei Zeitschritte erneut als Eingabe fungieren kann, ist
gezeigt, dal wLMM keinen besseren Competitive Ratio als 2 besitzt. B Satz 8
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6.4 Der Competitive Ratio von wLMM

Die Analyse des Online-Algorithmus wLMM erfordert einige Vorarbeiten. Zuerst
miissen einige neue Definitionen und Notationen eingefiihrt und haufig gebrauch-
te Definitionen sollen kurz wiederholt werden. Danach werden Eigenschaften von
gewichteten, erweiternden Wegen in (bipartiten) Graphen unter einer Menge von
dynamischen Graphmanipulationen herausgearbeitet. Diese Erkenntnisse bilden
die Grundlage fiir Beweise zweier Hauptlemmata. Zum Schlufl kann der eigent-
liche Satz unter Anwendung dieser Hauptlemmata mit recht knapper Argumen-
tation gezeigt werden. Die in diesem Teil der Arbeit benutzten Notationen und
Sprechweisen lehnen sich an den Aufsatz [BR93] an, in dem eine dhnliche Argu-
mentationskette eingesetzt wird.

6.4.1 Definitionen und Notationen

Zum schnellen Auffinden folgen zuerst einige Wiederholungen von Definitionen.

G=(RUS,E,w) ist der gewichtete bipartite Graph des wORSM-Problems
mit der Gewichtsfunktion w : E — IR,. Er wird als Eingabe online préisen-
tiert.

M;  ist das Online-Matching, welches der Algorithmus wLMM bis zum Zeit-
schritt ¢ bestimmt hat. Das heifit M; ist der Teil des Online-Matchings
Mimm, welcher nach vollstédndiger Bearbeitung des Zeitschrittes ¢ — 1 und
vor der Eingabe des Schrittes ¢ bestimmt wurde.

B, =G RiOS; ist der lokale Graph des Zeitschrittes ¢. Dieser Graph ist der
knoteninduzierte Teilgraph von GG, welcher durch alle bekannten und nicht
in M; benutzten Requestknoten R; C R, r; € Ry = (j <1 A r; ¢ M)
und alle noch nicht entschiedenen Serverknoten S; C S, s; € S; = ¢ < j
gebildet wird. Somit enthélt er die Kantenmenge E; = (R; X S;) N E.

M(B)  bezeichnet ein maximum-gewichtetes Matching im Graphen B.

Damit koénnen die folgenden Kurzschreibweisen eingefiihrt werden.

Definition 23: (Kurzschreibweisen, Teil 1)

(I) m(B) == M(B)| = Z{r,s}eM(B)w({Ta s})
ist das (eindeutige) Gesamtgewicht eines mazimum-gewichteten Matchings
im Graphen B.

(II) B ., =G RiUS:O{0} v E (R U S) \ (Rz U Sz)
st der um den Knoten v und seinen Kanten erweiterte Graph B;.

(II) B; ™" = G|, 60y - ¥ E (R us;)
ist der um den Knoten v verminderte Graph B;.
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Die beiden letzten Notationen kénnen auch kombiniert auftreten. Fiir die Kno-
tenbezeichner aus R und S werden indizierte Buchstaben r und s verwandt, so
dafl die Herkunftspartition der Knoten eindeutig sichtbar ist. Zusétzlich werden
Listen von eingefiigten oder geloschten Knoten benutzt, falls dies notwendig ist.
Eine typische Anwendung dieser Notation ist dann B; 27%5" | welche den knoten-

induzierten Teilgraphen G riv1 € R\ R;, v € Ry, s; € S;

R;iUS;U{rip1 \{re}\{si}’
bezeichnet.

Sei M(B;) ein fixiertes maximum-gewichtetes Matching von B; und M(B; ~*)
ein solches Matching, welches nach dem Entfernen des Knotens s aus B; un-
ter minimaler Veréinderung aus M (B;) entsteht. Mit dieser Definition ergibt sich
M(B; 7° ) aus M(B;) auf B; 7° durch das Erweitern maximal eines gewichteten,
erweiternden Weges. Dieser erweiternde Weg ist auch Teil der symmetrischen Dif-
ferenz M(B;) @ M(B; 7%, welche einen Weg P bestimmt. P ist ein erweiternder
Weg in B; beziiglich des Matchings M(B; 7% ), und er ist méglicherweise leer. Die
Notation P soll als Synonym fiir den Graphen P = (Vp, Ep, wp), bestehend aus
den Kanten Ep des Weges P und der Menge Vp von inzidenten Knoten, gelten.
Mit dieser Betrachtung wird der Sinn der folgenden Definitionen klar.

Definition 24: (Wert (;(s) eines Serverknotens)

Sei eine Probleminstanz G = (R U S, E,w) des wORSM-Problems und ein Zeit-
schritt i gegeben. Dann ist der Wert B;(s) eines Serverknotens s € S; im Zeit-
schritt © definiert als

Bi(s) = m(B;) —m(B; %) .

Es wird also festgestellt, wie stark das maximum-gewichtete Matching im Gra-
phen B; absinkt, falls der Knoten s aus B; entfernt wird. Somit stellt 3;(s) eine
Bewertung bzw. den Wert des Knotens s in B; dar. Es ist sofort einsichtig, daf
Bi(s) = m(B;) — m(B; 7°) = m(P) — m(P %) gilt, wenn die oben fixierten
Matchings M(B;), M(B; 7°) und die Definition fiir P benutzt werden. Deshalb
wird manchmal f;(s) auch das Gewicht des Weges P genannt, weil dieser Wert
zum Gesamtgewicht des Matchings addiert wird, wenn der Weg P in M(P 7°)
erweitert wird.

Nun kann, in Anlehnung an die Potentialfunktionstechnik aus Kapitel 2.2, eine
globale Bewertungsfunktion definiert werden. Sie soll ebenfalls Potentialfunktion
genannt werden, obwohl ihre Aufgabe etwas von der in der Potentialfunktions-
technik benutzten Definition abweicht.

Definition 25: (Potentialfunktion ®;)

Sei eine Probleminstanz G des wORSM-Problems und ein Zeitschritt i gegeben.
Dann ist die Potentialfunktion ®; im Zeitschritt i definiert als
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Diese Potentialfunktion bewertet das Gesamtgewicht des bisherigen Online-Mat-
chings M; doppelt und fiigt den Wert des maximum-gewichteten Matchings des
lokalen Graphen B; hinzu. Der letzte Summand beschreibt das zusétzliche Mat-
chinggewicht, welches garantiert noch erzielt werden kann.

Zum Schluf} folgen einige weitere Kurzschreibweisen, die fiir einen Ausdruck f
benutzt werden. Der Ausdruck f steht fiir eine der soeben definierten Notationen.

Definition 26: (Kurzschreibweisen, Teil 2)

Sei f ein Ausdruck, wie oben definiert. Dann gilt:

@ f7 = fin

(II) Af; = fi+ — fi

(III) fi, ist der Wert des Ausdruckes f; mit v € {r;, s;}.

(IV) Afyy ist die Wertedifferenz des Ausdruckes f vor und nach Bearbeitung des
Knotens v.

Der Index ¢ wird fiir Ausdriicke immer weggelassen, wenn der Zeitschritt ¢ aus
dem Kontext eindeutig hervorgeht. Deshalb ergeben sich mit f* und A f sinnvolle,
abkiirzende Notationen. In der Schreibweise f|, wird der Zeitschritt 7 fiir f; durch
den Zeitindex des angegebenen Knotens v definiert. In der Definition von Af|,
wird, abweichend vom eigentlich definierten Zeitmodell (Differenz beziiglich eines
Zeitschrittes), die Verédnderung des Ausdruckes f in einer zeitlich enger gefafiten
Betrachtungsweise benutzt.

6.4.2 Grundlegende Eigenschaften von gewichteten, erweiternden
Wegen, die durch $(v) beschrieben werden

Im folgenden werden einige wichtige Eigenschaften von gewichteten Wegen P, die
unter entsprechender Interpretation (s.o0.) zu f(v) korrespondieren, aufgelistet.
Wird von einem durch §(v) implizierten, erweiternden Weg P gesprochen, so ist
damit gemeint, dafl dieser Weg beziiglich M (P ") ein erweiternder Weg ist.
Innerhalb dieses Teilkapitels kann die Beschrinkung auf bipartite Graphen fallen-
gelassen werden. Alle bisher getroffenen Definitionen iibertragen sich direkt auf
einfache ungerichtete gewichtete Graphen.

Lemma 9:

Sei G = (V, E,w) ein einfacher ungerichteter gewichteter Graph. Dann gilt:

VoeV: Bw) =2 0.
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Beweis: G 7 ist ein Teilgraph von G und sowohl M(G) als auch M(G 7))
sind optimal. Deshalb gilt m(G) 2 m(G ~°) und es folgt:

Blv) = m(G)-m(G™") 2z 0.

B Lemma 9

Lemma 10:

Sei G = (V,E,w) ein einfacher ungerichteter gewichteter Graph und P der er-
weiternde Weg, der durch M(G) & M(G ") fiir ein festes v € V beschrieben
wird.

(I) Jeder Teilweg Py, der aus P durch das Entfernen einer geraden Anzahl von
Kanten ab dem Startknoten v entsteht und mit dem Knoten b beginnt, be-
sitzt ein mazimum-gewichtetes Matching M(Py), welches eine Teilmenge
des optimalen Matchings M(P) von P ist. Es gilt:

M(P) = M(P)NP, .

(IT) Jeder Teilweg P., der aus P durch das Entfernen einer ungeraden Anzahl
von Kanten ab dem Startknoten v entsteht und mit dem Knoten c beginnt,
besitzt ein mazimum-gewichtetes Matching M(P,), welches eine Teilmenge
des optimalen Matchings M(P 7" ) von P ist. Es gilt:

M(B) = M(P™)NP, .

M(P) O——0——0—o0— —g o——o——o0— .
M(P ) o——0——o— =g y o—o0— .
M(P) p——0——0—— .
M(P,) o——0——0— .

Skizze 9: Darstellung der Wege aus Lemma 10 mit deren optimalen Matchings

Beweis:  Durch Widerspruch wird Teil (I) bewiesen:
Angenommen M(P) N P, ist kein maximal-gewichtetes Matching fiir Pj:

IM(P)N P < [M(B)| = m(F) . (13)
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Die Matchingkante des Knotens b in M(P) ist Teil des Weges P, {b,c} € M(P)
und {b,c} € B, da {v,a} € M(P) und der Knoten b in einem Abstand von
gerader Kantenanzahl vom Startknoten v entfernt liegt. Der Weg P kann am
Knoten b in zwei Teilwege zerlegt werden und es gilt:

M(P) = M(P)\ P)UM(P)NF) .

Dann folgt aus der Annahme (13):
m(P) = IM(P)] < IMP)\RBUM(B)| = [M(P)\PR|+[M(B),

ein Widerspruch zur Optimalitét von M(P).

In gleicher Weise wird Teil (IT) bewiesen, wobei iiber P 7" und P, argumentiert
wird. Dabei ist zu beachten, da§ per Definition von P in M(P 7" ) die Matching-
und Nichtmatchingkanten beziiglich M (P) vertauscht sind. B Lemma 10

Lemma 11:

Seien der Weg P und die Teilwege P, und P, wie in Lemma 10 definiert. Dann
kann der Wert B(v) ab dem Knoten b bzw. ¢ wie folgt durch B(b) bzw. 5(c) aus-
gedrickt werden:

(I B) = m(P\B)—-m((P\P)Zy) +8(0)
(I1) B(v) = m((P\P) ) —m((P\P.) ™) —B(c)
Beweis:

(I) Das Matching M(P) 148t sich nach Lemma 10, Teil (I) in M(P \ B,) und
M(Py) zerlegen. Ebenso es ist nach Lemma 10, Teil (II) méglich M(P ™)
in M((P\ B,) Z¢) und M(P, ") zu zerlegen. Damit gilt:

Bv) = m(P)—m(P")
m(P\ B+ m(Ry) = [m((P\ P) 24) +m(P, )]
= m(P\B)=m((P\B)Z}) + m(P) —m(P, )

B(b)

(II) Das Matching M (P) 148t sich nach Lemma 10, Teil (I) in M((P\ P.) )
und M(P, 7¢) zerlegen. Ebenso es ist nach Lemma 10, Teil (II) moglich
M(P ") in M((P\ P.) ") und M(P,) zu zerlegen. Damit gilt:

Bv) = m(P)—m(P ")
(P\Pe) ee) +m(FPe7¢) = [m((P\ Fe) 7%) + m(F)]
(PN P) c) +m((P\ F) ") = [m(Pe) —m(P. )]
8(c)
B Lemma 11

m
m
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Lemma 12:

Vi{v,up e M(G): w({v,u}) 2 B(v) .

Beweis:  Folgt direkt aus dem Lemma 11, Teil (II), wobei (v) einen nicht-
leeren, erweiternden Weg P impliziert und P, mit dem Knoten u beginnt. Dann
ist m((P\ Pu) cu) = w({v,u}), und (P \ P,) " stellt den leeren Graph mit
m((P\ P,) ") = 0 dar. Damit gilt:

pv) = w({v,u}) - B(u)

und unter Anwendung des Lemmas 9 (5(u) = 0) folgt die Aussage.
B Lemma 12

Lemma 13:

Sei G = (V,E,w) ein einfacher ungerichteter gewichteter Graph und v € V.
P sei der durch S(v) implizit definierte, erweiternde Weg von gerader Ldnge.
Wird der Weg P durch eine dynamische Verdinderung am Graphen G verlingert,
so verringert sich der Wert von B(v) niemals, d. h.:

ABv) = 0.

Beweis:  Sei b der letzte Knoten des Weges P und P, die Verldngerung von P.
Da P von gerader Linge ist, kann das Lemma 11, Teil (I) angewandt werden.
Damit gilt:

Brw) = m —m(PT\ P, )+ B7(b)

P7")+B7(b)

sowie

AB(w) = BT(v) - B(v)
Bv) + BT (b) — B(v)
B*(b)

und unter Nutzung des Lemmas 9 folgt:

AB(v) = B7(b)

v
o

B Lemma 13
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Lemma 14:

Sei G = (V, E,w) ein einfacher ungerichteter gewichteter Graph und ein Kno-
ten v € V gegeben. P sei der durch S(v) implizit definierte, erweiternde Weg.
Wird der Weg P durch eine dynamische Verdnderung am Graphen G so verkiirzt,
daf der zu BT (v) korrespondierende Weg P+ ungerade Linge besitzt, so verrin-
gert sich der Wert von (v) niemals, d. h.:

AB(v)

v
o

Beweis:  Sei ¢ der letzte Knoten des verkiirzten Weges P™ und P, 7¢ die

Verkiirzung von P (d.h. P = Pt U P, 7°). Da Pt von ungerader Liinge ist,
kann das Lemma 11, Teil (IT) angewandt werden. Damit gilt:

Bw) = m((P\P) ) —m((P\P) ")~ B(c)
= m(Pt)—m(PT ") - B(c)

= B7(v) - B(c)

sowie

Ap(v) = B*(v) - B(v)

B Lemma 14

Die einfachen Aussagen der Lemmata 9 bis 14 ermoglichen nun den Beweis zweier
wichtiger Hilfssédtze. Dabei erhalten diese Lemmata die gleichen Namen wie in
[BR93], da sie spéter die gleichen Funktionen iibernehmen, wie in den Beweisen
am angegebenen Ort.

6.4.3 Die Hauptlemmata

Das erste Hauptlemma garantiert fiir jeden Serverknoten s € S, daf} sich sein
Wert [(s) niemals durch die Entscheidungen von wLMM und die vom wORSM-
Problem vorgegebenen Verdnderungen am lokalen Graphen B verringert. Dies
gilt fiir s; € S natiirlich nur nur bis zum Zeitschritt 7, da der Ausdruck S(s)
spater nicht mehr definiert ist.
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Lemma 15: (Stabilitdtslemma)

Wihrend der Ausfihrung von wLMM vermindert sich der Wert eines Serverkno-
tens niemals, d. h.:

VseS;: Vi<i: ABi(s) =2 0.

Beweis:  Wihrend des Ausfiihrens von wLMM koénnen die folgenden Verédnde-
rungen am lokalen Graphen B auftreten:

Fall 1 ,,Zuordnung®“: Bei der Entscheidung iiber den aktuellen Serverkno-
ten s; € S wird die Matchingkante {r,s;} € M(B;) in das Online-Matching
M mm aufgenommen und zusammen mit ihren Endknoten und allen adjazenten
Kanten aus B; entfernt:

B+ — BZ —T,8

2

Fall 2 ,Nichtbenutzung®“: Der aktuelle Serverknoten s; wird durch wLMM
nicht in M(B;) und damit auch nicht in M, um aufgenommen (s; ¢ M(B;) und
S; §Z Mimm), sondern nur samt seinen Kanten aus B; entfernt:

Bf = B,

Dieser Fall kann auftreten, wenn die Gewichte der zu s; inzidenten Kanten zu
klein sind.

Fall 3 ,,Eingabe“: Ein neuer Anfrageknoten r; € R wird in den lokalen Gra-
phen aufgenommen:

B, = Bi_i bzw. verkiirzt
B+ = B Ty

Es wird nun gezeigt, dafl unter diesen drei Manipulationen am lokalen Graphen B
die 3(s)-Werte (s € S;) stabil bleiben. Fiir ein beliebiges, fest gewé#hltes s € S; sei
der durch §(s) implizit beschriebene, erweiternde Weg mit () bezeichnet. Solange
dieser Weg ) durch die dynamischen Verdnderungen an B nicht betroffen ist,
gilt 1 (s) = B(s) und trivialerweise A3(s) = 0. Deshalb ist es ausreichend eine
Verdnderung in der Struktur des Weges () zu untersuchen.

Um die Notationen einfach zu halten wird in den folgenden Untersuchungen ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen, dafl pro Zeitschritt nur eine Ma-
nipulation am Graphen B auftritt. Eine Kombination des Falles 3 mit dem Fall 1
oder 2 im selben Zeitschritt fiihrt zu keiner Anderung an der Stabilititsaussage.
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Fall 1 ({r,s;} € M(B;)): Der Weg @ wird durch die Entnahme einer sei-
ner Matchingkanten, einschliellich der dazu adjazenten Nichtmatchingkanten,
verkiirzt. Es verbleibt ein erweiternder Weg Q™ ungerader Linge, denn er besitzt
in M(B;) an beiden Enden eine Matchingkante. Die Anwendung von Lemma 14

ergibt AS(s) 2 0.

Fall 2 (s; ¢ M(B;)): Der Weg @ kann nur durch Entfernen seines letzten
Knotens (s;) verkiirzt werden, denn alle anderen Knoten in @ sind im Mat-
ching M(B;). Wiederum besitzt der verbleibende Weg @ an beiden Enden eine

Matchingkante und ist deshalb von ungerader Lénge. Somit folgt aus Lemma 14
die Aussage AS(s) = 0.

Fall 3 (Einfiigen von r; € R): Als erstes wird die Moglichkeit untersucht, daf§
der neue Requestknoten r; nicht Teil des lokalen, maximum-gewichteten Mat-
chings wird, r; ¢ M(B™). Da r; frei bleibt, kénnte er nur zu einem freien End-
knoten eines Weges Q' werden, der dann von gerader Linge sein muf. Da @
per Definition mit einem Serverknoten s € S; beginnt, liegen alle Requestkno-
ten von () in ungeradem Abstand vom Startknoten s. Aus diesem Widerspruch
folgt, da sich die Struktur eines Weges @ bei r; ¢ M(B™") nicht veréindert und
VselS : AB(s) =0 gilt.

Somit darf angenommen werden, dafl r; zu einem Serverknoten s; im vergréerten
Graphen B ., gebunden ist, {r;,s;} € M(B ., ). Dann wurde ein Weg P
erweitert, der exakt durch M(B ., )®M|(B) beschrieben ist. Das Gewicht dieses
Weges P, der mit r; beginnt, soll wie der Wert eines Serverknotens definiert
werden?’:

B(r) = m(B ,)-m(B) > 0.

Der Knoten s; kann zuvor schon im Matching M(B) gebunden sein oder auch
nicht. Dafiir miissen zwei weitere Fille unterschieden werden.

Fall 3.a (s; ¢ M(B)): Durch die Kante {r;,s;} € M(B .,.) kann kein erwei-
ternder Weg () ungerader Linge verldngert worden sein, da derartige Wege zwei
gebundene Endknoten besitzen (Widerspruch zur Annahme des Falles 3.a). Es
verbleibt nur die Variante, dafl ein Weg () gerader Lénge durch {r;, s;} verlingert
wurde. Mit Lemma 13 folgt dann AS(s) = 0.

Fall 3.b (s; € M(B)): Aus den Voraussetzungen dieses Unterfalles folgt:

e P ist ein erweiternder Weg mit Lénge echt grofler Eins, da der adjazente Kno-
ten s; schon zuvor gebunden war.

e Es existiert ein Knoten v, welcher der erste gemeinsame Knoten der Wege P
und @ ist. An diesem Knoten treffen sich die Wege zum ersten Mal beziiglich
ihrer Startknoten r; bzw. s.

25Beachte, daf der Ausdruck 3(s) nur fiir Serverknoten s € S definiert ist.
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Aus diesen Tatsachen 148t sich schlufifolgern:

e v € S;, da anderenfalls v in M(B) mit einem Knoten in @, der nicht auf P
liegt und mit einem weiteren Knoten in P verbunden wére. Das widerspricht
der Eigenschaft eines Matchings.

N @— o 0o o

Skizze 10: Situation vor der Erweiterung von P.

e Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit verlaufen die Wege P und () ab dem
Knoten v gemeinsam bis zum Ende, da nach Lemma 11, Teil (I) der Wert von
B(v) in beiden Wegen identisch ist.

Bemerkung: Der Wert §(v) ist optimal und fiir beide Wege P und @ gleich. Trotz-
dem gibt es die Moglichkeit, dafl die mit v beginnenden Endstiicke P, und Q:ain
von P und @ verschieden sind. Dann lassen sich jedoch maximum-gewichtete Mat-
chings finden, in denen Q.5 der Teil von P ab dem Knoten v, also P,y ist. Es ist
offensichtlich, daf§ diese Matchings existieren und damit geeignete Definitionen fiir

P, B(sj) und B'(r:).

Das Lemma 11, Teil (I) erlaubt es, den Wert von £(s) mit 3(v) auszudriicken.
Da zwischen den Knoten s und v des Weges @) keine Matchingkanten verdndert
werden (siehe auch Skizze 10), gilt:

AB(s) = AB(W) .

Damit ist es ausreichend AS(v) zu untersuchen. Vor der Matchingerweiterung
mittels des erweiternden Weges P bildet der Knoten v mit dem in P beziiglich r;
entfernteren Requestknoten eine Matchingkante. Beim Erweitern von P werden
alle Matching- und Nichtmatchingkanten vertauscht. Danach befindet sich der
Knoten v in einer Matchingkante mit dem Requestknoten, der sich in P n&her
an r; befindet. Desweiteren hat sich der zu 57 (v) korrespondierende, erweiternde
Weg verdndert. Er lauft jetzt auf dem Weg P in der ,entgegengesetzten Rich-
tung”, d. h. er startet mit dem Knoten v und endet bei einem Knoten u, der sich
auf P zwischen v und r; befindet (siehe Skizze 11).

Dieser Knoten u muf} ein Requestknoten sein (u € R;), da sonst seine Matching-
kante in M(P) auBerhalb des zu S (v) korrespondierenden Weges zwischen v
und u liegen wiirde. Der Knoten u kann auch mit r; zusammenfallen.
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(o]
[ ]

M(PT) o= eee =o— +vs —e

SN

M(P) o—=0— ¢e¢ —0= +0. —e o
TS u Bt (v) —

Skizze 11: Strukturelle Verinderung von S(v) durch die Erweiterung des Weges P.

Aus der Definition von AJ(v) ergibt sich:

AB(v) = B (v) = B(v)
= m(P)=m(P ") = [m(P ") —m(P " )]
m(P) —m(P ") =[m(P 7)) —m(P 7" )] (14)

-

-~

=B'(r;)
Zwischenbehauptung:
(P —v ) o m(P — T,V ) — B,(Ti) _ /BI(U,) .
Mit dieser Zwischenbehauptung ergibt sich nach Gleichung (14) und dem Lem-
ma 9 ('(u) 2 0):
AB(v) = B'(r) =[B(r) = FW)] = fu) 2 0,

woraus die behauptete Stabilitdt folgt. Das Lemma 9 kann hier benutzt werden,
da es fiir den Wert 3(-) eines beliebigen Knotens in einem allgemeinen gewichteten
Graphen gilt.

Beweis der Zwischenbehauptung:
(P —>’U) —m(P —)m,v) — B,(Ti) —/BI(U,) .

In der linken Gleichungsseite ist der Knoten v in beiden Termen aus dem Weg P
entfernt. Deshalb ist P in zwei Teilwege P; U {v} U P, aufgespaltet, wobei sich
T; in P1 befindet:

P O————=e— e o o —O— e 0o 0 ——0 [ ] O——= oo 0
i 7 Uu v
N -~ o N -~ o
P1 P2

Das maximum-gewichtete Matching von P, ist in M(P 7Y ) und in M (P ~"")
identisch und hat deshalb auf die Differenz m (P ~* ) —m(P ~"" ) keinen Einfluf.

Sei P, der Teilweg von P zwischen r; und u und sei P, der Teilweg von P zwischen
u und dem Ende von P:
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U

i
ﬁ
T

Nach Definition von §'(r;) und Lemma 10 gilt damit:

§r) = m(P)—m(P ")
P)+m(P) = [m(P, 7™ ) +m(P, )
m(P) = m(P, ") m(P) —m(P, ")

> o
-~ -~

m(P —v ) _ m(P —7,v ) BI u)

m(
m(

Um die Aussage m(P,) —m(P, 7" ) =m(P ") — m(P ~"") zu zeigen, geniigt
es P, zu betrachten. Durch die Erweiterung des Weges P (also dem Ubergang
von M(P ™) zu M(P)) wurden alle Matching- und Nichtmatchingkanten in P
vertauscht. Nach dem Entfernen des Knotens v wird das Matching von P; ver-
groflert, indem alle Matching- und Nichtmatchingkanten im Teilweg zwischen v
und u, der durch 87 (v) beschrieben ist, ein weiteres Mal vertauscht werden. Des-
halb liegt in diesem Teilweg die gleiche Matchingsituation wie vor dem Einfiigen
des Knotens r; vor. Die Differenz zwischen M(P;) und M(P; 7" ) kann nur im
Teilweg P, vorgefunden werden (genauer gesagt M(P;) & M(P, 7") = P,).
Und damit folgt aus den obigen Gleichungen:

Bl(ri) = m(P7")=m(P7™")+ ' (u)
& mP7)—-m(P ) = B'(r) — B (u) .

B Lemma 15

Das zweite Hauptlemma betrachtet die Verdnderung der Potentialfunktion beim
Behandeln von Server- und Requestknoten. Der Zuwachs im Potentialfunktions-
wert kann dabei fiir jeden Knotentyp von unten abgeschéitzt werden.

Lemma 16: (Auszahlungslemma)

Wihrend der Ausfiihrung von wlLMM gilt:
(I) A(D|s 2 ﬁ(5)|s ,SES

(I1) A®, = w({r,s}) - B(s) Vs: {r,s}€F ,T€R
Bevor das Lemma bewiesen wird, sollen die Formeln kurz interpretiert werden:

(I) Die Potentialfunktion wichst bei der Entscheidung iiber den Serverknoten s;
um mindestens seinen aktuellen Wert f;(s;).
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(II) Wenn der Requestknoten r; in den lokalen Graphen B; eingefiigt wird, stellt
die Aussage (II) sicher, daf der schwerste, erweiternde Weg ab r; zur Be-
stimmung des maximum-gewichteten Matchings M (B;) erweitert wird. Die
linke Seite der Ungleichung beschreibt das Gewicht des ausgewihlten, er-
weiternden Weges (der moglicherweise leer ist) und auf der rechten Un-
gleichungsseite sind die Gewichte aller moglichen erweiternden Wege mit
Startknoten r; beschrieben (siehe dazu auch das Lemma 11, Teil (II)).

Beweis:
Zur Vereinfachung wird in allen Notationen auf den Index ¢ verzichtet.

Teil (I):

Fall 1: Der Serverknoten s wurde in das Online-Matching aufgenommen, d. h.
$ € My.mm. Dann 1iBt sich iiber den Schritt ¢ folgern:

Mt = MU{rs}
= [MT| = [M]+w({rs})

und

Bt B s
= m(B") = m(B)—w({r,s})

eingesetzt in die Definition von A®, ergibt sich:

AQ, = 2|M"[+m(B") - [2|M|+m(B)]
= 2|M|+2w({r,s}) + m(B) —w({r,s}) — 2|M| —m(B)
= w({r,s})

und mit Lemma 12 folgt:
A(I)\S = ’UJ({?”,S}) g B(S)\s .

Fall 2: Der Serverknoten s wurde nicht in das Online-Matching aufgenommen,
s é Myimm- Dann 148t sich iiber den Schritt 7 folgern:

MT = M
= |[MT| = |M]

und
B+ — B—)S

= m(BT) = m(B) ,
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eingesetzt in die Definition von A®, ergibt sich:

A, = 2|MT|+m(BT) — [2|M|+m(B)]
= 2|M|+m(B) - 2|M|—m(B)
0.

Da s ¢ M(B), gilt:

und zusammen ergibt sich:
A(I)|s = 0 = ﬂ(8)|s.

Teil (II): Beweis durch Widerspruch.
Sei 7 € R und m(B ., ) das Gesamtgewicht des optimalen Matchings von B mit
eingefiigtem Knoten r. Annahme:

dse€Si: A, < w({r,s})—B(s)y -

Da sich am Online-Matching M durch das Einfiigen des Knotens r nichts dndert,
gilt:

A®, = m(B._,)—m(B) .

In die Annahme eingesetzt, ergibt sich:

m(B ;) —m(B) < w({r s})—B(s),
& mBo)-mB) < w{rs})—[m(B)-m(B")]
& m(B ,) < w({r,s})+m(B7°) . (15)

Der Term w({r,s}) + m(B 7°) ist das Gewicht eines Matchings im Graphen
B _,,dain B ® die Knoten r und s nicht enthalten sind. Damit steht jedoch
die Aussage (15) im Widerspruch zur vorausgesetzten Optimalitit von m(B ., ).
So folgt die Behauptung. B Lemma 16

6.4.4 Der Beweis des Competitive Ratios

Satz 17:
Der Online-Algorithmus wLMM fiir das wORSM-Problem ist 2-competitive.
Beweis:  Fiir alle Requestknoten r € R gilt Auszahlungslemma 16, Teil (II):

A®, 2 w({r,s}) - B(s)y Vse S, {r,s} € FE , (16)
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wobei die Definition des wORSM-Problems sicherstellt, da} der Requestknoten r
in den Graphen eingefiigt wird, bevor der Serverknoten s bearbeitet wird.

Fiir alle Serverknoten s € S gilt nach dem Auszahlungslemma 16, Teil (I):

A, = B(s)s (17)

und das Stabilitdtslemma 15 ergibt fiir den hier vorliegenden Fall, dal s nach r
behandelt wird:

Bshs 2 B(s)y - (18)
Die Addition der drei Gleichungen (16), (17) und (18) ergibt:
z w({rs}) .

Damit gilt die folgende Aussage fiir ein beliebiges Matching Mg von G, wobei ®g,,
der Potentialfunktionswert nach vollstindiger Bearbeitung der Eingabe durch
wLMM ist:

Dot = Y AP+ AD, 2 > AP +AD, 2 Y w({r,s}) =|Mg| .

reR seS {r,s}eM¢g {r,s}eMg

ACI)‘T + A(I)|3

Deshalb gilt auch fiir ein maximum-gewichtetes Matching Mop:

Qpina = |Mopr|

und aus der Definition von ® und der Tatsache, dafl der lokale bipartite Graph
nach Bearbeitung des Gesamtproblems leer ist (Bgna = @), folgt:

Qi = 2| Mumm| 2 |Moet]

womit die obere Schranke im Competitive Ratio von 2 gezeigt ist. W Satz 17

6.5 Der Algorithmus PHI

In der Analyse des LMM-Algorithmus hat sich gezeigt, dal die bevorzugte Nut-
zung der aktuellen Ressource s; ein wesentlicher Beitrag ist, um die optimale Lei-
stungsfahigkeit im Sinne der Competitive Analysis zu gewahrleisten. Wie schon
auf Seite 88 kurz angedeutet, verbessert eine solche Regelung den Competitive
Ratio von wLMM nicht. Formal 148t sich ein Online-Algorithmus wLMM* defi-
nieren, der beziiglich des wLMM-Algorithmus (siehe Seite 89) um eine Zeile 5a
ergidnzt wird. Darin wird gepriift, ob ein alternierender Weg P mit Startknoten s;
existiert, der mit einem freien Knoten oder einer Matchingkante endet, und dessen
Matchingkanten die selbe Gewichtssumme wie seine Nichtmatchingkanten besit-
zen. Dann kann das Matching M (B;) durch Invertieren der Matchingzugehdorig-
keit der Kanten des Weges P in ein maximum-gewichtetes Matching M’(B;) mit
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s; €M (B;) transformiert werden. Zuletzt wird die zu s; inzidente Matchingkante
in das Online-Matching M, mm* aufgenommen.

Sei G = (V, E,w) der Eingabegraph des Gegenspielers fiir wLMM, mit dem eine
untere Schranke im Competitive Ratio von wLMM gezeigt wird. Sei weiterhin
i der erste Zeitschritt, in dem wLMM und wLMM* verschiedene Entscheidungen
treffen, d. h. s; é M mm und s; € Mo yum+. Dann wird der Gegenspieler alle in B;
zu s; inzidenten Kanten um eine kleine Konstante € (¢ € IR;) in ihrem Gewicht
vermindern und die Bedingung fiir den Weg P ist nicht mehr gegeben, woraus
S; ¢ My mm+ folgt. Dieses Konstruktionsschema wird iterativ angewandt und der
entstehende Graph G* = (V, E, w*) erzeugt ein Matching M¥ -, Welches aus
den selben Kanten wie M, mm besteht. Da sich die Matchinggewichte | My mm|
und |M} yw-| fiir € — 0 beliebig anndhern lassen, und ebenso die Gewichte
der zugehorigen optimalen Lésungen, beweist die Eingabe G* die selbe untere
Schranke fiir den Competitive Ratio des wLMM*-Algorithmus, wie G fiir wLMM.

Sollte deshalb im Falle von s; é M(B;) die Bedeutung der Ressource s; durch
Anhebung der Gewichte aller zu s; in B; inzidenten Kanten um einen Faktor
erhoht werden? Und welchen Wert sollte dieser Faktor haben?

Eine Antwort auf die zweite Frage wird durch Betrachtung der Konstruktion der
allgemeinen unteren Schranke in Satz 7 nahegelegt. Wenn der Faktor ¢ ist, so sind
beide Auswahlméglichkeiten in der vom Gegenspieler erzeugten Entscheidungssi-
tuation gleichwertig.

Die erste Frage 148t sich verneinen, wie die folgende untere Schranke gegen den
Algorithmus zeigt. Er soll den Namen wLMM? erhalten. Wie oben angesprochen,
modifiziert er den Graphen B; im Falle s; ¢ M(B;) zu dem Graphen Bf , indem
alle zu s; inzidenten Kanten in ihrem Gewicht um den Faktor ¢ erhoht werden
(V{r,s;} € B; : w?({r,s;}) == ¢-w({r,s;})). Mit dieser Notation kann wLMM?
nun formal in Pseudocode beschrieben werden:

1: loop {fiir alle Zeitschritte ¢}
lies die Eingabe des Schrittes ¢ und baue B; auf
bestimme ein maximum-gewichtetes Matching M(B;) in B;
if s; ¢ M(B;) then
konstruiere BY {d.h. ¥ {r,s;} € Bi : w({r, s;} := ¢-w({r,s:})}
bestimme ein maximum-gewichtetes Matching M(B?) in B?
end if
if s; € M(B;) oder s; € M(B?) then
tiige die Matchingkante von s; dem Online-Matching M, e hinzu
10: end if
11: end loop

Algorithmus 3: wLMM?
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Satz 18:
Der Competitive Ratio des Online-Algorithmus wLMM? betrdagt mindestens 2.

Beweis:  Die folgende Eingabe des Gegenspielers zeigt die Aussage:
w({r1,s2}) = ¢ und w({re, s2}) = w({re, s3}) = w({rs, s3}) = 1.

1 T2 T3
(1N (1

)

S1 52 53

Skizze 12: Eingabestruktur fiir die untere Schranke von wLM M@,

Der Online-Algorithmus wLMM? bestimmt fiir diesen Eingabegraphen das Mat-
ching M, yms = {{r1, 82}, {re2, s3}}, da eindeutig M(By) = {{r1, s2}, {rs, s3}}
und s, € M(B,) gilt, weshalb BY nicht gebildet und M (B¢) nicht untersucht
wird. Das Online-Matching M, s besitzt das Gewicht |M, ymel = 1 + €.
Die optimale Losung ist hingegen Mopt = {{r2, s2}, {3, s3}} mit dem Gewicht
|Mopt| = 2. Daraus ergibt sich wiederum das Verhéltnis:

IMoer| 2
| Muivm| I+e
und fiir £ gegen Null folgt der Grenzwert:
2

lim =
e=0 14¢

Diese Struktur kann aller drei Zeitschritte erneut als Eingabe fungieren, womit
gezeigt ist, daB wLMM? keinen besseren Competitive Ratio als 2 besitzt.
B Satz 18

Da die untere Schranke im Competitive Ratio ebenfalls 2 ist, wie auch fiir den
Algorithmus wLMM, hat die Modifikation, die wLMM? darstellt, keine Vorteile.
Andererseits ist in der Gegenspielerstrategie deutlich zu sehen, warum wLMM?
keine verbesserte Leistungsgarantie geben kann. Die prinzipielle Idee, die aktu-
elle Ressource s; in ihrer Wichtigkeit anzuheben, ist jedoch die einzige Chance
einen verbesserten Online-Algorithmus zu schaffen. Darum ist ein Vorschlag der
Algorithmus PHI, der die zu s; inzidenten Kanten in B; immer um den Faktor ¢
in ihrem Gewicht aufwertet. Dieser Algorithmus ist auf Seite 107 in Pseudocode-
darstellung zu finden.

Ein bisher ungeldstes Problem ist die Analyse des Online-Algorithmus PHI. Die
in Satz 17 genutzte Technik kann dazu nicht angewandt oder einfach modifiziert
werden, da das Stabilitdtslemma 15 unter den von PHI an B; durchgefiihrten dy-
namischen Verdnderungen zusammenbricht. Dieser Zusammenbruch bleibt dabei
nicht lokal auf eine oder einige wenige Ressourceknoten beschrinkt. Es 148t sich
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1: loop {fiir alle Zeitschritte ¢}

2:  lies die Eingabe des Schrittes ¢ und baue B; auf

3:  konstruiere B {d.h. V{r,s;} € B; : w({r, s;} :== ¢-w({r, s:})}

4:  bestimme ein maximum-gewichtetes Matching M (B?) in B?

5. if 5; € M(B?) then

6 fiige die Matchingkante von s; dem Online-Matching Mpy, hinzu
{dh {Si,T} € M(Bj)) —— {Si,T} € MPHI}

7. end if

8: end loop

Algorithmus 4: PHI

vielmehr ein sternférmiger Graph, bestehend aus Wegen der Linge Zwei, kon-
struieren, in dem beliebig viele Ressourceknoten einen Wert 8 > 0 besitzen, und
in dem nach der Konstruktion von BY diese Werte simultan auf Null fallen.

Si+1

Si+2

Sitn!

Skizze 13: Im gezeigten sternformigen Graphen ist M(B;) eingetragen. Es existieren
n' Ressourceknoten s; (j € {i+1,i+2,... ,i+n'}) mit S(s;) = 0.38 > 0. Nach der
Konstruktion von Bf’ wird die Kante {s;,r} wichtiger (0.62 > 1/¢ = ¢-0.62 > 1)
und es folgt B(s;) > 0 aber V j € {i+1,i+2,... ,i+n'} : B(s;) =0.

Anmerkung

Der Algorithmus LMM kann als eine effiziente Spezialimplementierung des Algo-
rithmus PHI fiir ungewichtete bipartite Graphen aufgefafit werden. Im Falle von
Einheitsgewichten der Kanten, entspricht das Erhhen der Gewichte von zu s; in-
zidenten Kanten um den Faktor ¢ und die Berechnung des maximum-gewichteten
Matchings in diesem Graphen Bf genau der Bevorzugung von zu s; inzidenten
Kanten im ungewichteten Maximum-Matching.



7 Exakte Analysen einiger Modellvarianten

Ubersicht: In diesem Kapitel erfolgt ein Riickgriff auf das ORSM-Problem aus
Kapitel 5, d. h. die Kanten der bipartiten Graphen sollen nun wieder Einheitsge-
wichte besitzen. Es werden neue Konzepte in das schon analysierte ORSM-Pro-
blem eingefiihrt, die zuerst einzeln untersucht werden. Eine Kombination dieser
Konzepte fithrt danach zu Modellvorstufen des Data-Access-Problems (DAP). So-
weit vollstindige Analysen fiir derartige ORSM-Modellvarianten vorliegen, wer-
den sie in diesem Abschnitt dargestellt. Die vorhandenen Resultate einer weiteren
Modellvariante und des DAP werden in den spéiteren Kapiteln 8 und 9 behandelt.

108
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7.1 Vorbemerkungen und Ergebnisiibersicht

Obwohl in Kapitel 4 schon einige Aussagen zur Motivation der in diesem Kapitel
behandelten Modellvarianten getroffen wurden, soll zuvor noch einmal der Zweck
der Untersuchungen dieser Modelle verdeutlicht werden.

Das ORSM-Problem ist ein hochgradig abstraktes und anwendungsfernes Modell,
welches den Untersuchungen relativ leicht zugénglich ist. Ein anderes Extrem
stellt das DAP dar, welches immer noch eine starke Vereinfachung fiir ein ver-
teilten Datenserver beschreibt bzw. nur einige Teilaspekte beriicksichtigt, dessen
Strukturaufklirung und -auswertung jedoch schwierig ist. Um ein Verstdndnis
fiir die Strukturen des letztgenannten Problems zu erhalten, ist die Betrachtung
von Modellvarianten zwischen diesen beiden Extremen sinnvoll. Dazu werden
die Konzepte wie Blockeingabe, konstanter Requestknotengrad und beschriank-
te Kantenlingen (maximale individuelle Fristen der Auftrige) dem einfachen
ORSM-Modell hinzugefiigt, da sie durch das DAP impliziert werden. Auflerdem
sollen noch Vorschau in der Eingabesequenz und Intervalleingaben als zusétzli-
che Konzepte untersucht werden. Wie schon in Kapitel 4 aufgezeigt, stellen diese
»,Modellerweiterungen in Wahrheit Einschrdnkungen in der Eingabestruktur des
ORSM-Problems dar bzw. ein zusétzliches a priori Wissen. Deshalb bleibt die
obere Schranke von 1.5 im Competitive Ratio (Satz 6) fiir alle Modelle giiltig.

Fiir simtliche Modellvarianten, deren Competitive Ratio genau 1.5 ist, geniigt es
Gegenspielerstrategien fiir untere Schranken anzugeben. Dabei handelt es sich nur
um leichte Anpassungen der Gegenspielerstrategie aus Satz 3. Die oberen Schran-
ken fiir Resultate kleiner als 1.5 werden durch den Online-Algorithmus LMM ge-
zeigt. Diese Analysen folgen ebenfalls der bekannten Argumentation aus Satz 6,
in dem LMM fiir das einfache ORSM-Problem untersucht wird.

In den folgenden Teilkapiteln werden zuerst die Modellvarianten untersucht, die
dem ORSM-Modell lediglich ein zusétzliches Konzept hinzufiigen. Danach werden
Kombinationen solcher Konzepte studiert, solange fiir die Modellvarianten exak-
te Analysen vorliegen. Die Tabelle 3 gibt eine Ubersicht der in diesem Kapitel
bewiesenen Resultate.

7.2 Analysen der Modellvarianten
7.2.1 Das Modell mit Intervalleingaben

Jede Anfrage in dieser Modellvariante spezifiziert ein ununterbrochenes Intervall
von Zeitpunkten bzw. Serverknoten fiir ihre Bearbeitung. Mit dieser speziellen
Struktur der Eingabe wird es moglich zwei Anfragen, die beide im aktuellen Zeit-
schritt bedienbar sind, zu vergleichen. Die Anfrage mit der kiirzeren Frist (Dead-
line) ist dringender und damit wichtiger. Sie sollte deshalb in der Bearbeitung
bevorzugt werden. Innerhalb dieser fritheren Frist verhalten sich beide Anfragen
im System vollig identisch und sind daher austauschbar.
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. Nz = é = .
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Tabelle 3: Das ORSM-Problem mit verschiedenen Kombinationen von zusétzlichen Kon-
zepten und die resultierenden Competitive Ratios.

J.R. Jackson untersuchte in [Jac55] ein Offline-Planungsproblem, in dem die
Auftriage keine einzuhaltenden Fristen, sondern gewiinschte Fertigstellungszeit-
punkte?® besitzen. Das Ziel in diesem Planungsproblem ist die Minimierung der
Summe aller Verspdtungen der Auftrige beziiglich ihrer Fertigstellungswiinsche.
Die optimale Losung ist als Jackson’s Regel bekannt und bedient sich einer Be-
obachtung die sehr dhnlich der oben getroffenen ist: Alle Auftrage werden geméf
nicht fallender gewiinschter Endzeitpunkte sortiert und in dieser Reihenfolge ab-
gearbeitet. Der so definierte Algorithmus besitzt auch den Namen Farliest-Due-
Dates (EDD) und stellt eine spezielle Variante des List-Scheduling dar.

Stellen die Fertigstellungszeitpunkte harte Fristen dar, so verwandelt sich Jack-
son’s Regel in den Earliest-Deadline-First-Algorithmus (EDF). Er ist in der Lage
in Zeit O(nlogn) das Entscheidungsproblem, ob ein Plan existiert, der alle Auf-
triige einer Probleminstanz erfiillt, zu lésen (siehe dazu z. B. [BESW94, Seite 52]
oder [Cof76, Seite 13 f.]).

Fiir ein Online-Planungsproblem mit Fristen, bei dem die verdnderte Zielfunk-
tion der Anzahl erfolgreicher Auftréige zu maximieren ist, funktionieren die Be-
weise zur Optimalitdt von EDF aus der Literatur nicht. Im Offline-Problem sind
alle Auftrage zu bearbeiten und es kann ein einfaches Vertauschungsargument
benutzt werden, um jede optimale Lésung in die vom EDF-Algorithmus erzeugte

26Im Englischen als due dates bezeichnet.
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Losung zu transformieren, ohne dabei die Losungsqualitéit zu beeintrichtigen. Da
im Online-Modell verschiedene Mengen erfolgreicher Auftrige in der optimalen
bzw. durch EDF erzeugten Lésung enthalten sein kénnen, und die Auftréige indi-
viduelle fritheste Startzeitpunkte besitzen, ist eine aufwendigere Beweisfiihrung
notwendig.

Vor dieser Analyse soll jedoch erst die exakte Funktion des EDF-Algorithmus
fiir das Planungsproblem, welches dem ORSM-Modell mit Intervalleingaben ent-
spricht, gekldrt werden: In jedem Zeitschritt ¢ wird als erstes der mogliche neue
Auftrag eingelesen und in einem Auftragspuffer zwischengespeichert. Danach wird
der Auftrag r mit kiirzester noch verbleibender Frist bestimmt, der im Zeitschritt ¢
bearbeitet werden kann. Existiert ein solcher ausfiihrbarer Auftrag im Puffer, so
wird er daraus entfernt und bearbeitet. Zum Schlufl werden alle Auftrige mit
abgelaufener Frist ¢ aus dem Puffer geléscht und der néchste Zeitschritt beginnt.

Auf Seite 112 ist eine detailliertere Pseudocodedarstellung des EDF-Algorithmus
fiir das ORSM-Problem mit Intervalleingabe unter der graphentheoretischen In-
terpretation angegeben. Dabei ist ein Requestknoten r durch seinen friihesten
und spatesten Servicezeitpunkt rg,y und renq beschrieben, d.h. rga¢ und 7eng
stellen die Zeitindizes des ersten und letzten zu r adjazenten Serverknotens dar.
Per Definition sei ein isolierter Requestknoten r durch r.,q = 0 charakterisiert. In
der Algorithmusdarstellung wird auf den abstrakten Datentyp der linearen Liste
mit den Operationen:

initialize(L) — richtet eine leere Liste L ein; insbesondere wird ein Schluf-
element erzeugt, das sich selbst als Nachfolger besitzt

head(L) — gibt das erste Listenelement aus L zuriick

end (L) — bezeichnet das Schluelement von L

next(r, L) — gibt das in L auf r nachfolgende Listenelement zuriick

delete(r,L) — entfernt das Element r aus L

und einer Einfiigeoperation zuriickgegriffen.

Satz 19:

Der Online-Algorithmus EDF fiir das ORSM-Problem mit Intervalleingaben ist
1-competitive.

Beweis: Die von EDF konstruierte Losung wird in Phasen eingeteilt. Eine
Phase beginnt mit einem Intervall, in dem alle Serverknoten im Matching Mgpg
sind und es folgt ein Intervall, dessen Serverknoten beziiglich Mgpg frei sind. Die
Phasen seien mit P; durchnumeriert, und P, beginnt mit dem ersten gebundenen
Serverknoten. P, entspricht dem mdoglicherweise vorhandenen Intervall von freien
Serverknoten am Anfang der Eingabe. In der letzten Phase folgt auf das Intervall
gebundener Serverknoten eine unendliche Menge weiterer Servicezeitpunkte.

Eine Phase P; wird durch ihren Startzeitpunkt b;, den Zeitpunkt des letzten be-
nutzten Servicezeitpunktes u; und den letzten Zeitpunkt e; charakterisiert. Mit
dieser Phasendefinition wird die Requestknotenmenge in disjunkte Teilmengen
aufgegliedert. Jeder Phase P; wird dabei die Menge R; C R zugeordnet, die alle
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1: initialize(L)
2: loop {fiir alle Zeitschritte 7}
3: lies die Eingabe r; des Schrittes ¢

4:  if 7jeng > 0 then {r; ist ein nichtisolierter Requestknoten}

5: sortiere r; in L nach (7 end, 7istart) lexikographisch aufsteigend ein
6: end if

7. 1 := head(L)

8: repeat {sucht zu s; adjazenten Requestknoten mit kiirzester Frist}
9: if rgare < ¢ then {entsprechender Requestknoten gefunden}

10: fiige die Kante {r, s;} dem Online-Matching Mgpg hinzu

11: delete(r, L)

12: break {Schleifenabbruch}

13: else

14: r := next(r, L)

15: end if

16:  until r = end(L)

17: 1 := head(L) {entfernt im folgenden alle Elemente mit Frist ¢ aus L}
18:  while r # end(L) und repq = i do

19: delete(r, L)

20: r := head(L)

21:  end while

22: end loop

Algorithmus 5: EDF (anstatt einer linearen Liste kann auch eine effizientere Daten-
struktur — beispielsweise auf balancierten Bidumen basierend — eingesetzt werden)

Requestknoten r beinhaltet, deren friiheste Servicezeitpunkte innerhalb der Pha-
se Pj liegen (b; < rgare < €;). Der Phase Py ist die leere Menge Ry zugeordnet.

Bemerkung: Der EDF-Algorithmus sortiert die Requestknoten in seiner Liste L primér
nach nichtabsteigenden Fristen und sekundér nach nichtabsteigenden frithesten Service-
zeitpunkten. Sind beide Werte fiir zwei Knoten identisch, so sind sie nicht unterscheid-
bar und deshalb ist ihre Stellung zueinander in L egal. Wie man sich leicht iiberzeugen
kann, entspricht die Menge R; genau der Menge von Requestknoten, die im Inter-
vall [bj, u;] der Phase P; von EDF aus seiner internen Datenstruktur L entnommen
wird und die frithesten Servicezeitpunkte der Requestknoten aus R; iibersteigen nie-
mals den Wert u;. Eine davon abweichende Eigenschaft wiirde dem Intervall freier

Serverknoten {sy;t1,... ,Se; } unter der EDF-Regel widersprechen. Es gilt also:
R = |J B
jEN
sowie
VT’ERjZ bj § Tstart g Uj -
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Die Berechnung der Matchings der Phasen ist mit obiger Definition voneinan-
der unabhéngig, da das Zuordnen eines Requestknotens r € R; zu einem Ser-
verknoten aus {s,_,,... 5, der nichsten Phase P;;; die Kardinalitit der
Gesamtlosung Mepr nicht erhdhen kann, da die Phase P; selbst mit freien Ser-
verknoten und damit unbenutzten Kapazititen endet. Weiterhin ist es nach De-
finition der Phasen unmoglich einen Requestknoten mit einem Serverknoten der
vorherigen Phase zu paaren. Wird nun gezeigt, dal EDF die Requestknoten R;
innerhalb der Phase P; optimal den Serverknoten zuordnet, so folgert sich daraus
die globale Optimalitdt des Online-Algorithmus EDF.

Die Phase Py wird offensichtlich durch EDF optimal gehandhabt, da im definierten
Intervall alle Serverknoten isoliert sind. Innerhalb einer Phase P; (j = 1) kann
nun die spezielle Struktur der Losung, d. h. alle gebundenen Serverknoten befin-
den sich konsekutiv am Anfang der Phase, fiir die Beweisfiihrung genutzt werden.
Gilt |R;| = u;—0b;+1, d. h. die Requestknotenmenge R; besitzt genauso viele Ele-
mente, wie die Anzahl der in Phase P; gebundenen Serverknoten {s;,, ... , sy, },
so liegt ebenfalls eine optimale Losung fiir P; vor.

Anderenfalls sei 7y der erste Knoten aus R;, der von EDF aus der Liste L ent-
fernt und nicht dem Matching Mgpg hinzugefiigt wurde. Dann hat EDF alle Re-
questknoten®” aus R;, die vor 7 in L sind und deshalb keine spiteren Fristen als
Tt end aufweisen, beziiglich Mgpr gebunden. Zusétzlich kénnen Requestknoten mit
lingeren Fristen den Serverknoten aus {s;,. .. ,Sr..q—1} Zugeordnet sein, falls
zu diesen Zeitpunkten keine adjazenten Requestknoten mit kiirzeren Fristen zur
Verfiigung standen. EDF ordnet niemals Requestknoten unnétigerweise fritheren
Serverknoten zu, und deshalb kann die Matchingkardinalitdt durch Zuordnung
solcher Requestknoten mit Fristen grofler als 7enq zu spéteren Serverknoten nicht
erh6ht werden. Mithin ist die Teillsung im Intervall [bj, 7fena] optimal, da alle
Ressourcen ausgenutzt werden und es keine Mdglichkeit gibt den abgewiesenen
Requestknoten innerhalb des Intervalls [b;, 77 end] einem Serverknoten zuzuweisen
ohne im Gegenzug einen anderen Requestknoten mit kiirzerer oder gleicher Frist
aus dem Matching Mgpg zu entfernen. Nun 148t sich das Matchingproblem der
Phase P; zu einem Restproblem P; reduzieren, indem alle Requestknoten mit
einer Frist bis ryenq aus I; entfernt werden, d. h.:

R, = {r € Rj|Tend > Tfend} -

Die Zeitpunkte des Restproblems werden auf das Intervall [rfenq + 1, €;] und die
Servicezeitpunkte aller Requestknoten aus R; reduziert:

S; = {Sk es | ({T‘, Sk} € Mgpr = Tend > rf,end) V (Tf,end < k é ej)} .

Mit dieser Definition erfiillt der Rest P einer Phase P; die gleichen Voraussetzun-
gen, wie sie an eine Phase gestellt werden: Kein Requestknoten r € R} kann sinn-
voll einem Serverknoten verschieden S} zugeordnet werden, denn eine Paarung
von r mit einem Knoten aus S;\ S; wiirde zu einer unumgénglichen Verdréngung

2Tmaximal Tf.end — bj + 1 Stiick
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eines anderen Requestknotens fiihren, was die Kardinalitdt des Matchings Mgpr
nicht erh6hen kann. Andere Zuordnungen sind aus den oben zu einer Phase ge-
nannten Griinden nicht von Vorteil.

Das Restproblem P ist strikt kleiner als das Ausgangsproblem der Phase P;. Es
entféllt mindestens der Zeitschritt 77enq, zwei Requestknoten (ry sowie der s,
zugeordnete Requestknoten) und der Zeitpunkt des Fristablaufes des néchsten
erfolglosen Requestknotens wird ebenfalls erhoht.

Die Lésung, die EDF auf dem isolierten Problem P] erzeugt, besteht aus den
selben Entscheidungen, wie in der EDF-Losung der gesamten Phase P;. Alle Zu-
ordnungen von Requestknoten vor dem Zeitpunkt 7f¢nq werden fiir das Restpro-
blem P ebenso durchgefiihrt, wie innerhalb der Phase P;, da zu diesen Zeit-
punkten in P; keine Requestknoten aus der Menge R; \ R} zur Verfiigung ste-
hen. Ab dem Zeitpunkt 7fenq + 1 sind zusétzlich die internen Konfigurationen
der Datenstrukturen von EDF in beiden Problemvarianten identisch. Mit die-
sen Beobachtungen kann nun formal ein Induktionsbeweis iiber die Zeitpunkte
gefiihrt werden, in denen Requestknoten endgiiltig als frei beziiglich Mgpg festge-
legt werden. Der Induktionsabbruch erfolgt bei einem der beiden trivialen Fille
einer leeren Requestknotenmenge R oder dem Zuordnen aller Requestknoten des
Restproblems.

Somit ist die oben gesuchte Optimalititseigenschaft der von EDF bestimmten
Losung fiir eine beliebige Phase P; nachgewiesen, woraus schlielich die Aussage
des Satzes folgt. B Satz 19

7.2.2 Das Modell mit Vorschau

Eine Vorschau in die zukiinftigen Teile der Eingabesequenz konnte zusétzliche
Information aufdecken, die fiir eine bessere Entscheidung benutzt werden konnte.
Wie schon in [A1b97] festgestellt und auf Seite 30 besprochen, folgt dies nicht not-
wendigerweise. Auch im ORSM-Modell kann der Gegenspieler Eingaben erzeugen,
die trotz Vorschau von /¢ Zeitschritten keine zusétzlich verwertbare Information
offenbaren. Dazu wird die Strategie aus Satz 3 nur leicht modifiziert.

Satz 20:

Jeder deterministische Online-Algorithmus fir das ORSM-Problem mit Vorschau
von £ Zeitschritten besitzt einen Competitive Ratio von mindestens 1.5.

Beweis:  Folgende Eingabe ist die Grundlage der Gegenspielerstrategie (siehe
auch Skizze 14):

E = {{Tla 82}7 {Tla $€+3}7 {TQ’ 82}7 {7"2: 3E+4}} .

Je nach Entscheidung des Online-Algorithmus ({r, so} € M oder {rs, 55} € M)
wird im Zeitschritt ¢ = £ 4+ 3 die Kante {ry 3, spr4} oder {rp 3, sp:3} eingefiigt.
Diese letzte Kante ist zum Entscheidungszeitpunkt ¢ = 2 noch nicht bekannt.
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Ty T2 'Te+3
LI (e} [e)
|
[ ] e 0o e

S1 Sg 1S¢+3 Se+4
|

Vorschau —
(bis 7p12) |

Skizze 14: Der Eingabegraph und die Entscheidungssituation im Zeitschritt ¢+ = 2. Die
gestrichelte Linie begrenzt die Vorschau.

Deshalb kann die Argumentation aus dem Beweis zu Satz 3 auf diesen modifi-
zierten Eingabegraphen {ibernommen werden. Es folgt eine unter Schranke im
Competitive Ratio von 1.5 . W Satz 20

Zusammen mit der oberen Schranke aus Satz 6, die sich auf diese Modellvariante
iibertragt, ist die Analyse vollstindig.

7.2.3 Das Modell mit Blockeingabe

Auch in dieser Modellvariante geniigt eine geringfiigige Modifikation der Ge-
genspielereingabe, um eine untere Schranke von 1.5 fiir den Competitive Ratio
zu zeigen. Der LMM-Algorithmus mit seiner Leistungsgarantie aus Satz 6 ver-
vollstandigt die exakte Analyse.

Satz 21:

Jeder deterministische Online-Algorithmus fiir das ORSM-Problem mit Blockein-
gabe von b Knoten pro Zeitschritt (b € IN,b 2 2 ) besitzt einen Competitive Ratio
von mindestens 1.5.

Beweis:  Der Gegenspieler konstruiert als Eingabe die Kantenmenge

E = {{ri,so}, {r1, 5041}, {72, 52}, {72, sp42}} -

:7“1 T9 :Tb+1

| e o 0 | (o] (o]

I

I

| [ ] LI ) |

51 S2 Sb+1 Sb+2

Skizze 15: Der Eingabegraph und die Entscheidungssituation im ersten Zeitschritt. Die
gestrichelten Linien begrenzen die Eingabeblocke.

Im zweiten Zeitschritt wird dann die Kante {ry 1, sp41} oder {rp;1, Spo} hin-
zugefiigt. Sie ist bei der Entscheidung iiber die Nutzung der Ressource s, noch
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nicht bekannt. Die Argumentation aus Satz 3 kann deshalb benutzt werden und
vervollstindigt den Beweis. B Satz 21

7.2.4 Das Modell mit konstantem Requestknotengrad

Die Grundidee einer Gegenspielerstrategie, die fiir diese Modellvariante ebenfalls
einen Competitive Ratio von mindestens 1.5 zeigt, besteht darin, alle , iiberfliissi-
gen“ Kanten der Requestknoten beliebig weit in der Zukunft auf g — 1 Server-
knoten zu versammeln. Wird die Grundstruktur der Gegenspielereingabe, wie in
Satz 3, sehr hiufig angewandt, so verschwindet der Einfluf} dieser zusitzlichen
g — 1 Matchingkanten.

Satz 22:

Jeder deterministische Online-Algorithmus ALG fiir das ORSM-Problem mit kon-
stantem Requestknotengrad von g (g € IN,g = 2 ) besitzt einen Competitive Ratio
von mindestens 1.5.

Beweis:  Der Beweis benutzt die Gegenspielerstrategie aus Satz 3 mit einer
kleinen Anpassung: Alle g — 2 bzw. g — 1 Kanten von Anfrageknoten, die in der
Gegenspielereingabe des Satzes 3 nicht benutzt werden, haben die Serverkno-
ten {sr, Sp41, ..., Sf+9-2} als Endpunkte. Diese Menge bleibt auch fiir die Wieder-
holungen der Grundstruktur die selbe und ihr erster Serverknoten sy besitzt einen
Zeitindex f, der nach allen in den Wiederholungen der Grundstruktur benutzten
Knotenindizes liegt.

°
Sf+g9—2

Skizze 16: Die Eingabe und die Entscheidungssituation zum Zeitpunkt ¢ = 2.

Ein Online-Algorithmus ALG hat fiir den Serverknoten sy eine Entscheidung zu
treffen, die der Situation im Beweis des Satzes 3 gleich kommt. Die Gegen-
spielerreaktion ist ebenfalls identisch. Je nach Wahl von {ri, sy} € Mac oder
{ra, 80} € Mag wird der Gegenspieler die Kante {r3,s,} oder {rs, s3} einfiigen.
Die restlichen ¢ — 1 Kanten des Requestknotens r3 werden ebenfalls mit den
Serverknoten {sf, Sr41,-- . , Sf+¢g—2} verbunden.

Fiir eine beliebige Anzahl k£ von Wiederholungen dieser Strategie gilt |Mopt| = 3k
und |Ma | = 2k+g—1, wobei g eine Konstante unabhéngig von der Eingabelénge
ist. Daraus ergibt sich 1.5 auch als untere Schranke fiir den Competitive Ratio
dieser Modellvariante. B Satz 22

Die passende obere Schranke fiir die exakte Bestimmung des Competitive Ratios
wird ein weiteres Mal durch den Satz 6 gegeben.
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7.2.5 Das Modell mit begrenzter Kantenléinge

Wird mit dem Parameter d die Linge der Kanten begrenzt, d. h. die Zeitintervalle,
die Kanten im Eingabegraphen iiberbriicken diirfen, so ist sinnvollerweise d = 2
zu fordert. Fiir d < 2 kénnen nur noch Anfragen formuliert werden, die Intervall-
charakter besitzen. Damit wiirde sich diese Modellvariante zum ORSM-Modell
mit Intervalleingabe vereinfachen.

Die Eingabe der Gegenspielerstrategie in Satz 3 macht aber keinen Gebrauch von
Kanten, deren Lénge Zwei iibersteigt. Deshalb funktioniert diese Gegenspieler-
strategie auch fiir das ORSM-Modell mit begrenzter Kantenlinge. Zusammen mit
der Anwendbarkeit des Satzes 6 auf diese Modellvariante ergibt sich das folgende
Korollar.

Korollar 23:

Das ORSM-Problem mit begrenzter Kantenlinge von d Zeitschritten (d € IN,
d 2 2 ) hat einen Competitive Ratio von genau 1.5.

7.2.6 Die Kombination von Vorschau, Blockeingabe und konstantem
Requestknotengrad

Auch in dieser Modellvariante ist keine Verbesserung des Competitive Ratios mog-
lich. Dazu werden die Modifikationen der Gegenspielerstrategie aus Satz 3, die in
den Beweisen zu den Sétzen 20, 21 und 22 vorgenommen wurden, verbunden. Fiir
diese Modellvariante gilt es zu beachten, dafl pro Zeitschritt b Requestknoten ein-
gefiigt und b Serverknoten behandelt werden. Deshalb bezieht sich die Vorschau
von /¢ zusdtzlichen Zeitschritten auf £-b Knoten in die Zukunft.

Satz 24:

Das ORSM-Problem mit Vorschau von £ Zeitschritten, Blockeingabe mit Block-
lainge b und konstantem Requestknotengrad von g hat einen Competitive Ratio
von genau 1.5.

Beweis:  Entsprechend der Basisfunktion der Gegenspielerstrategie aus Satz 3
und den Anpassungen in den Sdtzen 20, 21 und 22 benutzt der Gegenspieler die
in Skizze 17 dargestellte Eingabestruktur.

(]
S1 So Sa  Sa+1 Sf Sfyg—2

Skizze 17: Der Eingabegraph und die Entscheidungssituation im ersten Zeitschritt.

Der Gegenspieler setzt ¢ = (¢+1)-b+ 1 und ein Online-Algorithmus ALG besitzt
im ersten Zeitschritt (in dem auch iiber sy entschieden wird, da b = 2) nicht



118 KAPITEL 7: Exakte Analysen einiger Modellvarianten

mehr Information als im einfachen ORSM-Modell. Die weitere Argumentation
folgt der im Beweis zu Satz 22 und miindet in der unteren Schranke von 1.5 fiir
den Competitive Ratio.

Die passende obere Schranke ist schon durch Satz 6 bewiesen. W Satz 24

7.2.7 Die Kombination von Blockeingabe und begrenzter Kantenlinge

In dieser Variante des ORSM-Problems ist die maximale Kantenléinge d in Zeit-
schritten gegeben. Da pro Zeitschritt b Knoten jeder Partition beriicksichtigt wer-
den, ergibt sich eine leicht abgewandelte und nichtuniforme Definition fiir die
Maximalldnge der Kanten. Der Parameter d mufl aber mindestens 1 sein, damit
die Anfragen Servicezeitpunkte im nédchsten Zeitschritt bzw. Block spezifizieren
konnen. Anderenfalls wiirde dieses Online-Problem in ein optimal 16sbares Offline-
Problem pro Zeitschritt zerfallen, denn mit d = 0 existieren keine Abhéngigkeiten
zwischen zwei Zeitschritten.

Die vom Gegenspieler erzeugte Eingabe im Beweis des Satzes 21 benutzt keine
Kanten, die mehr als einen Zeitschritt (Block) in die Zukunft reichen. Deshalb
funktioniert diese Gegenspielerstrategie fiir die hier betrachtete Modellvariante
ohne Anderungen und es folgt das Korollar:

Korollar 25:

Das ORSM-Problem mit Blockeingabe der Linge b und begrenzter Kantenlinge
von d Zeitschritten (d € N, d 2 1) hat einen Competitive Ratio von genau 1.5.

7.2.8 Die Kombination von Vorschau und begrenzter Kantenlinge

Wenn die Konzepte von Vorschau um ¢ Zeitschritte und auf eine Linge von d
Zeitschritten begrenzte Kanten gemeinsam dem ORSM-Modell hinzugefiigt wer-
den, so verringert sich der Competitive Ratio, sobald ¢ ein Mehrfaches von d ist.
Dabei tritt der Fall ein, daff ein Online-Algorithmus zu einem Entscheidungs-
zeitpunkt garantiert mehr Information iiber die Struktur des Eingabegraphen
besitzt; genauer gesagt ist eine weitere Nachbarschaft des aktuellen Serverkno-
tens vollstdndig bekannt. Dieses zuséitzliche Wissen wird ohne weitere Anpassung
vom Algorithmus LMM ausgenutzt.

Satz 26:

Der Competitive Ratio R des ORSM-Problems mit £-Vorschau und begrenzter
Kantenlinge von d Zeitschritten (d 2 2 ) betrdgt:

2[¢/d] +3 3
204/d] +2

]+
2[¢/d] +2
2[¢/d] +1

fir £+4+1% 0modd

fir ¢£4+1=0modd
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Beweis:  Der Beweis der unteren Schranke wird in die beiden dem Resultat
entsprechenden Fille untergliedert. Der grundlegende Eingabegraph der Gegen-
spielerstrategie benutzt fiir die Hilfte aller Kanten die maximal mégliche Lange.
Er implementiert die Entscheidungssituation dhnlich des Satzes 3, muf} jedoch
eine ,, Verlangerung“ durchfiihren, um die am weitesten in der Zukunft liegen-
den und mit Kanten inzidenten Serverknoten auflerhalb des Vorschaubereiches
zu plazieren. Dies geschieht fiir den Fall /+1 # 0 mod d, wie in Skizze 18 gezeigt.

|
T1 T Td+1 Td42 Tod+1 "4+ TG d

81 82 Sd+1 Sd+2 S2d+2 S|_§Jd+2 : sl_%Jd‘Fd‘FQ

Vorschau ———

(bis 7p49 zu i = 2) |

Skizze 18: Situation im Zeitschritt 4 = 2 mit Vorschau der ¢ nichsten Knoten.

Der Gegenspieler reagiert auf die Entscheidung eines Online-Algorithmus ALG
iiber die Nutzung von sy mit dem Einfiigen der Kante {r|s/qja1da+1, S|¢/d|d+d+1}
bzw. der Kante {r|s/dja+d+1,S|¢/djd+a+2}- Damit gilt fiir diesen Eingabegraphen
|Marg| £ 2|4/d] + 2 und |[Mopt| = 2 |£/d] + 3. Die weiteren Schritte der Argu-
mentation sind identisch zu denen im Beweis zu Satz 3.

Fiir den Fall, dal /+1 = 0 mod d gilt, wird die Situation ein wenig asymmetrisch
und es wird eine Eingabestruktur notwendig, wie sie in Skizze 19 zu sehen ist.

T2

e oo e e I O

T T2 Td+1 Td+2 T2d+1

S1 82 Sd+1 Sd+2 S$2d+2 S ! Sr1e
S * [gla+1, [gld+3
Vorschau ——

(bis rp19 zu i = 2) |

Skizze 19: Situation des asymmetrischen Falls im Zeitschritt i = 2 mit Vorschau der /¢
néchsten Knoten.

Auf die Entscheidung des Online-Algorithmus ALG iiber den Serverknoten s,
({r1, 82} € Maig oder {rq, 89} € Mag) antwortet der Gegenspieler mit der Kan-
te {r1e/djd+2s S[e/d1a+3} oder {rry/qate; Sre/d1a+2}- Dann gilt fiir diesen Eingabeteil
|Marg| < 2[¢/d] + 1 und |Mopt| = 2[£/d] + 2, und die beliebige Wiederholung
dieser Strategie zeigt die gesuchte untere Schranke auf.
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Der Online-Algorithmus LMM erreicht die passenden oberen Schranken. Dazu
wird die Argumentation aus Satz 6 angewandt. Im Fall £+ 1 # 0 mod d kennt
LMM zum Zeitpunkt ¢ die vollstandige (2|¢/d] +2)-Nachbarschaft des Knotens s;
im Graphen G. Diese Tatsache folgt aus der begrenzten Kantenléinge und dem
Wert ¢ der Vorschau. Die obere Schranke fiir den Competitive Ratio ergibt sich
nun aus der Beobachtung, dafl in der durch LMM erzeugten Lésung M ym keine
erweiternden Wege der Linge 4|l/d]| + 3 oder kiirzer existieren konnen.
Mit einer zusétzlichen Fallunterscheidung wird fiir den asymmetrischen Fall (bei
£+1 = 0mod d) die Nichtexistenz von erweiternden Wegen der Linge 4[¢/d] +1
und kiirzerer Liange in M;mm gezeigt. Die dazu notwendigen Argumente und
Schlufifolgerungen entsprechen ebenfalls denen im Beweis zu Satz 6 angegebenen.
B Satz 26

Wird die soeben untersuchten Variante des ORSM-Problems mit ¢-Vorschau und
begrenzter Kantenldnge um das Konzept der Blockeingabe erweitert, so bezieht
sich die Vorschau von ¢ Zeitschritten und die maximale Kantenldnge von d Zeit-
schritten auf jeweils einen Block mit b Knoten jeder Partition pro Zeitschritt. Da
b 2 2 entfillt der asymmetrische Spezialfall (£ + 1 = 0 mod d) aus dem vorheri-
gen Satz. Die iibrigen Teile des Beweises iibertragen sich jedoch exakt auf diese
Modellvariante und implizieren damit das folgende Korollar.

Korollar 27:

Das ORSM-Problem mit £- Vorschau, Blockeingabe mit Blocklinge b und begrenzter
Kantenlinge von d Zeitschritten (d 2 1 ) hat einen Competitive Ratio von

21¢/d| + 3
21¢/d|+2



8 Die Modellvariante mit konstantem Knoten-
grad und begrenzter Kantenlinge

Ubersicht: Dieses Kapitel widmet sich den Studien einer einzigen Variante des
ORSM-Problems. In dieser Modellvariation spezifizieren nichtisolierte Request-
knoten (d.h. aufgetretene Anfragen) eine konstante Anzahl g von Servicezeit-
punkten innerhalb eines Zeitfensters, welches bis zu d Schritte nach dem Einga-
bezeitpunkt des Knotens reicht.

Die erzielten Resultate der Analysen zeigen eine Abhéingigkeit des Competitive
Ratios von dem Verhéltnis der Parameter d und g auf. Deshalb gelten die Kon-
struktionen zur allgemeinen unteren Schranke nur fiir begrenzte Wertebereiche,
die jedoch in ihrer Vereinigung alle Parameterkombinationen abdecken. Die Dar-
stellung und Auswertung der Gegenspielerstrategien umfafit den ersten Teil dieses
Kapitels.

Fiir einen Bereich von Parameterkombinationen sind bessere Competitive Ratios
als der Wert von 1.5 bekannt, der sich aus dem einfachen ORSM-Problem ergibt.
Leider sind die kombinatorische Vielfalt und die auftretenden Abhéngigkeiten so
umfangreich, daf fiir die Modellinstanzen keine theoretischen Analysen gelungen
sind. Es war jedoch moglich fiir Modellinstanzen mit kleinen Werten der Pa-
rameter alle moglichen Eingaben auf geschickte Weise zu priifen und somit die
Leistungsfihigkeit von Online-Algorithmen fiir diese Modelle mittels Computer-
einsatz zu ermitteln. Wie dieser Ansatz funktioniert und mit welchen Techniken
die Implementierung so effizient gestaltet wurde, daf fiir mehr als nur die mini-
malen Parameter Resultate erzielt werden konnten, ist Gegenstand des zweiten
Teilkapitels. Dem schliefit sich eine Darstellung der untersuchten Online-Algorith-
men mit den Ergebnissen ihrer Computeranalyse an. Zusammenfassend werden
die Erkenntnisse iiber Designprinzipien fiir Online-Algorithmen der in dieser Ar-
beit behandelten Problemklasse diskutiert.

121
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8.1 Untere Schranken

Wie sich im Laufe der Untersuchungen der ORSM-Modellvariante mit konstan-
tem Knotengrad g und begrenzter Kantenlénge d gezeigt hat, ist der Competitive
Ratio in hohem Mafle von dem Verhiltnis der beiden Modellparameter g und d
abhéngig. Dieses Verhalten spiegelt sich auch in der Tatsache wider, daf eine
Gegenspielerstrategie zum Nachweisen von unteren Schranken verschiedene Ein-
gabestrukturen verwendet. Deshalb wird an dieser Stelle ein System, bestehend
aus verschiedenen Konstruktionen fiir untere Schranken, vorgestellt, welches die
besten bekannten Resultate erreicht. Die verschiedenen Eingabestrukturen basie-
ren auf Verallgemeinerungen der Beweisidee zu Satz 3, die in unterschiedlicher
Form miteinander kombiniert werden. Zuerst werden verallgemeinerte Grund-
strukturen definiert, um innerhalb der darauf folgenden Beweise einfacher und
deutlicher argumentieren zu konnen.

Ein Block besteht aus einer Menge von Requestknoten und einer gleichméchtigen
Menge von Serverknoten, die so durch Kanten verbunden sind, daf} fiir diese
Graphenstruktur ein perfektes Matching existiert. Alle zu den Requestknoten
adjazenten Serverknoten sind Elemente dieser Serverknotenmenge. Deshalb muf
die Requestknotenmenge mindestens g Knoten beinhalten.

Mit Hilfe derartiger Strukturen kénnen die Kanten anderer Requestknoten, die
ebenfalls zu Knoten der Servermenge des Blockes inzident sind, ,,blockiert® wer-
den. Sie kénnen also nicht in das Online-Matching aufgenommen werden bzw.
nur unter Verlust einer Matchingkante aus dem Block, so dafl die Kardinalitét
des Gesamtmatchings dadurch nicht erhoht wird.

Die néchste Grundstruktur ist eine FEntscheidungssituation, wie sie schon aus
Satz 3 bekannt ist (siehe Skizze 20).

Ta Tb

Si Sa Sb

Skizze 20: Eine einfache Entscheidungssituation zum Zeitpunkt 4; s; ist nur zu r, und
rp adjazent.

Zum Zeitpunkt ¢ mufl ein Online-Algorithmus entscheiden, ob die Kante {r,, s;}
oder {ry, s;} in das Online-Matching aufgenommen wird. Im ersten Fall bleibt der
Serverknoten s, und im zweiten Fall s, frei, wenn spéter keine weiteren Kanten zu
diesen Knoten hinzukommen. Gleichzeitig kann der jeweils andere Serverknoten
blockiert werden, woraus sich ein Verlust von einer Matchingkante gegeniiber
einer optimalen Losung ergibt (siehe auch den Beweis zu Satz 3). Der Sonderfall,
daf} s; beziiglich des Online-Matchings frei bleibt, hat ebenfalls den Verzicht auf
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eine Matchingkante zur Folge. Alle ¢ — 2 Kanten der Requestknoten, die nicht
Teil der oben gezeigten Struktur sind, miissen blockiert werden.

Bei ausreichend groflem Wert fiir den Parameter d, ist es sinnvoll mehrere einfa-
che Entscheidungssituationen ineinander zu verschrinken, um mit einem Block
moglichst geringer Gréfle alle ibriggebliebenen Kanten zu blockieren. Dadurch
wird die untere Schranke im Competitive Ratio verbessert, denn das Verhaltnis
der Entscheidungssituationen (entspricht den vom Online-Algorithmus verlorenen
Matchingkanten) zu der Knotenanzahl in Blcken erhéht sich.

Solche ineinander verschrinkte Entscheidungssituationen haben einen Aufbau,
wie ihn Skizze 21 zeigt.

TaTo Te g Te Tf @%;

SB Sp SF Sz Sa Sb Sc Sd Se Sf Sy Sz

Skizze 21: Die Konstruktion ineinander verschrinkter Entscheidungssituationen.

Alle weiteren g — 2 Kanten der Requestknotenmenge {r,,7p,...,7,} miissen
blockiert werden. Dabei kénnen jedoch einige Kanten zusétzlich zu Knoten der
Menge {4, Sp, - - - , S, } inzident sein. Nachdem die Entscheidung iiber den Server-

knoten sp gefallen ist, besitzt nur noch einer der Knoten s, und s, eine Kante zu
einem freien Requestknoten. Zu diesem Serverknoten kann nun je eine Kante der
Requestknoten r. und r; (sowie aller weiteren Requestknoten {r,...,r,}) inzi-
dent sein, die somit ebenfalls blockiert sind. Nach Bearbeitung des Knotens sp
stehen dann zwei Knoten aus {sg, Sp, S¢, sS4} als Nachbarknoten der weiteren Re-
questknoten {r., s, ... ,r,} zum Blockieren zur Verfiigung, etc. Es ist garantiert,
da8 die Hilfte der Knoten der Menge {s,, Sp, ... ,s,} durch einen Online-Algo-
rithmus nicht genutzt werden kénnen (oder alternativ im Austausch einige der
Knoten {sg,sp,...,sz} nicht in Matchingkanten auftreten) und die anderen
Serverknoten nach Bearbeitung von sz blockiert werden. Die optimale Losung
besitzt jedoch alle nichtisolierten Serverknoten als Endknoten im Online-Mat-
ching. In der Skizze wird das Ende der Entscheidungen und damit der Zeitpunkt,
ab dem die Blockade der iibriggebliebenen Kanten beginnen kann, durch eine
gestrichelte, vertikale Linie symbolisiert.

Eine weitere Variante einer Verallgemeinerung der Entscheidung ist eine Mult:-
Entscheidungssituation. Thr Grundaufbau ist in Skizze 22 zu sehen.
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Rg

Ta Th Te Tq Ty T2

® O oo . DR
SBSD Sz Sa Sy S Sd Sy Sz

SE SRI:SRUSR

Skizze 22: Aufbau einer Multi-Entscheidungssituation.

Sie besteht aus einer geraden Anzahl von Requestknoten Rgp := {rq,7s,...,7,},
die mit einer halb so grolen Menge von Serverknoten Sg := {sg, sp,..., sz} mit
bis zu g — 1 Kanten pro Requestknoten verbunden sind. Eine Kante pro Request-
knoten wird durch das Knotenpaar {r,, so} mit a € {a,b, ..., z} gebildet. Sollte
die Knotenmenge Si weniger als ¢ — 1 Elemente aufweisen, so miissen die weite-
ren Kanten der Requestknoten aus Rg mit Serverknoten in Blécken verschieden
von Sg := {Sq,Sp,-..,S,} verbunden werden. Falls |Sg| 2 ¢ gilt, so kann die
Knotenmenge Sg auch frither beginnen, d. h. der Zeitpunkt von r, liegt nach dem
Zeitpunkt des Knotens sg.

Nachdem die Matchingentscheidungen iiber die Knotenmenge Sg getroffen wur-
den, besitzt die Hilfte der Knoten aus Sk keine freien Nachbarn aus Rg, oder es
sind einige Knoten aus Sg nicht fiir das Matching genutzt worden. Diese Menge
von nun isolierten Serverknoten sei mit Si bezeichnet, wiahrend die moglichen
Matchingpartner der noch freien Knoten aus Rgr durch die Menge Sk notiert
werden (Spr = Sg U Sg; Sg sei genau |Sg|/2 = |Rg|/2 groB, méglicherweise
iiberzéhlige Elemente werden mit in Si aufgenommen). Wird die Menge Sy Teil
eines Blockes, der nach Abschlufi der Entscheidung iiber die Nutzung von sz
aufgebaut wird, so werden |Rp|/2 Kanten verschiedener Knoten der Menge Rp
blockiert. Ein Gegenspieler garantiert mit dieser Konstruktion, da} in dem On-
line-Matching |Rg|/2 = |Sg| weniger Matchingkanten existieren als in der opti-
malen Losung.

Bei der zuletzt vorgestellten Verallgemeinerung wurde gleichzeitig eine im folgen-
den hiufig benutzte Notation eingefiihrt. Knotenmengen mit identischer Funktion
werden auch in ihrer Bezeichnung zu Mengen zusammengefafit, und zwar mit

Rr — Menge von Requestknoten in Entscheidungssituationen,

Sg — Menge von Serverknoten, bei denen die Matchingentscheidungen getroffen
werden miissen (|Sg| = |Rg|/2),

Sr —Resultatmenge von Serverknoten der Entscheidungssituation (|Sg| = |Rg|),
unterteilt in:
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Sk — Menge von Serverknoten, die nach den Entscheidungen zu jeweils einem
freien Requestknoten der Menge Ry adjazent sind und spiter durch den
Gegenspieler blockiert werden (|Sg| = |Rg|/2) und

Sg = Swr \ Sk — Serverknotenmenge, die vom Online-Algorithmus nicht ge-
nutzt wird, obwohl alle diese Elemente im optimalen Matching enthalten
sind bzw. Vs € Sg: s € Mag = s eSg: & é MaLg.

Hierzu kommen noch die Bezeichnungen Rp und Spg fiir Request- bzw. Server-
knotenmengen in Blocken und Ry bzw. Sp fiir Mengen von isolierten Knoten.

Nach diesen Vorbereitungen werden nun die Sétze vorgestellt, die das System
der Gegenspielerstrategie fiir die unteren Schranken des Competitive Ratios des
ORSM-Modells mit konstantem Knotengrad g und begrenzter Kantenldnge d auf-
spannen.

Jeder Wert einer unteren Schranke gilt dabei ab der notwendigen unteren Begren-
zung von d fiir alle grofleren Parameterwerte, obwohl die Gegenspielerkonstrukti-
on, so wie im folgenden angegeben, nur bis zu einer Obergrenze des Parameters d
aufgebaut werden kann. Da fiir groflere Parameterwerte andere und schirfere
Gegenspielerkonstruktionen vorhanden sind, ist es jedoch nicht zweckméfig die
angegebenen Obergrenzen zu iiberschreiten.

Satz 28:

Jeder deterministische Online-Algorithmus ALG fiir das ORSM-Problem mit kon-
stantem Knotengrad g und begrenzter Kantenlinge d besitzt fiir ¢ = 2 und
d € [g,2g — 2| einen Competitive Ratio von mindestens

2d + 1
d+g

Beweis:  Die Gegenspielerstrategie basiert auf sich wiederholenden und iiber-
lappenden Phasen. Jede Phase beginnt mit ineinander verschriankten Entschei-
dungssituationen und hat einen Aufbau, wie ihn Skizze 23 zeigt. Dabei gelten die
folgenden Grenzen der Parameter und Gréflen der Mengen:

gvdEINa g g 27 de[972g_2]

[Rp| = [Sr| = 2(d-g+1)
Rp| = 29-1
1Se| = |Sk| = [Sgl = S| = d—g+1
Sp,| = 29—d—2

|SB?,| = 29g—d-1
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Rg Rp — Wiederholung

3(. R R RIS R OU O O OERED
SeUSs | Sm  Sp=SpUSp  Sm L. Sp Spy

Skizze 23: Struktur der Gegenspielereingabe fiir ¢ 2 2, d € [g,29 — 2].

Die Mengen Sg und Sp, sind im Reiflverschlufiprinzip ineinander verzahnt, d. h.
die ungeraden Knotennummern gehoren der Menge Sp, an und die geraden Kno-
tennummern stellen die Menge Sg dar. Die Mengen Sp+ und Spy sind die korre-
spondierenden Block-Servermengen der folgenden Phase, die jedoch schon in der
gezeigten Phase mitbenutzt werden.

Die in Skizze 23 nicht dargestellten Kanten verbinden die Knotenmenge Rp mit
Knoten aus Sp,, Sp, und Elementen von Sg, soweit diese Menge schon durch
getroffene Entscheidungen innerhalb der Phase definiert ist sowie Knoten der
Menge Rp mit Knoten aus Sg,, Sg, Sas, SB+ und SB+

Somit werden zu den Zeitpunkten der Serverknoten aus Sk vom Online-Algorith-
mus ALG d — g+ 1 Entscheidungen getroffen, aus denen gemifl dieser Gegenspie-
lerstrategie die Menge S von d — g + 1 nicht genutzten Serverknoten folgt. Die
d — g + 1 Serverknoten des initialen Blockes Sp, der ersten Phase kénnen durch
einen vorgelagerten Block der Gréfle g dargestellt werden.?® Da dies nur ein ein-
ziges Mal geschieht, sich die Phasen aber immer wiederholen, haben die daraus
entstehenden zusétzlichen g Matchingkanten keinen Einflu} auf den Competiti-
ve Ratio. Um ihn zu bestimmen, geniigt die Auswertung einer einzelnen Phase.
Diese besteht aus |Rg|+ |Rg| = 2d + 1 Request- und ebensovielen Serverknoten,
von denen ALG jedoch |Si| = d — g + 1 nicht in das Matching Ma, g aufnehmen
kann, obwohl ein perfektes Matching existiert. Daraus folgt:

2d + 1
d+g

R(ALG) >

M Satz 28

Satz 29:

Jeder deterministische Online-Algorithmus ALG fiir das ORSM-Problem mit kon-
stantem Knotengrad g und begrenzter Kantenlinge d besitzt fiir ¢ = 2 und
d 2 2g — 1 einen Competitive Ratio von mindestens 4/3 .

BEsgilt:d—g+1 < gfirg <d <292 .
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Beweis:  Die Gegenspielerstrategie basiert auf sich wiederholenden und iiber-
lappenden Phasen. Jede Phase beginnt mit ineinander verschriankten Entschei-
dungssituationen und hat einen Aufbau, wie ihn Skizze 24 zeigt. Dabei gelten die
folgenden Grenzen der Parameter und Gréflen der Mengen:

9,deN, g =22, d=29-1

Rg| = |Rg| = [Sr| = 29-2
Se| = |Sr| = [Sel = [S8] = g—1
— Wiederholung
Ty
o o)o
, ~eSe)(e\ - /o .
. 'S¢ .
SEUSB SRIZSRUSR L SB+

Skizze 24: Struktur der Gegenspielereingabe fiir g 2 2, d =29 —1.

Die Mengen Sg und Sp sind ineinander verzahnt, d.h. die ungeraden Knoten-
nummern gehoren der Menge Sp an und die geraden Knotennummern stellen die
Menge Sg dar. Die Menge Sg+ ist die korrespondierende Block-Servermenge der
folgenden Phase, die jedoch schon in der gezeigten Phase mitbenutzt wird. Die
Knoten ry und s; bleiben isoliert.
Die in Skizze 24 nicht dargestellten Kanten verbinden die Knotenmenge Rp mit
Knoten aus Sp und Elementen von Sg, soweit diese Menge schon durch getroffene
Entscheidungen innerhalb der Phase definiert ist. Weiterhin werden Knoten der
Menge Rp mit Knoten aus Sg und Sp+ verbunden.
Somit werden zu den Zeitpunkten der Serverknoten aus Sg vom Online-Algorith-
mus ALG g — 1 Entscheidungen getroffen, aus denen gemifl dieser Gegenspieler-
strategie die Menge Sg von g — 1 nicht genutzten Serverknoten folgt. Die g — 1
Serverknoten des initialen Blockes S der ersten Phase konnen durch einen vor-
gelagerten Block der Grofle g dargestellt werden. Da dies nur ein einziges Mal
geschieht, sich die Phasen aber immer wiederholen, haben die daraus entstehen-
den zusétzlichen g Matchingkanten keinen Einflul auf den Competitive Ratio. Um
ihn zu bestimmen, geniigt die Auswertung einer einzelnen Phase. Diese besteht
aus |Rg|+ |Rp| = 49 — 4 nichtisolierten Request- und ebensovielen nichtisolierten
Serverknoten, von denen ALG jedoch |S;| = ¢ — 1 nicht in das Matching Mg
aufnehmen kann, obwohl ein perfektes Matching existiert. Daraus folgt:

49 — 4 4

R(ALG) =2 393 ~ 3 W Satz 29
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Satz 30:

Jeder deterministische Online-Algorithmus ALG fiir das ORSM-Problem mit kon-
stantem Knotengrad g und begrenzter Kantenlinge d besitzt fir ¢ =2 2 und
d 2 2g einen Competitive Ratio von mindestens

49 — 1
3g—1 "~
Beweis:  Die Gegenspielerstrategie basiert auf sich wiederholenden und iiber-

lappenden Phasen. Jede Phase beginnt mit ineinander verschriankten Entschei-
dungssituationen und hat einen Aufbau, wie ihn Skizze 25 zeigt. Dabei gelten die
folgenden Grenzen der Parameter und Gréflen der Mengen:

g deN, g =2 d=2g

|Re| = [Sr| = 2¢
|Rp] = 2g—1

1Se| = |Sr| = Skl = ¢
Spl = g-1

— Wiederholung
Ui
- 0 0o
' TR OUOURDC
Cs .
SEUSB ESRI:SRUSR L— SB+

Skizze 25: Struktur der Gegenspielereingabe fiir ¢ 2 2, d = 2g.

Die Mengen Sg und Sp sind ineinander verzahnt, d.h. die ungeraden Knoten-
nummern gehoren der Menge Sp an und die geraden Knotennummern stellen die
Menge Sg dar. Die Menge Sp+ ist die korrespondierende Block-Servermenge der
folgenden Phase, die jedoch schon in der gezeigten Phase mitbenutzt wird. Die
Knoten r; und s; bleiben isoliert.

Die in Skizze 25 nicht dargestellten Kanten verbinden die Knotenmenge Rp mit
Knoten aus S und Elementen von Sg, soweit diese Menge schon durch getroffene
Entscheidungen innerhalb der Phase definiert ist. Weiterhin werden Knoten der
Menge Rp mit Knoten aus Sg und Sp+ verbunden.
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Somit werden zu den Zeitpunkten der Serverknoten aus Sg vom Online-Algo-
rithmus ALG ¢ Entscheidungen getroffen, aus denen gemifl dieser Gegenspie-
lerstrategie die Menge Si von g nicht genutzten Serverknoten folgt. Die g — 1
Serverknoten des initialen Blockes Sp der ersten Phase kéonnen durch einen vor-
gelagerten Block der Grofle g dargestellt werden. Da dies nur ein einziges Mal
geschieht, sich die Phasen aber permanent wiederholen, haben die daraus ent-
stehenden zusitzlichen g Matchingkanten keinen Einflufl auf den Competitive
Ratio. Um ihn zu bestimmen, geniigt die Auswertung einer einzelnen Phase. Die-
se besteht aus |Rp| + |Rg| = 49 — 1 nichtisolierten Request- und ebensovielen
nichtisolierten Serverknoten, von denen ALG jedoch |Si| = ¢ nicht in das Mat-
ching Ma ¢ aufnehmen kann, obwohl ein perfektes Matching existiert. Daraus
folgt:

4g — 1
R(ALG) =2 .
( ) 2 3g—1

W Satz 30

Satz 31:

Jeder deterministische Online-Algorithmus ALG fiir das ORSM-Problem mit kon-
stantem Knotengrad g und begrenzter Kantenldnge d besitzt fir g > 2 undd > 2g
einen Competitive Ratio von mindestens

3ld/2|+g—2
21d/2|+g—-2
Beweis:  Die Gegenspielerstrategie basiert auf sich wiederholenden und iiber-

lappenden Phasen. Jede Phase beginnt mit ineinander verschriankten Entschei-
dungssituationen und hat einen Aufbau, wie ihn Skizze 26 zeigt. Dabei gelten die
folgenden Grenzen der Parameter und Gréfien der Mengen:

gdeN, g > 2 d > 2¢g

|Rp| = |Sr| = 2[d/2]

|Rp| = [d/2]+g—2

|Rp| = [d/2] —g+2
|Se| = Skl =[Skl = [d/2]
Spl = g—2

Skl = [d/2] —g+1

Die Knoten der Menge Sy sind mit dem Knoten s, den Knoten der Menge Sp
und darauf folgend den Knoten der Menge S verzahnt, d. h. die ungeraden Kno-
tennummern gehdren sukzessive zu s¢, der Menge Sp und Sy an und die geraden
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— Wiederholung

- o)

: ST o) e - (e O\ - /0
Sy ) ) Sy ] Sp+
SEUSBUSF SRI:SRUSR L SB+

Skizze 26: Struktur der Gegenspielereingabe fiir g > 2, d > 2g; der Knoten s; existiert
nur, falls d = 1 mod 2.

Knotennummern stellen die Menge Sg dar. Die Menge S+ ist die korrespondie-
rende Block-Servermenge der folgenden Phase, die jedoch schon in der gezeigten
Phase mitbenutzt wird. Die Knoten s¢, sp und die Knoten der Mengen Ry und
Sr bleiben isoliert. Der Knoten s existiert in der Konstruktion nur, falls der
Parameter d ungerade ist, denn |Rg|+ |Rp| = d und |Sg| =2|d/2] .

Die in Skizze 26 nicht dargestellten Kanten verbinden die Knotenmenge Rp mit
Knoten aus Sp und Elementen von Sg, soweit diese Menge schon durch getroffene
Entscheidungen innerhalb der Phase definiert ist. Weiterhin werden die Knoten
der Blockmenge Rp mit Knoten aus Sg und Sp+ verbunden.

Somit werden zu den Zeitpunkten der Serverknoten aus Sg vom Online-Algorith-
mus ALG |d/2| Entscheidungen getroffen, aus denen gem#fi dieser Gegenspieler-
strategie die Menge Si von |d/2| nicht genutzten Serverknoten folgt. Die g — 2
Serverknoten des initialen Blockes Sp der ersten Phase konnen durch einen vor-
gelagerten Block der Grofle g dargestellt werden. Da dies nur ein einziges Mal
geschieht, sich die Phasen aber immer wiederholen, haben die daraus entstehen-
den zusétzlichen g Matchingkanten keinen Einflufl auf den Competitive Ratio.
Um ihn zu bestimmen, geniigt die Auswertung einer einzelnen Phase. Diese be-
steht aus |Rg|+ |Rg| = 3|d/2| + g — 2 nichtisolierten Request- und ebensovielen
nichtisolierten Serverknoten, von denen ALG jedoch |S;| = |d/2] nicht in das
Matching Ma ¢ aufnehmen kann, obwohl ein perfektes Matching existiert. Dar-
aus folgt:

3ld/2] +g—2
21d/2] +g-2

R(ALG) >

W Satz 31

Bei genauer Betrachtung der Konstruktionen der Eingabegraphen in den Bewei-
sen zu den Sétzen 28, 29, 30 und 31 148t sich feststellen, dal es sich um Fort-
setzungen einer Idee unter verschiedenen Randbedingungen handelt. Besonders
deutlich wird dieser Fakt, wenn der Parameter g konstant gehalten wird, und die
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Graphkonstruktionen der jeweils besten Schranke fiir wachsende Werte von d be-
obachtet werden. Dann gehen sowohl die Strukturen der verschiedenen Graphen,
als auch die Werte der damit gezeigten Competitive Ratios sanft ineinander iiber.
Eine etwas andere Graphkonstruktion liegt der Gegenspielerstrategie des néch-
sten Satzes zugrunde.

Satz 32:

Jeder deterministische Online-Algorithmus ALG fiir das ORSM-Problem mit kon-
stantem Knotengrad g und begrenzter Kantenlinge d besitzt fiir ¢ =2 4 und
d € [2g + 3,4g — 4] einen Competitive Ratio von mindestens

21d/2] — g + 4
[d/2] + 2

Beweis:  Die Gegenspielerstrategie basiert ein weiteres Mal auf sich wiederho-
lenden und iiberlappenden Phasen. Jede Phase beginnt mit einer Multi-Entschei-
dungssituation und hat einen Aufbau, wie ihn Skizze 27 zeigt. Dabei gelten die
folgenden Grenzen der Parameter und Gréflen der Mengen:

g,de€N, g =2 4, de[29+ 3,49 —4]

|Reg| = 2|d/2] —2g+2

|Rp| = g—3

Rl = g

Spl = 29— [d/2] -2

1Se| = [d/2] —g+1

Spl = g—1

|Srr| = 2|d/2| —2g9+4
|Se| =[Sl = [d/2] —g+2

Wiederholung

Skizze 27: Struktur der Gegenspielereingabe fiir g 2 4, d € [2g + 3,49 — 4].
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Die Menge S+ ist die korrespondierende Block-Servermenge der folgenden Phase,
die jedoch schon in der gezeigten Phase mitbenutzt wird. Die Knotenmengen Rp
und Sy sowie die Requestknoten, die auf Rg bis zum Ende der Phase folgen, und
s¢ bleiben isoliert.

Die in Skizze 27 nicht dargestellten bzw. angedeuteten Kanten verbinden die
Knoten der Menge Rp mit den Knoten der Mengen Si und Sg+. Die Knoten
der Mengen Rg und Sg bilden einen vollstédndigen, bipartiten Teilgraphen. Zur
Sicherstellung des Grades g der Knoten aus R werden selbige auch mit Knoten
der Menge Sp durch Kanten verbunden. Nachdem der Online-Algorithmus ALG
iiber alle Serverknoten aus Sg die Entscheidung beziiglich des Matchings Ma g
getroffen hat, verdffentlicht der Gegenspieler die Knoten 7, und r,. Deren weitere
g — 2 Kanten sind mit den Knoten der zu diesem Zeitpunkt eindeutig definierten
Menge Sg\{5w, Sz, sy} und mit Knoten der Menge Sp+ inzident. Eine Verbindung
von {ry,r,} mit s, durch eine Kante mufl unterbunden werden, um das Resultat
eines nicht genutzten Serverknotens aus {s;, s, } durch die Entscheidung an s, zu
garantieren. Es gilt weiterhin |Sg \ {Sw, Sz, Sy} = |d/2] — ¢ .

Mit dieser Konstruktion stellt ein Gegenspieler sicher, dafl aus den Entscheidun-
gen des Online-Algorithmus ALG zu den Zeitpunkten der Serverknoten aus Sg und
des Knotens s, die Menge S von |d/2] —g+2 nicht genutzten Serverknoten folgt.
Die 29— | d/2| —2 Serverknoten® des initialen Blockes Sp der ersten Phase kénnen
durch einen vorgelagerten Block der Grofle g dargestellt werden. Da dies nur ein
einziges Mal geschieht, sich die Phasen aber immer wiederholen, haben die daraus
entstehenden zusitzlichen g Matchingkanten keinen Einflul auf den Competitive
Ratio. Um ihn zu bestimmen, geniigt die Auswertung einer einzelnen Phase. Die-
se besteht aus |Rg| + |{rs,ry} + |Rg| = 2|d/2] — g + 4 nichtisolierten Request-
und ebensovielen nichtisolierten Serverknoten (|Sg| + |{se}| + |[SB| + [Sr/|), von
denen ALG jedoch |Sg| = |d/2] — g + 2 nicht in das Matching Ma ¢ aufnehmen
kann, obwohl ein perfektes Matching existiert. Daraus folgt:

21d/2] — g+ 4

RIALG) 2 — a4 2

M Satz 32

Bei den Sitzen 28 bis 31 steigen die Terme der unteren Schranken des Compe-
titive Ratios immer an, d.h. ein Satz, dessen Giiltigkeitsbereich einen gréfieren
Wert fiir d fordert, dominiert in seinem Ergebnis alle Gegenspielerkonstruktio-
nen fiir kleinere Parameter d, auch wenn diese Konstruktionen weiterhin moéglich
sind. Eine derartige Dominanzbeziehung liegt zwischen den beiden Termen der
unteren Schranken aus den Sdtzen 31 und 32 nicht vor. Erst durch Auflésen der
quadratischen Ungleichung

3ld/2] +g—2 < 21d/2] —g+4
21d/2) +g9g—-2 — |d/2]| +2

29Unter den Nebenbedingungen der Parameter ist diese Anzahl zwischen 0 und g.
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nach dem Parameter d ergibt sich, dal die Gegenspielerstrategie nach Satz 32
mindestens so hohe Werte fiir die untere Schranke wie Satz 31 ergibt, sobald gilt:

5
d > 2 |Vg+\/192—4g+4“

Wird in den Term der unteren Schranke aus Satz 32 der Wert d = 4g—4 eingesetzt,
so ergibt sich 1.5 als Resultat. Diese untere Schranke gilt ebenfalls fiir alle groferen
Werte von d, denn ein Gegenspieler mufl von der maximalen Kantenldnge keinen
Gebrauch machen. Da aus Satz 6 auch fiir Modellvariante dieses Kapitels eine
obere Schranke im Competitive Ratio von 1.5 folgt, liegt folglich fiir d = 49 — 4
(und g = 4) eine exakte Analyse vor.

Fiir die beiden kleineren Werte g € {2,3} werden in den Siitzen 34 und 35 noch
spezielle Gegenspielerstrategien folgen. Zuvor soll jedoch eine gegeniiber Satz 32
stark vereinfachte Eingabe gezeigt werden, die sehr deutlich die Basisstruktur,
wie im Beweis zu Satz 3, aufzeigt. Sie beweist ab d = 4g — 3 und g = 2 eine
untere Schranke im Competitive Ratio von 1.5.

Ein Gegenspieler wiederholt permanent die Eingabe, wie in Skizze 28 zu sehen.
Sie besteht aus einer Multi-Entscheidungssituation (Knotenmenge Ry und Sg
sowie den resultierenden Mengen Sk und Sj), der ein einfacher Block der Grofie g
(vollstandiger bipartiter Teilgraph zwischen den Knotenmengen Rp und Sg) folgt.

Rg Rrp 5 Rp
. o}(o O oo

o o)

Se S¢ Sw=SkrUSg

Skizze 28: Struktur der Gegenspielereingabe fiir g > 2, d = 49 — 3.

Es gilt |Rp| = |Sr| = 2g, S| =[Skl = |Sk| = ¢, [Sr[ =g —1 und |[Rp| =g -2,
woraus folgt, dal |Rg| + |Rg| = 3¢ nichtisolierte Requestknoten und ebenso-
viele nichtisolierte Serverknoten (|Sg|+ |Sw|) in der Konstruktion des Einga-
begraphen vorhanden sind. Der Gegenspieler stellt nach Bearbeitung der Men-
ge |Sg| sicher, daf§ alle Kanten zu Knoten aus Sk blockiert werden. Wihrend die
optimale Losung ein perfektes Matching der Kardinalitdt 3¢g in der durch Kan-
ten verbundenen Graphkomponente bestimmt, kann ein Online-Algorithmus ALG
|Sg| = g nichtisolierte Serverknoten nicht nutzen. Da diese Konstruktion beliebig
oft wiederholt werden kann, ergibt sich das Korollar:
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Korollar 33:

Jeder deterministische Online-Algorithmus ALG fiir das ORSM-Problem mit kon-
stantem Knotengrad g und begrenzter Kantenlinge d besitzt fir ¢ = 2 und
d 2 4g — 3 einen Competitive Ratio von mindestens 3/2 =1.5.

Fiir kleine Werte des Parameters ¢ sind noch zwei besondere Konstruktionen von
Gegenspielern bekannt, die die Werte der unteren Schranke nochmals verbessern.

Satz 34:

Jeder deterministische Online-Algorithmus ALG fiir das ORSM-Problem mit kon-
stantem Knotengrad g = 2 und begrenzter Kantenlinge d = 4 besitzt einen Com-
petitive Ratio von mindestens 10/7 .

Beweis:  Die Gegenspielerstrategie beginnt die Eingabe mit zwei ineinander
verschrinkten Entscheidungssituationen, wie in Skizze 29, Teil a zu sehen. Der
Online-Algorithmus ALG bestimmt die Nutzung der Serverknoten sg, und sg,,
worauf mindestens zwei der vier Serverknoten {s,, Sp, S¢, S¢} weiterhin mit einem
freien Requestknoten adjazent sind. Fiir die folgenden Skizzen sei diese Menge Sg
0.B.d. A. aus den Knoten s, und s; bestehend. Der Gegenspieler erweitert den
Eingabegraphen darauthin um einen Block der Gréfe Drei (siehe Skizze 29, Teil b)
und ergénzt eine weiter Entscheidungssituation am Knoten sg, (Skizze 29, Teil c).
Deren resultierende Restkante (hier sei 0. B.d. A. {r., s.} angenommen) wird am
Ende durch den Requestknoten rp, blockiert (Skizze 29, Teil d).

Ein perfektes Matching dieser Graphkomponente hat eine Kardinalitdt von 10,
wiahrend der Online-Algorithmus ALG drei Serverknoten — je einer aus den Men-
gen {54, S}, {Sc, Sa} und {s., sf} — nicht in das Online-Matching M ¢ aufneh-
men kann. Durch beliebig hiufige Wiederholung dieser Eingabestrategie ergibt
sich die untere Schranke im Competitive Ratio von

R(ALG) > ?

M Satz 34

Fiir die Kantenlidnge von d = 5 erreicht die Eingabestrategie nach Korollar 33 fiir
g = 2 die maximal mogliche untere Schranke des Competitive Ratios von 1.5.

Auch im Falle g = 3 kann die 1.5-Schranke schon fiir die geringere Kantenlénge
von d = 8 erzielt werden. Dazu wird die Gegenspielerstrategie aus Satz 32 benutzt,
die bei dieser Parameterkombination den Sonderfall |Sg| = 0 aufweist. Deshalb
benétigt der kritische Knoten r, keine Kante mehr, die einen Serverknoten aus
Sp+ erreicht (siehe Skizze 27) und die untere Grenze fiir d verringert sich um
Eins auf d 2 2¢g + 2 = 8. Anderenfalls wiire die Konstruktion nach Satz 32 nicht
moglich, da fiir ¢ = 3 und d € [2g + 3,49 — 4] ein undefiniertes Intervall fiir den
Parameter d mit unterer Grenze von 9 und oberer Grenze von 8 folgt.
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Skizze 29: Gegenspielereingabe fiir g = 2, d = 4. Teil a: erste Entscheidungssituationen,
im Bsp. gilt {ry,sB, },{re,sB,} € MaLg; Teil b: erste Blockierungen; Teil c: weitere
Entscheidungssituation, im Bsp. gilt {rs,sp,} € MaLg; Teil d: restliche Blockierung.

Satz 35:

Jeder deterministische Online-Algorithmus ALG fiir das ORSM-Problem mit kon-
stantem Knotengrad g = 3 und begrenzter Kantenlinge d = 8 besitzt einen Com-
petitive Ratio von mindestens 3/2 = 1.5.

Beweis:  Identisch zu der Konstruktion im Beweis zu Satz 32 beginnt ein Ge-
genspieler mit einer Multi-Entscheidungssituation, der sofort eine einfache Ent-
scheidungssituation folgt, wie in Skizze 30 zu sehen ist. Nach Bearbeitung der
Serverknoten sg, und sg, ist sichergestellt, dafl mindestens ein Serverknoten s
aus der Menge {s,, s, S.} noch einen Requestknoten als Nachbarn hat, der nicht
in das Matching M, ¢ aufgenommen wurde. Die jeweils dritte Kante der Kno-
ten 7, und r, sind dann inzident zu s. Nachdem auch der Knoten sg, bearbeitet
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wurde, erginzt der Gegenspieler den Eingabegraphen um einen Block der Grofe
Drei, der aus R sowie der entsprechenden Menge Sg, die s beinhaltet, besteht.

Skizze 30: Struktur der Gegenspielereingabe fiir g = 3, d = 8.

Das optimale Matching hat eine Gréfle von neun Kanten und der Online-Al-
gorithmus ALG kann drei Serverknoten der Menge Sr = {Sq, Sb, Sc, Sd, Szs Sy }
nicht nutzen. Da der Gegenspieler diese Grundkonstruktion aller 14 Zeitschritte
wiederholen kann, folgt eine untere Schranke fiir den Competitive Ratio von

R(ALG) = 2 = 15.

W Satz 35

Die Verallgemeinerung dieses Spezialfalles mit |Sg| = 0 und d = 2g + 2 fiir
groflere Werte von g ist zwar moglich, erzielt jedoch gegeniiber dem Satz 31 keine
verbesserten unteren Schranken fiir den Competitive Ratio.

Zusammenfassend werden in Tabelle 4 die Giiltigkeitsbereiche und die Resulta-
te in den unteren Schranken des Competitive Ratios fiir das ORSM-Modell mit
konstantem Knotengrad g und begrenzter Kantenlinge d der Sitze 28 bis 32
dargestellt.

Satz 28 29 30 31 32
Bereich gSd<29—2 d=29g—-1 d=2g d>2g 29+3 < d< 493
untere 2d + 1 4 49—1 3|4 +g-2 2|¢]-g+4
Schranke d+g 3 3g—1 2|¢|+g-2 || +2

Tabelle 4: Ubersicht der allgemeingiiltigen Resultate fiir die unteren Schranken und den
Bereich ihrer Gegenspielerkonstruktionen.

Weiterhin gibt Tabelle 5 einen Eindruck davon, wie die in den Sdtzen 28 bis 35
vorgestellten Gegenspielerstrategien zusammenwirken, und wie sich die Werte der
unteren Schranken entwickeln. Pro Zeile wird der Parameter g um Eins erhoht.
In einer Spalte wird nicht der Parameter d konstant gehalten, sondern die Diffe-
renz d — ¢g. Somit erscheinen in der Tabelle keine Parameterkombinationen mit
g > d. Dies wiirde im Widerspruch zum Modell stehen.
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Die Tabelleneintrige bestehen aus einem auf drei Nachkommastellen gerunde-
ten Dezimalbruch und einem exakten Wert als gemeinem Bruch darunter. Es ist
offensichtlich, dafl innerhalb einer Zeile die Werte der unteren Schranken nicht
absinken konnen, denn eine Gegenspielerkonstruktion fiir einen Wert von d ist
auch fiir beliebig groflere Werte der maximalen Kantenlénge giiltig. Deshalb wur-
de in der Tabelle auf die redundanten Eintrige von 1.5 im rechten oberen Bereich
verzichtet. Innerhalb einer Spalte 148t sich ein Abfallen der unteren Schranken
erkennen. Die daraus schlufifolgerbare Verringerung des Competitive Ratios ist
plausibel, wenn folgende Tatsachen beriicksichtigt werden:

Die Parameterdifferenz d — g gibt an, wieviele Serverknoten im Intervall der
Liange d + 1 moglicher Servicezeitpunkte nicht zur Bearbeitung einer durch einen
Requestknoten dargestellten Anfrage benutzt werden kénnen. Mit wachsendem
Parameter g wird dann die Bedeutung dieser ,,LLocher® im Serviceintervall immer
geringer und man néhert sich einem Modell mit dem Charakter von Intervalleinga-
ben. Gleichzeitig wird das sichere Wissen iiber die Struktur zukiinftiger Eingaben
verstirkt, da deren Variationsvielfalt relativ zum Anstieg der kombinatorischen
Moglichkeiten innerhalb der gréferen Intervalle abnimmt.

In Tabelle 5 wird auflerdem deutlich, in welchen Parameterbereichen die ver-
schiedenen Gegenspielerstrategien die besten unteren Schranken aufzeigen. Die
Wirkung der Schranke von 4/3 nach Satz 29 fiir d = 2¢ — 1 ist als Diagonale zu
erkennen, die zusitzlich im Fettdruck steht. Unterhalb dieser Diagonalen folgen
die Resultate aus Satz 28. Rechts daneben sind die Ergebnisse von Satz 30 eben-
falls im Fettdruck dargestellt. Weiter rechts befinden sich Zahlen in aufrechter
Schrift, die aus Satz 31 folgen. Die kursiven Werte im rechten oberen Bereich
werden von Satz 32 gezeigt. Die unterstrichenen Zahlen sind die schon behan-
delten Sonderfille aus Korollar 33 (fiir ¢ = 2 und d = 5) und den Sitzen 34
und 35.

8.2 Bestimmung oberer Schranken durch experimentelle
Untersuchungen

8.2.1 Allgemeiner Ansatz

Die Analyse der Leistungsfihigkeit von Online-Algorithmen und damit die Be-
stimmung oberer Schranken fiir den Competitive Ratio eines Online-Problems ist
nach Definition 1 und den Gleichungen (3) bis (6) eine einfache Aufgabe. Erstens
wird eine Potentialfunktion ® mit der Eigenschaft bestimmt, die Gleichung (4)
zu erfiillen. Und zweitens muf} diese Eigenschaft sowie die Giiltigkeit der Glei-
chung (6) (siehe Seite 14) nachgewiesen werden. Beide Aufgaben sind jedoch gar
nicht leicht zu 16sen und es stellt sich ebenfalls die Frage: Gibt es fiir jedes On-
line-Problem und jeden -Algorithmus eine Potentialfunktion, mit Hilfe derer eine
Analyse nach der Potentialfunktionsmethode moglich ist?

Fiir die ORSM-Modellvariante mit konstantem Requestknotengrad g und durch
d beschrinkte Kantenlidnge 148t sich feststellen, dafl es nur eine begrenzte An-
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zahl von verschiedenen Eingaben gibt. Der Teilgraph, welcher in einer Entschei-
dungssituation als Wissensbasis zur Verfiigung steht, ist ebenfalls durch die Kan-
tenldngenbegrenzung in seiner Grofle beschriankt. Die sich daraus ergebende end-
liche Menge von Situationen ermdoglicht eine vollstdndige Modellierung des Spieles
zwischen einem Online-Algorithmus und einem Gegenspieler. Weiterhin wird da-
mit die Bestimmung des Competitive Ratios eines Online-Algorithmus moglich.
Derartige Computerexperimente fiir Modellinstanzen des ORSM-Problems mit
kleinen Parameterwerten g und d sind geeignet, die Analyse dieser ORSM-Mo-
dellvariante zu unterstiitzen.

Bei genauer Betrachtung fillt auf, daf§ die durch den Teilgraphen beschriebene
Entscheidungssituation auch dem Zustand bzw. der Konfiguration des Online-
Algorithmus und des Gegenspielers entspricht. Der Zustand, in dem sich das
Gesamtssystem befindet, ist somit ein Paar (ZaLg, Zapv), bestehend aus einem
Einzelzustand Za ¢ des Online-Algorithmus ALG und einem Zustand Zppy des
Gegenspielers. Die Menge aller Zustandspaare seien die Knoten eines Graphen.
Seine Kanten werden durch die Entscheidungen der Algorithmen und die da-
mit verbundenen Zustandsiibergéinge gebildet. Es existiert eine gerichtete Kante
e = ((ZaLc,1, Zapv,1), (ZaLG2; Zapv,2)), falls es eine Eingabe o; gibt, unter der
der Online-Algorithmus ALG aus Zustand Za g1 in den Zustand Za g2 iiber-
geht und es eine Entscheidungsmoglichkeit fiir den Gegenspieler gibt, bei der
er aus Zapv, unter der Eingabe o; in den Zustand Zapy wechselt. Gleichzei-
tig sind jeder Kante e die Leistungswerte Perf ¢ (e) und Perf py(€) zugeordnet,
die bei den entspechenden Zustandsiibergdngen der Algorithmen erreicht werden.
In diesem Konfigurationsiibergangsgraphen gibt es das Paar (Zaig,0, Zapv,0) der
Startzustinde, die die leeren Teilgraphen im ORSM-Problem représentieren. Fiir
die Modellierung des Systemverhaltens unter allen méglichen Eingabesequenzen
ist nur die erste Erreichbarkeitskomponente des gerichteten Graphen, beginnend
vom Startzustandspaar (Zaic,0, Zapv,0), von Interesse. Alle von diesem Knoten-
paar nicht erreichbaren Zustandspaare konnen in dem Spiel zwischen ALG und
dem Gegenspieler nie gleichzeitig auftreten, da die beiden Zusténde eines solchen
Paares verschiedene Eingabesequenzen voraussetzen wiirden. Wie eine einfache
Uberlegung zeigt, gibt es von jedem Zustandspaar einen Weg zur Startkonfigu-
ration (Zaic,0, Zabv,0), da diese bei fortwirender leerer Eingabe immer erreicht
wird. Deshalb entspricht der von (Zaig,, Zapv,) erreichbare Teil des Konfigura-
tionsiibergangsgraphen seiner ersten starken Zusammenhangskomponente.

Der so definierte Graph modelliert vollstindig das Verhalten eines Online-Al-
gorithmus ALG auf allen moglichen Eingabesequenzen und sédmtliche mogliche
Verhaltensweisen des Gegenspielers auf der selben Eingabesequenz. Um den Com-
petitive Ratio von ALG zu bestimmen, geniigt es einen Kreis circ = (eq, ea,...)
im Konfigurationsiibergangsgraphen zu berechnen, fiir den das Verhéltnis der
Leistung des Gegenspielers ) ... Perfapy(e) zur Gesamtleistung von ALG auf
dieser Eingabe > . . Perf, ¢(e) maximiert wird. Dieses Verhéltnis ist der ex-
akte Competitive Ratio des Online-Algorithmus ALG, da die mit den Kreiskanten
implizit definierte Eingabesequenz einen Zeugen fiir die untere Schranke darstellt



140 KAPITEL 8: Modellvariante mit konst. Grad und begrenzter Kantenldnge

und durch die Extremaleigenschaft des Kreises dieses Verhiltnis zu maximieren,
gleichzeitig die schlimmste vom Gegenspieler erzeugbare Eingabe bestimmt wird.
Es gilt deshalb:

. P
R(ALG) = max ZeEczro erfADV(e) '
cre ZeEcirc PerfALG (6)

Das Berechnen des gesuchten Kreises circ erweist sich als schwierig. Da in ei-
nem Graphen exponentiell viele Kreise (beziiglich der Beschreibungsgréfie des
Graphen) existieren konnen, kann ein Untersuchen jedes Kreises des Konfigurati-
onsiibergangsgraphen zu einer inakzeptablen Laufzeit fithren. Ein algorithmischer
Ansatz, bei dem optimale Teillosungen bestimmt und spéter miteinander ver-
kniipft werden, erscheint ebenfalls als nicht erfolgversprechend. Der Grund liegt
in den ungiinstigen Eigenschaften der Verkniipfungsoperation, die die Verhéltnis-
werte zweier Teilwege zur Berechnung des Gesamtverhéltnisses getrennt im Zéhler
und Nenner addiert. So ist beispielsweise nicht bestimmbar, ob der Weg (a) von u
nach v mit dem Leistungsverhéltnis 5 : 3 oder der Weg (b) mit 16 : 9 zu bevor-
zugen ist, denn je nach Leistungsverhéltnis des Riickweges von 5 : 2 oder 3 : 5
bildet (a) oder (b) den Kreis mit groerem Gesamtverhiltnis.

In der Literatur wurde dieses Problem gelost und es ist dort unter dem Na-
men Tramp-Steamer-Problem [AMO93] oder auch Minimum-Cost-to-Time-Ratio-
Cycle-Problem bekannt. Die Losungsprozedur verlangt jedoch, dafl das Verhéltnis
der beiden Summen im oben definierten Kreis geraten wird. Unter der Annah-
me das gesuchte maximale Verhiltnis sei ¢, wird aus den beiden Leistungswerten
einer jeden Kante e ein Gewicht geméafl der Formel

w(e) = c-Perfpgle) — Perfapy(e)

berechnet. Innerhalb dieses gewichteten gerichteten Graphen wird dann einen
Kreis mit minimaler Gewichtssumme Wi, bestimmt. Gilt Wy, = 0, dann ist
das gesuchte Verhéiltnis exakt c. Hat der berechnete Kreis eine negative Gewichts-
summe, so ist ¢ eine echte untere Schranke fiir das gesuchte Verhéltnis und falls
Whin > 0, dann verkorpert c eine echte obere Schranke. In [AMO93] wird zur
Berechnung des Kreises mit geringstem Gewicht der Floyd-Warshall-Algorithmus
empfohlen. Er berechnet fiir alle Knotenpaare den Weg mit geringstem Gewicht
(, kiirzester Weg*), der keine Kreise, d. h. Knotenwiederholungen, besitzt. Danach
kann fiir jedes Knotenpaar (u,v) die Summe der kiirzesten Wege von u nach v
und zuriick von v nach u gebildet werden. Uber diese Gewichtswerte von Krei-
sen, die die Knoten u und v enthalten, wird minimiert. Sei n die Anzahl von
Knoten im Konfigurationsiibergangsgraphen. Dann benétigt der Floyd-Warshall-
Algorithmus eine Laufzeit von ©(n?). Die darauf folgende Operation zur Bestim-
mung des minimalen Kreisgewichtes erfordert nur noch eine Laufzeit von ©(n?)
und spielt deshalb im asymptotischen Aufwand keine Rolle.
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Die bisher beschriebene Losungsprozedur stellt lediglich einen Test dar, der fiir
einen vorgegebenen Wert c ausgibt, ob das gesuchte Verhiltnis getroffen wurde,
oder ob c eine untere bzw. obere Schranke dafiir darstellt. Der Wert 1 ist eine tri-
viale untere Schranke fiir jedes zu untersuchende Online-Problem. Beginnend mit
2 kann durch Werteverdoppelung schnell eine obere Schranke gefunden werden,
bzw. fiir die konkrete ORSM-Modellvariante ist schon 1.5 als obere Schranke be-
kannt. Dann kann mittels einer Bindrsuche der exakte Wert fiir den Competitive
Ratio effizient mit der ben6tigten Genauigkeit berechnet werden.

Im Falle der zu untersuchenden ORSM-Variante kénnen die Leistungswerte ei-
nes Schrittes Perfa ¢(e) und Perf apy(e) nur die Werte 0 oder 1 annehmen. Der
langste, theoretisch mogliche Kreis im Konfigurationsiibergangsgraphen hat ei-
ne Lénge von n Kanten, welche der Knotenanzahl entspricht. Deshalb muf} das
exakte Verhiltnis, das den Competitive Ratio darstellt, ein Bruch der Form a/b
mit a,b € {1,2,...,n} sein. In der Zahlentheorie ist die sortierte Menge F,
von gekiirzten gemeinen Briichen a/b mit ¢ < b und a,b € {1,2,... ,n} un-
ter dem Begriff der Farey-Reihe bekannt ([Farl6, Gla79]*?). Die Elemente einer
Farey-Reihe liegen zwischen 0 und 1 und stellen einen Teilbaum des Stern-Brocot-
Baumes®' dar. Fiir das konkrete Online-Problem sind nun die Kehrwerte der
Farey-Reihe F, interessant, die kleiner oder gleich 3/2 sind. Nur aus dieser Men-
ge kann ein Wert fiir den Competitive Ratio stammen. Aus dem Zusammenhang
der Elemente der Farey-Reihe mit dem Stern-Brocot-Baum 148t sich ein Schema
ableiten, mit dessen Hilfe der exakte Competitive Ratio durch moglichst wenige
Tests bestimmt werden kann.

Die zu Beginn gestellte Frage nach der Existenz von Potentialfunktionen fiir jedes
Online-Problem und jeden -Algorithmus 148t sich auf Basis der vorgestellten Idee
positiv beantworten. In [TK96]3? wird ein kurzer Beweis angegeben, der an dieser
Stelle wiederholt wird:

Sei ein Online-Problem II und ein Online-Algorithmus ALG gegeben. Zu jedem
Zeitpunkt 148t sich eine Konfiguration bestehend aus dem Zustand von II (z.B.
durch Aufzéhlung aller Werte von Variablen des Problems IT) und allen Variablen
von ALG bestimmen. Jedes Konfigurationspaar (Zaig, Zopt), in dem Za g eine
Konfiguration von Il wihrend der Ausfiihrung des Online-Algorithmus ALG und
Zopt eine mogliche Problemkonfiguration des optimalen Algorithmus ist, stellt
einen Knoten in einem Graphen G dar. Die Graphkanten werden durch die Tupel
((Z1, Z2),(Z3, Z4)) gebildet, falls ALG aus dem Zustand Z; unter einer Eingabe o
in den Zustand Z3 wechselt und ein optimaler Algorithmus aus Z, unter der

30Neuere Darstellungen, z. T. mit historischen Einordnungen und weiteren Referenzen sind in
[HW38, Bei66, Dic71, CG96] zu finden.

31Der Stern-Brocot-Baum ist eine elegante Form, um alle positiven gekiirzten gemeinen Briiche
und damit die positiven rationalen Zahlen Q. ohne Doppelungen aufzuzihlen. Siehe dazu
[Ste58, Bro60] oder z. B. [GKP94].

32Der Ursprung dieser Uberlegung war nicht zuriickzuverfolgen. Die Recherchen des Autors
innerhalb der aktiven Forschergruppen ergaben keine eindeutige Quellen. Vergleiche auch die
Fufinote in [IK96, Seite 534].
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selben Eingabe o in die Konfiguration Z, iibergehen kann.

Um fiir ein Profitmaximierungsproblem II nachzuweisen, dafl ALG c-competitive
ist, erhiilt jede Kante e = ((Z1, Z2),(Z3, Z4)) ein Gewicht w(e), welches c-mal
dem Profit von ALG beim Ubergang von Z; nach Z3 unter o abziiglich dem vom
OPT erreichten Profit ist, falls OPT unter o von Z, nach Z4 wechselt. Sei (Zy, Zp)
das Ausgangskonfigurationspaar. Falls ALG c-competitive ist, so kann die erste
von (Zy, Zy) erreichbare Komponente des Graphen G keinen Kreis mit negativem
Gesamtgewicht besitzen. Anderenfalls wire eine Sequenz von mit den Graph-
kanten korrespondieren Eingaben bestimmt worden, bei der die Leistung von
ALG weniger als 1/c-mal der optimale Profit ist, falls diese Eingabe bei den
entsprechenden Systemzustidnden erfolgt und beliebig oft wiederholt wird. Das
entspriache einer Verletzung der zu beweisende Aussage.

Schon in [EK70] wurde gezeigt, daB fiir einen gerichteten gewichteten Graphen
G = (V, F,w) mit negativen Kantengewichten, aber ohne negative Kreise, ei-
ne Potentialfunktion ® : V — IR existiert, so dafl simtliche Kantengewich-
te w((u,v)) durch nichtnegative Gewichte

Wneu((v,v)) = @(u) +w((u,v)) — ®(v)

ersetzt werden konnen. Die Gewichtssumme von Kreisen bleibt dabei erhalten,
ebenso weitere Eigenschaften von Wegen, die bei der Bestimmung des minimalen
Kostenflusses®® von Bedeutung sind. Es ist leicht zu erkennen, da eine derar-
tige Funktion @ fiir den oben definierten Graphen G genau die Eigenschaften
besitzt, die fiir die gesuchte Potentialfunktion in Gleichung (3) gefordert wird.
Die algorithmische Losung dieses Problems wird zu einem spiteren Zeitpunkt
innerhalb dieses Kapitels diskutiert. Mit den obigen Uberlegungen folgt jedoch
aus der Existenz des Graphen G fiir jedes Online-Problem II und jeden Online-
Algorithmus ALG — der u.U. unendlich grof} sein kann — die Existenz einer
Potentialfunktion fiir einen Beweis der Aussage: ,,ALG ist c-competitive.“

Weiterhin 148t sich aus diesem Ansatz ableiten, dafl das Problem der Analyse
von ALG auch durch das Ldosen eines linearen Programmes durchgefiihrt wer-
den kann. Fiir ein Online-Problem mit endlicher Konfigurationsmenge werden
dazu die oben definierten Gleichungen sowie die Gleichungen zum Nachweis der
Eigenschaft von ALG aufgestellt (die Potentialfunktionswerte ®(v) stellen die Va-
riablen dar) und die Variable ¢ wird minimiert. Fiir Probleminstanzen mit kleinen
Konfigurationsmengen wurden Varianten dieses linearen Programmieransatzes in
[KMMO94, LR94| fiir Analysen benutzt.

Fiir Modellinstanzen des ORSM-Problems mit konstantem Knotengrad g und be-
grenzter Kantenldnge d wurden bei kleinen Parameterwerten mit den oben vor-
gestellten Ideen, kombiniert mit effizienter Algorithmik, Leistungsanalysen von
Online-Algorithmen mit Hilfe eines Computerprogrammes durchgefiihrt. Dabei

33Das in der Quelle [EK70] primér behandelte Problem ist das des minimalen Kostenflusses
(Minimum-Cost-Flow-Problem).
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konnten fiir diese konkreten Modellinstanzen und fiir konkrete Online-Algorith-
men Werte fiir den Competitive Ratio per Computer nachgewiesen werden. Die
Konzepte dieses Programmes und die Zusammenhénge mit dem oben beschrie-
benen Beweis werden am Beispiel der ORSM-Variante im néichsten Teilkapitel
behandelt. Die Auswertung dieser Experimente schlielt sich danach an.

8.2.2 Implementierungsdetails
Die Konfigurationsmenge

Eine Konfiguration eines Online-Algorithmus wird fiir die hier betrachtete ORSM-
Variante durch einen Teilgraphen der Eingabe verkorpert. Der Aufbau einer Kon-
figuration sowie der Menge aller moglichen Konfigurationen leitet sich aus den
Modellparametern und der Menge verschiedener Eingaben eines Zeitschrittes wie
folgt ab:

Fiir einen Requestknoten r; werden g Nachbarknoten aus der Serverknotenmen-
ge {Si,Sit1,---,Sira} spezifiziert oder r; bleibt isoliert. Deshalb gibt es (dgl)
verschiedene Méglichkeiten fiir die Struktur der Nachbarschaft von r; (beach-
te |{si, Sit1,---,Sira}| = d + 1) plus eine eindeutige Moglichkeit einer leeren
Nachbarschaft. Somit ist die Menge und Anzahl aller moglichen Eingaben eines
Zeitpunktes bestimmt.

Einem Online-Algorithmus steht zu einem Zeitpunkt 7, in dem iiber die Nut-
zung von s; entschieden wird, ein Teilgraph der Gesamteingabe und die aktuelle
Eingabe von r; zur Verfiigung. Durch die Beschréinkung der Kantenlénge in der
betrachteten Modellvariante ist auch die Grofle des Teilgraphen beschrinkt. Der
Knoten r;_; kann noch eine Kante maximaler Linge zum Knoten s; besitzen.
Jeder Requestknoten r; mit j < ¢ — d ist zum Zeitpunkt ¢ entweder im On-
line-Matching gebunden oder irreversibel frei, er ist aber nicht mehr Teil der
aktuellen Entscheidungssituation. Der Knoten r; ; ist der letzte Requestknoten,
der sich neben dem aktuellen Eingabeknoten r; im Teilgraphen befindet. Alle
weiteren Requestknoten r; mit j > 4 sind zum Zeitpunkt ¢ unbekannt. Ebenso
sind maximal d + 1 Serverknoten fiir den Online-Algorithmus von Interesse. Der
erste Serverknoten ist der aktuell zu bearbeitende Knoten s;. Die Kantenldngen-
begrenzung impliziert dann, da} vom letzten Requestknoten r; ; hichstens der
Serverknoten s;_1,4 bzw. vom Eingabeknoten r; der Serverknoten s;,, erreicht
werden kann. Alle spéteren Serverknoten s; mit j > ¢ + d sind zum Zeitpunkt ¢
isoliert.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich, da$§ die Problemkonfiguration fiir einen On-
line-Algorithmus vor der Eingabe von r; aus einem bipartiten Teilgraphen besteht,
der auf die Knotenmenge {7;_4, "i—a+1, - - - s Ti—1, Siy Sit1,- - - , Si+a} beschriankt ist.
Dabei handelt es sich nicht um den von dieser Knotenmenge induzierten Teilgra-
phen der Gesamteingabe, denn innerhalb des Zeitintervalls [i — d,7 — 1] konnen
einige der Requestknoten in das Online-Matching aufgenommen worden sein und
stehen deshalb nicht mehr zur Verfiigung.

Alle soeben beschriebenen Teilgraphen bilden die Menge von Problemkonfigu-
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rationen. Um sie auf- und abzuzihlen sind zwei Fakten zu beriicksichtigen: Je-
der Requestknoten ist eine Eingabe mit einer der (df) + 1 oben beschriebenen
Kantenstrukturen. Weiterhin kann ein Requestknoten 7; mit ¢ —d < j < 4
durch seine Kanten Serverknoten bis hochstens s; 4 erreichen und in der Men-
ge {si, Si+1,-..,Sj+a} befinden sich fiir einen nichtisolierten Requestknoten r;
mindestens max{1,¢g — (i — j)} und hochstens min{g,j + d — i + 1} Nachbar-
knoten. Aus der Kombination aller dargelegten Moglichkeiten fiir jeden Request-
knoten der Menge {r;_q4,...,7r;_1} ergibt sich die Anzahl aller Konfigurationen

(moglicher Teilgraphen):

d min{g,p}
i > 0

p=1 g=max{1,9+p—d—1}

Da eine Implementierung der im Kapitel 8.2.1 beschriebenen Beweisidee auf der
Konfigurationsmenge aufbaut, ist es sinnvoll und effizienzsteigernd diese zu ver-
kleinern, falls moglich. Wenn bereits a priori erkennbar ist, dafi sich verschiedene
Konfigurationen in ihrer Struktur und Wirkung durch einen Algorithmus nicht
unterscheiden lassen, so sollten sie zusammengefafit werden. Derartige struktu-
relle Gleichheit li8t sich durch eine Aquivalenzrelation ausdriicken und fiir weite-
re Programmschritte wird nur noch die Menge von Aquivalenzklassenvertretern
beriicksichtigt.

Im Beispiel der Konfigurationsmenge des ORSM-Problems mit konstantem Kno-
tengrad g und begrenzter Kantenlinge d kann die im folgenden beschriebene
Aquivalenzrelation benutzt werden. Wegen der Ordnung auf den Serverknoten
sind zwei Konfigurationen mit isomorphen Graphen nicht automatisch struk-
turdquivalent. Da aber zum Zeitpunkt ¢ die Historie des Aufbaus des aktuel-
len Teilgraphen fiir seine strukturellen Eigenschaften und die Entscheidungsmog-
lichkeiten keine Rolle spielt, so sind zwei Konfigurationen dquivalent, wenn sich
die Graphen durch Permutation der d Requestknoten ineinander iiberfiihren las-
sen.

Zweitens koénnen Graphen mit Uberlastsituationen, d.h. es sind mehr Request-
knoten zu einer Serverknotenmenge adjazent, als deren Kardinalitéit, unter be-
stimmten Nebenbedingungen zu Graphen mit ausgeglichener Anfragelast dquiva-
lent sein. Préziser ausgedriickt bedeutet das: Falls ein Graph einer Konfiguration
mehr nichtisolierte Requestknoten besitzt, als die Kardinalitit des Maximum-
Matchings dieses Graphen grof} ist, so folgt aus dem Satz von Hall iiber die
Existenzbedingung fiir perfekte Matchings [Hal35], daf eine minimale Request-
knotenmenge R’ existiert, deren Nachbarschaft I'(R') kleiner als sie selbst ist,
also

R =z TR .

Existiert ein Knoten r, € R’ mit minimalem Knotengrad und ein Knoten r, € R’
mit der Eigenschaft

[(ra) & T(re) ,
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d.h. die Nachbarschaft®* von r, beinhaltet die Nachbarschaft von r, vollstindig,
so kann der Knoten r, aus der Betrachtung fiir die Entscheidungen entfallen.
Mindestens ein Knoten aus R’ kann nicht in das Online-Matching aufgenommen
werden und r, darf dazu a priori bestimmt werden. Das letzte Argument folgt
aus der hoheren Flexibilitidt des Einsatzes von 7, und der damit verbundenen
grofleren kombinatorischen Maoglichkeiten fiir die Online-Lésung. Somit ist der
Graph einer Konfiguration, der die Vorbedingungen erfiillt und die Knoten 7,
und 7, besitzt fiir das betrachtete Online-Problem strukturidquivalent zu einem
Graphen ohne 7, bzw. mit einem isolierten Knoten r,. Siehe zu dieser Idee die
beiden Beispiele in Skizze 31.

Ti—d Tp Ta T3 Ti—d Tp Ta T3
o} o} e} e} O 0 ©O
~/
® e o o ® e o o
Si—d Sitd Si—d Sit+d
a
Ti—dTa To T; Ti—dTa Tb T;
o} e} o o o
~/
® o o ) e o
Si—d Sit+d Si—d Si+d
b

Skizze 31: Zwei Beispiele fiir Graphen fdquivalenter Konfigurationen.

Die mit diesen beiden Eigenschaften definierte Aquivalenzrelation bildet durch die
Transitivitét relativ grofie Klassen von Konfigurationen und verkleinert damit die
Kardinalitdt der zu betrachtenden Konfigurationsmenge betréichtlich. Trotzdem
ist die angegebene und im Programm implementierte Aquivalenzrelation konser-
vativ definiert. Eine stirkere Relation, die nur noch Strukturen von perfekten
bzw. optimalen Matchings auf den zu vergleichenden Graphen beriicksichtigt,
ist jedoch nicht ohne grofien Aufwand mathematisch zu formulieren und zu be-
griinden. Da sich durch derartige Verbesserungen bei den Computerexperimenten
keine Laufzeiteinsparungen um Groflenordnungen erzielen lieflen, ist vorsichtshal-
ber auf deren Einsatz verzichtet worden.

Innerhalb der Implementierung ist ein Zugriff auf die Nummer der Aquivalenz-
klasse mittels Graphen als Schliissel notwendig. Dazu wurde folgendermaflen vor-
gegangen: Alle Graphen, die eine giiltige Konfiguration darstellen, werden erzeugt
und in einer Liste gespeichert. Danach wird eine Hash-Struktur iiber diese Liste

34das sind alle zu 4 adjazenten Serverknoten



146 KAPITEL 8: Modellvariante mit konst. Grad und begrenzter Kantenldnge

aufgebaut, innerhalb der mit dem Graphen bzw. den Bitfolgen seiner Adjazenz-
matrix als Schliissel schnell gesucht werden kann. Die Aquivalenzrelation wird
fiir jedes Paar von Graphen gepriift und gegebenenfalls wird von einem struk-
turiiquivalenten Graphen ein Zeiger zu seinem Aquivalenzklassenrepriisentanten
aufgebaut. Die Transitivitdtseigenschaft 148t sich bei diesen Tests ausnutzen, so
daB nicht wirklich alle Paare von Konfigurationen auf Aquivalenz getestet werden
miissen.

Die Darstellung der Algorithmen

Nachdem fiir das Online-Problem eine endliche Konfigurationsmenge bestimmt
wurde, konnen Algorithmen durch ihr Verhalten auf diesen Konfigurationen be-
schrieben werden, anstatt durch eine abstrakte Handlungsvorschrift, die Rechen-
operationen auf den Graphen der Konfigurationen verlangt. Sollte ein Online-Al-
gorithmus, neben den aktuell fiir die Bearbeitung zur Verfiigung stehenden Teil-
graphen — das entspricht einer Problemkonfiguration — weitere eigene Variablen
(z. B. Zahler) zur Entscheidung heranziehen, so muf} die Konfigurationsmenge um
diese Werte erweitert werden. Alle in dieser Arbeit betrachteten Online-Algorith-
men arbeiten jedoch in diesem Sinne gedéchtnislos, so daf} eine Vergroflerung der
Konfigurationsmenge nicht notwendig ist.

Ein konkreter deterministischer Online-Algorithmus ALG 148t sich durch die ein-
deutigen Uberginge zwischen den Konfigurationen unter den verschiedenen Ein-
gaben spezifizieren. Das heifit fiir jede Konfiguration und fiir jede Eingabe wird
die Entscheidung von ALG festgestellt und damit die Nachfolgekonfiguration be-
stimmt, welche die Vorlage des néichsten Zeitschrittes darstellt. Dies kann durch
eine gerichtete Verbindung zwischen den beiden beteiligten Konfigurationen ge-
schehen. An diese Verbindung ist gleichzeitig die Eingabe als ein Attribut ge-
koppelt. Somit wird ein Automat als Beschreibung von ALG konstruiert. Weiter-
hin kann einer solchen Verbindung die erzielte Leistung zugeordnet werden. Im
Beispiel des ORSM-Modells ist dies eine 1, wenn eine Kante mit dem aktuellen
Serverknoten s; fiir das Online-Matching Mp ¢ bestimmt wurde. Anderenfalls
ist es eine 0. Mit dieser zusétzlichen Angabe stellt sich heraus, dafl der deter-
ministische Online-Algorithmus ALG als ein deterministischer Mealy-Automat3?
iiber der Konfigurationsmenge, angetrieben durch die Eingaben des aktuellen
Zeitschrittes und mit der Ausgabe des Leistungswertes — gebunden an die Kon-
figurationsiibergénge — dargestellt ist.

Der Online-Algorithmus sowie sein beschreibender Mealy-Automat beginnen mit
der Startkonfiguration Z; des kantenlosen Graphen. Danach beschreibt jede Ein-
gabesequenz o innerhalb des Mealy-Automaten einen Weg der Konfigurations-
iibergéinge und die dabei in jedem Schritt erzielte Leistung. Somit wird auch fiir
ALG die Abfolge der Konfigurationen und die erreichte Leistung angegeben.

Auch das Verhalten des Gegenspielers bzw. des optimalen Algorithmus kann
durch Uberginge zwischen den Konfigurationen beschrieben werden. Es ist jedoch

35Zur Definition siehe z. B. [HU90] oder ein anderes Standardlehrbuch.
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unbekannt, welche Entscheidungen bei einer konkreten Konfiguration und Ein-
gabe getroffen werden. Die Modellierung mittels Mealy-Automat ist zwar erneut
moglich, allerdings ist dieser nichtdeterministisch. Ausgehend von einer Konfi-
guration und einer Eingabe werden alle moglichen Entscheidungen und die sich
daraus ergebenden Nachfolgekonfigurationen berechnet und fiir jeden Ubergang
die entsprechende Leistung. Sdmtliche Online-Algorithmen, einschliellich aller
optimalen Algorithmen, sind damit modelliert.3¢

Zur Effizienzsteigerung des Programmes ist es wiinschenswert, wenn die beiden
Mealy-Automaten moglichst klein sind, d.h. eine kleine Anzahl von Zustédnden
besitzen. Fiir den deterministischen Mealy-Automaten ist eine Minimierung der
Zustandsanzahl mit einem wohlbekannten Standardalgorithmus problemlos und
effizient durchfiihrbar. Dafiir geniigt eine quadratische Laufzeit in der Kardina-
litdt der eingegebenen Zustandsmenge.

Fiir einen nichtdeterministischen Mealy-Automaten ist die Minimierung der Zu-
stinde ein NP-schweres Problem. Da dessen Losung die Laufzeit des gesam-
ten Programmes dominieren wiirde, ist auf diesen Schritt verzichtet worden. Al-
lerdings kann auch eine einfache und schnelle Heuristik helfen einige Zustin-
de des Mealy-Automaten einzusparen. Dazu werden zwei Zustinde des Mealy-
Automaten miteinander verschmolzen, wenn unter den Eingaben jeweils die sel-
ben Nachfolgekonfigurationsmengen bei gleichen Leistungswerten erreicht wer-
den. Dieser Prozef kann iterativ so lange wiederholt werden, bis die Bedingung
fiir kein Paar von Konfigurationen mehr zutrifft.

Beim Aufbau des nichtdeterministischen Mealy-Automaten kénnen unter Um-
stinden einige Ubergiinge eingespart werden, falls ersichtlich ist, daf mogliche
Entscheidungen durch andere Entscheidungen dominiert werden. Im konkreten
Online-Problem kann darauf verzichtet werden, fiir nichtisolierte Serverknoten s;
zum Zeitpunkt i die Entscheidung s; ¢ M zu treffen. Damit wird erzwungen,
daf} im aktuellen Zustand der Serverknoten fiir das Matching benutzt wird, wenn
er einen adjazenten Requestknoten besitzt. Dies fiihrt zwar zum Ausschluf} einer
Menge von optimalen Losungen, aber eine einfache Uberlegung zeigt, da auch
unter dieser Einschrinkung in der Losungsstruktur stets optimale Losungen exi-
stieren. Diese erreichen die maximale Kardinalitdt des Online-Matchings mit der
Nutzung moglichst frither Servicezeitpunkte.

Mit diesem Trick ist nicht nur die Struktur des nichtdeterministischen Mealy-
Automaten zusétzlich verkleinert worden, sondern es wird auch sichergestellt, daf3
unter der selben Eingabe alle Entscheidungen aus einer Konfiguration den selben
Leistungswert erzielen. Dieser Fakt vereinfacht die Implementierung der Heuri-
stik zur Verkleinerung der Zustandsmenge und die Laufzeit dieses Programm-
abschnittes.

36In der Implementierung wird zuerst dieser nichtdeterministische Mealy-Automat aufgebaut,
und danach wird der deterministische Mealy-Automat des zu untersuchenden Online-Algorith-
mus durch die Auswahl von Kanten abgeleitet.
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Der Aufbau des Graphen

Mit den soeben getroffenen Vorarbeiten kann nun der Graph der Konfigurations-
paare und ihrer Ubergiinge aufgebaut werden. Zur Bestimmung der Uberginge
zwischen Zustandspaaren wire es spitestens an dieser Stelle notwendig die Kon-
figurationsiibergidnge des Online-Algorithmus und die méglichen Konfigurations-
iibergidnge in einem optimalen Algorithmus zu berechnen. Nach der Darstellung
der Algorithmen als Mealy-Automaten auf der Konfigurationsmenge kann nun
darauf zuriickgegriffen werden. Zudem wird nur die erste starke Zusammenhangs-
komponente des Graphen, beginnend mit dem Startkonfigurationspaar (Zy, Zy)
der leeren Teilgraphen in der ORSM-Modellvariante, aufgebaut. Die Kanten er-
halten vorerst beide Leistungswerte, den des Online- und den des optimalen Algo-
rithmus, als Attribute. Die Interpretation der Algorithmen als Mealy-Automaten
148t erkennen, dafl der benétigte Graph der Konfigurationspaare, beschrinkt
auf die erste Erreichbarkeitskomponente, das Kreuzprodukt des deterministi-
schen Mealy-Automaten des Online-Algorithmus und des nichtdeterministischen
Mealy-Automaten des optimalen Algorithmus ist. Deshalb fiihrt die Minimierung
bzw. Verkleinerung der Mealy-Automaten zu einer Verkleinerung des Konfigura-
tionsiibergangsgraphen und damit zu einer Effizienzsteigerung der spiter darauf
operierenden Algorithmen, ohne die Modellierung des Online-Problems oder der
Algorithmen zu verdndern.

Nach dem Aufbau dieses Konfigurationsiibergangsgraphen kénnen die Daten-
strukturen geloscht werden, welche die konkreten Eingaben und Teilgraphen der
Konfigurationen beinhalten. Ebenso wird die Beschreibung der beiden Mealy-
Automaten nicht mehr fiir den weiteren Programmablauf benétigt. Sie stellt
jedoch eine kompakte Représentation der Problembeschreibung dar und wird
in der Implementierung als Datei gespeichert, um an dieser Stelle spétere Pro-
grammliufe aufzusetzen.

Da der zu iiberpriifende Wert c fiir den Competitive Ratio Teil der Eingabe
eines Programmlaufes ist, kann fiir jede Kante e des Graphen aus den beiden
Leistungswerten Perf ¢ (e) und Perf opr(e) sowie dem Wert ¢ das Gewicht geméif
der Formel w(e) = c-Perfa c(e) — Perfopr(e) berechnet werden. Nach dieser
Operation ist der Graph vollstdndig aufgebaut und der eigentliche Test kann
beginnen.

Wie schon auf Seite 141 ausgefiihrt, ist der exakte Wert fiir c ein gemeiner Bruch
mit

a

c =3 , a,be{1,2,...,n} .

Um numerische Instabilititen zu vermeiden, werden die Werte fiir ¢ und alle
Kantengewichte konzeptionell als gemeine Briiche dargestellt. Fiir die Implemen-
tierung stellt ich heraus, dafl alle Berechnungen beziiglich des selben Nenners b
ablaufen kénnen, so dafl nur die Zédhler gespeichert werden. Bei der Berechnung
der Kantengewichte wird entsprechend mit b erweitert und alle Gewichte sind als
Ganzzahlvariablen implementiert. Somit werden sdmtliche Berechnungen ohne
Rundungsfehler ausgefiihrt.
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Der Test auf negative Kreise

In dem gewichteten Konfigurationsiibergangsgraphen, der alle méglichen Einga-
besequenzen und Reaktionen der beiden Algorithmen beschreibt, ist nun ein Kreis
mit minimaler Gewichtssumme zu bestimmen. Falls diese Gewichtssumme exakt
Null ist, so ist ¢ der gesuchte Wert fiir den Competitive Ratio. Die mit dem
Kreis implizit verbundene Eingabesequenz ist der Zeuge fiir eine untere Schran-
ke. Die Tatsache, dafl dieser Kreis die minimale Gewichtssumme besitzt, zeigt
eine Grenze fiir den Gegenspieler auf. Deshalb ist der Competitive Ratio des
Online-Algorithmus nicht schlechter als c.

Der Fall eines negativen Kreises impliziert eine untere Schranke von c fiir den ex-
akten Competitive Ratio. Falls die Gewichtssumme des minimalen Kreises strikt
positiv ist, so stellt ¢ eine obere Schranke fiir den Competitive Ratio des Online-
Algorithmus dar.

Wie schon in Kapitel 8.2.1 dargestellt, kann zur Bestimmung des Kreises mit mi-
nimaler Gewichtssumme der Floyd-Warshall-Algorithmus herangezogen werden.
Bei den derzeit verbreiteten Computersystemen mit 32-Bit-Betriebssystemen,
und den Computern, welche fiir die Untersuchungen zur Verfiigung standen,
kénnen fiir einen Rechenprozel maximal 2 GByte Hauptspeicher angefordert
werden. Der Floyd-Warshall-Algorithmus bendétigt den Graphen in der Darstel-
lung einer vollstindigen Adjazenzmatrix, so daf aus der Speicherbegrenzung eine
Grenze fiir die Graphgrofie von wenigen Zehntausend Knoten folgt. Zudem ist
eine Laufzeit von ©(n3) bei heutiger Rechenleistung unproduktiv. Deshalb ist
iiber den Einsatz effizienterer Algorithmen nachzudenken, die zudem auf einer
Adjazenzlistendarstellung des Graphen operieren kénnen (O(m) Speicherbedarf
fiir einen zusammenhiingenden Graphen, anstatt O(n?)).

Ist es fiir die Aufgabenstellung den exakten Competitive Ratio durch Tests zu
bestimmen wirklich notwendig Wy, zu berechnen, danach mit Null zu vergleichen
und einen der drei Falle Wy, < 0, Whin = 0 oder Wi, > 0 festzustellen? Fiir
die reine Detektion negativer Kreise sind effizientere Verfahren bekannt. Damit
kann das Testergebnis nur noch zwischen Wi, < 0 und Wy, = 0 unterscheiden,
woraus sich die Aussage ,,c ist eine echte untere Schranke“ oder ,c ist eine obere
Schranke“ ergibt. Dieser Verlust in der Prézision des Testergebnisses 148t sich
jedoch ausgleichen. Nachdem fiir einen Wert ¢ der Test W;, = 0 ergeben hat,
wird der Wert c — ¢ getestet. Sollte der zweite Test bei einem

zu dem Ergebnis W, < 0 gelangen, so ist sichergestellt, dafl der Wert ¢ exakt
bestimmt wurde. Diese Tatsache folgt aus der Uberlegung, daf der exakte Wert
von ¢ ein Bruch a/b mit a,b € {1,2,... ,n} und das oben definierte ¢ kleiner als
die kleinste Differenz zweier moglicher Werte fiir c ist.

Sollten in dem zu untersuchenden Online-Problem Leistungswerte grofier als 1
auftreten, diese aber ganzzahlig und durch Perf, ., beschrinkt sein, so ist ¢ von
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der Form a/bmit a,b € {1,2,... ,n-Perf
man:

max } - Fiir diesen allgemeineren Fall wéhlt

1
(n - Perf mae)®

Ein effizientes Verfahren zum Testen, ob ein gewichteter und gerichteter Graph
G = (V,E,w) einen negativen Kreis aufweist, ist der Bellman-Ford-Algorith-
mus. Er berechnet den Baum der kiirzesten Wege von einem Startknoten vy € V
zu allen anderen Knoten des Graphen. Falls a priori bekannt ist, daf} alle Kan-
tengewichte nichtnegativ sind, so ist zwar der Einsatz des Dijkstra-Algorithmus
effizienter, aber diese Voraussetzung gilt fiir die Konfigurationsiibergangsgraphen
niemals. Bei Existenz von negativen Gewichten an den Kanten muf} jedoch ge-
testet werden, ob es Kreise mit negativem Gesamtgewicht gibt, weil unter dieser
Bedingung kiirzeste Wege im Graphen nicht mehr definiert sind. Der Bellman-
Ford-Algorithmus leistet diese Aufgabe, indem er den Baum kiirzester Wege be-
rechnet oder mit der Feststellung eines negativen Kreises terminiert. Dazu wird
jedem Knoten v € V ein Abstandswert dist(v) zugeordnet, der mit +oo initia-
lisiert ist. Lediglich der Startknoten besitzt den Abstand dist(vy) = 0. Danach
wird fiir jede Kante (u,v) der sogenannte Relaxationsschritt durchgefiihrt:

E =

1. if dist(v) > dist(u) + w((u,v)) then
2: dist(v) = dist(u) + w((u,v))
3: end if

Algorithmus 6: Die zentrale Funktion relax(u,v) des Bellman-Ford-Algorithmus.

Diese Prozedur, jede Kante zu relaxieren, wird fiir den Graphen G = (V, E, w)
mit n = |V|, m = |E| n-mal iteriert. Zum Schluf§ wird {iberpriift, ob es noch eine
Kante (u,v) gibt, fiir die dist(v) > dist(u) + w((u,v)) gilt. Wird eine Kante
mit dieser Eigenschaft gefunden, so besitzt G einen negativen Kreis, anderenfalls
stehen in den Variablen dist(v) die kiirzesten Abstéinde zum Startknoten v,. In
obiger Darstellung ist der Bellman-Ford-Algorithmus, einschliefllich seines Kor-
rektheitsbeweises, in jedem Lehrbuch fiir Algorithmen zu finden (z. B. [CLR90]).
Er besitzt in dieser einfachen Implementierung eine Laufzeit von ©(n - m), ar-
beitet aber auf der speicherplatzsparenden Graphdarstellung einer Adjazenzliste.
Die folgenden Uberlegungen kénnen, je nach Struktur der Eingabegraphen, zu
groflen Laufzeiteinsparungen fiihren.

Jeder Knoten u € V' erhilt eine Markierung, die auf ,aktiv® gesetzt wird, sobald
sich sein Abstandswert dist(u) verdndert. In einer Iteration wird auf die Aus-
gangskanten des Knotens u nur dann die relax (u, v)-Funktion ausgefiihrt, wenn
die Markierung von u auf ,aktiv“ steht, d.h. falls sich dist(u) vorher verringert
hat. Anderenfalls miissen alle Tests dist(v) > dist(u) + w((u,v)) fehlschla-
gen und sollten nicht durchgefiihrt werden. Nach Ausfiithrung der relax(u,v)-
Funktion fiir alle Ausgangskanten des Knotens u wird seine Markierung auf ,in-
aktiv® zuriickgesetzt.
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Gleichzeitig wird in jedem Iterationsdurchlauf des Bellman-Ford-Algorithmus
festgestellt, ob es iiberhaupt eine Kante (u,v) gab, iiber die eine Verringerung
des Abstandes dist(v) bewirkt wurde. Ist dies nicht der Fall, so sind fiir alle Kno-
ten v die Werte dist(v) minimal, d. h. der Baum kiirzester Wege wurde erfolgreich
bestimmt. Der Algorithmus kann an dieser Stelle vorzeitig terminieren, denn jede
weitere Iteration hat keinerlei Verdnderung mehr zur Folge.

Auch negative Kreise, vor allem wenn sie erheblich weniger als n Knoten besitzen,
konnen vorzeitig erkannt werden. Dazu wird jedem Knoten des Graphen eine wei-
tere Variable zugeordnet, in der sein Vorgdnger gespeichert wird. Der Vorgénger
eines Knotens v ist derjenige Knoten u, durch den per Aufruf von relax(u,v)
zum letzten Mal dist(v) verringert wurde. Jeder Knoten v mit dist(v) < o0
besitzt zu jedem Zeitpunkt der Ausfithrung des Algorithmus einen eindeutigen
Vorgénger. Die Kette der Vorgénger eines Knotens endet entweder im Startkno-
ten vy oder erreicht den Knoten v selbst. Im letzten Fall ist ein Kreis gefunden,
der ein negatives Gesamtgewicht aufweist. Dieser Test benstigt bei effizienter
Implementierung nicht mehr als O(n) Laufzeit und kann zwischen zwei Iterati-
onsschritten®” des Bellman-Ford-Algorithmus durchgefiihrt werden.

Falls im untersuchten Graphen G kurze, negative Kreise existieren, so werden sie
mit diesem Sondertest nach wesentlich weniger als n Iterationen gefunden und
das Verfahren wird abgebrochen.

Der Bellman-Ford-Algorithmus kann durch die Verbesserung nach Yen weiter
beschleunigt werden (siehe dazu die Aufgabe 25-1 in [CLR90, S. 545 f.]). Dafiir
wird die Kantenmenge E in zwei disjunkte Teilmengen Ey und Ej zerlegt, wozu
eine beliebige lineare Ordnung (v, v1, - - . , v,_1) auf der Knotenmenge V' benétigt
wird.3® Damit wird definiert:

Ef = {(1),',1)j)€E|i<j}
E, = E\E .

Der Teilgraph Gy = (V, Ef,w) stellt einen azyklischen Graphen dar und die
Knotenordnung (v, v1,... ,v,_1) eine topologische Sortierung dafiir. Der Teil-
graph G, = (V, Ey, w) ist ebenfalls azyklisch und die umgekehrte Ordnung auf
den Knoten (v,_1,v,_9,...,v1, ) ist fiir Gy eine topologische Sortierung. Inner-
halb eines Iterationsschrittes des Bellman-Ford-Algorithmus werden zunéchst die
Kanten aus Ey in der Reihenfolge der topologischen Sortierung ihrer Quellkno-
ten relaxiert und danach die Kanten aus FEj, beziiglich der topologischen Sortie-
rung von (. Durch diese Mafinahme wird eine Abstandsverkiirzung pro Itera-
tionsschritt nicht nur bis zu den Nachbarknoten, sondern mindestens auch bis
zu deren Nachbarn propagiert. Deshalb mufl der Bellman-Ford-Algorithmus nur
noch [n/2] Iterationen durchfiihren. Diese Verbesserung bedarf nur eines sehr ge-
ringen Mehraufwandes bei der Implementierung und sollte darum immer benutzt
werden.

37Gind in G groBe Kreise mit negativem Gewicht zu erwarten, so kann dieser Test auch nur alle
10 oder 100 Iterationsschritte durchgefiihrt werden.
38Durch die Anordnung der Knoten im Speicher ist implizit eine derartige Ordnung gegeben.
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Keine der vorgestellten oder bisher bekannten Verbesserungen kann die Laufzeit-
schranke des Bellman-Ford-Algorithmus im O-Kalkiil verringern. Die Verbesse-
rung nach Yen spart jedoch in der realen Laufzeit einen Faktor von ca. 2.3° Die
Beriicksichtigung der Aktivitidt der Knoten fiihrt ebenfalls zu mefibaren Laufzeit-
verringerungen. Die Techniken zum vorzeitigen Abbruch des Verfahrens adaptie-
ren die Gesamtlaufzeit auf die vorhandenen Struktureigenschaften des Eingabe-
graphen.

Bei den Graphen, die in den Untersuchungen der ORSM-Modelle auftraten, ha-
ben die bisher beschriebenen Beschleunigungstechniken zu extrem kurzen Lauf-
zeiten gefiithrt. Selbst fiir Graphen, die iiber 1.6 GByte im Hauptspeicher be-
legten, was ca. 2.6 Millionen Konfigurationsknoten mit durchschnittlich knapp
80 Ausgangskanten entsprach, sind nur Laufzeiten von wenigen Minuten bei die-
ser Implementierung des Bellman-Ford-Algorithmus aufgetreten. Diese Laufzeit
nimmt jedoch nur einen geringen Anteil der Gesamtlaufzeit des Programmes in
Anspruch. Deshalb ist auf den Einsatz neuerer Uberlegungen zur Berechnung des
Baumes kiirzester Wege nach [GR93] mit recht komplizierten Implementierungs-
details bzw. von vereinfachten Losungsansitzen gleicher Grundidee®® verzichtet
worden.

Aus dem selben Grund wurde die Idee, die Existenz eines negativen Kreises durch
das Losen des Minimum-Mean-Cycle-Problems festzustellen, nicht weiter verfolgt.
Fiir dieses Problem, den Kreis mit minimalem Durchschnittsgewicht der Kanten
zu bestimmen, wurde in [Kar78] ein Verfahren mit gleichem asymptotischem Auf-
wand wie beim Bellman-Ford-Algorithmus von O(n - m) angegeben. Bessere Re-
sultate sind bisher fiir den allgemeinsten Fall der Eingabe nicht bekannt. Es gibt
jedoch neuere Entwicklungen [OA92], die fiir ganzzahlige Kantengewichte, welche
durch wp.x beschrinkt sind, eine Losung in O(y/n-m-log(n-wmayx)) berechnen. Sie
sind fir wya.x € O(nk) bei konstantem k asymptotisch schneller und basieren auf
der Skalierungstechnik. Fiir die zu untersuchenden Konfigurationsiibergangsgra-
phen gilt sogar, dafl wp,.x konstant ist.

Die Bestimmung der Potentialfunktion

Wie in der Vorstellung des Beweises fiir die Existenz von Potentialfunktionen
fiir alle Online-Probleme und -Algorithmen zur Analyse nach der Potentialfunk-
tionsmethode auf Seite 142 ausgesagt, wurde in [EK70] auch ein Verfahren an-
gegeben, um derartige Potentialfunktionen zu bestimmen. Dazu mufl nur einen
Knoten vy fixiert werden, und fiir alle anderen Knoten des Graphen ist die Liange
der kiirzesten Wege von vy zu diesen Knoten zu bestimmen. Werden diese Ab-
standswerte der Knoten als deren Potential aufgefafit, so erfiillt die so definierte
und diskret dargestellte Potentialfunktion die gewiinschten Eigenschaften.

39Je nach Ablage der Daten im Speicher und der Verwaltung der Speicherhierarchie des jewei-
ligen Computers kann es zu leichten Verschlechterungen der Cache-Effizienz kommen.

10Diese Entwicklungen wurden in personlichen Gespriichen mit Meinolf Sellmann in der Mitte
des Jahres 1999 diskutiert.



8.3 Algorithmen und Ergebnisse 153

Durch Anwendung des Bellman-Ford-Algorithmus auf dem Konfigurationsiiber-
gangsgraphen wurde genau diese Berechnung durchgefiihrt. Mit dem Feststellen
der Aussage Wpin = 0 wurde gleichzeitig eine Potentialfunktion & : V — R
mit ®(v) = dist(v), Vv € V bestimmt und die Gleichung (4) ist fiir jede Kan-
te (u,v), d.h. fiir jede Situation des Online-Algorithmus im Spiel gegen einen
optimalen Algorithmus, durch die relax(u,v)-Funktion {iberpriift worden. Es
158t sich erkennen, dafl die vorgestellte Methode einen Computerbeweis fiir die
Aussage ,,ALG ist c-competitive“ durchfiihrt, der auf den Problemkonfigurationen
und einer diskreten Darstellung der Potentialfunktion arbeitet.

8.3 Algorithmen und Ergebnisse

Da der Online-Algorithmus LMM fiir die Lésung des ORSM-Problems und der im
Kapitel 7 untersuchten Modellvarianten optimal war, lag es nahe die Computer-
analysen fiir die Variante des ORSM-Problems mit konstantem Knotengrad g und
begrenzter Kantenldnge d ebenfalls mit dem Algorithmus LMM zu beginnen. Bei
seiner Implementierung stellt sich jedoch als erstes heraus, dafl die Regeln, welche
LMM spezifizieren, nicht ausreichend sind, um in jeder Situation eindeutige Ent-
scheidungen und damit einhergehende Nachfolgekonfigurationen zu bestimmen.
Verschiedene getestete Implementierungen fithren auch zu verschiedenen Werten
fiir den Competitive Ratio bei einigen untersuchten Modellinstanzen. Weiterhin
konnten aus dem Studium der Gegenspielersequenzen wertvolle Hinweise zur Ver-
besserungen des Online-Algorithmus gewonnen werden.

Der Algorithmus LMM stellt an seine Entscheidung, neben der bevorzugten Nut-
zung von S;, nur eine Forderung. Der Graph der Nachfolgekonfiguration muf ein
Matching besitzen, welches unter allen méglichen Nachfolgekonfigurationen eine
maximale Kardinalitdt aufweist. Wie in Skizze 32 an einem Beispiel zu sehen,
erfiillen alle drei méglichen Entscheidungen fiir die Nutzung von s; mit den sich
ergebenden Folgegraphen diese Bedingung.

Daraus ergibt sich die Einsicht, dal der Online-Algorithmus LMM in Wahrheit
eine ganze Klasse von Algorithmen darstellt. Mit dem Computerexperiment wird
nur ein konkreter Vertreter dieser Algorithmenklasse analysiert. Er wird durch
die aktuellen Datenstrukturen im Speicher definiert. Die Aussage des Experimen-
tes ist damit sehr eingeschrénkt. Es wird lediglich festgestellt, dafl es innerhalb
der beschriebenen Klasse von Online-Algorithmen einen Vertreter mit exakt dem
nachgewiesenen Competitive Ratio gibt. Dieser Zahlenwert sagt jedoch weder
etwas iiber obere noch iiber untere Schranken fiir den Competitive Ratio der
gesamten Klasse aus.

Wie in Skizze 32 zu sehen, ist die Wahl der Entscheidungsvariante in Teil a
ungiinstig. Besser ist die Wahl eines Nachfolgegraphen mit groflerer Expansions-
eigenschaft. In diesem Fall ist es die Auswahl eines Nachfolgegraphen mit mag-
lichst vielen, nichtisolierten Serverknoten. Die Anzahl der nichtisolierten Request-
knoten ist in allen infrage kommenden Nachfolgegraphen identisch. In Teilskizze b
ist eine solche Auswahl fiir das Beispiel zu sehen. Durch diese Bedingung an eine
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Skizze 32: Die Teilskizzen a, b und c zeigen eine Beispielsituation und drei moégliche
Entscheidungen zum Zeitpunkt ¢ mit den daraus folgenden, strukturell verschiedenen
Nachfolgesituationen (mit den Parametern g = 3 und d = 4).

Entscheidung wird die Flexibilitéit bzw. der Freiheitsgrad fiir die nachfolgenden
Situationen, deren Eingaben noch nicht bekannt sind, erhoht.

Eine weitere Verbesserung fiir das Widerstehen gegen den Gegenspieler ist fiir
das Beispiel in Teilskizze ¢ gezeigt. Die nichtisolierten Serverknoten sollten még-
lichst kleine Zeitindizes besitzen. Diese Forderung behindert den Gegenspieler
beim Aufbau einer groferen Blockstruktur, die sich gegen die noch zur Verfiigung
stehenden Servicezeitpunkte richtet, da sie selbst aus mehreren Requestknoten
besteht und deren Aufbau eine entsprechende Anzahl von Zeitschritten benétigt.

Diese Beobachtungen fiihren zu der Definition von Attributen bzw. Bewertungen
fiir die einzelnen Konfigurationen. Jedem Graphen einer Konfiguration wird die
Grofle seines Maximum-Matchings, seine Expansionszahl — es geniigt die Anzahl
der nichtisolierten Serverknoten — und eine numerische Bewertung der Zeitindi-
zes nichtisolierter Serverknoten zugeordnet. Die letzte Aufgabe kann z. B. dadurch
gelost werden, dafi die Folge (s;, - .. , S;1q) von Serverknoten als Bindrdarstellung
einer Zahl aufgefalt wird, wobei ein nichtisolierter Serverknoten als 1 und ein
isolierter Serverknoten als 0 interpretiert wird. Mit diesen drei Werten lassen sich
Online-Algorithmen beschreiben, in denen die Entscheidung durch die Maximie-
rung einer Zielfunktion in diesen charakteristischen Werten ausgedriickt wird.

Die Computerexperimente ergaben mit derartigen Online-Algorithmen fiir einige



8.3 Algorithmen und Ergebnisse 155

Modellinstanzen verbesserte Competitive Ratios, als mit einer einfachen Imple-
mentierung von LMM erzielt wurden. Bei Modellinstanzen mit etwas umfangrei-
cheren Parametern, wie z.B. ¢ = 4 und d = 5, erreicht die soeben beschriebe-
ne Menge von Zielfunktionen immer noch keine eindeutigen Definitionen fiir die
Entscheidungen eines Online-Algorithmus. Auflerdem ist es notwendig die Frei-
heitsgrade in der Struktur des Nachfolgegraphen noch exakter zu spezifizieren.
Das fiihrt zu einer weiteren Beschreibung der Flexibilitdt, die eine Konfigura-
tion aufweist. Dabei wird die Expansionszahl und der Wert fiir die Zeitindize-
Bewertung nichtisolierter Serverknoten ersetzt. Statt dessen werden fiir den Gra-
phen einer jeden Konfiguration alle Maximum-Matchings bestimmt und deren
Struktur beziiglich der Nutzung der Serverknoten gespeichert. Die so entstehen-
de Menge von ,Mustern“ kann geméifl der Bewertung von Zeitindizes genutzter
Serverknoten in eine kanonische Ordnung gebracht werden. Die Expansionszahl
geht indirekt in die Grofle dieser Menge von Mustern ein, ebenso wird der dritte
charakteristische Wert durch die Ordnung in der Mustermenge beriicksichtigt.

Nun kénnen die Entscheidungen eines Online-Algorithmus durch Vergleich der
Mustermengen der moglichen Nachfolgezustéinde getroffen werden, nachdem Fol-
gekonfigurationen, die nicht dem Kriterium der Klasse der LMM-Algorithmen
geniigen, aus der Betrachtung entfernt wurden. Der Vergleich zweier Mustermen-
gen basiert dann auf klaren Dominanzrelationen, wie echte Teilmengenbeziehung,
Differenzen in der Kardinalitdt der Mengen und der Zeitindize-Bewertung einzel-
ner Muster.

Fiir den Fall, dafl die Mustermengen zweier Nachfolgekonfigurationen identisch
sind, werden deren Nachfolger unter der leeren Eingabe samt ihrer Charakteristi-
ka zum Vergleich herangezogen. Damit werden Substrukturen der Graphen, die
beim Voranschreiten der Zeit zur Geltung gelangen, in der Entscheidungsfindung
beriicksichtigt.

Da zu Beginn eine Aquivalenzrelation iiber die Konfigurationen eingefiihrt wurde,
und die Entscheidungen des Online-Algorithmus nur noch fiir die einzelnen Aqui-
valenzklassenreprisentanten durchgefiihrt werden, ergibt sich nun eine eindeuti-
ge Definition fiir den Online-Algorithmus. Die Riicktransformation einer solchen
Entscheidung fiir jede Konfiguration einer Aquivalenzklasse ist mittels Betrach-
tung der vollstindigen Aquivalenzklasse der Nachfolgekonfiguration problemlos
moglich.

Fiir eine kleine Menge von Parameterkombinationen des ORSM-Problems mit
konstantem Knotengrad g und begrenzter Kantenldnge d konnte fiir den soeben
beschriebenen Online-Algorithmus der exakte Competitive Ratio mittels Com-
puteranalyse bestimmt werden. Die Resultate sind in Tabelle 6 dargestellt und
stellen die besten bekannten Ergebnisse fiir diese Variante des ORSM-Problems
dar.
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d—g = 0 1 2 3
5 4 — 10 3
g = 2 - =1.25 - =1.3 — ~ 1.429 —=1.5
4 3 7 2
7 9 15 — 10
3 — =1.16 — =~ 1286 — =1.36 — = 1.429
6 7 11 7
11
4 9 =1125 — =1.2
8 9
11 13 S
— =1.1 — =1.1
g 10 1 8
1 _
6 —3 = 1.083
12
15
7 — =~ 1.071
14
1
8 —7 = 1.0625
16

Tabelle 6: Competitive Ratios, die durch Computeranalyse des besten bekannten On-
line-Algorithmus bewiesen wurden. Zahlen im Fettdruck sind identisch zu den Werten
der unteren Schranke.

8.4 Zusammenfassung

Welche Erkenntnisse ergeben sich durch die Auswertung der in diesem Kapitel
aufgezeigten Resultate?

Fiir das konkret untersuchte ORSM-Problem mit konstantem Knotengrad g und
begrenzter Kantenlinge d 148t sich eine Abhéangigkeit der erzielbaren Compe-
titive Ratios vom Verhéltnis der beiden Modellparameter d und g erkennen.
Abd = 49— 4 (fiir ¢ = 3, bzw. bei ¢ = 2 und d = 5) zeigt die Konstruktion
der unteren Schranke in Satz 32 (bzw. Korollar 33 und Satz 35) einen Compe-
titive Ratio von 1.5 auf. Dieser Wert wird vom Online-Algorithmus LMM auch
als maximaler Leistungsverlust garantiert. Fiir Modellinstanzen mit groflen Kan-
tenldngen und damit einhergehender grofler Variationsvielfalt in den Strukturen
einer Einzeleingabe ist deshalb die garantierbare Leistungsfihigkeit von Online-
Algorithmen nicht besser als fiir das Standard-ORSM-Problem, und schon der
einfache LMM-Algorithmus ist in der Lage diese Garantie zu iibernehmen.

Fiir ein kleineres Verhéltnis der Modellparameter d und ¢ existieren Online-Al-
gorithmen mit besseren Compeititve Ratios. Diese Tatsache folgt aus den Ergeb-
nissen der Computeranalyse. Die dazu passenden bzw. nur leicht abweichenden
unteren Schranken zeigen, dafl diese Resultate — siehe Tabelle 5 und 6 — die
korrekten Tendenzen in den Werten der Competitive Ratios reflektieren.

Um jedoch die guten bzw. optimalen Losungsqualititen garantieren zu kénnen,
miissen sich die Online-Algorithmen sehr viel geschickter verhalten, als dies der
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Algorithmus LMM fordert. In Kapitel 8.3 wurden derartige Techniken zur Ent-
scheidungsfindung, die prézise auf die in diesem Kapitel behandelte Problemklasse
zugeschnitten sind, schrittweise hergeleitet und beschrieben. Aus ihrer Charakte-
ristik lassen sich allgemeinere Designregeln fiir Online-Algorithmen ableiten, die
Online-Echtzeit-Planungsprobleme 16sen bzw. allgemeine Online-Probleme bear-
beiten.

Fiir Planungsprobleme mit Auftrigen von Einheitsgrofie und individuellen Fristen
ist es fiir einen guten Online-Algorithmus wichtig

1. im aktuellen Zeitschritt — also lokal — eine optimale Losung zu realisieren,
so daf

2. fiir die folgenden Zeitschritte — also global — auch optimale Losungen fiir die
bisher bekannten Eingabeteile existieren, und

3. diese optimalen Losungen in der Zukunft einen maximalen Grad an Freiheiten
bzw. Flexibilitidt aufweisen.

Die erste Forderung stellt eine Art Greedy-Verhalten dar, welches jedoch fiir die
zugrundeliegenden Matching-Probleme keine Einschrinkung fiir zukiinftige Lo6-
sungsteile mit sich bringt. Auch die zweite Bedingung sucht in dhnlicher Ma-
nier auf der Grundlage der bisher bekannt gewordenen Teile der Eingabesequenz
und den in der Vergangenheit festgelegten Entscheidungen nach einer optima-
len Losung. Die entscheidende dritte Forderung verlangt unter den moglichen
Entscheidungen, die ein lokales und globales Optimum besitzen, diejenige aus-
zuwihlen, deren Menge von optimalen zukiinftigen Losungen viele verschiedene
Strukturen aufweist. Damit ermdglicht sich ein Online-Algorithmus auf die ver-
schiedensten Eingabestrukturen flexibel zu reagieren und moglichst viele, zum
Entscheidungszeitpunkt noch nicht bearbeitete Auftriage gleichzeitig mit den noch
unbekannten Auftrigen zu bedienen. Aus der Sichtweise des Gegenspielers 1a8t
sich diese dritte Forderung wie folgt interpretieren. Der hohe Freiheitsgrad in
den zukiinftigen optimalen Losungen erschwert es dem Gegenspieler nur wenige
Ressourcen zu blockieren und schon damit die Entscheidungen des Online-Algo-
rithmus als ungiinstig herauszustellen. Konnte sich der Online-Algorithmus die
Flexibilitét fiir die noch nicht bearbeiteten Auftrige bewahren, so kann er einem
Blockierungsversuch des Gegenspielers entweder mit gutem Erfolg ausweichen,
oder der Gegenspieler muf} so viele neue Auftriage hinzufiigen, daf er selbst nicht
alle bedienen kann. Dann hat der Online-Algorithmus, ebenso wie der Gegen-
spieler, sehr viele der Ressourcen benutzt und der Competive Ratio wird klein
gehalten.

Wie schon bei der Entwicklung und Beschreibung des besten bekannten Online-
Algorithmus fiir die ORSM-Problemvariante mit konstantem Knotengrad g und
begrenzter Kantenldnge d gesehen, ist die Formalisierung des dritten Optimie-
rungskriteriums des Freiheitsgrades zukiinftiger Losungen schwierig und offen-
sichtlich hochgradig von der konkreten Struktur eines Online-Problems abhéingig.
Aber es ist genau dieses Detail, welches unabdingbar fiir gute bzw. optimale
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Online-Algorithmen ist, solange die Problemstruktur nicht von vornherein die
Entwicklung von geschickten Algorithmen negiert, weil schon einfache Online-Al-
gorithmen die bestmd&glichen Competitive Ratios erreichen. Da die Competitive
Analysis eine Form der Analyse des schlechtesten Falles darstellt, kann es fiir
praktische Anwendungen trotzdem interessant sein bei gleichen Competitive Ra-
tios einen aufwendigeren Online-Algorithmus einzusetzen.

Fiir allgemeine Online-Probleme sind die oben aufgestellten drei Regeln zur Kon-
struktion von Online-Algorithmen zu stringent formuliert. Es kann sich durchaus
positiv auf den Competitive Ratio auswirken, wenn ein Online-Algorithmus die
ersten beiden Forderungen nicht optimal erfiillt, sondern dort nur Lésungen mit
einer definierten Mindestqualitit auswéhlt, falls sich durch diese Mafinahme ei-
ne dramatische Erhohung im Freiheitsgrad der geforderten dritten Bedingung
einstellt. Ein einfaches Beispiel stellt der Algorithmus zur Lésung des Online-
Lastbalancierungsproblems in [Alb00] dar. Wihrend Graham’s List-Scheduling-
Algorithmus — der einer Greedy-Strategie entspricht — nur einen Competitive
Ratio von 2 (bzw. 2 — 1/m bei m Maschinen) erzielt, kann mit einem definier-
ten Verletzen der lokalen Optimalitiat der Entscheidung ein Competitive Ratio
von substantiell unter 2 erreicht werden. Auch der WFA-Algorithmus fiir das ein-
gehend untersuchte k-Server-Problem kann in dieser Weise interpretiert werden.
Dies erfordert jedoch ein weitreichendes Verstéindnis der Struktur des Online-Pro-
blems und des Online-Algorithmus WFA. Deshalb wird in dieser Arbeit auf eine
solche Betrachtung verzichtet.

Das wORSM-Problems aus Kapitel 6 stellt ein weiteres Beispiel dar. Der gierige
und lokal optimale wLMM-Algorithmus kann einen Competitive Ratio von 2 nicht
unterbieten. Dagegen verletzt der vorgeschlagene Online-Algorithmus PHI bewuft
die lokale Optimalitéit der Entscheidung um einen Faktor von maximal ¢.

Aus den oben beschriebenen Erkenntnissen und Beobachtungen lassen sich auch
stark verallgemeinerte Designprinzipien ableiten. So sollte ein Online-Algorith-
mus eine Entscheidung mit guter Losungsqualitdt — d. h. in ihrer Giite nur durch
einen Faktor von einer optimalen Losung abweichend — treffen, die sowohl gute
Losungen fiir noch nicht bearbeitete Teile der Eingabe ermoglicht (falls so etwas
nach Definition des Online-Problems existiert) als auch einen hohen Freiheitsgrad
fiir die Zukunft offen 148t. Eine exakte Formulierung von ,gut® und , Freiheits-
grad“ ist hochgradig problemspezifisch und stellt eine erhebliche Herausforderung
beim Algorithmenentwurf dar.

Auch wenn diese sehr allgemeinen Regeln fiir die Konstruktion von Online-Algo-
rithmen jedem als natiirlich und offensichtlich erscheinen, wird diese intuitive Vor-
gehensweise durch die Untersuchungen innerhalb dieser Arbeit formal bestéitigt
und konkret ausformuliert.
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Ubersicht: Das Data-Access-Problem (DAP) stellt ein abstraktes Zugriffspro-
blem innerhalb eines Datenservers mit parallelen Ressourcen und Realzeitanforde-
rungen dar. Da auch dieses Modell als Spezialfall des ORSM-Problems betrachtet
werden kann, iibertrigt sich die obere Schranke des Competitive Ratios von 1.5.
Im ersten Teil dieses Kapitels werden allgemeingiiltige, konstante untere Schran-
ken fiir den Competitive Ratio des DAP bewiesen, die substantiell von der Trivial-
schranke von 1 entfernt sind. Dariiber hinaus sind einige weitere Untersuchungs-
resultate zu diesem Modell bekannt und in [BRS99] veréffentlicht. Die beste obere
Schranke fiir den Competitive Ratio bei ¢ = 2 sowie eine Diskussion zum Design
von Online-Algorithmen fiir das DAP sind im zweiten Teilkapitel dargestellt.

159
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9.1 Untere Schranken

Dieses Teilkapitel umfafit die Darstellung mehrerer Gegenspielerstrategien, um
untere Schranken fiir den Competitive Ratio des DAP aufzuzeigen. Bei diesem
Modell gilt es zu beachten, dal der Parameter d — abweichend von der Interpre-
tation in den ORSM-Modellvarianten — die Anzahl von Zeitschritten bezeichnet,
in denen eine Anfrage bedient werden darf. Eine Anfrage zum Zeitpunkt ¢ kann
somit im Intervall [z, i+d— 1] bearbeitet werden. Mit dieser Definition vereinfacht
sich die Darstellung der Untersuchungen und Resultate.

Die grundlegende Idee der Gegenspielerstrategie wird im Beweis des folgenden
Satzes besonders deutlich, da ein Modell mit minimalen Parametern betrachtet
wird.

Satz 36:

Kein deterministischer Online-Algorithmus fiir das DAP mit den Modellparame-
ternc=2,d=2 und m 2 3 kann einen Competitive Ratio unter 1.2 erreichen.

Beweis:  Die Gegenspielerstrategie arbeitet in Runden von je zwei Zeitschrit-
ten und benutzt drei Speicherressourcen Sy, Sy und Sp. In einem Initialschritt
werden S; und Sy blockiert, indem ein Block von vier Anfragen 7y, ro1, 731
und ryy mit S, = {Sr,Sp} Vi€ {1,2,3,4} im ersten Zeitschritt gestellt wer-
den. Diese Anfragen koénnen genau von den beiden Ressourcen in den zwei zur
Verfiigung stehenden Zeitschritten bedient werden.

Im zweiten Zeitschritt beginnt die erste Runde. Der Gegenspieler stellt zwei An-
fragen 715 und 799 mit S,,, = {Sr,Sw} und S,,, = {Sr, Sw}- Ein Online-Al-
gorithmus muf} die Entscheidung treffen, welche der beiden Anfragen mit der
Ressource s3 2 bearbeitet wird. Im néchsten Zeitschritt wird die noch nicht bear-
beitete Anfrage blockiert, indem an beide zugehorigen Ressourcen ein Block aus
vier Anfragen gestellt wird. Der Online-Algorithmus kann in diesem Zeitschritt
eine der drei Ressourcen nicht benutzen, obwohl dies in einer optimalen Losung
der Fall ist. Zusétzlich sind durch den Block die Voraussetzungen fiir die nichste
Runde gegeben, in der diese Strategie mit wechselnden Rollen der Speicherres-
sourcen wiederholt wird.

Pro Runde werden sechs Anfragen gestellt, und es sind drei Ressourcen a zwei
Zeitschritte involviert. Von diesen kann der Online-Algorithmus eine Ressource
einmal nicht benutzen, da er die einzige dort bedienbare Anfrage schon einen
Zeitschritt zuvor bearbeitet hat.*! In einer optimalen Lésung werden hingegen
alle Auftrége bearbeitet. Durch permanente Wiederholung dieser Runden werden
die Anfragen des initialen Blockes irrelevant und es ergibt sich:

als untere Schranke. M Satz 36

41 Als Alternative konnte der Online-Algorithmus im ersten Zeitschritt der Runde eine Ressource
nicht genutzt haben.
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Bei Vergroflerung der Modellparameter des DAP kann diese Gegenspielerstrategie
auf verschiedene Weise verallgemeinert werden. In jedem Fall werden die Blocke
grofler, d. h. sie umfassen mindestens ¢ Speicherressourcen und cd Anfragen.

Ein DAP mit dem Parameter ¢ = m ist trivial 16sbar, denn jede Anfrage kann von
jeder Speicherressource bedient werden. Deshalb kann der EDF-Algorithmus aus
Kapitel 7 benutzt werden um optimale Lésungen auch im Online-Fall zu erzeu-
gen. Schon ab m = c¢+1 sind keine 1-competitiven Online-Algorithmen méglich.
Dazu verwendet der Gegenspieler initial ein Block von cd Anfragen an die ersten
¢ Speicherressourcen. Zum Zeitpunkt d, also im letzten Zeitschritt des Blockes
werden zwei Anfragen 7 4 und 794 gestellt. Anfrage r; 4 kann die erste Ressour-
ce St nicht benutzen und Anfrage 75 4 kann von Speicherressource Sy nicht bedient
werden. Der Online-Algorithmus muf} also entscheiden, wie die Ressource sqy1,4
einzusetzen ist. Im néchsten Zeitschritt werden alle Speicherressourcen der nicht
beantworteten Anfrage blockiert. Mit dieser Verallgemeinerung des Beweises zu
Satz 36 ergibt sich das Korollar:

Korollar 37:

Jeder deterministische Online-Algorithmus fiir das DAP mit ¢c,d € N, ¢ = 2,
d 2 2 undm 2 c+ 1 besitzt einen Competitive Ratio R von:

cd + 2
ed+1

1\

Diese untere Schranke konvergiert fiir steigende Parameter gegen 1. Ein Modell
fiir das DAP, in dem die Anzahl der Speicherressourcen wichst, jeder Auftrag
aber nur von einer Speicherressource nicht bedient werden kann, nihert sich in
seiner Struktur dem Fall m = ¢, fiir das der EDF-Algorithmus 1-competitive ist.
Deshalb ist die Konvergenz dieser unteren Schranke auch intuitiv einleuchtend.

Ko6nnen die Anfragen nur von einem konstanten Bruchteil der vorhandenen Spei-
cherressourcen bedient werden, so ergeben sich konstante untere Schranken fiir
den Competitive Ratio. Dies ist in allen folgenden Gegenspielerstrategien zu se-
hen.

Bei grofieren Modellparametern wird nicht nur die Anzahl der bendétigten An-
fragen fiir einen Block gréfier. Anstelle der beiden Anfragen r; 4 und r9 4 werden
dann zwei Gruppen von gleichartigen Anfragen benutzt. Um diese Gruppen zu
unterscheiden wird im folgenden von roten und blauen bzw. farbigen Anfragen
gesprochen. Diese Anfragen werden pro Gruppe so auf die Speicherressourcen ver-
teilt, daB sie alle konfliktfrei in der Zeit von d Schritten bedient werden kénnen.
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Satz 38:

Kein deterministischer Online-Algorithmus fiir das DAP mit ¢,d € IN, ¢ 2 2,
d 2 2 und d = 0 mod 2 kann den folgenden Competitive Ratio R unterschreiten:

3cd
;1 fir c=0mod 2 und m 2 3c
3cd — 2 [ed]

3cd
3ed — [icd]

&
v

fiirm 2 3c

Beweis:  Die Gegenspielerstrategie verallgemeinert das Verfahren aus dem Be-
weis zu Satz 36. Fiir den Fall, daf ¢ gerade ist, werden drei Gruppen von Spei-
cherressourcen Sy, Sy und Sy mit je ¢/2 einzelnen Speicherressourcen benutzt.
Initial werden S; und Sy durch einen Block aus cd Anfragen blockiert. Nach
d/2 Zeitschritten beginnt die erste Runde. Die rote Gruppe von cd/4 Anfragen
kann durch S; und Sy bearbeitet werden. Die blaue Anfragegruppe der gleichen
Michtigkeit von ed/4 ist durch die Speicherressourcen aus Sy und Sy bedien-
bar. Nach weiteren d/2 Zeitschritten sind von den Ressourcen aus Sy maximal
¢/2-d/2 = cd/4 der farbigen Anfragen bearbeitet worden. Deshalb muf eine der
farbigen Gruppen mindestens [cd/8] noch nicht bediente Anfragen besitzen®2.
Diese Anfragegruppe wird dann mit einem neuen Block der Gréfle cd blockiert.
Die Runde endet nach insgesamt d Schritten, und durch den Block sind die Vor-
aussetzungen fiir die néchste Runde geschaffen. Darin wechseln héchstens die
Speicherressourcegruppen untereinander ihre Rollen.

Der initiale Block hat bei beliebig vielen Runden keinen Einflufl auf das Resultat
und es geniigt der Vergleich der Leistungen einer Runde. Es werden pro Runde
ein Block und zwei farbige Anfragegruppen, d.h. cd + 2(cd/4) = 3/2 - cd An-
fragen gestellt, die von einer optimalen Losung vollstdndig bedient werden. Der
Gegenspieler garantiert durch die obige Strategie, dafl ein Online-Algorithmus
mindestens [cd/8] Anfragen einer Runde nicht bearbeitet, woraus

%cd 3ed

R =
%cd — (%cd] 3cd — 2 [%ccﬂ

1\

fiir c =0mod 2, d =0 mod 2 und m = 3/2 - ¢ folgt.

Fiir den Fall, dafl c ungerade ist, wird die selbe Gegenspielerstrategie angewandt,
die jedoch auf doppelt so groflen Speicherressource- und Anfragegruppen basiert.
Das heifit, jede Speicherressourcegruppe Sy, Sy und Sy besitzt ¢ Einzelressourcen,
der Block besteht aus 2¢d und jede farbige Anfragegruppe aus cd/2 Anfragen. Pro
Runde werden somit 3cd Anfragen gestellt, von denen ein Online-Algorithmus
[cd/4] nicht bearbeiten kann. Es folgt:

42Qder es wurden statt dessen Anfragen aus den Blécken nicht bearbeitet, was auf die Lei-
stungsfihigkeit des Online-Algorithmus und die Analyse keinen verbessernden Einfluf} hat.



9.1 Untere Schranken 163

3cd
3ed — Ecd]
fiir c=1mod 2, d =0 mod 2 und m = 3c. W Satz 38

R

v

Beide Terme der unteren Schranken sind immer mindestens 12/11, weshalb fiir
gerade Werte von d: R = 12/11 = 1.09 gilt.

Falls d ungerade ist, lassen sich die beiden Phasen einer Runde nicht mehr sym-
metrisch in d/2 Zeitschritte fiir Entscheidungen und d/2 Zeitschritte, in denen
der Online-Algorithmus eine verminderte Leistung erzielt, aufteilen. Der Gegen-
spieler verliert etwas von seiner Leistungsfihigkeit, da die Entscheidungsphase
einer Runde mit |d/2]| Schritten einen Zeitschritt kiirzer ist als die Verlustphase
mit [d/2] Zeitschritten. Bei m 2 3c und einer Grofle der Speicherressource-
gruppen von ¢ besteht der Block aus 2cd und jede Gruppe farbiger Anfragen aus
|d/2|c = (d—1)c/2 Anfragen. Deshalb kann nach |d/2]| Zeitschritten einer Runde
vom Gegenspieler garantiert werden, daf} eine farbige Anfragegruppe mit minde-
stens [(d—1)c/4]| offenen Anfragen existiert, die wegen der folgenden Blockierung
des Gegenspielers vom Online-Algorithmus nicht bedient werden kénnen. Fiir den
Fall, dafl der Parameter ¢ gerade ist, konnen die Kardinalititen der Gruppen
halbiert werden, und die Rundungseffekte der GauB-Klammern erhalten einen
vergroflerten Einfluf.

Mit der weiteren Argumentation aus dem Beweis des Satzes 38 folgt das Korollar:

Korollar 39:

Kein deterministischer Online-Algorithmus fiir das DAP mit ¢,d € IN, ¢ 2 2,
d 2 2 und d =1 mod 2 kann den folgenden Competitive Ratio R unterschreiten:

3d—1)c )
(3d_1)(c_2[l)(d—1)cw chzOmonundmggc
R =2 8
B (3d —1)c

fiir m 2 3c

(3d = 1)c— [1(d —1)c|

Diese Terme sind nach unten durch 16/15 = 1.06 beschriinkt, und sie konvergieren
bei Wachstum beider Modellparameter ziigig gegen 12/11 .

Ist m ausreichend grof}, so kann eine gréfiere Anzahl von Speicherressourcegrup-
pen benutzt werden, und die Gegenspielerstrategien kénnen anstatt der roten und
blauen Anfragegruppe mit mehr als zwei farbigen Anfragegruppen arbeiten. Der
Grundaufbau einer Runde bleibt dabei gleich:

Sei f die Anzahl farbiger Anfragegruppen, d = 0 mod f und m 2 (2f — 1)c.
Dann werden (2f — 1) Speicherressourcegruppen a ¢ Speicherressourcen benutzt.
Die ersten f Gruppen werden mit fed Anfragen blockiert. Jede farbige Anfrage-
gruppe besteht aus (f — 1) - ¢-d/f Anfragen. Diese werden nach d — d/f Zeit-
schritten vom Gegenspieler so gestellt, dafl jede Anfragegruppe entweder im Zeit-
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intervall bis zum Blockende (das sind d/f Zeitschritte) durch die f — 1 noch
freien Speicherressourcegruppen, oder in den nachfolgenden d —d/ f Zeitschritten
durch eine bisher blockierte Speicherressourcegruppe vollstindig bearbeitet wer-
den kann. Dabei hat jede farbige Anfragegruppe ihre eigene, eindeutige Gruppe
mit ¢ Speicherressourcen.

Nach d/f Zeitschritten der Runde — also mit Beendigung des vorhergehenden
Blockes — bleibt eine farbige Anfragegruppe mit mindestens

[

Bemerkung: Es werden f Gruppen & cd — ¢d/f Anfragen gestellt, von denen in den
ersten d/ f Zeitschritten der Runde neben dem Block (f —1)-c¢-d/f bearbeitet werden.
Damit verbleiben f(cd—cd/f)—(f—1)-c-d/f = (f —2+1/f)cd = (f —1)?/ f - cd farbige
Anfragen offen. Ergo mufl mindestens eine Anfragegruppe existieren, in der wenigstens
der Durchschnittswert, nach oben aufgerundet, von [(f — 1)2/f? - cd] Anfragen nicht
bearbeitet wurde.

unbedienten Anfragen iibrig.

Diese Anfragegruppe wird im folgenden vom Gegenspieler blockiert und nach ins-
gesamt d Zeitschritten endet die Runde. Durch den Block ab Zeitschritt d/f + 1
der Runde ist die Vorbedingung der niichsten Runde geschaffen. Falls zuséatzlich
¢ = 0 mod f gilt, konnen die Kardinalitdten der Speicherressource- und Anfra-
gegruppen sowie des Blockes jeweils um den Faktor f vermindert werden. Aus
diesen Uberlegungen ergibt sich:

Korollar 40:

Kein deterministischer Online-Algorithmus fir das DAP mit ¢,d, f € N, ¢ = 2,
f =2 2,d =2 fundd = 0 mod f kann den folgenden Competitive Ratio R
unterschreiten:

( (2f = 1)cd o -
(2f = 1)ed — [(f I)QCd-‘ fiirc=0mod f und m = e
>
R = (2f = 1)ed firm > (2f 1)
(2f —1)ed — [Mcd-‘ irm 2 c
\ f2

Diese Terme konnen durch Weglassen der Gaufl-Klammern nach unten abge-
schétzt werden:
N (2f — 1)ed 2% = f?

@f —Ned— EEed 2 -2f2+2f—1" (19)

und Funktion (19) besitzt ein Maximum bei:

345
f o= +2\f = 14+¢ ~ 2618 .
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Mit der oben beschriebenen Gegenspielerstrategie lielen sich deshalb die besten
unteren Schranken fiir den Competitive Ratio des DAP zeigen, wenn 2.618 ver-
schiedene farbige Anfragegruppen verwendet wiirden. Es ist jedoch nicht moglich,
eine gebrochene Anzahl solcher Gruppen zu benutzen, aber der né#chstliegen-
de Wert von drei verschiedenen Anfragegruppen ist von Interesse. Zur besseren
Versténdlichkeit wird dieser Fall nochmals als Satz mit einem in den Werten
angepafiten Beweis vorgestellt. Danach folgen Betrachtungen zu den Parameter-
kombinationen, bei denen d = 0 mod 3 nicht gilt.

Satz 41:

Kein deterministischer Online-Algorithmus fiir das DAP mit ¢,d € N, ¢ 2 2,
d 2 3 und d = 0 mod 3 kann den folgenden Competitive Ratio R unterschreiten:

d
be i ﬂZTCEOmodSundngc
ocd — 3 (ﬁcdw
- Sed
;4 fiir m 2 b5¢
Sed — [gcd]

Beweis:  Fiir den Fall ¢ = 0 mod 3 wird die Gegenspielerstrategie gezeigt. Es
werden fiinf Gruppen von Speicherressourcen Sy, Sy, Sm, Sy und Sy mit jeweils
¢/3 einzelnen Speicherressourcen benutzt. Initial werden die Gruppen S;, Sy und
Sm durch einen Block von cd Anfragen blockiert. Die erste Runde beginnt im
Zeitschritt 2/3 - d + 1 und jede Runde ist d Schritte lang.

Zu Beginn einer Runde werden drei farbige Anfragegruppen ,rot“, ,blau“ und
,grin® a 2/9 - ed Anfragen gestellt. Die rote Gruppe kann von den Ressource-
gruppen S7, Spr und Sy, die blaue von Sy, Sy und Sy und die griine von Sy,
Spy und Sy bedient werden. Innerhalb der ersten d/3 Zeitschritte werden von
Ressourcen aus Sps und Sy héchstens 2/9 - ed Anfragen bearbeitet. Aus den ver-
bleibenden 3 -2/9-cd — 2/9-cd = 4/9 - cd farbigen Anfragen folgt die Existenz
einer Anfragegruppe mit mindestens [4/27 - ¢d] nicht bearbeiteten Anfragen. Die
drei Ressourcegruppen, die diese Anfragegruppe bedienen kénnen, werden ab dem
Zeitschritt d/3 + 1 der Runde durch c¢d neue Anfragen blockiert.

Eine optimale Losung kann die Anfragen dieser Gruppe im Zeitintervall [1,d/3]
der Runde von den Ressourcen der Gruppe Spr und Sy bedienen lassen und
die Anfragen der anderen farbigen Gruppen werden von den nichtblockierten
Speicherressourcegruppen im Zeitintervall [d/3+1, d] der Runde bearbeitet. Durch
den Block wird die Eingangsbedingung fiir die nichste Runde geschaffen, in der
die Speicherressourcegruppen hochstens untereinander ihre Rollen vertauschen.
Pro Runde werden c¢d + 3 -2/9-cd = 5/3 - cd Anfragen gestellt, von denen ein
Online-Algorithmus [4/27 - ¢d] nicht bedienen kann. Daraus folgt die gesuchte
untere Schranke fiir den Competitive Ratio.

Gilt ¢ = 0 mod 3 nicht, so kann obige Konstruktion ebenfalls durchgefiihrt wer-
den, falls alle Gruppengréflen verdreifacht werden. W Satz 41
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Die Terme dieser unteren Schranke fiir d = 0 mod 3 sind immer gréfer als
45 S
R =2 — = 1.09756 .
- 41

Ahnlich wie im Korollar 39 gesehen, biifit auch diese Gegenspielerkonstruktion
etwas von ihrer Leistungsfihigkeit ein, wenn d = 0 mod 3 nicht gilt. An dieser
Stelle soll auf eine ausfiihrliche Beweisfithrung zur Gegenspielerkonstruktion ver-
zichtet werden, da keine neuen Beweisideen Anwendung finden. Es folgen lediglich
die Resultate der unteren Schranken:

Korollar 42:

Kein deterministischer Online-Algorithmus fir das DAP mit ¢,d € IN, ¢ 2 2,
d 2 2 kann im Fall d =1 mod 3 den Competitive Ratio

- 2)
(ocd i fir c=0mod 3 und m = 2c
5cd—2)—3[§d_1 |
R =
B (5¢d — 2)

(5cd—2)—[g(d )] fiirm 2 be

unterschreiten, und tm Faoll d = 2 mod 3 gilt als untere Schranke fiir den Com-
petitive Ratio:
(5d —1)c+ 9] 5]
(5 — 1)e+ 65] — 3[4 (4d — 5)c
(5d —1)c+3[ 5]
(5d — 1)c+2|£] — [5(4d — 5)c|

fiir c= 0 mod 3 und m 2 gc

fiir m 2 5c

Die Konstruktionen fiir die unteren Schranken im Fall d = 1 mod 3 folgen kano-
nisch den fiir das Korollar 39 vorgestellten Modifikationen. Die Entscheidungs-
phase einer jeden Runde ist |d/3| = (d —1)/3 Zeitschritte lang und pro Anfrage-
gruppe werden |d/3] -2c =2/3- (d — 1)c Anfragen gestellt (bzw. falls zusétzlich
¢ =0 mod 3 gilt, sind es |d/3]|-2/3-¢c=2/9- (d — 1)c Anfragen).

Fiir den letzten Fall d = 2 mod 3 benutzt der Gegenspieler fiir die im Ko-
rollar 42 genannten Terme der unteren Schranken des DAP leicht abgewandel-
te Konstruktionsparameter. Die Entscheidungsphase einer Runde besteht aus
|d/3] +1 = (d + 1)/3 Zeitschritten und jede der drei Anfragegruppen besitzt
|d/3]-2c+ |4/3-¢c] = (2d — 1) - ¢/3 + |¢/3] Anfragen. (Falls ¢ = 0 mod 3
gilt und die Speicherressourcegruppen nur eine Kardinalitdt von ¢/3 aufweisen,
werden entsprechend (2d — 1) - ¢/9+ |¢/9]| Anfragen pro Gruppe gestellt.) In ei-
ner optimalen Lésung werden alle Ressourcen der fiinf Speicherressourcegruppen
permanent ausgelastet.

Auch im Fall d = 2 mod 3 kann die Entscheidungsphase einer Runde auf |d/3| =
(d — 2)/3 Zeitschritte verkiirzt und pro Gruppe nur |d/3] - 2c = 2/3 - (d — 2)c



9.2 Algorithmen und obere Schranken 167

Anfragen gestellt werden; bzw. fiir ¢ = 0 mod 3 und Speicherressourcegruppen der
GroBe ¢/3 besitzen die Anfragegruppen entsprechend 2/9-(d—2)c Einzelanfragen.
Damit ergeben sich die unteren Schranken:

—4
(5cd 4) fir c=0mod3und m = 2¢
o s | BamD-3TEE-
N (5¢d — 4)

fiir m = 5c¢

(5cd — 4) — [2(d — 2)c]

Die zuletzt genannten Terme sind fiir einige Parameterkombinationen des DAP
grofler als die fiir d = 2 mod 3 im Korollar 42 genannten. Allerdings sind die Werte
der Terme aus Korollar 42 in der Mehrzahl aller moglichen Parameterbelegungen
dominierend.

Es bleibt zu beachten, daf alle Terme fiir die unteren Schranken im Competitive
Ratio des DAP mit d # 0 mod 3 bei Wachstum beider Modellparameter ¢ und d
gegen den Wert 45/41 = 1.09756 konvergieren.

Zusammenfassend 148t sich zu den unteren Schranke fiir den Competitive Ratio
des DAP folgendes feststellen:

Nach Satz 38 und Korollar 39 sind die Gegenspielerstrategien fiir alle Kom-
binationen der Modellparameter in der Lage, konstante untere Schranken von
R = 16/15 = 1.06 bzw. in der Hilfte der Fille auch R = 12/11 = 1.09 zu
zeigen, falls eine ausreichende Anzahl m von Speicherressourcen vorhanden sind.
Von diesen werden maximal 5c¢ Stiick benotigt. Fiir viele Parameterkombinatio-
nen sowie asymptotisch bei wachsenden Parameterwerten gilt auch eine untere
Schranke von R 2 45/41 = 1.09756. In einigen Féllen von Modellparameterbe-
legungen wird diese untere Schranke iiberschritten und ist maximal 1.2 (Satz 36)
fiir die in diesem Kapitel dargestellten Gegenspielerstrategien.

Durch die komplizierten Terme und Nebenbedingungen der unteren Schranken
und die darin enthaltenen Gau-Klammern wird deutlich, daf} die exakten Ana-
lysewerte der gezeigten Konstruktionen von zahlentheoretischen Eigenschaften
der Modellparameter abhéngen.

9.2 Algorithmen und obere Schranken

Fiir das DAP mit ¢ = 2 wurden in [BRS99] mehrere einfache Klassen von On-
line-Algorithmen untersucht. Da der Autor die Urheberschaft dieser Forschungs-
ergebnisse nicht eindeutig von denen der Koautoren des Artikels [BRS99] trennen
kann, soll in diesem Kapitel auf Beweise verzichtet werden. Es wird lediglich das
beste Resultat der genannten Publikation vorgestellt, und der interessierte Leser
sei auf die Originalquelle verwiesen.

Neben diesem Ergebnis lassen sich aus dem Aufbau der anderen Online-Algo-
rithmen und den erzielten Analyseresultaten ein weiteres Mal Riickschliisse auf
das benotigte Algorithmendesign ziehen. Diese Erkenntnisse werden ebenfalls im
folgenden dargestellt.
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Die beste Online-Strategie in [BRS99] ist nicht eindeutig in ihren Entscheidun-
gen spezifiziert und definiert deshalb eine ganze Klasse von Algorithmen. Diese
wird am angegebenen Ort Apaance genannt und fiihrt Berechnungen dhnlich dem
Algorithmus LMM mit den in Kapitel 8.3 beschriebenen Modifikationen aus. Von
Apatance Wird verlangt, daf} bei einer Entscheidung iiber die Nutzung der m aktuel-
len Ressourcen {s;;|j € {1,...,m}} die folgenden Bedingungen erfiillt werden:

1. Im knoteninduzierten Teilgraphen B;, welcher aus den aktuellen und zukiinfti-
gen Serverknoten {s;, |k = ¢,j € {1,...,m}} und den schon bekannten und
noch nicht abschlieflend behandelten Requestkonten besteht, ist ein Maximum-
Kardinalitdts-Matching M(B;) zu bestimmen, so daf}

2. die Funktion
d—1
> nigs - (m+ )"
=0

maximiert wird. Dabei ist 7 der aktuelle Zeitschritt und n; ist die Anzahl
gebundener Serverknoten in M(B;) mit dem Zeitindex & .
Aus beweistechnischen Griinden wird weiterhin gefordert:

3. Alle in den vorigen Zeitschritten eingeplanten Anfragen werden bearbeitet,
d.h. die in M(B;) mit i —d < j < ¢ gebundenen Requestknoten bleiben
gebunden und werden in die Online-Lisung aufgenommen.

Die dritte Forderung wird automatisch erfiillt, wenn die Matchings M (B;) durch
Erweiterungen aus den vorherigen Matchings M(B;_1) erzeugt werden. Dabei
bleiben alle eingeplanten Anfragen im zukiinftigen Plan, sie konnen jedoch ande-
ren Ressourcen zugeordnet werden.

Die Funktion in Forderung 2 erfiillt zwei Eigenschaften: Erstens werden die An-
fragen zu moglichst frithen Zeitpunkten eingeplant. Dieses impliziert zweitens,
daf} die Last der Anfragen zwischen den betroffenen Speicherressourcen moglichst
gleichméfig verteilt wird. Es erfolgt eine Art Balancierung.

Fiir Apaance konnten in [BRS99] die folgenden Schranken fiir den Competitive
Ratio im Modell des DAP mit ¢ = 2 gezeigt werden:

e fiir d = 2 die exakte Analyse R(Apatance) = 4/3 = 1.3

e fiir d = 2 mod 3 eine untere Schranke von

5d + 2
> 7 =
R = 4d + 1
e fiir d > 2 eine obere Schranke von
6(d—1)
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Es wurden weiterhin Klassen von Online-Algorithmen untersucht, die auf einfa-
cheren Strategien beruhen. Von einem Online-Algorithmus wird nur der aktuelle
Zeitschritt betrachtet und darin eine maximale Anzahl von Anfragen bedient. So-
mit wird keine Vorausplanung betrieben. Zwei weitere untersuchte Klassen von
Online-Algorithmen fixieren die Matchings M (B;), also den Plan fiir die Zukunft.
Neue Eingaben in den néchsten Zeitschritten werden ausschlieflich den noch nicht
verplanten Ressourcen zugeordnet.

Es sind obere Schranken fiir den Competitive Ratio dieser Online-Algorithmen be-
stimmt worden. Bei wachsendem Parameter d konvergieren die Werte der Schran-
ken gegen 2. Die nachgewiesenen unteren Schranken konvergieren gegen 1.5,
e/(e— 1)~ 1.582 bzw. 2.

Daraus 148t sich erkennen, dafl diese einfachen Strategien fiir gute Online-Al-
gorithmen zum Lésen des DAP nicht ausreichen. Das Aufstellen von optimalen
Plénen fiir die Zukunft auf Basis des bisherigen Wissens und das Anpassen und
Umstellen dieser Pline beim Eintreffen neuer Eingaben ist fiir die Entscheidungs-
findung eines Online-Algorithmus notwendig, wenn dieser einen Competitive Ra-
tio unterhalb von 1.5 erreichen soll. Damit bestétigt sich die Notwendigkeit der
Beriicksichtigung von Konstruktionsregeln fiir Online-Algorithmen, wie sie in Ka-
pitel 8.4 aufgestellt wurden.



10 Randomisierte Algorithmen —
untere Schranken

Ubersicht: Da in Auseinandersetzung mit anderen Wissenschaftlern immer
wieder die Frage nach dem Vergleich zu randomisierten Algorithmen fiir die
untersuchte Problemklasse auftrat, sollen zu diesem Thema einige prinzipielle
Anmerkungen folgen. Es wird dabei festgestellt, dafl die Konstruktionen der un-
teren Schranken fiir deterministische Online-Algorithmen mittels einer einfachen
Transformation in konstante untere Schranken fiir den Competitive Ratio gegen
den blinden Gegenspieler — dem schwichsten der drei Gegenspielermodelle —
umgeformt werden kénnen.
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Die Definition von randomisierten Online-Algorithmen sowie die Abwandlungen
in der Technik der Competitive Analysis sind dem Kapitel 2.5.1 zu entnehmen.
Dort ist ebenfalls eine Stellungnahme zum Vergleich der Analyseresultate von
deterministischen und randomisierten Online-Algorithmen zu finden.

Die folgenden Aussagen beschrianken sich auf das schwichste Gegenspielermodell
des blinden Gegenspielers. Die Beweisidee zu Satz 3 kann gleichfalls zur Bestim-
mung einer unteren Schranke fiir den Competitive Ratio eines randomisierten
Online-Algorithmus fiir das ORSM-Problem genutzt werden. Statt die Eingabe je
nach Reaktion des Online-Algorithmus geméfl Fall 1 (siehe Skizze 3, Teil a) oder
Fall 2 (siehe Skizze 3, Teil b) fortzusetzen, werden die beiden Eingabesequenzen
aller vier Zeitschritte unabhingig gleichverteilt zuféllig gew#hlt. Die Entschei-
dungen des Online-Algorithmus bleiben dabei unberiicksichtigt. Es ist dann zu
erwarten, dafl der Online-Algorithmus in der Hilfte der Fille ein Matching der
Grofle 3 und in der anderen Hilfte der Fille ein Matching der Grofle 2 erzielt.
Die optimale Lésung hat jeweils aller vier Zeitschritte drei Matchingkanten im
Eingabesequenzteil erreicht, woraus sich

ﬁBLZw:§:12
- 243 5

ergibt.

In gleicher Weise lassen sich die Beweise der anderen in dieser Arbeit gezeig-
ten, unteren Schranke modifizieren, um erste Ergebnisse zu unteren Schranken
im Competitive Ratio randomisierter Online-Algorithmen gegen den blinden Ge-
genspieler zu erhalten. Sind die in der Gegenspielerstrategie verlangten Entschei-
dungen binér, d.h. ein Online-Algorithmus hat bei der Entscheidung iiber die
Nutzung eines Serverknotens s zwischen zwei Moglichkeiten zu wéhlen, und ist
der Aufbau der Entscheidungssituation unabhéngig von den vorher vom Online-
Algorithmus festgelegten Losungsteile, so folgt aus einer unteren Schranke im
Competitive Ratio fiir deterministische Online-Algorithmen der Form

R > “b . abeN, a>b
p—

eine untere Schranke im Competitive Ratio fiir randomisierte Online-Algorithmen
gegen den blinden Gegenspieler von

> %
~ 2a—0b

Dieser Term ist zwar kleiner, er stellt jedoch immer noch eine Konstante dar.
Auch aus Beweisen unterer Schranken dieser Abhandlung, welche die oben ge-
forderten Voraussetzungen nicht erfiillen, lassen sich mit derselben Technik kon-
stante untere Schranken fiir den Competitive Ratio randomisierter Online-Algo-
rithmen der entsprechenden Modellvarianten ableiten.

ﬁBL

Obwohl ohne die Entwicklung und Analyse randomisierter Online-Algorithmen
keine Aussage iiber die Giite dieser soeben vorgestellten unteren Schranken mog-
lich ist, bleibt festzuhalten, daf} sich aus den obigen Uberlegungen selbst fiir das
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schwiichste Gegenspielermodell konstante untere Schranken fiir den Competitive
Ratio ergeben. Damit sind die unter Zuhilfenahme von Zufallsentscheidungen be-
stimmten Lésungen in ungiinstigen Féllen immer noch substantiell schlechter als
die entsprechenden optimalen Losungen. Dieses Faktum stellt zusammen mit den
Aussagen auf Seite 29 den Grund fiir den Verzicht auf das Studium randomisierter
Online-Algorithmen in dieser Arbeit dar.



11 Weiterfiihrende Forschungsaufgaben

Innerhalb der vorliegenden Arbeit konnten fiir einige der betrachteten Modelle
unter dem Gesichtspunkt der Competitive Analysis exakte Resultate vorgelegt
werden. In anderen Fillen weichen die présentierten Ergebnisse zu den oberen
und unteren Schranken der Competitive Ratios voneinander ab.

Fiir das wORSM-Modell ist der Online-Algorithmus wLMM genau analysiert wor-
den. Es ist jedoch keine Gegenspielerstrategie bekannt, die einen Competitive
Ratio von 2 erzwingt. Das Schlieflen der Liicke zur besten bekannten unteren
Schranke von ¢ ~ 1.618 bleibt als eine Aufgabe offen. Dabei werden im Kapi-
tel 6.5 Hinweise gegeben, wie ein Online-Algorithmus mit besserer Leistungsga-
rantie unter Umsetzung der Designregeln aus Kapitel 8.4 aussehen konnte, und
es werden die Grenzen der bisherigen Beweismethode aufgezeigt.

Es wire auch wiinschenswert, fiir das in Kapitel 8 behandelte ORSM-Problem
mit konstantem Knotengrad g und begrenzter Kantenldnge d exakte analyti-
sche Beweise fiir obere Schranken des Competitive Ratios zu besitzen. Einerseits
kann eine Auseinandersetzung mit diesem Problem zu einer Verbesserung des
Verstdndnisses zum speziellen Algorithmendesign fiir diese Problemklasse beitra-
gen. Gleiches gilt fiir das DAP, fiir das nur einfachste Online-Algorithmen unter-
sucht und erste obere Schranken des Competitive Ratios bestimmt wurden. An-
dererseits zeigt die Struktur der unteren Schranken dieser beiden Modellklassen
eine Abhéngigkeit der exakten Werte des Competitive Ratios von zahlentheore-
tischen Eigenschaften der Modellparameter auf. Deshalb verbleiben Zweifel, ob
umfangreiche Untersuchungen zur Bestimmung der exakten Competitive Ratios
fiir simtliche Modellparameter geeignet sind die Erkenntnisse zu den Strukturen
der Modelle und den algorithmischen Aspekten zu erhéhen.

Es ist ebenfalls anzustreben, fiir das DAP gute analytische Beweise fiir obere
Schranken zu kennen. Dies wiirde die Konstruktion von stark verbesserten On-
line-Algorithmen einschlieflen, die sich gemafl den Designregeln aus Kapitel 8.4
verhalten. Desweiteren ist dazu die Entwicklung neuer Beweistechniken néotig.
Bevor jedoch die oberen und unteren Schranken fiir alle Modellparameterkombi-
nationen eng aneinander gebracht werden, hélt der Autor die Beschiftigung mit
weiteren Modellvarianten fiir sinnvoll.

Solche Erweiterungen konnten das schrittweise Entfernen von Einschriankungen
wie die Einheitsgrofie der Auftrige und die Aufweichung der starren Modellpa-
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rameter ¢ und d fiir jeden Auftrag sein. Stattdessen konnten die Beschreibungen
der Auftrige individuelle Festlegungen dieser Parameter beinhalten. Da sich die
Struktur der Modelle unter solchen Modifikationen radikal dndert, ist vor einer
Untersuchung derartiger Modelle genau zu iiberpriifen, ob diese Probleme oder
sehr dhnliche Formulierungen schon in der Literatur abgehandelt wurden.

Andere interessante Modellvarianten werden durch das Einfiigen zusétzlicher Ab-
hingigkeiten gebildet. So kann das Zugriffsproblem auf Speicherressourcen um ein
reales Verbindungsnetzwerk ergéinzt werden, durch welches die Daten nach dem
Auslesen geschickt werden miissen. Die dabei auftretenden Konflikte konnen das
DAP ergidnzen. Auch auf diese Weise 148t sich das abstrakte Modell des DAP
ndher an reale Fragestellungen angleichen.



Resiimee

Die Competitive Analysis ermoglicht Untersuchungen von Online-Problemen und
-Algorithmen. Dabei miissen die Algorithmen endgiiltige Entscheidungen iiber
Teile der Losung treffen, ohne die vollstindige Eingabe des zu bearbeitenden
Problems zu kennen. Die Competitive Analysis bestimmt dann den schlimmsten
Fall des Verhiltnisses der optimalen Losungsqualitéit zur Losungsqualitéit des On-
line-Algorithmus iiber alle méglichen Eingaben.

Vor dem Aufstellen und den Untersuchungen der Modelle wird eine Abhandlung
und kritische Auseinandersetzung zur Methode der Competitive Analysis gege-
ben.

Diesen Ausfithrungen schlief3t sich eine kurze Abhandlung vorangegangener For-
schungen, ihrer Resultate und eine Abgrenzung zu den in dieser Arbeit behan-
delten Modellen an.

Die neu eingefiihrten Modelle entstanden beim Studium von Online-Planungs-
problemen mit individuellen Auftragsfristen. Es wurde eine Beschrinkung auf
Einheitsauftrige eingefiihrt, woraus sich Zuordnungsprobleme von Auftrigen zu
Ressourcen ergeben. Diese konnen mit Hilfe von bipartiten Graphen modelliert
werden, und die Losung des Zuordnungsproblems entspricht der Bestimmung ei-
nes Matchings. Der Online-Charakter der Planungsprobleme impliziert eine neu-
artige Variante des Online-Matching-Problems in bipartiten Graphen.

Bei der Aufgabenstellung wird eine bisher selten beachtete Zielfunktion benutzt:
Es soll die Anzahl der erfolgreich bearbeiteten Auftrige maximiert werden. Dar-
aus folgt sofort, da} Auftrige, deren Fristen nicht eingehalten werden konnen,
spiter gar nicht mehr bearbeitet werden. Eine Motivation dieses Zielfunktions-
typs ist durch die Bereitstellung und Wiedergabe von kontinuierlichen Medien-
Datenstromen (Video, Audio) gegeben.

Die ersten Untersuchungen beschrénken sich auf ein sehr abstraktes Basismodell
namens Online-Request-Server-Matching-Problem (ORSM-Problem). Dieses Mo-
dell wurde exakt analysiert und der Online-Algorithmus LMM (Local Maximum
Matching) als 1.5-competitive nachgewiesen.

Eine Erweiterung dieses Online-Matching-Problems mit Gewichten an den Kan-
ten des bipartiten Graphen (WORSM-Problem) wurde ebenfalls betrachtet. Das
Ziel ist hierbei die Maximierung des Gesamtgewichtes der Kanten des Online-
Matchings. Fiir dieses Problem gibt es eine allgemeingiiltige untere Schranke des
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Competitive Ratios vom Wert des Goldenen Schnittes ¢ = (v/5 4+ 1)/2 ~ 1.618.
Mit einigem Aufwand konnte der Online-Algorithmus wLMM fiir dieses Problem
als 2-competitive bestimmt werden. Dieser Beweis einer oberen Schranke fiir den
Competitive Ratio des WORSM-Problems benétigt eine Charakterisierung von er-
weiternden Wegen in bipartiten Graphen, die sich unter einer festgelegten Menge
von Operationen dynamisch verdndern. Es wurde ebenfalls gezeigt, auf welchem
Wege eine Verbesserung des Online-Algorithmus méglich ist und warum die ent-
wickelte Beweistechnik fiir derartige Modifikationen nicht mehr wirksam benutzt
werden kann.

Das Data-Access-Problem (DAP) besitzt weitere Restriktionen und Abhéngig-
keiten zwischen den Auftrigen. Damit ist es in der Lage, ein Zugriffsproblem
auf verteilte Speicherressourcen in einem Server fiir kontinuierliche Datenstrome
abzubilden. Es abstrahiert ebenfalls stark, da ausschliefilich die Auftrige nach
Lieferung von Datenpaketen und die Speicherressourcen beriicksichtigt werden.
Es wurden mehrere Modellzwischenstufen studiert. Diese Modellvarianten ent-
stehen aus dem ORSM-Problem durch Hinzufiigen von Konzepten, die ebenfalls
im DAP zu finden sind. All diese Modellvarianten und das DAP sind bei genauer
Betrachtung Spezialfille des ORSM-Problems. Deshalb iibertriagt sich die obere
Schranke des Competitive Ratios von 1.5, die vom Algorithmus LMM erreicht
wird.

Fiir einige der Modellvarianten konnten untere Schranken von 1.5 nachgewiesen
werden, womit die Analysen vollstindig und exakt sind. Bei zwei Modellen, die
beide eine Vorschau in der Eingabe sowie eine Restriktion in den individuellen
Auftragsfristen besitzen, sind exakte Ergebnisse von unter 1.5 fiir den Competi-
tive Ratio gezeigt worden.

Es wurde ein System verschiedener Konstruktionen benutzt, um untere Schranken
fiir den Competitive Ratio des ORSM-Problems mit konstantem Knotengrad g
und begrenzter Kantenlinge d nachzuweisen. Die in dieser Modellvariante auftre-
tenden Abhéngigkeiten entzogen sich analytischen Beweisen fiir obere Schranken.
Deshalb ist fiir kleine Modellparameter der Competitive Ratio unter Zuhilfenah-
me eines Computerprogrammes getestet worden. Auf trickreiche Art wurden alle
Eingaben {iberpriift und so entstanden Computerbeweise. Diese, auf Vorarbeiten
in der Literatur beruhenden Ideen sowie die Uberlegungen zur Steigerung der
algorithmischen Effizienz der Implementierung nehmen einen grofien Teil des ent-
sprechenden Kapitels ein. Fiir einige Parameterkombinationen konnten so, z.T.
exakte, Competitive Ratios mit Werten deutlich unter 1.5 aufgezeigt werden. Die-
se Resultate erfordern eine starke Weiterentwicklung der eingesetzten Online-Al-
gorithmen, woraus sich Erkenntnisse iiber die Algorithmenkonstruktion fiir diese
Problemklasse gewinnen lieflen.

Ahnliche Erfahrungen wurden bei der Untersuchung des DAP gemacht, fiir wel-
ches ebenfalls konstante untere Schranken bestimmt wurden. Deren Werte zeigen
leichte Abhéngigkeiten von zahlentheoretischen Eigenschaften der Modellparame-
ter auf. Bei ausreichender Anzahl von Ressourcen im Modell liegen die allermei-
sten dieser unteren Schranken bei einem Wert von mindestens 12/11 = 1.09 und
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héufig wird ein Wert von 1.1 nur knapp verfehlt. Es war ein anfangs iiberraschen-
des Resultat in diesem Modell fiir alle Kombinationen der Modellparameter c
und d konstante untere Schranken fiir den Competitive Ratio zu finden, die sich
deutlich von 1 abheben.

Aus der Beschiftigung mit all diesen Modellen ergeben sich Anforderungen fiir
die Konstruktion guter Online-Algorithmen fiir die behandelte Klasse von Pla-
nungsproblemen®3. Diese Designregeln sind das Bestimmen von Entscheidungen
mit:

1. lokaler Optimalitit — im aktuellen Zeitschritt wird die Zielfunktion maximal
verbessert;

2. globaler Optimalitdt — es werden Losungen nach Regel 1 bestimmt, die in
den folgenden Zeitschritten die Zielfunktion maximal verbessern, wobei nur
die bisher bekannten Eingabeteile beriicksichtigt werden kdnnen;

3. maximalem Freiheitsgrad — eine Losung fiir die aktuelle Entscheidung soll
eine maximale Anzahl verschiedener Strukturen von Losungsvarianten fiir die
néchsten Zeitschritte aufweisen.

Mit der Regel 3 wird eine hohe Flexibilitit bei der Reaktion auf die noch nicht be-
kannten Teile der Eingabesequenz erzielt. Unter Umstdnden kann bei Modellédnde-
rungen (z. B. mit dem Einfiihren von Gewichten/Priorititen) ein definiertes und
begrenztes Verletzen der Regeln 1 und 2 sinnvoll und notwendig sein, wenn da-
durch die in Regel 3 geforderte Flexibilitdt stark erhéht wird.

Viele erfolgreiche Online-Algorithmen in der Literatur beriicksichtigen implizit die
oben aufgefiihrten Konstruktionsregeln. Deshalb pladiert der Autor dafiir, diese
drei Regeln zum Ausgangspunkt beim Design von Online-Algorithmen zu machen.
Fiir ein konkretes Online-Problem miissen dabei die exakten Formulierungen fiir
Optimalitat und Freiheitsgrad problemspezifisch angepafit werden.

43Gie sind charakterisiert durch Einheitsauftréige mit Fristen und der Zielfunktion, die Anzahl
erfolgreicher Auftrige zu maximieren.
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