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Kapitel

Einleitung

1.1 Motivation

Die plastische Deformation von Materialien spielt eine grofie Rolle in den Anwen-
dungen der Ingenieurswissenschaften. Bei der bleibenden Deformation von Stoffen in
eine gewiinschte Form ist die (kontrollierte) plastische Deformation erwiinscht, eben-
so bei der Beriicksichtigung einer “Knautschzone” bei der Herstellung von Autos.
Bei Gebauden oder Briicken etwa muf} sie hingegen vermieden werden. Dazu werden
Sicherheitsbereiche bei der Auslegung von Trigern oder Materialien definiert. Eine
Verkleinerung dieser Sicherheitsbereiche kann zur Einsparung von Material fithren,
setzt aber eine genauere Kenntnis der Vorgédnge wihrend oder vor Einsetzen der
plastischen Deformation voraus.

Speziell in kristallinen Materialien ist der Mechanismus der plastischen Deformation
seit langem bekannt. Es wurde bereits von Orowan (1934), Polanyi (1934) und Taylor
(1934) entdeckt, dafl Versetzungen, die topologische Defekte in Kristallen darstellen,
und ihre Bewegungen im Kristall die Ursache makroskopischer plastischer Deforma-
tion sind. Das mikroskopische Bild der Versetzungen 143t jedoch kaum Berechnungen
der makroskopischen Eigenschaften zu.

In der Kontinuumstheorie hingegen kénnen die Auswirkungen von Versetzungen auf
das sie umgebende elastische Kontinuum berechnet werden, wenn ein mikroskopi-
scher Bereich, der sog. Versetzungskern, aus der Beschreibung ausgenommen wird.
Fiir die Beschreibung kontinuierlicher Versetzungsverteilungen wurden insbesondere
die Methoden der Differentialgeometrie verwendet (die z.B. auch in der allgemeinen
Relativitétstheorie von Einstein Anwendung fanden). Die statische Theorie geht u.a.
auf Arbeiten von Kroner (1958), Kondo (1955) und Bilby, Bullough, Smith (1955)
zuriick. Dazu mufiten die diskreten Eigenschaften von Versetzungen mit geometri-
schen Groflen verkniipft werden. Zentrale Idee war es, kontinuierliche Umldufe in
Differentialgeometrien, iiber die die sog. Torsion bestimmt wird, mit entsprechenden
diskreten Umléufen um Versetzungslinien in einem Kristallgitter zu verkniipfen, die
den Burgersvektor (als Ma8 fiir die Grofle des topologischen Defekts dieser Verset-
zung) definiert.

Dies fiihrt zu dem kontinuumstheoretischen Tensor der Versetzungsdichte. Uber
diesen konnen die Auswirkungen von Versetzungen auf die elastischen Gréflen be-
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schrieben werden. Sie fithren zu den von Kroéner beschriebenen Eigenspannungen.

Bei der Anwendung dieser Theorie auf reale Materialien tauchen jedoch zwei grofle
Probleme auf:

Der Versetzungsdichtetensor ist ein makroskopisches Maf fiir den Burgersvektor ei-
nes Fliachenelements. Auf makroskopischen Lingenskalen verschwindet dieser meist,
da sich gleichartige Versetzungen mit entgegengesetzten Burgersvektoren auf groflen
Skalen aufheben, auch wenn diese mikroskopisch nicht annihilieren.

Kréner (2001) sagte dazu:

The conventional tensor of dislocation density counts only excess dis-
locations of one sign, whereas the observed hardening and softening is due
to the dislocations of two signs.

Es sind also Wechselwirkungen von Versetzungen auf mikroskopischer Skala relevant,
die in die bestehende Kontinuumstheorie integriert werden miissen. Dazu miissen
zusétzliche Freiheitsgrade beriicksichtigt werden.

Diese Freiheitgrade kénnen zum einen iiber die Methoden der Eichfeldtheorie einge-
bettet werden (siehe dazu z.B. Popov, Kréner (1999), Marqués—Lopéz (2002), Kleinert
(1989)).

Zum anderen — und dieser Weg soll hier beschritten werden — kénnen diese zusétzli-
chen Freiheitsgrade als Subkontinua in die Theorie eingebaut werden, wenn diese mit
den diskreten Eigenschaften der Versetzungen in Verbindung gebracht werden, ba-
sierend auf Anthony (1989) und Anthony, Azirhi (1998). Dieser Weg hat den Vorteil,
dafl er weitestgehend auf die physikalischen Informationen zuriickgreift, die iiber die
Versetzungen im Kristall bekannt sind. Damit wird auch verhindert, experimentelle
Ergebnisse durch schiere Erhéhung der Zahl der inneren Freiheitsgrade zu “fitten”
und den Anschlufl an die physikalischen Interpretationen zu verlieren.

Das zweite grofle Problem entsteht aus der Tatsache, dafl die die plastische Deforma-
tion hervorrufenden Versetzungsbewegungen materielle Zusammenhénge im Kristall
zerstoren konnen: benachbarte materielle Punkte konnen sich beliebig weit vonein-
ander entfernen. Damit ist der Kristall aber mathematisch nicht mehr mit einer
materiellen Mannigfaltigkeit zu identifizieren.

Kroner driickte dies so aus:

The motion of the typical defects in the crystalline structure destroys
the particles that constitute the body whose particles, therefore, do not
persist during the elastoplastic motion. For this reason, the elastoplastic
crystalline solid is not a differentiable material manifold.

Der Kristall zeigt wéhrend des plastischen Flielens typische Verhaltensmerkmale
einer Fliissigkeit. Diese Eigenschaften sollen in dieser Arbeit beriicksichtigt werden
und fithren zu einer Beschreibung des Kristalls aus etwas anderer Sicht:
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1.2 Das Modell

Der Kristall als strukturierte Fliissigkeit

Ein Kristall wird iiblicherweise als Festkorper beschrieben, der in der Elastizitéts-
theorie iiber eine materielle Mannigfaltigkeit modelliert wird. Wenn nun plastische
Deformationen beschrieben werden sollen, miissen Flieleigenschaften nachtréglich in
die Theorie integriert werden (dies kann z.B. iiber die oben erwéhnte Eichfeldtheorie
geschehen).

In dieser Arbeit wird der Kristall hingegen iiber die Feldtheorie der Fliissigkeiten
modelliert, in die Ordnungsstrukturen vermége des verallgemeinerten Cosserat—
Kontinuums eingearbeitet werden, die ein plastisches Flieflen im rein elastischen
Fall verhindern. Die Beschreibung des ideal—elastischen Kristalls in dieser Theorie ist
dann dquivalent zu der bekannten Elastizitatstheorie.

Plastisches Flieflen hingegen ist {iber das Modell der Fliissigkeit bereits vollstéindig in
dieser Beschreibung eingebettet. Dazu miissen lediglich an bestimmten Stellen die fiir
elastisches Verhalten sorgenden Ordnungsstrukturen nach bestimmten GesetzméafBig-
keiten aufgegeben werden. Diese Gesetzméfigkeiten sollen entsprechend modelliert
und an die Tréager der Plastizitéit, die Versetzungen, gekniipft werden.

Versetzungsklassen

Die Versetzungsklassen sind Subkontinua, die Verteilungen von Versetzungen und
ihre Dynamik modellieren. Diese Kontinua werden aufgrund diskreter Eigenschaften
der Versetzungen in Klassen unterteilt, sodafl differenziertere Beschreibungen von
Versetzungen moglich sind, in der auch lokale Wechselwirkungen, beispielsweise von
Versetzungen entgegengesetzten Vorzeichens, enthalten sind. Dabei wird es in dieser
Arbeit um den grundlegenden Aufbau dieser Theorie gehen. Daher werden nur nicht—
reagierende Versetzungsklassen beriicksichtigt. Es werden aber Vorschlédge gemacht,
wie die Theorie um die Beschreibung von Versetzungsreaktionen erweitert werden
kann und wo Einschriankungen und Voraussetzungen fallengelassen werden miissen.

Der Lagrangeformalismus

Das Modell der Versetzungsklassen soll komplett im Lagrangeformalismus der
Felder aufgebaut werden, d.h. unter Beriicksichtigung des Hamiltonschen Variati-
onsprinzips der kleinsten Wirkung: Dieses ist ein universelles Prinzip, das auf vielen
Gebieten der Physik eine entscheidende Rolle spielt. Es findet Anwendung in klassi-
schen Theorien wie der Elastizitdtstheorie, Elektrodynamik, aber auch in Bereichen
der Quantenmechanik. Die Quantenfeldtheorie ist ohne den Lagrangeformalismus
nicht denkbar.

FEin grofler Vorteil ist die Kompaktheit einer Theorie im Lagrangeformalismus: eine
skalare Grofle, die Lagrangefunktion, liefert iiber das systemunabhéngige und damit
universelle Hamiltonsche Variationsprinzip die fiir das System relevanten Gleichun-
gen. Dariiberhinaus bietet das Noethertheorem die Moglichkeit, Erhaltungsgréfien
auf systemiibergreifende methodische Forderungen zuriickzufithren. Beispielsweise



4 Kapitel 1. Einleitung

fiihrt die Forderung, dafl eine Theorie invariant gegeniiber raum-=zeitlichen Trans-
lationen sein soll (was der methodischen Forderung nach Reproduzierbarkeit von
Experimenten in Raum und Zeit entspricht) zu den Definitionen von Impuls und
Energie sowie den zugehorigen Bilanzgleichungen.

Weiterhin 148t sich eine bestehende Theorie numerisch behandeln. Dies geschieht
iiber Minimierungsverfahren auf Ebene der Lagrangedichte, wie z.B. das Ritzsche
Verfahren. Es werden Losungsansiétze fiir die Variablen gemacht, die nach Basisfunk-
tionen entwickelt werden. Die Suche nach dem Minimum des Wirkungsfunktionals
fiihrt dann auf algebraische, durch numerische Verfahren lésbare Gleichungen. Die
Genauigkeit dieses Verfahrens hingt im Prinzip nur von der Griéfle der gewéhlten
Basis und damit letztendlich von der Rechenkapazitit der verwendeten Computer
ab, was gerade fiir die Zukunft auch fiir komplexere Systeme — und ein solches ist der
plastisch deformierbare Kristall unter Einbeziehung der Versetzungsdynamik — eine
gute Perspektive fiir deren Losung bietet.

Zu den Theorien, die lange Zeit nicht in den Lagrangeformalismus integrierbar schie-
nen, gehort die Thermodynamik, insbesondere die Thermodynamik irreversibler Pro-
zesse. Die Liicke wurde von Anthony (1989) geschlossen. So wurde es moglich, Syste-
me der Thermodynamik irreversibler Prozesse — wozu beispielsweise Warmeleitung,
Diffusion und chemische Reaktionen gehtren — in den Lagrangeformalismus zu in-
tegrieren. Dariiber hinaus gelang es Anthony, iiber Stabilitdtsbetrachtungen dieser
Systeme zu inhomogenen Bilanzgleichungen von Observablen zu gelangen, von denen
besonders die Entropie als thermodynamisch relevante Grofle zu erwéhnen ist: Thre
inhomogene Bilanz mit einer positiv definiten Entropieerzeugungsrate wird also auch
auf universelle Mechanismen — hier iiber die Stabilitéit — mit Hilfe des Lagrangeforma-
lismus definiert (in Analogie zum Noethertheorem, in dem es um homogene Bilanzen
geht). Dies unterstreicht den vereinheitlichenden Aspekt des Lagrangeformalismus.

Aus diesen Griinden wird die Theorie der Versetzungsklassen in dieser Arbeit im La-
grangeformalismus aufgebaut. Dies erfordert jedoch die Integration der Dissipation
mechanischer Energie in den Formalismus, da Versetzungsbewegung immer dissipativ
ist.

1.3 Aufbau der Theorie und das Inverse Problem

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten, eine Kontinuums— oder Feldtheorie in Ver-
bindung mit einem Variationsprinzip aufzubauen (der Begriff Feldtheorie ist wohl
passender: Es werden diskrete Objekte (Versetzungen) mit Feldern beschrieben):

Ausgehend von experimentellen Beobachtungen werden meist Gleichungssysteme auf-
gestellt, die die Dynamik des beobachteten Systems beschreiben sollen. Dann muf
ein Weg gesucht werden, diese Gleichungen als Ergebnis eines Variationsprinzips zu
deuten.

Fiir den Lagrangeformalismus und das zugehorige Hamiltonsche Variationsprinzip
stellt sich die Frage, ob das Gleichungssystem der Felder den Euler-Lagrange—Glei-
chungen eines gesuchten Lagrangefunktionals entspricht. In einer lokalen Theorie,
und eine solche wird in dieser Arbeit ausschlielich betrachtet, bedeutet das die Suche
nach einer geeigneten Lagrangedichte. Notwendig und hinreichend fiir die Existenz
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dieser Lagrangedichte fiir ein vorgegebenes Gleichungssystem ist dessen Selbstadjun-
giertheit, die sich eindeutig nachweisen la8t (siehe dazu z.B. Santili (1977, 1978)).

Leider ist in den meisten Fillen das System nicht selbstadjungiert. Es kann jedoch
einen dquivalenten Satz von Gleichungen geben, der diese Eigenschaft besitzt. Das
Problem ist, bei vorgegebenen Gleichungen (die wohlgemerkt aus einer bestehenden
Theorie entnommen werden), diesen Satz zu finden, wobei neben Einfithrung von
integrierenden Faktoren auch die Moglichkeit besteht, mit Potentialen zu arbeiten.
Da es dafiir kein Rezept und keine allgemein giiltige Vorschrift gibt, ist dies nur fiir
einfache Systeme moglich, und auch hier ergeben sich Fragen hinsichtlich der echten
Aquivalenz der Gleichungen. Als Beispiel sei hier die ideale Fliissigkeit genannt, zu
der eine ausfiihrliche Betrachtung hinsichtlich dieser Fragen und dissipativer Systeme
bei Wagner (1997) zu finden ist.

Das Problem, eine Lagrangedichte zu finden, die einen dquivalenten Gleichungssatz
liefert, nennt man Inverses Problem erster Art.

Es besteht weiter die Moglichkeit, die Lagrangedichte — unter Beibehaltung der Euler—
Lagrange—Gleichungen — so umzuéndern, daf} die oben erwdhnten Noetherschen Er-
haltungsgrofien mit den aus der urspriinglichen Theorie verkniipften iibereinstimmen.
Dies nennt man das Inverse Problem zweiter Art.

Der Aufbau einer Plastizitéitstheorie fiir Einkristalle (unter Beriicksichtigung der Ver-
setzungsdynamik) im Lagrangeformalismus wird in dieser Arbeit etwas anders voll-
zogen:

Die Theorie wird unter Beriicksichtigung der wichtigsten experimentellen Beobach-
tungen mit Hilfe bekannter, bereits geloster inverser Probleme (im wesentlichen das
Variationsproblem der idealen Fliissigkeit) direkt in einer Lagrangedichte aufgebaut.
Die das System beschreibenden Gleichungen sind dann die Euler-Lagrange—Glei-
chungen, die die Dynamik des Systems vollstindig festlegen. Diese Dynamik ist das
eigentliche Modell, das mit Experimenten zu vergleichen ist.

Es zeigt sich, daf§ auf diese Weise die bekannten Gleichungen der (nicht-)linearen
Elastizitdtstheorie sowie der elastoplastischen Theorie reproduziert werden kénnen,
dariiber hinaus aber auch mikro— und mesoskopische Betrachtungen einfliefen, die
eine differenziertere Beschreibung des Einkristalls mit Versetzungen ermoglichen.

Die unverzichtbaren Gleichungen werden hier mittels Lagrange—Multiplikatoren ein-
gebaut. Dazu gehoren elementare Bilanzgleichungen wie die Kontinuitédtsgleichung,
die beim Gleiten von Versetzungen erfiillt sein muf}, und geometrische Zusammen-
hénge, wie die Definition des Versetzungsdichtetensors iiber die Torsion der Cosse-
rat—Vektoren. Es ist aber moglich, diesen Multiplikatoren Bedeutungen zuzuordnen.
In einfachen Féllen konnen sie in eine Potentialdarstellung umgewandelt werden, wie
dies in der Theorie der idealen Fliissigkeit geschieht, oder sie stellen Reaktionen des
Systems auf innere Bindungen dar. Dies ist der Fall, wenn es nicht moéglich ist, das Sy-
stem von diesen inneren Bindungen (Zwangsbedingungen) zu befreien. Dies wird hier
der Fall sein, wenn es um die Bewegung von Versetzungslinien geht: Da der Aufbau
dieser Theorie sich auf Systeme beschrénkt, in denen Versetzungen nicht miteinander
reagieren, mufl es innere Krifte geben, die Versetzungslinien als linienhafte Objek-
te zusammenhalten, da ein Abknicken einer Versetzungslinie in dieser Beschreibung
eine Versetzungsreaktion darstellt. Genau diese inneren Krifte kénnen mit einem
Lagrange-Multiplikator in Verbindung gebracht werden.
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1.4 Gliederung

Die Arbeit ist in drei wesentliche Teile gegliedert:

Zu Beginn wird in Kapitel 2 eine kurze Einfiihrung in die Begriffe des Lagrangefor-
malismus der Felder gegeben, wobei ein Schwerpunkt auf der Diskussion des Modells
der idealen Fliissigkeit liegt, das ein wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit ist. Wei-
terhin werden die Grundlagen der nicht—euklidischen Geometrie erlautert, mit einem
Schwerpunkt auf der Darstellung wichtiger geometrischer Objekte wie Metrik, Kon-
nexion, Torsion und dem anholonomen Objekt.

Das folgende Kapitel 3 beinhaltet den Aufbau der nicht—dissipativen Theorie der
plastischen Deformation, zunéchst im verallgemeinerten Cosserat—Kontinuum, dann
erweitert um die Theorie der Versetzungsklassen. Am Schlufl dieses Kapitels werden
Losungen der linearisierten Gleichungen fiir eine Versetzungsklasse am Beispiel der
Nyeschen Strukturkriimmung présentiert.

Im Kapitel 4 wird ein Modell erstellt, welches dissipative Prozesse im Lagrangeforma-
lismus beschreibt. Dazu wird die dissipative Bewegung zweier sich durchdringender
Fliissigkeiten betrachtet. Dieses Modell wird dann mit den Ergebnissen aus Kapitel 3
zu einer Lagrangedichte verkniipft, die sowohl Elastizitdt von Kristallen als auch de-
ren Plastizitit iiber dissipative Versetzungsdynamik beschreibt. Weiterhin wird eine
Moglichkeit aufgezeigt, die Fliegrenze in das Modell einzubringen.

Kapitel 5 enthélt die Zusammenfassung und Ausblicke auf Auswertungs— und Erwei-
terungsmoglichkeiten der Theorie.

Die Anhénge enthalten neben lingeren Rechnungen wie in Anhang Al und A2 auch
Vorschlige, dissipative Prozesse in den Lagrangeformalismus der Punktmechanik zu
integrieren (A3). Der letzte Teil ist zwar losgelost vom restlichen Inhalt dieser Arbeit,
gleichwohl mit aufgefiihrt, um als Diskussionsvorlage zu dienen und Anregungen fiir
zukiinftige Forschung zu bieten.



Kapitel

Grundlagen

2.1 Lagrangeformalismus

In diesem Abschnitt wird eine kurze Ubersicht iiber den Lagrangeformalismus in der
Punktmechanik und der Feldtheorie gegeben. Ausfiihrliche Betrachtungen dazu fin-
den sich in vielen Lehrbiichern der Mechanik und Kontinuumsmechanik (z.B. Landau,
Lifschitz (1997), Goldstein (1972)).

In dieser Arbeit wird nur der Lagrangeformalismus erster Ordnung betrachtet,
d.h. es kommen nur Variable und ihre ersten Ableitungen in der Lagrangefunktion vor.
Dies ist aber keine echte Einschrinkung, da durch Hinzunahme weiterer Variablen
die Lagrangefunktion immer auf die erste Ordnung reduziert werden kann.

Des weiteren erfolgt eine Beschrankung auf abgeschlossene Systeme. Dadurch wird es
moglich, die fiir diese Systeme geltenden Erhaltungsséitze iiber das Noethertheorem
zu erhalten. Eine Erweiterung auf offene Systeme ist aber moglich: Steht ein System
in Wechselwirkung mit anderen (z.B. durch Einwirken einer Gravitationskraft), so
kann das Gesamtsystem als abgeschlossen betrachtet werden, wenn diese Einwirkung
durch entsprechende Erweiterung der Lagrangefunktion beriicksichtigt wird. Im Fall
der Gravitation ist das Gravitationspotential zu beriicksichtigen, wodurch das Ge-
samtsystem wieder abgeschlossen ist, da es nun die Gravitation mit einschlief3t.

2.1.1 Punktmechanik

Die physikalische Grofle Wirkung A (engl. action) eines Systems von N Massen-
punkten, die durch ihre (generalisierten) Koordinaten x; gegeben sind, ist definiert
als

to
A= / L(.Z‘i,li‘i,t)dt, (2.1)

t1

wobei L die Lagrangefunktion des Systems darstellt.

7
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Wenn die explizite Zeitabhingigkeit fallengelassen wird, so folgt aus dem Noether-
theorem, daf das System energetisch abgeschlossen ist!:

A / * L, . (2.2)

t1
Das Hamiltonsche Prinzip besagt nun, dafl reale Prozesse dadurch ausgezeichnet
sind, daf} bei ihnen die Wirkung extremal wird.

Anwendung des Hamiltonschen Prinzips fithrt bei freier Variation aller Koordinaten
zu den N Euler-Lagrange—Gleichungen:

iaL _ oL _
dt 0x;  Ox; -

i=1.N. (2.3)

Die Variationen in den Anfangs— und End—Zeitpunkten ¢; bzw. t5 verschwinden.

2.1.2 Feldtheorie

In der Feldtheorie wird das Wirkungsintegral zu einem Funktional der unabhéingigen
Felder. In der hier betrachteten lokalen Theorie héngt die Lagrangedichte von den
N Feldern W, (x,t) sowie ihren rdumlichen und zeitlichen Ableitungen VV;, 0,¥; ab,
mit

0
O = 5 (2.4)
o 0 0
:: 2.
v <8.§Cl7 8$27 8:63) ( 5)
x = (r1,x2,73). (2.6)

Das Hamiltonsche Prinzip besagt nun, dafl die im Zeitintervall [¢;, to] stattfindenden
realen Prozesse sich durch ein extremales Wirkungsfunktional

A = /t /V(t)f(\Ifi(a:,t),V\Ifi(m,t),ac,t)dth (2.7)

auszeichnen, sodafl bei freier Variation aller Felder dessen Variation verschwindet:
SA[¥;] = 0. (2.8)

Auch hier wird vorausgesetzt, dafl die Felder in den Zeitpunkten t; und ¢y fest vor-
gegeben sind. Zudem muf} die rdumliche Grenze OV beachtet werden: entweder, alle
oder einige Felder sind auf dem Rand fest vorgegeben, dann hat man es mit einem
offenen System zu tun, oder die Felder werden auf dem Rand ebenfalls frei variiert,
was abgeschlossenen Systemen entspricht.

'Der UmkehrschluB gilt jedoch nicht, es gibt sehr wohl abgeschlossene System, die dennoch explizit
von der Zeit abhéngen kénnen. Beispiele finden sich bei Scholle (1999).
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Es ist dabei zu beachten, dal das Volumen V'(¢) selbst zeitlich verénderlich sein kann,
was bei der Variation zu beachten ist. Fiir elastische Koérper endlicher Ausdehnung
ist es sinnvoll, diese Anderung des Systemvolumens zuzulassen.

Freie Variation im Volumen fithrt zu den Euler-Lagrange—Gleichungen:

@(MZ;J+V-QN$M>—5320, i=1.N. (2.9)

Dies sind N Gleichungen fiir die N Felder W,.

Des weiteren folgen aus der Bedingung der Abgeschlossenheit bei frei veréinderlichem
Systemvolumen die Randbedingungen:

ol ol

N ,

. - =0 =1.N aVv. 2.10
|oweg ~sawy| = imLN se 210
Dabei ist €V der Normalenvektor auf der Oberfliche und v das Geschwindigkeitsfeld
des Mediums. Die Herleitung findet sich bei Scholle (1999).

Es ist anzumerken, dafl dieser Ausdruck fiir Terme in der Lagrangedichte, die sub-
stantielle Ableitungen der Form

OV +v- VU (2.11)

enthalten, verschwindet. Physikalisch ist das klar, da substantielle Mitfiihrung mit
dem Medium keine Strome durch die Oberflache zur Folge haben kann. Wenn also
alle zeitlichen Ableitungen in substantieller Form geschrieben werden, reduziert sich
der Oberflichenterm auf die Bedingung

N or
- —_——— = y
e ) 0, 1= 1..N, (2.12)

wobei hier nur die Gradienten zu beriicksichtigen, die nicht Teil der substantiellen
Ableitungen sind, wie dies z.B. bei einem Warmestrom j, = —AVT der Fall ist.

2.1.3 Noethertheorem

Die Mathematikerin Emmy Noether (1918) formulierte das spiter nach ihr benannte
Noethertheorem, fiir das Bessel-Hagen (1921) erste physikalische Anwendungen
fand (siehe dazu auch die Ubersicht in Schmutzer (1972)): Parametrisierbare, konti-
nuierliche Symmetrien (Liesche Symmetrien) der Lagrangedichte werden mit homo-
genen Bilanzgleichungen verkniipft, die als Erhaltungsséitze gedeutet werden kénnen.
Dabei wird jedem Symmetrieparameter € eine Dichte p. und eine zugehorige Strom-
dichte j. zugeordnet, die der Gleichung

geniigen.
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Dabei werden unter Symmetrien sowohl raum-—zeitliche Deformationen

x — x'=f(x,t;e) (2.14)
t — t = folz, t;er) (2.15)

als auch Prozefitransformationen
‘lfi — \I/; = Fi(\ll,a:,t;s) (216)

verstanden.

Die wichtigsten Symmetrien sind die zeitlichen und rdumlichen Translationen, weil
aus ihnen die Energie— und Impulsbilanz des Systems folgen. Dies ist deshalb so be-
deutend, weil auf diese Art und Weise die Begriffe Energie und Impuls an methodische
Forderungen gekniipft werden. Die Translationsinvarianz der Theorie eines physikali-
schen Systems in Raum und Zeit ist verkniipft mit der methodischen Forderung der
Reproduzierbarkeit von Meflergebnissen in Raum und Zeit, die ein wesentlicher Kern
aller Physik ist.

Diese beiden Symmetrien sind mit den raum-—zeitlichen Translationen

x — T =xz+¢ (2.17)
t — t'=t+eg (2.18)
U, — W =F(V;,xtee) (2.19)

verkniipft, wobei meist die Transformationsvorschrift F; iiber
\I/i =: Fi(\Pi,$,t,€,Eo) (220)

definiert wird, was bedeutet, dafl sich die Felder durch die raum-zeitlichen Transla-
tionen nicht #ndern?.

Es ergeben sich dann die folgenden Bilanzgleichungen (Schmutzer (1972)):

Die Noethersche Energiebilanz

e (z,t) + V- iN(x,t) =0 (2.21)
und die Noethersche Impulsbilanz

op™ (x,t) + V- o™ (x,t) =0, (2.22)

die mit der Lagrangedichte iiber

N = a?éiatqzi—z (2.23)
il = vaéiat% (2.24)
PN = —ﬁiwi (2.25)
AN =0 _va\i@W” (2.26)

2Diese Moglichkeit ist allerdings nicht zwingend, wie Scholle (1999) aufzeigt.
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als die Noetherschen Ausdriicke fiir die Energiedichte, Energiestromdichte, Im-
pulsdichte und Impulsstromdichte (= Spannungstensor) verkniipft sind. 1 ist der
Einheitstensor, fiir den Index der Felder gilt die Einsteinsche Summenkonvention.

2.1.4 Die ideale Fliissigkeit als Modellsystem

Die Beschreibung der Plastizitédt im Lagrangeformalismus soll auf méglichst elemen-
taren und einfachen Bausteinen aufgebaut werden. Einfach ist hier natiirlich ein re-
lativer Begriff. Er soll andeuten, dafl auf einer feldtheoretischen Beschreibung eines
Systems mit wenigen Systemvariablen aufgebaut werden soll, fiir die das inverse Pro-
blem gelost ist.

Dieses Modellsystem ist die ideale Fliissigkeit, die hier in ihrer Entstehung und ih-
ren Gleichungen dargestellt werden soll. Zur Geschichte des inversen Problems der
Fulerschen Gleichungen und der Analyse der Literatur gibt es eine ausgezeichnete
Darstellung von Wagner (1997).

Die Gleichungen der idealen Fliissigkeit bestehen zum einen aus der Kontinuitéts-
gleichung, die die lokale Massenerhaltung des Systems beschreibt, und der Eulerglei-
chung, die die Impulsbilanz der Fliissigkeit darstellt.

Ab hier wird eine indexbasierte Darstellung aller Gleichungen gewiéhlt. Es gilt die
Finsteinsche Summenkonvention: iiber gleiche Indizes verschiedener Varianz wird
summiert. Dabei sind in dieser Darstellung kontra— und kovariante Komponenten
noch identisch.

Dann lauten Kontinuitédts— und Eulergleichung:

do+0; (0v') =0 (2.27)
QDEU)’Uz’ + 0ip = 0. (2.28)

Dabei bezeichnet o(x,t) die Massendichte, v'(x,t) das Strémungsfeld in Euler-
schen Koordinaten,

D) = 8, + v’ (2.29)

die substantielle Zeitableitung und p(x,t) den hydroelastischen Druck.

Fiir eine vollstindige Beschreibung der idealen Fliissigkeit in einem hier abgeschlos-
senen System mufl der Druck eine Funktion der Systemvariablen sein. Dazu wird
unter Vernachliassigung der thermischen Effekte von den Aussagen der Thermodyna-
mik des Lokalen Gleichgewichts Gebrauch gemacht (Literatur dazu findet sich z.B.
in Meixner, Reik (1959)), sodal der Druck tiber

_ iy 29W ()
p=plo):= =5 = (2:30)

mit der spezifischen elastischen Energiedichte W des Mediums zusammenhéngt, die
hier nur eine Funktion der Massendichte p ist.
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Es stellt sich nun die Frage, ob diese Gleichungen Euler-Lagrange—Gleichungen einer
Lagrangedichte sein kénnen. Diese Frage ist sofort zu verneinen, da das System der
Gleichungen (2.27,2.28) nicht selbstadjungiert ist.

Es gibt nun zwei Strategien, wie man dennoch zu einer Lagrangedichte gelangen kann:

Entweder sucht man eine Transformation in ein selbstadjungiertes Gleichungssystem,
oder man geht von bekannten Lagrangedichten aus und erweitert diese, um zu ei-
nem dquivalenten Satz von Gleichungen zu gelangen. Dazu finden sich Arbeiten bei
Clebsch (1857, 1859), Bateman (1929), Lin (1963), sowie bei Seliger und Whitham
(1968) mit einer Erweiterung auf linear—elastische Festkorper.

Beispielsweise kann die aus der Mechanik fiir viele (aber bei weitem nicht alle) Sy-
steme zutreffende Merkregel

Lagrangefunktion = kinetische Energie — potentielle Energie
als Ansatz verwendet werden.

Die kinetische Energiedichte ist hier %gvz, statt der potentiellen Energie wird die
elastische Energiedichte oW (o) angesetzt:

1
0= 59112 — oW (o). (2.31)

Man erkennt sofort, dafl die Euler—Lagrange—Gleichungen unbefriedigend sind, denn
sie liefern

oW (e)
do
sv' 1 pu; = 0. (2.33)

So %vQ —~W(o) +o =0 (2.32)

Dieser Ansatz ist deswegen unzureichend, weil weitere Nebenbedingungen erfiillt sein
miissen. So fehlt die Massenerhaltung (2.27), die gleichzeitig einen Zusammenhang
zwischen der Dichte und dem Geschwindigkeitsfeld herstellt, indem durch ev’ die
Massenstromdichte definiert wird. Diese Gleichung kann iiber einen Lagrangemulti-
plikator ® erzwungen werden:

1 . .
= 5@1)2 —oW(o)+ @ (&:Q +v'0;0 + Qaz‘vl) (2.34)

liefert nun folgende Euler-Lagrange—Gleichungen:

5@ : o+ 0;(0v') =0 (2.35)
; 1

oo : 0P+ v'0;P + 51)2 + W(o) + Q@I/gg(g) =0 (2.36)

vt v — 09;® = 0. (2.37)

Dieses Gleichungssystem beschreibt nun eine echte Dynamik einer idealen Fliissigkeit,
die allerdings auf Potentialstromungen beschrédnkt ist, wie aus der Potentialdarstel-
lung (2.37) hervorgeht, sodafl keine wirbelbehafteten Geschwindigkeitsfelder darge-
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stellt werden konnen. Das Wirbelfeld w, das iiber die Rotation® von v definiert wird,
verschwindet wegen

wi = ek, P2 ciikg g = 0. (2.38)

Die G1.(2.36) ist die dynamische Bernoulli-Gleichung fiir Potentialstromungen, wie
man nach Einsetzen von p(p) und v* sehen kann:

O + % (V®)? + W(p) + ==~ = 0. (2.39)

Wie 1483t sich nun die Einschrinkung auf Potentialstromungen umgehen? Die Idee von
Lin (1963) war es, die substantielle Mitfiihrung der Lagrangen Koordinaten X(z,t),
also moglicher Markierungen, die als im Volumen angebracht zu denken sind, mitzu-
nehmen:

1 . . . . .
l = 5@1}2 —oW(o)+ @ ((9,:@ +v'0;0 + Q@iv’) — 00y (BtXl + vjﬁle) . (2.40)

Das Vorzeichen und der Faktor ¢ vor dem Lagrangemultiplikator sind Konvention.
Allerdings ist der Faktor ¢ hier physikalisch sinnvoll, da diese Nebenbedingung nur
dort Sinn macht, wo die Dichte der Fliissigkeit nicht verschwindet.

Variation nach der Geschwindigkeit fithrt nun zu der Potentialdarstellung

v = 0;® + a0, X7, (2.41)
die auch wirbelbehaftete Geschwindigkeitsfelder moglich macht:

w' = e*9u, = €9%9;0,0, X" # 0. (2.42)

Es stellt sich nun die Frage, wie viele Potentiale mindestens notig sind, um eine zu
den Eulerschen Gleichungen édquivalente Darstellung zu bekommen. Es kann gezeigt
werden, daf fiinf Potentiale in der Form

v; = 0;® 4+ 10;01 + a20; 02 (2.43)

immer ausreichen.

Mit dem Ansatz von Clebsch (1859),
v = ;P + i, (2.44)

der mit drei Potentialen auskommt, ist eine lokale Darstellung immer moglich?.

3Der hier benutzte vollstandig antisymmetrische Tensor ist bekanntlich definiert iiber

gk = -1 fiir 4, j, k = ungerade Permutation von 1, 2,3

1 fiir 4, j, k = gerade Permutation von 1,2, 3
0 sonst.
4Es gibt Vektorfelder, die mit dem Clebsch-Ansatz global nicht darstellbar sind (vergleiche dazu
Moffat (1969)). Dies sind insbesondere solche Vektorfelder, deren Feldlinien in einem Volumen Knoten
bilden (man denke hier z.B. an ineinander verschlungene Ringe wie bei den bekannten Olympischen
Ringen).
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Die Lagrangedichte fiir die ideale Fliissigkeit lautet nun:

1 . . .
= 591)2 —oW(o)+ @ (Gtg +v'0;0 + Qaﬂ)z) — o« (ékﬂ + v](?jﬂ) ) (2.45)

Nach Abziehen einer Viererdivergenz 9 (o®)+0; (gvitﬁ), die an den Euler-Lagrange—
Gleichungen nichts &ndert, erhélt man die Lagrangedichte fiir die ideale Fliissigkeit:

1
(= <D§“>q> +aD"B - 0 W(g)> , (2.46)

mit der Abkiirzung fiir die substantielle Zeitableitung
D) = 8, + v'8;. (2.47)

In dieser Darstellung wurde das Geschwindigkeitsfeld v immer explizit als Variable
gefithrt. Wenn die Potentialdarstellung von v’ jedoch in die Lagrangedichte eingesetzt
wird, erhélt man eine Darstellung mit nur vier Gréfen: den drei Clebsch—Potentialen
und der Massendichte:

P=—o (acb 0B+ 1 (00 + 000 + W<g>) . (2.48)

In komplexeren Situationen mufl man jedoch mit verallgemeinerten Potentialdarstel-
lungen fiir das Stromungsfeld arbeiten, die nicht immer explizit nach v’ auflosbar
sind. Aulerdem konnen sich durch Einsetzen der Potentialform Lagrangedichten mit
Ableitungen zweiten oder hoheren Grades ergeben, wenn bereits Ableitungen der
Geschwindigkeit vorhanden waren. Daher wird auch hier schon das Geschwindig-
keitsfeld immer als eigensténdige Variable mitgenommen. Auch fiir verallgemeinerte
Potentialdarstellungen gilt aber, dafl Variation nach dem Geschwindigkeitsfeld die
Potentialdarstellung als Euler—Lagrange—Gleichung zur Folge hat.

2.2 Nichteuklidische Geometrie

Die Beschreibung des elastischen Einkristalls mit Versetzungen wird mit Hilfe der
nichteuklidischen Differentialgeometrie aufgebaut. Dazu sollen hier die wesentlichen
Grundbegriffe zusammengefafit werden, die im weiteren Verlauf eine Rolle spielen.
Insbesondere werden die Objekte der nichteuklidischen Geometrie definiert. Eine
ausfiihrliche Betrachtung findet man z.B. bei Schouten (1954, 1989), Anthony (1974)
oder Eringen (1971).

2.2.1 Einfiihrung

In dieser Arbeit werden Tensortransformationen und Basissysteme eine grofie Rolle
spielen. Als Beispiel fiir Tensoren seien Vektoren, also Tensoren erster Stufe, genannt.
Der Vektor® v(x) ist unabhiingig von einem Basissystem und wird deshalb invariant

®Genauer handelt es sich hier um ein Vektorfeld, das im Ort verdnderlich ist. Die hier vorkom-
menden Vektorfelder werden als stetig und hinreichend oft differenzierbar angenommen.
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gegeniiber Basistransformation genannt. Es stellt sich die Frage, wie sich die Kom-
ponenten dieses Vektors beziiglich verschiedener Basissysteme verhalten.

Die physikalische Relevanz erschlieit sich sofort, wenn man bedenkt, dafl alle phy-
sikalischen Groflen und Gesetze in ihrem jeweiligen Giiltigkeitsbereich natiirlich un-
abhéngig von ihrer Darstellung in bestimmten Basissystemen sein miissen.

In zwei lokalen Basissystemen®, die durch ihre Basisvektoren
e;(x) bzw. ey(x) i, =1.3 (2.49)
gegeben sind, 148t sich der Vektor v(x) darstellen als

v(x) = v'(x)ei(x) = v" (x)ey(x). (2.50)

Beide Basissysteme koénnen nun durch eine lokale Basistransformation ineinander
tiberfithrt werden:

ei(x) = A} (z)ey (x), (2.51)
wobei stets
Det|AY| # 0 (2.52)

gilt.

Da diese Transformation eindeutig umkehrbar sein soll, folgen wegen
eir(x) = Al(x)e;(x) (2.53)

mit der Definition der Kehrmatrix Aé, (x) die Reziprozitéitsbedingungen fiir die Trans-
formationsmatrizen:

Al (@) Al (x) = 6 und A7 (z) AL () = 6. (2.54)

2.2.2 Tensoren und Tensordichten
Die Komponenten eines beliebigen Tensors TZZJm transformieren sich gemafl
Th = A AL AL AT (2.55)

Tensordichten hingegen enthalten bei Transformation in ein anderes Basissystem
daneben noch Potenzen J% der Jacobi-Determinante

J := Det|A?| (2.56)

der Transformation. Den Exponenten w nennt man das Gewicht der Tensordichte.

Die Komponenten einer beliebigen Tensordichte vom Gewicht w, bezeichnet mit
(w)

T Zn, transformieren sich gemaf
(w) 4, 1 ; ; ’ / (w)
T = ﬁAg,A;,Ag A (2.57)

SHier wird ein dreidimensionaler Raum angenommen.
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2.2.3 Holonome und anholonome Basissysteme

In globalen Koordinatensystemen kénnen die Basisvektoren der oben benutzten Ba-
sissysteme aus den globalen Koordinaten abgeleitet werden.

Seien z¢ und z? zwei globale Koordinatensysteme, so gilt fiir die Basistransfor-
mation wegen z' = z" (z)

_ oz
T

Die Jacobimatrix der Transformation ist also die gesuchte Transformationsmatrix

ei(x) (z)ey(x). (2.58)

oz

A (z) (2.59)

wobei aus dieser Definition die Integrabilitétseigenschaft der Matrix Af(:c) folgt:
,L‘I 1 'i/ il
A (@) = 3 (aiAj (x) — 0; Al (m)) = 0. (2.60)

Dies bedeutet, dal das Basissystem mit den Basisvektoren e; holonom ist. Es exi-
stiert also, wie angenommen, ein globales Koordinatensystem.

Nimmt man die G1.(2.51) als Transformationsgleichung, ohne auf globalen Koordi-
natensystemen und der Darstellung (2.59) zu bestehen, so sind auch anholonome
Basissysteme a,, moglich (zur besseren Unterscheidung werden anholonome Basis-
systeme mit griechischen Buchstaben als Indexklasse gekennzeichnet). Diese miissen
aber immer auf einem holonomen Hintergrund definiert werden:

a.(x) = Al (x)e;(x). (2.61)
Die Matrizen Af(zx) erfiillen jetzt nicht mehr die Integrabilititsbedingung” (2.60):
A AT # 0. (2.62)

Das bedeutet, dafl kein globales Koordinatensystem x" existiert. Dies hat weiterhin
zur Folge, dafl partielle Ableitungen der Form agﬁ nicht existieren. Der Operator
0, wird daher iiber die anholonome Transformation als anholonome Ableitung
definiert:

D = ALD;. (2.63)

2.2.4 Die geometrischen Objekte der nichteuklidischen Geometrie
Metrik

Die Metrik g;;j(x) fithrt eine Mafibestimmung in die Geometrie ein. Die Lénge ds
eines Wegelements dz? wird iiber

ds® = g;;da‘da? (2.64)

"Die Argumente der Felder werden im folgenden weggelassen, um die Lesbarkeit zu verbessern.
Aus dem Zusammenhang geht immer hervor, welche Grofien Feldgréfien sind und von « abhéngen.
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definiert. Es ist wichtig zu betonen, dafl die Metrik ein Tensor ist und auch in anho-
lonomen Systemen definiert werden kann:

gex = ALAL gij, (2.65)
sodaf} ebenfalls gilt:
ds? := gondaz™da?. (2.66)

Die Wegelemente sind dann allerdings keine vollsténdigen Differentiale, sondern ana-
log zur partiellen Ableitung via

dz® := A¥da’ (2.67)

definiert.

In euklidischen Systemen kann die Metrik immer in der einfachen Form
gij = 6 (2.68)

geschrieben werden, es mufl lediglich ein passendes Basissystem gefunden werden.
Dabei bezeichnet §;; das sog. Kronecker-Symbol:

1 fiiri=j,
0ij '_{ 0 sonst. (2.69)

In nicht—euklidischen Systemen ist die Transformation der Metrik auf diese Form
nicht immer moglich. In Systemen, in denen beispielsweise die Torsion (siche un-
ten) nicht verschwindet, kann nur ein passendes anholonomes Basissystem gefunden
werden, in dem dies moglich ist.

Durch Einfiihrung der anholonomen Basen hat man also die Méglichkeit, die Metrik,
die anschaulich Lingen und Winkel in einem System definiert® global auf die einfache
Form (2.68) zu bringen.

Konnexion
Neben Langen und Winkeln spielt die Parallelverschiebung in der nicht—euklidischen
Geometrie eine entscheidende Rolle. Dabei stellt sich die Frage, wie sich die Kompo-

nenten v* eines Vektors #ndern, wenn er um ein Wegelement da? verschoben wird:
In krummlinigen Koordinatensystemen #&ndern sie sich geméf

do® = —F%(m)vj(:c)da:i (2.70)

(die ausfiihrlichen Betrachtungen finden sich in Schouten (1954)).

8Speziell der rechte Winkel, also Orthogonalitit zwischen zwei Vektoren, ist definiert durch
gi;v'u’ = 0.
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Die Grofle Ffj ist ein geometrisches Objekt, das Konnexion genannt wird. Wihrend

sich jedoch v* und dz’ jeweils wie Komponenten eines Tensors transformieren, gilt
fiir die Konnexion bei einem Ubergang in ein anderes Koordinatensystem:

T8 = AL AL AR T + A 0, AL, (2.71)

Dies hat insbesondere zur Folge, dafi die Konnexion bei ortsabhingigen Transfor-
mationen in einem System verschwinden kann, in einem anderen hingegen von null
verschieden ist. Im Gegensatz dazu ist ein Tensor in allen Systemen gleichermaflen
null, wenn er in einem verschwindet.

Die Definition der Konnexion und ihres Transformationsverhaltens ist fiir holono-
me und anholonome Basen identisch. Man mufl gegebenenfalls darauf achten, die
anholonome Ableitung wie oben definiert einzufiihren.

Eine Besonderheit stellt die Konnexion dar, die global in einem Basissystem ver-
schwindet:

I =0. (2.72)

Dies entspricht einer Parallelverschiebung, wie man sie aus euklidischen Systemen
gewohnt ist. In nicht—euklidischen Systemen kann die Konnexion global durch Wahl
einer geeigneten Basis verschwinden und gleichzeitig die Metrik die einfache Form
(2.68) annehmen, wenn anholonome Basissysteme dazu herangezogen werden.

Diese speziellen Basissysteme nennt man naturalisierende Basen, da dort Kon-
nexion oder Metrik ihre natiirliche bzw. einfachste Form annehmen. Die gleichzeiti-
ge Naturalisierung von Metrik und Konnexion funktioniert jedoch nur, solange der
Riemann—Christoffel-Tensor

Rijh =2 (0,Th, + T, ) " (2.73)

ij

der iiber die Konnexion definiert ist, identisch verschwindet (vgl. Anthony (1970a),
Schouten (1954, 1989)).

Mit Hilfe von (2.70) wird weiterhin die kovariante Ableitung beziiglich der Git-
terkonnexion I' eingefiihrt, die sich im Gegensatz zur partiellen Ableitung wie ein
Tensor transformiert. Fiir einen Tensor beliebiger Stufe lautet sie:

()
Vi T = 0Ty + Ty TH™ + TR 4 — DD — Th T — (2.74)

Anholonomes Objekt

Wie bereits gezeigt, gilt die Integrabilitdtsbedingung (2.60) nicht, wenn von holono-
men zu anholonomen Basissystemen iibergegangen wird. Es wird nun ein weiteres
geometrisches Objekt (welches ebenfalls kein Tensor ist) definiert, das ein Maf fiir
die Anholonomitét ist.

Bezeichnenderweise nennt man es anholonomes Objekt:

QF = ALAL O AL, (2.75)

7]
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Es ist klar, daf3 ein Erfiillen der Integrabilitdtsbedingungen wegen der Antisymmetrie
in ¢ und j auch ein Verschwinden des anholonomen Objektes zur Folge hat.

Torsion

In holonomen Systemen wird die Torsion als antisymmetrischer Teil der Konnexion
definiert:

k ._ 1k

Die Torsion ist ein Tensor, auch wenn die Konnexion dies nicht ist. In anholono-
men Systemen mufl diese Definition korrigiert werden, da das anholonome Objekt

hier nicht verschwindet. Die vollstdndige Definition der Torsion in holonomen und
anholonomen Basissystemen lautet:

k ._ 1k k

Es ist leicht zu sehen, dafi diese Korrektur nétig ist, wenn man bedenkt, daf es in
anholonomen Basissystemen mdglich sein kann, I'}j,, = 0 zu erhalten. Da die Torsion

aber ein Tensor ist, darf sie im anholonomen System nicht verschwinden, wenn sie
im holonomen System von null verschieden ist.

2.2.5 Substantielle Mitfiihrung materieller Objekte

Da in dieser Arbeit Fliissigkeiten als Basis der Modellierung herangezogen werden,
spielt die substantielle Mitfithrung von Objekten eine entscheidende Rolle. Fiir skalare
Funktionen wurde bereits davon Gebrauch gemacht. Die substantielle Ableitung eines
Skalarfeldes s(x,t) beziiglich des Geschwindigkeitsfeldes v* ist iiber

D s(a?, 1) = (8, + o/ (a,£)0;) s(a, 1) (2.78)

definiert. Substantielle Mitfithrung bedeutet, dafl sich das Skalarfeld nicht #ndert,
wenn man es relativ zum Stromungsfeld v’ betrachtet. Also gilt hierfiir:

ng)s(xi,t) = 0. (2.79)

Dies ist folgendermaflen zu sehen:

Wenn sich das Skalarfeld mit der Fliissigkeit um eine kleine Wegstrecke da? = vidt
bewegt, so hat es dort den gleichen Funktionswert wie vorher:

s(x' 4+ v'dt, t + dt) = s(2',t). (2.80)
Entwickelt man nun nach Termen in dz’ und dt¢ bis zur ersten Ordnung, so folgt:

s(x' 4 v'dt, t+ dt) = s(2',t) + ys(a’, t)dt + 9js(a’, t)v! dt + O(dt?), (2.81)
woraus sich fiir d¢ — 0 mit G1.(2.80) sofort

Os(z',t) +v19s(x", 1) = 0 (2.82)
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V' (x+et)dt

e (x) € (x-+vdt t+dt)

vi(x,f)dt

Abbildung 2.1: Verschiebung des Vektors e’ im Stromungsfeld v.

ergibt.

Fiir Tensoren hoherer Ordnung jedoch geniigt es nicht, nur die Funktionswerte zu
vergleichen, sondern man muf — bei Vektoren zum Beispiel — Anderungen der Rich-
tung betrachten. Anschaulich, wenn auch nicht mathematisch korrekt, kann man sich
ein langliches Stiick Holz auf einer Wasseroberflache vorstellen. Das Holzstiick wird
sich drehen, wenn das Wasser einen Geschwindigkeitgradienten in Richtung seiner
Léngsachse besitzt.

Fiir ein Vektorfeld gilt somit, dafl nach einer Translation um dz’ = v'dt das ent-
standene Vektorfeld gleich dem urspriinglichen ist, wobei allerdings eine mogliche
Drehung des Vektors noch beriicksichtigt werden mu$.

In der Skizze (2.1) ist angedeutet, dafl sich der Vektor e’ folgendermafien in der Zeit
dt verdndert. Es gilt:

e(x’ 4 vldt,t + dt) = e'(a,t) + v’ (z' + b, t)dt — vl (2?, t)dt. (2.83)
Nach linearer Entwicklung folgt nun

(Ope’ (", t) + 7 (2", 1)0;¢" (", 1)) dt = 90" (2", )€l (2, t)dt (2.84)
und damit? im linearen Anteil:

D, e" := 0" +1v70e" — e?0;0v" = 0. (2.85)

Ist e’ ein Einheitsvektor, so ergibt sich ein beliebiger Vektor u! = ue’ nach Multi-

plikation mit einem Skalar u, und da bei substantieller Mitfiihrung ng)u = 0 ist,

folgt:

L ) . L )

D"yt = ' D" u + uD{Me’ = 0. (2.86)
oder entsprechend zusammengefafit

L . . . . . .
ng)uz = O’ + v/ 0ju’ — 00" (2.87)

9Dies ist nur eine anschauliche Herleitung, eine genaue Formulierung findet sich bei Schouten
(1954,1989)
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Fiir einen kovarianten Vektor gilt (ohne Herleitung):
£ () . .
D; u; = Oyu; + vjaju,- + ujf)ivj. (288)

L
Die Ableitung D§U) heit zeitliche Lie-Ableitung'® beziiglich des Vektorfeldes v,
und kann fiir Tensoren beliebiger Varianz und beliebiger Stufe definiert werden. All-
gemein gilt:

L
DY T = 9Tl RO T 4 T 0k + T 000
— T ghvl — T gp0™ — .. (2.89)

0Der Zusatz zeitlich ist wichtig, da die Bezeichnung Lie-Ableitung in der Literatur nur fiir den
rdumlichen Anteil dieses Ausdrucks gebraucht wird.






Kapitel

Plastizitatstheorie

In diesem Kapitel wird eine Theorie der plastischen Deformation von Einkristallen
im Lagrangeformalismus aufgebaut. Dazu gehtrt zum einen die Beschreibung des
Hintergrundmediums durch das verallgemeinerte Cosserat—Kontinuum.

Zum anderen werden hier die Subkontinua der Versetzungsklassen eingefiihrt, da
die plastische Deformation von Kristallen auf Versetzungsbewegungen zuriickgefiihrt
werden kann, die durch eine nach Klassen differenzierte Beschreibung berticksichtigt
werden sollen.

Die in diesem Abschnitt beschriebene Theorie ist zunéichst noch nicht—dissipativ:
Die Versetzungen koénnen sich im Kristall bewegen, ohne dafl mechanische Energie
dissipiert wird.

Am Ende dieses Kapitels werden Losungen der entstehenden Gleichungen vorge-
stellt, wobei ein dissipativer Term in den Bewegungsgleichungen der Versetzungen
nachtréglich in die linearisierten Gleichungen integriert wird. Ansétze zur komplet-
ten Integration der Dissipation im Rahmen des Lagrangeformalismus finden sich im
Kapitel 4.

3.1 Verallgemeinertes Cosserat—Kontinuum

Das verallgemeinerte Cosserat—Kontinuum bildet die Grundlage der hier aufgebauten
Theorie: Es beschreibt das elastische Hintergrundmedium, in das die Versetzungsklas-
sen eingebettet werden. Daher soll hier eine kurze Einfithrung in die Theorie und die
verwendeten Groflen gegeben werden. Diese sind insbesondere die Tensoren der elasti-
schen Deformation und der Hyperdeformation sowie der Versetzungsdichtetensor. Au-
Berdem werden wichtige Definitionen und Rechenregeln, die das Cosserat—Kontinuum
betreffen, zusammengefaft.

3.1.1 Ubersicht

Das klassische Cosserat-Kontinuum geht auf Ideen der Gebriider Cosserat (1909)
zuriick, die die Elastizitétstheorie eines flaichenhaften Punktkontinuums (Membran)
auf die Dynamik von eingebetteten starren Dreibeinen zuriickfiihrten (siehe dazu auch

23
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung von Molekiilen eines Fliissigkristalls mit einer
Vorzugsachse n.

Giinther (1958)). Dadurch wurde es moglich, neben Verschiebungen auch Drehungen
von Volumenelementen relativ zueinander zu beschreiben, sodafl neben Kraftspan-
nungen auch Momentenspannungen beschrieben werden konnten.

Eine Erweiterung dieses Konzeptes ist das sogenannte verallgemeinerte Cosserat—
Kontinuum, bei dem Felder von deformierbaren Cosserat—Vektoren in ein dreidi-
mensionales Kontinuum eingebettet werden. (Néheres findet man bei Kréner (1968),
Anthony (1974).) Dadurch erhélt man zusétzliche Freiheitsgrade fiir das System, denn
fiir jeden Cosserat—Vektor kommen drei neue Freiheitsgrade hinzu.

In den Abb. 3.1 und 3.2 werden zwei Strukturen skizziert, die mit diesen zusétzlichen
Freiheitsgraden beschrieben werden kénnen:

Nematische Fliissigkristalle

Fiir die Beschreibung eines nematischen Fliissigkristalls ist ein normiertes Vektor-
feld n(x,t) (siche Bild 3.1) als verallgemeinerter Cosserat—Freiheitsgrad anzusehen.
Dieses Vektorfeld reprisentiert die Richtung von linglichen Molekiilen in einem ne-
matischen Fliissigkristall und 148t eine Beschreibung der richtungsabhéngigen Wech-
selwirkung dieser Molekiile zu, sofern sich diese Richtung von Molekiil zu Molekiil
nur wenig dndert. Mit Hilfe dieses Vektorfeldes lassen sich die fiir nematische Fliissig-
kristalle relevanten Grofien beschreiben (siehe dazu auch: DeGennes (1974), Landau,
Lifschitz (1991)):

e bend (Léngsbiegung) definiert durch n x (rot n),
e twist (Torsion) definiert durch n - (rot n),

e splay (Querbiegung) definiert durch div - n.
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Abbildung 3.2: Skizze eines Bravais—Gitters mit den Cosserat—Vektoren ay.

Einkristalle

Fiir die Beschreibung von Kristallen kénnen die primitiven Gittervektoren als Cos-
serat—Vektoren definiert werden, d.h. es existieren drei unabhéngige Vektorfelder

a.(x,t), k=1.3, (3.1)

die die Struktur des Kristalls reprisentieren.

In Bild 3.2 wird ein Bravaisgitter skizziert, dal einen monoatomaren Punktkristall
beschreibt. Durch das dargestellte Vektor—Dreibein a, sind drei orientierte Vektoren
gegeben, die die méglichen Deformationen des Kristalls beschreiben®. In der Feld-
theorie werden diese Vektoren zu den Vektorfeldern des Cosserat—Kontinuums.

Im Gegensatz zum klassischen Cosserat-Kontinuum sollen diese Vektorfelder (die
weiterhin kurz als Vektoren bezeichnet werden) nun deformierbar sein, d.h. sie sind
in ihren Langen und Winkeln zueinander verdnderlich. Damit enthalten diese verall-
gemeinerten Cosserat—Vektoren 3 x 3 = 9 Freiheitsgrade. Diese drei Vektoren werden
nun in eine Differentialgeometrie eingebettet. Dazu werden sie als Basisvektoren
betrachtet, die das Gitter- oder Kristallsystem definieren.

Damit hat man es genaugenommen mit zwei Geometrien zu tun:

Die Geometrie der Cosserat—Vektoren definiert das Gitter und die Kristallzusam-
menhénge und ist damit mit den physikalischen Strukturen verkniipft. Wenn Ver-
setzungen im Kristall vorhanden sind, miissen sich diese in der Beschreibung dieser
Geometrie wiederfinden, die daher Gitter— oder auch innere Geometrie genannt
wird. Die Bezeichnung innere Geometrie zielt auf die Vorstellung eines Gitterwesens

'Eigentlich hat man es mit einem Vektor 6-Stern zu tun. Da jedoch zumindest in linearer Niherung
entgegengesetzte Vektoren gleiche Richtungen und Léngen haben, sind diese hier nicht beriicksich-
tigt. Bei der Frage nach Symmetrieoperationen mufl aber der volle 6-Stern betrachtet werden: Zum
Beispiel darf bei Inversion der Vektoren keine Anderung der Energie geschehen, wenn der Kristall
ein Inversionszentrum besitzt.
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ab, das als imaginéires Wesen im Inneren des Kristalls leben wiirde und die Git-
tervektoren als Basisvektoren seiner Geometrie ansidhe. Es wire nicht in der Lage,
elastische Deformationen zu erkennen, da diese nur im Vergleich mit einer zweiten,
duleren Geometrie zu erkennen sind.

Diese zweite, sog. Labor— oder duflere Geometrie, ist verkniipft mit dem Stand-
punkt des Beobachters oder eines Labors: Der Kristall wird von auflen betrachtet.
Diese Geometrie ist euklidisch. Es ist sinnvoll, das duflere Basissystem an die Kristall-
symmetrie des idealen ungestorten Kristalls anzupassen, was im néchsten Abschnitt
erlautert wird.

3.1.2 Aufbau der Cosserat—Geometrie

Wie bereits angedeutet kann ein imaginéres Gitterwesen keine elastischen Deforma-
tionen messen, wenn es nur das innere Basissystem a, zur Verfiigung hat. Es befindet
sich aus seiner Sicht in einem nichtdeformierten System.

Ein duflerer Beobachter sieht jedoch die Verdnderungen der Cosserat—Vektoren re-
lativ zu seinem é#uBeren Basissystem und kann diese Anderungen mit Deformatio-
nen in Zusammenhang bringen. Voraussetzung ist dabei, dafl die Basisvektoren des
undeformierten, idealen Kristalls mit den Basisvektoren des Laborsystems iiberein-
stimmen. Die Transformation aus dem inneren in das duflere System soll also fiir den
ungestorten Kristall die Einheitstransformation sein. Fiir die Basisvektoren gilt der
Zusammenhang

a, = ALe; (3.2)
sowie die Umkehrung
e, = Afa,. (3:3)

Es gelten die Reziprozitédtsbeziehungen

ALAY =g (3.4)
und
AL AL = 8% (3.5)

aufgrund der Umkehrbarkeit der Transformationen.

Da die e; fest an das Laborsystem gekoppelt sind, sind die Transformationsmatrizen
A% als Koordinaten (i) des Cosserat—Vektors mit der Nummer (x) zu deuten. Kennt
man die Grofien A%, so sind dadurch die Cosserat—Vektoren a, eindeutig festgelegt.
Auch wenn der Sprachgebrauch nicht ganz korrekt ist, werden die Gréfien A° der
Einfachheit halber als Cosserat—Vektoren bezeichnet.

Die Groflen AF, die zu der reziproken Transformation gehéren, werden kurz als rezi-
proke Cosserat—Vektoren bezeichnet.
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Da die A%, und A miteinander iiber die G1.(3.4) und (3.5) zusammenhiingen, reicht
eine dieser beiden als unabhéngige Grofle aus, um Kristalldeformationen zu beschrei-
ben. In dieser Arbeit werden die reziproken Transformationen Af als primére Variable
benutzt. Im idealen Kristall lassen sie sich ndmlich gerade aus den Ableitungen der
inneren Koordinaten X" (x) iitber AF = 0; X" definieren (diese inneren Koordinaten
existieren jedoch nicht global, wenn Versetzungen vorhanden sind). Sie werden eben-
falls meist kurz als Cosserat—Vektoren bezeichnet, auch wenn es sich eigentlich um die
reziproken Transformationsmatrizen handelt. Bei dem vereinfachten Sprachgebrauch
wird durch die Gleichungen immer deutlich, welche Gréflen beschrieben werden.

Die Gittermetrik

Der innere Standpunkt des Gitterwesens kommt in der geometrischen Beschreibung
dadurch zum Ausdruck, dafi die Metrik, die in diesem Gittersystem definiert wird,
die Einheitsmetrik ist, bzw. durch Wahl eines geeigneten Basissystems immer zur
Einheitsmetrik transformiert werden kann und unverdnderlich aus der inneren Sicht
des Gitterwesens ist.

Die mit a,. bezeichnete Gittermetrik wird also zu
Q) - — (Sm\ (3.6)

im inneren System, welches durchgehend mit griechischen Indizes bezeichnet wird?.

Es kann giinstiger sein, eine andere Metrik fiir das Gittersystem zu wihlen, wenn man
die Cosserat—Vektoren iiber die primitiven Gittervektoren eines Bravaisgitters defi-
niert. Dann sollte die Metrik des dufleren Systems daran angepafit werden, damit im
Falle verschwindender Deformationen der elastische Deformationstensor verschwin-
det (siehe folgender Abschnitt). Da die Gittermetrik aber immer auf die Form (3.6)
gebracht werden kann, wird diese Form i.a. vorausgesetzt.

Der elastische Deformationstensor

Elastische Deformationen &ndern Léngen— und Winkelverhéltnisse der Gittervekto-
ren aus der Sicht des dufleren Beobachters. Da Lingen— und Winkelverhiltnisse in
die Metrik eingehen, ist diese die geeignete Gréfie, um elastische Deformationen zu
beschreiben. Die Differenz zwischen der konstanten Gittermetrik a, und der dufle-
ren Metrik g;; des Laborssystems, die mit der Gittermetrik des ungestorten Kristalls
identisch ist, ist damit ein Maf fiir die elastische Deformation. Die Gittermetrik mufl
allerdings noch in das Laborsystem transformiert werden, damit beide Groéfien in
demselben System verglichen werden. Dies fithrt zu der Definition des elastischen
Deformationstensors?® (auch elastischer Verzerrungstensor genannt):

1 1 ) .1 .
eij = 5 (Gij - gij) = 5 (aAﬁAi Ag\ — gij) = 5 <5l€)\Ai A;‘ — (51]) . (37)

2Da das Gittersystem anholonom ist, wenn Versetzungen vorhanden sind, ist diese Konvention
konsistent mit der in Abschnitt 2.2.3 getroffenen.

3Siehe dazu auch Kréner (1958), Anthony (1970a,b). Das Zeichen = bedeutet, dal diese Gleichung
nur in dem Basissystem gilt, wo die Metrik die Einheitsmatrix ist.
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Abbildung 3.3: Vektoren im Gitter bei Anwesenheit einer Versetzung: Im Gittersystem sind
die griinen Vektoren orthonormiert, die blauen entlang der Kurven C bzw. C’ parallel verscho-
ben. Die roten Linien deuten Koordinatenlinien an, die wegen der Versetzung unterbrochen
sein kénnen und damit nicht global existieren.

Dies setzt voraus, dafl im Fall verschwindender Deformationen die Metriken gleich
sind. Dies geschieht wie oben angesprochen durch eine Anpassung der d&ufleren Metrik
gij an das ungestorte Gittersystem, in diesem Fall durch g;; = 9;;.

Der Hyperdeformationstensor

Neben den Metriken ist sowohl das Gitter— als auch das Laborsystem mit Konne-
xionen versehen, die die Parallelverschiebung definieren. Die Konnexion des dufleren
Systems? gf- verschwindet. Dies kann in einer euklidischen Geometrie (und eine solche

J
ist die Geometrie des ungestorten Kristalls) immer erreicht werden:

gy =0. (3.8)

Es stellt sich nun die Frage, wie ein imagindres Wesen im Gittersystem parallele
Verschiebungen mifit. Mit den Aussagen aus Abschnitt 2.2.4 kann unter Beriick-
sichtigung der dort gemachten Einschrinkungen (insbesondere das Verschwinden des
Riemann—Christoffel-Tensors), immer ein Basissystem gefunden werden, in dem ne-
ben der Naturalisierung der Metrik (3.6) auch

I, =0 (3.9)

gilt, d.h. auch die Konnexion kann naturalisiert werden. Fiir ein Gitterwesen bedeutet
das: Die euklidische Parallelverschiebung gilt, selbst wenn Versetzungen anwesend
sind.

In Abb. 3.3 wird dies angedeutet. Fiir die innere Sicht sind die blauen Vektoren a, a’
und a”, die entlang der Linien C' und C’ verschoben werden, parallel. Dabei hingt

“Die gleichzeitige Verwendung des Buchstabens ¢ fiir die Konnexion des Laborsystems fiihrt zu
keiner Verwechslung mit der Metrik g;;, da die Konnexion dreifach indiziert ist.
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die Parallelitét nicht vom Verlauf des Weges (C oder C’) ab, obwohl eine Versetzung
vorhanden ist.

Voraussetzung fiir die Giiltigkeit von Gleichung (3.9) in Gittern mit Versetzungen ist
jedoch ein anholonomes Basissystem, das heifft, die Transformationen zwischen den
beiden Geometrien sind nicht integrabel, der einfache Zusammenhang

oX*r
Al = _
! ozt

(3.10)

gilt nicht mehr, denn es existiert kein globales inneres Koordinatensystem X*. Auch
dies kann in Abb. 3.3 veranschaulicht werden®: Eine Koordinatenlinie (rot markiert)
bricht an der Versetzung ab. Zudem werden Koordinatenlinien durchschnitten, wenn
die Versetzung gleitet. Es ist also nicht moglich, ein globales inneres Koordinatensy-
stem anzugeben, ebensowenig ein lokales, welches nicht durch Versetzungsbewegung
zerschnitten werden konnte.

Durch das anholonome Basissystem wird allerdings das in GI1.(2.75) definierte anho-
Ionome Objekt von null verschieden sein:

Q, = AL AL A # 0. (3.11)

Nun koénnen die Konnexionen miteinander verglichen werden. Zwar kann in jeder
der beiden Geometrien die jeweilige Konnexion verschwinden. Um sie zu vergleichen,
muf jedoch eine der beiden in das jeweils andere System transformiert werden. Da
Konnexionen keine Tensoren sind und ein anderes Transformationsverhalten haben,
bleiben sie bei dieser Transformation nicht null.

Der Vergleich liefert eine Grofle, die mit den Ableitungen der Cosserat—Vektoren
verkniipft ist. Sie wird Hyperdeformationstensor genannt:

hif = T5 — gl (3.12)

Obwohl hier zwei geometrische Objekte in Zusammenhang gebracht werden, die kein
tensorielles Transformationsverhalten zeigen, ist ihre Differenz ein Tensor, denn es
gilt:

o _ n n
hm)\ - FK}\ ~ 9k

COLID - _ gi ad Atigh + A7 AT 0, A

w
0

(3.8)

= AL AL O AL (3.13)

Wegen GI1.(2.71) und (3.8) gilt aber auch

hif =Tj; = AL0;AY (3.14)

5Es sei darauf hingewiesen, daf8 hier nur diskrete Abbildungen gemacht werden kénnen, wobei die
Vektoren als lokale Repriasentanten der Cosserat—Felder aufgefafit werden miissen. Die Felder sind
kontinuierlich, sie sind insbesondere auch als stetig differenzierbar angenommen.
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und damit
hho = ALALOAY
(254) ;i . ko v
=7 ALALALAROAY
= ALA AR (3.15)

was als echte Tensortransformation erkennbar ist.

Die Massendichte p

Die Massendichte des Kristalls ist nicht konstant, sondern hingt von den Deforma-
tionen ab. Im inneren System wird jedoch immer die Referenzdichte gy gemessen.
Es stellt sich die Frage, wie sich diese Gréfie beim Ubergang in das duflere System
verhélt.

Dazu betrachte man in Bild 3.2 das Volumen, dafl von einem Cosserat—Dreibein
aufgespannt wird. Es wird durch das Spatprodukt

V.= 5“)‘“a,<aAaM (3.16)

gegeben, wahrend die Basisvektoren im &dufleren System ein Referenzvolumen iiber
das Spatprodukt

Vo = emereen, (3.17)

definieren.

Beide Groflien hiangen iiber
A
vV = "%agaya,

(3:2)
o s”A“AﬁAl/\ATekelem

G20 (Det| L)) ! Mmeseren

= (Det|4F) ™' Vo (3.18)
zusammen, da ™ sich wie eine Tensordichte vom Gewicht (41) transformiert.

Mit der zu dem Referenzvolumen Vi gehorenden Referenzmasse M ist die Referenz-
dichte gegeben durch

Py— MO
00 = e
Sie definiert die konstante Dichte des idealen Kristalls.

(3.19)

Im deformierten System hingegen spannen die Vektoren ein verédndertes Volumen V
auf, das aber die gleiche Referenzmasse My enthélt. Damit wird die Massendichte des
deformierten Kristalls zu

My 3. .
-2 (3181(3:19) ) Det| AL, (3.20)

Sie ist daher eine skalare Dichte vom Gewicht (4+1) und iiber die Referenzdichte des
idealen Kristalls und die Determinante der reziproken Cosserat—Vektoren definiert.

o:
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Der Versetzungsdichtetensor

Die Torsion ist ein Tensor und damit eine basisunabhéngige Grofle. Sie 1d8t sich mit
Versetzungsverteilungen im Kristall verkniipfen (Kroner (1958), Bilby, Smith (1956)).

Die Torsion ist damit ein Maf fiir die Anwesenheit von Versetzungen. Diese erzeugen
— im Bild der Cosserat—Vektoren gesprochen — eine nicht—verschwindende Anholo-
nomitéit der Cosserat—Vektoren, die gerade identisch mit der Torsion ist, und somit
Deformationen als Reaktion auf diese Abweichungen von der Ideal-Struktur aufwei-
sen werden. Mit einem Materialgesetz werden diese Deformationen mit Spannungen
verkniipft, die Kréner (1958) Eigenspannungen nannte.

Die Definition des Versetzungsdichtetensors iiber die Torsion lautet mit G1.(2.77)
im dufleren System

a;f =S = A’,ja[iA;?] (3.21)

bzw. im Gittersystem

apy = Spn = AL AL, A (3.22)
Oftmals wird statt des dreistufigen Tensors die zweistufige Tensordichte® vom Ge-
wicht (41) verwendet, die man nach Uberschieben mit dem e-Tensor (genauer: Ten-
sordichte) erhélt:

all = Eijka'j',i = kg AR AL (3.23)

Da der dreistufige Versetzungsdichtetensor in den unteren beiden Indizes antisymme-
trisch ist, geht durch diesen Darstellungswechsel keine Information verloren, aus der
zweistufigen Tensordichte 148t sich der dreistufige Tensor wiederherstellen:

1 I

ajt = Sejkma™, (3.24)

wie man nach Einsetzen der Definition unter Beriicksichtigung der Identitét
Ejkme" Tt = OL5}] — 8507 (3.25)

leicht verifiziert.

Gleichzeitig definiert die Torsion, welchen SchlieSungsfehler man erhélt, wenn man
versucht, einen Weg in Form eines Parallelogramms um eine Versetzung herum zu
verfolgen:

Im diskreten Fall der Stufenversetzung (Abb. 3.4(a)) sieht man, daf§ in Maflen der
inneren Einheitsléingen das Parallelogramm eine Breite von drei und eine Hohe von
zwel haben sollte, bzw. im Falle der Schraubenversetzung (Abb. 3.4(b)) je vier. Man
erkennt aber, dal beide nicht geschlossen sind, was durch die gestorte Topologie
aufgrund der Versetzung zu erkliren ist. Der SchlieBungsfehler (der hier gerade ein

SAuf die Angabe der Gewichtsindizes wird i.a. verzichtet, es sei denn sie sind fiir die Rechnungen
unentbehrlich.
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Abbildung 3.4: Ein Umlauf um eine Versetzung mit jeweils gleichen Langeneinheiten in
Gitterldngen fiir entgegengesetzte Teilstiicke fithrt zu einem Schliefungsfehler, den man als
Burgersvektor definiert.

Gitterabstand ist), ist der sog. Burgersvektor’ b. Der Torsionstensor und der dar-
aus folgende Versetzungsdichtetensor sind die feldtheoretischen Verallgemeinerungen
dieses diskreten Bildes.

Lineare Elastizitidtstheorie

Der in GI1.(3.7) definierte Deformationstensor ist nichtlinear. Geht man von kleinen
Abweichungen eines ungestorten Zustandes aus, so werden sie linearisiert, indem man
quadratische oder héhere Terme in diesen Abweichungen vernachléssigt.

Der Deformationstensor (3.7) verschwindet, wenn die identische Transformation, ndm-
lich AF = 6f, gewahlt wird. Ebenso verschwindet der Hyperdeformationstensor.

Die linearen Distorsionen 3 sind die Abweichungen von dieser Einheitstransfor-
mation. Sie liefern mit dem Ansatz

AS = 67 4 B (3.26)

nach GI.(3.7) sowie unter Annahme kleiner Distorsionen, d.h. Linearisierung in diesen,
die folgende elastische Deformation:

(e 05 +80) (8 +8}) = 3
(7605 + 305+ 0(5%))

= 3 (Bij + Bji + 0(3%)), (3.27)

[l il A

"Die Orientierung des Burgersvektors ist Konvention. Hier soll b wie in Abb. 3.4(a) definiert
werden, wenn der Linienrichtungsvektor in die Zeichenebene hineinzeigt, sodafl der Umlauf einer
Rechtsschraube entspricht. Gleiches gilt fiir die Schraubenversetzung 3.4(b).
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wobei angenommen wurde, dal die Metriken im Idealzustand durch d;; bzw. 0,
gegeben sind.

Im versetzungsfreien Fall fiihrt dies unter Beriicksichtigung der Kompatibilitét (d.h.
unter Erfiillung der Integrabilitéitsbedingung (2.60)) zum Ansatz

85— (3.28)

wobei u” als Verschiebungsfeld der linearen Elastizitdtstheorie interpretiert werden
kann.

Damit erhélt man den linearen Deformations- (oder auch Verzerrungs-)tensor:
1
eij = 5 (O + Ojui) . (3.29)
Der Hyperdeformationstensor® liefert unter den gleichen Voraussetzungen
hiji = 0;0;uy. (3.30)

Uberschieben mit dem e-Tensor fithrt zur Definition des sog. linearen Struktur-
kriimmungstensors

R = 6mjkhnjk = Gnemjkajuk, (3.31)

der die lokalen Drehungen {iber den antisymmetrischen linearen Drehtensor

1
Wik = 5 (éyuk - 8ku]) (3.32)

enthalt.

Ist hingegen die Integrabilitidtsbedingung (2.60) nicht erfiillt, so 148t sich der lineare
Versetzungsdichtetensor iiber

o'l = £k, Bt (3.33)
einfiihren, wobei
By, = Byio, (3.34)

ist. Die Grolen der linearen Theorie sind also in der Beschreibung des Kristalls im
verallgemeinerten Cosserat—Kontinuum enthalten.

3.1.3 Wichtige Definitionen und Rechenregeln

Die folgenden Gleichungen sind wichtige Beziehungen, die im weiteren Verlauf dieser
Arbeit héufig benutzt werden. Sie sollen daher an dieser Stelle als Ubersicht zusam-
mengefafit werden.

8Der letzte Index wurde mit der Gittermetrik gesenkt.
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e Zusammenhang zwischen Dichte und reziproken Cosserat—Vektoren:

Da die Dichte iiber die Determinante
0 := goDet | AF| (3.35)
definiert ist, folgt daraus fiir das Differential:

ODet | Af|

do:=o0—p"7—

dAf. (3.36)

Die Determinante ist aber gerade die Jacobi-Determinante der Transformation,
die hier immer das Rechtssystem erhalten soll. In Schouten (1954, 1989) findet
man folgenden Zusammenhang:

ODet |A¥|

= Det |AF] AL. )
AT et |A7| A, (3.37)

Die eigentlichen und reziproken Cosserat—Vektoren hiangen also iiber diese Be-
ziehung zusammen, wenn die reziproken Vektoren als unabhingige Freiheits-
grade aufgefafit werden.

Damit ergibt sich:
do := goDet |AF| ALAAY = pALdAS. (3.38)

Zusammenhang zwischen eigentlichen und reziproken Cosserat—Vektoren:
Aus G1.(2.54) folgt das Differential der eigentlichen Cosserat—Vektoren:

N
a(aia)) = o

A j j A 7

dA, = —AJALdA;. (3.39)

Zeitliche Entwicklung der reziproken Cosserat—Vektoren:

Wenn die Cosserat—Vektoren elastische Deformationen beschreiben, werden sie
mit dem Stromungsfeld v des Koérpers substantiell mitgefithrt. Das bedeutet,
daB ihre zeitliche Lie-Ableitung (vgl. (2.89)) verschwindet:

£ ) 1x
D" A% = 0. (3.40)

Hierbei muf beriicksichtigt werden, dafl der Index x die Nummer des reziproken
Cosserat—Vektors bedeutet. Diese dndert sich aber nicht, es wird die Anderung
eines Vektors betrachtet. Daher wirkt die Lie-Ableitung nur auf die lateinischen
Indizes, da die griechischen durchgehend fiir das innere System benutzt werden.

Abweichungen von der substantiellen Mitfiithrung, wie sie bei Versetzungsbewe-
gungen auftreten, werden durch die Gleichung

£ (v)
DY AR = J& (3.41)

definiert, wobei J* den Driftstrom der Cosserat—Vektoren oder kurz Cosse-
rat—Driftstrom relativ zur Bewegung des elastischen Mediums darstellt.



3.1. Verallgemeinertes Cosserat—Kontinuum 35

e Zeitliche Entwicklung der cigentlichen Cosserat—Vektoren:
Aus den GI.(3.39) und (3.41) folgt

L . . L
DAL = —AlALDY A}
= —ALAVT
L) ,
= DAl = —J. (3.42)

e Substantielle Ableitung der Metrik g;;:

Da die Metrik g;; ein Tensor ist, wird die substantielle Mitfithrung ebenfalls
durch die Liesche Zeitableitung bestimmt:

L
ng)gij = (%’ngkj + 8jvkgik = 0yvj + 0jv;. (3.43)

Dies ist gerade der symmetrisierte Geschwindigkeitsgradient.

e Substantielle Ableitung der Konnexion:

Die Konnexion ist kein Tensor, sondern ein geometrisches Objekt. Uber die
zeitliche Entwicklung der Cosserat—Vektoren kann aber auch die zeitliche Ent-
wicklung der Gitterkonnexion bestimmt werden:

L L
DUTE = DY (a454%)
£ c
= D (2,45) AL + 943D AT
£ c

= 0 <D§”)A§°> Al — 9,000 AF AL 4 0,A5D) A

= OJFAL = 0:0;0" — 0, ALY

— 0.0}~ TAROAL — 0,00 A7 AL — 0,45 ALT

= O} —TyJf + ) — 0o

£, )
= DUk = v, JF - g0t (3.44)

@)
wobei V; die in (2.74) eingefiihrte kovariante Ableitung beziiglich der Gitter-
konnexion darstellt.

e Substantielle Ableitung des dreistufigen Versetzungsdichtetensors:

Der dreistufige Versetzungsdichtetensor kann wegen GI.(3.21) auch iiber die
Konnexion definiert werden:

1
ajj =3 (Fka - F?z‘) =Tty (3.45)

Somit folgt fiir dessen substantielle zeitliche Ableitung:

c wl(® . @
Dok, 29 % (vi TV Jf) . (3.46)
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Hier wird klar, dafl der Cosserat—Driftstrom mit dem Driftstrom des Verset-
zungsdichtetensors zusammenhéngt: Die rechte Seite dieser Gleichung gibt an,
wie sich der Versetzungsdichtetensor unabhédngig vom Stromungsfeld v &ndert.
Wenn JF = 0 ist, so wird der Tensor der Versetzungsdichte substantiell mit
dem Hintergrundmedium mitgefiihrt.

e Substantielle Ableitung des c—Tensors:

Der Vollstandigkeit halber wird auch die substantielle Ableitung des vollsténdig
antisymmetrischen e-Tensors angegeben, die dann relevant wird, wenn GI.(3.46)
mit diesem iiberschoben werden soll, um die substantielle Ableitung fiir den
zweistufigen Versetzungsdichtetensor zu erhalten. Nach kurzer Rechnung folgt:

L .. ..
D{giik = _gidkg!, (3.47)

3.2 Der elastisch und plastisch deformierbare Kristall im
Lagrangeformalismus

Nun sollen die geometrischen Betrachtungen in eine feldtheoretische Beschreibung
des Kristalls im Rahmen des Lagrangeformalismus eingebettet werden. Dazu wird
von der idealen Fliissigkeit als Basismodell ausgegangen, in die die Kristallstruktur
durch Hinzunahme der Cosserat—Vektoren eingearbeitet wird.

3.2.1 Aufbau aus der idealen Fliissigkeit

Die Lagrangedichte fiir die ideale Fliissigkeit lautete:

v v 1
(=—p <D§ )® + oDV — U W(Q)) . (3.48)

Nimmt man nun eine innere Struktur des Mediums an, die durch Cosserat—Vektoren
reprasentiert wird, mufl man zum einen deren substantielle Mitfiihrung in Form der
zeitlichen Lie-Ableitung (2.89) beachten, die mittels eines Lagrangemultiplikators®
ot’. in die Lagrangedichte integriert wird.

Zum anderen hingt die Dichte nun von den Cosserat—Vektoren iiber die Beziehung
0 := goDet| A¥| (3.49)

ab, ist also keine unabhéngige Gréfle mehr.

Auf die explizite Mitnahme der Kontinuitétsgleichung wie in Gl1.(2.34) und die Mit-
fithrung der Lagrangen Koordinaten in GI1.(2.40) wird hier verzichtet, da beides
iiber die substantielle Mitfithrung der Cosserat—Vektoren, also die Nebenbedingung

9Das Abspalten der Dichte ¢ geschieht aus rein pragmatischen Griinden zur Vereinfachung der
Variation. Physikalisch macht sie jedoch ebenfalls Sinn, da die Lagrangedichte identisch null wer-
den sollte, wenn die Dichte verschwindet, da ohne materiellen Hintergrund keine Stromung oder
Mitfithrung vorkommen kann.
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L
ng)Af = 0, abgedeckt ist. Damit entfallen die Clebsch—Potentiale, die sich aus diesen
Nebenbedingungen ergaben, ebenfalls.

Man erhélt:
1
6= o) (<5 W (ol

- (L)
+ ot} (Dt Af) . (3.50)

Man beachte, daf§ hier immer noch die Dynamik einer Fliissigkeit beschrieben wird.
Das liegt daran, dal die Energie nur von der Dichte abhéngt. Die Cosserat—Vektoren
schwimmen also frei mit der Stromung mit, ohne elastische Scher—-Spannungen auf-
bauen zu kénnen. Auflerdem ist die Kontinuitédtsgleichung nicht iiber die Variation
0P, sondern iiber

g0 P2 oaigan
CA0 oAl 'O A — 0ALOW AT
(328) —vlalg — g@lvl
= =0 (,Qvl) (3.51)
definiert.

Freie Variation nach allen Feldern liefert:

i E@) e _
ot + oDy 'AF =0 (3.52)
Svt o + otP AT — O, <QtﬁAf> =0 (3.53)
e o 00 (1, OW i@ 4
0A} 94" (21) Wi(o) — o 90 + Dy 7 A]
— 9 (otl) — O (gtf;vk> + ott o’ = 0 (3.54)
Loy, (1 ow
= D"t +4j (—2v2 +W(eo)+ 969> =0. (3.55)

Da hier keine Clebsch—Potentiale mehr verwendet werden, erhélt man eine andere,
verallgemeinerte Darstellung der Geschwindigkeit iiber Gl.(3.53):

1
— _tkg AR = k
v = —ROAT + 0k (gtl) . (3.56)

Der Lagrange-Multiplikator ¢! bestimmt das Geschwindigkeitsfeld, kénnte also als
verallgemeinertes Potential beschrieben werden. Dieser Term weist auch Eichfrei-
heitsgrade auf: Eine Umeichung

th k4 f()AR baw. P — P+ f(t)oF (3.57)

K
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fiilhrt in der Bernoulli-Gleichung zu einem Zusatzterm 0, f ()0, der wie bei dem
Gebrauch der Clebsch—Potentiale (siehe auch Wagner (1997)) bei Anwendung des
Gradienten auf die Bernoulli-Gleichung verschwindet.

Ebenso dndert diese Umeichung nichts an der Geschwindigkeit, denn es gilt:

vi — v + <— F(t) AR, AT + f(t)zaig> 338 0. (3.58)

Die Euler-Lagrange—Gleichungen koénnen nach kurzer Rechnung in die Gleichungen
tiberfithrt werden, die die ideale Fliissigkeit beschreiben:

o+ 9; (ev') =0 (3.59)
oDVv; + 8;p = 0. (3.60)

Die Cosserat—Vektoren agieren hier als interne Variablen, deren Eigenschaften nur
iiber ihre Determinante (die im Wesentlichen die Dichte bestimmt) in die Bewe-
gungsgleichungen eingehen.

Ebenso ist in G1.(3.55) eine verallgemeinerte Bernoulli-Gleichung zu erkennen, die
nun tensoriellen Charakter hat und bei Anwendung der Divergenz 9; auf sie zu der
Fuler—Gleichung fiihrt.

Von der Fliissigkeit zum Festkorper

Die Energie der oben angegebenen Lagrangedichte enthélt keine Scher—Anteile, also
Winkeldnderung der Cosserat—Vektoren. Dies fithrt zu dem Verhalten einer Fliissig-
keit. Im Gegensatz dazu ist ein Festkorper dadurch ausgezeichnet, dafl in ihm Scher-
spannungen existieren. Das bedeutet, dafl die Energie sich bei Scherung des Materials
dndert, und zwar gerade so, dafl die Antwortgrofien auf diese Deformation, die Span-
nungen, zu riicktreibenden Kriften in der Bewegungsgleichung fiir die Geschwindig-
keit fithren: der Korper reagiert elastisch.

In der Lagrangedichte muf} also die Energie durch Abhéingigkeiten von der elastischen
Deformation ergédnzt werden. Der allgemeine Fall wiirde durch eine Energie

W = W (AF,9;AF) (3.61)

beschrieben, wobei hier schon Gradienten der Cosserat—Vektoren als energetisch re-
levant beriicksichtigt sind. Da aber schon Tensoren fiir die elastische Verzerrung und
die Hyperdeformation definiert wurden, konnen diese als energetisch relevante Grofien
herangezogen werden:

W =W (ekl, h;f’) . (3.62)

Ob neben der elastischen auch die Hyperdeformation eine Rolle spielt, h&ingt vom
jeweiligen System ab. Im linearen, versetzungsfreien Fall geht sie in rdumliche Ablei-
tungen des Distorsionstensors iiber und liefert somit nur héhere Ordnungen, die z.B.
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fiir Gradiententheorien zum Tragen kommen kénnen. Bei der Beschreibung von Ver-
setzungen ist der Hyperdeformationstensor jedoch unerlédfilich, da der antisymmetri-
sche Teil den Versetzungsdichtetensor enthélt. Der genaue Zusammenhang wird etwas
spéter deutlich, wenn fiir die elastischen und Versetzungs—Anteile der Energiedichte
ein Ansatz gemacht wird.

Die Dichte p mufl nicht explizit in die Energie iibernommen werden, denn sie héingt
mit der elastischen Deformation zusammen :
(3.7 0\’
Det|2e; + gri| = Det|a,y|Det|Af|Det|A}| = () . (3.63)
0]

Damit lautet der Ansatz fiir die Lagrangedichte:

(= A5 (L2 w (e it

= —o(A7) —5v + €kl, N

. L(U)
+oti (DM A7) . (3.64)

Nach Variation aller Felder erhélt man die Euler-Lagrange-Gleichungen'® fiir den
elastisch deformierbaren Kristall:

svt o ov + gtﬁ@iA? — O (QdiAf) =0 (3.65)
. £y

o, : oD 'AF =0 (3.66)
L) , 1 OW Oe oW Oh;"
SAF - _oDWy _ a4t [ 1,2 _ ki ki
i Tk e “( 2" +W> Q(aeklﬁA;?Jrahﬁ" DAY

oW O\
2 (eong atouam) = e

Diese Gleichungen gelten auch fiir nicht—kristalline Medien, fiir die folgende Verset-
zungsdynamik mufl das Material aber ein Einkristall sein.

Die letzte Gleichung ist wieder eine verallgemeinerte dynamische Bernoulli-Gleichung
(vergleiche mit Gl1.(2.36)), jetzt fiir einen elastischen Festkorper. Ebenso ist der Po-
tentialansatz fiir das Geschwindigkeitsfeld verallgemeinert. In diesem Fall wird das
Geschwindigkeitsfeld aus dem Lagrangemultiplikator 2. hergeleitet. Auf eine Darstel-
lung mit skalaren Feldern wird im néichsten Abschnitt eingegangen.

Die Observablen dieses Systems sind die — prinzipiell beobachtbaren — Cosserat—
Vektoren, bzw. die von ihnen beschriebenen Deformationen e;;, h;'jk, und das Ge-
schwindigkeitsfeld v*(x,t), das die Bewegung des Kristalls beschreibt. Die Bewe-
gungsgleichung der Cosserat—Vektoren ist bereits eine Euler-Lagrange—Gleichung,
die Bewegungsgleichung fiir v* ist im rein elastischen Fall identisch mit der Impulsbi-
lanz und folgt entweder aus Bildung der Zeitableitung von Gl.(3.65) unter Benutzung
der GlIn.(3.67) und (3.66), oder aus der zu der Ortstranslation gehérenden Symmetrie

¥Dabei wurde teilweise schon die zweite Gleichung in die dritte eingesetzt, um die Formeln ab-
zukiirzen.
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der Lagrangedichte. Die Noether—Gleichungen (2.25) und (2.26) liefern (mit Benut-
zung der Euler-Lagrange—Gleichungen) fiir den Noetherimpuls und den zugehérigen
Noetherschen Spannungstensor:

pi = ovi— 0O (Qﬁ) (3.68)

aéj = oviv) + Oel; J 4 chZ + 0 (Qt ) + O (gt?vk — Qtfvj) . (3.69)

Dabei wurden als Abkiirzungen benutzt:

Elastischer Spannungstensor:

i OW ey, 1/ 0W oW
j . 2 .
Teli - <8ekl 0A"% Al) 2 <8 Gik + (9€kj akz) ' (3.70)

Momenten—Spannungstensor:

; oW [ Oh;™™ oh; " oh; "
‘] kl K kl K kl K
oM; = 05 A QAL 4 ——kL__§ A
Ohyj 0A; 3 @;45) " 9 <8pA;?> '
hiom
— 0, OW__ Ohyg A (3.71)
ahkl 0 (8PA§>
(3.14) 8W j BW 8W ow
= — —_— 72

Die Noetherschen Ausdriicke enthalten den Lagrangemultiplikator 2. Wie man leicht
sieht, heben sich jedoch diese Terme teilweise in der Gesamtbilanz identisch auf, da
sie der trivialen Identitat

or (0 (o)) + 05 (a1 (ot]) ) =0 (3.73)

geniigen, andererseits fithrt die Anwendung der partiellen Ableitung 0; auf den letzten
Term des Noetherschen Spannungstensors (3.69) zum Verschwinden des restlichen
Terms, da dieser antisymmetrisch in den Indizes j und k ist, unabhéngig vom Wert
der Grofe .

Damit bleibt als Impulsbilanz der Observablen AF und v; die Bewegungsgleichung
fiir den elastischen Korper. In substantieller Schreibweise:

Qng)Ui + 8j (O’el%j + O’M;j> = 0. (3.74)

Im Vergleich zur Literatur sind die hier mit Spannungstensor bezeichneten Ausdriicke
eigentlich Drucktensoren, da hier eine andere Vorzeichenkonvention verwendet wurde.
Darauf ist beim Vergleich mit der Literatur zu achten.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Anteile in den Noetherschen Termen, die den La-
grangemultiplikator . enthalten, durch Versinderung der Lagrangedichte zum Ver-
schwinden gebracht werden kénnen. Dies ist ein Aspekt des sogenannten Inversen
Problems zweiter Art.
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Dies funktioniert in der Tat durch eine Potentialdarstellung der Cosserat—Vektoren
im Falle festsitzender Versetzungen, die mit dem materiellen Tréger substantiell mit-
gefiihrt werden.

3.2.2 Anpassung der Noether—Bilanzen

Es wird nun gezeigt, wie sich der Noethersche Impuls und der Spannungstensor ohne
die Zusatzterme im vorigen Abschnitt ergeben kénnen.

Das Problem liegt in der Lieschen Zeitableitung. Wiren alle zeitlichen Ableitun-
gen in der Lagrangedichte reine substantielle Ableitungen und die kinetische Energie
der einzige Term, in dem das Geschwindigkeitsfeld sonst vorkommt, so wiirde der
Noethersche Impuls exakt der Definition fiir pv; entsprechen!'!. Hier tritt jedoch ein
zusétzlicher Geschwindigkeitsterm in der Lieschen Ableitung auf, der diesen einfachen
Zusammenhang zerstort.

Falls jedoch die Cosserat—Vektoren substantiell mitgefiihrt werden (und dies soll hier
der Fall sein, da ein Cosserat—Driftstrom noch ausgeschlossen wird), so kann ein
Potentialansatz fiir die Cosserat—Vektoren weiterhelfen:

Im Falle einer im gesamten Medium verschwindenden Versetzungsdichte kénnen die
Cosserat—Vektoren aus der Koordinaten—Transformation des inneren in das &uflere
System hergeleitet werden:

o 0X

L Oat

= ;X" (3.75)

Da das innere Koordinatensystem substantiell mitgefithrt wird — und zwar als ge-
wohnliche substantielle Mitfithrung — gilt:

Daraus folgt sofort das Verschwinden der Lie-Ableitung:

DM A — DMax"
= 0;0: X" + 81"0]6]')(H + ij@iX“
= o (p{x)
_— (3.77)

L
Allerdings sind die Gleichungen DEU)A;? und DEU)X ® nicht voll dquivalent, da aus
L
D A% = 0 nur 9;D{") X* = 0 und damit
DY X" = #5(t) (3.78)

folgt.

"Dje entsprechenden Rechnungen werden hier nicht vorgefithrt, man findet eine ausfiihrliche Dar-
stellung in Scholle (1999)
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Hier aber kann man Eichfreiheitsgrade benutzen: Die Definition (3.75) wird durch
eine Umeichung der Form

X5 X' = X" 4 g"(t) (3.79)

nicht gedndert.

Die Eichfreiheitsgrade ¢”(¢) kénnen somit genutzt werden, um die Funktionen f%(t)
zu kompensieren.

Wenn der Kristall Versetzungen enthélt, sind die Integrabilitéitsbedingungen (2.60)
nicht mehr erfiillt. Ein Potentialansatz fiir die Cosserat—Vektoren mufl dies bertick-
sichtigen.

Hier wird, wie bei dem Clebsch—Ansatz fiir das Geschwindigkeitsfeld der idealen
Flissigkeit auch, fiir jeden Cosserat—Vektor ein eigener Clebsch—Ansatz gemacht,
sodaf} insgesamt neun Potentiale

o, 6% mit k =1..3 (3.80)
zur Verfiigung stehen:
Af = 0;¢" + a”0;", keine Summation iiber x! (3.81)

Aus der substantiellen Mitfithrung der Potentiale folgt sofort das Verschwinden der
zeitlichen Lie—Ableitung der Cosserat—Vektoren:

D{¢" = 0
Dar = 0
D" = 0
£©) 4n Ew) in ik o kA e
= D; A7 = Dy’ (0i¢" + a"0;87)
) (ng)gb“—i—a”Dg”)ﬂ”) —i—DgU)O/{ .35 =0 (382)

und damit deren substantielle Mitfithrung. Anstatt die substantielle Mitfithrung der
Cosserat—Vektoren in der Lagrangedichte zu beriicksichtigen, werden nun die sub-
stantiellen Ableitungen der entsprechenden Potentiale in diese iiber Multiplikatoren
eingebaut. Auf die Abhéngigkeit der Energie von den Hyperdeformationen wird hier
verzichtet, da dies zu einer Lagrangedichte zweiter Ordnung fithren wiirde. Dann lau-
tet die Lagrangedichte fiir einen elastischen Kristall mit festsitzenden Versetzungen:

v K v K v K 1
(= —o(47) (anﬁ '¢" + &D["a" + (D[ —2v2+W<em), (3.83)

wobei fiir AF die Potentialdarstellung (3.81) einzusetzen ist.

Variation nach dem Geschwindigkeitsfeld liefert fiir dieses den angepafiten Potential-
ansatz:

v; = Xk0i9" + £:0;0" + (:0; 3", (3.84)
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sodafl man nach Einsetzen des so dargestellten Geschwindigkeitsfeldes in die Lagran-
gedichte (3.83) erhilt:

= = 0(A7) (Xk0rd" + £x0p0"™ + (.0, 5%)

-0 (; (XnDid" + Ex0ia” + Cu0iB%)° + W (ekz)) , (3.85)

wobei ey iber G1.(3.81) von den 9 Potentialen abhéngt, die die Cosserat—Vektoren
definieren.

Auf die Angabe der Euler-Lagrange—Gleichungen wird hier verzichtet. Die Noether-
schen Ausdriicke fiir Impulsdichte und Spannungstensor lauten nun:

Di = 0 (Xﬁ&ﬂﬁﬁ + gnaian + Cnazﬁn)
B2 o, (3.86)
und
ol = 0 (it +EDAH(DiB") (Xn O+ ExORa + GO ) g7 + et}
(3284) oviv? + aeléj, (3.87)

wobei der elastische Spannungstensor unter Beriicksichtigung von Gl.(3.81) wie in
(3.70) definiert ist.

Durch diese Lagrangedichte kann nun auch eine im Kristall festsitzende Versetzungs-
dichte beschrieben werden, die substantiell mit dem Hintergrundmedium mitgefiihrt
wird. Ein zum Zeitpunkt ¢t = 0 festgelegter Versetzungsdichtetensor

a;f (@, t =0) = Al(z,t = 0) (0;A5(z,t = 0) — 0, Al (z,t = 0)) (3.88)

)

wird zusammen mit den Cosserat—Vektoren ebenfalls substantiell mitgefiihrt:

L
D ek =0, (3.89)

was sich durch Einsetzen der Definition iiber die Cosserat—Vektoren und deren sub-
stantieller Mitfiihrung zeigen 1i8t (siehe auch G1.(3.46) wegen JF = 0).

Fiir eine von den Hyperdeformationen abhéngende Energiedichte mufl man jedoch
entweder auf einen Lagrangeformalismus hoéherer Ordnung zuriickgreifen oder die
Cosserat—Vektoren als eigenstéindige Groflen behalten, was die Zahl der Variablen
erhoht.

Im Falle von sich relativ zum Hintergrundmedium bewegenden Versetzungen muf] eine
eigenstindige Dynamik fiir die Clebsch—Potentiale der Cosserat—Vektoren gefunden
werden. In dieser Arbeit wird jedoch nur die Dynamik der Cosserat—Vektoren als
eigensténdige Variablen hergeleitet. Erst in einem zweiten Schritt kénnten dann die
Noetherbilanzen angepafit werden, indem man die so entwickelte Dynamik auf die
Potentiale iibertrigt. Dies soll aber nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.
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3.2.3 Die plastische Deformation

In den elastischen Gleichungen

DAy = 0 (3.90)
o(ADY v + 007 (AF) = 0 (3.91)

werden die Spannungen o nur durch die Bewegung v des Materials abgebaut, da die

Cosserat—Vektoren, von denen allein der Spannungstensor abhéngt, substantiell mit-
gefiihrt werden. Eine Spannungsénderung ist also nur iiber das Geschwindigkeitsfeld
v; moglich: das Material reagiert elastisch.

Wenn jedoch die Cosserat—Vektoren eine von v teilweise unabhingige Bewegung

13,9’),4;* =JF£0 (3.92)
ausfithren, konnen wegen O'éj = alij (Af) die Spannungen auf einem anderen Weg
als iiber das Geschwindigkeitsfeld v; gefindert werden. Da so insbesondere Scher-
spannungen abgebaut werden konnen, zeigt das Material plastische, ndmlich Flie3—
Figenschaften. Ein instantaner, vollstdndiger Abbau der Scherspannungen iiber den
Driftstrom J* wiirde zu einer idealen Fliissigkeit fiihren, ein vollstdndiger, aber zeit-
lich verzogerter Abbau wird einen visko—elastischen Korper beschreiben: Auf kleinen
Zeitskalen, in denen der Spannungsabbau noch nicht vollzogen werden kann, wird das
Material elastisch reagieren, auf groflen Zeitskalen jedoch wird das Material viskos

flielen, weil die Scherspannungen verschwinden.

Fiir die Beschreibung des plastisch deformierbaren Kristalls kommt es nun darauf an,
die Bewegung der Versetzungen relativ zum Gitter mit dem Driftstrom der Cosserat—
Vektoren J* zu verkniipfen, da die Versetzungsbewegung Ursache der plastischen
Deformation und damit dieses Driftstroms ist. Fiir den Einbau dieses allgemeinen
Bewegungsgesetzes wird die Form (3.64) der Lagrangedichte benutzt, da die Po-
tentialdarstellung (3.81) nur fiir substantielle Mitfithrung der Cosserat—Vektoren im
Geschwindigkeitsfeld v galt. Die Bestimmung des Driftstroms J* geschieht im Folgen-
den durch die Theorie der Versetzungsklassen, iiber die dieser Strom auf Bewegung
einzelner Versetzungsklassen zuriickgefiihrt wird.

Zunéchst soll aber noch auf den Zusammenhang des Cosserat—Driftstroms mit der
Kontinuitédtsgleichung und der Bewegungsgleichung fiir den Versetzungsdichtetensor
eingegangen werden.

Spurfreiheit des Cosserat—Driftstroms

In dieser Arbeit soll als Mechanismus der plastischen Deformation nur das Gleiten
von Versetzungen beschrieben werden. Bei diesen Gleitprozessen bleibt die Konti-
nuitdtsgleichung aber unangetastet, denn im Gegensatz zum Versetzungsklettern ist
hier keine Diffusion von Materie erforderlich. Dies fithrt aber zu einer Einschrinkung
fiir J7. Die Kontinuitatsgleichung lautet jetzt:

(3.38)

Do + 0d;v’ 0ALD" A5 + 00
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—0ALAFO v + 000" + QA{,MJ;”

(3.41)
= oJ}. (3.93)

Plastische Deformation, die durch Versetzungsgleiten hervorgerufen wird, erzwingt
also einen spurfreien Cosserat—Driftstrom: Jf = 0. Diese Gleichung wird entweder
direkt durch einen entsprechenden Ansatz fiir J erfiillt, wenn dieser moglich ist,
oder iiber Einfiihrung der zusétzlichen Nebenbedingung Jf = 0. Da diese Nebenbe-
dingung aber dquivalent zur Kontinuitétsgleichung ist, kann diese wie bei der idealen
Fliissigkeit iiber einen Lagrangemultiplikator ® erzwungen werden, was den Vorteil
hat, daf fiir diesen eine Interpretation als Potentialfeld fiir v* vorliegt.

3.2.4 Der Cosserat—Driftstrom als Versetzungsstrom

Der Cosserat—Driftstrom héngt direkt mit dem Driftstrom des Versetzungsdichteten-
sors zusammen (siehe G1.(3.46)):

Loy o, 1/ (D)
D! >aijk =3 (vi Ji—V,; Jf) . (3.94)

Linearisiert man diesen Ausdruck fiir kleine Versetzungsdichten, kleine Gitterdefor-
mationen und Geschwindigkeiten, so fiihrt dies auf

o1
draif =5 (az-,]j’? - ajJ;f) , (3.95)

ij

was nach Uberschieben mit !/ zu folgender Bilanz fiihrt!? (die vollstindige Gleichung
fiir den zweistufigen Versetzungsdichtetensor findet sich im Anhang A.2 GIL.(A.10)):

otk — z—:lij@iJf =0 bzw. O —rotJ =0. (3.96)

Dies ist die flichenhafte Bilanzgleichung fiir den Versetzungsdichtetensor, wie sie aus
der Literatur (z.B. Landau, Lifschitz (1991)) in der linearen Theorie bekannt ist.

In flichenhaften Bilanzen werden linienhafte Objekte (hier die Versetzungslinien) bi-
lanziert, die eine Testfliche F' durchstoflen. Ihre flichenhafte Dichte kann sich &ndern,
wenn die Objekte die Umrandung OF durchqueren:

d
dia + rotj = 0, in integraler Form dt/

a-dF—i—/ j-ds=0 (3.97)
F OF

nach Anwendung des Stokesschen Satzes.

Im Gegensatz dazu werden in volumenbezogenen Bilanzen der Form

d
0r0+ div - j =0, in integraler Form o /

odV +/ j-dF =0 (3.98)
Vv oV

12Fine Abweichung des Vorzeichens im Vergleich zur Literatur hingt mit der Definition des
Cosserat—Stroms in dieser Arbeit zusammen.
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(Anwendung des Gauflschen Satzes) punktférmige Objekte in einem Testvolumen V'
bilanziert, deren Dichte sich durch Strome durch die Oberfliche OV #indern kann.
Wiéhrend volumenbezogene Bilanzgleichungen iiber das Noethertheorem in den La-
grangeformalismus integriert sind, kann dies bei flichenbezogenen nicht geschehen,
da sie nicht mit Lieschen Symmetrien verkniipft sind. Eine Erweiterung des Symme-
triekonzepts auf flichenhafte Bilanzen findet man aber bei Scholle (1999).

Die Gleichungen (3.96) und die Divergenzfreiheit des Versetzungsdichtetensors
otk =0 (3.99)

zeigen formal Ahnlichkeit mit den beiden Maxwellschen Gleichung fiir das magneti-
sche Feld B:

WB+rotE=0 < OB +£99,FE; =0 (3.100)
divB=0 < @B =0. (3.101)

Die Rolle des Stromes iibernimmt dabei das elektrische Feld FE.

Es zeigt sich, dafl diese Analogie weitergefithrt werden kann, sodaf eichfeldtheore-
tische Methoden, die in der Elektrodynamik von Supraleitern benutzt werden, auf
die phdnomenologische Beschreibung von Versetzungsbewegungen iibertragen werden
konnen. Diese Methoden werden in dieser Arbeit nicht angewendet, es wird jedoch auf
die Arbeit von Marqués—Lopéz (2002) verwiesen, in der eine ausfiihrliche Darstellung
zu diesem Thema gegeben wird.

3.3 Theorie der Versetzungsklassen

3.3.1 DMotivation

Um nun zu einer genaueren Definition des Cosserat—Driftstroms zu kommen, mufl
eine Theorie entwickelt werden, die das Versetzungsgleiten beschreibt. Im statischen
Fall muf} sich das Eigenspannungsproblem ergeben, also eine Auswirkung der Verset-
zungsanordnung auf die Cosserat—Vektoren und damit auch auf den Spannungstensor
o). Im dynamischen Fall muB weiterhin sichergestellt sein, daf} sich bei Versetzungs-
gleiten eine plastische Deformation ergibt, die durch einen nichtverschwindenden,
aber spurfreien Cosserat-Strom J;* beschrieben wird.

Es soll aber auch moglich sein, Versetzungsnetzwerke in einem kontinuumstheoreti-
schen Modell zu beschreiben. Dies ist auf makroskopischen Lingenskalen in der Theo-
rie elasto—plastischer Medien mit dem Versetzungsdichtetensor o/ nicht maoglich, da
dieser auf groflen Léngenskalen praktisch verschwindet, obwohl auf kleineren Skalen
sehr viele Versetzungen im Kristall miteinander wechselwirken und sich gegenseitig
beeinflussen. Diese Wechselwirkungen sind jedoch wesentlich fiir das plastische Ver-
halten des Kristalls.

Es liegt daher nahe, die Versetzungen nicht durch einen Tensor zu beschreiben, son-
dern zu differenzieren. Hier gibt die Diskretheit der Versetzungen einen Anhaltspunkt:

Versetzungen sind ihrem Wesen nach diskrete Objekte. Sie sind im Kristallgitter defi-
niert. Dieser diskreten Struktur wird nun eine Kontinuumstheorie zugeordnet. Dabei



3.3. Theorie der Versetzungsklassen 47

Abbildung 3.5: Schema einer Schraubenversetzung nach einem Schnitt, die durch Verschie-
bung der beiden Schnittufer um einen Burgersvektor entsteht. Die gestrichelte Linie markiert
die Versetzungslinie, gleichzeitig das Ende des Schnitts. (Aus: Landau, Lifschitz (1991))

sollten die mikroskopischen Eigenschaften dieser Objekte so weit wie moglich erhal-
ten bleiben: Jeder Versetzung kann ein Satz von Vektoren zugeordnet werden, der sie
charakterisiert, z.B. Burgers— und Linienvektor. Dadurch lassen sich die Versetzungen
voneinander unterscheiden und kénnen nach Gruppen, sogenannten Versetzungs-
klassen zusammengefaflt werden.

Die Einfiihrung dieser Klassen in die Plastizitdtstheorie wurde bereits von Anthony,
Azirhi (1998) (siehe auch Azirhi (1998)) durchgefiihrt. Allerdings ergeben sich dort
einige Inkonsistenzen, z.B. die Verletzung der Kontinuititsgleichung oder die expli-
zite Vorgabe der FlieBspannung in der Lagrangedichte, obwohl Spannungen in dieser
Theorie AntwortgréBen sind. Diese Schwierigkeiten sollen bei dem Aufbau der Klas-
sentheorie in dieser Arbeit vermieden werden.

3.3.2 Einfiihrung der Klassenvektoren

In diesem Abschnitt werden die Versetzungsklassen definiert. Jede Klasse ist ein Sub-
kontinuum, das einen Teil der gesamten Versetzungsanordnung beschreibt. Die Un-
terscheidung der Klassen wird durch die sogenannten Klassenvektoren geschehen,
die ihren Ursprung in der diskreten Struktur der Versetzungen in Einkristallen haben.

Fine Versetzung kann im diskreten Fall durch die folgende Klassenvektoren cha-
rakterisiert werden:

e Linienvektor I:

Die Versetzungslinie ist das Ende der Schnittebene (vgl. Bild 3.5). Im Kristall
kann der Linieneinheitsvektor nur ganz bestimmte Richtungen annehmen, die
von der Symmetrie des Gitters abhéngen.

e Burgersvektor b:

Der Burgersvektor charakterisiert die Gréfle der Verschiebung nach dem Schnitt
in Bild 3.5. Durch die Richtung von b ist zudem der Charakter der Versetzung
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festgelegt. b L 1 bedeutet Stufenversetzung, b || I bedeutet Schraubenverset-
zung. (In Kristallen kénnen auch andere Versetzungen vorkommen. In hexago-
nalen Kristallen sind beispielweise 60°— und 30°-Stufenversetzungen moglich.
Die z.B. in hexagonalen Kristallen vorkommenden Partialversetzungen werden
hier nicht betrachtet, da sie nur entstehen, wenn Stapelfehler, also zusétzliche
Gitterfehler im Kristallaufbau vorkommen, die hier nicht beriicksichtigt wer-
den.)

o Gleitebenennormalenvektor m:

Er legt fest, in welcher Ebene sich die Versetzung durch Gleiten bewegen kann.
Da sowohl der Linien— als auch der Burgersvektor in der Gleitebene liegen
miissen , ist die Gleitebene bei Stufenversetzungen durch I x b bereits fest-
gelegt, wiahrend es bei Schraubenversetzungen mehrere mogliche Gleitebenen
gibt, deren Lagen durch die Kristallsymmetrie eingeschrinkt werden. Daher
muf} der Normalenvektor der Gleitebene fiir Schraubenversetzungen als zusétz-
liches Unterscheidungsmerkmal hinzugenommen werden.

e Gleitrichtungsvektor q:

Dieser Vektor gibt die Richtung an, in die die Versetzung gleiten kann. Da
Gleiten per definitionem immer in der Gleitebene stattfindet, ist er senkrecht
zum Normalenvektor m der Gleitebene. Auflerdem mufl er immer senkrecht zur
Linienrichtung sein, denn eine Bewegung in Richtung des Linienvektors ist nicht
definiert. Damit liegt der Vektor der Gleitrichtung — bis auf das Vorzeichen —
durch die Gleichung q := I x m fest. Fiir Stufenversetzungen im kubischen
Kristall folgt daraus, dafl Gleiten nur in Richtung des Burgersvektors (oder
entgegengesetzt) stattfinden kann.

Diese Vektoren definieren nun — mit den oben genannten Einschriankungen — die
Versetzungsklassen. Zu jeder Klasse gehoren also 4 Klassenvektoren, wobei die drei
Vektoren I, m, q per definitionem linear unabhéingig sind und zudem ein Rechtssystem
bilden. Der Burgersvektor bestimmt den Charakter der Versetzung (Stufenversetzung
oder Schraubenversetzung).

Ein wichtiger Aspekt ist die Konstanz der Klassenvektoren im Gittersystem (k):

Im Bild 3.6 wird skizziert, dafl Klassenvektoren einer bestimmten Versetzungsklasse
(hier gezeigt am Beispiel des Linienvektors I) von aufien betrachtet nicht konstant
sind. Ein duflerer Beobachter wird bei elastischer Deformation des Kristall auch eine
lokale Verédnderung der Klassenvektoren sowohl in Richtung (bei Scherung) als auch
in der Linge (bei Stauchung oder Dehnung) feststellen. Dabei folgen die Vektoren
aber den durch die Cosserat—Vektoren definierten Deformationen, das heif3t, sie blei-
ben relativ zur Cosserat—Basis konstant. Entwickelt man die Klassenvektoren also
nach dieser Basis, d.h. betrachtet man sie im Gittersystem, so miissen ihre Kom-
ponenten konstant sein, da sich der Charakter einer Versetzung auch bei elastischer
Deformation nicht &ndern kann.

Schreibt man (exemplarisch fiir den Linienvektor einer Klasse)

1=l (3.102)
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Abbildung 3.6: Eine Versetzungslinie

so sind die Komponenten [I* — beziiglich der konstanten Basisvektoren des Laborsy-
stems — i.a. verdnderliche Groéflen.

Im Gittersystem jedoch gilt
l=1%a, (3.103)

mit konstanten Komponenten [”.

Wegen a,, = Ale; gilt also:

I = ALl" | [ =const., und analog (3.104)
b' = AD° | b® = const. (3.105)
m' = A'm® | m" = const. (3.106)
¢¢ = Al¢® | ¢"=const. (3.107)

Diese Konstanz der Klassenvektoren fiir jede vorher festgelegte Klasse fithrt dazu,
daBl durch Angabe eines Satzes dieser Vektoren im Gittersystem die Klasse eindeutig
bestimmt ist.

Sei also eine bestimmte Klasse durch den Satz

{15, 0, mp, b} (3.108)

definiert, so reicht es aus, den Index D zu kennen, um die Klasse zu bestimmen. Es
ist lediglich vorher eine Vereinbarung zu treffen, welcher Index D zu welcher Klasse
gehort.

Die Summe

> (3.109)

D

bedeutet also eine Summation iiber alle méglichen Klassen, mit denen im Modell
gearbeitet wird. Dabei hiingt es vom jeweiligen Problem ab, mit welchen und mit
wie vielen Klassen gearbeitet werden soll. Grundsétzlich kénnen dies alle Arten von
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Versetzungen sein, die in einem Kristall vorkommen. Aus energetischen Griinden
werden aber nur die Versetzungen mit den kiirzesten Burgersvektoren vorkommen,
da diese die kleinste Energie haben. Dies folgt aus der Abschétzung fiir die Energie
der Versetzungen E ~ b? (siehe z.B. Kosevich (1979)).

Symmetrieoperationen der Klassen

Betrachtet man alle Klassen in einem Kristall, so werden die Komponenten der Klas-
senvektoren durch elastische Deformation nicht geéndert, da das Gittersystem inva-
riant bleibt. Werden jedoch die Cosserat—Vektoren selbst iiber Symmetrie-Transfor-
mationen

ay — a\ = agRY (3.110)

gedndert, so mufl die Energie des Systems invariant gegeniiber diesen Operationen
bleiben, wenn R}* die Elemente der Dreh-Spiegelungs-Matrizen des Kristalls sind. So
darf beispielsweise in einem kubischen System zyklische Vertauschung der Cosserat—
Vektoren keinen Einflufl auf die meibaren Gréflien haben. Andererseits wird durch das
Vorhandensein einer einzigen Versetzungsklasse eine Vorzugsrichtung vorgegeben. Die
Anwesenheit von Versetzungen fithrt also zum Symmetriebruch. Die ausgezeichnete
Richtung (z.B. die Richtung des Linienvektors) wird nur dann beibehalten, wenn

" =" =Ry (3.111)
gilt. Dann sieht man, dal [ nun ein invariantes Objekt ist:

U'=1"a, =1"R'YR'a, =1, (3.112)
da fiir die Drehmatrizen

RT'WR}H = o (3.113)

gilt. Da sich aber die Komponenten der Klassenvektoren geméf (3.111) transformie-
ren, erhélt man formal eine neue Klasse, das heifit es gilt

DD, (3.114)

was als Symmetrieoperation zu verstehen ist. Wendet man also Symmetrieoperatio-
nen wie Drehungen und Spiegelungen auf das Gesamtsystem an, so sind darunter
nicht nur Dreh-Spiegelungen der Cosserat—Vektoren, sondern auch definierte Ande-
rung der Klasseneinteilungen zu verstehen.

Der Versetzungsdichtetensor einer Versetzungsklasse

Man betrachte eine Versetzungsklasse D in einem Kristall. Fiir eine Versetzung kann
man den Versetzungsdichtetensor sofort angeben (vgl. z.B. Landau, Lifschitz (1991)):

o = 8(x)l5b),. (3.115)
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Die Versetzungslinie ist hier durch eine flachenhafte (zweidimensionale) Delta—Funk-
tion beschrieben, der Vektor x liegt orthogonal zu I.

Es ist bekannt, dafl der Versetzungsdichtetensor bei Integration iiber eine Testflache,
die senkrecht von der Versetzungslinie durchstoffen wird, den Burgersvektor der Ver-
setzung liefert!3:

/oﬁ)‘dFK = b (3.116)
Fiir die Einzelversetzung nach Gl.(3.115) erhdlt man mit dFy, = ip,dF":

/ B dF, = / S ()% bhdF,

_ ) / 5(z)dF
= b, (3.117)

wenn die Versetzungslinie, die durch z = 0 definiert ist, das Flichenelement dF
durchst68t' und der Linienvektor ein Einheitsvektor ist.

Fiir eine feldtheoretische Beschreibung der Versetzungen geht man nun von einer
kontinuierlichen Verteilung pp der Versetzungen aus, statt eine singuldren Verteilung
d(x) zu betrachten. Fiir den Versetzungsdichtetensor einer Versetzungsklasse D wird
also der folgende Ansatz gemacht:

o = oplbYy = onplHb),. (3.118)

Da eine Versetzungsdichte nur in einem materiellen Hintergrund definiert werden
kann, wird die Materiedichte p herausgezogen. Die Grofle np ist die spezifische
skalare Versetzungsdichte, die die Zahl der Versetzungen pro Masseneinheit an-
gibt. gnp ist damit die Zahl von Versetzungen pro Volumeneinheit. Die Betrag der
Grofle

onplt (3.119)

ergibt somit die Lédnge aller Versetzungen dieser Klasse pro Volumeneinheit. Die-
se Grofe stellt eine thermodynamische ZustandsgroBe dar. Isentrope Anderung der
Linge einer Versetzung wird iiber die Gibbsche Fundamentalform zu einer Anderung
der inneren Energie fithren. Betrachtet man die direkt damit zusammenhingende
Grofle np als Zustandsgrofie (da im Gittersystem gg = const und ebenfalls [* = const
gilt), so wird

du =TdS + agde + ppdnp. (3.120)

13Das Vorzeichen hingt vom der Orientierung der Fliche ab. Hier wird die Orientierung so ange-
nommen, daf} der Burgersvektor direkt bei der Integration herauskommt. Solange alle Gleichungen
in sich konsistent sind, spielt diese Orientierung keine Rolle und ist nur Konvention.

YWenn dF, nicht parallel zu I, ist, kommt der Schnittwinkel dieser beiden GréBen ins Spiel. Sei
dieser 0, so ist dF,l" = dF cosf und damit | o™ dF, = b cos .
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Auf Anderung der Versetzungslinge pro Volumen — hier beschrieben iiber Anderung
der spezifischen Versetzungsdichte — reagiert das System mit einer AntwortgroBe pp,
die — in Analogie zur AntwortgréBe Druck auf Anderung des spezifischen Volumens
bzw. der Massendichte — Versetzungsdruck genannt wird. Er héngt i.a. von den
anderen Systemvariablen, insbesondere von der jeweiligen Versetzungsdichte, ab.

Integration von GI.(3.118) iiber eine Flidche senkrecht zum jeweiligen Linienvektor 7,
liefert:

/ BN F, = / onpdFb}, = Nb),. (3.121)

N ist die Gesamtzahl aller Versetzungslinien, die das Flachenelement dF’ durchstoflen.

Transformationsverhalten des Versetzungsdichtetensors

Das explizite Herausziehen der Dichte in der Definition (3.118) hat einen weiteren

Grund:

Der zweistufige Versetzungsdichtetensor ist eine Tensordichte vom Gewicht +1. Da
[ und b" Vektoren, also Tensoren erster Stufe sind, mufl ¢p eine skalare Dichte sein.
Zieht man die materielle Dichte ¢ heraus, die eine skalare Dichte vom Gewicht +1
ist, so bleibt ein Skalarfeld iibrig. Diese Aufteilung ist sinnvoll, da die spezifische
Grofle np sowohl im Gitter— als auch im Laborsystem gleich sein mufl und damit das
Transformationsverhalten eines skalaren Feldes besitzt.

o transformiert sich bekanntlich wie eine skalare Dichte:

(4)

0=y (3.122)
und

(k)

0 = gp. (3.123)

Die Indizes in Klammern geben das jeweilige System an, das bei Tensoren durch die
Angabe der griechischen oder lateinischen Indizes bereits feststeht. Fiir Tensordichten
muf} das Bezugssystem jedoch explizit angegeben werden. Um nicht zu viele Indizes
zu benutzen, wird hier folgende Vereinbarung getroffen:

Tensordichten ohne explizite Angabe des Bezugssystems sollen auf das Laborsystem
() bezogen werden. Tensordichten im Gittersystem werden durch (x) gekennzeichnet.

(%)
(Ausnahme ist die Materiedichte, die mit 0:= gy abgekiirzt wird.)

Fiir den Versetzungsdichtetensor kann jeder Index auf ein Basissystem bezogen wer-
den, gleiches gilt fiir die Materiedichte. Insbesondere bei gemischter Darstellung, in
der z.B. der Linienvektor im Laborsystem, der Burgersvektor jedoch im Gittersy-
stem angegeben wird, muf fiir die Materiedichte explizit das Bezugsystem angegeben
werden, denn dadurch wird das Transformationsverhalten bestimmt. Es gelten bei-

spielsweise folgende Definitionen'®:

= onl'V (3.124)

15Bis auf weiteres wird der Klassenindex D weggelassen, da sich die folgenden Gleichungen auf
eine Klasse beschranken.
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a® = onl'bt (3.125)
a = onl"Y (3.126)
o = onltH (3.127)
N (3.128)

Innere Lingenskalen

In einer Kontinuumstheorie der Versetzungen sollten Beziige zu internen Léngen-
skalen hergestellt werden (siehe dazu auch Popov, Kroner (1998, 1999)). Speziell der
Burgersvektor hat einen Einflufl auf die Energie der Versetzung. Da er fiir jede Klasse
festgelegt und konstant ist, kommt {iber seine Lénge eine innere Langenskala ins Spiel.
Der kleinste Burgersvektor hat die Lange ag, welches der minimale Gitterabstand ist.
Da alle Klassenvektoren die Einheit Lédnge tragen, aufler fiir den Burgersvektor aber
nur ihre Richtung fiir die Einteilung in Klassen relevant ist, konnen sie auf eine
Einheitsldnge normiert werden.

Als Normierungslinge wird hier ag gewihlt, sodafl die Klassenvektoren I, m,q
diese Lange im Gittersystem besitzen. Der Burgersvektor wird ebenfalls in Einheiten
dieser Normierungsldnge gemessen. Wichtig ist, dafl die Normierung nur im Gittersy-
stem, d.h. iiber die Gittermetrik, stattfinden kann, da nur in diesem die Konstanz der
Klassenvektoren gewéhrleistet ist. Es gilt also beispielsweise fiir den Linienvektor:

I"Pay = I'Pa;j = a? = const. (3.129)

Eigenschaften der Klassenvektoren

Da die Klassenvektoren die Eigenschaften der diskreten Versetzungen haben miissen,
gelten wie oben gefordert folgende Beziehungen zwischen den Vektoren:

llm, mlb [1Llqg, mdlagq. (3.130)

Dabei ist aber zu beriicksichtigen, dafl diese Orthogonalitdten auf das Gittersystem
bezogen sind. Wie man in Skizze 3.7 erkennen kann, beziehen sich die Orthogona-
litdten bei elastischer Deformation des Kristalls nur auf die Gittermetrik a;;, nicht
aber auf die Metrik g;; des Laborsystems. Daher gilt:

IFmiaey = l'mia;; =0 (3.131)
b'miae, = bimia; =0 (3.132)
¢"mia,, = qimjaij:O (3.133)
Flaen = liqjaij:O. (3.134)

Aus diesen Gleichungen folgt der Ansatz fiir ¢*:

g~1lxm. (3.135)
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1111y L[]/

\\\g%// [ L/ )/
[T 177/

T 777

Abbildung 3.7: Gitter mit Versetzung, deformiert durch Versetzung und durch iiberlagerte
kompatible Deformation. Der eingezeichnete rechte Winkel zwischen Ebenennormalenvektor
m und dem Burgersvektor b gilt nur im Gittersystem, d.h. er wird mit der Gittermetrik
gemessen.

Allerdings muf} hier auch die Gittermetrik beriicksichtigt werden. Fiihrt man die mit
dieser Metrik gesenkten kovarianten Vektoren

(a)

L = "ap (3.136)

My = mfa (3.137)

ein, so wird der Gleitrichtungsvektor wie folgt definiert:

1 (a) a
¢ = q(%gw It . (3.138)

Die Konstante gg dient dazu, den Vektor zu normieren. Die Dichte gy fungiert als

+1
skalare Dichte vom Gewicht +1, die die Tensordichte " :( € v kompensiert, da

q" ein echter Tensor sein muf.

Fiir das Skalarprodukt mit %H ergibt sich damit

(@) . 1 KA (@) (a)

m, ¢° = m”amqoga [ Ay,
_ i KA vy é 1
= q QOE Ay Aryasm”17me. (3.139)

In dieser Gleichung muf} die Senkung aller Indizes des vollstdndig antisymmetrischen
e—Tensors mit der Gittermetrik a,) berechnet werden. Dabei ist zu beriicksichtigen,

(+1 ) . . . . -1
daB exvn =& )k eine Tensordichte vom Gewicht +1 ist, wihrend ey, :( € ) KA

eine Tensordichte vom Gewicht —1 ist. Daher muf} bei der Indexhebung noch die De-
terminante der Metrik beriicksichtigt werden, welche eine Tensordichte vom Gewicht
(+2) ist1®:

5“)‘“@,{”@)\7@#5 = g45Det|a,y|. (3.140)

16 Ausfiihrliche Betrachtungen finden sich in den Biichern von Schouten (1954, 1989) .
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Damit folgt

a 1
(T’%n q" = QO;DGHCLHA’EV'yémUnm& =0, (3.141)
0

weil der e-Tensor total antisymmetrisch ist, im rechten Teil des Ausdrucks allerdings
eine symmetrische Kombination von m" steht.

Es stellt sich nun noch die Frage nach der Normierung des Vektors ¢*. Im Gitter-
system soll er auf die gleiche konstante Einheitslinge ag normiert werden wie die
Richtungsvektoren [* und m”.

Damit ist die Forderung
0" anx = a (3.142)

zu erfiillen.

Eine kleine Rechnung (siehe Anhang A.1) zeigt unter Beriicksichtigung der Gewichte

(+1)
1 eFM ) @
q" = A1, (3.143)

ag (+2)
\V o a

wobei a die Determinante der Gittermetrik ist und im Gittersystem (x) konstant:

a:=Detla| =1 fir au =du. (3.144)

Im dufleren System gilt dann:

2
Det|a;;| = Det]AﬂDet|A;‘\Det]a,§>\\ = <Q> , (3.145)
©0
und damit:
* 1 (a) (a

¢ = e lﬁnﬂb (3.146)

aop
. ]_ .o (a) (a

q’ = f@&“”k lj’(ﬂ{k (3147)

ap 0

3.3.3 Klassentheorie im Lagrangeformalismus

Die Beschreibung der Versetzungsklassen mittels im Gittersystem konstanter Klas-
senvektoren und einer skalaren Versetzungsdichte np mufl nun um die Versetzungs-
dynamik erweitert werden.

Dabei geht es hier zunédchst um die Versetzungsdrift, d.h. Bewegung der Klassen
relativ zu einem Hintergrund.

Die Dynamik jeder Versetzungsklasse wird mit Hilfe der Theorie der idealen Fliissig-
keit modelliert, denn diese ist eine einfache und gut bekannte Beschreibung eines
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Kontinuums, das eine skalare Dichte und eine Geschwindigkeit enthélt. Zudem ist die
ideale Fliissigkeit auch im Lagrangeformalismus gut bekannt, was bereits in Abschnitt
2.1.4 erlautert wurde. Um die dort aufgebaute Beschreibung auf die Klassentheorie
zu iibertragen, miissen einige Anderungen gemacht werden:

e Die Gesamtgeschwindigkeit der Versetzungen in einer Klasse D sei w}):

Sie setzt sich aus der Mitfiithrung der Versetzungen im Geschwindigkeitsfeld
v'(x,t) und einer zusitzlichen Driftgeschwindigkeit u,(x,t) zusammen:

wh(x,t) = v'(x,t) + uh(z, t). (3.148)

¢ Diese Driftgeschwindigkeit ist in ihrer Richtung festgelegt, denn Gleiten von
Versetzungen findet immer in Richtung des Gleitrichtungsvektors ¢* statt, sodafl

uly(x,t) := up(x,t)¢h(x, t) = up(x, t) A’ (, ). (3.149)

Damit ist in jeder Klasse die Driftgeschwindigkeit durch ein Skalarfeld up(x,t)
festgelegt.

e Will man die Versetzungen im Rahmen der Theorie der idealen Fliissigkeit
behandeln, ist eine Tragheit der Versetzungen nétig. Fiir die ideale Fliissigkeit
ist die Impulsdichte gegeben durch

ov. (3.150)
In Verallgemeinerung dazu wird hier
op (v +up) (3.151)

als Gesamtimpulsdichte der Versetzungsklasse D gelten, wobei

Op = 0Mmpnp (3.152)

zu setzen ist, um die Dimension einer Impulsdichte zu bekommen. Die konstan-
te Masse mp mufl phdnomenologisch eingefiihrt werden und hat einen direk-
ten Bezug zur Trigheit der Versetzungen. Sie fithrt ebenfalls zu einer internen
Léngenskala, denn iiber die konstante Massendichte im Gittersystem ist ein
Volumen mit dieser Masse

Vp = 1P (3.153)
00

verkniipft. Dieses Volumen héngt mit einer Fehlanpassung der Gittervektoren
im Kern der Versetzung zusammen und definiert damit eine Léngenskala

Lp = ¥Vp, (3.154)

Diese Masse ist physikalisch notwendig, um das Modell der idealen Fliissigkeit
beizubehalten. Mikroskopisch kann sie dadurch gedeutet werden, dafl im Augen-
blick der Versetzungsbewegung reale Atome ihre relativen Positionen dndern,
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womit eine effektive Verlagerung des Schwerpunktes geschieht. Der Gesamtim-
puls dieser Bewegung dividiert durch die Geschwindigkeit der Verschiebung des
topologischen Defekts Versetzung ergibt eine Masse pro Langeneinheit, die nach
Multiplikation mit der internen Lingenskala ag die Masse mp ergeben sollte.
mp ist aber mit Sicherheit eine sehr kleine Grofle, die in der Grolenordnung der
atomaren Masse liegt. Es ist jedoch zu beachten, daf} sie erst in den Gleichun-
gen fiir die Observablen vernachléissigt werden kann, wenn man Néherungen
mp ~ 0 betrachten will. Dies darf nicht in der Lagrangedichte geschehen, da
sich sonst die Dynamik nicht vollstindig beschreiben lift.

Als Gesamtgeschwindigkeit der Versetzungen wird — wie oben erldutert — die Be-
wegung des Hintergrundmediums mit der Driftgeschwindigkeit summiert

wh = v’ 4 uk. (3.155)

Folgende Lagrangedichte liefert dann einen Ansatz fiir das Subkontinuum einer Ver-
setzungsklasse in Analogie zur idealen Fliissigkeit (vergleiche mit (2.45)):

w w 1
{p = —onpmp <D§ P)op + OZDDl(f 2)3p — 511% + WD(TLD))

(3.156)

(D)

+0 B (wﬂj — ol — UDAQQ'B> :

Dabei ist Dng ) als substantielle Zeitableitung im Geschwindigkeitsfeld w?, definiert:
Dng) = 0 + wh0; = 0y + v'0; + upghd; = ng) + upqho;. (3.157)

7
K

(D)
Der Lagrangemultiplikator B; sorgt fiir die Substitution wlD = +upd qp, Wo-

(D)
bei diese Gleichung auch explizit eingesetzt werden kann, sodafl die Gréflen B; und
wﬂj aus der Lagrangedichte eliminiert werden und die Zahl der Variablen um sechs
reduziert wird. Aus Griinden der Ubersicht und der spéteren Auswertung der La-

grangedichte soll diese Substitution aber in die Lagrangedichte eingebunden werden.

Wp(np) ist eine spezifische Energiedichte, die den Versetzungen eine Energie in
Abhingigkeit ihrer jeweiligen Dichte zuordnet. Im Falle der idealen Fliissigkeit ist
dies die innere bzw. elastische Energie, die zum hydroelastischen Druck fiihrt.

Hier wird — in Analogie zu GI1.(3.120)- ein Versetzungsdruck entstehen, der zu anzie-
henden oder abstolenden Kréften in Abhéngigkeit von den Versetzungsdichten und
den Klassenvektoren fithren wird. Die Klassenvektoren gehen dabei als Parameter ein,
da sie im Gittersystem Konstanten sind. Sie bestimmen zum Beispiel den Charakter
der Versetzungsklasse, der in der Energie eine Rolle spielt. So kann ein allgemeiner
Energieansatz durch Funktionen

filnp) (Ip x bp)® + fa(np) (Ip - bp)® (3.158)

geschehen, bei denen der erste Teil fiir Stufenversetzungen relevant ist, der zweite
hingegen fiir Schraubenversetzungen.
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Welcher Art die Wechselwirkungen aufgrund des Versetzungsdrucks sind, wird bei
der Ankopplung an das Hintergrundmedium deutlich, die im néchsten Abschnitt ge-
schieht. Es zeigt sich, dafl im Versetzungsdruck die Hyperspannungen zum Ausdruck
kommen.

Ohne Kopplung an den materiellen Hintergrund ist die Dichte g hier zunéchst ein von
auflen vorgegebenes Feld. Ebenso werden die Geschwindigkeit v und die Cosserat—
Vektoren A% als von aufien vorgegeben betrachtet, sodafl nur np und uiD =u DAf;qf)
als Observable relevant sind. Die Groflen ¢p, ap, 8p sind Clebsch—Potentiale.

Dann lauten die Euler—Lagrange—Gleichungen:

dpp : Oy (onpmp) + 0; (ganDwé)) =0 (3.159)
Sap : enpmpD{"?)Bp =0 (3.160)
§8p : Oi(onpmpap)+ 0; (enpmpapwh) =0

(g) QanDDng)aD =0 (3.161)
onp : omp (Dng)¢D+aDD§wD)5D_;wl%—i—WD(nD)—i—nDW) =0 (3.162)
dup : o (gl ¢dHr=0 (3.163)
Swp : enpmpwp, — enpmp (Jipp + apdifip) + o Bi=0 (3.164)
5B wh — vt —upAlgh = 0. (3.165)

Auf eine weitere Auswertung der Gleichungen wird hier verzichtet, sie wird nach der
Anbindung an den materiellen Hintergrund durchgefiihrt. Schematisch verlauft sie
wie bei der idealen Fliissigkeit. Es sei nur erwéhnt, dafl G1.(3.159) die Kontinuitéts-
gleichung fiir die Versetzungsklasse D darstellt, was bedeutet, dafl es zu keinen Ver-
setzungsreaktionen kommt. G1.(3.162) ist eine verallgemeinerte Bernoulli-Gleichung
der Versetzungsklasse.

3.4 Einbettung der Klassen in das Hintergrundmedium

In diesem Abschnitt wird die Kontinuumstheorie der Versetzungsklassen in das Cos-
serat—Medium integriert. Der Einflufl des Cosserat—Kontinuums auf die Versetzungs-
klassen wurde bereits deutlich: Die Subkontinua enthalten bereits die elementaren
GroBen o, v* und A% des Cosserat—Mediums.

Es wird nun noch gezeigt, welchen Einflul die Versetzungsklassen auf das Cosserat—
Medium ausiiben. Dazu werden die elementaren Zusammenhénge zwischen der Geo-
metrie des Cosserat—Mediums und den Klassen definiert und die Folgen diskutiert.
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3.4.1 Fundamentalgleichung der Klassentheorie

Der mittlere Versetzungsdichtetensor o' ist die Verbindung zwischen Versetzungs-
klassen und Cosserat—Vektoren. Zum einen ist a** iiber G1.(3.118) definiert als

o = Z onplhbf,. (3.166)
D

Zum anderen aber hingt dieser zweistufige Tensor mit den Cosserat—Vektoren iiber
die Gleichung

ol = kg, Ak (3.167)

zusammen, ist also mit der Torsion S],i = 8[]-A’]:] AL verkniipft.

Die Anbindung der Versetzungsklassen an das Hintergrundmedium geschieht nun
durch die Forderung, dafl beide Versetzungsdichtetensoren identisch sein miissen. Die
Summe iiber alle Klassen mufl also zwingend die in der Cosserat—Theorie bekannte
Grofe ergeben. Diese Forderung ist ein zentrales Postulat in dieser Arbeit, daher wird
sie hier bezeichnet als:

Fundamentalgleichung der Theorie der Versetzungsklassen:

(D

e, A5 S onpliy b (3.168)
D

Folgen der Fundamentalgleichung

e Fiir den mittleren Versetzungsdichtetensor gilt in gemischter Darstellung!” die

Divergenzfreiheit:
ot = Ry Ar (3.169)
= 0;a™ = 0. (3.170)

Diese Divergenzfreiheit iibertréigt sich durch die Definition (3.168) auch auf die
Klassensumme

0 (Z gnDliDb“D> = 0. (3.171)

D

Hingegen folgt fiir eine einzelne Klasse die Divergenzfreiheit
9; (onplpbh) =0 (3.172)

nur dann, wenn sie lokal die einzige nicht verschwindende Klasse ist.

"Der zweite Index wird auf das Gittersystem bezogen
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Die Divergenzfreiheit bedeutet physikalisch, dal keine Quellen oder Senken der
Versetzungsdichte entlang der Linienrichtung existieren. Eine Versetzungslinie
endet also nie in einem Kristall, sondern nur an dessen Oberfléche.

Es liegt also nahe, die Divergenzfreiheit fiir jede Versetzungsklasse zu fordern,
solange keine Reaktionen zwischen Klassen zugelassen sind. Die Gleichung

9 (onplpbp) =0 (3.173)

wird also unter Beriicksichtigung der Reaktionsfreiheit gefordert.

Versetzungslinien kénnen demnach auch nicht abknicken, also ihren Linienvek-
tor &ndern, denn ein Abknicken einer Versetzung stellt immer eine Versetzungs-
reaktion dar: Eine Klasse an diesem Punkt geht in eine andere iiber.

Erlaubt man hingegen Versetzungsreaktionen, dann kann fiir eine solches Ab-
knicken nur die Divergenzfreiheit der Summe

0; (gnllib’f + Qnglébg) =0 mit b} =0b5 (3.174)

garantiert werden, wéihrend die einzelnen Klassen Quellen @) bzw. Senken S
aufweisen:

0; (omlibf) = S (3.175)

, 3.174
9 (onalit) = QXY —g. (3.176)
In dieser Arbeit soll von Reaktionen abgesehen werden, da hier die Basis der
Theorie aufgebaut wird. Es ist aber schon klar, dafl Versetzungsreaktionen in
dieser Theorie erfordern werden, dafl man von der strengen Divergenzfreiheit
(3.172) zu der minimalen Bedingung (3.171) iibergeht.

Da die Versetzungsklassen analog zu idealen Fliissigkeiten beschrieben werden,
werden Versetzungsreaktionen in enger Analogie zu chemischen Reaktionen ab-
laufen. Da hier der Lagrangeformalismus entsprechend erweitert werden muf,
wird in dieser Arbeit davon Abstand genommen. Ansétze dazu und zum ver-
einheitlichenden Aspekt des Lagrangeformalismus finden sich aber bei Anthony
(1989, 1990).

Versetzungsbewegung mit der Geschwindigkeit uiD relativ zum Hintergrundme-
dium hat eine plastische Deformation zur Folge, die durch einen nichtverschwin-
denden Driftstrom der Cosserat—Vektoren J;* beschrieben werden kann. Mit der
Fundamentalgleichung (3.168) ergeben sich daraus Konsequenzen fiir JF, denn
die Grofien ui) werden aus dem Modell der idealen Fliissigkeiten fiir die Subkon-
tinua der Versetzungsklassen entnommen, sodafl nach zeitlicher (substantieller)
Ableitung beider Seiten der Gleichung (3.168)

L .. L .
D" (e”kajAg) Y (Z gnDlsz'B> (3.177)
D

eine Verkniipfung des Cosserat-Driftstroms J mit den Klassengeschwindig-
keiten uzb verbunden sein wird, d.h. Ansétze fiir J* miissen dieser Gleichung
geniigen, um konsistent mit der Fundamentalgleichung (3.168) zu sein. Eine
ausfiihrliche Betrachtung findet sich im Abschnitt 3.4.3.
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e Wechselwirkung von Versetzungen

Die Versetzungen wechselwirken untereinander iiber die von ihnen verursachten
Spannungsfelder. Diese Wechselwirkung duflert sich zum Beispiel in der bekann-
ten Peach—Kohler—Kraft, die die Kréfte auf Versetzungen in Spannungsfeldern
beschreibt und erstmals von Peach, Kohler (1950) beschrieben wurde. Da hier
die elastischen Wechselwirkungen iiber die Cosserat—Vektoren beschrieben wer-
den, werden diese Kréfte durch die Fundamentalgleichung bereits vollstéindig
erfafit und kommen in den Euler-Lagrange-Gleichungen bzw. in den daraus
folgenden Gleichungen fiir die Observablen zum Ausdruck.

Bei Azirhi (1998) wird dies nicht gezeigt, sondern diese Kréfte auBerhalb des
Lagrangeformalismus explizit angesetzt.

3.4.2 Geometrische Eigenschaften des Modells

Aus dem bisherigen Aufbau der Theorie lassen sich (statische) Eigenschaften der
Cosserat—Geometrie und der Versetzungsklassen ableiten. Diese Eigenschaften mani-
festieren sich in Gleichungen, deren physikalische Bedeutung anschaulich nicht immer
klar ist. Daher werden hier einige Feldgleichungen, die aus dem Modell fiir Cosserat—
Medium und Versetzungsklassen folgen, mit mikroskopischen Bildern von Versetzun-
gen in einem Kristall veranschaulicht.

Existenz und Konsequenzen eines Fernparallelismus im Kristall mit Ver-
setzungen

Wenn der ideale Kristall nur durch Versetzungen gestort ist, d.h. keine Disklinationen
vorhanden sind, ist die Geometrie mit einem Fernparallelismus ausgestattet, sodafl
der Riemann—Christoffel-Tensor

Rlﬁc = 26[1»1“2},(; + 2Fl[i|prj;}k: (3.178)
verschwindet. Dies ist konsistent mit dem bisherigen Ansatz fiir die Konnexion
I} = ALO A, (3.179)

die nach Einsetzen in Gl1.(3.178) zu wag = 0 fiihrt.

Dies sieht man alternativ dazu, wenn man den Riemann—Christoffel-Tensor in das
Gittersystem transformiert. In diesem enthélt er das anholonome Objekt wegen des
anholomen Basissystems, und man erhilt nach kurzer Rechnung:

Ry =20, 42T, T

A
- D 200, T + 20, T (3.180)

Qv yK®

Dieser Ausdruck verschwindet offensichtlich, weil die Konnexion im Gittersystem
naturalisierbar ist:

A
I, =0. (3.181)
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Kovariante Ableitung des Versetzungsdichtetensors

Aus G1.(3.178) folgt nach Uberschiebung mit 7% und der G1.(3.23) die Gleichung
dia + Tl =0. (3.182)
Dies ist zum einen konsistent mit 9;a’* = 0: Wegen

a4 Féjaij = 9(a™AL) + Féja”
= 00" Al + "0, A}, + Tl;0
= 0 Al + o A50; AL +TL0"
= 0" AL — Y 9, AT AL +T)0"
N’
zrij

= 9t AL =0. (3.183)

Zum anderen kann GI.(3.182) auch in die Form einer kovarianten Ableitung gebracht
werden. Man muf jedoch beriicksichtigen, da a® eine Tensordichte vom Gewicht
(41) ist. Fiir Tensordichten aber lautet die kovariante Ableitung (siehe auch Schouten
(1954), Eringen (1971)):

L(+1); (+1) (+ )i (+1) +1)
Vi « il a il l ij _|_Fz ki Fk zl

+T (3.184)

Damit ergibt sich fiir die kovariante Ableitung des mittleren Versetzungsdichtetensors
unter Benutzung der GI.(3.182):

L (+1); ;i (+D) (+1)'
AR il — Zk I kl Fk il
i (+1)kl (+1)kl
— 1 %
- ik P
(3.23) (=1 (+1), <+1>kl
= € ikp P (3.185)

Bei Schouten (1954) entspricht diese Gleichung der sog. 2. Identitéit des Riemann—
Christoffel-Tensors.

Folgen der Divergenzfreiheit der Klassen—Versetzungsdichtetensoren
In dieser Arbeit werden Reaktionen zwischen Versetzungsklassen ausgeschlossen. Das

bedeutet, daf jede Klasse quellen— und senkenfrei ist. Daraus folgt die Divergenzfrei-
heit des Versetzungsdichtetensors einer Versetzungsklasse!®:

9’y = 0; (onplpbh) = 0. (3.186)

18 Auf die Angabe des Gewichtsindex der Tensordichte wird wieder verzichtet.
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Mit den Rechenregeln 3.1.3 folgt:
0; (olp) = 1)0; (0A})
= Do (40,4845 — A0, ALAL)
= Ql%A&A{AEijkOéku
= olbepal? (3.187)
und damit
9o’y = 0; (onplpbp) = onplpbheina™ + ol b50mp = 0. (3.188)
Mit der Fundamentalgleichung (3.168) wird daraus:
ob'h (Z QnDnD/l%)llZ),b%,sijk + l%@inD> =0, (3.189)
D/
und bei beliebigen Burgersvektoren folgt
lZD&nD = — Z QnDnD/l%)l%/b]b,eijk (3.190)
D/

Dies ist eine lokale Gleichung fiir die Richtungsableitung einer skalaren Versetzungs-
dichte np in Richtung ihres zugehorigen Linienvektors. Sie hiangt offensichtlich von

anderen Klassendichten ab, die am selben Ort von null verschieden sind.

Darauf kénnen folgende Uberlegungen aufgebaut werden:

1. Einflu3 von Schraubenversetzungen:

In der Summe iiber D’ spielen Schraubenversetzungen keine Rolle, denn fiir

Schraubenversetzungen gilt wegen b, || I

l%/b]D,sijk =0 wenn D’ ~ Schraubenversetzung.

(3.191)

Schraubenversetzungen beeinflussen also die Anderung von np in Linienrich-

tung anderer Klassen am selben Ort nicht.

2. Zusammenhang mit dem mittleren Versetzungsdichtetensor:

Summiert man G1.(3.189) iiber D und betrachtet alle Gréfien im dufleren Sy-

stem, so erhalt man

eijpaatl 4 Z ol blydmp = 0,
D

sodaf} sich mit Gl.(3.185) folgender Zusammenhang ergibt:

Z Ql%le&np :%i o,
D

(3.192)

(3.193)
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i

(1) (1) (1)

Abbildung 3.8: Zwei Versetzungsverteilungen, die sich im Gebiet IIT durchdringen. Klasse
(1) ist durch die dick schwarz gezeichneten Versetzungslinien gekennzeichnet, die das Ende der
Schnittebenen darstellen und kann entweder eine Stufen— oder eine Schraubenversetzungs-
klasse sein. Klasse (2) reprisentiert eine Stufenversetzung, deren Verteilung in den Gebieten
I und II verschwindet.

Dies ist die Klassen—Darstellung der kovarianten Ableitung des Versetzungs-
dichtetensors, die sich offenbar aus Summen iiber partielle Richtungsableitun-
gen der skalaren Versetzungsdichten in Richtung des jeweiligen Linienvektors
ergeben.

Nach Transformation in das Gittersystem wird dieser Zusammenhang deutli-
cher: Da im Gittersystem die kovariante Ableitung wegen I}, = 0 zur gewdhn-
lichen partiellen Ableitung wird, erhélt man

Z 00IpDHOnp = e = Oy (Z Qonpli‘)b'B> , (3.194)
D D

was wegen der Konstanz von gg, [* und b* sofort als wahrer Ausdruck zu erken-
nen ist.

. Mikroskopische Deutung von GIl. (3.189):

Gl. (3.189) hat folgenden geometrischen Hintergrund: Als Beispiel werden Ver-
teilungen von zwei Versetzungsklassen angenommen, welche in Bild 3.8 durch
diskrete Versetzungsanordnungen skizziert werden:

Das Bild zeigt einen zweidimensionalen Schnitt durch einen Einkristall. Die
Stufenversetzungen der Klasse (2) erkennt man durch die abbrechenden Koor-
dinatenlinien, die man auch als zusétzlich in den Kristall eingeschobene Halb-
ebenen deuten kann. Diese Versetzungen sind in dem rdumlichen Gebiet IT1
lokalisiert, das zusétzlich Versetzungen der Klasse (1), die als dick gedruckte
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schwarze Linien gekennzeichnet sind, enthélt. Diese Linien stellen die Enden
der Versetzungs—Schnittebenen dar (vgl. mit Bild 3.5) und sollen gerade in der
hier skizzierten (Zeichen—)Ebene liegen. Ihr Charakter ist beliebig. (Falls es sich
um Stufenversetzungen handelt, kennzeichnen diese Linien wieder das Ende von
eingeschobenen Halbebenen.)

In den Gebieten I und II sind hingegen ausschliellich Versetzungen der Klasse
(1) lokalisiert. G1.(3.189) liefert in diesen Gebieten:

ob 1 diny = 0. (3.195)

Hier verédndert sich die spezifische Versetzungsdichte in Linienrichtung nicht.

Anschaulich ist nun aber klar, dafl sich beim Vergleich der Gebiete I und II ein
Unterschied in der spezifischen skalaren Versetzungsdichte ergibt. Dies kommt
durch die zusétzlichen Halbebenen zustande, die aufgrund der Stufenversetzun-
gen der Klasse (2) eingefiigt sind, wodurch die spezifische Dichte — die ja auf
die Masse bezogen ist — in dem Gebiet I geringer ist als im Gebiet 11, da zwar
die Zahl der Versetzungen gleich bleibt, aber zusétzlich Materie hinzukommt:
Im Gebiet I befinden sich drei Gitterpunkte zwischen den Versetzungslinien,
im Gebiet II nur zwei.

Man erwartet also, dafl im Gebiet I11, wo sich beide Versetzungsklassen durch-
dringen, die Richtungsableitung [{9;n; #ndert, da die spezifische Dichte (im
Bild von unten nach oben) in Linienrichtung abnimmt.

Diese Anderung wird gerade durch die Gleichung (3.189) beschrieben, denn es
ergibt sich fiir beide Klassen im Gebiet I1I:

l’laml = —innglilébg&:ijk 7'5 0, (3.196)

da die drei Vektoren I, s, by nicht in einer Ebene liegen.

Ebenso ergibt sich fiir die Richtungsableitung der Klasse (2)
lé&)mg = —inngléllfb{zfijk, (3.197)

was allerdings nur dann von null verschieden ist, wenn der Burgersvektor der
Klasse (1) zu einer Stufenversetzung gehort. Fiir eine Schraubenversetzung ist
diese Gleichung hingegen null: Schraubenversetzungen haben ja keinen Einflufl
auf die Richtungsableitung anderer Klassen, was anschaulich damit zu erkléren
ist, daf hier keine zusétzlichen Ebenen eingeschoben werden.

Damit lassen sich die Gleichungen des Kontinuums anschaulich auf die diskreten
Figenschaften der Versetzungen zuriickfiihren und sind damit ein Abbild dieser Ei-
genschaften.

Diese Versetzungsverteilung ist allerdings statisch betrachtet worden. Es wird ange-
nommen, daf sie in dieser Form im Kristall bereits vorhanden war. Es stellt sich aller-
dings die Frage, ob eine solche Verteilung unter der Bedingung der Reaktionsfreiheit
auch durch Versetzungsbewegung zustande kommen kann, oder ob die Versetzungs-
klassen dieser Verteilung sich auch wieder trennen kénnen. Diese Fragen werden im
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néichsten Abschnitt im Zusammenhang mit den Versetzungsgeschwindigkeiten und
dem Cosserat—Driftstrom behandelt.

Es ist noch einmal zu betonen, dafl das Bild 3.8 nur die diskreten Versetzungen
skizziert, wihrend Gleichung (3.189) im Kontinuum giiltig ist und somit eine Verall-
gemeinerung des skizzierten Sachverhaltes darstellt.

3.4.3 Konsistenzbedingung fiir den Cosserat—Driftstrom

Durch die Fundamentalgleichung (3.168) entsteht eine Verbindung des Cosserat—
Mediums mit den Versetzungsklassen, die dazu fiihrt, dal die substantiellen Zeit-
ableitungen der beiden Definitionen des Versetzungsdichtetensors gleich sein miissen:

L .. L .
D" (alﬂ’“@ﬂ@) =pl¥ (Z onplh %) . (3.198)
D

Wie eine kurze Rechnung zeigt (Anhang A.2), erhilt man daraus folgenden Zusam-
menhang fiir den Cosserat-Driftstrom J/* und die Versetzungsgeschwindigkeiten u},:

Konsistenzbedingung fiir den Cosserat—Driftstrom:

kY, T + ol = — Zaj (QnDujb> Dbh. (3.199)
D

Dabei gehen Bedingungen wie die Erhaltung der spezifischen Versetzungsdichte und
die Bewegungsgleichung fiir die Cosserat—Vektoren ein. Da die np und v}, aus der
Klassentheorie bestimmt werden, liefern diese 9 Gleichungen (i = 1.3, k = 1"...3")1?
die Bedingungen fiir die Cosserat-Driftstrome J;*.

Neben der zweiten Einschriankung
Ji=0 (3.200)

muf jeder Ansatz fiir Jf* diese Gleichungen erfiillen. Entsprechende Ansétze und die
sich daraus ergebenden Konsequenzen werden in Abschnitt 3.4.4 diskutiert.

Einschrinkungen fiir up

Da in dieser Arbeit Versetzungsklassen ohne Reaktionen betrachtet werden, miissen
Versetzungslinien einer bestimmten Klasse intakt bleiben, es diirfen keine Jogs ent-
stehen (vgl. Bild 3.9).Es stellt sich daher die Frage, welche Auswirkungen dies auf
die Geschwindigkeit uiD der Versetzungen hat.

Zunichst ist klar, dal bei konstanter Linienrichtung {* auch die Geschwindigkeit in
ihrer Richtung durch ¢" festgelegt ist. Die skalare Grofle up gibt dann nur noch
an, wie schnell sich die Versetzung in die festgelegte Richtung bewegt (wobei bei
Vorzeichenwechsel von up die entgegengesetzte Richtung eingeschlagen wird).

Um die Unterscheidung zwischen Labor— und Gittersystem deutlich zu machen, werden die
Gitterindizes mit Strichen versehen.
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/AJZ_ ________ | /AJ./_--: 7

(a) (b)

Abbildung 3.9: Durchdringung zweier Stufenversetzungen mit rechtwinklig zueinander
orientierten Burgersvektoren: (a) Eine Versetzung XY bewegt sich in der Gleitebene Pxy
und schneidet die Versetzung AB in der Pg—Ebene. (b) Nach dem Durchgang von XY durch
AB ist auf der Versetzung AB ein Jog PP’ entstanden. Dieser Jog entsteht durch Verschiebung
der Ebene P,p um den Burgersvektor by. (Aus: Read (1953))

Da die Versetzungslinie aber nicht auseinanderreifien darf, mufl sie durch innere
Krifte zusammengehalten werden. In der Lagrangedichte werden sich diese durch
Lagrangemultiplikatoren als Reaktion auf kinematische Bindungen ergeben. Fiir die
skalare Versetzungsgeschwindigkeit up heifit dies, daB sie sich fiir eine Versetzungs-
klasse entlang der Linienrichtung ZE nicht &ndern darf, denn dies wiirde unweigerlich
zu einem — hier verbotenen — Auseinanderreifien fiihren.

Fiir das Modell der nicht reagierenden Versetzungsklassen bedeutet das eine physi-
kalisch motivierte Einschrinkung

Ih0up = 0. (3.201)

Durchdringen von Versetzungen bei Gleitbewegungen

Durch diese Einschrinkung des Modells auf nicht reagierende Versetzungsklassen
wird ein Durchdringen von Versetzungen bei Gleitbewegungen unméglich. Dies wird
in Abb. 3.9 deutlich: Bei jeder Durchdringung werden Jogs erzeugt.

Trotz dieser Einschrinkungen ist dies immer noch ein Modell, das den Kristall gut
beschreibt, wenn die Deformationsenergien nicht zu hoch sind: Um eine neue Verset-
zungslinie zu kreieren, muf} die Linienenergie &p aufgebracht werden. Beschrankt man
nun die Gleitbewegung und elastische Deformation auf Fille, die unterhalb dieser lo-
kalen Energie liegen, so ist davon auszugehen, dafl sich Versetzungen — wie in diesem
Modell — gegenseitig behindern und nicht durchdringen. Erst bei héheren Energien —
und lokal gréfleren Spannungen — werden Versetzungsreaktionen eintreten.

3.4.4 Ansatz fiir den Cosserat—Driftstrom

Der Cosserat—Driftstrom wird in der Lagrangedichte (3.249) nur durch die Konsi-
stenzbedingung (3.199) und die Kontinuitétsgleichung, welche J! = 0 zur Folge hat,
eingeschrénkt. Dies liefert aber keine Definition fiir J*.
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Abbildung 3.10: Drehung der Cosserat—Vektoren, wenn eine Versetzung sich nach links
bewegt.

Das Ziel ist nun, einen Ansatz zu finden, der eine Beziehung zwischen dem Cosserat—
Driftstrom und den Versetzungsbewegungen definiert und die Konsistenzbedingung
erfiillt.

Dazu werden verschiedene Situationen betrachtet:

Eine Versetzungsklasse

Zunichst wird der Fall einer diskreten Versetzung betrachtet. Dazu ist in Bild 3.10
schematisch eine Stufenversetzung eingezeichnet, die sich mit der Geschwindigkeit u
nach links bewegt. Im diskreten Fall ist die minimale Bewegung gerade die Verschie-
bung um einen Burgersvektor.

Man erkennt, da3 Gleiten um einen Burgersvektor eine Drehung der Cosserat—Vekto-
ren zur Folge hat?’. Zwar werden im diskreten Fall auch Lingensinderungen sichtbar.
Im Kontinuum aber wird der Cosserat—Vektor um einen infinitesimalen Winkel ge-
dreht. Anschaulich wird klar, da8 sich dabei die Komponenten A% in Richtung des
Burgers—Vektors verschieben, und zwar nur fiir Cosserat—Vektoren, die senkrecht zur

Gleitebene liegen, also parallel zum Normalen—Vektor 5”71),{: m*ay.. Damit bedeutet
Gleiten einer Versetzung, dafl Al in einem Zeitintervall At tibergeht in

Al — AT+ i, BAL. (3.202)

K

Dabei ist j eine Proportionalitéitskonstante.

Im Kontinuumsfall wird Gleiten gréflerer Versetzungsdichten zu proportional stérke-
ren Drehungen der Cosserat—Vektoren fithren. Aulerdem wird die Stérke der Drehung
pro Zeitintervall proportional zur Driftgeschwindigkeit der Versetzungsklasse u sein.
Der Ansatz lautet daher?!:

L, . o
DY AL = —conu iy b (3.203)

20Hier mufl man von den eigentlichen Cosserat—Vektoren a, bzw. von den Matrizen A,i ausgehen.
21Solange nur eine Versetzungsklasse betrachtet wird, wird der Index D unterdriickt, um die For-
meln iibersichtlicher zu gestalten. Es ist klar, dafl n, u, I*, m*, b* und ¢* dann Klassengrofien sind.
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mit ¢y als noch zu bestimmender Proportionalitdtskonstante.

Die Anderung der Cosserat-Vektoren muB hier relativ zur Gitterbewegung betrachtet
werden, daher muf} hier die substantielle Zeitableitung verwendet werden. Da in der
Skizze u und b unterschiedliche Richtungen haben, wird hier ein negatives Vorzeichen
gewihlt. Fiir diese spezielle Versetzung bedeutet das, dal der Richtungsvektor der
Versetzungsbewegung q die Richtung des Burgersvektors b hat. Dies kann immer
durch geeignete Wahl der Klassenvektoren erreicht werden.

Um die Gleichungen fiir die reziproken Cosserat—Vektoren zu erhalten, wird Gl. (3.41)
benutzt:

£(v) ()
D, A} = JI = conu m; b". (3.204)

Der Ansatz ist konsistent mit vergleichbaren Ansitzen aus der Literatur (siehe z.B.
Landau, Lifschitz (1991)). Dort wird allerdings meist?

Jr

7

= gijpul (3.205)

geschrieben.

Beide Ansitze sind fiir eine Versetzungsklasse dquivalent, denn mit den GI1.(3.168)
und (3.147) folgt:
Ji o= 6ijkujak"“
= eyponuglb”

1 : (@) (a)
= nu@—gsljke]m" [ iy 1FDF
0 ap

1 a (a) (a) a
— nug0<5r2i LA A z’%“)
ag —— ——
a2 0
—  goagnu ii; b, (3.206)

Damit ist der Ansatz des Stromes in Gl.(3.204) konsistent mit dem zitierten, wenn
Co ‘= 00Q0 (3.207)

gesetzt wird. Man beachte, dafl der Wert gg hier in jedem Bezugssystem gleich und
damit auch im dufleren System konstant ist.

Damit gilt

JF = ppagnu (T%Z b (3.206) Qnsijkujlkb“. (3.208)

(2

Zum einen erfiillt dieser Ansatz die Spurfreiheit des Cosserat—Driftstroms, denn

Jf = 0papnu (T%Z b = 0, (3.209)

22Das Vorzeichen hingt dabei von der Definition des Burgersvektors ab.
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da der Burgersvektor definitionsgeméf in der Gleitebene liegt.

Fiir die Konsistenzbedingung (3.199) gilt nun eine vereinfachte Gleichung. Um diese
abzuleiten, wird zunéchst eine Hilfsformel erstellt:

Es gilt
@) @)
Ve g —q" Vil =170 — ¢"0:1* = 0 (3.210)

aufgrund der Konstanz der Klassenvektoren.

In das Laborsystem transformiert ergibt sich wegen der Definition der kovarianten
Ableitung;:

0 = INid g Vi
= 10, — ¢'ol" + lifgqu - qifgklk
= 1'9;¢ — o,V + '~ (I“Zk — F?ﬂ)
= 1'0;¢ — q'0;l + 'q"espqa
= 10 —q'0il + l'gFeipgonl't
0 = I'0;¢7 —¢'o,l7. (3.211)

Mit dieser Gleichung folgt dann aus der Konsistenzbedingung (3.199):

0 = 9% + oF T + 05 (onug’) I'bH

="' 0 (6ijk6kmnugnqml"b“) + onb*ppagnu I* (T%k b+ 0j (Qnqu) 't
=0

= 0 (gnuqiljb“ — gnqulib”) +0; (gnqu) ot

= 0 (Qnuqilj b“) — onug’ ajlib“

onb* (ljaj (uq’) — qu(‘)jli)

0 =" onb'q'lo;u. (3.212)

Und das bedeutet, da8 durch den Ansatz (3.208) die Konsistenzbedingung nun
Poju=0 (3.213)

lautet.

Damit folgt aus der Konsistenzforderung die in GI.(3.201) bereits physikalisch mo-
tivierte Nebenbedingung, die ein Zerreiflien von Versetzungslinien verhindert. Diese
Nebenbedingung muf also nicht explizit in der Lagrangedichte gefordert werden, da
sie iiber die Fundamentalgleichung (3.168) und deren zeitlicher Ableitung (3.198)
erfiillt wird.



3.4. Einbettung der Klassen in das Hintergrundmedium 71

Mehrere Versetzungsklassen in der gleichen Gleitebene

Betrachtet man ein Ensemble von Versetzungsklassen, gleich ob Schrauben— oder
Stufenversetzungen, denen eine bestimmte Gleitebene gemein ist, so ist der Ansatz
(3.208) immer noch hinreichend, um die Konsistenzbedingung (3.199) zu erfiillen,
wenn er als Summe iiber diese Klassen formuliert wird:

. (a)
J = Z ooaonpupmp;bh. (3.214)
D

Der in o/ und JF nichtlineare Term ergibt sich jetzt zu

ai”Ji“ = Z QnDliDbEggaonD/uD/(T%D/ib%, =0, (3.215)
D,D’

da nach Voraussetzung alle Klassen die gleiche Gleitebene haben sollen und damit
i, pr; = 0 fiir alle D, D',

Die G1.(3.199) fithrt dann analog zur Rechnung (3.212) zu den Bedingungen

> onpblh bl diup = 0. (3.216)
D

Da keine der Versetzungslinien auseinanderreiflen darf, verschwindet jeder Summand
dieser Summe und die Konsistenzbedingung ist erfiillt. Allerdings ist die physikalische
motivierte Aussage, daB fiir jede Klasse

150up =0 (3.217)

gelten muf, stérker als das Verschwinden der Summe. Die Bedingung (3.217) fiir alle
Klassen folgt nicht zwingend aus (3.216) und mufl daher explizit fiir N — 1 Klassen
gefordert werden. Fiir zukiinftige Erweiterungen der Theorie mit Versetzungsreak-
tionen miissen diese Nebenbedingungen gerade dann aufgegeben werden, wenn es zu
einem Zerreiflen von Versetzungslinien und damit zur Erzeugung neuer Versetzungen
kommt.

Beliebige Versetzungsverteilung

Fiir eine beliebige Versetzungsverteilung bietet sich der Ansatz

a) ;
Jit = Z goaonDuD(mDib”D = Zeijkuj[)a%” (3.218)
D D

an, der jetzt keinen Einschrankungen mehr unterliegt. Einsetzen in die Konsistenz-
bedingung liefert nach einigen Rechenschritten:

Z QnDb%qi)l%@juD + Z QQnDnD/b%biD,uDsjqu%l%llD/ =0. (3.219)
D D,D’
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Die erste Summe verschwindet, wenn die explizite Forderung nach Reaktionsfreiheit
durch das Verschwinden der Richtungsableitung

15,9;up = 0 (3.220)

fiir alle Klassen erfiillt wird.

Das Verschwinden der Doppelsumme ist dann dquivalent zum Erfiillen von G1.(3.199).
Ihre Bedeutung kann man anschaulich (analog zum Schaubild 3.8 im statischen Fall)
verdeutlichen:

Betrachtet wird ein diskretes System von zwei sich durchdringenden Klassen. Das
Spatprodukt qqule%lb, in der Doppelsumme in Gl.(3.219) verschwindet bei paral-
lelen Linienvektoren Ip || Ipr. Es werden daher zwei Klassen betrachtet, bei denen
diese Bedingung nicht erfiillt ist.

In den Schaubildern 3.11 — 3.14 soll die Klasse (1) entweder eine Schraubenversetzung
(b1 || Ly, zwei Gleitrichtungen mdoglich) oder eine Stufenversetzung (zwei Burgersvek-
toren by L I mit festgelegter Gleitrichtung q; || by moglich) sein.

Fiir die zwei Versetzungsklassen im Durchdringungsgebiet III kann Gl.(3.219), da
der erste Term verschwinden soll, umgeformt werden zu

o’ ninagjrlil (ulq{b’fbé - u2q§b’2‘bil> =0. (3.221)

Fiir das skizzierte System sind nun folgende vier Falle moglich:

—

. Zwei Stufenversetzungen mit by || by || ez = q1 || g2 || es, Bild 3.11:
Fiir diesen Fall reduziert sich G1.(3.221) mit by = by = q1 = @2 zu:

g2n1n2bib¥z—:jklb{llfll2(u1 — UQ) =0 = u; = us. (3222)

Die Versetzungen konnen sich also nur mit gleicher Geschwindigkeit relativ zum
Gitter bewegen. Nur so kann die Forderung, dafl keine Versetzungsreaktionen
stattfinden diirfen, erfiillt werden.
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Abbildung 3.11: Zwei Stufenversetzungen Abbildung 3.12: Eine Stufenversetzung (2)
mit parallelem Burgersvektor und daher mit und eine Schraubenversetzung (1) mit gleicher
gleicher Gleitrichtung. Gleitrichtung.
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Abbildung 3.13: Eine Stufenversetzung (2) Abbildung 3.14: Zwei Stufenversetzungen
und eine Schraubenversetzung (1) mit unter- (1) und (2) mit unterschiedlichen Gleitrich-
schiedlichen Gleitrichtungen: q; || e,. tungen: q; || by || e -

2. Eine Stufenversetzung (2) und eine Schraubenversetzung (1) mit gleichen Be-
wegungsrichtungen q; = g2 = bo, Bild 3.12:

Hier erhélt man:
g2n1n2q{5jklllfllz (ulb’fbé — usbhb}) = 0. (3.223)

Diese Gleichung ist nur dann erfiillt, wenn u; = uo = 0 gilt23. Das bedeutet:
Die Versetzungen hemmen sich gegenseitig. Anschaulich ist dies klar, da bei
Bewegung der Stufenversetzung (2) die Versetzungslinien der Klasse (1) durch
die “wandernden Halbebenen” zerschnitten werden wiirden. Umgekehrt werden
auch bei Bewegung der Schraubenversetzungen in die angegebene Richtung die
Versetzungslinien der Stufenversetzung zerschnitten.

3. Eine Stufenversetzung (2) und eine Schraubenversetzung (1) mit unterschiedli-
chen Bewegungsrichtungen q; = I und g2 = b9, Bild 3.13:

Hier erhélt man wegen q; || la:

—92n1n2€jklllfllzu2nggbi =0, (3.224)
was zu

upg =0 und w3 beliebig (3.225)
fithrt.

Die Schraubenversetzung (1) kann sich also frei in e,—Richtung bewegen, wih-
rend die Stufenversetzung (2) festgepinnt ist, da bei ihrer Bewegung wieder ein
Zerschneiden der Schraubenversetzungslinie stattfinden wiirde.

23Man sieht das, wenn alle Komponenten der Tensorprodukte by b% und b b¢ ausgeschrieben werden.
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4. Zwei Stufenversetzungen mit by || la = q; || l2, Bild 3.14:

Fiir diesen Fall erhilt man:

—0*ninag il lhus bbbl = 0. (3.226)
Also gilt wie oben

up =0 und w; Dbeliebig. (3.227)

Die Stufenversetzung (1) kann sich auch hier frei in e,—Richtung bewegen. Die-
se Bewegung bewirkt kein Zerschneiden der Versetzungslinie der Klasse (2).
Umgekehrt jedoch fithrt Bewegung der Klasse (2) zu einem Zerschneiden der
Linie (1), was ug = 0 zur Folge haben muf.

Alle moglichen Auswirkungen der Konsistenzgleichung fiir den skizzierten Fall sind
im Einklang mit den Voraussetzungen des Modells. Daher wird auch fiir eine beliebige
Versetzungsverteilung der Ansatz

Jit = Z QoaonDuD(T%Dib% = ZsijkujDa]B“, (3.228)
D D

im Fall nicht-reagierender Versetzungen gewéhlt.

Fiir mehrere Versetzungsklassen muf jedoch explizit gefordert werden, daf3
I'd;up = 0 (3.229)

gilt, damit die Konsistenzbedingung erfiillt wird.

Pinning von Versetzungen

Der zweite der oben erwéhnten Fille ist besonders interessant, weil beide Versetzungs-
driftgeschwindigkeiten verschwinden. Das bedeutet, es entsteht ein Pinningeffekt:
Die so gepinnten Versetzungen werden zur plastischen Deformation keinen Beitrag
liefern und zéhlen damit zu den sog. immobilen Versetzungen oder auch Waldver-
setzungen. Durch Vorgabe dieser oder dhnlicher Versetzungsanordnungen sind diese
unbeweglichen Versetzungen automatisch in der Theorie enthalten und werden daher
nicht als eigenstindige Grofien in die Theorie integriert (wie das im Gegensatz dazu
bei Azirhi (1998) und Anthony, Azirhi (1998) geschieht).

Durch den hier vorgestellten Ansatz wird also deutlich, dafl auch Eigenschaften von
Versetzungsnetzwerken, hier die gegenseitige Behinderung beim Gleiten, beschrie-
ben werden kénnen. Dies wird einen groflen Einflufl auf die makroskopischen plasti-
schen Eigenschaften haben, denn durch die Verhinderung von Gleitprozessen tritt
eine Verfestigung ein, da plastische Deformation dadurch behindert wird.

Falls man Versetzungsverteilungen betrachtet, die nicht durch Gleitprozesse zustande
gekommen sein kénnen, so hat man es im Rahmen dieser Theorie mit Verteilungen
zu tun, die Anfangsbedingungen beschreiben. Diese kénnen z.B. mit Versetzungen
korrespondieren, die beim realen Kristallwachstum entstehen.
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Kontinuitéitsgleichung

Die Kontinuitétsgleichung wird iiber die Bewegungsgleichung der Cosserat—Vektoren
berechnet, was die Spurfreiheit des Cosserat—Driftstroms voraussetzt:

Ji=0 (3.230)

7

Da dies aber fiir den allgemeinen Ansatz (3.218) der Fall ist, bendtigt man keine
explizite Forderung nach Erfiillen der Kontinuitédtsgleichung. Es folgt ndmlich aus
Gl (3.218):

: @ ok g
Ji =" eoaonpupimpbp =Y enpeipupaplhbp =0, (3.231)
D D

weil fiir alle Versetzungen der Burgersvektor in der Gleitebene liegt, also in DibiD =0
gilt, bzw. Linien—, Burgers— und Gleitrichtungsvektor in dieser Ebene liegen, also das
Spatprodukt aijkqul’f)b"D verschwindet.

3.4.5 Separation der Energiedichte des Gesamtsystems

In der Lagrangedichte der Versetzungsklassen (3.156) wurde eine spezifische Energie
Wp(np) in Analogie zur idealen Fliissigkeit angenommen. Es soll nun gezeigt werden,
wie ein solcher Ansatz zu motivieren ist:

Im allgemeinen Fall des Cosserat-Mediums kann die Energiedichte nicht nur von
den Cosserat—Vektoren, sondern auch von ihren rdumlichen Ableitungen abhéingen.
Dadurch wird es moglich, Momentenspannungen als Antwortgréfien auf Variation der
Cosserat—Vektoren zu erhalten.

Der allgemeine Ansatz fiir die elastische Energie lautet dann:
W =W (A}, 0;A7) . (3.232)

Berticksichtigt man die in Abschnitt 3.1.2 eingefithrten Gréflen der elastischen De-
formation

eij = % (am\AfA? - gl-j) (3.233)
und der Hyperdeformation

hif = ARO AL, (3.234)
so kann man die Energie als Funktion dieser Groflen schreiben:

W=Ww (eij, h;j’“) . (3.235)

Der Hyperdeformationstensor wird weiter untersucht:
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Fine Indexsenkung im letzten Index mit der Gittermetrik fithrt zu einem dreifach
kovarianten Tensor, der immer in folgende Summe aus einem symmetrischen und
einem antisymmetrischen Tensor zerlegt werden kann:

Hiji = hijay = Hygpy + Hjju)- (3.236)

Den in den letzten beiden Indizes symmetrischen Tensor nennt man natiirlichen
Hyperverzerrungstensor:

Nijk = Hi(jry, (3.237)

der in den letzten beiden Indizes antisymmetrische Teil heiffit natiirlicher Struk-
turkriimmungstensor:

Der natiirliche Hyperverzerrungstensor liefert keine neue Information, denn er ist
identisch mit dem Gradienten der elastische Deformation, wie sich durch Einsetzen
der Definitionen leicht zeigen 148t:

Aijk = Giejk. (3239)

Der Strukturkriimmungstensor 148t sich auf die zweistufige Tensordichte
K7 = igjm%mn (3.240)

zuriickfithren, ohne Information zu verlieren.

Es folgt nach kurzer Rechnung;:
-J jmn 1 J _mn in
k; =" Omen; + 551'0‘ A — 9™ an; | . (3.241)

Der Strukturkriimmungstensor ist also vollstéindig bestimmt, wenn a* und e;; be-
stimmt sind. Damit hingt die spezifische Energie von folgenden Gréflen ab:

W=w (eij, &-ejk, Ckij) . (3.242)
Die Versetzungen tragen also iiber die von ihnen erzeugten Hyperdeformationen zur

elastischen Energie bei.

Da in dieser Theorie ein Mehrfliissigkeitsmodell angenommen wird, in dem jede
Flissigkeit eine eigene Energiedichte besitzt, wird an dieser Stelle ein Separationsan-
satz fiir die spezifischen Energien gemacht. Dabei ist wichtig, dafl der Versetzungs-
dichtetensor iiber die skalaren Versetzungsdichten np definiert ist. Der Ansatz lautet:

W = Welast (eij7 8i€jk) + WVers (nD) ’ (3243)

wobei die spezifische Versetzungsenergie noch von allen Versetzungsklassen abhéngen
kann.
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Damit enthélt Wy ,.s einerseits die hyperelastischen Anteile der Energie einer Klasse.
Zum anderen kann damit aber auch die Energie der Versetzung im Versetzungskern
mit erfalt werden, die von den inneren Léngenskalen abhéngt und im Rahmen der
klassischen Elastizitéatstheorie nicht beriicksichtigt wird. Auflerdem konnen nicht—
elastische Nah-Wechselwirkungen von Versetzungskernen verschiedener Klassen in
dichten Versetzungsnetzwerken erfafit werden, wenn die spezifische Energie einer Ver-
setzungsklasse lokal von anderen Versetzungsklassen abhéngen kann:

Wp :=Wp(np,npr). (3.244)

Auch diese “Nah—Wechselwirkungsenergie” geht iiber die Elastizitdtstheorie hinaus.

Zieht man noch als Konvention die Gréfien mpnp aus der Energiedichte heraus, um
zu der in der Lagrangedichte (3.156) vorgestellten Form zu gelangen, so lautet die
gesamte Energiedichte®* des Modells mit einem Summenansatz fiir Wy ey

oWyes := 0Weiast (€, Oieji) + Z ompnpWp(np,npr). (3.245)
D

Der Versetzungsdruck pp einer Klasse wird analog zum Druck in einer Fliissigkeit

oW (o)

(o) = QQTQ (3.246)

iiber die Ableitung der Versetzungsenergie nach der Versetzungsdichte definiert:

oWp
pp = mDn%%. (3.247)

Dieser Versetzungsdruck ist als Antwortgréfie bei Variation nach der Versetzungs-
dichte analog zu Momentenspannungen, die man durch Variation nach den Hyperde-
formationen erhélt, die auf eine nicht—verschwindende Versetzungsverteilung zuriick-
zufithren sind. Die Richtungsinformationen des Tensors der Momentenspannungen
sind hier iiber die Klassenvektoren enthalten, die aufgrund ihrer Konstanz im Gitter-
system als Parameter in die Versetzungsenergie eingehen (was hier nur durch Vorgabe
des Klassenindex D angedeutet wird).

24Um von der spezifischen Energie zu der Energiedichte zu gelangen, muf natiirlich mit ¢ multi-
pliziert werden.
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3.5 Aufbau der Lagrangedichte

Die bisher gesammelten Bausteine der Theorie werden nun zusammengefiigt und die
Lagrangedichte des Einkristalls mit beweglichen Versetzungen aufgebaut. Diese muf3
aus folgenden Teilen bestehen:

1. Elastisches Hintergrundmedium (Ideale Fliissigkeit mit Cosserat—Vektoren als
innere Struktur): (3.64) (erste Zeile);

2. Bewegungsgleichung fiir die Cosserat—Vektoren: (3.41);
3. Versetzungsklassen (modelliert durch ideale Fliissigkeiten): (3.156) mit (3.244);

4. Fundamentalgleichung der Klassentheorie (Anbindung der Versetzungsklassen
an das Hintergrundmedium): (3.168);

5. Konsistenzbedingung (Anbindung des Cosserat-Driftstroms J/* an die Verset-
zungsgeschwindigkeiten): (3.189). Diese wird durch einen Ansatz erfiillt;

6. Nebenbedingungen, die sich aus der Forderung nach Reaktionsfreiheit der Ver-
setzungsklassen ergeben: (3.186), (3.201).

Da die Dissipation erst im néchsten Kapitel separat behandelt wird, wird die aus
dieser Lagrangedichte entstehende Dynamik nicht—dissipativ sein.

Es gilt zur Erinnerung
0 = o(A7). (3.248)

Damit liefert folgende Lagrangedichte eine Beschreibung fiir nicht reagierende Ver-
setzungsklassen im elastisch und plastisch deformierbaren Kristall:

1
t=—0p (—202 + Weiast (€455 aiejk)) (a)

w w 1
-0 g npmp (DE D)QOD + aDDl(t D),BD - iw% + WD(”D,”D’)) (b)
D

[z, .
+ ot} (DE )Af - Z QnDuDaijkq%AilBAljb’B) (c)
D
+ by (Aé” ek, AL~ QM)%%) (d) | (3.249)
D
(D)
+> "0 Bi (wh — o' —upghAL) (@)
D
D?’na[)ﬁ'_l
+ Z XD0 (QTLDA@ D (f)
D

+) " eplhAldup. (9)
D
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Deutung der Elemente der Lagrangedichte:

(a) Elastisches Hintergrundmedium: Auf eine Clebsch—Darstellung der Geschwin-
digkeit v’ kann verzichtet werden, da sich fiir sie eine verallgemeinerte Darstel-
lung nach Variation von v* ergibt;

(b) Fliissigkeitsmodell der Versetzungsklassen;

(c) Bewegungsgleichung fiir die Cosseratvektoren mit dem Driftstrom J nach
GL.(3.214);

(d) Fundamentalgleichung (siche Gl.(3.168))

e) Definition der Gesamt—Versetzungsgeschwindigkeit w?, := v’ + upq’,. Diese
gsg g D dp
Definition kann auch in die Lagrangedichte eingesetzt werden, dann entfallen

. (D)
die Variablen w}, und die Multiplikatoren B;;
(f) Erzwingt die Quellen— und Senkenfreiheit fir N — 1 Klassen;

(g) Erzwingt gleiche Versetzungsdriftgeschwindigkeit entlang einer Versetzungslinie
fiir alle Klassen.

Die Euler-Lagrange—Gleichungen werden fiir das Modell mit einer Versetzungsklasse
im néchsten Abschnitt berechnet. Bei der Variation ist darauf zu achten, dafl die Klas-
senvektoren im Gittersystem konstant sind und daher nicht nach ihnen zu variieren
ist. AuBerdem sind nur die reziproken Transformationsmatrizen Af Variable, nicht
hingegen die eigentlichen Matrizen A’ . Fiir Variation nach diesen ist die Rechenregel
(3.39) zu verwenden.

3.6 Modellsystem mit einer Versetzungsklasse

Die Auswertung der Lagrangedichte (3.249) wird an einem Modell mit einer Verset-
zungsklasse vorgenommen. Dies vereinfacht die Gleichungen und erlaubt es dennoch,
plastische Deformation zu berechnen.

Da die dissipativen Effekte in der Lagrangedichte (3.249) noch nicht enthalten sind,
wird hier ein Reibungsterm nachtréglich in die Gleichungen fiir die Observablen ein-
gefiigt, der fiir eine dissipative Driftbewegung der Versetzungsklasse sorgt. Der Ein-
bau dissipativer Terme in die Lagrangedichte selbst geschieht im Kapitel 4.

Lagrangedichte und Auswertung

In der folgenden Lagrangedichte wird die elastische Energie nur in Abhéngigkeit von
der elastischen Verzerrung ey geschrieben. Hyperdeformationen, die Ableitungen von
ex; enthalten, werden vernachléssigt. Die antisymmetrischen Anteile der Hyperdefor-
mation, die den Versetzungsdichtetensor enthalten, sind jedoch iiber den Energieterm
der Versetzungsklasse integriert und fiithren so zu Momentenspannungen, die sich in
der vorliegenden Beschreibung aus dem Versetzungsdruck ergeben.
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Weiterhin kénnen die Nebenbedingungen in den Zeilen (3.249)(f) und (g) weggelassen
werden, denn:

(3.249)(f) ist fiir eine Klasse immer durch die Fundamentalgleichung erfiillt;

(3.249)(g) ergibt sich eindeutig aus der Konsistenzbedingung fiir eine Versetzungs-
klasse (3.212).

Dann wird (3.249) zu folgender Lagrangedichte, wobei jetzt auf den Klassenindex D
verzichtet wird?®:

(= —o(—3v2+W(AD)
— onmyg (Dgw)go +aD™ B — sw? + WD(n)>
+ ot} (atAg + 0RO AL + Db A — QNU6ijkAZqVA/’jl”b“> (3.250)
+ "k (A%Emkl(?kAf — Qﬂl”b”‘)

+ 0B; (wl — ol — uAqu”) .

Im folgenden werden teilweise die Abkiirzungen
alf = kY AR = onl'b” (3.251)

I = onuegd M0 = ogagnu i b° (3.252)

2

benutzt, um die Gleichungen iibersichtlicher zu gestalten.

25Die Referenzmasse mp wird hier mit mo bezeichnet, die Versetzungsenergie weiterhin mit Wp.
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Euler—Lagrange—Gleichungen

Nach Variation erhilt man folgende Euler—Lagrange—Gleichungen, die hier teilweise
schon etwas umgeformt sind. Geméaf ihrer Bedeutung werden sie benannt:

Bewegungsgleichung der Cosserat—Vektoren:
St QAN RO AT + Ot AR — JF =0 (3.253)

Fundamentalgleichung:
Oy = AL ™R AR — onlbF =0 (3.254)

Definition der Klassen—Driftgeschwindigkeit wu:
6B, : wl—vl—ul=0 (3.255)

Kontinuitétsgleichung der skalaren Versetzungsdichte:
do = O (on)+ 0; (ani) =0 (3.256)

Clebsch—Potentiale der Versetzungsbewegung:
oo QnDEw)ﬁ =0 (3.257)
58 : onD™a=0 (3.258)

Potentialansatz fiir die Geschwindigkeit des Hintergrundmediums:
sl oy + ot' QAT — 0;(ot!) — 0B, = 0

‘ 1 .
= = —t;@lAf + E&(gt}) + By (3.259)

Potentialansatz fiir die Geschwindigkeit der Versetzungsklasse:

sw' : onmow; — onmo (Jp + ad)B) + 0By = 0
= nmow; = nmyg (O + ad)f) — By (3.260)
Bestimmungsgleichung fiir den Lagrange—Multiplikator B;:
ou —Qtisijkqjgnlkb” — 0Bt =0

= u'B + Jrtl =0 (3.261)

Bernoulli-dhnliche Gleichung fiir die Versetzungsklasse:

w 1 ow, 1,
on : omg (DE )90 — §w2 +Wp + nanD> + Qgtfie]f + hyeol 0" =0 (3.262)

“Tensorielle Bernoulli-Gleichung” fiir das Hintergrundmedium:
Ly g /1 .
SAF : oASDHL — ARy, + od, (—21)2 + W (AF) - pD> + 00}
+ ol JS — 00tk I — hpea'™ — pByu' =0 (3.263)
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Gleichungen fiir die Observablen

Nun werden die Gleichungen fiir die Observablen Af,vi,n und u aus den Euler—
Lagrange—Gleichungen hergeleitet. Nach zeitlicher Ableitung der Geschwindigkeiten
konnen dabei die Potentiale ¢, o und 3 sowie die Lagrangemultiplikatoren . und B;
eliminiert werden.

Man erhélt folgenden Satz von Gleichungen:

1%§”)Af = ooagnu i; b (3.264)
QMDIEU)’U[ + Qnmgﬁgv)ul = —onmou'dyu; — O; (gal'i) (3.265)
QDEv)n = -9 (Qnul> (3.266)
kG AN = onl'b” (3.267)

onmoD}” (ug®) = —onmouq'q'd; (w) +nmoqd'd; (0o)') — oMq'Opp
+oMng'e s, (Qa}'fbp) ¥ — Mo, (hlpgnlkbpql) (3.268)

Anmerkungen:

o ¢°=q'¢ gij ist das Betragsquadrat des Vektors q im dufleren System, also nicht
konstant, denn mit GI.(3.264) und der Rechenregel (3.43) folgt nach kurzer
Rechnung;:

D{"q? = ¢'q" (9yvy, + Byvi) . (3.269)

o ’(I’%Z ist definiert durch GI.(3.137):

g’%i:: mjaij. (3270)

e M ist eine Abkiirzung fiir
M =1+ nmy. (3.271)
Deutung der Gleichungen (3.264 — 3.268):

(3.264) : Bewegungsgleichung fiir die Cosserat—Vektoren.

(3.265) : Impulsbilanz des elastischen Hintergrundmediums.

Da die Versetzungen in diesem Modell mit einer Masse und damit mit einer
Tragheit verkniipft sind, erscheinen sie in der Impulsbilanz. Diese Terme ent-
halten jeweils nmy.

(3.266) : Kontinuitdtsgleichung der skalaren Versetzungsdichte.
(3.267) : Fundamentalgleichung der Versetzungsklassentheorie.

(3.268) : Impulsbilanz des Versetzungssubkontinuums.

Da die Richtung der Bewegung durch die Klassenvektoren festgelegt ist, reicht
diese Gleichung zur Bestimmung der Versetzungsdriftgeschwindigkeit u aus.
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Die Peach—Kd&hler—Kraft
Der vorletzte Term der Gleichung (3.268) enthilt mit
eiin (0o b°) 1F (3.272)

die Peach—Kohler—Kraft (siche auch Peach, Kohler (1950)), welche die Kraft des
elastischen Spannungsfeldes auf eine Versetzung (in diesem Fall Versetzungsdichte)
beschreibt. Die Multiplikation mit ¢! sorgt fiir eine Projektion dieser Kraft in Gleit-
richtung.

In indexfreier Notation ist dieser Anteil (bis auf die Vorfaktoren):
q-[(b-a) <1, (3.273)

was als Spatprodukt der Vektoren q,b - o und I zu erkennen ist. Zyklische Vertau-
schung ergibt

q-[(b-g)x1l] = (b-ag) (Ixgq)

— —(b-g)-m, (3.274)

oder in der hier iiblichen Index—Notation unter Beriicksichtigung der Einheitslingen
und der Konstanten

g iip (@)
d'eiik (00, 0P) IF = —goago b m; . (3.275)

Die Peach—Kohler—Kraft ist also elementar in der Theorie enthalten und folgt direkt
aus der hier benutzten geometrischen Betrachtung im verallgemeinerten Cosserat—
Kontinuum. (Dies wird bei Azirhi (1998) nicht gezeigt.)

Der Anteil der Peach—Kohler—Kraft senkrecht zur Gleitebene wird hier nicht be-
trachtet: Da die Versetzungen in dieser Richtung nicht gleitfdhig sind und Verset-
zungsklettern in dieser Theorie ausgeschlossen wird, mufl dieser Anteil durch eine
Reaktionskraft kompensiert werden. Da diese Einschréinkung sich aus Zwangsbedin-
gungen in der Lagrangedichte ergibt, werden die Reaktionskréfte gerade durch die
Lagrangeschen Multiplikatoren gegeben, die diese Bedingungen erzwingen.

Bedeutung des Lagrangemultiplikators A,

Der Lagrange-Multiplikator h,,, 148t sich nicht vollstédndig eliminieren. Das liegt dar-
an, daf} er Kréifte beschreibt, die die Versetzungslinie als ganzes Objekt “zusammen-
halten”. Die Driftgeschwindigkeit darf entlang I nicht variieren, der Spannungstensor
jedoch schon. Uber hy, werden also gerade die Komponenten der Gleichung (3.261)
kompensiert, deren Richtungsableitung in Richtung Linienvektor nicht verschwindet.
Es ist zu erwarten, dafl nach Einbau von Versetzungsreaktionen in die Theorie dieser
Multiplikator ebenfalls aus den Observablen—Gleichungen eliminiert werden kann, da
dann ein Zerreiflen von Versetzungslinien und eine damit verkniipfte Erzeugung neu-
er Versetzungen erlaubt sein wird. Diese Untersuchung ist jedoch nicht Gegenstand
dieser Arbeit.

Weitere Erlduterungen zu h,,, folgen in den néchsten Abschnitten.
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Noethersche Energiebilanz

Aus dem Noethertheorem erhilt man folgende Ausdriicke fiir die Energiedichte und
die Energiestromdichte:

1 1 .
e = oW + onmoWp + igvz + ignmow2 —0; (gtﬁgvk) , (3.276)
sowie
1 L o9\ 1 1 2\ 1 Ik
Jeg = W+ SV | v + | onmoWp + Fonmow” | w + O (thv )

+ 00iv" + oppu
+ gnllhijuibj
+ €k, (—hypo? + gt;vpvqekiq) . (3.277)

Der Term (gt};vk) verschwindet identisch aus der Bilanz

Bre + Dyl = 0. (3.278)

Der letzte Term ist ein Rotationsausdruck, der bei Divergenzbildung ebenfalls ver-
schwindet. Mit substantiellen Ableitungen schreibt sich die Energiebilanz dann als

v 1 w 1 . -
QD§ )<W+ 21)2) +gnm0D§ )<WD+2fw2> +0; (gaklvk+gppul+inlhijulbj>:0.(3.279)

Der letzte Term ist ein Strom, der den Lagrangemultiplikator h,, enthilt.

Wegen 0 (inl) =0 und '9pu = 0 folgt:

. 1 w 1 . K
ng )<W+ 2UQ>+Qnm0D,E )<WD + 2w2>+01 (Qaklvk + ngul) =—onul' PV Oyhy, (3.280)

Es ist also lediglich die Richtungsableitung von h,, in Richtung der Versetzungslinie
flir den zusétzlichen Stromterm relevant.

Sowohl dieser Zusatzterm in der Energiebilanz als auch der letzte Term in GI.(3.268)
enthalten nur die Richtungsableitung 1'0; (h,,¢"b"). In einem in Versetzungslinien-
richtung homogenen Medium, in dem alle Feldableitungen in dieser Richtung ver-
schwinden, wird in keiner der Observablengleichungen dieser Lagrange—Multiplikator
mehr vorkommen. Ein solches Medium wird im Abschnitt 3.7 betrachtet.

Dissipativer Zusatzterm

In dem Modell fehlt bisher die Dissipation. An dieser Stelle soll nun ein phinomeno-
logischer Reibungsterm eingefiihrt werden, der zu einer dissipativen Versetzungsbe-
wegung fithrt. Ohne diesen Term wird eine einmal begonnene plastische Deformation
bei fehlenden dufleren Krifte mit konstanter Deformationsgeschwindigkeit, bei vor-
handenen dufleren Kréften sogar beschleunigt weiterlaufen. Um bei der Berechnung
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der Dispersionsrelation dissipative Effekte mit berticksichtigen zu kénnen, wird in der
Bewegungsgleichung fiir die Versetzungsgeschwindigkeit (3.268) ein Reibungsterm

0q’nu (3.281)

hinzugefiigt. Der Term g? wird dabei nur aus Dimensionsgriinden hinzugefiigt: er geht
im linearisierten System in a2 {iber. Diese Reibung beschreibt phiinomenologisch die
dissipativen Verluste bei der Bewegung von Versetzungen relativ zum Hintergrund-
medium.

Der Reibungskoeffizient i hat die Einheit s~!. Damit wird iiber die Relaxationszeit
o= (3.282)

eine Zeitskala definiert, auf der bei fehlenden dufleren Kréften eine Versetzungsbewe-
gung zum Stillstand kommt.

Das Gleichungssystem der Observablen lautet nun:

DAY = goagnu s b (3.283)
oMD"y + Qnmof)ﬁv)w = —onmou'duy — 0 (o}') (3.284)

Qng)n = —0 (Qnul> (3.285)

kG AR = onl'b” (3.286)
onmoDy” (ug®) + og®nu. = —onmou'q'; (w) +nmod'd; (e07’) — 0Md'Opp

+oMng'e, (QO‘;bp) ¥ — Moy, (hlpgnlkbpql> (3.287)

Der Grenzfall mqg — 0

Die Referenzmasse mg wurde eingefiihrt, um der Trégheit der Versetzungen Rechnung
zu tragen, denn bei dem Gleiten einer Versetzung wird Masse verlagert. Der Effekt
dieser Masse wird aber als klein angenommen. Der Grenzfall mg — 0 wird hier
unter Beibehaltung der oben eingefiithrten Reibung betrachtet. Der mit den Euler—
Lagrange—Gleichungen kompatible Fall ist iiber 1 := 0 zu erreichen.

Die Bewegungsgleichungen lauten fiir my — 0 und damit M — 1:

£@) 4x @

D, 7Af = poapnu m; b (3.288)
oDy = —d; (0o7) (3.289)
Qng)n = —0 (gnul> (3.290)

ek A = onl'b" (3.291)
anu = —q'Opp + ng'err, (00 P) 1F —ni*oyh (3.292)

Dabei wurde

h = hyu,q"b” (3.293)
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gesetzt. Der Versetzungsdruck enthélt die Hyperspannungen und wurde beibehalten,
obwohl in seiner Definition die Masse mg enthalten ist. Da die Hyperspannungen
aber unabhéngig von mg sein miissen, ist davon auszugehen, dafl diese Masse iiber die
Energiedefinition aus dem Druckterm herausféllt. Da mg (oder allgemein mp) aus der
spezifischen Energie in G1.(3.245) aus rein rechentechnischen Griinden herausgezogen
wurde, wird die spezifische Versetzungsenergie Wy .5 die Masse mp nicht enthalten.

Die Gleichungen sind nun recht iibersichtlich:

G1.(3.289) ist die klassische Impulsbilanz, die die Bewegung des elastischen Mediums
beschreibt. Allerdings ist sie an die Versetzungen iiber die Abhéngigkeit ¢ = g(A¥)
gekoppelt, und zwar einmal {iber die statische Beziehung der Fundamentalgleichung
(3.291), zum anderen iiber die kinematische Bindung der Cosserat—Vektoren an die
Versetzungsgeschwindigkeit (3.288).

Die Erhaltung der Versetzungszahl (3.290) und die Kréftebilanz fiir die Versetzungs-
klasse (3.292) komplettieren das Gleichungssystem.

Uber den Reibungsterm erhilt man nun eine direkte Beziehung zwischen Kriften und
Versetzungsbewegung. Fiir grofle  wird damit v — 0 gehen, was einem phénome-
nologischen Pinning entspricht. (Hier kann das Peierlspotential fiir den Fall modelliert
werden, dafl die treibenden Kréfte auf die Versetzungen zu schwach sind, als sie iiber
diese Potentialbarriere hinweg ziehen zu kénnen.)

Ohne diesen Reibungsterm erhélt man eine Gleichung, in der nur noch der Verset-
zungsdruck, die Peach—Kohler—Kraft und der mit zwei Klassenvektoren iiberschobene
(3.293) Lagrangemultiplikator h,, vorkommen:

—¢'Opp + ng'ewn (Qal'fbp) ¥ — nikoph = 0. (3.294)

In dieser Gleichung miissen sich alle Krifte aufheben, die Grofie h = hy,¢"b” sorgt
also fiir die notwendigen Reaktionskrifte, falls sich Versetzungsdruck und Peach—
Kohler—Term nicht kompensieren.

Der in Gleitrichtung projizierte Gradient des Versetzungsdrucks in dieser Gleichung
ist eigentlich die Verallgemeinerung der Peach—Kohler—Kraft auf einen Term, der den
Momentenspannungstensor neben den Kraftspannungen enthélt, nur dafl die Mo-
mentenspannungen aufgrund der einfachen Symmetrie durch den Druckgradienten
reprisentiert werden kénnen.

3.7 Die Nyesche Strukturkriimmung

Das Gleichungssystem (3.283) — (3.287) wird nun linearisiert?>. Dazu wird ein geeig-
neter Referenzzustand aus der Losung des stationédren Gleichungssystems betrachtet.

Als Modellsystem wird hier die sogenannte Nyesche Strukturkriimmung betrach-
tet. Diese zeichnet sich dadurch aus, daf} sie keine elastischen Verzerrungen trotz einer
Kriimmung des Kristalls aufweist. Dies wird durch eine entsprechende Versetzungs-
verteilung von Stufenversetzungen méglich, wie in Bild 3.15 skizziert wird. Weiterhin

26Da der Trigheitsterm Dimu der Versetzungen in diesem Abschnitt mit beriicksichtigt werden
soll, wird hier das volle Gleichungssystem ohne den Grenziibergang mo — 0 betrachtet.



3.7. Die Nyesche Strukturkriimmung 87

Abbildung 3.15: Skizze der Nyeschen Strukturkriimmung.

wird hier ein in Linienrichtung homogener Kristall angenommen, sodaf§ das Glei-
chungssystem (3.264) — (3.268) auf zwei Dimensionen reduziert werden kann.

Beachtet werden mufl auch, dal die Lénge des Linienvektors im Gittersystem ag
ist. Diese Grole mufl an allen Stellen eingehen, in denen der Linienvektor eingesetzt
wurde.

Mit diesen Uberlegungen wird das Gleichungssystem (3.264) — (3.268) nach Reduk-
tion auf zwei Dimensionen:

L) in (@) .
D, A = poapnu m; b (3.295)
QMDIEU)UI = —onmou'd;(v; + ;) — Qnmngv)ul —0; (Qaii) (3.296)
Qng)TL = —0 (Qnul> (3.297)
82A’f — 81145 = Qnaobﬁ (3.298)

v i ’ M
oD (ug?) + onug® = —ouqid'd; (w) + ¢'0; (00’ — Qnqul@zpD
M 1.2 2 1

— Qnmo nag (q 00, —q°00, ) bP (3.299)

Der Referenzzustand der Nyeschen Strukturkriimmung

In Bild 3.15 erkennt man die Grundziige der Nyeschen Struktur: Die rdumliche Verset-
zungsanordnung einer Klasse von Stufenversetzungen fiithrt zu der zwei-dimensionalen
Kriimmung des Kristalls im Fall fehlender duflerer Kréfte. Die Cosserat—Vektoren
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sind lokal orthonormiert, was zu dem Verschwinden der lokalen elastischen Verzer-
rung fiihrt.

Es wird ein polares Koordinatensystem eingefiihrt, das orthonormiert ist und damit
das anholonome Gitterbasissystem reprisentiert. Die Koordinaten sind 1’ und 2/,
wobei 1’ eine Winkelkoordinate ist, wihrend 2’ radial vom Ursprung ausgeht. Dabei
gelten fiir die Ableitungen nach diesen Variablen:

10
oy = ——— 3.300
| P (3.300)
0

Oy = —. 3.301

y = o (3301)
Diese Koordinaten sind dadurch ausgezeichnet, dafl die Klassenvektoren Konstanten
in diesen sind. So ist der Skizze 3.15 zu entnehmen, dafl der Burgersvektor immer in
Richtung der 1’'-Koordinate verlduft, wiihrend die Gleitebene (die genauer betrachtet
nur im Gittersystem eine echte Ebene darstellt) durch einen Normalenvektor parallel

zur 2’-Koordinate gegeben ist.

Die Versetzungsklasse ist also durch folgende Klassenvektoren definiert:

Il = —apey = —ape, (3.302)
m = aqpey (3.303)
= byeys (3.304)
~q = agey. (3.305)

Mit den eingezeichneten Variablen ¢ und r beschreiben folgende Matrizen die zwei-
dimensionalen Cosserat—Transformationen und ihre reziproken Gegenstiicke im Nye-
schen Referenzzustand:

0 . 1 _
A= < Sy sy ) (3.306)
cosp  sing

sowie

. .
AF = < s Cosp ) . (3.307)
—cosyp sing

Diese Matrizen erfiillen die Reziprozitéitsbedingungen:

0.0

ApAY = 6 (3.308)
0 ‘K 0 ) )

AFAT = 6 (3.309)

Auflerdem verschwindet der Tensor der elastischen Deformation:

Mit

gij :=0;; und  au =0 (3.310)
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wird

1/o0,0,
cij =5 AL A 0w =05 ) =0, (3.311)

was man durch Einsetzen zeigen kann. Anschaulich ist dieses Ergebnis klar, weil das
Cosserat—Dreibein (bzw. hier Zweibein) in jedem Punkt orthonormiert ist.

0.0 0 0
Damit kann nun das Referenzsystem der Variablen A ¥, n, u und v angegeben wer-
den. Es wird um ein statisches System entwickelt, die Referenzgeschwindigkeiten
verschwinden also:

u o= 0 (3.312)
o= 0 (3.313)
no= NO% (3.314)
. .

AP = < Sy C9S¢> (3.315)

—cosp sinp
mit
 := arctan % (3.316)

Der oben angegebene Referenzzustand erfiillt nun alle Gleichungen des Gleichungs-
systems (3.295) - (3.299), denn man erhilt nach Einsetzen:

=0 (3.317)
9 (0o]) = 0 (3.318)
Qoat <N0]jo> = 0 (3.319)

’ ’ R
OA] — 01 AY — eoNo—Zaghy = 0 (3.320)

RAY —0147 = 0 (3.321)
. " M 8pD Ro M Ro o/
19; (oot — 2220, | Ng— ) — No—0 2 agby = 322
¢ 0 (00}) N o 31( 0 Oz e No= =017 aobo 0 (3.322)

Gl..(3.318) ist erfiillt, da fiir die Nyesche Strukturkriimmung of = 0 gilt.
G1.(3.317) und (3.319) werden durch die Stationaritét des Referenzzustandes erfiillt.

G1.(3.320) und (3.321) werden durch die Ansétze (3.306) und (3.307) erfiillt. Dabei
ist zu berticksichtigen, dafl wegen ¢ = arctan%

oo = azwz—r% (3.323)

Dap = Oyp=— (3.324)
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ist. Damit erhilt man aus

’ / 1
DAl — 0, AY = . (3.325)

den Zusammenhang zwischen Referenz—Versetzungsdichte und Kriimmungsradius:

1

Ry = ——.
"7 poNoaobo

(3.326)

Die Referenzdichte ist aus der Determinante des Referenzzustandes zu entnehmen:
0 0,
0= goDet| A F| = 0o. (3.327)

In GI1.(3.322) verschwinden schliefilich der erste und letzte Term wegen crf =0, der
zZweite wegen

1 1 o1
o= = ¢"0-=q"0r-
T T T
101
= —apg———-=0. 3.328
aoragor ( )

Fiir den Energieansatz wird ein isotropes, elastisches Medium angenommen?":

1 .9 .
W= oA (eij9”)" + peiejig” g™ (3.329)

Dies fithrt zu Spannungen als Antwortgréen nach der Variation, die nun linear mit
der elastischen Distorsion zusammenhéngen:

004 = )\ekkéij + 2,ueij. (3.330)

Da die elastischen Deformationen durch (3.307) verschwinden, wird auch

&= 0, (3.331)
wie es fiir die Nyesche Kriimmung sein mu#fl.

Damit sind alle Gleichungen des zweidimensionalen Systems im stationéiren Fall
erfiillt.

2TEs ist klar, daB8 zwei Konstanten fiir einen Kristall, selbst in einfachster Symmetrie, nicht ausrei-
chen. Um die Gleichungen aber nicht zu tiberfrachten, wird hier die meist in guter Ndherung erfiillte
Annahme eines isotropen elastischen Koérpers in den Ansatz fiir die Energie eingebracht, wie dies
fast immer in der Literatur geschieht, siehe z.B. Landau, Lifschitz (1991).
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Linearisierung des Systems

Als Abweichungen vom Referenzzustand werden nun die GréBen af, v, u, n definiert,
in denen konsequent linearisiert wird: Terme quadratischer oder htherer Ordnung
werden vernachléssigt.

Es gilt:

AF = AT iar (3.332)
Vges = U4V =1 (3.333)
Uges = U Au=1u (3.334)
Nges = 10 +n% — (No +n) %. (3.335)

128

Die Cosserat—Bewegungsgleichung lautet nun, im linearisierten Fall*®, wobei bereits

die Zerlegung der Klassenvektoren beriicksichtigt wurde:

dal + 00, + ol — 922 = 200 (3.336)
r r r ror

da? + T A N (3:337)
T T T

9a3 +v'0; 2 + 000"~ +0?Y = 0 (3.338)
r r r

day — vi&-% + 32111% - 3202§ = %%' (3.339)

Der linearisierte elastische Deformationstensor lautet:

1 0 0
¢ = 5 <A?A;\am)\ _gij>
1 0 KA K 0 A
+ 5 A 3 a]- an)\ + a/i A ja,{)\ . (3340)

Mit a,) = .y folgen dann seine Komponenten:

€11 = ;a’l + ;al (3341)
ey = _fa;’ + %a%/ (3.342)
1 / ’ X qr T o
ez=en = 3 (%a% + %a% - ;a% + ;a% ) . (3.343)

%Diese Gleichungen werden fiir den zweiten Losungsansatz, die homogene plastische Deformation,

0
gebraucht, daher werden sie hier ausfiihrlich dargestellt. Es wurde bereits A 7 eingesetzt, wobei

sinyp = ¥ und cosp = £ zu beachten ist.
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Da diese Groflen noch von den Koordinaten abhéngen, wird das System am Refe-
renzpunkt

xr = 0

betrachtet, an dem

r = Rp und damit (3.344)

0

n = Ny (3.345)
ist. Die Linearisierung ist damit nur in einer Umgebung dieses Punktes giiltig. Diese

Umgebung kann jedoch als hinreichend grofl angesehen werden, wenn die Kriimmung
und damit die Versetzungsdichte als klein angenommen werden.

Somit werden die Komponenten des linearen Deformationstensors:

enn = ab (3.346)
ez = a3 (3.347)
]. / !
crz=en = g (a% + a} ) . (3.348)

Damit erhélt man fiir die Komponenten des linearisierten Spannungstensors die Glei-
chungen:

o011 = A(e11 + e2) + 2uer;
= A (a% + a%) + 2ual
00922 = A (a% + a%) + 2ua3
0012 = 0021 = %,u (af +a3) .

Fiir die lineare Anderung der Massendichte gilt

Do
DA

. a

0 (A
(ot
0 i K
= 0A k@
= ooal = oo (a} +d3).

Ap =

(3.349)
(3.350)

(3.351)

(3.352)

(3.353)
(3.354)

Bei der Linearisierung um « = 0 und y = Ry verschwindet auch der Unterschied der

gestrichenen Koordinaten zu den ungestrichenen:

!/ /

0 0
1 1 1 2 1 1
ag =a1 A] +ai A; =ay =:a11 etc,

(3.355)
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sowie der Unterschied zwischen Ko— und Kontravarianz.

Einsetzen in (3.295) — (3.299) liefert unter Beriicksichtigung der Linearisierung fol-
gendes Gleichungssystem:

Oa11 +0v1 = 0 (3.356)
Qrars + Ovs + - = 0 (3.357)
Ry
Oiagg + Oovg = 0 (3.358)
Bzt + Dovy — -+ — 2% — 0 (3.359)
t¢21 2V1 RO R() - .

10;v1 + NomoaogOsu + (5\ + 20 ora1 + 5\81@22 + ;282 (CL12 + agl) =0 (3.360)

10yv9 + (:\ + 2/]) O2a22 + 5\82(111 + 101 (a2 +az21) = 0 (3.361)
Bt fagdu = 0 (3.362)
No

agOwu + agnu — (:\ + 2ﬂ> oia11 — Sxalagg — [10s (a12 + agl)

I
+IcialNio+Eﬂ(a12+a21) — 0 (3.363)
mit den folgenden Abkiirzungen:
I = 14+ myNy (3364)
~ A
N o= 2 3.365
. (3.365)
_ 0
= £ 3.366
fi . (3.366)
10
2= — PD (3.367)
mo On n=No
mo
K = . 3.368
20aobo ( )

Uber die Definition von s kommt eine weitere Lingenskala ins Spiel, die an die
Triigheit mg der Versetzungen gekoppelt ist. Sei die Masse pro Einheitszelle a3 gleich
My, so wird wegen

M
00 =—5 (3.369)
o

diese Langenskala zu

mo a%

_ Mo ag 3.370
5= Mo b (3.370)

Der Burgersvektor sei in diesem System der minimale:

by := ap, (3.371)
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sodafl x eine Léngenskala ist, die mit dem Gitterabstand ag und der Einheitsmasse
M, iber

K= ap— (3.372)

verkniipft ist.

Die Grofle ¢, hat die Dimension einer Geschwindigkeit und resultiert aus der Defini-
tion des Versetzungsdrucks, der die hyper—elastische Selbstwechselwirkung der Ver-
setzungsklasse beschreibt (als Alternative zu Momentenspannungen). Die Grofie ¢y,
in linearer Néherung eine Konstante, wird sich in den Dispersionsrelationen wieder-
finden und eine charakteristische Geschwindigkeit definieren, die aus dem Ansatz fiir
die Versetzungsenergie und damit aus dem Materialgesetz fiir diese Versetzungsklasse
folgt. Als Alternative kann sie wegen des Zusammenhangs zwischen Versetzungsdichte
und Hyperdeformation auch aus dem Materialgesetz fiir die Hyperspannungen folgen.

Dispersionsrelation

Fiir das vorliegende lineare Gleichungssystem soll nun die Dispersionsrelation ausge-
rechnet werden. Dazu werden fiir alle Felder ¥ Ansétze mit ebenen Wellen

U(z,y,t) = / / / U (ky, ko, w)elF17k2y=wt) qk) Ay dw (3.373)

gemacht. Das entstehende algebraische Gleichungssystem hat nur dann eine nicht—
triviale Losung, wenn die Sékulardeterminante verschwindet. Daraus ergeben sich die
Dispersionsrelationen w(ky, k2).

Die Sékulardeterminante ist: (3.374)
—iw 0 0 0 iky 0 0 0
0 —iw 0 0 o iky 0 0
0 0 —iw 0 iko—5 0 0 T
0 0 0 —jw 0 1ko 0 0
(5\—1—2/2)/{31 ﬂk‘g [Lk‘g 5\/{71 —Jw 0 0 —wmyNy
Mk k1 fik1 +2) ko 0 —Jw 0 0
0 0 0 0 0 0 —iw ik
A2k fko+id)  files+il) Ay 0 0 —Ic2k; wHin

Die enstehende Gleichung ist eine Polynom achter Ordnung in w, fiir dessen Losung
i.a. nur numerische Ergebnisse gefunden werden kénnen. Hier soll der Grenzfall ana-
lytisch betrachtet werden, der sich fiir kleine Versetzungsdichten ergibt:

Wenn eine kleine Referenz—Versetzungsdichte Ny angenommen wird, so folgt, dafl
wegen Gl1.(3.326) auch der Term

1
- = 00aoboNo (3.375)
Ry
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sehr klein wird, zumal hier Ny noch mit den mikroskopischen Léingenskalen ag und
bo multipliziert wird.

Es soll ebenfalls der Term wmgNy in der rechten Spalte vernachléssigt werden. Dazu
mufl die Annahme gemacht werden, dafl die Referenzmasse mg verschwindet oder
zumindest vernachléssigbar klein ist.

Zwar wird dann (k)~! groB, da diese GréBe invers zu my ist. Es zeigt sich aber, daf
diese Grofe in die Dispersionsrelation nicht mehr eingeht.

Die entstehende Determinante (3.376)
—iw 0 0 0 ik 0 0 0
0 —iw 0 0 0 ik 0 0
0 0 —iw 0 iky 0 0 0
0 0 0 —iw 0 iky 0 0
A+ 201)k fiks fiks My —Iw 0 0 0
Mo fik1 fik1 A+20)ky 0 —Iw 0 0
0 0 0 0 0 0 —iw iky
A+ 20k ko +L)  i(ks +id) Mk 0 0 —Iky w+in

wird null gesetzt und ist analytisch l6sbar.

Unter Beriicksichtigung von
k2 = \/(k1)2 + (k2)? (3.377)

erhélt man folgende acht Zweige der Dispersionsrelation:

w12 = 0, (3.378)
A+ 2pu 1 (n)
w = =+ k=+4+—cpk=:tc; k, 3.379
3.4 Tao Jit L (3.379)
1 n
wsg = =+ M= +—crk = :I:cgp) k, (3.380)

Tog VI

2
wig = —igi\/c%k%—n—. (3.381)

Die ersten beiden Losungen sind statisch. Die zweite Gruppe représentiert, wie zu
erwarten, die elastischen Longitudinalwellen mit der Schallgeschwindigkeit ¢y, die
dritte entsprechend Transversalwellen, also Scherwellen mit der Schallgeschwindigkeit
cr, die mit dem elastischen Schermodul g verkniipft sind.

Die Schallgeschwindigkeiten sind mit dem Korrekturfaktor % versehen, der den Ein-

flufl der Versetzungen auf die elastischen Wellen beschreibt. Allerdings wird bei klei-
nen moNg diese Korrektur klein sein, sodaf hier in linearer Ndherung folgende Ande-
rungen der Schallgeschwindigkeiten auftreten:

. 1
M &~ e <1—2m0N0> (3.382)
& e (1- LN, 3.383
T ~ T 2mo 0 . ( . )
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Die letzte Gruppe von Frequenzen héngt hingegen mit der Versetzungsbewegung
zusammen und enthélt die Dampfungskonstante der Versetzungen sowie eine Rich-
tungsabhéngigkeit. Diese beiden Zweige der Dispersionsrelation sind nur fiir Wellen-
vektoren in x—Richtung relevant. Dies ist verstdndlich, da nur in dieser Richtung eine
Bewegung der Versetzungen moglich ist. Fiir kleine Ddmpfungen erhélt man Wellen
mit der freien Geschwindigkeit

Up = Cp (3.384)

wobei sich ¢, aus dem Versetzungsdruck (3.247) geméf G1.(3.367) ergibt.

Fiir groe Dampfungen wird ein schneller exponentieller Abfall mit e~ erkennbar,
was Energiedissipation aufgrund von Versetzungsbewegung beschreibt: Versetzungs-
bewegungen werden in kurzen Zeiten 7 = % abklingen.

Es ist noch anzumerken, daf§ der Ansatz ebener Wellen nur fiir geniigend kleine Wel-
lenléingen gilt, da ein Referenzpunkt im Raum bei der Linearisierung betrachtet wur-
de. Wenn die Wellenldnge der ebenen Wellen in die Gréflenordnung der Kriimmung
kommt, wird das Ergebnis nicht mehr korrekt sein. Da aber von kleinen Kriimmun-
gen und entsprechend von groflen Kriimmungsradien ausgegangen wurde, wird die
Dispersionsrelation in einem groflen Wellenlédngen— und Frequenzbereich giiltig sein.

3.8 Homogene plastische Deformation

Eine sehr einfache Losung zeigt sehr deutlich, dal Versetzungsbewegung zu einer
plastischen Deformation fiithrt. Dabei bleibt das Kristallgitter im idealen Zustand,
es gibt aber dennoch eine Stromungsgeschwindigkeit v # 0. Im abgeschlossenen Sy-
stem werden ohne duflere Krafte keine konstanten, von null verschiedenen stationéren
Stromungsgeschwindigkeiten moglich sein, da mit der Versetzungsbewegung immer
eine Dissipation verbunden ist. Hier soll jedoch der Fall frei beweglicher Versetzungen,
d.h. n — 0 betrachtet werden.

Der folgende Ansatz 16st dann das linearisierte Gleichungssystem:

a = 0 (3.385)
n o= 0 (3.386)
v = ey :=r-f(rley. (3.387)

Die Versetzungsdichte bleibt in diesem Beispiel also die des Referenzzustands. Durch
den Geschwindigkeitsansatz und die konstant bleibenden Cosserat—Vektoren werden
die (hier noch nicht an einem Referenzpunkt z und y betrachteten) Gleichungen
(3.337) und (3.338) erfiillt. Man beachte, da8

ol = yf(r), (3.388)
v? = —xf(r). (3.389)

Die Gleichungen (3.336) und (3.339) liefern dann nach kurzer Rechnung die Bedin-
gung fiir die Versetzungsbewegung:

d{i S’) _ a“;‘fz(r). (3.390)
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Alle anderen Gleichungen des linearisierten Systems werden ebenfalls erfiillt, weil
der Zustand weiterhin spannungsfrei (Jf = 0) ist und die Versetzungsdichte zeitlich
konstant bleibt.

G1.(3.390) bedeutet, dafl eine reine starre Drehung des gekriimmten Kristalls um den
Ursprung, die mit

v=c-r also f=c=const. (3.391)

verkniipft ist, keine Versetzungsbewegung zur Folge hat.
R
R3
Kritmmungsstruktur schneller bewegen als innere (und damit eine Scherung des Ma-
terials stattfindet):

Hingegen wird beispielsweise fiir f(r) = 2%r, wenn sich also duBere Schichten der

'UO 2
= —7r". 3.392

Dies bedeutet, daf3 die Versetzungen gleiten und sich das Material plastisch defor-
miert, da ein Geschwindigkeitsgradient auftritt, obwohl die Cosserat—Vektoren kon-
stant bleiben und die elastischen Spannungen weiterhin verschwinden.

Im Bereich, wo die Versetzungsdichte gerade Ny ist, also fiir r = Ry, gilt dann:

u="2 (3.393)
ag
Der Schergradient ist (im Referenzpunkt =z =0, y = Ry):
Vo
D =0 =2— (3.394)
Ry
und damit
D = ZCLQUQoNoCLobo. (3395)
Mit bg = ag und ¢ = % folgt:
0
D = 2uMy N, (3.396)

wobei MyNy aufgrund der Definition von Ny als spezifische Versetzungsdichte gerade
die Zahl der Versetzungen ist. Damit ist der Schergradient proportional zu Verset-
zungszahl und —geschwindigkeit.






Kapitel

Dissipation im
Lagrangeformalismus

Die bisher aufgebaute Theorie der Versetzungsdynamik im Lagrangeformalismus muf3
um einen entscheidenden Faktor erweitert werden: Die Dissipation. Wenn Versetzun-
gen gleiten, so geschieht dies unter Dissipation von mechanischer Energie, was letzt-
endlich zu einer Erh6hung der Temperatur des Kristalls fithrt, wenn abgeschlossene
Systeme betrachtet werden.

Zwar wurde im letzten Abschnitt ein dissipativer Term nachtréglich in die Gleichun-
gen eingebaut, das Ziel ist jedoch, dissipative Prozesse direkt in den Lagrangeforma-
lismus zu integrieren und sie damit im Rahmen des Hamiltonschen Variationsprinzips
zu beschreiben.

Dazu werden zunéchst die von Anthony entwickelten Grundlagen der Thermodyna-
mik irreversibler Prozesse (TIP) skizziert. AnschlieBend wird ein Modellsystem zwei-
er sich durchdringender Fliissigkeiten betrachtet, die dissipativen (Reibungs—)Kréften
unterworfen sind. Dieses Modell kann dann mit kleinen Anderungen in die Lagran-
gedichte der plastischen Deformation (3.249) integriert werden, da dort ebenfalls ein
Mehrfliissigkeitsmodell betrachtet wird, ndmlich die um die Cosserat—Vektoren er-
weiterte Fliissigkeit des Hintergrundmediums und die (ebenfalls durch ideale Fliissig-
keiten modellierte) Subkontinua der Versetzungsklassen.

Zum Schlufl wird das Modell um einen von Systemgréfien abhéingigen Reibungsko-
effizienten erweitert, um eine phédnomenologische Beschreibung der Fliefigrenze zu
ermoglichen.

4.1 Thermodynamik irreversibler Prozesse im Lagrange-
formalismus

An dieser Stelle wird der Ansatz von Anthony (1990) skizziert, die TIP in den La-
grangeformalismus zu integrieren. Dabei werden hier nur die zentralen Gedanken am
Beispiel der Fourierschen Wirmeleitungsgleichung wiedergegeben, der interessierte
Leser moge sich an die Literaturangaben halten. Das Konzept von Anthony enthélt
neben der Beschreibung der Wérmeleitung sowie chemischer Reaktionen auch das sog.

99
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Entropiekonzept, welches mit der Darstellung der Temperatur (oder auch Konzen-
trationen von Stoffen in Systemen mit Diffusion) durch komplexe Felder verkniipft
ist. Es erlaubt einen neuen Zugang zu der Zustandsgrofle Entropie iiber Stabilitéts-
betrachtungen.

Das Konzept von Anthony

Die zentrale Idee, die Anthony im Zusammenhang mit der Warmeleitung vorstellt,
ist die Benutzung komplexer Felder. Man stellt fest, dal die Fouriersche Wérmelei-
tungsgleichung' bei angenommener konstanter spezifischer Wirme ¢y und konstan-
tem Warmeleitungskoeffizienten A

o0 T (x,t) — AAT (x,t) =0 (4.1)

keine Fuler-Lagrange—Gleichung einer Lagrangedichte sein kann, da diese Gleichung
nicht selbstadjungiert ist und auch keine entsprechende Transformation gefunden
werden kann. Allerdings ist diese Gleichung nur im Rahmen des Prinzips des lokalen
Gleichgewichts (siehe dazu auch Meixner, Reik (1959)) giiltig: Abweichungen vom
lokalen Gleichgewicht werden nicht erfafit. Es miissen also neue Variablen definiert
werden, da die Temperatur allein nicht ausreicht.

Eine Moglichkeit wére, die Stréme — hier den Wéarmestrom jg — als unabhéngige
Groflen zu betrachten und so neue Variablen einzufiithren, wie dies in der sog. erwei-
terten Thermodynamik irreversibler Prozesse (Jou, Casas-Vazquez, Lebon (1993))
geschieht.

Im Rahmen des Lagrangeformalismus geschieht die Erweiterung auf Nicht—Gleichge-
wichtsprozesse mit Hilfe des komplexwertigen Feldes der thermischen Erregung
U(x,t), das zusammen mit seinem konjugiert komplexen Pendant eine Definition der
absoluten Temperatur moéglich macht:

T(z,t) == U*(z,t)¥(x,t) > 0. (4.2)

Diese Definition hat zwei entscheidende Vorteile: Erstens ist die so definierte abso-
lute Temperatur immer positiv definit. Zweitens besteht nun die Moglichkeit, die
Warmeleitungsgleichung in den Lagrangeformalismus zu integrieren, da durch die
Einfithrung eines komplexwertigen Feldes als priméres Feld iiber seine Darstellung
durch Betrag und Phase

U(x,t) = /T(x,t)e?@D (4.3)

eine zweite GroBle p(a,t) ins Spiel gebracht wird, die aufgrund des Zusammenhangs
der komplexen Felder mit der Warmeleitung die thermische Phase genannt wird.

In diesem Abschnitt wird bis auf weiteres wieder die indexfreie Notation gew&hlt.
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Nun beschreibt folgende Lagrangedichte? die Wirmeleitung:

! (0T (o = @o(t,T)) = AVT - V (¢ — @o(t,T)) + 0,G(T)) . (4.4)

w

l:

In dieser verkiirzten Darstellung werden die Abkiirzung

Tp
t,T):=—wt+ — 4.5
Po(t,T) = —wt + 2 (45)
sowie die Konstanten w aus Dimensionsgriinden und 7y als Referenztemperatur ein-
gefiihrt.

Die Euler—Lagrange—Gleichungen ergeben sich nach freier Variation der Felder 7" und
A

Sp % (codyT — AAT) = 0 (4.6)

ST+ (codlip — 20) + Al — o)) = 0. (4.7)

Neben der Wirmeleitungsgleichung erhélt man eine zweite Gleichung fiir die ther-
mische Phase, die nach der Interpretation von Anthony die Moglichkeit erdffnet,
Nichtgleichgewichtsprozesse zu beschreiben.

Fiir die partikuldre Losung

(Pp(wvt) = @O(th(w7t)) (48)

stimmt die Noethersche Energiebilanz mit der klassischen Losung iiberein (die in
diesem Fall wieder die Wiarmeleitungsgleichung ist). Dieser Fall wird daher mit dem
traditionellen Prinzip des lokalen Gleichgewichts identifiziert, das in dieser Theorie
als Sonderfall erhalten bleibt.

Die GroBie G(T') spielt in den Euler-Lagrange—Gleichungen keine Rolle, sie wird zur
Anpassung der Entropie nach dem Entropiekonzept von Anthony (1988, 1990) an die
TIP benétigt:

Dort wird die Stabilitdt von wahren Prozessen mit neuen Observablen verkniipft,
die inhomogenen Bilanzgleichungen mit positiv definiten Erzeugungstermen geniigen,
dghnlich wie dies die Entropie in der TIP tut. Anthony zeigte, dafl es tatsichlich
moglich ist, die fiir die Warmeleitung bekannte Entropiebilanz als Ergebnis dieses
Konzeptes zu erhalten und die Observable Entropie iiber dieses Konzept zu definie-
ren. Dies geht jedoch nur, wenn die komplexen Felder als primére Felder und die
Temperatur als abgeleitete Grole aufgefait werden (vgl. G1.(4.2)), was analog zur
Quantenmechanik ist, in der die Wahrscheinlichkeitsdichte ebenfalls eine von den
priméren Groflen ¥ und ¥* abgeleitete Grofie ist (siehe dazu auch Schargott (2001)).

2Fiir die Euler-Lagrange-Gleichungen und die durch sie beschriebene Dynamik des Systems
ist es ohne Belang, ob man die Darstellung der Lagrangedichte mit komplexwertigen Feldern
I=1(¥, 0" 0,¥,0, ", VU, VU™) oder mittels Betrag und Phase | = I(T, ¢, 0:T, 0:, VT, V) wihlt.
Hier wird die Betrag—Phase—Darstellung gewihlt, weil sie anschaulicher ist und die Temperatur als
Variable auftritt. Die komplexwertigen Felder der thermischen Erregung sind allerdings weiterhin die
priméren Felder.
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Das Entropiekonzept setzt eine konsequente Darstellung aller Observablen durch
komplexwertige Felder voraus. Eine solche Darstellung wurde aber in dieser Arbeit
nicht betrachtet, daher wird an dieser Stelle nicht ausfiihrlicher auf diesen Themen-
komplex eingegangen.

4.2 Dissipative Prozesse im Lagrangeformalismus

Die von Anthony vorgeschlagene Lagrangedichte (4.4) wird nun als Basis genom-
men, um thermodynamische Aspekte in die Beschreibung der Versetzungsbewegung
einzubringen. Dazu wird auf die Warmeleitung verzichtet, um den Formelapparat
nicht zu iiberfrachten. Es geht hier zunéichst ausschlieflich um den Aspekt der Dis-
sipation, also Transfer der Energie von mechanischen auf thermische Freiheitsgrade.
Da auf eine Anpassung an das Entropiekonzept verzichtet wird, kann die Funktion
G(T) vernachlissigt werden. Auf die Euler-Lagrange—Gleichung hat sie keinen Ein-
fluB. Allerdings wird die Konstanz der spezifischen Wirme zunéchst aufgegeben. Die
Referenztemperatur in Gl1.(4.5) wird formal zu

To =0 (4.9)

gesetzt, was auf die Observablengleichungen keinen Einflufl hat und die Losung des
lokalen Gleichgewichts zu

Yo = —wt (4.10)

verkiirzt.

4.2.1 Aufbau der Lagrangedichte

Wenn das Temperaturfeld T'(z, t) in einem Hintergrundmedium betrachtet wird, das
sich mit einer Geschwindigkeit v bewegt, miissen substantielle statt partielle zeitliche
Ableitungen gewihlt werden. Auflerdem muf3 fiir das Hintergrundmedium eine Be-
wegungsgleichung aus der Lagrangedichte folgen. Dazu wird als Medium wieder die
ideale Fliissigkeit gewahlt, die bereits ausfiihrlich diskutiert wurde.

Als Energie kann zum Beispiel eine Summe U(p) + ¢TI angesetzt werden. Dies ist
aber nicht der allgemeine Fall. Es ist besser, eine Zustandsfunktion U = U(p, S) zu
wahlen. Allerdings ist hier die Temperatur die unabhéngige Variable, sodafl besser
U =U(p,T) gewihlt wird®.

U ist hier die spezifische innere Energie. Als AntwortgréoBen sind Druck p und die
spezifische Entropie s definiert iiber die freie Energie

dF = —sdT + Ldo, (4.11)
0

3Es ist aber zu beachten, dafi diese Funktion keine Potentialfunktion mehr ist. Dazu wire die
freie Energie F'(9,T) := U — T's als Funktion heranzuziehen.
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sodaf} folgt:

oF

s = —or (4.12)

p = 92%};. (4.13)
Uber den Zusammenhang

U(o,T) = F(0,T)+ Ts(p,T) (4.14)

erhélt man fiir die (spéter auch bei der Variation auftretenden) partiellen Ableitungen
der Energiedichte

oU D Js

oU 0s

wobei aus der letzten Gleichung die spezifische Wiarmekapazitit ¢ definiert wird.

Durch den Energieansatz U = U(p,T') ist nun eine reversible Kopplung zwischen
thermischen und mechanischen Freiheitsgraden moéglich. Diese duflert sich z.B. durch
Ausdehnung des Mediums bei Erwarmung und wird durch den Ausdehnungsmodul

N(p,s) = 687@; (4.17)

beschrieben. Im Variablensatz (o, T') wird daraus mit den iiblichen funktionellen Zu-
sammenhingen der Thermodynamik der Ausdehnungsmodul

9s(o,T)
00 _ _zas(g, T)
N(o,T) := (0T =0 (4.18)

Es muf} gewéhrleistet sein, dafl die Entropie sich substantiell nicht &ndert, da zunéchst
keine dissipativen Prozesse beriicksichtigt werden:

Os

_ 0Os 9s(o,T)

o7 DT = 0. (4.19)

oDs(o,T) Do+ o

Fiir die Temperatur folgt, dafl sie der Gleichung

DT — N(o,T)D”0=0 oder D) T+ oNV-v =0 (4.20)

geniigen muB?. Anderungen der Temperatur sind also nur durch adiabatische Kom-
pression oder Expansion iiber die thermo—mechanische Kopplung moglich.

4Im zweiten Ausdruck wurde die Kontinuitétsgleichung des Hintergrundmediums benutzt.
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Beriicksichtigt man diesen Zusammenhang, so enthélt folgender Ansatz fiir eine La-
grangedichte der idealen Fliissigkeit die thermodynamischen Freiheitsgrade:

v v v 1 v
l=—0 (D,E '® + oD + %Tng Vo — 51)2 + U0, T) + i—%N(g,T)Dg >g> (4.21)

mit den konstanten Referenzgrofien

¢y = const. (4.22)
w = const. (4.23)

Die Variation nach der thermischen Phase fithrt nun zu der geforderten Gleichung
fiir die Temperatur:

€00 €0 ) _
g(th T— 2N (e, 7)D; g> —0. (4.24)

Variation nach der Temperatur fithrt zu folgender Euler-Lagrange—Gleichung fiir die
thermische Phase:

Co (v) Co ON (97 1 ) (v)
oDt + T) + = op—22""Dp = 0. 4.2
oDy oc(o,T) AT ¢ 0=0 (4.25)

Wegen der Ankopplung der thermischen Freiheitsgrade an den materiellen Trager
geht der einfache Zusammenhang (4.10) fiir das lokale Gleichgewicht verloren. Wenn
die innere Energie jedoch in

U(o,T) = coT + Ue(0) (4.26)

zerfillt, so wird Gl.(4.25) wegen N = 0 zu

co
;@Df’)wr@c(] =0

=DVptw = 0, (4.27)

was wieder
wo = —wt (4.28)

als Losung im lokalen Gleichgewicht nach sich zieht.

Die restlichen Euler—Lagrange—Gleichungen werden hier nicht explizit angegeben,
sondern weiter unten im Zusammenhang mit dem Zwei—Fliissigkeits—Modell. Es ist
aber anschaulich klar, daf§ der Einbau der thermischen Freiheitsgrade einen Einflufl
auf die Impulsbilanz der Fliissigkeit haben wird. Erwahnenswert ist auflerdem, dafl
die Kontinuitétsgleichung des Hintergrundmediums erhalten bleibt, sodafl die Mas-
senerhaltung nicht verletzt wird.
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4.2.2 Einbau der Dissipationsrate

Die Integration dissipativer Effekte in den Lagrangeformalismus geschieht in dem hier
aufgebauten Modell iiber folgenden Ansatz:

In der Temperaturgleichung wird eine positiv definite Dissipationsrate vorgegeben,
die zu einer Erhchung der thermischen Energie fithrt. Die Dissipation wird also iiber
energetische Betrachtungen in das Modell eingebaut. Dieser Ansatz unterscheidet
sich von der Methode, Reibungs— und damit dissipative Phénomene in bestehende
mechanische Modelle zu integrieren, indem eine Reibungskraft vorgegeben wird, die
dann zu einer Dissipationsrate in der Warmebilanz fithrt. Hier wird

QTng)S =00 = Qc (DEU)T — NDIEU)Q> = 00 (4.29)

vorgegeben. Die Vorgabe der Dissipationsrate ¢ in der Lagrangedichte hat natiirlich
einen Einfluf} auf die Euler-Lagrange—Gleichungen. Es wird nun gezeigt, dal durch
diesen Ansatz eine dissipative Dynamik beschrieben werden kann, die zu Reibungs-
kréften in den Bewegungsgleichungen fiithren.

Hier wird nur eine rein von der Geschwindigkeit abhéingende Reibung beschrieben,
die Dissipationsrate lautet also

004(v) = 0. (4.30)

Explizites Herausziehen der Dichte geschieht wieder, weil alle hier betrachteten dis-
sipativen Prozesse nur stattfinden kénnen, wenn Materie vorhanden ist.

In die Lagrangedichte muf} dieser Ansatz so integriert werden, daf3 die Variation nach
der thermischen Phase zu der Temperaturgleichung

Qcng)T - QCNDIEU)Q = oo (4.31)

fithrt. Dazu ist die Lagrangedichte um einen Term

€o

TR (4.32)

¥

zZu erweitern.

Es werden hier abgeschlossene Systeme betrachtet. Da das Ziel die Modellierung
von Reibung zweier Medien untereinander ist, ndmlich des Subkontinuums der Ver-
setzungen mit dem Hintergrundmedium, wird nun ein Modellsystem entwickelt, das
zwei Fliissigkeiten beschreibt, die sich gegenseitig durchdringen (siehe auch Schargott
(2001)).

4.2.3 Modell zweier Fliissigkeiten mit Reibung

Es werden zwei Fliissigkeiten beschrieben, wobei jeder Fliissigkeit eine eigene Dich-
te, Geschwindigkeit, Temperatur und thermische Phase zugeordnet wird. Die einzige
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Wechselwirkung sei eine Reibung, die bei nicht—verschwindender Relativgeschwindig-
keit der Fluide stattfindet. Sie wird vorgegeben durch die Dissipationsrate

f(o1, 02)0a(v1,v2) = f(01, 02)0a (|1 — v2|) >0, (4.33)

die aus Symmetriegriinden nur von der Differenzgeschwindigkeit abhéngt und positiv
semi-definit sein muf}. Der Vorfaktor ist hier nicht eine Dichte ¢ sondern eine Funktion
f(o1,02) der Dichten beider Fliissigkeiten.

AuBlerdem muf beriicksichtigt werden, daf} sich die dissipierte Energie auf beide Flui-
de aufteilt.

Die Lagrangedichte wird nun aus zwei Fliissigkeiten mit thermischer Energie geméf
Gl.(4.21) aufgebaut. Die dritte Zeile enthélt den — durch die oben gemachten Be-
trachtungen motivierten — Ansatz fiir die dissipativen Terme:

C 1 e
I= —a (Dgl)q)l+0‘1D£1)51+W?)T1D£1)<P1—2”%+U1+UJ(;901N1D§1)Q1>

_ (2) @45, C0mn@ 1o Co (2)
09 (Dt Dy +asDy ,BQ-I-wOTth V2 2’02-!-U2+w0<,02N2Dt QQ) (4.34)

A2

C A
— 2 f(o1,02) (1 <p1+s02> o(v)—v2)
wo c1 Co

=Q(01,02,T1,T2,1,$2)

Dabei sind ¢y und wg Referenzgrofien und A1 und A9 mit Ay +X2 = 1 Konstanten, die
die Aufteilung der dissipierten Energie auf die beiden Medien bestimmen, und

D=8 +v-V und DP =8, +vy -V (4.35)

sind die substantiellen Ableitungen beziiglich der ersten bzw. der zweiten Fliissigkeit.

Die Energien, Ausdehnungsmoduln und spezifischen Wérmekapazitéiten sind jeweils
Funktionen der Dichte und Temperatur der ihnen zugeordneten Fliissigkeit:

Uy = Ui(o1,T1) und Uz = Usz(02,T>), (4.36)
N1 = Nl(@laTl) und N2 = NQ(QQ,TQ), (437)
1 =c1(o1,T1) und co = c2(02,12). (4.38)

Auf die Beschreibung von Prozessen, die zum Temperaturausgleich zwischen den
beiden Medien fiihren, speziell die Warmeleitung, wird hier verzichtet, um die Glei-
chungen nicht zu iiberfrachten. Weiterhin beachte man noch die — zur Abkiirzung
eingefithrte — Grofle 2

A A
Q= Lf(01, 00) (1 o1+ 2@@2) . (4.39)
wo c1

2
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Euler—Lagrange—Gleichungen

Die Euler-Lagrange—Gleichungen werden hier nur fiir das erste Fluid mit dem In-
dex (1) angegeben®. Die Gleichungen sind hier der Ubersicht wegen bereits etwas

umgeformt:

Kontinuitéitsgleichung:
01 : o1+ V- (01v1) =0

Bewegungsgleichung der Clebsch—Potentiale:
daq Q1D§1)ﬂ1 =0
0B Qngl)ozl =0

Implizite Definition der Geschwindigkeit:

C c Q do
Sv1 1 v =V + VB + —TiVe + —p N1V + ——
wo wo 01 Ovy
Temperaturgleichung:
A
dpr Ci@ngl)Tl - Ci@lNlDEl)Ql - C*Of*la =0
wo wo wo €1
Thermische Phase (umgeformt mit ¢; = g—%):
ON1 (1) J g1 0y
57y : DV Ay Cpl LA
1 h <P1+w060+8018T1 ‘ 014—@1 g 8T10

Verallgemeinerte Bernoulli-Gleichung:

1 c olup ¢ c
dor D§1)<I>1—§Uf+iT1D§1)¢1+U1+Q171+*0<P1N1D§1)91 ~ oD
wo wo wo

do1

+c—091<,018N1D(1)Q of Qa co ,A1p1 3010_
wo or ! don [~ wo” & o

Auf folgende Aspekte dieser Gleichungen sei hier hingewiesen:

(4.45)

(p1N1)

(4.46)

e Die Geschwindigkeit wird in Gl.(4.43) iiber einen verallgemeinerten Clebsch—
Ansatz definiert. Allerdings ist diese Definition mit der Geschwindigkeit v tiber
die Dissipationsrate gekoppelt, sodafl es sich hier um eine implizite Definition

der Geschwindigkeit handelt.

e Die Temperaturgleichung (4.44) lautet nach kurzer Umformung:

Qlchgl)ﬂ - 0101N1D§1)91 = M f(o1,02)0 >0

(4.47)

und ist damit analog zu der geforderten Gleichung (4.31), wobei wegen der
Aufteilung der dissipierten Energie auf zwei Fluide der Faktor A; hinzukommt.

% Aufgrund der Symmetrie des Systems erhélt man die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir das zweite

Fluid durch Austausch der Indizes (1) < (2).
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Die Funktion f(p1, 02), welche die Dichten der beiden Fliissigkeiten verkniipft,
a8t die Moglichkeit offen, den Einflufl der Dichten auf die Dissipationsrate zu
beriicksichtigen.

e Die verallgemeinerte Bernoulli-Gleichung (4.46) enthilt nun Terme mit der
thermischen Phase, Temperatur und iiber die Dissipationsrate auch die Ge-
schwindigkeit des anderen Fluids.

Noethersche Bilanzen

Die Ergebnisse fiir das Noethersche Theorem beziiglich Orts— und Zeittranslations-
invarianz liefern die homogenen Impuls— und Energie—Bilanzen beider Fluide.

Die Impulsbilanz lautet®:

O (01v1+02v2)+V - (p11l+p2l+po1v1 ® V14011 @ V2) (4.48)

N N
—V‘<Q(v1—'v2)® do L fo <>\1801 <1+Q1 1)+>\2902 (1+92T 2>>1>:0

0(v1—v2)  wo c1 Th &) b

Sie 148t erkennen, dafl die dissipative Dynamik Einflul auf die Gesamtimpulsbilanz
hat, und zwar iiber einen erweiterten Spannungstensor (2. Zeile).

Verschwindet die Dissipationsrate o, so wird die Impulsbilanz, in substantiellen Ab-
leitungen geschrieben, zu derjenigen zweier Fliissigkeiten, die nicht wechselwirken:

QlDl(el)'Ul + Q2D§2)'02 4+ Vp1 4+ Vpy = 0. (4.49)

Die Energiebilanz’ lautet:

1 1
Oy (291”% +o01U1 + 5@2”% + Q2U2>

1 1
+V- ((291"7% +01U1 +p1> v + (20217% + 02U2 +p2> vz)

Oo Oo
+8t <Q (O' — 'Ulailvl — /UZGUQ))

(oo 2] o 2])) o as

Man erkennt, dafl neben der klassisch zu erwartenden Energiedichte ein Anteil hin-
zukommt, der hier als Transferenergie bezeichnet wird:

do do
= — Vv =— —vo— . 4.51
€Ty <O’ () 6’01 U2 av2) ( 5 )

Dazu gehort eine Transferenergie—Stromdichte:

, 0o Oo
Jrr = Q (Ul |:U18Ul:| + vy [02802]> (452)

%1 ist der Einheitstensor Sij-
"Der Ubersicht halber hier fiir N = 0 und ¢1 = ¢2 = ¢o = const. angegeben.




4.2. Dissipative Prozesse im Lagrangeformalismus 109

Beide Groflen spielen nur bei dissipativen Prozessen eine Rolle, denn fiir ¢ = 0
verschwindet der Transferanteil, und die Energiebilanz reduziert sich auf die bekannte
Bilanz zweier unabhéngiger Fluide.

Interpretation der Transferenergie

Die oben beschriebenen Gleichungen enthalten neben den “klassischen” Energiean-
teilen wie kinetische und innere Energie und den dazugehorenden Stromen auch die
sog. Transferenergie und den zugehorigen Strom. Diese Energie ist direkt mit der
Dissipationsrate verkniipft und wird folgendermaflen interpretiert:

In diesem Modell geschieht der Ubergang der dissipierten mechanischen Energie auf
thermische Freiheitsgrade offenbar nicht instantan: die dissipierte Energie wird in
einer neuen Energieform “zwischengespeichert”. Wenn die Temperatur 7' in diesem
Beispiel als Gleichgewichtstemperatur interpretiert wird, so ist hier i.a. kein direk-
ter Transfer der dissipierten Energie in das Gleichgewicht moglich, sondern es gibt
einen Mechanismus, der als “Moderator” fiir diesen Ubergang dient und den Transfer
beeinflult. Die zugehorige Energieform wird folglich Transferenergie genannt.

Dieser Mechanismus ist in dem hier erstellten Modell allein von den Variablen o;, v;, T;
und ¢; abhéngig und wird durch die Dynamik des Systems bestimmt. In der vorlie-
genden Arbeit wird dieser Mechanismus der Dissipation vollstindig im Lagrangefor-
malismus beschrieben und kann somit als Modell fiir die Dissipation der Versetzungs-
bewegung dienen.

Die Transferenergie mufl im Gleichgewicht verschwinden. Daf§ dies tatséchlich der
Fall ist, zeigen die Beispiele verschiedener Reibungsgesetze weiter unten. Zunéchst
miissen aber die Bewegungsgleichungen der beiden Fliissigkeiten berechnet werden.

Das Reibungsgesetz fiir die Differenzgeschwindigkeit

Die eigentliche dissipative Dynamik wird durch die Gleichung fiir die Differenzge-
schwindigkeit w bestimmt. Fiir den etwas vereinfachten Fall, dafl sich die inneren
Energiedichten als Summen elastischer und thermischer Energiedichten darstellen
lassen

Ui(oi, Ti) = Wi(0i) + Ty, i=1,2 (4.53)
sowie nach Wahl der Funktion

flo1,02) = fo =00 (4.54)
mit g9 = const. als Referenzdichte und der Definition der Differenzgeschwindigkeit

= v — vy (4.55)

konnen die partikuldren Losungen fiir die thermischen Phasen im lokalen Gleichge-
wicht aus Gl.(4.45) zu

(pgo) = —w%t (4.56)



110 Kapitel 4. Dissipation im Lagrangeformalismus

und

cpgo) S (4.57)
€o

bestimmt werden.

Fiir diesen Fall vereinfacht sich die Grofle 2 in G1.(4.39) zu
Q = —ppt, (4.58)
was sich durch Einsetzen sofort verifizieren 148t.

Damit folgt nach kurzer Rechnung fiir die Impulsbilanz einer Fliissigkeit®:

(1) B Oo Oo (1) 0o Jo
D = —oot—V -v1 — 0g— — D — — . (4.
01D; "v1 + Vpy oot 8uv V1 — 00 u oot < ' S + VR 9u (4.59)

Fiir die zweite Fliissigkeit folgt unter Beriicksichtigung von

Oo oo oo
—_— = = — 4'
ov, Ou O0vg (4.60)

die analoge Gleichung

2 do oo 9) o oo
02D vy + Vpy = @ota—uv vz + 0o+ cot <D§ )% +V®uvs- 8u> . (4.61)

die mit (4.59) in der Summe die folgende Noetherbilanz fiir diesen vereinfachten Fall
ergibt?:

do
01D+ 05D P vy +Vp1 +Vpy = V - ((—Qot) u® 5+ (~oot) a) . (4.62)

Aus der Differenz dieser Gleichungen folgt hingegen die Gleichung fiir die Relativge-
schwindigkeit u:

Vv Vv 1 1\ 0 1 1 0
oiu = —vy - Vo1 +v9 - V’UQ—ﬁ-Fﬂ—QO <+> l—got <+Q> 15) g9

01 02 o1 02) Ou o 02) ou
t 5] 0 t 15) 0
—I—QL V®v1-—a—v- v1®i —i—gi V®vg-—a—v- vz®—0 .
01 ou ou 02 ou ou
(4.63)

8Man wende die substantielle Zeitableitung auf Gl1.(4.43) an und setze die Bewegungsgleichungen
fiir die Clebsch—Potentiale und die thermischen Gréflen ein.

9Man setze in Gl.(4.49) N1 = N2 = 0 und ¢1 = ¢c2 = c¢g sowie Q = —pgot und benutze die
Kontinuitétsgleichung, um auf substantielle Ableitungen umzuformen.
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Loésungen fiir zwei homogene Fliissigkeiten

Um die Bedeutung der Gleichung (4.63) zu beurteilen, werden thermodynamisch
homogene, inkompressible Fliissigkeiten betrachtet. Das bedeutet, dal die Gradienten
der Geschwindigkeiten verschwinden, ebenso die Druckterme, da eine freie Strémung
betrachtet wird.

Fiir inkompressible Fliissigkeiten konstanter Dichten mit der Zuordnung einer Refe-
renzdichte

0102

= 4.64
T ot o (4.64)
als reduzierter Dichte und wegen
atQ = —00 (465)
folgt nun die Bewegungsgleichung fiir die Differenzgeschwindigkeit:
do do do
000ru 205, aze u O <t 8u> (4.66)

Dies ist die Bewegungsgleichung fiir die Differenzgeschwindigkeit. Auf der linken Seite
steht die zeitliche Anderung der Impulsdichte, folglich ist die rechte Seite als Kraft-
dichte zu interpretieren. Da ausschliefllich Reibungswechselwirkung betrachtet wurde,
muf} dies eine Reibungskraft sein, sodal man

000w = 0o fr (4.67)

schreiben kann. Die Reibungskraft ist hier offenbar iiber die zeitliche Ableitung ei-
ner Funktion definiert, sodafl man hier — in Analogie zu Potentialfunktionen, bei
denen die Krifte aus Gradienten bestimmt werden — von einem zeitlichen Potential
sprechen kann:

Jr = -0 (L?Z) : (4.68)

Trotz der gemachten Vereinfachungen ist diese Gleichung direkt aus den Euler—
Lagrange—Gleichungen hergeleitet, ist also Folge der Variation der Lagrangedichte
(4.34).

Dieses vereinfachte System kann sofort durch Integration gelost werden. Beginnt man
bei tp = 0 mit einer Relativgeschwindigkeit von u(ty) = ug, so folgt aus Gl.(4.66):

U =1uy—t=. 4.69
07 " ou ( )
Ein Ansatz fiir die Dissipationsrate bestimmt iiber diese Gleichung das Reibungsge-
setz. Es sollen nun die Reibungsgesetze hergeleitet werden, die fiir Dissipationsraten
entstehen, wie sie fiir die prominentesten Reibungsgesetze gelten, ndmlich die Cou-
lombsche Reibung, auch trockene Reibung genannt, und die Stokesche Reibung.
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Coulomb—Reibung

Fiir Coulombsche Reibung folgt aus (4.69) im eindimensionalen Fall mit

oc = plul (4.70)
flir u > 0 die Losung

u = ug — put, (4.71)

also die bekannte Gleichung fiir die Differenzgeschwindigkeit zweier Korper, die der
Coulombschen Reibung unterworfen sind.

Hier wird die klassische Gleichung reproduziert. Fiir diesen Fall verschwindet auch
die Transferenergie, die sich nach Gl.(4.51) zu

doc\ (4.70)
» = —oot —u—= = 4.72
er 00 (UC L ) 0 (4.72)

ergibt. Dabei besteht darin ein Unterschied zur bekannten Coulomb-Reibung, dafl
diese fiir Oberflichen-Kontakte gemessen wird. Hier hat man es aufgrund des Zwei—
Flissigkeit—-Modells mit Reibung im Volumen zu tun. Im Hinblick auf die dissipative
Bewegung der Versetzungen kann dieses Modell der Volumenreibung aber als mégli-
cher Ansatz benutzt werden.

Stokessche Reibung
Bei der Stokesschen Reibung mit der Dissipationsrate
o5 = nu? (4.73)

ergibt sich ein etwas anderes Bild:

Hier ergibt sich die Lésung
u = uy — 2ntu, (4.74)
was zu der dissipativen Bewegung

] t—o0
= 270 4.75
YT 1ot (4.75)

und damit zum Verschwinden der Differenzgeschwindigkeit fiir ¢ — oo fiihrt.

Diese Losung weicht aber vom klassischen Fall ab, fiir die das Reibungsgesetz
0w = —nu (4.76)
bekanntlich folgende Losung hat:

Up = qufﬂt' (477)
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Diese Abweichung liegt an einer veréinderten Dynamik des Gesamtsystems. Wahrend
klassisch die gesamte dissipierte mechanische Energie instantan zu einer Erhéhung
der thermischen Energie fiihrt, ist hier eine Transferenergie als weitere Grofe ins Spiel
gekommen, die durch Zwischenspeicherung die Dynamik verdndert

err = —oot (0 — u@a) (4.78) otnu?, (4.78)
ou

die aber fiir £ — oo gegen 0 geht und im Fall verschwindender Dissipation ebenfalls
verschwindet.

Abschlielende Bemerkungen

Das hier vorgestellte Modell zweier Fliissigkeiten enthélt eine dissipative Dynamik,
die im Falle der Coulombschen Reibung mit der klassischen Dynamik iibereinstimmt.
Die Versetzungsklassen kénnen nun, jede fiir sich, zusétzlich mit dissipativen Ele-
menten versehen werden, ndmlich den Bewegungen relativ zum Hintergrundmedium
(also abhéngig von den Driftgeschwindigkeiten).

Im oben beschriebenen Stokesschen Fall erhilt man eine von der klassischen Be-
schreibung abweichende Dynamik. Diese unterliegt jedoch noch einer wesentlichen
Finschriankung: Fiir die thermische Phase ging hier nur die Gleichgewichtslosung
ein. Da jedoch Dissipation nicht im Gleichgewicht stattfindet, muf} fiir die volle Be-
schreibung die zeitliche Entwicklung der thermischen Phase bekannt sein. Dazu sind
jedoch genauere Information iiber Prozesse auflerhalb des Gleichgewichts notig. Erst
dann kann die volle Nicht—Gleichgewichtsdynamik des Systems bestimmt werden. Da
auch die Transferenergie von der thermischen Phase (im Beispiel {iber die Grofe 2)
abhéngt, wird dies zu einer genaueren Beschreibung des Transfers von mechanischen
auf thermische Freiheitsgrade fiihren.

Insbesondere die Versetzungsdynamik erfolgt fernab vom lokalen Gleichgewicht. In-
sofern ist zu erwarten, dafl die Bewegungen der Versetzungen auf die Bewegungsglei-
chung der thermischen Phase wesentlichen Einflufl haben.

In dieser Arbeit besteht aber das wesentliche Ziel darin, die dissipative Bewegung
prinzipiell in das Modell der Versetzungsdynamik zu integrieren. Dies ist nun mdoglich
und wird abschlieend im néchsten Abschnitt behandelt.

4.3 Dissipative Versetzungsdynamik

Aufbauend auf dem Mehr—Fliissigkeitsmodell der Versetzungen wird nun die Verset-
zungsdynamik im Lagrangeformalismus um dissipative Eigenschaften erweitert. Dies
geschieht phdnomenologisch iiber einen Ansatz, der eine Reibungskraft der Verset-
zungen mit dem Hintergrundmedium in Analogie zu dem oben beschriebenen Zwei—
Fliissigkeitsmodell berticksichtigt.

Die spezielle Form der Dissipationsrate wird hier offengelassen, es sind sowohl Cou-
lombsche als auch Stokessche Reibung denkbar. Allerdings wird fiir dieses Modell die
Konstanz des Reibungskoeffizienten 1 aufgegeben'?:

"Dabei kann 7 sowohl fiir den Coulombschen als auch fiir den Stokesschen Reibungskoeffizienten
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4.3.1 Veridnderlicher Reibungskoeffizient

Um reale Verformungskurven zu modellieren, wird ein Reibungskoeffizient angenom-
men, der mindestens zwei verschiedene Werte annehmen kann. Fiir kleine &uflere
Spannungen soll der Kristall elastisch reagieren. Versetzungsbewegungen spielen hier
kaum eine Rolle. Im Modell bedeutet das, dafl der Reibungskoeffizient sehr grof} ist.
Anschaulich kann dies anhand der Gleichung (3.299) bzw. der linearisierten Gleichung
(3.363) geschehen: Das Reibungsgesetz lautet dort vereinfacht

Oru+nu = fy, (4.79)

wobei f, als Abkiirzung fiir die Summe der auf die Versetzung wirkenden Krifte
steht.

Dann kann bei kleinen Kriften und groflier Reibung eine schleichende Versetzungs-
bewegung angenommen werden, in der der Trégheitsterm dyu vernachléssigt werden
kann. Man erhalt:

wne 12170, (4.80)
n

Fiir grofle Reibungsterme bewegen sich die Versetzungen also kaum, die Dissipati-
onsrate wird klein:

2
fg n—oo

, 0. (4.81)

oq=nu? ~
Damit reagiert der Kristall im Grenzfall 7 — oo ideal elastisch. Fiir endliche, aber
grofle Reibungskoeffizienten wird bei konstant gehaltener Spannung zwar eine schlei-
chende Versetzungsbewegung und damit eine plastische Deformation eintreten. Diese
findet jedoch auf sehr grofien Zeitskalen statt.

Damit wird ein viskoelastisches Material im elastischen Grenzfall modelliert. Das
bekannteste Beispiel — auch wenn es sich hier nicht um einen Kristall handelt — ist
Glas, das auf groflen Zeitskalen flieft, wie man das z.B. an alten Kirchenfenstern
sehen kann.

Damit 148t sich zwar nicht modellieren, dafl sich Versetzungen bei kleinen dufleren
Kriften (und hinreichend niedrigen Temperaturen) iiberhaupt nicht bewegen. Als
gute Nidherung kann jedoch 7 so grofl gewéhlt werden, dal keine makroskopische
Deformation auf hinreichend grofien Zeiten (die durch experimentelle Moglichkeiten
definiert werden) eintritt. Der Grenzfall n — oo wiirde einem exakten Pinning ent-
sprechen, fiir n fehlte dann aber die Beschreibung durch analytische Funktionen.

Wenn die d&ufleren Spannungen erh6ht werden, so beginnt die plastische Deformation.
Der Tragheitsterm in der Bewegungsgleichung der Versetzungsdriftgeschwindigkeit
kann nun nicht mehr vernachlissigt werden. Die Versetzungen im Modell bewegen
sich nun auf kleineren Zeitskalen und das Material zeigt plastische Deformation. Das
bedeutet, dal der Reibungskoeffizient kleiner werden muf3, wenn die dufleren Span-
nungen zunehmen und einen kritischen Wert iiberschreiten. Meist wird dazu die kri-
tische Spannung oder sog. Fliefigrenze definiert. Diese Grenze kann hier aber nicht

stehen.
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als Kriterium benutzt werden: Im Lagrangeformalismus und der Theorie der Ver-
setzungsklassen, wie sie hier dargestellt wurde, sind Spannungen AntwortgréBen, die
sich nach der Variation ergeben. Das bedeutet, man kann kein Flie-Kriterium in
die Lagrangedichte integrieren, das auf diese Spannungen zuriickgreift. Tut man dies
dennoch, so setzt man voraus, das Spannungsfeld o(x,t) zu kennen, ohne es berech-
net zu haben. Dies ist ein Kritikpunkt der Arbeit von Azirhi (1998), in der genau
dies durchgefiihrt wurde.

In dieser Arbeit soll die FlieBgrenze durch den Ubergang des Reibungskoeffizienten
von groflen zu kleinen Werten definiert werden. Seine Abhéngigkeit muf sich jedoch
auf die Variablen in der Lagrangedichte beschréanken. Es kommen hier drei Gréflen in
Frage: Der Tensor der elastischen Verzerrung, die Hyperdeformationen, die in dieser
Arbeit auf die Versetzungsdichten zuriickgefiihrt werden konnen und die Temperatur:
eine Erhohung der Temperatur wird zu thermisch aktivierten Prozessen fiithren, die
ein Gleiten der Versetzungen erleichtern.

Durch dieses Modell wird es moglich, den Effekt der mikroskopisch wirksamen Po-
tentiale (wozu insbesondere das sog. Peierls—Potential der atomaren Umgebung der
Versetzung gehort) zu beriicksichtigen.

Weiterhin wird der Reibungskoeffizient als Klassengrofie definiert. So wird es moglich,
z.B. Schraubenversetzungen einen anderen Reibungskoeffizienten als Stufenversetzun-
gen zuzuordnen.

Die Dissipationsrate, die fiir diese Theorie angesetzt wird, lautet:

ga=>_np(er,np, T)&p(|upl) (4.82)
D

und héngt neben den angesprochenen Reibungskoeffizienten nur noch von den Drift-
geschwindigkeiten der Versetzungen relativ zum Hintergrundmedium ab.

Im Gegensatz zum Zwei-Fliissigkeitsmodell soll hier nur dem Hintergrundmedium
eine Temperatur zugeordnet sein (was im Falle des Zweifliissigkeitmodells durch die
Wahl der Parameter \y = 1 und Ay = 0 erreicht wird, die dort die Aufteilung der
dissipierten Energie bestimmten).
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4.3.2 Lagrangedichte fiir die dissipative Versetzungsdynamik

Die gesamte Lagrangedichte wird fiir den Fall angegeben, dafl die innere Energie in
eine Summe aus elastischen, thermischen und Versetzungsanteilen aufzuspalten ist.
Dann erhéalt man:

1 c
{=— 0 <—2’U2 + Welast (€ij) +cT + wTDgy)q)>

w w ]‘
—0) npmp (DE ?)op +apD{"? Bp — 571% + Wp(np, nD’))
D

[ L .
+ ot!, <DIEU)AQi — Z gnDuDsijkq%AilEAl]fb’B)
D

+ (Afaj’fajA,z - gnngzﬁJ)
D (4.83)

O kgl
+ 0 Bi (wp —v —upgpA,
D
Dmax_l

+ > xodh (onpAl) 15
D

+Y " Eplly AL dup
D

- a@ﬁ(ekz,n&T)&d (Jupl)

Dabei bezeichnet ® hier die thermische Phase.

Die nicht-trivialen Randbedingungen lauten unter Beriicksichtigung der Gl.(2.10)
mit dem Normalenvektor auf der Oberfléiche el¥:

—onpmpupgpe; = 0 (4.84)
—onpmpapupgpe; = 0 (4.85)
otrel = 0 (4.86)
hul,Afsijkeéy—ZXDQnDl%A{;ejy =0 (4.87)
D
> xonplpe = 0 (4.88)
D
xpolpey = 0 (4.89)
EpliheN = 0 (4.90)

Die Lagrangemultiplikatoren xp und £p verschwinden damit dort auf der Oberfldche,
wo Versetzungslinien auf dieser enden und dort lZDer = 0 gilt, ebenso die Versetzungs-



4.3. Dissipative Versetzungsdynamik

117

driftgeschwindigkeit uiD. Da sich die Oberfliche in der Zeit mit der Geschwindigkeit

des Hintergrundmediums v* bewegt, gilt immer:
vieZN =0

auf der Oberflache.

Fiir eine Versetzungsklasse lautet die Lagrangedichte dann

1 v
t=-o <—2v2 + Wetast (€i5) + T + ETDg )‘I’>
w w 1
— onmy <D§ Yo + oaDg )6 — 511)2 + W(n))
+ ot!, <Dt Af — Qnusijkq“Ail”Al,b”>
o+ g (AL, A% — onid )

(D)

+0 B (wl — ot — uq”Afﬁ)

1 .
- ;Qﬁ(ekl,an)Ud ()

(4.91)

(4.92)

Einen reduzierten Variablensatz erhélt man, wenn die Definition fiir die Versetzungs-
gesamtgeschwindigkeit wp eingesetzt wird. Fiir eine Versetzungsklasse lautet die La-

grangedichte dann

l=-0 (—;vQ + Wetast (i) + T + CTD§“)c1>>
w
v v ; 1
— onmy <D§ )90+04D§ )ﬁ—l—uq’“‘AiC (Oip+ad;B) — 3 (v +uq)* + W(n))
. £(v) .
+ ot} <Dt Af — gnugijkq“Ail”Aﬁb”>

o+ s ((AYT0; AY — onitd” )

1 N
- ;Qn(ekla n, T)Ud (|u|)

Die nicht—trivialen Randbedingungen lauten hier:

—gnmouqlefy =

i N _

—onmpaug'e; =
i N

otpe; =

m_ijk N _
huwAje e; =

o o o o

(4.93)






Kapitel

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde eine Feldtheorie der nicht-reagierenden Versetzungsklassen
im Lagrangeformalismus mit dissipativen Eigenschaften aufgebaut. Dazu wurde das
Modell der idealen Fliissigkeit als Grundlage herangezogen:

Es wurde sowohl zur Beschreibung des elastischen Hintergrundmediums verwendet,
indem es um die Eigenschaften des verallgemeinerten Cosserat—Kontinuums erweitert
wurde, als auch fiir die Modellierung der Versetzungsdynamik. Hierzu wurden die
Versetzungen als Subkontinua beschrieben, die sich nach Klassen einteilen lassen.

Der Klassenbegriff resultiert aus der mikroskopischen Anschauung der Versetzun-
gen und erlaubt eine differenziertere Darstellung von Versetzungsnetzwerken, als das
der Tensor der Versetzungsdichte aus der elastoplastischen Theorie vermag. Hierzu
zéhlen insbesondere Versetzungsanordnungen, die sich gegenseitig in ihrer Bewegung
behindern und so den immobilen Versetzungen zuzuordnen sind.

Fiir das Beispiel einer Versetzungsklasse wurden die Dispersionsrelationen berechnet,
die sich nach Linearisierung der Observablengleichungen ergaben. Auflerdem wur-
de anhand dieser Gleichungen gezeigt, dal eine homogene plastische Deformation,
nédmlich Bewegung des Hintergrundmediums ohne Aufbau elastischer Spannungen,
moglich ist und sich auf die Bewegung der Versetzungen zuriickfiithren 148t.

Die Dissipation wurde auf der Basis der Arbeiten von Anthony in den Lagrangeforma-
lismus integriert, indem zunéchst Elemente der von Anthony entwickelten Beschrei-
bung der Thermodynamik irreversibler Prozesse in ein Hintergrundmedium eingebet-
tet wurden, fiir das wieder die ideale Fliissigkeit als Modellsystem diente. Anschlie-
Bend wurde die Dissipation durch Vorgabe der Dissipationsrate fiir ein System zweier
iiber Reibung wechselwirkenden Fliissigkeiten im Lagrangeformalismus eingebettet.

Der Existenz der Fliefigrenze wurde iiber die Wahl des Reibungsparameters Rechnung
getragen: Dieser ist nicht konstant, sondern wurde im elastischen Bereich der Flief3-
kurve als so grofl angenommen, dafl auf den physikalisch relevanten Zeitskalen keine
Versetzungsbewegung zustande kommen kann. Im plastischen Bereich der FlieBkurve
sinkt er und ermoglicht so die Beschreibung der dissipativen Versetzungsbewegung,
die zur plastischen Deformation fiihrt.

119
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Ausblick

Auf Basis dieser Theorie kann zukiinftig eine differenziertere Beschreibung der pla-
stischen Deformation gemacht werden. Dabei sind drei wesentliche Elemente von
Bedeutung:

Erstens spielen Reaktionen von Versetzungen, zu denen insbesondere die Versetzungs-
erzeugung gehort, eine entscheidende Rolle fiir das Verhalten des Kristalls bei pla-
stischer Deformation. Auf der Basis der hier aufgebauten Theorie kann der Weg
aufgezeigt werden, diese Reaktionen in den Lagrangeformalismus zu integrieren:

Der Schliissel liegt dabei in der Erweiterung der Thermodynamik irreversibler Pro-
zesse im Lagrangeformalismus um chemische Reaktionen. Dazu gibt es bereits wich-
tige Arbeiten von Anthony. Da die Versetzungsklassen auf dem Modell der idealen
Fliissigkeit aufbauen, liegt es nahe, in Analogie zu chemischen Reaktionen die Re-
aktionen der Versetzungsklassen in dieses Modell zu integrieren. Dabei miissen die
Kontinuitdtsgleichungen der einzelnen Klassen aufgegeben werden, sodafl es Quel-
len und Senken fiir Versetzungen geben kann. Erzeugung von Versetzungen ist iiber
die Versetzungsenergie in die thermodynamische Beschreibung einzuarbeiten, und
schliefflich miissen Nebenbedingungen bei diesen Reaktionen wie die Erhaltung des
Burgersvektors, beispielsweise bei dem Zerfall einer Versetzungsklasse in zwei andere,
erfiillt werden.

Weiterhin koénnen andere Gitterdefekte wie Zwischengitteratome oder Leerstellen
iiber eigene Subkontinua in die Theorie integriert werden. Diese stellen mogliche
Pinningzentren dar, an denen Versetzungen festsitzen. Dazu gehort die Beschreibung
von Diffusion im Lagrangeformalismus. Uber solche Diffusionsprozesse kann dann
auch das mit ihnen verbundene Versetzungsklettern beschrieben werden.

Zweitens konnen neben der analytischen Bearbeitung auch numerische Konzepte ent-
wickelt werden, die diese Theorie fiir praktische Anwendungen handhabbar macht.
Ein entscheidender Vorteil ist dabei der Aufbau im Lagrangeformalismus:

Da selbst nun die dissipativen Prozesse im Rahmen des Hamiltonschen Variations-
prinzips zugénglich sind, ist es iiber Minimierungsverfahren wie das Ritzsche Verfah-
ren moglich, numerisch die Extremalwerte des Wirkungsfunktionals zu finden.

Auf der anderen Seite bietet diese Theorie vielleicht auch die Moglichkeit, das nu-
merische Verfahren der Zelluldren Automaten (vgl. Psakhie (1995)) um dissipative
Effekte und implizites FlieBverhalten bei plastischer Deformation zu erweitern.

Drittens kann die komplette thermodynamische Beschreibung des plastisch defor-
mierbaren Kristalls auf der Basis der Arbeiten von Anthony im Lagrangeformalismus
geschehen. Voraussetzung ist, dafl die Darstellung aller Observablen durch komplex-
wertige Felder geschieht. Dann 1é83t sich iiber das Entropiekonzept auch die Entro-
piebilanz aus der Lagrangedichte ableiten. Dies gibt Anlafl zu der Hoffnung, auch die
weit weg vom thermodynamischen Gleichgewicht anzusiedelnde Versetzungsdynamik
in die Thermodynamik irreversibler Prozesse zu integrieren.

Die Grundlagen fiir diese zukiinftigen Herausforderungen wurden in dieser Arbeit
durch einen konsequenten Aufbau der Theorie in klar definierten Schritten gelegt,
wodurch die Theorie leicht erweiterbar wird.
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Anhang

A.1 Berechnung der Konstanten g

Aus Gl. (3.142) folgt (unter Auslassung der Gewichte der Tensordichten)

2
“Pan = q—g6””“5/\”5&5,\aﬂ,aaugawawlo‘lemﬁmd’ (A.1)

2
O -1 2 . (+2) . .
Dabei gilt: € "°a\avess = € wep @, Wwobei a := Det|a,, | die Determinante der
Metrik eine Tensordichte vom Gewicht (42) darstellt, sodafl die Gewichte auf beiden
Seiten der Gleichung zusammenpassen.

Mit der Forderung (3.142) folgt nun

2
a(% = q—g5”’“5>‘”‘5a,§,\avaaugay€a5¢lal€m’gm¢
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QO N’
Y SH S
o 6¢—6€ 5¢
qg (a) (a) (a) (@) .
= =a S myymt — 1, mYm, 1
——

QO N N N e
2 2 0

ap ap

Und damit gilt

4

o— O
qo : a/a

(A.3)

Man sieht, dafi zur Kompensation des Gewichts (+1) des e-Tensors nicht die Dichte,
sondern die Wurzel der Metrik—Determinante herangezogen werden mufl. Wenn die
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Metrik jedoch in einem System (z.B. (k)) die Determinante @=1 hat, so gilt bei
Beibehaltung des Rechtssystems:

W= Det|A%[? &= Det|A%|?, (A4)
sodafl

\/@ = Det|Af| (A.5)
folgt.

Die Konstruktion

D
— A.
Det|Af| (A-6)

nennt man W-Dichte. Sie ist ein echter Tensor, solange die Transformation die Ori-
entierung des Basissystems nicht fdndert, was hier immer vorausgesetzt werden soll.

A.2 Konsistenzbedingung fiir den Cosserat—Strom J

Die Gleichung (3.199) wird iiber die substantielle Zeitableitung des Ansatzes (3.168)
hergeleitet:

Es wird die allgemeine Bewegungsgleichung fiir die Cosserat—Vektoren vorausgesetzt,
die neben der substantiellen Mitfithrung einen Driftstrom enthélt:

OAE + PO AF + O AF — JF =0 (A7)

Nun werden die daraus folgenden Bewegungsgleichungen fiir den Versetzungsdich-
tetensor abgeleitet und mit denen der Klassendefinition verglichen. Fiir diese Klas-
sendefinition wird folgende Kontinuitédtsgleichung der skalaren Versetzungsdichten
postuliert:

A (onp) + 0; (onp (vi + uZD)) =0 (A.8)
oder unter Beriticksichtigung der Kontinuitatsgleichung

oD"np = —d; (onpulp) (A.9)

. . .. (%)
Nun werden die Bewegungsgleichungen berechnet, und zwar fiir den Tensor a #¥ :=
al A* AY:
i

DY @ = DY (AL, ap)

— ot ArETR Y AY 4 JEEURG; AY + AFEIRDIY) (9;AY)
= Ol AY 4 JHe TR0 AY + ALt (9, AY - ;010,47
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= Ol Al Qv &l Al (a TV — 8 AVl — ajvlalAg)

(2)

= AR & QW Ak (8-J,5 + ;0" (Op A} — alA@)

(2)

W AL (0,7 + Oj0'epm &)

(2)

e
= oAl vy
= —81"1}lAui Y+«

O AL Ty AR, T (A.10)

QI AR - AL (16, - 8]0, ) Oyt o
= —g
Dabei wird J[* zunéchst noch nicht weiter spezifiziert. Es gilt lediglich, dafl die Kon-

tinuititsgleichung nur dann erhalten bleibt, wenn J! = 0 als Nebenbedingung erfiillt
wird.

Fiir die einzelnen Klassen ergibt sich

Die Zeitableitung wirkt sich hierbei nur auf ¢ und np aus. Fiir g gilt die bekannte
Kontinuitétsgleichung, fiir np die in (A.8) postulierte Versetzungszahl-Erhaltungs-
gleichung.

Es folgt:

D &y = D (onp) b},
(4) v (2) v
= —optam_y, (agulD) (A.12)

Nun wird dies tiber alle Klassen summiert und beriicksichtigt, dafl

o Z oy (A.13)

den mittleren Versetzungsdichtetensor ergibt.

Der Vergleich der dann entstehenden Gleichungen liefert:
7] (Z a gmg) = —AMEURG; Ty — o ALY (A.14)
D

Diese Gleichung ist die Bestimmungsgleichung (3.199) fiir J! aus ulD, denn nach

. i) .
Einsetzen von o " = onpllhbY, folgt wegen der Konstanz der Klassenvektoren im
Gittersystem

] (Z QnDuD> by = — Aleiikg, gr— @ AL JE, (A.15)
D

was nach Multiplikation mit AL zu Gleichung (3.199) wird.
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A.3 Dissipative Systeme in der Punktmechanik

Mechanische Gleichungen

In der Punktmechanik kann die Bewegung «(t) einer Punktmasse unter Einwirkung
einer Reibungskraft als Prototyp einer dissipative Bewegung angesehen werden:

m# = Fp. (A.16)

Fiir die Reibungskraft gibt es nun verschiedene Ansitze. Im allgemeinen héngt die
Reibungskraft von der Geschwindigkeit ab, sodafl Fr = Fgr(&) angesetzt werden
kann.

Die Coulombsche Reibung beschreibt in guter Ndherung die Reibungskraft, die bei
der Bewegung zweier fester Korper entsteht. Sie hdngt in einem weiten Bereich nicht
von der Geschwindigkeit ab und kann als konstant angesetzt werden. Allerdings ist
sie immer der Geschwindigkeit entgegengesetzt:

mé + u% = 0. (A.17)

Im Falle & = 0 verschwindet diese Kraft, sodafl der Massenpunkt weiterhin ruht,
sobald er zum Stillstand gekommen ist.

Nimmt man an, dafl die Bewegung mit positiver Geschwindigkeit stattfindet, kann
man wegen

z>0 (A.18)
zu der eindimenisonalen Gleichung
ma +pu =0 (A.19)

gelangen. Diese Gleichung beschreibt die Bewegung eines Koérpers, der durch die
Coulombsche Reibung gebremst wird, bis er zum Stillstand kommt. Da fiir ¢ = 0
keine duflere Kraft mehr auftritt, bleibt der Korper in Ruhe. Somit erhélt man fiir
die Koordinate dieses Punktes

1
T =z + vot — §,ut2 fiir t = 0..tmaz, (A.20)

wenn vy die Anfangsgeschwindigkeit ist, wobei

vo
tmas = — A21
. (A.21)

der Zeitpunkt ist, an dem der Korper zu Ruhe kommt.

Die Gl.(A.19) ist dquivalent zur Bewegungsgleichung fiir den freien Fall, falls der
Korper sich anfangs entgegen der Schwerkraft bewegt. Fiir den Fall positiver Ge-
schwindigkeit kann also sofort eine Lagrangefunktion angeschrieben werden:

1
L:= §mj:2 — p. (A.22)
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FEine weitere Reibung, die haufig auftritt, ist die Stokessche. Die Reibungskraft ist
hier proportional zur Geschwindigkeit und tritt auf, wenn sich ein Korper langsam
in einer viskosen Fliissigkeit bewegt. Die Bewegungsgleichung lautet nun:

ma + v = 0. (A.23)

Diese Gleichung ist nicht selbstadjungiert, sodaf sie garantiert keine Euler—Lagrange—
Gleichung einer Lagrangefunktion ist. Allerdings kann sie in eine selbstadjungierte
Gleichung transformiert werden:

em! (mé + &) =0 (A.24)
ist zu Gl.(A.23) dquivalent, da der Vorfaktor nicht verschwindet. Eine zugehérige
Lagrangefunktion lautet

L=emt <;mm2> . (A.25)

Diese héngt zwar explizit von der Zeit ab, ihre Euler-Lagrange—-Gleichung lautet
aber:

%(e%tma}) =0

& emt(mi+x) = 0. (A.26)
Auf dhnliche Weise bekommt man die Lagrangefunktion fiir den Harmonischen Os-
zillator mit Stokesscher Reibung:

1
L=emt (desz — 5% ) , (A.27)

die zu der Gleichung

em! (mé& + & + Dx) = 0 (A.28)
& miE+yk+De = 0 (A.29)
fiihrt.

Abgeschlossene Systeme

Die oben gezeigten Lagrangefunktionen beschreiben zwar Systeme mit Reibung. Diese
Systeme sind aber nicht abgeschlossen, wie die Energiebilanz zeigt. Fiir den harmo-
nischen Oszillator mit Stokesscher Reibung ergibt sich nach Multiplikation mit &:

d 1
224 ZDax? 22 = 0. A.
dt<2m t3 a:>+7ac 0 (A.30)
Die mechanische Energie nimmt also immer ab, bis der Kérper zur Ruhe gekommen
ist. Betrachtet man diesen Oszillator aber als energetisch abgeschlossenes System,
erkennt man, dafl die Beschreibung unvollsténdig ist.



126 Kapitel A. Anhang

Um das System (A.29) energetisch abzuschlieflen, miissen neue Variablen eingefiihrt
werden. Geht man davon aus, daf} die dissipierte Energie sofort zu einer Tempera-
turerh6hung der Gleichgewichtstemperatur 1" fithrt, so kann in der Nédherung einer
konstanten spezifischen Wérme C' die Gleichung

CT = ~i? (A.31)

angesetzt werden. Dabei ist unter der Gleichgewichtstemperatur 7' die Temperatur
des Gesamtsystems zu verstehen, und die spezifische Warme C' mufl zum Gesamt-
system gehoren. Es wird jedoch keine Aussage gemacht, ob die Temperatur zum
Punktteilchen gehtrt — das in strenger Betrachtung ja kein thermodynamisches Sy-
stem darstellt —, wobei hier von der Idealisierung eines Massenpunktes abgegangen
werden muf}, oder zu einem Korper, auf dessen Oberfliche sich der Massenpunkt
bewegt bzw. zu einer Fliissigkeit, in der er sich fiir den Stokesschen Fall ebenfalls
bewegen kann.

Die Gesamtenergie des Systems

1

1
E=_-3+ D2’ +CT (A.32)

2 2

ist dann zeitlich konstant, denn mit den GIl.(A.30) und (A.31) folgt

Lagrangefunktionen fiir abgeschlossene dissipative Systeme

Neben dem in dieser Arbeit zum Thema Dissipation — bezugnehmend auf die Arbeiten
von Anthony — eingeschlagenen Weg, dissipative Vorgéinge in den Lagrangeformalis-
mus einzubauen, soll hier ein anderer Weg aufgezeigt werden, der allerdings fiir ein
spezielles System entwickelt wird.

Wenn in der Lagrangefunktion

1 1
L=emn' <2m:b2 - 2D:1:2> (A.34)

keine explizite Zeitabhéngigkeit mehr enthalten wéare, liefert das Noether—Theorem
formal eine abgeschlossene Energiebilanz.

Der Exponentialterm emt kann implizit als Losung der Gleichung

=0 mit f#0 (A.35)

=
|

3=

aufgefaf3t werden.

Zwar enthélt die Losung dieser Gleichung noch eine Konstante

f = foem", (A.36)
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die aber in den relevanten Gleichungen keine Rolle spielt. Wird die Gleichung (A.35)
mittels eines Lagrange-Multiplikators h erzwungen, so lautet die Lagrangefunktion
nun:

L= f<mm —Dm)+h(§—;>. (A.37)

Die Euler-Lagrange—-Gleichungen lauten damit:

Sh ; - % =0= f= foem' (A.38)
dx % (fmx) + fDx =0, (A.39)
= md+ x4+ Dz =0, (A.40)

1 1 h
5f - <2m21':2 - 2Dm2> —F= 0. (A.41)

Die erste Gleichung liefert die angesetzte Bewegungsgleichung fiir die Hilfsgréfle f,
die zweite ist die Bewegungsgleichung des gedampften harmonische Ostzillators, die
dritte zeigt den Zusammenhang zwischen den Variablen z, f und dem Lagrange-
Multiplikator.

Die Bedeutung dieses Multiplikators wird deutlicher, wenn man sich die Energie
ansieht, die aus dem Noether—Theorem folgt:

8L
= 1mg’c2 +ipg2) 4 n (A.42)
2 2 m’ '

Dieser Ausdruck ist eine Erhaltungsgrofie:

d
ZEv =0. A.43
=N (A.43)

Spaltet man den bekannten Anteil der mechanischen Energie ab, so erhélt man:

1 . 1 1 1
En = 5m:1:2 + 50;1;2 + <h;; +(f—-1) <2mm2 + 2Da:2>> : (A.44)
Nun sieht man, wie in diesem Modell die Energie erhalten bleibt. Zwar liefern die
Bewegungsgleichungen ebenfalls eine abnehmende mechanische Energie, die aber of-
fensichtlich auf den zusétzlichen Energie—Term

_p _ 1 o 1. 9
EZ—hm+(f 1)<2mw +2D:c> (A.45)

iibergeht. Damit ist ein dissipativer Vorgang in einem abgeschlossenen System be-
schrieben. Allerdings ist die Zusatzenergie hier noch nicht mit thermischen Freiheits-
graden in Verbindung gebracht. Man kann aber die Gleichgewichtstemperatur da-
durch einfithren, dafl der Multiplikator A durch folgenden Term substituiert wird:
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Dabei wird lediglich ein Variablenwechsel vorgenommen, es werden aber keine neuen
Groflen eingefiihrt:

— "o - ™1y (Lma? 1 Lpe?
h._WCT 7(f 1)(2mm +2Da:>. (A.46)

Dann ist die Energie die Summe aus mechanischer und thermischer Energie

1 1
Eyn = §m:b2 + §Dw2 +CT (A.47)

In der Lagrangefunktion fiithrt diese Substitution zu

L = %ma’:Q—%Da:?—CT
+C’T:L§ + %md:z ((f ~1) (2 - ?;)) - %D;ﬁ <(f - 1)??) . (A.48)

In der ersten Zeile erkennt man die Differenz aus zwei Energien, wobei die bekannte
Faustregel “kinetische minus potentielle Energie” abgelost wird durch “kinetische
minus innere Energie”, wobei die innere Energie hier aus elastischer und thermischer
Energie additiv zusammengesetzt ist.

In der zweiten Zeile befinden sich Terme, in denen die drei Energieanteile mit ver-
schiedenen Formen der Hilfsgrofle f und deren Ableitungen verkniipft werden. Of-
fensichtlich ist es gerade diese Art der Verkniipfung, die vermége der Grofle f den
Transfer von mechanischen auf thermische Freiheitsgrade ermoglicht und in einem
Extremalprinzip zur Anwendung kommt.

Die Euler-Lagrange—Gleichungen lauten nun:

oT m? — 1 = 0 = Bestimmungsgleichung fiir f (A.49)
Y

Sz mi':+D:c+% (m:i:(f—l) (2—73}0))

+ Da ((f—l)mf> =0

v f

L ¢ (mé + v + D) = 0 (A.50)

Comepl LA (1 am o N L e, mf
Sof ’YCTf F <2mm 7(f 1)> 5 i (2 7f>

1d /1 _ om om f

g (550 0) e o
(Aé»g)CT—ffyﬁ—(f—n% (;m:tz—i—;DazQ)—O

(A.50)

= CT -~z =0. (A.51)



A.3. Dissipative Systeme in der Punktmechanik 129

Man erkennt, dafl unter Benutzung der ersten beiden Gleichungen die Variation nach
f zu der richtigen Temperaturbilanz fiihrt.

Die Substitutionen

f = €¥ (A.52)
g
- L A
1 (A.53)
fiihrt schliellich zur Lagrangefunktion:
L= Ima®-1iDx? - CT +CTE
(A.54)

+3ma? (2 =1) (2= 2)) - $Da? ((ev - D).

Man erkennt, da8 die Grofie ¢ eine starke Analogie zur thermischen Phase in Gl1.(4.4)
besitzt. Die Einbindung der Dissipation geschieht in dieser Lagrangefunktion jedoch
auf einem anderen Weg, némlich iiber den Term in der zweiten Zeile von Gl.(A.54).

Zur Interpretation von f:

t

Zwar ist f ~ e“', wichst also exponentiell an. Thre Inverse aber ist exponentiell

fallend
fTh=rte (A.55)

und kann z.B. mit dissipativen Prozessen in einer Fliissigkeit in Zusammenhang
gebracht werden, wenn es um die Stokessche Reibung geht. Wirbel, die um den
stromenden Korper herum entstehen, werden durch die innere Reibung der Fliissigkeit
geddmpft, dadurch wird mechanische Energie dissipiert. Damit kénnte die Wirbel-
dichte in Beziehung zur Grofle f gesetzt werden.

Fiir Coulombsche Reibung funktioniert dieser Ansatz, eine explizite Zeitabhéngigkeit
in der Lagrangefunktion durch eine Hilfsgréfle zu ersetzen, ebenfalls.

Die Columbsche Reibung kann als

d T
- i Z ) = A.
g (mm+u|$|t> 0 (A.56)

umgeschrieben werden'.

Damit wird die Lagrangefunktion zu

1
L= 5m:ic2 + pl |t (A.57)

'Es wird darauf verzichtet, auf mathematische Probleme der Differenzierbarkeit im Punkt & = 0
einzugehen. Hier mufl bei der Variation natiirlich dieses Problem beriicksichtigt werden.
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Mit der Substitution g := ut und Hinzunahme der Gleichung ¢ = p mittels eines
Lagrangemultiplikators sowie der Forderung, dafl die Energie dieses Systems

1
Ey = im:izz +CT (A.58)

sein soll, ergibt sich analog zur obigen Rechung:

1 .
L= Sma® - CT + o1 + glil (A.59)
I

mit den Euler-Lagrange—Gleichungen

oT C(Z—1>:0:>g=go+,ut (A.60)
ox mi+ig:0:>m:i+u£,:0 (A.61)
|| ||
.1 )
dg CT; —|z] =0= CT = u|z|. (A.62)

Hier ist u|®| die zu erwartende Dissipationsrate fiir den Coulombschen Fall.

Fiir die Substitutionen
g = ¢ (A.63)
po= w (A.64)

erhiilt man die Lagrangefunktion, die die Dissipationsrate u|@| mit der explizit auf-
tretenden thermischen Phase an die Temperaturgleichung ankoppelt:

1 .
L=-mi?—CT+CT% + Zpa|. (A.65)
2 w o w
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