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Nomenklatur

Allgemeine:

e Eine lineare Abbildung und ihre Matrix teilen dasselbe Symbol, da es ein Isomor-
phismus zwischen den Vektorradumen besteht. Sie werden in der Regel in Fett-Druck
geschrieben, z. B. die Matrizen bzw. Abbildungen A, B, C, etc.; die Vektoren a, b,
c,u,Vv,w, X,y,n i o, ..., unddie Skalaren a, b, ¢, , o, m, n, etc.. In kalligra-
phischer Schrift, wie A, wird in der Regel ein Raum dargestellt. Die h&ufig benutzten
Buchstaben fir Raume sind £, U, V, W, R, N. Die Zahlen-Mengen sehen wie N, Z,
Q, R, C aus.

e Im euklidischen bzw. unitaren Raum ist angenommen, wann immer die Begriffe Or-
thogonalitét, Langen- bzw. Winkel-Messung im Kontext essentiell ist. Das kanoni-
sche Skalarprodukt ist impliziert, wenn nicht ausdriicklich specifiert wird. Mit x*y
bezeichnen wir also das hermitesche Skalarprodukt fir x,y im unitdren Raum /™.
Cf. FuBnote 77 auf S. 47.

(u,v) Skalarprodukt der Vektoren u und v

X~y x und y in derselben Equivalenzkalsse

V+W Summe von Teilrdumen V, W

Vow direkte Summe von Teilrdumen V, W

V1w Teilrdume V, W stehen senkrecht aufeinander

1% das orthogonale Komplement zum Raum V

Vetw direkte Summe der orthogonalen Radume V, W

A |2 Spektralnorm der Matrix A (vektornorm-induzierte Matrixnorm) *
Al = SuDyeso [ AX[2/|X]l2 = sup |1 |AX]l2 = 0

lA| F Frobeniusnorm oder Hilbert-Schmidt-Norm der Matrix A

A% =trA*A =trAA* =37 07 =) > a};

Al unitarinvariante Norm mit |[U*AV ||y = ||A| ¢, U und V unitér
Iv]l2 euklidische Vektornorm, 2-Norm, ¢5-Norm des Vektors v

v, ¢,-Norm, p-Norm, Hélder-Norm (3 |v;[P)'/?, p>1

1, m-dimensionaler DC-Vektor. Cf. Gl. (2.4.1) auf S. 31.

A néchste Rang-r Approximation der Matrix A

A*=A~"!  unitidre Matrix A Uber C

AT = A~!  orthogonale Matrix A iiber R

A*=A selbstadjungierte (hermitesche) Matrix A tber C
AT =A symmetrische Matrix A iiber R

1[Horn und Johnson, 1985, pp. 290-320, §5.6]
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positive Matrix (mit allen Elementen a;; > 0)

nichtnegative Matrix (mit allen Elementen a;; > 0)

negative Matrix (mit allen Elementen a;; < 0)

spalten-zentrierte Matrix ZA (Cf. Def. 2.4.3 auf S. 32)

Abkirzung von ,,Abbildung*

Inverse der quadratischen Matrix A

generalisierte Inverse A mit AXA = A

generalisierte {1, 3}-Inverse der Matrix A. Cf. Gl. (2.19) auf S. 15.
{1, 2, 5}-Inverse, Gruppen-Inverse der quadratischen Matrix A.
Matrizen X mit AXA = A, XAX =X, AX = XA.
Drazin-Inverse AFAPA = A¥, APAAP = AP, AAP = APA.
Drazin- (kommunierende) Inverse der quadratischen Matrix A
Gruppen-Inverse der quadratischen Matrix A

AA#A =A, A#AA# = A# AA# = A#A

Existenz <= R(A) @ N(A) =C" <= Ind(A) =12

{1, 2, 5}-Inverse der quadratischen Matrix A
Moore-Penrose-Inverse der rektanguléren Matrix A

komplex Konjugierte der Matrix A = (a;;), A = (a;;)
Transponierte von A : (Au,v) = (u,ATv), Vu,v

Adjungierte von A : (Au,v) = (u, A*v), VYu,v

Adjungierte der Matrix A durch A* = AT = A"

(A*)* = A, (AB)* = B*A*, (aA + 3B)* = aA* + fB*
Andeutung der Dimension m x n von Matrix A

Zeilenvektor der Matrix A.. Cf. Gl. (2.40) auf S. 28

Kdorper der komplexen Zahlen

theoretische Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors
Kovarianzmatrix der Matrix A in Gl. (2.52) auf S. 36

Direction of Arrival

Produkt aller Eigenwerte des Operators A [Axler, 1995]
Mahalanobis-Distanz von x zum Mittelwertvektor
Mahalanobis-Distanz zwischen x und y (Cf. Gl. (2.72) auf S. 44)
regularisierte Mahalanobis-Distanz (Cf. Gl. (2.77) auf S. 46)
Dimension des Raumes V

Rangabfall, Nullitat (Dimension des Nullraums) der Matrix A
Standard-Basisvektor [10 --- 0]

quadratische Matrix A mit ATA = AAT

Erwartungswert der Zufallsvariablen X

endlichdimensionaler, reeller, linearer Raum mit symmetrisher,
positiv definiter Bilinearform

n-dimensionaler euklidischer Raum (cf. Fulnote 76 auf S. 47)
Fourier Transformation eines 1- oder 2-dimensionalen Skalarfeldes
Hesse-Matrix eines Skalarfeldes R™ — R (cf. FuBnote 99 auf S. 69)
Skalarfeld der Bildintensitat R — R oder R™ — R (cf. FuRnote 88)
Skalarfeld der binaren Bildintensitat R? +— {0, 1} (cf. § 3.1ab S. 59)
Ring der ganzen Zahlen

V-1

Imaginérteil einer komplexen Zahl ¢

2[Ben-Israel und Greville, 1974, p. 162]



Identitdtsmatrix mit geeigneter Dimension

Identitatsmatrix der Dimension n x n

Index einer quadratischen Matrix A

der kleinste nichtnegative ganze Zahl mit rank A* = rank A¥+1
independent identically distributed

beliebiger Kérper ohne Einschrankung

beliebiger Korper mit Charakteristik £ 2

Menge aller (n — 2)-dimenionalen Hyperkreise (Def. 2.4.17 auf S. 49)
Konditionsnummber (Inversion) der Matrix A = ||A|], - [|A™Y,
Kern oder Nullraum der Matrix A

der i-te Eigenwert einer Matrix

Mittelwertvektor der Matrix A

Schétzmittelwertvektor der Matrix A GI. (2.41) auf S. 31
Erwartungswert der Zufallsvariablen X

Nullraum oder Kern der Matrix A

linker Nullraum der Matrix A

das orthogonale Komplement zu N'(A)

GaquerteiIung mit Mittelwert p und Varianz a?

—(z—n)?/20°

GauRBverteilung mit Mlttelwertvektor u und Kovarianzmatrix C
Dichte (det C~!/(2m)"™)*/2exp [—(1/2)(x — p)*C~(x — )]
Projektor(s) auf V entlang (parallel zu) W mit P%W =Py
Projektor(s) mit R(Py ) =V und N (Py ) =W
Orthoprojektor(s) auf Teilraum V mit P%, = Py, = P3,
Orthoprojektor(s) auf den Bildraum R(A) von A

(Matrix des) Projektor(s) auf R(A) entlang (parallel zu) N'(A)
Kdorper der rationalen Zahlen

Range Perpendicular to Nullspace: R(A) 1L N(A)

Radikal einer Bilinearform bzw. eines Raumes mit Skalarprodukt
Reflektor(s) in ) entlang (parallel zu) W mit R3, ,, = I # Ry v
Orthoreflektor(s) in Teilraum V, mit R;,* = Ry, = R}, #1
Bildraum (Spaltenraum) der Matrix A

Zeilenraum der Matrix A

das orthogonale Komplement zu R(A)

Rang der Matrix A

Kdrper der reellen Zahlen

Realteil einer komplexen Zahl ¢

Eigenwertspektrum der Matrix A

Abkirzung von ,,Seite*

Singulérwertzerlegung (Singular Value Decomposition)
Standardabweichung (cf. FuRnote 64 auf S. 41)
Standardabweichung der Zufallsvariablen X

Varianz der Zufallsvariablen X

Singularwertspektrum der Matrix A: {01,072, ..., Omin(m,n) }
der grofte Singularwert der Matrix A

Betrag des grofiten Eigenwerts der Matrix A* A oder AA*

der kleinste nichtverschwindende Singulérwert der Matrix A

in £™ eingebettete Hypersphare

Aufspannung bzw. Erzeugung eines linearen Raumes
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Erzeugung durch Spaltenvektoren der Matrix A

Diskrete Fouriertransformationsmatrix fir » Punkte

Spur (trace) der Matrix A

Zeilenvektor qu; = [uy; ug; - - uy] der Matrix U einer SVD
Zeilenvektor s; = [y, @o; - - Uy der Matrix U einer SVD
n-dimensionaler Unitérraum (cf. Fullnote 77 auf S. 47)

linke Singul@rmatrix einer spalten-zentrierten Matrix

rechte Singuldrmatrix einer spalten-zentrierten Matrix
Varianz der Zufallsvariablen X

stochastischer ProzeR [Lathi, 1968, Chap. 3]

Musterfunktion des stochastischen Prozesses x(, ¢)
zentrierender Orthoprojektor. Cf. Gl. (2.43) auf S. 32.
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Kapitel 1

Einlaitung

Die kreisformige Kontur ist eines der wichtigsten geometrischen Merkmale vieler Objekte
im industriellen Alltag. Dreidimensionale Vermessung solcher Objekte stellt kritische In-
formation fur verschiedene Aufgaben des kinstlichen Sehens zur Verfugung. Prasentiert
werden Verfahren fiir parametrische Bestimmung eines Kreises im dreidimensionalen eu-
klidischen Raum, mit Generalisierungsmdglichkeit auf endlichdimensionale Raume.

Auf einem Skalarfeld (Intensitatsdaten) mit einem korrespondierenden Vektorfeld (Tie-
fendaten) eines kiinstlichen Blickes basierend wird untersucht, signifikante Kreise in der
Szene, mit Prioritdt von Robustheit und geringem Zeitaufwand, parametrisch zu bestim-
men.

Lésungsansétze werden vorgestellt, die die Prézisionsanforderungen am Beispiel einer
robotischen Manipulation der Autoréader erfiillen. Eigenstandige, portierbare Implementie-
rungen in ANSI C sind entsprechend présentiert, die fir weitere Untersuchungen der rele-
vanten Teilprobleme sehr wertvoll sind.

Die parametrische Lagebestimmung eines in der Szene vorhandenen Kreises basiert auf
einer Fusion eines Skalarfeldes (Intensitatsbilddaten einer Szene) und eines Vektorfeldes
(durch geeichte Stereokameras geschatzte 3D-Koordinaten derselben Szene). Die Fusion
der beiden Datenquellen ergibt eine Menge der dreidimensionalen Koordinaten, die eine
verrauschte Abtastung des gesuchten Kreises im Raum darstellt. Ein eindimensionaler Kreis
im dreidimensionalen euklidischen Raum wird als ,,Hyperkreis* aus dieser Datenmenge pa-
rametrisch bestimmt. Der neue geometrische Begriff ,,Hyperkreis“ wird eingfiihrt, um die
Problematik und unseren Ansatz auf endlichdimensionale Raume zu generalisieren. Die Im-
plementation ist hyperkreis-basiert und nimmt eine Datenmenge der beliebigen Dimension
auf, was jedoch praktisch nicht immer realisierbar ist.

1.1 Problemstellung und Zielsetzung

Gegeben sind die Bilddaten aus einem geeichten Stereokamerakopf (SONY EVI-310/311)
[Trapp, 1998] im Labor des Fachgebiets GET, Universitat Paderborn. Die Daten bestehen
aus zwei Grauwertbildern und einer Tiefenkarte, in der die geschétzten kartesischen Koor-
dinaten in der Kameraszene beziiglich des Kamerakopfes (Abb. 4.6—(b) auf S. 87) einge-

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

tragen sind. Diese Tiefenkarte korrespondiert pixelweise mit einem der beiden Intensitats-
bilder [Trapp, 1998] 3. Aus diesen Daten soll ein in der Szene visuell vorhandener Kreis
parametrisch in demselben Koordinatensystem bestimmt werden. Da dieses Ergebnis fir
den Roboterarm (Manutec r2) (Abb. 4.6—(a) auf S. 87) zur Manipulation des Objektes ver-
wendet werden soll, mul die Lage des Zielobjektes hinreichend prazis angegeben werden,
um das Werkzeug relativ zum Objekt ausrichten zu kénnen. Die erforderliche Genauigkeit
am Beispiel der Demontage eines Autorades und entsprechender Werkzeuge sei ca. 1 mm
hinsichtlich der ,,Verschiebung® und ca. 1 Grad in der Orientierung.

Abbildung 1.1: Intensitétshild und Tiefenkarte. Bild (a) ist eines der beiden von dem Stereokamera-
kopf aufgenommenen Intensitéatsbhilder. In Bild (b) werden die Z-Koordinaten, die pixelweise dem Bild
(a) korrespondieren, beziiglich des Kamerakopfes normalisiert und affin auf falsche Farben abgebil-
det. Die undefinierten Vektoren in der Tiefenkarte werden schwarz dargestellt. Das Bild (c) visualisert
das Ergebnis der regularisierten Mahalanobis-Filterung der Z-Koordinaten. Die eigentlichen Werte in
der Tiefenkarte werden nicht geéndert, sondern nur die AusreiBer werden ausgeschlossen, indem sie
als die Undefinierten identifiziert werden. Die erst im Kapitel 3 (S. 59) bestimmte Ellipse wird hier
im voraus auf den Bildern gezeichnet.

Wegen inharenter Ambiguitat der Stereopsis und der Gegebenheit der passiven Stereo-
korrespondenzverfahren sind in der Tiefenkarte viele undefinierte Vektoren. Solche sind
in Abb. 1.1-(b) und -(c) schwarz gezeichnet. Unsichere Korrespondenzbestimmungen, die
nicht durch dasselbe Verfahren ausgeschlossen worden sind, werden in der Regel als ex-
trem ausreifende Werte in der resultierenden Tiefenkarte erscheinen, wie z. B. die roten
und orangen Flecken in Abb. 1.1-(b). Solche Art von Rauschen 188t sich nicht effektiv durch
lineare Filterungen entfernen. In Bild Abb. 1.1-(c) werden die ,,roten oder orangen Ausrei-
Rer* im Bild-(b) durch eine nicht-lineare Filtering erfolgreich entfernt [Chen et al., 2000].
Dies ergibt sich aus der in § 2.4.5 ab S. 44 definierten regularisierten Mahalanobisdistanz
4. Im Bild-(c) wurde eine Distanzschwelle von 3 (pnnfi | t ) verwendet °. Dieses Verfah-
ren wird jedoch nicht zur Entfernung der ,,AusreiRer” in der Tiefenkarte eingesetzt, denn
wir konnen in einem spéteren Stadium nach der Datenreduktion im Kapitel 3 noch niedri-
geren Rechenaufwand erzielen, wéhrend in diesem Verfahren die Berechnung der Moore-

30b die linke oder die rechte Kamera des Kopfes ist hier uninteressant. Sie ist arbitrar in [Trapp, 1998] ausge-
wahlt worden.

“Es sei darauf geachtet, daR die tbliche Definition der Mahalanobisdistanz [Mahalanobis, 1930, 1936] [Everitt,
1998] [Duran und Odell, 1974] in der Praxis problematisch ist und eine Berechnung in jedem Moment zum Absturz
flihren kann, denn es handelt sich um die Invertierung einer eventuell singuldren Matrix. In diesem Fall ist die
Mahalanobisdistanz nicht definiert. Dies heif3t nicht, daf wir mit der Distanzberechnung aufhéren mussen, sondern
es existiert eine plausible Regularisierung durch die Moore-Penrose-Inverse, die im Kapitel 2 (S. 5) vorgeschlagen
und diskutiert wird. Ich habe mich gewundert, daf? dieses Problem trotz des Recherchierens nirgendwo diskutiert
ist, obwohl die Definition Uberall zitiert und in der Praxis eingesetzt wird. Wahrscheinlich gehen die Autoren davon
aus, daf eine Kovarianzmatrix aus vollrangigen Daten positiv definit sein musse. Dies ist in der Praxis leider nicht
der Fall. Oft wird die Kovarianz semidefinit oder sogar indefinit.

5Die ,Einheit* der Distanz wird auf S. 41 und S. 41 im Kapitel 2 diskutiert.



1.2. DAS SYSTEM UND VERWEISE AUF DIE ABSCHNITTE 3

Penrose-Inversen der Kovarianz aller relevanten und irrelevanten Z-Koordinaten involviert
ist. Cf. Abb. 4.11 auf S. 91.

Andererseits stért uns noch immer die Unvollstdndigkeit der Tiefenkarte, die wir nun als
das diskrete, unvollstandige Vektorfeld bezeichnen. Die Anzahl der undefinierten Vektoren
in Abb. 1.1-(b) betragt ca. 20 % (kdf 2pnmn) von dem vollen 108 x 118 Vektorfeld. Diese
Rate variiert vom Bild zu Bild je nach der Experimentierumgebung aus nicht vorhersagbaren
Griinden.

Wir fassen die Gegebenheiten zusammen:

1. ein diskretes, vollstdndiges Skalarfeld mit Intensitdtsinformation der Szene, das die
gesuchte Ellispe moglicherweise nur teilweise in der Szene erfasst hat.

2. ein diskretes, unvollstandiges Vektorfeld mit Kamerakoordinaten, das mit dem Ska-
larfeld pixelweise korrespondiert und eine unbekannte Rauschstruktur besitzt.

Die beiden sollen als verschiedene sensorische Quellen betrachtet werden, um gesuchte
Information daraus zu gewinnen.

1.2 Das System und Verweise auf die Abschnitte

In Kapitel 2 (S. 5) werden die mathematischen Grundlagen sowie die der Arbeit spezifi-
schen Definitionen und Korollare zusammengefal3t. Es 1aRt sich als eine selbstandige Ein-
heit lesen. Fir einen schnellen Durchblick der Arbeit empfiehlt sich jedoch, dieses Kapitel
zu Uberspringen und nur an der Stelle der Verweise nachzuschlagen. Nichtsdestoweniger ist
das Kapitel ein wesentlicher Bestandteil und der Geist der Arbeit.

1.3 Portierbare Implmentation und Open-Source

Alle Programme, die in dieser Arbeit relevant sind, sind in ANSI/ISO-C geschrieben, um
maximale Portierbarkeit und minimale Resourcen-Forderung zu erzielen. Sie sind mit ver-
schiedenen Compilern und auf veschiedenen Maschinen © entwickelt und getestet worden.

Ein groRer Vorteil der Wahl ist, daB alle Ergebnisse der Arbeit auf verschiedensten
Machinen und Projekten, betriebsystem-unabhéngig, sofort compilierbar und einsatzbereit
sind. Keinerlei zusétzliche Software auBer einem ANSI/ISO C-Compiler ist erforderlich,
welcher auf praktisch allen Platformen vorhanden ist. Es wurde ein groRRes Projekt mit vie-
len Hilfsprogrammen und eigenem BLAS. Ein eigenes BLAS zu entwickeln bedeutet auch
die Anpassungsnotwendigkeit jeder einzelnen Routine, falls sie aus fremden Quellen (z. B.
EISPACK, LINPACK, LAPACK) iibernommen werden soll. Fir die Korrektheit werden die
Ergebnisse stets mit denen von Matlab oder SciLab verglichen bzw. kontrolliert. Sie sind
jedoch im Projekt nicht involviert, sonst verliert die ganze Implementierung die Beweglich-
keit und Wiedereinsetzbarkeit, auf die sehr groRen Wert gelegt wird.

6Sun Sparc-Stations mit SunOS/Solaris/Gnu C; Hewlett Packard 200LX Palmtop PC mit MSDOS/Borland
Turbo C; und Compagq LTE ELITE 50 Laptop mit Linux(Debian)/Gnu C; Acer TravelMate 312T mit Li-
nux(Deian)/Gnu C.
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In der Entwicklung ist ein Floating-Point-Format zum Austausch der Bilder zwischen
den einzelnen Modulen kaum vermeidbar. Zu diesem Zweck wurde das PNM-Format 7 auf
PFM (Portable Float Map) erweitert, das die hohe Portierbarkeit von PNM ererbt. Das PFM-
Format schreibt das IEEE-754 Single Preision Format in Big-Endian vor 8. Die Manipula-
tionen und Konvertierungen zwischen PNM, PFM, und Khoros VIFF bzw. KDF Formaten
werden unterstiitzt, da die Bilddaten aus den Stereokameras in Khoros-Format geliefert wer-
den.

Die Quellcodes sind nicht ad hoc gemacht, sondern flr allgemeine Forschungsprojekte
und Wiedereinsetzbarkeit gedacht und produziert worden. Sie werden demnéchst im Netz
zur Vefligung gestellt. Projekt-spezifische Aufgaben sind durch die Shell-Skripte auszufiih-
ren, die die einzelnen C-Programme der Teilprojekte aufrufen.

“Gesamtbezeichnung von Portable Bit Map (PBM), Portable Gray Map (PGM) und Portable Pix Map (PPM)
aus dem Packet net pbm

8Das Magic ,,P7* ist fur Bilder mit einem Float-Band verwendet; ,,P8“ fiir die Zweibandigen, usw. Siehe
PFM 5) . Da jedes Pixel vier Bytes belegt, muB ein Endian-System im Format vorgeschrieben werden. Infolgedes-
sen ist eine Routine zur Endian-Detektion und -Konvertierung fir die Portierbarkeit auf verschiedene Maschinen
unentbehrlich (z. B. PC in Little-Endian und Sun-Sparc in Big-Endian).



Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen zusammengefasst und die No-
menklaturen sowie Notationen vereinbart. In einem etwas ungewdhlichen Stil werden nur
die dieser Arbeit spezifischen bzw. neu eingefiihrten Definitionen und Korollare durchnu-
meriert. Die wohl etablierten werden wir so nahe wie mdglich neben einander stehen lassen.
Infolgedessen sind besonders die Abbildungen Abb. 2.1 auf S. 7 und Abb. 2.2 auf S. 20 nicht
nur anschaulich sondern auch sehr nutzlich.

In § 2.1 vereinbaren wir die Begriffe komplementdrer, dualer und assoziierter Projektor
und Reflektor. Die meisten Autoren erklaren nur die Selbst-Adjungierten als Projektoren
und Reflektoren. Dennoch, mit dieser Einschrankung ignorieren wir die enge Zusammen-
hénge zwischen den ldempotenten und den Involutorischen, die wir verallgemeinernd je-
weils als Projektoren bzw. Reflektoren bezeichnen. Die behauptete Parallelitat der Projek-
toren und Reflektoren werden geometrisch und algebraisch in Abb. 2.1 auf S. 7 veranschau-
licht. Die komplexe Householder-Transformation wird diskutiert, die wir u. a. zum Beweis
von Lemma 2.4.27 auf S. 54 in § 2.4.6 verwenden werden.

In § 2.2 werden die Definitionen und Fakten der generalisierten Inversen zusammenge-
fasst. Viele davon werden in Abb. 2.2 auf S. 20 zusammen mit SVD anschaulich relativiert.
Dieser Abschnitt besteht zwar hauptsachlich aus einer kompakten Wiedergabe der existie-
renden Fakten aus unterschiedlicher Literatur, ist die Ubersicht fiir uns in Erérterungen tiber
die regularisierte Mahalanobis-Distanz in § 2.4.5 ab S. 44 wichtig. Es ist in diesem Kom-
plex ungeeignet, auf die etablierten Fakten einzeln zu verweisen.

In § 2.3 werden die Besonderheiten unserer Implementierung und Anwendung der Sin-
gularwertzerlegung (SVD) erortert. Viele Zusammenhénge und Satze werden anschaulich
in Abb. 2.2 auf S. 20 dargestellt. Es stellt sich heraus, dal’ diese Abbildung zur Erinnerung
vieler Zusammenhénge hdchst praktisch und zum allgemeinen Zweck sehr zu empfehlen
ist.

In § 2.4.1 wird die Handhabung der MeRdaten und die Konvention ihrer Umsetzung in
die Datenmatrizen definiert. Wir legen hier das Wesen der Daten-Zentrierung aus algebrai-
schem und numerischem Aspekt aus. Das affine Wesen der Daten-Zentrierung ist oft in den
mathematischen Formulierungen hinderlich und wird hier linear in einem anderen Raum
als Orthoprojektor auf den AC-Teilraum aufgefasst. Das heif3t, die (nicht-lineare) Daten-
Zentrierung wird bei uns als eine (lineare) orthogonale Projektion behandelt. Somit ergibt
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sich oft eine kompaktere Darstellungen, wie wir im Beweis vom Lemma 2.4.23 auf S. 52
demonstrativ ausnutzen werden.

In§2.4.2,82.4.3und § 2.4.4 bringen wir die Begriffe Kovarianzmatrix, Mahalanobis-
Distanz, GauRsche Dichte und die Singuldrwertzerlegung zusammen und sehen, dali3 alle
Begriffe in der Singulérwertzerlegung enthalten sind. Die Auslegung der Singulérwertzer-
legung wird im Falle einer Datenmatrix anstatt einer linearen Abbildung diskutiert.

In 8 2.4.5 generalisieren wir den Begriff Mahalanobis-Distanz, so daf sie auch fir ei-
ne Datenmenge erklart wird, die auf einem affinen Teilraum®mit Dimension kleiner als n
liegt. Dies erfolgt, indem wir im euklidischen Raum Fuf3note 76 auf S. 47 eine ausgeartete
Bilinearform einfiihren. Die Geltung der resultierenden Metrik FuBnote 67 auf S. 44 je-
doch schrénkt sich auf das orthogonale Komplement des Radikals [Kaplansky, 1974, p. 7].
(Cf. Abb. 2.2 auf S. 20 die Einschrankungen des Urbildes der Abbildung (A )*, A auf den
Zeilenraum R(A*) und A*, AT auf den Spaltenraum R(A).) Der Gewinn der Generalisie-
rung bzw. Regularisierung ist, dal sich alle Datenmengen unter dierser Metrik theoretisch
und numerisch wohl verhalten werden, insbesondere flir die Hyperkreise Cf. Def. 2.4.17 auf
S. 49.

In § 2.4.6 stellen wir einige praktische Korollare (iber die Hyperkreise, Kovarianzmatrix
und Mahalanobis-Distanz vor.

2.1 Projektoren und Reflektoren

Projektoren (die Idempotenten) und Reflektoren (die Involutorischen) sind prachtige Begrif-
fe, die in linearer Algebra von fundamentaler Bedeutung sind. Orthogonale!® Projektoren
bzw. Orthoprojektor sind zur Darstellung eines Teilraums praktisch, da sich jeder von ih-
nen eindeutig mit einem Teilraum identifiziert vide[Szokefalvi-Nagy, 1967] [Rao und Mi-
tra, 1971] [Boullion und Odell, 1971] [Golub und Van Loan, 1983, 1989, 1996]. Sie sind
essentiell in moderner Konzeption der Lésungen kleinster Quadrate eines linearen Glei-
chungssystems, die wir in § 2.2 gebrauchen werden. Schiefe Projektoren sind ebenfalls zur
Darstellung zweier komplementérer Teilrdume besonders kompakt und natirlich.

Nennenswerte Monographien sind [Ficken, 1967, pp. 148-151], [Fekete, 1985, pp. 137-
143] und [Kahan, 1998]. welche die Projektoren und die Reflektoren seltenerweise parallel
behandeln. Denn in der Tat sind die beiden algebraisch und geometrisch untrennbar verkop-
pelt. Vergleiche unsere Abb. 2.1 auf S. 7 mit denen in [Fekete, 1985, p. 141] und [Ficken,
1967, p. 148].

9Ein affiner Teilraum bzw. affiner Unterraum wird auch lineare Varietét (linear variety) genannt.  Anschaulich
14Rt sich der Begriff affiner Unterraum so konstruieren, indem man den ganzen Vektorraum nach einem bestimmen
Unterraum in nicht-leere, disjunkte Teilmenge so aufteilt (zerlegt), daf jede einzelne Teilmenge zu dem Unterraum
,.parallel* ist. Eine Teilmenge heilt zu einem Unterraum ,,parallel*, wenn die Differenz zweier beliebigen \Vekto-
ren aus der Teilmenge im Unterraum liegt. (NB. Zur Kompaktheit der Erklarung haben wir hier die Bedingung der
,.Parallelitat* provisorisch verstérkt.) Zur formaler Konstruktion werden in der Regel die algebraischen Begriffe
Aquivalenzrelation (Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat), Aquivalenzklasse und Nebenklasse als Grundbau-
steine verwendet. Infolgedessen ist jeder affine Teilraum durch einen eindeutigen Unterraum zu identifizieren und
zu generieren. Die geometrischen Begriffe “Gerade” und “Ebene” beispielsweise werden demnach algebraisch
formalisiert.

1OMit ,,orthogonal* ist in diesem Zusammenhang keine lineare Isometrie gemeint, sondern das ,,senkrechte*
geometrische Verhaltnis zwischen der Projektionsrichtung und dem Zielunterraum eines Projektors. Um Misver-
standnisse zu vermeiden, werden wir anstatt dessen das Wort Orthoprojektor verwenden.
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P=Pyyw=[VO[VW]!=(P,.P)) =1-Q=(I+R)/2=(I1-8)/2
Q=Ppuy=[WO][WV]| ' =(Py.Py) =I-P=(1+8)/2=(1-R)/2
R=Ryy=2P-1=P-Q=-S, R*=1I
S=Ryy=1-2P=Q-P=-R, S?’=1

I,=P+Q, C"=VoW, x=y+z

L,=P"+Q", C'=Vtew! x=y +7

= N(Q") = R(I - Q") =NQ) =R(I-Q)
. . \ =RI+R)=N{I-R)
Rix = (@27~ I)x —N(I+8)=R(I-S)

= (P - Q)x

(-3250) @

Sin(Opmin) = 1/l
cos(m/2 — Omin) = ||PTH2

(-32,16)

= (I-2P)x|
=(Q-P)x;

Abbildung 2.1: Komplementare und duale Projektoren sowie ihre assoziierten Reflektoren.
Durch die komplementéren Teilrdume ¥V, W und den Vektor x in C™ werden diese Zusam-
menhdnge induziert. Diese Abbildung ist mittels IATEX-picture in mm berechnet und ge-
zeichnet worden, wobei V = span{V} = span{[1 2|7}, W = span{W} = span{[1 0]},
P=Pyy=[VO[VW]1=[0 050 1], PT=[0 0; 0.4 0.8], Oin ~ 63.4° und
der Beispielvektor x = [32 18]7. Diese Abbildung wird zwar in R? gezeichnet, deren Gel-
tung (bis auf die klein beschrifteten Koordinaten der Vektoren) ist jedoch generell fir C™
gedacht. Fir hohere dimensionale R&ume sei darauf geachtet, da V und YW komplementére
Teilraume seien.
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2.1.1 Projektor

Idempotenz ist eine fruchtbare Abstraktion aller scheinbar trivialen Phanomene, bei der die
wiederholte Anwendung einer Operation das Ergebnis der ersten Anwendung nicht mehr
verdndert. In linearer Algebra erkennen wir die Projektionen, ob senkrecht oder schief, als
idempotente Abbildungen. In anderen Worten, alle idempotenten Abbildungen bezeichnen
wir hier als Projektoren.

Alle idempotenten Abbildungen bezeichnen wir hier als Projektoren [Halmos, 1958,
pp. 73-78]. Ein Endomorphismus P : C™ +— C™ heil3t Projektor, wenn er idempotent ist.
Bild und Kern des Projektors sind komplementér und seine Spur ist gleich dem Rang, das
heif3t
C"=R(P)dN(P)

tr P = rank P = dim R(P) (2.1)

P’=P = {
Wegen der Idempotenz sind die Eigenwerte eines Projektors entweder 1 oder 0 (A2 = ).
Umgekehrt, besitzt eine quadratischen Matrix nur Eigenwerte 1 und 0, dann stellt die Matrix
einen Projektor dar. Die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes 1 ist gleich dem Rang,
der Spur, und der Dimension des Bildraumes des Projektors. Der Bildraum eines Projek-
tors ist also nicht nur ein invarianter Teilraum, sonder jeder Vektor in ihm wird unter der
Projektion festgelassen. Die Projektion findet statt entlang oder parallel zu [Stewart, 1963,
p.108] [Griffel, 1989a, pp. 109-112] einem Teilraum, den wir als Richtungsteilraum be-
zeichnen Der Richtungsteilraum der Projektion ist der Kern des Projektors. Die Dimension
des Kerns ist die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes 0. Die Summe der Dimensio-
nen des Bildraumes und des Richtungsteilraums eines Projektors in C™ ist n. Sie sind also
komplementére Teilrdume. Dies ist die Anatomie eines Projektors. Siehe Abb. 2.1 auf S. 7.
Ist die Matrix P ein Projektor, dann sind auch die Matrizen

I-P, P, 1I-P*

Projektoren, wobei I — P der komplementare und P* der duale Projektor von P genannt
werden sollen (Abb. 2.1 auf S. 7). Bei einem Projektor P sprechen wir von einer Projek-
tion aller Vektoren im Raum auf den Teilraum R(P) entlang (parallel zum) des Teilraums
N (P). Mit Py, bezeichnen wir einen Projektor mit dem Bild V und Kern W wie in
Abb. 2.1 auf S. 7 dargestellt ist. Die durch einen Projektor P hervorgerufenen bzw. defi-
nierten komplementéren Teilrdume R(P) = N(I — P) und V(P) = R(I — P) haben ein
geometrisches Verhéltnis, das zum Teil durch einen Minimalwinkel [Ipsen und Meyer, 1995,
Fig. 1]

[Pl =1 (2.2)

.

0 = sin P’
zu charakterisieren ist. V. et. Abb. 2.1 auf S. 7. Wir sehen in Gl. (2.1) auf S. 8, daB jeder
Projektor auf zwei komplementére Teilrdume aufgebaut und vollstandig durch sie zu cha-
rakterisieren ist. Umgekehrt, flr jedes Paar zweier komplementarer Teilrdume gib es genau
zwei komplementére Projektoren, die die zwei Teilrdume als Bild und Kern enthalten.

2.1.2 Orthoprojektor

Ist ein Projektor P selbstadjungiert, so heif3t er Orthoprojektor (orthogonaler Projektor),
denn der Bildraum ist orthogonal zum Nullraum. Die Darstellungsmatrix eines Orthopro-
jektors ist ein Sonderfall der sogenannten EP-Matrizen und besitzt immer eine Spektralnorm
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von 1. Die EP-Matrizen besitzen viele wichtigen Eigenschaften, die in § 2.2 aufgelistet wer-
den. Wir schreiben hier allerdings vorweg, daB u. a.,

C" =R(P) &+ N(P)
P?=P=P" = ({ C"=R(P") o+ NP . (2.3)
P2 =P = P* = Pf

2.1.3 Reflektor

Wie bei der Idempotenz der Fall, ist auch die Involution eine fruchtbare Abstraktion aller
Phanomene, bei der die zweite Anwendung einer Operation die erste Anwendung annuliert.
Fur die Vektoren aus einem linearen Raum erkennen wir die Spiegelung, ob senkrecht oder
schief, als eine involutorische Abbildung. Alle involutorischen Abbildungen werden wir hier
als Reflektoren bezeichnen'?, obgleich nur sehr wenig Autoren es tun.

Alle involutorischen Abbildungen werden wir hier als Reflektoren bezeichen!?, obgleich
nur sehr wenig Autoren es tun. Ein Endomorphismus R : C™ — C™ heif3t Reflektor, wenn
er involutorisch ist, das heif3t, wenn

R’=1I#R oder T#R=R7. (2.4)

Ein Operator R is genau dann ein Reflektor, wenn er die Differenz zweier komplementéren
Projektoren ist [Fekete, 1985, p. 141]. Die Eigenwerte eines Reflektors sind entweder 1 oder
—1. Umgekehrt, besitzt eine quadratische Matrix nur Eigenwerte 1 und —1, dann ist sie ein
Reflektor. Ist R ein Reflektor, so ist gewiss auch —R . ein Reflektor, der der komplementére
Reflektor von R heiRen soll. Anders als ein Projektor, der im allgemeinen einen nicht-tri-
vialen Kern besitzt, ist ein Reflektor hingegen ein Automorphismus (bijektive Abbildung).
Es besteht eine Bijektion [Fekete, 1985, pp. 140-141] zwischen den Reflektoren und den
Projektoren durch die Beziehung

R=2P-1I, oder P=(I+R)/2 (2.5)

Die Anatomie eines Reflektors ist also mit seinem assoziierten Projektor untrennbar gekop-
pelt. Ein Reflektor 148t sich ndmlich durch das Bild und den Kern des assoziierten Projektors
vollstandig charakterisieren. Der Spiegel eines Reflektors ist genau der Bildraum des asso-
ziierten Projektors. In anderen Worten, die assoziierten Projektor und Reflektor teilen einen
Teilraum gemeinsam als jeweils der Bildraum und der Spiegel. Die Dimension des Spiegels
ist die Vielfachheit des Eigenwertes 1. Der Spiegel ist nicht nur ein dem Reflektor invarianter
Unterraum, sondern jeder Vektor im Spiegel wird in sich selber abgebildet. Die Spiegelung
bzw. Reflektion findet statt entlang (parallel zu) [Ficken, 1967, p. 149] des Eigenraumes mit
dem Eigenwert —1. Dieser invariante Raum des Reflektors nennen wir Richtungsteilraum
des Reflektors.

Ein Reflektor R in C™ zerlegt somit den Raum, durch die Bijektion (2.5) mit einem
Projektor, auf zwei komplementére Teilrdaume R(P) = R(I+R)und N (P) = N(I+R),

11Djes wird normalerweise als Involution bezeichnet wie z. B. in [Fekete, 1985, p. 140]. Viele Autoren nennen
einen Operator erst dann ,,Reflektor”, wenn er selbstadjungiert (bzw. symmetrisch) ist. Wir folgen hier [Kahan,
1998] und nennen alle involutorischen Operatoren mit (2.4) Reflektoren oder Schief-Reflektoren. Die selbstadjun-
gierten Reflektoren nennen wir Orthoreflektoren (orthogonale bzw. senkrechte Reflektoren). Der Grund, warum wir
hier alle Involutionen Reflektoren nennen, wird in Abb. 2.1 auf S. 7 deutlich. Die Resultate hier gelten fur lineare
Rédume Uber allgemeine Korper Ky 1-¢ [Ficken, 1967, p. 149].



10 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

d. h. (Vgl. (2.1)),
R’=1#R=C"=R(I+R)aN(I+R). (2.6)

Ein Operator ist genau dann ein Reflektor, wenn er die Differenz zweier Projektoren ist.
V. et. Abb. 2.1 auf S. 7.

2.1.4 Orthoreflektor

Ein selbstadjungierter Reflektor R heilt Orthoreflektor (orthogonaler Reflektor), denn die
mit ihm assoziierten Teilrdume R(I + R) und N (I + R) (2.6), (2.1) stehen senkrecht
aufeinander.

R’=I4R=R* = C"=R(I+R)®»" NI+R). 2.7)

Die Householder-Spiegelung [Witt, 1937, 1998] [Kaplansky, 1974, p. 17] [Householder,
1975] [Laurie, 1997a,b] ist ein Beispiel der Anwendung von der orthogonalen Spiegelung.
Siehe auch Bemerkung 2.4.29 auf S. 56.

2.1.5 Konstruktion der Projektoren

Sei V C C™,V # {0} ein Teilraum. Seien die Spalten der Matrix V minimal erzeugend fiir
V. Dann ist der Orthoprojektor auf V

Py = V(V*V) lv*, (2.8)

Infolgedessen sind alle Orthoprojektoren auf die vier fundamentalen Teilrdume einer linea-
ren Abbildung in Abb. 2.2 auf S. 20 durch die SVD bereits gegebenen.

Seien V, W C C™ komplementare Teilrdume. Seien Spalten der Matrizen V und W
jeweils minimal erzeugend fiir Teilrdume V und W. Dann ist der Projektor Py y, auf V
entlang W [Meyer, 2000, p. 386]

I 0

Puw=[VI0] [VIWI ' =[VIW]| ¢ ¢

}[V|W]_1. (2.9)

Seien V und W komplementére Teilrdume in C™. Seien Py, und P,,,. Orthoprojektoren
auf V und W-. Dann ist der Projektor Py, 1y auf V entlang W gegeben durch 3

Pyw =Py(Py + Py —1)72Py,.. (2.10)

Seien V,WW C C™ zwei komplementére Teilrdume und x € C™ ein beliebiger Vek-
tor, dann ist dadurch ein Verhéltnis von Spiegelungen und Projektionen entstanden, wie in
Abb. 2.1 auf S. 7 dargestellt wird. Umgekehrt, bei jedem Projektor P € C™*™ sind zwei
Teilraume charakteristisch: R(P) und A/(P), wobei der Kern A (P) die Richtung der Pro-
jektion bestimmt. R(P) und A/ (P) sind die invarianten Teilrdume jeweils zum Eigenwert

3Dank sei Prof. Zdislav V. Kovarik, McMaster University, Hamilton, Ontario, Canada, fir den Hinweis der
Formel GI. (2.10) auf S. 10 aus seinem Aufsatz [Kovarik, 1977].
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1 und 0. Bei einem Reflektor R € C™*™ sind jedoch R(R) und A/(R) trivial, denn ein
Reflektor ist ein Automorphismus. Fir einen Reflektor R sind der ,,Spiegel“ und die ,,Rich-
tung der Spiegelung* charakteristisch. Solche sind aber genau die beiden charakteristischen
Teilraume, R(P) und N (P), des assoziierten Projektors P = (I + R)/2. Der Spiegel
und die Richtung der Spiegelung sind also R(I + R) und N'(I + R). In anderen Worten
ist der Spiegel des Reflektors genau der Eigenraum zum Eigenwert 1 und der Richtungs-
teilraum der Spiegelung der Eigenraum zum Eigenwert —1. Die Bijektion R = 2P — I
bzw. P = (I + R)/2 verbindet die Idempotenten und die Involutorischen und macht die
Projektoren und die Reflektoren untrennbar. (Siehe Abb. 2.1 auf S. 7.) Daher haben wir
alle Idempotenten die Projektoren gennant, und alle Involutorischen die Reflektoren. Die
Selbstadjungierten haben wir also Orthoprojektoren und Orthoreflektoren genannt. Es beste-
he kein Grund, die Nicht-Hermiteschen auszusondern, wie es die meisten Autoren pflegen.
Die ,,Schiefen* haben genau so hohen Anspruch auf die Namen Projektor und Reflektor wie
die ,,Senkrechten“ bzw. Selbstadjungierten. Ein ,,schiefer Spiegel* mit dem optischen Nor-
mal ungleich dem Oberflachen-Normal mag ungewdhnlich sein. In der Tat werden solche
industriell hergestellt, obgleich die Auflésung solcher optischen Instrumente eingeschrankt
ist. Mit noch groberer Kérnigkeit sehen wir schiefe akustische Spiegel in den Konzerthal-
len (u. a. in der Paderhalle). Auch fir solche sei die Bezeichnung Reflektor geeignet. Den
Umweg, zundchst den Begriff Reflektion auf die hermiteschen Involutionen einzuschran-
ken, dann wiederum die Involutorischen mit ,,skew reflection** [Fekete, 1985, p. 142] oder
,.reflection of X inY along Z* [Ficken, 1967, p. 149] anzureden, halten wir fir unnétig.

2.1.6 Komplexe Householder-Transformation

Bei der Householder-Transformation handelt es sich um eine Isometrie, die einen gegebe-
nen Vektor x auf einen anderen vorgegebenen Vektor y abbildet [Householder, 1972, 1975].
Diese Technik wird oft in numerischen Verfahren verwendet, um Nullen in eine Matrix unter
Similaritat einzufiihren. Zu diesem Zweck konstruierte A. S. Householder ,,elementary re-
flectors* oder ,,elementary Hermitians*, die symmetrisch und involutorisch sind. Die Grun-
didee ist zwischen den Vektoren x und y eine Spiegelung H zu bilden, so daf8 der Vektor
x in die Richtung des Vektors y abgebildet wird. Da in den meinsten Texten das Verfahren
nur im reellen Fall vorgestellt und diskutiert wird, gehen viele davon aus, daf3 eine komplexe
Version des Verfahrens mittels Ersetzens des Transponierens durch das Adjungieren (hermi-
tesches Transponieren) aus dem reellen Fall erfolgt. Uberraschenderweise funktioniert das
Verfahren bei den komplexen Vektoren nicht, sondern es wird x*y = y*x vorausgesetzt.
Diese Bedingung ist zwar original in [Householder, 1972, 1975] erwéhnt worden, sie wird
jedoch selten zur Kenntnis genommen und vorgestellt. Eine direkte Ubertragung der reel-
len Householder-Spiegelung auf komplexe Félle mittels Ersetzens der Transponierten durch
hermitesche Transponierte versagt, so dal3 nicht einmal der Teilraum span{y } € C™ er-
reicht werden kann. Weiterhin wird in der Anwendung oft ein reeller Vielfacher vom Vek-
tor y bendtigt. Dieser Umstand bleibt meines erachtens nur in einem kleineren Fachgebiet
bekannt 14 [Laurie, 1997a,b] [Householder, 1972, 1975] [Lehoucq, 1996] [Sun, 1995] [Wil-
kinson, 1965a] [Dubrulle, 1996]. Es stellt sich heraus, daB das Verfahren modifiziert werden
muB, um den zweiten Vektor y erreichen zu kénnen, mit dem Preis, da3 die Matrix nicht
mehr selbst-adjungiert und involutorisch sein wird. Der erste Vektor x wird nach wie vor
als F¥x*/||x||2 in der ersten Zeile der resultierenden Matrix beibehalten, falls y = e, nicht

14zitiert in der Reihenfolge des Heraussuchens der Literatur.
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aber in der ersten Spalte 5.

Das Versagen der Householder-Transformation bei komplexen Vektoren 18Rt sich wie
folgt zeigen. Sei Hx = Sy, wobei x,y € C*, H* = H = H™! € C"*", wie es bei
der reellen Householder-Transformation der Fall ist. Dann mull x*Hx = Gx*y gelten. Ein
Widerspruch entsteht jedoch dadurch, daB die linke Seite x*Hx stets reell ist, wahrend der
Imagindrteil der rechten Seite Sx*y nicht immer verschwindet.

Seien x,y € C" x,y # 0. Gesucht wird eine Matrix U € C"*", so da Ux =
0By, 3 € R. Eine unitare Lésung U ist

U=I-(1+eP — UX::F”l;”Qy, (2.11)
2

wobei der Orthoprojektor P, der Householder-Vektor v und ein Winkel 6 gegeben sind
durch

vvi X LY
[z = llyll2’

Die Matrix U kann in einer mdglichst ahnlichen Form wie im reellen Fall (cf. Abb. 2.1 auf
S. 7) umgeschrieben werden als

v*v

0 =2/(x"v). (2.12)

)

1 26
U=T-2P, a= ‘;e, 2.13)
oder, wie es Prof. Dirk Laurie in [Laurie, 1997a,b] formuliert hat als
U=1-P-wP, w=-—>=¢" (2.14)
vV'X

Die Matrix U is nun im allgemeinen nicht Hermitesch und nicht involutorisch aber stets
unitar, denn aus P2 = P = P* folgt U*U = UU* = L. Wenny = e;(i = 1,...,n), dann
gilt

X
Ux:$Hmy:¢th
[yll2
Daraus ergibt sich
Fx*/|Ix||2 = ;U = die i-te Zeile der Matrix U. (2.15)

Dieses Nebenprodukt der Transformation wird sehr oft als Hauptzweck zur Basisvervoll-
stdndigung oder Berechnung des orthogonalen Komplements bzw. des Kernes von einem
einzeiligen System eingesetzt.

Ist (x*y) € R, d. h,, x*y = y*x, so ist

x*v:x*( x + Y ):(X*Xix*y>
lxll2  llyll2 Ixll2 NIyl
* * * *
:(£§i11>:<j_igL>x:wX
lIxll2  llyll2 Ixll2 ~ llyll2
15Die Erscheinung des Vektors x in der Matrix ist eine direkte Konsequenz der unitaren Abbildung. Meines

erachtens sprechen zu viele Menschen von ,,der ersten Spalte* der Householder-Matrix. Dies ist nicht allgemein
gultig und sollte nicht den Nachkommenden gelehrt werden.
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Istvix = x*v, day = £||y|l2(v — x/||x]|2), so gilt

x x*x
x*y = £ yls (v - ) — +yll; (x*v - )
Tl Tl

N x*x x \" "
==x[ylle(vx— i | =Fllyll2 (V-7 ) x=¥"x
%2 1|2

x'y =y'x < x'v=v'x (2.16)

Daraus folgt

und
=0 oder w=1 < (x"y) istreell. (2.17)

Im Falle (x*y) € R reduzieren sich GI. (2.11) auf S. 12, Gl. (2.13) auf S. 12 auf den
Hermiteschen und involutorischen Elementar-Reflektor.

Wir haben die komplexe Version der Householder-Transformation deswegen in der
Form von Gl. (2.13) auf S. 12 bzgl. 8 und P présentiert, weil

e der Winkel 6 kein Beliebiger ist, sondern essentiell bei der Einflihrung
des hermiteschen Skalarproduktes tiber C entstanden ist. Die stellt die
Besonderheit aus, daf} das hermitesche Skalarprodukt in unitdren Raumen
nicht reellwertig und nicht kommutativ ist Fulnote 77 auf S. 47. Dadurch
entsteht ein Phasen-Winkel, der in unitdren R&umen von fundamentaler
Bedeutung sein soll. Allerdings wird dieser Winkel, meines erachtens,
nicht in der Literatur mit einem Namen angesprochen, obwohl er einen
verdiene.

e die Form I — 2P beibehalten werden kann. Diese Form deutet darauf hin,
dal? die o. a. unitare Abbildung immerhin mit dem komplementéren Re-
flektor des assoziierten Projektors (I — P) auf den (n — 1)-dimensionalen
Halbierungsteilraum zusammenhangt. Cf. Gl. (2.5) auf S. 9 und Abb. 2.1
auf S. 7.

Mit der ,,luxuriésen* Ausstattung eines Skalarproduktes werden die geometrischen Be-
griffe Lange eines Vektors und Winkel zwischen zwei Vektoren in einen linearen Raum
eingefihrt. Infolgedessen ist der lineare Raum zugleich mit einer induzierten Norm und
einer induzierten Metrik versehen. Das Wesentliche von einem Skalarprodukt ist, ,,das geo-
metrische Verhaltnis* zweier Vektoren x, y durch eine Bilinearform bzw. eine hermitesche
Form (x,y) zu bestimmen. Dies durfe gedacht werden als eine Art gewichtete oder nicht
gewichtete ,,Kreuz-Korrelation“. Im Falle einer Bilinearform Uber R ist das ,,Verhaltnis*

(x,y) = cosp/(x,%x)(y,y) €R

durch den Winkel « und die quadratischen Langen (x,x) und (y,y) beschrieben. In an-
deren Worten gehoren die Lange und der Winkel dem ,,Inhalt* dieses ,,geometrischen Ver-
haltnisses* zweier Vektoren. Im Falle einer hermiteschen Form tiber C ist das ,,Verhéaltnis*
zwischen zwei Vektoren x,y € C

(x,y) =(a+ W)/ (x,x)(y,y) €C, a,beR.

Da (x,y) nun komplex ist, haben wir auler den beiden L&ngen noch zwei reelle Werte, die
,-das Verhaltnis*“ beschreiben. Ergo ist der Winkel ¢ = Z(x,y) von fundamentaler Bedeu-
tung auRer dem Betrag |(x, y)| *6. Das heift, die Beschreibung des ,,Verhaltnisses* zweier

16Der Betrag des komplexen Skalarproduktes definiert einen Winkel mit |(x, y)| = cos¢\/(x,x)(y,y) der
dem Minimalwinkel [Ipsen und Meyer, 1995] entspricht. (mat st at - wv) Fulnote 17 auf S. 14
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komplexer Vektoren durch die Langen und einen einzigen reellen Wert alleine kann nicht
vollstandig sein’. Die Entstehung dieses Winkels muR Konsequenzen haben, was im reel-
len Fall nicht vorhanden ist. Dal% in GI. (2.11) auf S. 12 und GI. (2.12) auf S. 12 der Winkel
0 = 2¢ benétigt wird, hétte uns nicht berraschen sollen. Dieser Winkel ¢ des Skalar-
produktes erscheint auch beim komplexen Gram-Schmidt-Schritt [Gram, 1883] [Schmidlt,
1907a, p. 442] falls die Reihenfolge des Skalarprodukts vertauscht ist. In diesem Fall ver-
sagt das Verfahren und der resultierende Vektor ist nicht orthogonal zum gewiinschten Vek-
tor, sondern das Skalarprodukt wird von dem ,,Winkel des Skalarproduktes” ¢ = Z(x*y)
abhangen. Deshalb ist empfehlenswert, bereits im reellen Fall das Skalarprodukt im Ortho-
gonalisierungs-Schritt in der ,richtigen* Reihenfolge zu schreiben.

In der Tat war A. S. Householder (1904-1993) nicht der erste, der sich mit solch einem
Problem beschéftigt hat. Ernst Witt (1911-1991) hat 1937 [Witt, 1937, 1998] die Existenz
einer orthogonalen Transformation zwischen Vektoren mit gleicher Lange auf beliebigen
Korpern K;140 bewiesen. Bela von Szokefalvi-Nagy [Szokefalvi-Nagy, 1967] hat im Hil-
bertraum Gber die unitaren Abbildungen diskutiert, die einen Teilraum zum anderen abbil-
den. Seine Ergebnisse sind uns genau so hilfreich wie die Householder-Transformation fir
den Beweis vom Lemma 2.4.27 auf S. 54. Allerdings muf dies wieder modifiziert werden,
wenn ein reeller Vielfacher des Ziel-Vektors erwiinscht ist. Die Abwandlung erfolgt wieder
durch Einflihrung vom Winkel ¢ des Skalarproduktes. (Siehe nagy. m)

2.2 Generalisierte Inversen

In der Computer-Vision sind viele Inversionsprobleme zu lésen. Die Grundlage zur L6-
sungen solcher Probleme stellt vor allem die theoretische Entwicklung der generalisierten
Inversen dar, welche u. a. auch durch die Singularwertzerlegung numerisch zuverlassig zu
berechnen sind (siehe mat stat. c -i, gi nv. c und pi nv. c).

Die fiir den Autor hilfreichsten Monographien zum Thema sind [Rao und Mitra, 1971]
[Boullion und Odell, 1971] [Albert, 1972] [Ben-Israel und Greville, 1974] [Kuhnert, 1976]
[Cline, 1979] [Campbell und Meyer, 1979]. Fir Testmatrizen siehe [Gregory und Karney,
1969] [Opitz, 1995] [Higham, 1995] [Chen, 1998 pi nv*.*, gi nv*.*, drazin*.*].

1. (Geometrische) Moore-Bedingungen [Bjerhammer, 1951a,b] [Moore, 1920] [Moore,
1935]:

AX =Pra),
XA = Prx)- (2.18)

17 Fir weitere Diskussionen (iber das Verhaltnis und die kanonischen Winkel bzw. Hauptwinkel (principal
angles) zwischen den Teilraumen sei die folgende Sammlung der Literaturen aufgelistet (in chronologischer Rei-
henfolge): [Jordan, 1875] [Afriat, 1957] [Davis, 1958] [Zassenhaus, 1964] [Kato, 1966] [Davis und Kahan, 1970]
[Shilov, 1971, pp. 244-245, p. 373] [Hohn, 1973, p. 373] [Stewart, 1973a] [Bjérck und Golub, 1973] [Afriat
et al., 1975] [Stewart, 1977] [Wedin, 1982] [Golub und Van Loan, 1983, pp. 20-24] [Golub und Van Loan, 1983,
pp. 425-431] [Vandewalle und De Moor, 1988, p. 56] [Stewart und Sun, 1990] [Ritov, 1992] [Ipsen und Meyer,
1995] [Stewart, 1998, pp. 74-76] [Stewart, 1999, pp. 7-8] [Meyer, 2000, pp. 450-459]. V. et. Usenet-Post von
Prof. Pertti Lounesto in angl e03 und Notiz [Chen, 2001].
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2.

10.

(Algebraische) Erweiterte Penrose-Bedingungen [Penrose, 1955, 1956]:

(1) AXA = A
(1) AFXA = AF
(2) XAX = X
(3) AX = (AX)"
(4) XA = (XA)
(5) AX = XA. (2.19)

Die (eindeutige) Lésung X der Gleichungen (1),(2),(3) und (4) in GI. (2.19) auf S. 15
stimmt mit der in GI. (2.18) auf S. 14 {iberein. Solche wird daher die Moore-Penrose-
Inverse (oder einfach Pseudoinverse) der Matrix A genannt und oft mit AT bezeich-
net. Die Moore-Penrose-Inverse wird bei manchen Autoren auch mit {1, 2,3, 4}-In-
verse bezeichnet. Es ist Giblich, die Numerierung in Gl. (2.19) auf S. 15 zur Bezeich-
nung allermeinerer Lésungen zu benutzen, die eine Untermenge der Bedingungen in
Gl. (2.19) auf S. 15 erfillen.

Mit AP bezeichnen wir die (eindeutige) Drazin-Inverse der Matrix A.. Sie wird auch
{1* 2, 5}-Inverse genannt, da sie die (1), (2) und (5) in GI. (2.19) auf S. 15 erfiillt
[Drazin, 1958] [Meyer, 2000, p. 399].

Eine kleinste-quadrate-ldsende Inverse A (1:3) ist eine Matrix aus den {1, 3}-Inversen.
Fir die Orthoprojektoren gilt A2 = A = A* = AT = A,
Sei A € C™*". Die folgenden Aussagen &quivalent: 8

(a) Die Gruppeninverse der quadratischen Matrix A existiert.

(b) A hat Index 1.

(c) rank A = rank A2,

(d) Der Bildraum der Matrix A ,,schrumpft* nicht mit dem Potenzieren.
(e) Der Kern der Matrix A ,,wachst“ nicht mit dem Potenzieren.

(f) R(A) und NV (A) sind komplementére Teilraume.

(@) C™" =R(A)DN(A).

Sei A € C™*". Die folgenden Aussagen sind &quivalent: 1°

(a) Die Matrix A hat Index k.

(b) rank A* = rank A**1,

(c) Der Kernvon A hort mit dem Wachsen auf am A¥,
(d) Das Bild von A hort mit dem Schrumpfen auf am A*.

Besitzt eine Matrix A € C™*™ Index 1, so ist die Drazin-Inverse AP gliech der
Gruppeninverse A7, 20

Sei A € C"*™ und Ind A = k, dann &

(@) Die Kette der Nullraume hort auf zu wachsen am A/(A*).

18[Ben-Israel und Greville, 1974, pp. 162-163] [Ben-Israel und Greville, 1974, p. 162, Theorem 1, p. 165, Ex. 6]
19[Meyer, 2000, p. 395]

20[Campbell und Meyer, 1975]

21[Meyer, 2000, pp. 394-397] [Meyer, 2000, p. 395, Property 3, 4] [Ficken, 1967, p. 280]
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(b) Die Kette der Bildraume hort auf zu schrumpfen am R(AF).
(¢) R(A¥)und N(AF) sind invariante Teilraume unter A.

(d) R(AF) N N(AF) = 0.

() R(A%) + N(AF) = Cn.

(f) R(A®) @ N(AF) =C".

(9) R(A*)und NV(A*) sind invariant unter A.

11. Sei A eine EP-Matrix, dann hat A den Index 1. [Ben-Israel und Greville, 1974, p. 162,
Ex. 7].

12. Sei A € C"*", Die folgenden Aussagen sind &quivalent: 22

(@) A istmit At vertauschbar.

(b) ATA = AAT,

() R(A) =R(A¥).

(d) N(A) = N(A*).

(e) C" =R(A) &+ N(A).

) Ax =) x <= Afx=)\x

(g) A ist EP oder RPN (range perpendicular to nullspace).
(h) A ist bild-hermitesch (bild-symmetrisch).

(i) Es existiert eine Matrix Y mit A* = YA

() A¥ = AT = AP,

13. Weitere Anmerkungen 23:

(a) Die EP-Matrizen (mit ATA = A AT) konstruieren eine groRere Kategorie als
die der normalen Matrizen und haben eine ,,gute” Spektraleigenschaft.
(b) A AT ist der Orthoprojektor in den Raum R(A).

R(AAT) = R(A) = R(AA™), (2.20)
(c) ATA ist Orthoprojektor in den Raum R(AT)
R(ATA) = R(A*) = R(A*A) = R(AT). (2.21)

(d) A AP istein Schiefprojektor in den Raum R(A¥) entlang des Raumes A/(AF).
I-A AP istder komplementare Projektor in den Raum A (A¥) entlang R (A*).

2.3 Singularwertzerlegung

Der Schwerpunkt dieses Kapitels liegt in der Singularwertzerlegung (SVD) und ihrer zahl-
reiche Anwendungen in dieser Arbeit. Fast alle linearen Verfahren haben wir mit diesem
»Algebraischen Schweizer Messer* in ANSI-C Programmiersprache realisieren und im Pro-
jekt einsetzen kdnnen, obgleich hier und da Alternativen zur Verfiigung stiinden [Chen et al.,
2000]. Eine Wiederholung ist nicht beabsichtigt, sondern die Aufgabenspezifischen und die
Unentbehrlichen oder selten Angesprochenen werden diskutiert.

2[Katz, 1965] [Ben-Israel und Greville, 1974, pp. 163-166] [Campbell und Meyer, 1979, p. 74, Theorem 4.3.1].
[Campbell und Meyer, 1979, p. 129, Theorem 7.3.4], [Koliha, 1999]. [Meyer, 2000, p. 408]

23[Campbell und Meyer, 1979, p. 74] [Griffel, 1989b, p. 152] (ginv.tex ca. p. 46.) [Campbell und Meyer, 1979,
p. 12, Theorem 1.2.2] [Meyer, 2000, p 400]
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Alle Matrizen sind diagonal, reell und positiv semidefinit (cum grano salis). Dies ist
eine weitere kanonische Form aller Matrizen in C™*™ unter der Singularwertzerlegung.
Durch die Auswahl einer geeigneten Basis fiihrt die Ahnlichkeitstransformation aller qua-
dratischen Matrizen zu Jordanscher Normalform. Durch Auswahl zweier geeigneten Basen,
sowohl in Doméne als auch in Kodomane, werden alle Matrizen zu einer diagonalen Form,
die stets reell und positiv semidefinit ist. Die diagonalen Elemente werden Singularwerte
genannt. Die Basisvektoren heif3en die linken und die rechten Singul&rvektoren.

Die SVD wird langsam in der Gesellschaft der Mustererkennung bekannt und ange-
wandt obwohl sich die Existenz der SVD (nicht in endgultiger Form) auf die Jahre 1873
[Beltrami, 1873] und 1874 [Jordan, 1874a,b] zuriickfuhren 1&4B8t. Meines Erachtens lassen
sich die Ingenieure ndmlich meistens nur iberzeugen, wenn ein Verfahren effizient und zu-
verléssig zu realisieren ist. Dies geschah in ALGOL60 am Anfang der 70’er Jahre [Golub
und Kahan, 1965] [Golub und Reinsch, 1970a] [Golub und Reinsch, 1970b] [Wilkinson und
Reinsch, 1971]. Der sogenannte Golub-Kahan-Reinsch-Algorithmus wurde in Fortran 77
Ubersetzt [Forsythe et al., 1977]. Bis 1986 erschienen noch Kommentare wie der folgende:

... this approach is not . .. the most convenient (a library routine for computing
the singular value decomposition might not be available, on a microcomputer,
for example.)* [Higham, 1986]

Es war sogar noch im Jahre 1998 schwierig, eine zuverlassige Implementierung in ANSI-
C zu finden 2, denn die meisten Numeriker bleiben nach wie vor bei Fortran. Fortran is
zwar die effiziente und aktuelle Mainstream-Sprache fur die Numerischen Aufgaben, jedoch
haben wir uns wegen industrieller Einsetzbarkeit und Portierbarkeit fur C entschieden. Es
sei darauf hingewiesen, dall noch bis heute eine C-Routine fiir SVD nicht ohne weiteres
einzusetzen ist! Sondern, sie muf3 sorgfaltig und weitgehend getestet werden, bevor man
sich Uiberhaupt auf das Ergebnis und die Stabilitat der Routine verlassen kann.

Obwohl die Berechnung der SVD oft relativ teurer ist als die von Fall zu Fall an spezi-
elle Matrizenstruktur angepaften Algorithmen, hat es uns hinsichtlich der Rechenzeit nicht
viel ausgemacht, denn in der vorhandenen Arbeit handelt sich noch meistens um kleinere
Matrizen (d. i., mit Anzahl der Elemente kleiner als 512 x 512). Hinzu kommt, dai} die
Rechenleistung der Maschinen noch stark am Steigen ist 2. Dies ist (iberhaupt ein Grund
dafiir, warum wir uns mit einem in den siebziger Jahren veréffentlichten Algorithmus noch
heute auseinandersetzen miissen.

Ein nennenswerter Vorteil der SVD ist die Beidh&ndigkeit in der Theorie und in der
Praxis (im Vergleich zu anderen Formen wie die Jordansche). Daher kann auch in der Pra-
xis theoretische Gedanken parallel gefiihrt werden und umgekehrt Cf. Abb. 2.2 auf S. 20.
Jedoch ist eine ,,ForTran“ (Formula Translation) in der Numerik ein Tabu hinsichtlich der

2Der Golub-Kahan-Reinsch-Algorithmus wurde in LINPACK, EISPACK und LAPACK (in Fortran 77) in-
tegriert und aus LAPACK wurde auch CLAPACK fir C abgeleitet. Auch in der beliebten, etwas umstrittenen
Monographie [Press et al., 1992] wurde die o. g. Algorithmus in C Ubersetzt. Es sei bemerkt, daB die SVD-Rou-
tine svdcnp. c in [Press et al., 1992] nicht ohne weiteres firr kritische Zwecke einzusetzen ist! Denn es gibt ein
Beendigungsproblem in der QR-Iteration. Die Terminierung der Iteration verlaRt sich ndmlich auf einen Unterlauf
der FlieRkomma-Zahlen (z + a == a,x < a). Dank Prof. Peter Spellucci in TU Darmstadt wurde mir dieses
Problem schnell erhoben. (videsvdcnp. cr p.) Die Fortran-Quellcodes werden meistens maschinell (z. B. f 2¢)
und nicht in die einheimische Konvention der C-Sprache Ubersetzt, z. B. mit Array-Indexierung ab 1, was ich im-
mer zu vermeiden versuche. Denn eine Grenzenprufung wére bei vielen ,,bounds-checkers* nicht moglich. Ein C-
Programm, das noch nie durch Grenzenpriifung intensiv getestet worden ist, sei, meiner Erfahrung nach, niemals
zuverlassig.

25Zur Arbeit benutzt der Autor einen 233 MHz SISD CISC-Prozessor mit einem ungebremsten Betriebssystem.
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Effizienz, Genauigkeit und Stabilitat. Die Numeriker haben dennoch Konsens, da numeri-
sche Operationen durch orthogonale Transformationen wie bei der SVD stabil bleiben im
Gegensatz zu denen via z. B. Jordanform, von der in der Praxis nur abzuraten ist, trotz
der theoretischen Eleganz. Fiir eine historische Ubersicht der Entwicklung der SVD sei
[Stewart, 1992b] ein hilfreicher Aufsatz, in dem auch die Rechenbarkeit % und zahlreiche
Anwendungen wie z. B. in der PCA (Principal Component Analysis) 2, oder im Procru-
stesproblem 28angesprochen werden. Obwonhl die Losung des Procrustesproblems und deren
Generalisierungen 2°viele Anwendungen in Computer-Vision findet, werden die originalen
Beitrager oft nicht genannt 3. Auch deswegen ist [Stewart, 1992b] sehr zu empfehlen.

SVD ist u. a. deswegen in der Mustererkennung ein wichtiges Werkzeug da zahlreiche
Probleme in diesem Gebiet wesentlich schlecht-gestellt (ill-posed) [Hadamard, 1923] (oder
»hichtkorrekt* [Kuhnert, 1976, p. 59]) sind. Die SVD dient ndmlich weitgehend als robustes
Mittel zur Regularisierung eines schlecht-gestellten Problems [Hansen, 1987, 1989, 1990,
1998]. Die Gewinnung der Moore-Penrose-Inversen ist ein Beispiel dafiir, denn die Moore-
Penrose-Inverse ist keine stetige Funktion der Elemente der eigentlichen Matrix [Stewart,
1969] [Campbell und Meyer, 1975] [Noble, 1976, p. 251] [Campbell und Meyer, 1979810]
und eine beliebig kleine Stdrung an einer rang-defizienten Matrix A kann eine beliebig
groRe Abweichung der Pseudoinversen At erregen [Campbell und Meyer, 1979, p. 247,
Unpleasant fact] [Noble, 1976]. Dieses ,,nichtkorrekte** Problem der Berechnung der Moo-
re-Penrose-Inversen A der Matrix A kann durch SVD regularisiert werden [Campbell und
Meyer, 1979, p. 247]. Allerdings ist dies nicht blind in der Praxis anzuwenden [Press et al.,
1992, pp. 61-64]. Die Variation der Singulérwerte unter Stérung der zu zerlegenden Ma-
trix ist beschréankt durch die Spektralnorm der Stérungsmatrix. [Lawson und Hanson, 1974,
p. 23], [Horn und Johnson, 1985, p. 419, Corollary]. [Stewart und Sun, 1990, pp. 259-269]
[Gill etal., 1991, p. 196, 85.8.4] [Stewart, 1991] [Stewart, 1992c] [van der Veen et al., 1993]
[Hansen, 1998, p. 20] [Stewart, 1992b] [Golub und Van Loan, 1996, p. 449, Corollary 8.6.2]
[Higham, 1996]

Mit der Zeit dehnen sich schnell die Anwendungen der SVD auf zahlreiche Gebiete aus
31 darunter findet man inzwischen auch Patenten 32, Dies liegt nach meiner Sicht daran,
dal SVD die meisten, wenn nicht alle, Eigenschaften a priori linearer Entitaten auf einmal
verdeutlicht — sowohl theoretisch, als auch technisch.

26[Golub und Kahan, 1965] [Golub und Reinsch, 1970a] [Golub und Reinsch, 1970b]

27[Hotelling, 1933] [Hotelling, 1933] [Karhunen, 1946] [Loéve, 1955]

28[Green, 1952] [Fan und Hoffman, 1955] [Hurley und Cattell, 1962] [Schéneman, 1966] [Higham, 1986] [Rao,
1980] [Stewart, 1992b] [Golub und Van Loan, 1996, p. 601]

2[Green, 1952] [Fan und Hoffman, 1955] [Schéneman, 1966] [Hurley und Cattell, 1962] [Higham, 1986] [Rao,
1980] [Stewart, 1992b] [Golub und Van Loan, 1996, p. 601]

3Owie z. B. der oft zitierte [Arun et al., 1987] und seine Zitierenden. Siehe [Stewart, 1992b] fiir die originalen
Breitrager und eine gute Ubersicht der Singularwertzerlegung.

S1[Furnas et al., 1988] [De Moor et al., 1988] [Deprettere, 1988] [Scharf, 1991] [Vaccaro, 1991] [Berry et al.,
1994a] [Moonen und De Moor, 1995] [Landauer und Dumais, 1997]

32patents: ,,Computer information retrieval using latent semantic structure”. U. S. Patent No. 4,839,853, Jun 13,
1989. Patent: ,,Computerized cross-language document retrieval using latent semantic indexing®. U. S. Patent No.
5,301,109, Apr 5, 1994.
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2.3.1 Berechung der Singularwertzerlegung

Alle Matrizen A € C™*"™ lassen sich auf Faktoren U € C™*™ ¥ ¢ R™ " und V ¢
C*™ zerlegen, das heilt 3

A=U = Vv, (2.22)
N~ =~
mxn mxXm mXxn nxn

mit

Ur=U"! Vv'=vl x>0,
wobei U und V unitér sind, und die quadratische Partition oben links der X, Cf. Gl. (2.26)
auf S. 22, diagonal und positiv semidefinit ist. Wir bezeichnen mit V* die Hermitesch Trans-
ponierte der Matrix V. In dieser Arbeit werden unitare Matrizen auch orthogonal genannt,
wenn als Grundkdrper R angenommen ist, was meistens der Fall ist in der vorliegenden

Arbeit. 3* Die Abb. 2.2 auf S. 20 dient von nun an zur Ubersicht, die auf einmal viele kom-
plexen Zusammenhénge umfaft, die durch eine SVD auf jeder Matrix hervorgerufen wird.

Die Formulierung Gl. (2.22) auf S. 19 wird meistens in Beweisfiihrungen benutzt und
ist relativ ungiinstig in unserer Realisierung. Ohne Verlust der Aquivalenz schreiben wir

A=U = V-, (2.23)
N O~ N =~
mXxXn mXxXn nxn nxn

wobei A, U € C™*", ¥ € R™™ und V € C**". Die Variation von Gl. (2.22) auf S. 19
zu GI. (2.23) auf S. 19 hat in unserer Realisierung folgende Vorteile:

1. Die rechnerische Komplexitét der in dieser Arbeit benutzten Routinen fur die SVD
[Golub und Reinsch, 1970a] [Golub und Reinsch, 1970b] auf SISD-Architektur ist
etwa O(mn?) geschatzt [Golub et al., 1980] [Golub und Van Loan, 1996, pp. 253
254] [Pan und Hamdi, 1996]. Somit ergibt sich ein niedrigerer Rechenaufwand wenn
n <m.

2. Eine SVD-Routine kann die Matrix U in situ der Eingabematrix A zurlckliefern,
was in den Implementierungen ablich ist.

3. Im Falle einer ,;schlanken* Matrix A (m > n), fordert die Matrix U in GI. (2.23) auf
S. 19 viel weniger Speicher als in Gl. (2.22) auf S. 19, was bei uns meintens der Fall
ist.

4. Inunseren Matrizen-Eingaberoutinen 3% in sogenannter ,,Zeilendominanter Program-
miersprache C ist es gunstiger, eine ,,schlanke* ASCII Matrix mit m > n einzulesen
als eine ,,Fette” mit m < n. Ebenfalls 10t sich eine ,,schlanke” Matrix im Speicher
einfacher aktualisieren.

Es lohnt sich an dieser Stelle, Gl. (2.22) auf S. 19 und GI. (2.23) auf S. 19 zu vergleichen
und die Unterschiede aufzulisten, denn wir benutzen hier Gl. (2.23) auf S. 19 wahrend in

33Eugenio Beltrami (1835-1899) [Beltrami, 1873], Camille Jordan (1838-1921), James Joseph Sylvester (1814—
1897), Erhard Schmidt (1876-1959) [Schmidt, 1907a,b] und Hermann Weyl (1885-1955) [Stewart, 1992b].

34[Forsythe et al., 1977] [Dewilde und Deprettere, 1988] [Golub und Van Loan, 1996, pp. 69-74]

3Smat src0/ mati 0. ¢ und mat srcl/ mati ol. ¢
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C™" = span{U
p pan{ }\

Cm = R(A) &+ N(A¥)
I, = U, U+ U,U;

(U] - [U2]
(A A*—invariante Unterrdume)
PR(Ak),N(Ak) = AAD = ADA
Pra) = UiUj = AAT Puyas) = UsUs = I-AAT
= AA®D =I-AAU?

1} Projektion (r) | 1} Projektion (m —r) |

R(A) = R(AAT) = R(AA") = N(A*) = N(AT) = N(AAT) =
R((A)*) = A(C") = A(R(A")) = N(AA*) = R(I-AAT) =R*(A)
R(AA™) =R(UXU") =R(UV")
C™ D Spaltenraum T linker Nullraum C C™
R(A) = span{uy,...,u,} span{u,41,...,um}t = N(A")

0y

dimR(A) =dimR(A") =r
dimR(A) + dimN(A) =n

(AT)", A r(ax T A" Alga) I

0y "\

R(A") = span{vi,...,v,} span{vry1,...,vn} = N(A)
C™ D Zeilenraum 1 Nullraum C C"
R(A*) =R(AT) =R(ATA) = N(A)=N(ATA) = N(A*A) =
R(A*A) = AT(C™) = AT(R(A)) = N(ADH) =RI-ATA) =R+ (A") =
R((ATA)") NATA)=N(VEV*) = N(UV™)
1} Projektion (r) 1 1+ Projektion (n — r)
Pra) = ViVi=ATA Pu(a)=VaVs =1-ATA

(A* A-invariante Unterrdume)
(Vi (V2]

C" = R(A*) @+ N(A)

AN /
C" = span{V}

Abbildung 2.2: Singulérwertzerlegung und fundamentale R&ume. Die Singulérwertzerlegung A =
UXV*, der Fundamentalsatz der linearen Algebra und die generalisierten Inversen. Es sei darauf
geachtet, daB diese Abbildung nach GI. (2.22) auf S. 19 anstatt GI. (2.23) auf S. 19 bis auf den Polar-
Faktor UV ™ in Gl. (2.38) auf S. 27 und Gl. (2.39) auf S. 27 zu interpretieren ist.
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den meisten Literaturen und theoretischen Erdrterungen Gl. (2.22) auf S. 19 impliziert wird
ohne diese Situation in der Praxis anzusprechen. Nota bena: Abb. 2.2 auf S. 20 entspricht
Gl. (2.22) auf S. 19 bis auf den Polar-Faktor UV™*, der nur fir Gl. (2.23) auf S. 19 gilt
wegen unpassender Dimension.

Da X ,diagonal” und V stets n x n ist, liegt die Diskrepanz allein in der Anzahl der
Spaltenvektoren in C™ der Matrix U in GI. (2.23) auf S. 19. (Siehe Abb. 2.2 auf S. 20.) Die
Matrix U in Gl. (2.23) auf S. 19 besitzt die gleiche Dimension m x n wie A und ist generell
nicht-quadratisch. Sie kann also keine unitéare Matrix sein mit

U*=U"", (2.24)
sondern eine subunitire Matrix oder eine partielle Isometrie®mit
U* = U, (2.25)

wobei UT die Moore-Penrose-Pseudoinverse der Matrix U ist.

m > n: Ist die Matrix A ,,grofl und schlank®, so erhalten wir ,,zu wenig* linke Singular-
vektoren in C™ in der Matrix U fur die Erzeugung des ganzen Raumes C™ und linken
Nullraumes /(A *). Dies ist gluicklicherweise ohne weiteres zu umgehen. Bei bedarf
des linken Nullraums N (A*) einer Matrix A, kdnnen wir einfach anstatt A, die Ad-
jungierte A* zerlegen, denn A* = VXU*. Wir erhalten also den linken Nullraum
der eigentlichen Matrix A an der Stelle vom ,,rechten* Nullraum der Matrix A *. Dies
gilt gewiss auch fiir den Raum C™, falls eine orthonormale erzeugende Menge beno-
tigt wird. Die Aufspannung vom C™ und N (A*), die im Falle m > n in Gl. (2.23)
auf S. 19 betroffen wird, stellt also kein Problem dar und findet wichtige Anwen-
dungen in dieser Arbeit®. In diesem Fall gilt U*U = I, denn U besitzt immerhin
orthonormale Spalten.

m < n: Ist die Matrix A ,klein und dick®, so erhalten wir ,,zu viele* linke Singulérvekto-
ren. Wir haben in 3,, ., stets mindestens n — m verschwundene Singulérwerte. Die
rechten n — m Spaltenvektoren in U sind redundant firs die Erzeugung von C™ und
missen linear abhangig sein von den restlichen m Spalten der Matrix U. In diesem
Fall setzen wir 0 an den Stellen von den rechten n — m Spalten fir die Orthogona-
litat aller Spaltenvektoren in der Matrix U. Sie missen also nicht berechnet werden,
denn sie entsprechen den n — m gleicherweise stets verschwundenen Singularwerten
in 3. Nota bena: U kann nun nur als partielle Isometrie oder subunitare Matrix (mit
Gl. (2.25) auf S. 21) bezeichnet werden, denn sie besitzt einen nicht-trivialen Kern
der Dimension n — m.

36 Eine partielle Isometrie U € C™*" is eine Isometrie C™ — C™ mit Einschrénkung (restriction) vom
Urbild auf den Teilraum R(U*) = N (U)"L, d. h., eine Isometrie in C™ mit dem Nullraum ausgeschlossen. Sie
bildet alle Vektoren aus R(U*), dem orthogonalen Komplement zu A (U), isometrisch in den Raum R(U) ab.
Eine partielle Isometrie darf nicht-quadratisch und sogar rang-diffizient sein. Sie ist eine Verallgemeinerung der
Isometrie. Dariiber hinaus erméglicht die partielle Isometrie, die Polarform der quadratischen Matrizen fiir nicht-
quadratische Matrizen zu generalisieren. Eine partielle Isometrie besitzt nur die Singulérwerte 1 oder 0. [Halmos,
1958, pp. 150-170 ] [Boullion und Odell, 1971, pp. 33-38, Theorem 3] [Ben-Israel und Greville, 1974, pp. 252—
254, Theorem 3]. [Campbell und Meyer, 1979, pp. 71-72, Theorem 4.2.1] [Higham, 1986] [Golub und Van Loan,
1996, pp. 149-151]

37 Die Aufgabe der Erzeugung vom ganzen Raum ist nicht mittels Gram-Schmidt-Orthonormalisierung [Gram,
1883] [Schmidt, 1907a, p. 442] zu erflllen. Das Gram-Schmidt-Verfahren ist ein Verfahren zur Orthonormalisie-
rung einer vorhandenen Menge der linear unabhéngigen Vektoren. Es vervollstandigt die ,,fehlenden* Basisvekto-
ren nicht. Mit Hilfe der SVD wird jedoch aus einem einzigen Vektor ein vollstandiges Erzeugendensystem fiir den
ganzen Raum erhalten. Sei x € C™. Sei UXV* = x*. Dann ist das orthogonale Komplement von span { x }
durch die rechten n — 1 Spalten der Matrix 'V ausgespannt. Der Vektor x ist als ein komplexes Vielfach in der
ersten Spalte der Matrix V enthalten. Abb. 2.2 auf S. 20 verdeutlicht diese Anwendung.
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Da SVD eine rang-auflésende Zerlegung [Stewart, 1992a] ist, schreiben wir auch fur
eine rang-r Matrix A in partitionierter Form

U, Us { Xoxr | O ] [ Vit }
Am " — TXTr 1 nxr
* [WXT ‘ mx(n—r) 0 ‘ 0 VQ}nX(n—r)
3xr 0 Vi
:[Ulle]{ o IOHVH (2.26)
oder ausgeschrieben
vi ]
v
01 .
A=[wus... v | Upgg...uy] v , (2.27)
O | 5 v’;kJrl
L Ve

wobei o; die Singularwerte, u; die linken Singularvektoren und v; die rechten Singulér-
vektoren der Matrix A genannt werden. Ohne Verlust der Generalitat werden die von Null
verschiedenen Singul&rwerte nach

o1 >09>--->0,.>0 (228)

sortiert %8, Diese Konvention is bei vielen wichtigen Aussagen tber die SVD sowie in ihren
Anwendungen vorteilhaft. Bei Bedarf mussten sie nach dem Aufruf der eigentlichen SVD-
Routine explizit sortiert werden, denn eine Sortierung ist in dem Algorithmus nicht impli-
ziert. Eine geometrische Anschauung der Singuldrvektoren u; und v; als Basisvektoren,
wenn die Matrix A als lineare Transformation zu betrachten ist, ist in Abb. 2.3 auf S. 23 aus
[Tomasi, 1999] dargestellt.  Mit der Existenz der Zerlegung GI. (2.22) auf S. 19 sind also
alle generellen Matrizen in C™*™ (m = n oder m # n) ,,diagonalisierbar* im Gegensatz
zur Spektralzerlegung, wobei eine Klasse von Defektiven Matrizen vorkommt, die sich nicht
diagonalisieren lassen.

2.3.2 Vier fundamentale Teilraume

Mit fundamentalen Teilraumen [Strang, 1993] einer linearen Abbildung meinen wir

R(A) =span{uy,...,u, } L span{u,y1,...,u, } =N(A"), (2.29)
R(A*) =span{ vy,...,v, } L span{v,y1,...,v, } = N(A), (2.30)

die explizit durch die Singulérvektoren der SVD einer Matrix A orthonormal aufgespannt
werden. Wir nennen R(A) den Bildraum oder Spaltenraum der Matrix A; AV/(A*) den lin-
ken Nullraum der Matrix A, welcher orthogonal und komplementér zu R(A) in C™ steht;
N (A) den Nullraum der Matrix A; und R(A*) den Zeilenraum der Matrix A, welcher
orthogonal und komplementér zu A/(A) in C™ steht. In Abb. 2.2 auf S. 20 ist eine Anschau-
ung bildlich dargestellt Giber die wichtigsten Zusammenhénge zwischen den fundamentalen

38Wir sortieren die Singularwerte zusammen mit den Singularvektoren in der Praxis nur bei Bedarf mit einem
modifizierten Quick-Sort in svdsort. c.
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Abbildung 2.3: Geometrische Anschauung der Singuldrwertzerlegung. SVD ist eine Auswahl zweier
Basen einer linearen Abbildung von sowohl {v1,...,v,} in der Doméne, als auch {uy,...,u} in
der Kodomdne, so dal? sich die Abbildung zur bloRen nicht-negativen, reellen Skalierung reduziert.
Die Skalierung wird durch das Singulérspektrum {o1,...,0,} alleine beschrieben. Das Singular-
spektrum charakterisiert vollstandig die Gestalt der Abbildung. Zwei verschiedene lineare Abbildun-
gen unterscheiden sich nur durch das Singuldrspektrum (cum grano salis). (Nutzung der Zeichnung
mit freundlicher Genehmigung von Herrn Carlo Tomasi, Robotics Laboratory, Department of Com-
puter Science, Stanford University, 6. Marz 2000) [Tomasi, 1999]
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Teilraumen [Strang, 1993], Projektoren, Moore-Penrose-Inversen 3° und den orthogonalen
Raumzerlegungen, die bei jeder Matrix A bzw. linearer Abbildung apriorisch zu Stande
kommt und durch eine Singulérwertzerlegung dargeboten sind. Worin liegt die ,,Fundamen-
talitat“? Dies hat G. Strang in [Strang, 1993] nicht erklart. Die Fundamentalitat liege in der
Aprioritat 40 vierer Teilraume. Nach |. Kant sei der Wissenschaftliche ProzeR die Synthese
neuer Erkenntnisse a priori, d. h., Wiederentdeckung oder Schopfung der erfahrungsunab-
hé&ngigen Existenz. Und diese Aprioritat ist dieselbe Aprioritat der Singularwertdarstellung
einer linearen Abbildung, denn in den Faktoren ist nichts anderes als explizite Aufspannung
aller vier Rdume. Die Singularwerte erzahlen bloR etwas Uber die Ausdehnung der Teilrdu-
me und die Gestalt der linearen Abbildung Cf. Abb. 2.3 auf S. 23. Die Existenz der SVD
identifiziert sich also mit der vierer fundamentaler Teilrdume einer linearen Abbildung.
Schranken wir uns auf den Grundkdorper einer linearen Abbildung auf C ein, so identifi-
ziert sich die SVD mit jeder linearen Abbildung. Dies sei die Fundamentalitat der SVD “!.
Zum Argument hilft uns ggf. die Eindeutigkeit der SVD einer linearen Abbildung. In der
Literatur herrscht ausschlieBlich

Die Singulérwertzerlegung ist eindeutig, wenn . ..
Wir sagen aber
Die Singulérwertzerlegung ist eindeutig.

Selbstverstandlich ist dies in einer anderen Pragmatik ausgesagt. Wir sprechen namlich
nicht von den einzelnen Singularvektoren, sondern den Singulérrdumen.

Definition 2.3.1 (Singuldrraum). Ein Raum heift linker bzw. rechter Singularraum, wenn
er durch alle linken bzw. rechten Singulérvektoren zu demselben Singulérwerte aufgespannt
ist.

Die Eindeutigkeit der SVD ist also eine unmittelbare Folgerung, wenn die Granularitét
der Pragmatik von Singularvektoren auf Singularrdume untergesetzt ist. Die ibliche Erkla-
rung mit der Vorzeichen&nderungsfreiheit der Singularvektoren und Drehung einer Basis
wirde die wichtige Eindeutigkeit der SVD verdecken. Unsere Definition eines Singular-
raumes ist eigentlich nichts Neues, sondern steht in Parallelitat zu der von einem Eigenraum.
Cf. Abb. 2.2 auf S. 20. Bei einem Eigenwertproblem suchen wir nicht die einzelnen Eigen-
vektoren, sondern die Eigenrdume. Und dies hat eine direkte Konsequenz in numerischer
Stabilitéit der meisten Algorithmen 42, Die Dimension des Singularraums ist die Vielfachheit
des assoziierten Singulérwertes. Unter dem Aufspannen der Rdume C™ und C™ durch alle
linken und rechten Singuldrvektoren verstehen wir jetzt die direkte Summe der Singulérréu-
me. Das Aufspannen durch Singuldrvektoren ist nicht eindeutig, aber die direkte Summation
von den Singularrdumen ist eindeutig.

Der obere Block von Abb. 2.2 auf S. 20 ist die linke Matrix U € C™>™, der untere
Block die rechte Matrix V. € C™*™ der SVD einer Matrix A € C™*"™ nach Gl. (2.22)

39[Lawson und Hanson, 1974, pp. 237-239] [Kuhnert, 1976, pp. 18-21][Campbell und Meyer, 1979, p. 12,
Theorem 1.2.2] [Ipsen und Meyer, 1995] [Meyer, 2000, pp. 424-428]

40im Kantschen Sinne [Kant, 1781]

“IDies ist bei der Spektralzerlegung nicht der Fall, denn sie ist wegen der defektiven bzw. nicht-diagonalisier-
baren Matrizen in diesem Kontext ,,unvollstandig*.

42Dje Studierenden wiirden sich sonst iiberraschen, wenn sie eines Tages in der Numerik zusehen miissen, wie
ein Eigenvektor zu tanzen anfangt, wahrend sich zwei Eigenwerte zusammen treffen.
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auf S. 19. Die Spaltenvektoren der Matrizen U und V spannen jeweils den Raum C™ und
C™ orthonormal auf. Die R&ume C™ und C™ werden jeweils bei Existenz jeder Matrix
A apriorisch in zwei orthogonal komplementdre Teilrdume durch direkte Summe zerlegt.
Parallel zu solcher werden die beiden Identitaten, I,,, und I,,, jeweils in zwei komplementére
Orthoprojektoren durch die Matrizenaddition zerlegt.

Die beiden Zerlegungen fuhren insgesamt zu vier fundamentalen Teilréumen und ent-
sprechenden Orthoprojektoren. Es sei eine vertikale Linie in der Mitte der Abb. 2.2 auf
S. 20 vorgestellt, die sowohl konkret die Matrizen U und V partitioniert als auch abstrakt
die Rdume C™ und C™ zerlegt. Die Position der vertikalen Linie wird durch den numeri-
schen Rang der Matrix A bestimmt, wobei der numerische Rang der Matrix A bereits nach
Berechnung der SVD aus der Matrix X, d. i., den Singulérwerten o;, abzulesen ist [Rust,
1998]. Ist die Matrix A vollrangig, so verschwindet die rechte Seite des Diagramms, das
heift, schrumpfen die Nullrdume A (A*) und A/ (A) in die Null-Vektoren 0,,, und 0,,. Ist
die Matrix A gleich 0, so verschwindet die linke Seite des Diagrams, oder schrumpfen die
Bildrdume zu Nullen.

Wir haben also nach der SVD Gl. (2.22) auf S. 19 vier rechteckige Matrizen, U, Us,
V, und V,, die keine unitare Matrizen mehr sind, sondern Isometrien ** oder partielle
Isometrien bzw. subunitire Matrizen 4. Diese spannen wiederum orthonormal die jeweils
vier fundamentale Raume R(A), N'(A*), R(A*) und N'(A) auf, die stets mit jeder Matrix
A Kkoexistieren und sie charakterisieren.

2.3.3 Eigenschaften der Singularwertzerlegung

Zu Abb. 2.2 auf S. 20 und Abb. 2.1 auf S. 7 fassen wir kompakt einige wichtige Eigen-
schaften der Singuldrwertzerlegung und ihre Zusammenhange mit Projektoren und Moore-
Penrose-Inverse zussamen.

e Schmidt-Eckart-Young-Mirsky Approximationssatz *°: Seien Singularvektoren u;, v;
und Singulérwerte oy > - > Oynin(m,n) VON A € C™". Sei A, = Y7 | oyu; vy,
so gilt

A~ Ally = i [B-Al (2.31)

43[Campbell und Meyer, 1979, p. 71, Proposition 4.2.1]

44[Ben-Israel und Greville, 1974, p. 254] [Campbell und Meyer, 1979, p. 72, Theorem 4.2.1]

45[Schmidt, 1907a,b] [Eckart und Young, 1936] [Mirsky, 1960] Seien die Singularwerte sotiert nach o1 > oo >
-+~ op > 0, dann definiert

k
A = o
i=1

eine unitar invariante Norm fir jede k = 1,...,r [Meyer, 2000, p. 425]. Spezielle Félle der v (A) sind die
vektornorm-induzierte Matrixnorm, die Spektralnorm [Horn und Johnson, 1985, pp. 290-320, §5.6] gleich dem
groRten Singularwert

A
HAHQ = sup || X||2 _
)20 X[z jxlla=1

|Ax[l2 = o1,
und die Frobeniusnorm oder Hilbert-Schmidt-Norm
lA|lF = (tr A*A)Y/2 = (tr AA*)Y/2 = (03 + - 4+ 03) /2.

Fur Definition und ausflhrliche Diskussion uUber verschiedene Matrixnormen ist [Horn und Johnson, 198585.6,
pp. 290-320] sehr zu empfehlen. Siehe auch [Ipsen und Meyer, 1995].
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Singulérspektrum chef s. pgm 378 x 279

le+06

S Spektral-Residuum: o

éq 10000 |- p 100+1

R Residuenenergie:

E 100 R . min(m,n) 279

o > or= 3 o

3 , i=r+1 i=101
o 0 50 100 150 200 250 300 350 400

Sorted Column Number (Rank)

Abbildung 2.4: Singulérspektrum und Teilraummodellierung: Beispiel Rathaus. Dies ist eine Veran-
schaulichung des Approximationssatzes Gl. (2.31) auf S. 25. Oben links ist die originale Szene, eine
279 % 378 vollrangige Matrix. Die Singularwerte, o; € [36010.715,1.7005x107*2],i = 1,..., 279,
sind sortiert und logarithmisch gezeichnet (mat st at. ¢ -t 0). Die Gesamtenergie der Szene ist

¥ g7 = 1.60974 x 10°. Die Approximationen bis Rang 100 sind nach Gl. (2.31) auf S. 25 in
der zunehmenden Reihenfolge dargestellt (mat st at . ¢ -t ). Die Residuenenergie am Rang 100 ist

¥ 0 = 3% 10°(0.1865%) nach Gl. (2.32) auf S. 27. Das Spektral-Residuum ist o101 = 257.318
nach Gl. (2.33) auf S. 27. Nach der Uberlegung iber die Vollrang-Faktorisierung enthdlt das Bild

unten rechts am Rang 100 nur ca. 9.5% soviel unabhangige Werte wie im originalen Bild.
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Am Beispiel einer Kamera-Szene wird der Approximationssatz in Abb. 2.4 auf S. 26
veranschaulicht.

e Das Hilbert-Schmidt bzw. Frobenius Residuum:

min(m,n)

A, AR =) o (2.32)
1=r+1

Das Spektralresiduum (von induzierter 2-Norm):
IA, — Al3 =02, (2.33)
e Fir A € C™*" gilt (AT)* = (A*)" und fur Orthoprojektor P 4 gilt
P;Q(A) =Pra) (2.34)
e Seim =nund Z(R(A),N(A)), [Ipsen und Meyer, 1995, (2.7)]
cosf = [PrayPra)llz = [Pra)Prealle (2.35)

e Im generellen, besitzt ein Projektor P € C™ eine Bild-Kern-Zerlegung [Koecher,
1997, p. 51] [Meyer, 2000, p. 394] mit Index 1

R(P) & N(P) = C". (2.36)

Der minimale Winkel 6 zwischen dem Bild und dem Kern des Projektors P ist gege-
ben durch [Ipsen und Meyer, 1995, (2.7)]

sinf = 1/||P||2. (2.37)

e Falls m = n, R(A) und A(A) sind genau dann komplementére Teilrdume, wenn
Ind(A) = 1, d. h., wenn das Potenzieren der Matrix A die Dimensionen vom Bildraum
oder Kern nicht dndert. Dies heif8t wiederum wenn das Bild nicht schrumpft und der
Kern nicht wéchst, denn mit dem Potenzieren einer Matrix A kann der Bildraum nur
schumpfen und der Kern nur wachsen. Der Bildraum und der Kern der Matrix A sind
sogar einander orthogonal wenn A weiterhin eine EP-Matrix ist.

e Polar-Zerlegung oder Polarform ist die Faktorisierung einer biliebigen Matrix (auch
m # n) auf eine partielle Isometrie und eine selbstadjungierte positiv semidefinite
Matrix. Die folgenden Polarform via SVD sind jeweils eindeutig. Sei A = UXV*
die SVD nach Gl. (2.23) auf S. 19, dann

A =USV* = UL, ZV* = (UV*) (VEV*) = QH,, (2.38)
—— ——

mxn nxn

A =UXV*=U3I,V* = (UXU")(UV") = H»Q, (2.39)
—— ——

mxXm mXxn

wobei selbstadjungierte, positiv semidefinite H; und H, jeweils eindeutig sind. Ist
A vollrangig, so ist U auch eindeutig und Hy, Hs positive definite. [Ben-Israel und
Greville, 1974, p. 255, Theorem 5] [Campbell und Meyer, 1979, p.73, Theorem 4.2.2]
[Higham, 1986] [Shoemake und Duff, 1992] [Golub und Van Loan, 1996]
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2.4 MelRdaten und Singularwertzerlegung

Die Singularwertzerlegung einer Matrix A € C™*" ist meistens betrachtet als Zerlegung
einer linearen Transformation C™ — C™ auf

1. eine Isometrie % (bzw. Basiswechsel durch die rechten Singulérvektoren
in V) im Quellraum C”,

2. eine reine Skalierung durch die Singularwerte in 3,

3. und eine weitere Isometrie (bzw. Basiswechsel durch die linken Singular-
vektoren in U) im Zielraum C™,

wie in Abb. 2.3 auf S. 23 geometrisch veranschaulicht wird. Wir sehen somit die Abbildung
A : C" +— C™ als Produkt dreier verketetteter Teilabbildungen V*, 3 und U an. A wird
also im Zusammenhang der Gleichung Ax = b, x € C", b € C™ gedacht.

Diese Interpretation der Faktorisierung ist jedoch unpassend, falls eine Matrix A MeR-
daten erfasst. Wir stellen uns daher die Frage, 4/

Wie sind U, 3 und V zu interpretieren, wenn die zu zerlegende Matrix A
Meldaten enthélt?

An dieser Stelle missen wir noch einmal die Strukturierung der Mel3daten in eine Matrix
A festlegen und solche charakterisieren. Bei jeder multivariaten Messung mit n Variablen
erhalten wir einen n-Vektor. Dieser n-Vektor werde als eine Zeile in die Datenmatrix A
hingeschrieben. Mit m wiederholten Messungen ergibt sich also eine m x n Datenmatrix 48

a1 @12 - Qlp aj
a21 Qg2 -+ Q2p ag
azi1 asz - A3p asg
a4g1 Q42 - Q4n ay
A= 4 as - ase = a5 |- (2.40)
ag1  Ae2 - G6n ag
L Gm1 am2 - OGmn | mxn L Am |

Unsere Datenmatrix A in C™*™  wéchst” also mit zunehmender Anzahl der Messungen
nach unten. Die auf diese Weise zusammengefaliten Daten in der Matrix A lassen sich
verschieden interpretieren:

1. Mehrkanalmessungen mit n als Anzahl der Mel3kanale (Sensoren) und m als Anzahl
der Messungen. Jede Spalte kann als eine diskrete Zeitreihe gedacht werden. Der

467ur Isometrie gehéren z. B. Drehungen und Spiegelungen. Verschiebungen und weitere topologische Opera-
tionen werden hier nicht beriicksichtigt, da wir uns nur auf lineare Abbildungen konzentrieren.

47Siehe Seite 40 fiir eine Rekapitulation unserer Antwort.

481n der Statistik werden oft die Symbole p und n fiir jeweils Anzahl der Variablen und Messungen benutzt,
wobei die Matrix A, mit zunehmender Anzahl der Messungen nach rechts zu wachsen ist. Diese Konvention
ist jedoch unpraktisch in unserer Implementierungen in C, welche ein Array von ,,0ben* nach ,,unten* zeilenweise
speichert (auch zeilendominant genannt), wahrend Fortran von ,links* nach ,,rechts* spaltenweise speichert (auch
spaltendominant genannt). Weitere Mdglichkeit der Konfiguration der Datenmatrix flr die SVD der periodischen
Signale ist u. a. in [Bhattacharya und Kanjilal, 1999] untersucht.
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Index i ist also der Zeitpunkt und j der Index eines bestimmten Sensors. Jede Zeile
kann als ein Merkmalsvektor gedacht werden.

2. Messungen der geometrischen Koordinaten mit Dimension des Raumes n und der
Anzahl der gemessenen Punkte m. Jede Zeile stellt einen Punkt im n-Raum dar. Der
Index 7 identifiziert also jeden einzelnen Punkt aq, ..., a,, und j ist der Koeffizient
bezuglich des j-ten Basisvektors. a;; ist die j-te Koordinate des i-ten Punktes im
Bezug auf die im Kontext definierte Basis.

3. Die Zeilenvektorena;(: = 1,...,m) seien Ereignisse des Zufallsvektors [ p; p2 . . . pn]
aus den Zufallsvariablen *° pq, . . ., p,,. Jede Spalte der Matrix A ist somit eine Reali-
sierung einer bestimmten Zufallsvariablen p;(j = 1,...,n) von m Beobachtungen.
Ein stochastischer Prozel’ 1ait sich in dieser Konfiguration in Matrixform untersu-
chen. 50

4. Ein stochastisches Signal x(¢) 148t sich in der Form der GI. (2.40) auf S. 28 darstellen,
sobald eine Basis {¢1 (t), . .., ¢, (t)} fur das Signal festgelegt ist. In diesem Falle, ist
n die Dimension des Signalraumes %, m die Anzahl der wiederholten Beobachtungen
des stochastischen Signals. Der ZufallsprozeR x(t) kann also als ein Zufallspunkt in
einem n-dimensionalen Raum gedacht werden. [Lathi, 1968, Chap. 3, pp. 212-214]

2.4.1 Der Kondensator ist ein Projektor

Sei Datenmatrix A € C™*™ aus Gl. (2.40) auf S. 28. Es ist hdufig erforderlich, die Mit-
telwerte i; = 1/m ), a;; jeder Spalte j der Matrix A bzw. den Schwerpunkt 1, =
[fi1, .-, fin] ° aus der Matrix A zu subtrahieren, d. h., den Schwerpunkt zi, der Daten-
wolke herunter auf 0 zu versetzen. Diese affine Verschiebung der Daten bezeichnen wir als
das Zentrieren der Datenmenge.

Definition 2.4.1 (Zentrierung). Ein Vektor x = [z 23 2, | € C™ heiflt zentriert,
wenn > x; = 0. Eine Datenmatrix A € C™*™ in der Form von Gl. (2.40) auf S. 28 heif3t
spalten-zentriert, wenn

m m

m
Yoan Y Gin - Y Gin | =01xp.
i=1 i=1 i=1

49 Abbildung des Musterraumes auf Zahlen in R oder C.

OF{r die Definition eines stochastischen Prozesses x (¢, t) siehe [Lathi, 1968, Chap 3, pp. 158-230]. Eine an-
schauliche Abbildung befindet sich in [Lathi, 1968, Fig. 3-1, p. 160]. Ergodizitat des Prozesses wird angenommen,
d. h., die Scharstatistik (Ensamble-Statistik) sei gleich der Zeit-Statistik. Das heil3t wiederum, daf jede Musterfunk-
tion (sample function) oder Realisierung des Prozesses repréasentativ sei fiir das ganze Ensemble des Zufallspro-
zesses und daher die vollstdndige Charakterisierung eines Prozesses. Eine Spalte der Matrix A in Gl. (2.40) auf
S. 28 kann also einen ProzeR darstellen. Die Datenmatrix A kann somit zugleich n Prozesse x1 (¢), ..., xn (¢)
abtasten. Die Ergodizitat eines Prozesses impliziert die Stationaritat, d. h., Die Statistiken aller Ordnungen sind
invariant gegeniiber Zeitverschiebung [Lathi, 1968, p. 176].

SLwir beriicksichtigen hier nur Signale endlicher Dimension.

. 52Dies ist ein unverzerrter oder erwartungstreuer (unbiased) und konsistenter Schatzmittelwert. Ein Schatzer
6 fur die Zufallsvariable 6 heift erwartungstreu (unbiased), wenn E[ 6 | = 6, sonst heilit er verzerrt oder nicht
erwartungstreu (baised). Die Schatung heif3t konsistent, wenn lim, — oo Var[é] = 0, sonst heif3t sie inkonsistent.
Siehe z. B. [Schwartz und Shaw, 1975, pp. 91-94]. Der Zufallsvektor fi, der Schatzmittelwerte /i; hat Erwar-
tungswerte E[ ip | = pta Mitlimyn—oo Var[ia] = limm— oo aZA /m = 0. Der Schétzer ist normalverteilt

mit N([J,A,O'%LA/m).
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und zeilen-zentriert, wenn

n n n T
doai; Yo az vt D Amy | =0y
=1 j=1 j=1

Da wir die Datenmatrix spaltenweise manipulieren, meinen wir spalten-zentriert, wenn nur
zentriert gesagt wird. (Cf. mat stat . c - pz.)

Beobachtung 2.4.2 (Warum Zentrieren?). Die Zentrierung der Daten ist oft der erste Schritt
zur Datenverarbeitung. Warum? Da eine plausible Erklarung meines erachtens in der Litera-
tur nicht gegeben wird, wollen wir hier argumentieren, dal? es sich um eine ,,Kurzsichtigkeit
am Nullvektor* handelt, aus jeweils algebraischem und numerischem Aspekt.

e In einem linearen Raum sind alle Vektoren gleichberechtigt bis auf den Nullvektor.
Er zeichnet sich von allen anderen Vektoren dadurch aus, daf ihn alle linearen Abbil-
dungen fest lassen mussen. Die Auszeichnung des Nullvektors ist eine direkte Kon-
sequenz aus den Axiomen eines Vektorraumes und des zugrunde liegenden Kdrpers
53 seit Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) [GraRmann, 1894, 1896] [Gray,
1980, 1994] und Giuseppe Peano (1858-1932) °*. In einem linearen Raum mit nicht-
ausgeartetem Skalarprodukt ist der Nullvektor der einzige isotropische Vektor (das
Radikal) [Kaplansky, 1974, p. 7], der zu allen anderen Vektoren orthogonal ist. Wir
versetzen den Schwerpunkt einer Datenwolke zum Nullvektor, weil wir die Daten
dort am besten ,,anschauen* kénnen. Das Verhalten aller linearen Abbildungen ist am
Nullvektor am schérfsten aufgeldst, denn alle linearen Abbildungen drehen sich ohne
Ausnahme nur um ihn herum. In anderen Worten, unsere Augen sind dort am Null-
vektor befestigt, wahrend wir zur Datenanalyse linear-algebraische Werkzeuge ver-
wenden. Eine de facto 2-dimensionale Dynamik mitten unter den Daten sehen wir, aus
grofRer Entfernung, mittels linear-algebraischen Begriffs als eine rang-3 Matrix. Ver-
setzen wir den Schwerpunkt zum Nullvektor, so wird das Wesen der 2-dimensionalen
Dynamik in der Form einer rang-2 Datenmatrix zum Vorschein gebracht. (v. et. Bei-
spiel 2.4.16 auf Seite 48.) Dasselbe kommt bei einer Eigenanalyse und weiteren linea-
ren Methoden der Datenanalyse vor. Dies war eine Erklarung aus dem algebraischen
Aspekt.

e Auch in der Numerik spielt das Zentrieren der zu verarbeitenden Daten eine nicht
zu ignorierende Rolle. Rechnerisch werden die reellen Zahlen durch das FlieRkom-
ma-Format [Goldberg, 1991] dargestellt. Dennoch besteht zwischen den Reellen und
ihrer maschienellen Approximierung immenser Unterschied:

1. Die Menge aller darstellbaren Zahlen eines bestimmten FlieBkomma-
Formates ist endlich, abzahlbar und besitzt keine Dichtheit, wéahrend
die der Reellen unendlich, tiberzahlbar und dicht ist.

2. Die endlich verfligharen FlieBkomma-Zahlen bestimmter Lange sind
inhomogen verteilt, so daB der eine Bereich der Reellen am Null fei-
ner und der andere grober aufgeldst wird, wéhrend die gesamte Dyna-
mik aller darstellbaren Zahlen hinreichend grof} beibehalten werden
kann.

53Der Begriff Kérper war zu der Zeit noch nicht etabliert.
%Giuseppe Peano, Calcolo geometrico secondo I’Ausdehnungslehre di H. Grassmann preceduto dalle opera-
zioni della logica deduttiva, 1888.
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Die Eigenschaften der FlieRkomma-Darstellung haben in der Praxis negative Kon-
sequenzen, die meines erachtens oft ibersehen seien. Zum Beispiel, die Menge der
Zahlen

M =1{1,2,3,4,5}

ware Uberhaupt nicht darstellbar, wenn die Menge M affin durch einen grofRen Wert
verschoben wird. Verschieben wir experimentell die Werte um 1 x 10%° unter IEEE-
754 Double-Precision [IEEE, 1985], so erhalten wir genau die Menge

M ={1+10%°,2+10%,3 +10%°,4 4+ 10%°, 5 + 10%°}
={1x10%°1 x 10%,1 x 10*°,1 x 10%°, 1 x 10*}.

Die eigentliche Schar-Dynamik der Daten ist ganzlich verschwunden bzw. nicht auf-
gelost . Durch die Brille des FlieRkomma-Formates sehen wir die 0. g. Menge der
verschiedenen Zahlen als eine einzige Zahl aus einer groen Entfernung. In anderen
Worten, auch rechnerisch ,,sind unsere Augen fest mit dem Nullvektor gebunden®,
das heif3t, nur dort kdnnen wir die Zahlen in FlieBkomma-Darstellung am schérfsten
»Sehen®. O

Durch das Zentrieren der Datenmatrix A € C™*"™ ergeben sich mittelwertfreie Zeitreihe
(zero-mean time series) aller Realisierungen % (Spalten der Datenmatrix) in einer zentrier-
ten Matrix A € C™*". Das Zentrieren ist in C" keine lineare Abbildung sondern eine
Affine. Dennoch werden wir zeigen, daf? sich diese affine Abbildung in C™ als ein linearer
Operator darstellen 1aRt.

Sei m x 1 Vektor

1

1

1

1

1= ,
1
L 1 4 mx1

dann ist der Schwerpunktvektor der Matrix A

N 1 m m m 1
Bpa=—| 2 a1 D a2 - > Qi =—1%A. (2.41)
m | =1 i=1 i=1 1xn M
55Bei den FlieRkomma-Zahlen, gilt
r+1l==x

auch fur eine Uberraschend kleine Zahl wie z = 17000000 in IEEE-754-Single-Precision [IEEE, 1985]. Dies 4Rt
sich durch das einfache Programm f | oat . c verifizieren. Solches Verhalten der FlieRkomma-Zahlen ist ,,legal*
und ist generell nicht als Exception [Goldberg, 1991] aufgeworfen. Das bedeutet, die dadurch verursachten Feh-
ler sind extrem schwierig zu lokalisieren, zu erheben, oder iberhaupt merken zu kénnen. (Siehe auch [Edelman,
1994].) Die o. a. Eigenschaften der FlieBkomma-Zahlen fordern zusatzliche Aufmerksamkeit in den numerischen
Verfahren, auch wenn die Daten bereits zentriert worden sind. Bei einer unbekannten Schar-Dynamik der Einga-
bedaten ist daher eine lineare Skalierung unentbehrlich vorzuprogrammieren, besonders wenn eine Zentrierung
der Daten wegen Verlust der Linearitét nicht erlaubt ist. Diese Anforderung fir die Korrektheit hat disher zu we-
nig Aufmerksamkeit gewonnen. Die Datei basi s33. ¢ zur Vervollstdndigung orthonormaler Basis demonstriert
tbrigens deutlich, wozu eine indifferente Mentalitat diesbeziglich fiihren kann.
58Instanzen aus einem Ensembel eines Stochastischen Prozesses.
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Die zentrierte Matrix ist

~ 1 1
AAluAAll*A<Im11*>AZmA, (2.42)
m m

wobei 11, von Rang 1 und die zentrierte Matrix A eine Rang-1-Abwandlung der Daten-
matrix A ist. Diese Rang-1-Abwandlung ist zwar nicht-linear in C”, 1Bt sich jedoch durch
einen linearen Operator in C™ darstallen.

Definition 2.4.3 (Zentrierender Operator). Die lineare Abbildung Z,,, € C™*™

1 1 -1 m-1 -- -1
Zy = (I — —11*) = — ) ) ) ) (2.43)
m m : : " :
—1 -1 -1 m-—1
mXm
heift zentrierender Operator bzw. zentrierende Matrix fUr einen Vektor x € C™ oder ei-
ne Matrix in A € C™*". Die Matrix A = Z,, A ist also spalten-zentriert. Eine zeilen-
zentrierte Matrix ist A’ = AZ,,. Wir bezeichnen ihn einfach mit Z, wenn die Dimension
aus dem Kontext im klaren sein soll. Mit A bezeichnen wir eine spalten-zentrierte m x n
Datenmatrix A mit A = Z,, A.

Beispiel 2.4.4. Die zentrierende Matrix Z;, in C'C ist
9 -1 --- -1
1l-1 9 - -1
-1 -1 -1 9
Da das Zentrieren die Idempotenz-Forderung erfiillen muf, wie bei der Entfernung vom

DC-Anteil in einem elektrischen Signal durch die idealen Kondensatoren der Fall ist, eva-
luieren wir Z2, des zentrierenden Operators Z,,,.

1 1

z: =1,-—1191, - —11*
2 = (= 1) = 1 1)
2 1 9
=I,-—11"+—(11*%
m +m2( )
2 * 1 *
=Im—E11 +W(m11)
1
=1, — —11*
m
=1, —uu* (u=1/yvm, Jul2=1)
:Zm- (244)

Z,, ist also in der Tat idempotent und gewiss symmetrisch, ergo ein Orthoprojektor. Da
Z,, ein Projektor ist, muB I — Z,, = (1/m)1 1* der komplementére Projektor sein. Da
das Tensor-Produkt [1 1*] vom Rang 1 ist, muf rank(Z,,) = m — 1. Z,, ist also ein
Orthoprojektor auf den (m — 1)-dimensionalen Eigenraum mit dem Eigenwert 1:

R(Zo) = NI - Zy) :N(# 1) = span { 1 }*, (2.45)
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entlang des 1-dimensionalen Kernes bzw. Eigenraumes vom Eigenwert 0:
N(Z,,)=R(A—-Z,,) =span{1}. (2.46)

Der 1-dimensionale Teilraum span { 1,,, } von C™ darf als der DC-Teilraum bzw. Teilraum
des Gleichstroms interpretiert werden, und der (m—1)-dimensionale Teilraum span { 1,,, }*
der AC-Teilraum bzw. Teilraum des Wechselstroms. Da Z,, symmetrisch und positiv se-
midefinit ist und die Eigenwerte A;(Z,,) € {0,1}, sind die Mengen der Eigenwerte und
Singuléarwerte identisch.

Wir fassen die Eigenschaften eines zentrierenden Operators Z,,, im folgenden Korollar
zusammen.

Korollar 2.4.5 (Zentrierender Projektor). Sei Z,, ein zentrierender Operator in C™,
dann

72 =17, =7 =7 istpositive semidefinit,
. rankZ,, =trZ,, =m —1,

N(Z.,,) =R, — Zy,) = span{ 1,, },

. Eigenwerte von Z,,,: {1,1,1,...,1,0},

. Singularwerte von Z,,,: {1,1,1,...,1,0},

. Spektralnorm || Z,,, ||z = 1.

o U A wWN PR

Andererseits ist der komplementére Projektor I — Z,,, = (1/m)1 1* als eine Projektion
auf den 1-dimensionalen ,,DC-Teilraum* anzusehen. Desweiteren, wenn A nur Zeilenvek-
toren enthalt, die auf einem affinen Teilraum von C™ mit Dimension kleiner als n liegen,
wird das Zentrieren der Matrix A den Rang um 1 reduzieren, d. h.,

rank A = rank A — 1. (2.47)

Dies impliziert, daf eine vollrangige Datenmatrix A eine regulare Kovarianzmatrix Ca
(8 2.4.2) nicht gewahrleistet.

Da der zentrierende Orthoprojektor Z,,, eine einfache Form GlI. (2.43) auf S. 32 besitzt,
kann er die Singulérwertzerlegung in einer geschlossenen Form annehmen. Der Orthopro-
jektor Z,,, besitzt m — 1-fach den Singudrwert von 1 und einfach den Singuldrwert von
0. Die beiden Singulérréaume sind nichts anderes als bloR der (m — 1)-dimensionale AC-
Teilraum, R(Z,,) = span{1,,}, und der 1-dimensionale DC-Teilraum bzw. der Kern

KerZ,, = span{1,,}.

Bei der Auswahl einer Basis fiir das orthogonale Komplement vom DC-Teilraum span{1,,}
haben wir zwar eine grofe Freiheit, sie kann aber durch eine Householder-Spiegelung vom
Vektor 1,, auf eine Vielfachheit des Vektors e; bestimmt werden. Diese Basis ergibt zu-
sammen mit dem Vektor 1,,/1/m eine orthogonale und zugleich symmetrische Matrix fiir
die linke und die rechte Singuldrmatrizen U und V. Das ist, U und V kann als dersel-
be Orthoreflektor ausgewahlt werden, der den Vektor 1//m[1 1 --- 1] zue; =
[1 0 .- 0] spiegelt. Der zentrierende Projektor Z,,, kann also in die folgenden Or-
thoreflektoren in geschlossener Form zerlegt werden. Cf. §2.1ab S. 6,8 2.1.6 ab S. 11 und
gmat.c-Z
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Bemerkung 2.4.6 (SVD eines zentrierenden Projektors). Sei Z,, ein zentrierender Operator
in C"™, m > 1, dann ist (Cf. gmat . ¢ - Zund - 0)

1 1 1 cee 1
1 1—m—ym 1 . 1
1+/m 1+/m 1+/m
1 1 1 1-m—y/m 1
U:V:R:ﬁ T+v/m 1+v/m 1+v/m
S L imwm
L 1+vm 1+v/m 1+vm |
und
0 0 0
01 --- 0
X=1. . . (2.48)
00 --- 1

eine Singulérwertzerlegung Z,, = UXV* = RXR*. Diese geschlossene Form ist zu-
gleich die Spektralzerlegung von Z,,,.

Bemerkung 2.4.7 (SVD eines zentrierenden Projektors). Die im Korollar 2.4.6 ausgewahlte
Form der SVD eines zentrierenden Projektors erweist nicht nur den Vorteil der Symmetrie
und einer geschlossenen Form, die die numerische Genauigkeit erhéht und den Rechenauf-
wand stark reduziert, sondern ermdglicht auch eine anschauliche Interpretation vom zen-
trierenden Projektor Z,,. Die diagonale Matrix 3 = Py, 1,1+ ist in der Tat ein Or-
thoprojektor, der die eigentliche Aufgabe der ,,DC-Filterung* ausfuhrt — allerdings auf
die kanonische Form aller Projektoren gleicher Art versetzt, d. i., entlang der Richtung
e = [1 0o --- 0] auf das orthogonale Komplement span{e; }*. Der rechte Ortho-
reflektor R* = R ist dafiir zustandig, die DC-Anteile des Signals im DC-Teilraum auf den
Teilraum span{e; } hin zu spiegeln, wo gerade der Kern des Projektors 3 = P (6,3 ¢
ist. Da sich alle DC-Anteile nun im Kern des Projektors befinden, werden sie durch die Pro-
jektion nulliert. Ubrig bleiben nun bloR die AC-Antile des Signals. Sie werden durch eine
nochmalige Anwendung des Orthoreflektors R. an der linken Seite zuriick gespiegelt. Das
Gesamt-Produkt Z,, = RXR kann als ein orthogonaler Raum-Zerleger mit

C™ = DC-Teilraum @&+ AC-Teilraum
= R(Im - Zm) @L R(Zm) (249)
= span{1,,} ®* span{l,,}*

angesehen werden. Cf. Abb. 2.2 auf S. 20. O

Bemerkung 2.4.8 (Zentrierender Projektor auf der Fourier-Basis). Der zentrierenden Pro-

jektor Z,, 18Rt sich beziiglich der unitaren Fourier-Basis wie folgt darstellen.
Z,=Tz;XT; !, (2.50)

wobei 3 aus Gl. (2.48) auf S. 34, Tz € C™*" die unitare Fourier-Matrix*’mit Ty =
1/v/n [z”] ,i,7 € {1,2,3,...,n — 1} und z € C die primitive n-te Einheitswurzel mit
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z = exp [2mi/n],n > 0sind, d. .

1 1 1 - 1
> 22 .. anl
1 |4 2 4 o 2(n—1)
Ty = — < < < 2.51
1 Zn—l ZQ(n—l) . Z(n—l)(n—l)

Hier treffen sich die ,elektrotechnische* und die linear algebraische Interpretationen des
Begriffs ,,Spektrum* problemlos in endlich dimensionalen Raumen. O

Lemma 2.4.9 (Zentriertes Produkt der Matrizen). Sei A € C™*" spalten-zentriert,
dann ist das Produkt AB fir all Matrizen B € C™*? spalten-zentriert. Ist A zeilen-zen-
triert, so ist das Produkt BA fir alle Matrizen B € CP*™ zeilen-zentriert.

Beweis. Sei C = AB, C = [¢ijlmxps A = [@ijlmxns B = [bijlnxp und A spalten-
zentriert. Betrachten wir die j-te Spalte c; von C, j = 1,...,p, so haben wir aus dem
Product AB das Element
Cij = Zaik:bk:ja
k=1

welches nur mit der i-ten Zeile der Matrix A und der j-ten Spalten der Matrix B zu tun hat.
Die Summe aller Elemente der j-ten Spalte von der Matrix C ist

m m n n m m

Zcij = Z Zaikbkj = Z Zaikbkj Z b; Zam =0,
=1 =

i=1 k=1 k=11=1

wobei >~ | a;; = 0 per Definition der Spalten-Zentriertheit der Matrix A in Def. 2.4.1 auf
S. 29. Das Gleiche gilt fiir eine zeilen-zentrierte A und eine linke Multiplikation durch eine
beliebige Matrix B mit geeigneter Dimension. O

Bemerkung 2.4.10 (Zentriertes Produkt der Matrizen). Lemma 2.4.9 gilt im allgemeinen
nur fur eine Multiplikation von der ,richtigen* Seite

A spalten-zentriert — AB spalten-zentriert;
A zeilen-zentriet = BA zeilen-zentriert.

Die Zentriertheit von A ist nur hinreichend, aber nicht notwendig fiir die Zentriertheit von
AB bzw. BA. Dennoch, ist Matrix B diagonale und vollrangig, so gilt

AB spalten-zentriert = A spalten-zentriert;
BA zeilen-zentriet =— A zeilen-zentriert,

denn ¢;; = 370, airbrj = aijb djs und 3777 cij = D00 aijbsi = by 2oy aij. Also, st
C = AB spalten-zentriert und H 1 bj; # 0, s0ist A spalten-zentriert, bzw., ist die j-te
Spalte von C = AB zentriert und bj] # 0 von der diagonalen Matrix B, dann ist die j-te
Spalte von A zentriert. Wir sehen, daf der zentrierende Orthoprojektor Z.,, in Gl. (2.43) auf

57Die Fourier-Matrix ist auch eine skalierte Vandermonde-Matrix des Vektors [20 2z ... z7~1],
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S. 32 sowohl spalten-zentriert als auch zeilen-zentriert ist. Unser Lemma stimmt mit der Er-
wartung uberein, dal eine zentrierte Matrix via Matrix-Produkt weitere zentrierte Matrizen
zu Stande bringt. Kann also irgendeine zentrierte Matrix die Rolle unseres zentrierenden
Operators Z,, Ubernehmen? Die Antwort ist gewiss nein, denn er muR auch noch die Be-
dingung der Idempotenz erfiillen. |

Korollar 2.4.11 (SVD einer zentrierten Matrix). Seien A € C™*" und die Singul&r-
wertzerlegung A = UXV* nach Gl. (2.23) auf S. 19, wobei U subunitar, ¥ diagonal und
V unitér sind:

(a) Ist U spalten-zentrierten, Z,, U = U, dann ist A spalten-zentrierten,
Z,A=A.

(b) Ist A vollrangig und spalten-zentriert mit m > n, dann ist U spalten-
zentriert.

Beweis. (a). Die Zentriertheit von A folgt unmittelbar aus Lemma 2.4.9. (b). Da AV =
UY, ist UX spalten-zentriert nach Lemma 2.4.9. Weil ]}, o; # 0 und X diagonal ist, ist
U nach Bemerkung 2.4.10 spalten-zentriert, d. i., Z,, U = U. O

Bemerkung 2.4.12 (SVD einer zentrierten Matrix). Korollar 2.4.11 wurde nicht in der Form
von Gl. (2.22) auf S. 19 ausgefiihrt, weil die Zentrierung einer unitdren Matrix notwendi-
gerweise den Rang genau um 1 fallen 1&Rt. Wir kénnen deswegen nicht von einer unitéren
und zentrierten Matrix sprechen. In anderen Worten, eine unitdre Matrix kann nicht zen-
triert sein, denn -7 | u;; = 0,Vj = 1,...,n fihrt direkt zum Widerspruch der linearen
Abhéngigkeit der Zeilen bzw. Spalten in der unitaren Matrix U = [u;;] mit U~ = U*.
Dies ist um so deutlicher mit Hilfe unseres zentrierenden Operators, dal das Zentrieren
einer quadratischen Matrix der Gréf3e m ist ein Produkt von der Matrix mit Z,,,, welcher
einen Rang von m — 1 besitzt, und das Produkt kann den Rang nicht gréRer als 1 — 1 haben.
Die Bedingung m > n ist deswegen in Korollar 2.4.11-(b) gestellt, weil eine quadratische
Matrix nicht zugleich vollrangig und zentriert sein kann. Falls eine vollrangige und qua-
dratische Matrix zentriert wird, muB ihr Rang um 1 abfallen. Infolgedessen haben wir einen
verschwundenen Singulérwert. Die Zentriertheit des entsprechenden linken Singulérvektors
ist also wegen des verschwundenen Singuldrwertes nicht garantiert. Cf. Bemerkung 2.4.10
auf S. 35.

O

2.4.2 Kovarianzmatrix via SVD

Die Kovarianzmatrix C der Matrix A %8 ist eine hermitesche, positiv semidefinite Matrix
in C™>*"™ mit

C LI €5 { L Saa ! i 7 (2.52)
= — = — a;a;, Cij = —— QAL Qkjs .
AT m—o1 m—1" ’ m—1&~ Ritki

%Bauch Varianz-Kovarianz-Matrix (variance-covariance matrix) genannt. Sie wird bei manchen Autoren die
Gramsche Matrix der zentrierten Matrix (Gramian of the mean-centered data matrix) genannt. Siehe z. B. [Hohn,
1973, pp. 452-454].
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wobei a;; ein Element die zentrierte Matrix A = Z, A in Gl (2.40) auf S. 28 ist. Sie
kann einfach algebraisch wie in (2.52) gedacht oder mit ihrer stochastischen Herkunft mit
betrachtet werden.

Die Kovarianzmatrix C 5 beinhaltet namlich die Schatzwerte fiir die Varianzen und Ko-
varianzen der in der Datemmatrix Gl. (2.40) auf S. 28 als Spalten erschienenen Zeitreihen,

d. h. , Realisierungen des Zufallsvektors p = [pl . pn]
C=E[(P—np,)" (P—n,)]
E[(@1 = tp) (01 —ppy) ] - E[(01 = 1) (P — pp,) ]
E[(P2 = tps)"(p1 —ppr) | -+ E[ (P2 — pp2) " (P — ptp) ]
- : . : . (2.53)
E[(pnfupn.)*(plfupl)} o EL®n = ppn) (Pn — tpn) ]

Die Kovarianzmatrix C in Gl. (2.52) auf S. 36 gilt somit als unverzerrte (erwartungs-
treue) aber inkonsistente Schatzungen fur die theoretische Kovarianzmatrix in Gl. (2.53) auf
S. 37. Ersetzten wir in Gl. (2.52) auf S. 36 den Nenner m — 1 durch m, so erhalten wir
eine nicht-erwartungstreue (verzerrte) aber konsistente ML-Schatzung der Varianzen und
Kovarianzen. Dies ist in unseren Implementierungen leicht umschaltbar gemacht 5° 6,

Sei die SVD der zentrierten Datenmatrix in C™*"
Z,A=A=UZV", (2.54)

und die Kovarianzmatrix in C™**"

Ca=—A*A0 (2.55)
m
dann
1"*" 1"""**"""*
Ca = —A*A = —(OSV*(UEVH)
m m
_ Lysi (Spektralzerlegung)
m
Lsvy sv = 2 i* 51 (2.56)
= — = — V;V .
m m 7 Vivis

wobei ¥; die i-te Spalte der Matrix V und die Spektralzerlegung der Matrix C o mitenthal-
ten ist mit Eigenwerten gleich der quadratischen Singularwerte. Sei A vollranig. Die Inverse
der Kovarianzmatrix ist
-1
1 ~~2-~ 9~
Cpal= (—VEQV*> = m(VE2V*)_1
m

— mVS 2V*  (Spektralzerlegung)

~—1 ~

wy* T Ik . 1~~*
=m(X V(X V):ngﬁvivi. (2.57)

59Sjehe mat st at. ¢ - pB, nB3.c-pB, hyper.c-pB, ...

60Der Nenner m — 1 anstatt m bei Varianzschatzung kann folgendermaBen ausgelegt werden: Da der im Schatzer
benutzte Schatzmittelwert aus den m Eintradgen der Beobachtungen bereits eine Schatzung ist, bleiben uns nur noch
m — 1 Freiheitsgrade.

61F{ir kompakte Formulierung wird hier bei C o die Division durch m verwendet. Dies nennen wir die ML-
Schétzung der Kovarianzmatrix. Ist m durch m — 1 ersetzt, so ergibt sich erwartungstreue Version der Kovarianz-
schatzung.
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Daher sind die Kovarianzmatrix C 4 und ihre Inverse C ~* aus der SVD der zentrierten
Matrix A = Z,,A in den Singularwerten und rechten Singularvektoren bereits enthal-
ten. Desweiteren stellen die Singularwerte in 3 und die rechten Singularvektoren in V die
Spektralzerlegung der Matrix A*A bereit zur Verfiigung. Das hei}t, die Matrix V enthalt
als Spalten die Basen fir die Eigenraume der Matrix A*A. Vgl. Abb. 2.2 auf S. 20. Da
Ca € C™*" selbstadjungiert ist, ist sie normal, d.h., sie ist vertauschbar mit ihrer Adjun-
gierten. Da eine matrix in C™*™ genau dann unitér diagonalisierbar ist, wenn sie normal
ist, kbnnen wir immer eine Orthonormalbasis fiir C o finden, wo C 4 kanonisch eine dia-
gonale Form annimmt.

In (2.56) und (2.57) haben wir die Muster-Kovarianzmatrix anhand der Singularwertzer-
legung der zentrierten Datenmatrix A ausgedrickt. Dies heif3t praktisch, wenn die SVD der
zentrierten Datenmatrix bereits berechnet ist, ist die Kovarianzmatrix sofort verfugbar und
zwar nur von den Singulérwerten und die rechten Singuldrvektoren abhéngig. Oft haben wir
allerdings nur die Singularwertzerlegung der nicht-zentrierten Datenmatrix zur Verfligung.

Ist es moglich, daR wir die Kovarianzmatrix C anhand der SVD der nicht-
zentrierten Datenmarix ausdriicken?

Die Antwort lautet: Ja, und zwar mit Hilfe unseres zentrierenden Operators Z aus § 2.4.1
ab S. 29. Sei die SVD einer nicht-zentrierten Datenmatrix A = UXV*.

1
S m

1 1
= —VX(U*ZU)SV* = —VX(ZU)*(ZU)SV*
m m

1 .
Ca (ZA)*(ZA) = EA*ZA (Z Orthoprojektor)

= VECyZV*, wobei Cy= —(ZU)*(ZU). (2.58)

1
m
Zur ,Korrektur” brauchen wir also die Muster-Kovarianzmatrix Cy des linken Singulér-
faktors U im Vergleich mit GI. (2.56) auf S. 37. In anderen Worten, die Unzentriertheit der
Datenmatrix macht die Kovarianz auch vom linken Singulérfaktor U ahbangig und die Zen-
trierung wird bei U nachtraglich ausgefiihrt. Bei der Uberlegung vom Rang der Kovarianz
sei darauf geachtet, da? Cy nicht definitiv regular ist, obgleich U subunitar ist. Uber den
méglichen Rangabfall von Cy haben wir in § 2.4.1 ab S. 29 diskutiert. Sei A vollranig, so
haben wir aus (2.58)

Ca ' =m[(ZA)*(ZA)]™' = V(SCyZ) V™. (2.59)

2.4.3 Mahalanobis-Distanz via SVD

Nicht nur ist die Kovarianzmatrix bereits in der SVD der zentrierten Matrix vorhanden,
sondern auch die Mahalanobis-Distanzen.

Beobachtung 2.4.13 (Eigenbasis). Sei Datenmatrix A € C™*" und die SVD der zentrierten

Matrix A = ZA = UXV*. Seien a;, a;, u1; die Zeilenvektoren von A, A und U.
=UZV* = U(ZV*) = (UE)V*
A(ZVHTl (U%)=AV

ﬁi = 51-(2\7*)71 = (ai, - ﬁA)(iV*)il’ (260)
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sowie Gl. (2.56) auf S. 37 und GI. (2.57) auf S. 37.

Wir bezeichnen mit dy;(a;, f1 ) die Mahalanobis-Distanz zwischen dem Zeilenvek-
tor a; und dem Schwerpunkt i, beziiglich der Menge {a;, ..., a,,} aus der Datenmatrix
Gl. (2.40) auf S. 28. Sei das Produkt ZA vollranig, so erhalten wir durch Generalisierung
des metrischen Tensors G = C A ~! die quadratische Mahalanobis-Distanz

dur(ai, ia)® = (ai — 14)G(ai — f15)*
= (a; —114)Ca ™ (i — [1p)"
=35,Cp 'a;
= (;ZV*)Ca 1 (W EVH)*
= m ;). (2.61)

Bezeichnen wir mit d;;(a;, a;) die Distanz zwischen dem Vektor a; und a; unter der Ma-
halanobis-Metrik 62 beziiglich der Menge {a, . .., a,, }, so haben wir die quadratische Ma-
halanobis-Distanz

dy(ai,a;)? = (a; — a;)G a;)"
= (a; —a;)C (al —a;)"
=m(l; — ~J)(ut - ;)" (2.62)

Damit haben wir gesehen, wie die Mahalanobis-Distanzen der Zeilenvektoren a; von A in
Gl. (2.40) auf S. 28 bereits in der Matrix U vorhanden sind, falls die SVD der zentrierten
Matrix A = UXV* gegeben sei.

Bemerkung 2.4.14. Wir haben die Mahalanobis-Distanz zugunsten hdherer Generalitét in
C™ definieren kdnnen, weil die quadratische Form mit einem komplexen Vektor reell ist.

»Eigentlich® sind die Zeilenvektoren @;(i = 1,...,m) in U nichts anderes als die
originalen Zeilenvektoren &;(i = 1,...,m) in der Matrix A bezlglich der ,,guten* Ba-
sis, die durch ¥V* (Reguldritdt angenommen) gegeben ist. Das ist, die Basisvektoren
o;v;(j = 1,...,n) konstruieren genau die Eigenbasis mit der durch entsprechenden Sin-
gularwert gegebenen Skalierung. Die Singuldrwerte sind die L&ngen der Semiachsen des
modellierenden Ellipsoids wie bereits in (2.60), Beobachtung. 2.4.13 (S. 38) dargestellt
worden ist.

Es sei darauf hingewiesen, dal? die Distanzen davon unabhéngig sind, ob die SVD sor-
tiert % ist oder nicht. Aber eine Sortierung vertauscht die originalen Koordinaten der Punkte
in A und A, wenn wir die Zeilenvektoren a; bzw. a; als Punkte im n-Raum betrachten. Die
meisten SVD-Routinen liefern eine unsortierte \ersion der Zerlegung zuriick. Desweite-
ren merken wir uns, dafl die Mahalanobis-Metrik abhéngig ist von der Kovarianzmatrix in
Gl. (2.52) auf S. 36. Daher gibt es in der Praxis zwei Versionen der Mahalanobis-Metrik —
die eine mit erwartungstreuer aber inkonsistenter und die andere mit verzerrter aber kon-
sistenter Kovarianzschétzung. Solche Variation sind auch in unseren Implementierungen
leicht umschaltbar gemacht.

62Da der Kern bzw. das Radikal der Bilinearform im generellen nicht der Nullvektor ist, also kein linearer Teil-
raum, sprechen wir von der Mahalanobis-Metrik nur im Tangentialraum lokal zum Mittelwertvektor. Andererseits
kénnen wir die Mahalanobis-Metrik als eine affine Struktur Uber einem linearen Raum betrachten.

63Mit Sortierung der SVD meinen wir eine Sortierung nach den Sigularwerten (in R) in abnehmender Reihen-
folge, wobei sowohl die assoziierten linken als auch die rechten Singulérektoren mitsortiert werden.
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Wir kehren an dieser Stelle zurlick zur Frage auf Seite 28: ,,Wie sind U, X und V zu
interpretieren, wenn die zu zerlegende Matrix A MefRdaten enthalt?“. Die Antwort lautet,
kurz gefasst:

Die Singulérwertzerlegung transformiert die Daten in den euklidischen Raum
mit Mahalanobis-Metrik und présentiert als linke Singulérvektoren die trans-
formierten Daten, als Singulérwerte die Varianzen der entkoppelten Daten, und
als rechte Singuldrvektoren die Basis.

Wir bringen nun wie folgt die Begriffe SVD, Kovarianz, Eigenanalyse, und Mahalanobis-
Metrik in Verbindung, wahrend wir noch einmal der Beobachtung. 2.60 (S. 38) einen Blick
werfen.

SVD, Mahalanobis—Metrik und Gauszhe Verbunddict

10

8 .
6 B I R L h
- el v et .
2 5 s .Ib).:. o Jo
o B L o .
0 o ” N 'ﬁ‘“ L 7
. B L k] o o
2 : ) e > LI
B K o e & '’ o
4 : ( o % oot "K"'I(-' °
- / s~ J . i
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-10 i
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Abbildung 2.5: SVD, Mahalanobis-Metrik und Gaulische Verbunddichte sind eng mit einander ver-
koppelt. Hier wird die Form des euklidischen Raumes durch die konzentrischen Ellipsoide angedeutet.
Die Skalaren sind 1-, 2- und 3-Mal die entkoppelten Standardabweichung und die Singulérwerte sind
genau /m-Mal die maximierten Standardabweichungen.

Gegeben sei die SVD der zentrierten Datenmatrix aus Gl. (2.54) auf S. 37 A=
Z,A=UXV*,

1. Die SVD schétzt die Kovarianzmatrix und inverse Kovarianzmatrix je-
weils als (1/m)VE*V* und mVE “V* in GI. (2.56) auf S. 37 und
Gl. (2.57) auf S. 37.

2. Die SVD dekorreliert dann die n Zufallsvariablen bzw. die n Kanéle der
MeRdaten, indem sie die geschatzte Kovarianzmatrix diagonalisiert. Die-
se Dekorrelation erfolgt durch eine unitare Transformation V. In anderen
Worten, die SVD weift (whitens) die Daten in A auf UX, so daR die
Spalten in U auseinander entkoppelt sind. Die Kovarianzen zwischen
den neuen Variablen sind verschwunden und die Singularwerte haben nun
eine Interpretation von Standardabweichungen des unitér transformierten
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Zufallsvektor bis auf einen Faktor /m: ¢

{ o; = \/m x Standardabweichung(p;), (2.63)

o? = m x Varianz(p;),

i =

wobei p; (i = 1,...,n) die Zufallsvariablen aus Punkt 3 auf S. 29.

3. Die obengenannten transformierten Daten sind als Zeilenvektoren der Ma-
trix UX présentiert, d. h., die Zeilenvektoren

[aluﬂ,aguig,...,anum] (Z: 1,...,m). (264)

4. Die entkoppelten und standardisierten Daten sind als Zeilenvektoren der
Matrix U prasentiert. Der Vektor @ sind also die in der Statistik soge-
nannten standardisierten Zufallsvektor, der eine Einheitsvarianz besitzt.
Die Koordinaten sind nun XV* und die Vektoren u; erhalten somit eine
Einheit bzw. Skala von einer Standardabweichung. Die Zufallsvektoren
; sind nun namlich unter der Basis £ V* hypersphérisch verteilt.

5. Die Mahalanobis-Distanzen sind explizit in U durch die SVD prasen-
tiert. Sie sind nach GI. (2.61) auf S. 39 und Gl. (2.62) auf S. 39 aus U
unmittelbar zu erhalten. Dies ermdglicht die viel bequemere Interpreta-
tion der Mahalanobis-Distanz wie folgt. Die quadratische Mahalanobis-
Distanz ist nichts anderes als die tbliche Distanz der originalen Daten
a; bzw. a; zum Schwerpunkt i, unter der standardisierten Eigenbasis

(1/y/m)EV*.

2.4.4 Kovarianz, Mahalanobis-Metrik und GauRverteilung

Wie bereits in Gl. (2.53) auf S. 37 definiert weist der Begriff Kovarianzmatrix einen stocha-
stischen Charakter auf. Wir untersuchen nun die Zusammenhange unter Kovarianzmatrix,
Mahalanobis-Metrik, SVD, und die wichtigste Verteilung — GauBverteilung. Wir verdeutli-
chen,

1. wie das Exponentialteil der GauBverteilung, (x — 1) /o in Gl. (2.67) auf S. 43 eigent-
lich als Mahalanobis-Distanz zu verstehen ist;

2. wie die Mahalanobis-Distanz die invariante ,,Einheit“ der Standardabweichung ge-
winnt;

3. wie die SVD als Schatzer fur die n-dimensionale GauRsche Verbunddichtefunktion
anzuwenden ist.

64 Wir haben deswegen das Symbol o sowohl statistisch fiir die Varianz als auch algebraisch fiir die Singulér-
werte einer SVD verwendet, weil die quadratischen Singularwerte bis auf einen Faktor m genau die Varianzen

sind von den transformierten Daten. Sei unsortierte SVD A = (UX)V*, dann die Kovarianzmatrix C ' der
transformierten Daten bezuglich der Basis V ist
Ca’ = (1/m)(U%)*(UE)
= (1/m)ECOE = 1/m)S’

= diag(c?/m, U%/m§~"7UT2L/m)‘



42 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Die 0. g. Punkte werden auf einmal deutlich, wenn wir die Dichtefunktion in n-dimensionalen
Raum anschauen. %

Ein stochastischer Prozess x(¢) heiflt GauBsch, wenn die Zufallsvariablen x(¢1), x(t2),
..., X(tg) fur jede & € N und alle Mengen {¢1,ts,. .., } verbund-GauBsch verteilt ist
[Lathi, 1968, p. 205].

Wir wéhlen & = n fiir eine Menge von n Abtastungen der Musterfunktion x(¢,t) zu
den Zeitpunkten {¢1, t2, ..., t,} und wiederholen m Male das Experiment des GauRschen
Prozesses. So, erhalten wir eine m x n Datemmatrix A in Gl. (2.40) auf S. 28, wobei
jede Zeile z(¢;,t;),5 = 1,...,n eine Musterfunktion von (; zu den Zeiten {¢1,...,t,}
abtastet und jede Spalte =((;,t;),% = 1,...,m Beobachtungen zu dem festen Zeitpunkt ¢;
verschiedenen Musterfunktionen darstellen 0

(G t1)  x(Ci,t2) - z(C1,tn) a;
r(Cart1)  w(Ca,t2) - z(Ca,tn) ay
x(C3,t1)  x((3,t2) x((3,tn) a3
(Cart1)  x(Cart2) 2(Cartn) ay
A= 2(C,t1) (G ta) z(Cs,tn) = a5 |- (2.65)
x(Ce,t1)  x(Cest2) z(Ce,tn) ag
L $(<m7t1) m(CmatQ) e ‘T(C’mntn) dmxn L am a

Sei Zufallsvektor x = a! aus Gl. (2.40) auf S. 28, mit VerbundgauBverteilung

l‘(tl) X1
l‘(t2) X9

X = ) = | . xeC"
x(tn) Xn

dann 146t sich der Gaul3sche Prozef3 vollstandig durch den Mittelvektor ., und die Kovari-
anzmatrix Cp in Gl. (2.52) auf S. 36 und GI. (2.53) auf S. 37 beschreiben, ob der Gausche
ProzeR stationér oder nicht [Lathi, 1968, p. 206]. Die multivariate Verbunddichte f(x) laRt
sich bezuglich des Zufallsvektors x, der theoretischen Kovarianzmatrix C GI. (2.53) auf
S. 37 und des Mittelwertvektors p, wie folgt schreiben:

fx) = mexp [—%(x — By) ' CTH (x — ux)}
= <d§;;nl ) v exp {—%(x — ) *C T (x — Nx)}
det C—1

e |k ) O x|

-1
- ,/dgf)n exp [—%cﬂmx, ux)} 7 (2.66)
[ [ se=1,
(Cn

65[Lathi, 1968, p. 110, p. 147 (2-135), p. 151 (2-140), pp. 205-207 Gaussian Random Process]
66 Ahnlich wie das Bild in [Lathi, 1968, Fig. 3-1, p. 160]

mit
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wobei p,. der Mittelwertvektor und C die theoretische Kovarianzmatrix sind. Man merke,
daB die Form der quadratischen Mahalanobis Distanze erscheint im exponentialen Teil der
Dichtekunktion f(x) in Gl. (2.66) auf S. 42. Die beiden in Gl. (2.66) auf S. 42 (ind gleich,
dadet ™ Ca = det Co ', wenn C 4 regulr ist. Ersetzen wir C 5 durch o, ., durch g in
Gl. (2.66) auf S. 42 fiir 1-dimensionalen Fall, so erhalten wir die auf der 10-Mark-Banknote
sehr schon gedruckte Kurve von Carl Friederich Gaul3 (1777-1855)

f(z) = ——exp H (““ﬂ. (2.67)

ovV2r o

Sei die SVD der zentrierten Matrix aus Gl. (2.54) auf S. 37
A=7,A=U%V" (2.54)

dann ist die Determinante der geschatzten Kovarianzmatrix

1 ~ -9~
det Cp = det (VE2V*>
m—1

_ (%) " det(V) det(8) det (V)

e
= <ﬁ) (det )2,
und
det(Ca ') = (det Co) 7t = (m — 1)"(det )72, (2.68)

Somit wird die geschatzte Gaullsche Verbunddichte von Gl. (2.66) auf S. 42 beziiglich
der SVD Gl. (2.54) auf S. 37

o) = | 22— [ St )|

= Dr(det )2 1,
—\/ B - gt )

-n/2
1 27 1
= _ ——d2,(x, 0

det 3 <m_ 1) exp |: 9 Z\/I(Xv ll’x):|

—n/2
() e ) VE TV -] @69

T dets \m—1
(2.69) ist eine allgemeine Form der geschatzten Gaulischen Verbunddichte beziiglich belie-
bigen Zufallsvektors x. Wir haben die geschétzte Dichte f(x) allerdings bereits an den m
Punkten a; der Datenmatrix A evaluiert, falls Gl. (2.54) auf S. 37 berechnet worden ist. Aus
Gl. (2.61) auf S. 39 ergibt

~ 1 m—1\" 1 ~
Flad = s/ () o |- 5hutaniia)

1 <m—1)" [ 1( 1) @ ~*}
= = exp |[—z(m—1)u; u;
det 3 o P15

—n/2
1 2m 1 s
RS <m—1> exp [—§(m—1) ; ui} . (2.70)
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Seien s1,..., s, die Standardabweichungen der entkoppelten Zufallsvariablen, d. h., der
Spalten der Matrix UX. Da o; = v/m — 1s; aus GI. (2.63) auf S. 41, wobei o; Singular-
werte aus X sind, dann 188t sich (2.70) wie folgt vereinfachen:

J/C\(ai)

Il
—
)
2
3
~
()
&
N
o
]
e}
|
|
|
—_
N~—
=1}
=1}
S x
| I

(2.71)

Il
N
—

&

@ N
3 |

~_—
I

[©]

o]

ol

|

|

3

|

=

£

s

S-%
—_

2.4.5 Regularisierte Mahalanobis-Distanz via SVD

Die Mahalanobis-Distanz d; (x,y) zweier Vektoren x,y € C™ ist eine quadratische Form
C"—R

x—y,x—y)— (x—y)'Gx-y), (2.72)

wobei der metrische Tensor G der inversen Kovarianzmatrix C o ~* entnommen ist, bezug-
lich einer bestimmten Menge der Vektoren in C™. Es la6t sich ohne weiteres zeigen, dal}

solche den Axiomen einer Metrik & geniigt. Wir sprechen von einer Mahalanobis-Metrik
68

Diese Definition der Mahalanobis-Metrik setzt selbstverstandlich die Invertierbarkeit
der Kovarianzmatrix C 5 voraus. In der Praxis kann es oft passieren, daf die Kovarianzma-
trix C 4 in Gl. (2.52) auf S. 36 singuldr wird, wenn die Datenmatrix A in Gl. (2.40) auf S. 28
rang-deffizient ist. Selbst wenn die Datenmatrix A vollrangig ist, kann die Kovarianzma-
trix Ca sogar nach Gl. (2.47) auf S. 33 in § 2.4.1 singul&r sein, wenn alle Zeilenvektoren
a,; genau auf einem affinen Teilraum der Dimension kleiner als n lagen. Desweiteren ist
nicht nur die Singularitit der Kovarianzmatrix C das einzige Problem, sondern auch die
Kondition «,(Ca ) der zu invertierenden Kovarianzmatrix C eine wichtige Rolle in der
numerischen Praxis spielt. Die Invertierung schlecht-konditionierter Matrizen fihrt oft zu
numerischer Instabilitat. Im extremen Falle begegnet man z. B. einer Matrix wie die folgen-

67 Sei M eine Menge. Eine Metrik auf M ist eine Abbildung d : M x M +— R, so daR fir alle z,y € M,
gilt
1. d(z,y) > 0undd(z,y) =0 < z =1y (Positiv-Definitheit),
2. d(z,y) =d(y, ) (Symmetrie),
3. d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).

Ein linearer Raum mit einer Metrik heiflt metrischer Raum. Ein metrischer Raum heift vollstandig, wenn jede
Cauchy-Folge kovergent ist.
88 Ein linearer Raum V mit einem Funktional ||x|| heiRt normierter Raum, wenn fir alle x,y € V und a € C
gilt
L x| >0,]|x|| =0 < x=0,
2. x| = |af - [[x]],
3 x4yl < lIxll + Iyl

Eine Uberfilhrung vom normierten Raum zum Raum mit Skalarprodukt ( , ) ist durch Polarisierung méglich. Sei
%,y im linearen Raum mit || - || Uber K, dann gilt

/4(llx +y|I> = [Ix =y falls K = R
y) = 2.73
(y) { 1/4(]x + ylI? = [Ix — y[|? +1llx + ]| — ol x —2y]|?) fallsK =C @2.73)
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de 8 x 8 symmetrische, singuldre Rosser’sche Matrix vom Rang 7 [Rosser et al., 1951]

611 196 —192 407 -8 =52 49 29
196 899 113 —-192 71 —43 -8 —44
—192 117 900 196 61 49 8 52
407 —192 196 611 8 44 59  —23
A= -8 —T1 61 8 411 =599 208 208 |- (2.74)
—52 —43 49 44 —599 411 208 208
—49 -8 8 59 208 208 99 911
29 44 52 =23 208 208 —911 99 |

Der Autor kennt keine einzige Routine (bis auf SVD) flrs Invertieren, die die Singularitét
der Matrix detektiert (unter Standard-Gleitkommazahlen der Ublichen Prazision ,,IEEE-754
double” [IEEE, 1985]) €.

Die Aufgabe, Mahalanobis-Distanz zu berechnen, wird in solchen Fallen inkorrekt bzw.
schlecht-gestellt [Hadamard, 1923]. Wir suchen also eine robustere Erweiterung der Maha-
lanobis-Distanz, die den Schwierigkeiten:

1. die Mahalanobis-Distanz ist nicht erklart im Falle einer singuldaren Kova-
rianzmatrix, und

2. die Berechnung der Mahalanobis-Distanz kann bei schlecht-konditionier-
ten Kovarianzmatrizen numerisch instabil sein,

umgeht. Wie wir sehen werden, die Antwort beinhaltet die Singularwertzerlegung als der
Schlissel zur Lésung.

Die Gewinnung des metrischen Tensors G in Gl. (2.61) auf S. 39 und Gl. (2.62) auf
S. 39 durch Invertierung der Kovarianzmatrix C verlait sich auf die Spektraleigenschaft
[Ben-Israel und Greville, 1974, pp. 166-169] [Campbell und Meyer, 1979, p. 74] der Ma-
trizeninversion. Das bedeutet: sei A € C ein Eigenwert und x € C" ein Eigenvektor der
quadratischen Matrix A € C"*", so gilt

Ax =X x <= A 'x=)"'x (2.75)

Diese Eigenschaft garantiert im tbrigen die Erhaltung der Positiv-Definitheit der Matrix A,
wenn sie so ist, was man fiir eine Metrik braucht.

Far singulare quadratische Matrizen A suchen wir nun eine eindeutige, generalisierte
Inverse, die diese Spektraleigenschaft Gl. (2.75) auf S. 45 besitzt. Sie sind als Spektralin-
versen bezeichnet [Rao und Mitra, 1971] [Boullion und Odell, 1971, p. 20] [Ben-Israel und
Greville, 1974, pp. 159-161] [Campbell und Meyer, 1979].

Die einem sofort einfallende, und eindeutige Moore-Penrose-Inverse A jedoch erfiillt
im allgemeinen die GI. (2.75) auf S. 45 nicht. Die Gruppeninverse A# 0 erfllt zwar diese
Bedingung, aber sie existiert nur wenn R(A) und A/(A) komplementdre Teilrdume sind.

89Djeses Beispiel ist hier angefiihrt, um die Nicht-Trivialitat der numerischen Realisierungen zu betonen. Alle,
die dran zweifeln, sollten sich trotz des durchaus harmlosen Aussehens einmal die Inverse oder die Determinan-
te der Matrix berechnen lassen. Es sei darauf aufmerksam gemacht, daB lockere Implementierung und Kontrolle
sowie indifferente Mentalitat diesgegeniber zu Katastrophen fuhren kénnen. Der Absturz der européischen Rake-
te, Ariane 5, am 4. Juni, 1996 fing mit einem Konvertierungsproblem von 64-Bit-Gleitkommazahlen auf 16-Bit-
Integer an und endete mit ratloser Ziindung der Selbstvernichtung. [Lions, 1996] [Le Lann, 1997].

O[Ben-Israel und Greville, 1974, pp. 162-164, 166-169] [Campbell und Meyer, 1979, p. 129]
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Uns bleibt nur noch die eindeutige Drazin-Inverse AP ™, bzw. ,,vertauschbare Pseudoin-
verse* (commuting inverse) "2, die bei allen Matrizen existiert und die Spektraleigenschaft
Gl. (2.75) auf S. 45 aufweist 7® . Gliicklicherweise ist unsere Anwendung der Drazin-Inver-
se auf die selbstadjungierten Matrizen eingeschrénkt. Die Matrizen dieser Kategorie fallen
in die Klasse von den sogenanten EP-Matrizen. Und bei dem EP-Matrizen fallen die Moo-
re-Penrose-Inverse, die Gruppeninversen und die Drazin-Inverse " zusammen. [Ben-Israel
und Greville, 1974, p. 164, Theorem 3] Wir kdnnen also in unserer Aufgabe die Moore-
Penrose-Inverse das Problem lI6sen, denn sei A € C™*", A ist genau dann EP, wenn "

(Ax = \x <= ATx = \lx). (2.76)

Hinzu kommt, daR sich die Moore-Penrose-Inverse durch die SVD berechnen 1aRt, wobei
eine Regularisierung der schlechten Kondition der Inversion &ulerst giinstig vorzunehmen
ist.

Definition 2.4.15 (Regularisierte Mahalanobis-Distanz). Wir defininieren die regulari-
sierte Mahalanobis-Distanz dy;(x,y) € R zweier Vektoren x,y € C™ beziiglich einer
bestimmten Menge der Vektoren in C™ durch

dyi(x,y) = (x—y)"Cal(x—y) =m i A, (2.77)

wobei die Regularisierung operativ in der Berechnung der Moore-Penrose-Inversen enthal-
ten ist, wie bereits in § 2.4.2 diskutiert worden ist. (Cf. schur2.c -pm natstat. c
- mpBund nahr . m

Die Zeilenvektoren s, und ¢a; in Gl. (2.77) auf S. 46 sind dieselben aus Gl. (2.62)
auf S. 39 in § 2.4.3 bis auf einen adjustierbaren numerischen Rang r, ab den die SVD
abgeschnitten wird und die entsprechenden Singulérvektoren (ergo Komponenten in ;)
auf Null gesetzt werden. Fur die regularisierte Mahalanobis-Distanz zwischen einem Vektor
a; und dem Schwerpunkt 1z, heift das aus GI. (2.61) auf S. 39

7dM2(ai,ﬁA) =m tﬁi tﬁ;k =m Zﬁfj (278)
j=1

Wir wollen nun die Plausibilitat der regularisierten Mahalanobis-Distanz in GI. (2.77)
auf S. 46 im pathologischen Falle inspezieren, wenn die Kovarianzmatrix C 5 singulér wa-
re. Dies ist gerade bei uns interessant, denn ein Hyperkreis (Def. 2.4.17 auf S. 49) in U™

71[Ben-Israel und Greville, 1974, pp. 169-175] [Campbell und Meyer, 1975] [Cline, 1979, pp. 57-62] [Wilkin-
son, 1979] [Higham und Knight, 1993] [Meyer, 2000, p. 399]

72[Rao und Mitra, 1971, pp. 95-97] [Pringle und Rayner, 1971, pp. 19-22]

73Siehe gi nv. ¢ - D2 und - D1 via core-nilpotent-decomposition [Meyer, 2000, pp. 397-399] und SVD bzw.
RREF (reduced row echelon form bzw. reduzierte Zeilenstufenform). Fur weitere Mdglichkeit der Implementierung
solcher Inversen, siehe z. B. [Campbell und Meyer, 1979, pp. 125-127].

740bwohl die Drazin-Inverse zum diesem Zweck im letzten nicht gebraucht werden muB, war eine praktische
Untersuchung ihrer Eigenschaften notwendig. Sie ist deswegen auch im Projekt implementiert worden. (Siehe
ginv.c-D1)

SFiir einen Beweis siche [Campbell und Meyer, 1979, p. 75, Theorem 4.3.2].
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6 TTliegt immer auf einem affinen Teilraum von Dimension n — 1. Jede Realisierung bzw.
Abtastung eines Hyperkreises (Def. 2.4.17 auf S. 49), wenn ungestort, ergibt nach GI. (2.47)
auf S. 33 in § 2.4.1 eine singulére Kovarianzmatrix. Da sich die Hyperkreise héherer Di-
mension nur schwierig visualisieren lassen, wenn nicht unmaglich, ist ein Funktional auf
den Grundkdérper mit charakterisierenden Eigenschaften einer Punktmenge wie die Maha-
lanobis-Distanz zur Untersuchung &uferst hilfreich.

Mit Mahalanobis-Distanz drehen und skalieren wir die Koordinaten je nach der durch
ein Hyperellipsoid modellierten Streuung der Daten, so daf} die Verteilung der Daten spha-
risch wird im Bezug auf diesem (orthogonalen) Koordinatensystem. Dies macht die ,,Ein-
heit“ der Distanz gleich der Standardabweichung und unabhanigig von den originalen Ein-
heiten.

Bei verschwindender Variation der Daten in einer Richtung bricht das Hyperellipsoid
in dieser Dimension zusammen. Die dazu gehoérige Skala werden ,,unendlich dicht“. Die
resultierenden Koordinaten werden numerisch instabil werden wegen begrenzter Darstel-
lungsprazision, selbst wenn sie nicht unendlich gro werden. Die Strategie ist nun eine

8 Ein n-dimensionaler euklidischer Raum £ ist ein linearer Raum V ber R mit Skalarprodukt, das heift,
ein Vektorraum mit zusatzlicher geometrischer Struktur, der Form des Raumes, mit der wir von einer Lange des
Vektors oder einem Winkel zwischen zwei Vektoren oder berhaupt vom Begriff Orthogonalitét sprechen kdnnen.
Diese geometrische Struktur ist eine symmetrische, positiv-definite Bilinearform (u,v) : ¥V x V +— R, mit den
Axiomen

1. (u,v) = (v,u) € R, (Symmetrie)

2. (u,u) >0, (u,u)=0 <= u=0 (positivdefinite quadratische Form)

3. (u,av + Bw) = a(u,v) + B(u,w), (Bilinearform)
fur alle u,v,w € Vund o, 8 € R. Alle Bilinearformen, die die Axiome genligen, dirfen als das Skalarprodukt
auserkoren werden. Aus 1. folgt, daB 3. auch in der ersten Variablen linear ist. Nach Einfiihrung einer Basis gentigt
den Axiomen die Form u” Av mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix A € R™*™. [Shilov, 1971,
pp 215 216] [Kaplansky, 1974, pp. 1-5] [Kostrikin und Manin, 1989, p. 117] FuRnote 77 auf S. 47

Ein n-dimensionaler unitarer Raum /™ ist ein linearer Raum V lber C mit Skalarprodukt (u, v), so daf

furalle u,v,w € Vund o, 8 € C, gilt:

1. (u,v) = (v,u) € C, (konjugiert symmetrisch, nicht kommutativ!)

2. (u,u) >0, (u,u)=0 <= u=0 (positivdefinite quadratische Form)

3. (u,av + pw) = a(u,v) + B(u,w), (,Physiker-Sesquilinearform*)
Ein vollstandiger unitarer Raum heift Hilbertraum [Kantorowitsch und Akilow, 1978, p. 65]. Aus 1. folgt, daf die
quadratische Form in 2. reell ist. Diese geometrische Struktur heif’t positiv definite hermitesche Sesquilinearform.
Dadurch wird eine Norm |[u|| = /(u, u) FuBnote 68 auf S. 44 induziert. Die Norm induziert wiederum eine
Metrik d(u,v) = ||(u — v)|| FuBnote 67 auf S. 44. Damit ist der Raum zugleich mit einer Metrik ausgestat-
tet. Nach Einflhrung einer Basis gentgt den Axiomen die Form u* A v mit einer hermiteschen, positiv definiten
Matrix A € C™>™, Wir tibernehmen die ,,Physiker-Konvention* bzw. ,,Numeriker-Konvention®, daB die Sesqui-
lineareform in der zweiter Variablen linear und in der ersten konjugiert linear seien. Wir schreiben und berechnen
namlich ein komplexes Skalarprodukt durch u*v, indem wir die Vektoren als Spalten-Matrizen formulieren. NB.
Wir haben Erfolg bei Erweiterung des Begriffs Lange des Vektors auf komplexe Raume, denn die quadratische
Form in 2. ist stets reell. Dennoch begegnen wir Schwierigkeiten beim Begriff ,,Winkel“, weil das Skalarprodukt
incos 0 = (u,v)/+/(u,u)(v, v) im generellen komplex ist. Bei Bedarf kann der Betrag am Zahler genommen
werden, denn |(u, v)| < /(u,u)(v, v). Dennoch ist solcher keine plausibler Erweiterung des Winkels im eu-
klidischen Raum auf unitaren Raum. Eine plausible Erweiterung des Begriffs Winkel auf unitdren Raum zwischen
zwei komplexen Vektoren solle, meiner Ansicht nach, das geometrische Verhéltnis zwischen zwei komplexen Vek-
toren vollstandig beschreiben, wie es im euklidischen Raum der Fall ist. Dies kdnne Erfolg haben, indem man das
Verhaltnis zwischen zwei 2-dimensionalen Teilraumen im euklidischen Raum betrachte. Der Begriff Orthogo-
nalitat zweier komplexen Vektoren u, v ist zwar durch (u,v) = 0 wohl-definiert, die Interpretation derer sei
plausibler mittels Verhaltnisses zwischen zwei 2-dimensionalen Teilrdumen im euklidischen Raum. [Davis, 1958]
(im Hilbert-Raum) [Davis und Kahan, 1970] (im Hilbert-Raum) [Shilov, 1971, pp. 244-245,p. 373] [Hohn, 1973,
p. 373] [Golub und Van Loan, 1983, pp. 20-24] [Golub und Van Loan, 1983, pp. 425-431] [Vandewalle und De
Moor, 1988, p. 56] [Ipsen und Meyer, 1995] [Suschowk, 1956 (1957] [Zassenhaus, 1964] [Wedin, 1982] [Ritov,
1992] [Golub und Van Loan, 1996, pp. 603—-604] [Stewart, 1998, pp. 74-76] [Stewart, 1999, pp. 7-8] [Meyer,
2000, pp. 450-459]

[Chen, 2001] FuBnote 76 auf S. 47




48 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

regularisierte Metrik benutzen, die die Messung in dieser ,,defekten* Dimension einfach
»ignorieren®. Mit ,ignorieren* meinen wir das Nullieren der Beitrdge der Koordinaten in
dieser Richtung zur Distanz uberhaupt. Dieser regularisierte metrische Tensor bekommen
wir als die Moore-Penrose-Pseudoinverse der rangdeffizienten Kovarianzmatrix.

Die (eindeutige) Moore-Penrose-Inverse einer beliebigen Matrix in C™*™ wird oft nu-
merisch durch die Singul&rwertzerlegung berechnet werden. Ein begleitender Vorteil bei der
SVD ist, daB die Anwendung der SVD fast ,.idiotensicher” ist hinsichtlicher der numeri-
schen Stabilitét. Dies gilt auch in der Situation, wo das Hyperellipsoid in gewisser Richtung
ziemlich ,,flach* wird.

Die Psdeudoinverse, andererseits, resultiert in eine gleichrangige Matrix mit invertierten
Eigenwerten (im Falle der reellen symmetrischen Kovarianz), wenn die zu Invertierenden
(numerisch) singulér wird. Die originalen Null-Eigenwerte bleiben unverandert. In diesem
Fall bleiben die Skalierung in den Richtungen der von Null verschiedenen Eigenwerte un-
verandert wahrend die Skalierung in den Richtungen der verschwundenen Eigenwerte ,,un-
endlich grob* gemacht wird, so dal? der Anteil eines Punktes in diesen Richtungen tragt zur
regularisierten Mahalanobis-Distanz nichts bei. Das heif3, die Variation der Daten in diesen
Richtungen hat keinen Einflul auf die regularisierte Mahalanobis-Distanz.

Beispiel 2.4.16. Seien 4 x 3 Datenmatrix und ihre Zentrierte

6 2 3 5 0 0
4 2 3 - -5 0 0
A=l 7 3 A=ZA=14 5
1 -3 3 0 -5 0

Dies ist eine gleichméaRige 4-punkt-Abtastung eines 1-Hyperkreises (Def. 2.4.17 auf S. 49)
mit Normalvektor n = [0 0 1], Zentrum z = [ 1 2 3] und Radius » = 5 (hyper. ¢ - c).
Der 1-Hyperkreis entpricht einem Ublichen Kreis in £3. Es sei beachtet, daB rank A = 3,
und die eigentliche Dimension der Daten-Dynamik, rank A = 2, wird erst durch das Zen-
trieren vom Projektor Z4 auf den AC-Teilraum, span{n}~, zum Vorschein gebracht. Die
Punkte (Zeilenvektoren der Matrix A) liegen namlich alle in einem 2-dimensionalen affi-
nen Teilraum. Die ML-Schétzung der Kovarianzmatrix ist eine 3 x 3 rang-2 symmetrische
Matrix

.. 125 0 0
Ca= AA=|0 125 0],
0 0 0

welche mit der theoretischen Kovarianzmatrix Gbereinstimmt mit
trCa = 12 =52
und
HCA”Q = trCA/(n — 1) = trCA/(3 - 1) =12.5

Wir merken, daB C 4 ist nur semidefinit (mit zweifachem 12.5 und einem Null-Eigenwert).
Da Ca nicht invertiertbar ist, ist die Mahalanobis-Distanz undefiniert. Unsere regulari-
sierte Mahalanobis-Distanz nimmt als ,,Metrik“ die rang-2 symmetrische Moore-Penrose
Pseudoinverse
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mit A\; = A2 = 0.8 und A3 = 0 als Eigenwerte. Die regularisierte Mahalanobis-Distanz M,
von einem Punkt zum Zentrum

Ay (P =(500)) =2
dar(Py = (600)) = 1.697056 > v/2
A (Ps=(501)) =2
A (Py = (601)) = 1.697056 > /2.

Py liegt im Hyperkreis (Def. 2.4.17 auf S. 49) und hat eine regularisierte Mahalanobis-
Distanz v/n — 1 = v/2.

P5 ist in die Richtung der Hyperebene leicht von dem Hyperkreis entfernt und hat eine
Mahalanobis-Distanz groRer als die des P .

P3 isvon P; aus in die Richtung des Null-Eigenwertes verschoben und hat eine regu-
larisierte Mahalanobis-Distanz gleich der der orthogonalen Projektion (P;) auf der Hyper-
ebene.

Py ist vom P, verschoben sowohl in die Richtung der Hyperebene als auch in die Rich-
tung des Nullraums der C'. In diesem Fall hat der Anteil in der letzteren Richtung keinen
Beitrag zu der Distanzmessung.

Anschaulich gedacht, besteht unsere Regularisierung darin, die (linearen) Beitrége der
Mahalanobis-Distanz im Nullraum der Kovarianzmatrix zu ignorieren, da eine Messung
der Distanz in solchem nicht mdglich ist. In anderen Worten, unsere regularisierte Distanz
macht keinen Unterschied der Messungen zwischen einem Hyperkreis und einem Hyperzy-
linder.

2.4.6 Hyperkreis und Regularisierte Mahalanobis-Distanz

Definition 2.4.17 (Hyperkreis). Ein Hyperkreis in /™ ist eine nicht ausgeartetete Schnitt-
menge einer Hyperebene und einer Hypersphére. Das Normal bzw. der Richtungsteilraum
des Hyperkreises ist das Normal bzw. Richtungsteilraum der Hyperebene. Das Zentrum
bzw, der Radius des Hyperkreises das Zentrum bzw, der Radius der Hypersphéare. Da ein
Hyperkreis eine (n — 2)-dimensionale Mannigfaltigkeit in 24" ist, bezeichnen wir mit X2
die Menge aller (n. — 2)-Hyperkreise in ™.

Ein Hyperkreis ist also durch ein Zentrum z € U™, einen Radius » € R, und einen
Richtungsteilraum P C U™ bzw. ein Normal n € U™ zu bestimmen.

Beispiel 2.4.18. In £2 mit Standard-Skalarprodukt ist ein 1-Hyperkreis in ! ein gew6hn-
licher Kreis, der im Raum schwebt, Cf. Abb. 2.6 auf S. 51. Der Richtungsteilraum P von
einem 1-Hyperkreis in X! ist eine 2-dimensionale Ebene durch den ,,Ursprung“. Auf dem
Papier, bzw. in £2 ist ein 0-Hyperkreis in K bloR eine Menge von zwei Punkten mit null
Freiheitsgrad. Note bene! Ein Kreis auf dem Papier, £2, ist kein Hyperkreis, sondern eine 1-
Hypersphare in ST C £2. Die Bezeichnungen sind der topologischen Konvention konform.

Die Visualisierung eines Hyperkreises, einer (n — 2)-Mannigfaltigkeit, in hoherer Di-
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mension ist schwierig, wenn nicht unmaoglich 8. Um rechnerisch mit dem Begriff Hyper-
kreis auseinandersetzen zu konnen, brauchen wir konkrete Abtastungen der Hyperkreise.
Wir prasentieren wie folgt einen Erzeugungsalgorithmus mit statistisch gleichverteilten Ab-
tastpunkten auf einem (n — 2)-Hyperkreis C £™.

Algorithmus 2.4.19 (Erzeugung des Hyperkreises). Sei ein Hyperkreis K € K"~2 mit
Radius » € R, Normal n € R", Zentrum z € R™. Die folgenden Schritte generieren gleich
verteilte Zufallspunkte k € K:

1. Erzeuge a; € R",i=1,...,n — 1,50 dal

span{ aj,as,...,a,_1 r =span{ n }L , o ajaj = 0y, (2.79)

2. Erzeuge neue Zahl g; e R,i =1,...,n — 1, sodal}

gi~N(0,1), E[g:]=0, E[gigj]= i, (2.80)

3. Berechne neuen Vektor b € span { n }* durch
n—1
b=>gaj, (2.81)
j=1

4. Berechne neuen Vektor k € K durch

k=c+r (2.82)

b
Vb*b’
5. Wiederhole (2) bis (4) fur die gewiinschte Anzahl der Punkte.

Bemerkung 2.4.20 (Erzeugung des Hyperkreises). G. W. Brown hat 1956 zuerst eine Me-
thode zur Erzeugung gleich verteilter Zufallspunkte auf einer Sphére veroffentlicht [Brown,
1956] [Knuth, 1981, 1969, pp. 130-131]. Der Algorithmus 2.4.19 (S. 50) ist von Brown-
scher Methode abgeleitet und in ghyper - ¢ implementiert worden. Siehe Abb. 2.6 auf
S. 51 fur eine Visualisierung des Hyperkreises in ! und K2. Ein Hyperkreis in XY be-
steht nur aus zwei Punkten. Ein Kreis auf dem Papier, £2, ist kein Hyperkreis, sondern eine
1-Hypersphére.

Da bei uns ein Hyperkreis htherer Dimension nur durch den Algorithmus 2.4.19 (S. 50)
per Zufallspunkte realisiert werden kann, beweisen wir in diesem Abschnitt einige hilfreiche
Korollare tiber ihre statistischen Eigenschaften und Mahalanobis-Distanzen.

Lemma 2.4.21 (Kovarianzmatrix der Hypersphare). Sei gleich verteilter Zufallsvektor
x € U™ auf einer (n — 1)-sphare € S"~! c U™ mit Radius » € R und beliebigem Zentrum
z € U™, dann ist die Kovarianzmatrix aus Gl. (2.53) auf S. 37

2
Csn-1 =E[(x—2)(x—2)"] = EI' (2.83)

8Die folgenden Monographien werden uns bei der mentalen sowie evtl. physikalischen Visualisierung der hé-
heren dimensionalen Gebilde sicherlich weiter helfen: [Abbott, 1952; Abbott und Buck, 1990] [Du Val, 1964]
[Weeks, 1985] [Coxeter, 1973] [Altmann, 1986] [Rucker, 1987] [Banchoff, 1990]
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Verrauschter 1-Hyperkreis in £3 und Projektionen Projektionen verrauschten 2-Hyperkreises in £

Projektion auf x=0 + Projektion auf y=0

Projektion auf z=0 » Projektion auf t=0
Projektiomayf t=0
Projektion ayf y-z
Projektion ayf x-z
Projektion ayf x-y

20 20 52 35 (a)

(b)

Abbildung 2.6: Visualisierung des Hyperkreises durch Projektionen. (a) Projektionen eines 1-
Hyperkreises in £ auf £2 mit Radius = 5, Anzahl = 128, Zentrum = [10 10 30], Normal
= [111],0 = 0.5. (b) Projektionen eines 2-Hyperkreises in £* auf £* und £2 mit Radius = 5,
Anzahl = 1024, Zentrum = [10 20 30 40], Normal = [1 1 1 1],¢0 = 0.2 (via ghyper. c- ¢ und
gaussi an. c).

Beweis. Sei Zufallsvektor x = [x1z5 - - -z, gleich verteilt auf einer (n — 1)-Sphare mit
Radius r und Zentrum z = [212 - - - 2,7 mit

(z1 — 2’1)2 +o At (T, — Zn)2 =72, (2.84)
Da x gegen das Zentrum isotropisch ist, ist der Erwatungswert einzelnen Komponenten
E[$1—Z1]:"':E[$n—2n]:0. (285)

und
E[(xlle)z]:"':E[(xnfzn)Q]- (286)

Da x konstante Lange von r besitzt, haben wir
E[(xfz)T(xfz)] :E[(zlfz1)2+~~-+(xnfzn)2} :E[’I"Z] =r2 (2.87)

Aus (2.86) und (2.87) ergibt sich die diagonale Elemente der Kovarianzmatrix Gl. (2.53)
auf S. 37

ci=E[(xi—2z)*]=r’/n, (i=1,...,n). (2.88)

Die nicht-diagonale Elemente der Kovarianzmatrix
cij =E[ (@ — pa)(zj — pa;) | =E[2iz; | - E[2; |E2;] =0, (2.89)

da z; und z; (i # j) unkorreliert sind (E[ z;2; | = E[ z; |E[ z; |) laut unseres Algorith-
mus 2.4.19 (S. 50) der Hypersphéregenerierung. O

Dies heifdt, die Kovarianzmatrix gleich verteilter Punkte auf einer Sphare ist diagonal
und nur abhangig von der Dimension des Raumes und dem Radius 7°. Aus diesem Lemma
ergibt sich das folgende Korollar tiber die konstante Mahalanobis-Distanz gleich verteilter
Punkte auf einer Sphére.

Durch Ausfilhrungen von (ghyper.c -sn4096 (param) | matstat.c -Ppc -pB) verifizie-
ren wir, dal dies mit Berechnungen der Kovarianzmatrix C o aus Datenmatrix A Ubereinstimmt.
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Korollar 2.4.22 (Mahalanobis-Distanz der Hypersphére). Sei gleich verteilter Zufalls-
vektor x € U™ auf einer (n—1)-Sphare S~ C U™, dann ist der konstante Erwartungswert
der Mahalanobis-Distanz aller Punkte auf der Sphére eine Konstante, die nur anhangig st
von der Dimension n:

E[dy(xe8" )] =vn (2.90)

Beweis. Seiz € U™ das Zentrum der Sphare und » € R der Radius.
Eldi(xes™)] =B [(x-2)7C5l,(z-2)].
Aus Lemma 2.4.21 auf S. 50, (2.83), die Kovarianzmatrix Cs»-1 = (r?/n)I in der quadra-

tischen Form ist eine Konstante.
r2 \ 71
T
— 1 _
G z>]

—B[x-2)" (51)(z-2)]

E[dy(xes" )] =E

n
= SE[(x-2)(z-2)]
n o2
= ﬁ'f’ =N
O
Lemma 2.4.23 (Lineare Abbildung und Kovarianzmatrix). Seien Zufallsvektoren
x,y € C™ und Endomorphismus A € C™*", rank A = n. Seien Cx, C, € C**" die
Kovarianzmatrizen von x und y, dann
y = Ax = Cy = AC,A*. (2.91)

Beweis. Dies hétte stochastisch gezeigt werden sollen. Dennoch, um die Robustheit unserer
Darstelung von dem Zentrieren einer Datenmatrix als eine Projektion Z,,, in Gl. (2.42) auf
S. 32 und Gl. (2.43) auf S. 32 in § 2.4.1 zu demonstrieren, betrachten wir, wie die Muster-
kovarianzmatrizen zusammenhéngen unter einer linearen Abbildung. Seien Datenmatrizen
X,Y e C™*™, die m Realiserungen der Zufallsvektoren, d. h., die Spalten-Zufallsvekto-
ren x,y als Zeilenvektoren in der Form der Gl. (2.40) auf S. 28 enthalten. Somit ist die
0. g. lineare Abbildung dquivalent zu

Ym><n = XanA*

nxn-
Die Musterkovarianzmatrix nach der Abbildung ist

Oy = ~(Z,Y) (Z,Y)

1
= E(ZmXA*)*(ZmXA*)

1 * gk *
E(AX Z: (Z,XA")

1
= —A(Z,X)"(Z,X)A"
— A (20 X) (ZnX)

= A | —(ZX)"(Z0X)| A*

1
m
= ACxA”™.



2.4. MESSDATEN UND SINGULARWERTZERLEGUNG 53

O

Bemerkung 2.4.24. Ob der Nenner gliech m oder m—1, hat keine Rolle gespielt. Hier waren
X,Y die nicht-zentrierten Datenmatrizen. Die Anwendung des zentrierenden Projektors
aus Gl. (2.42) auf S. 32 und GlI. (2.43) auf S. 32 hat die Beweisfilhrung kompakt gemacht.
Nota bene: Hier wurde keine weitere Eigenschaft des Endomorphismus A angenommen.

Lemma 2.4.25 (Invarianz der Mahalanobis-Distanz). Die Mahalanobis-Distanz ist in-
variant unter Verschiebung und regulérer linearer Abbildung. Seien Zufallsvektoren x,y €
U™, und dps(x0),dr(yo) € R die Mahalanobis-Distanzen von xg,yo € U™ jeweils zu p,
und p,. Sei Endomorphismus A € C"*™ (rank A = n). Dann

y = Ax = du(yo) =dm(x0)  xo,y0 €U". (2.92)

Beweis. Die Invarianz unter Verschiebung versteht sich, denn sie wird per Definition ,,aus-
genommen*. Die Mahalanobis-Distanz des transformierten Vektors y

dir(y0) = (Yo — 1y)*C5 ' (yo — py)
= (Axo — Apy)"Cy HAxo — Apy)
= (Ax) — Ap,)"(A"T'CT AT (Axg — Apy)
= (%0 — p1,) AT (A" TICL AT Ao — pay)
= (%0 — #1x) "Cxc (%0 — f)
= d; (x0)-

O

Lemma 2.4.26 (Invarianz der Regularisierten Mahalanobis-Distanz). Die regularisierte
Mahalanobis-Distanz ist invariant unter Verschiebung und unitarer Abbildung. Seien Zu-
fallsvektoren x,y € U™, und ds(x%0), dar(yo) € R die Mahalanobis-Distanzen zwischen
X0,Yo0 € U™ und p, und . Sei unitare Matrix U € C**", Dann

y = Ux = dp(yo) = dar(x0) Vxo,y0 € U". (2.93)

Beweis. Die Invarianz unter Verschiebung versteht sich, denn sie wird ebenfalls per Defini-
tion ,,ausgenommen®. Die regularisierte Mahalanobis-Distanz des transformierten Vektors

Yo

A (y0) = (Yo — 1y)*Cl(yo — py)

= (Uxo — Up,)*C}(Uxg — Up,)
= (x0 — px)"U” C;U(Xo — Hy)
= (%0 — Hx)*U*(UCxU*)TU(XO — Hy)
=%(xo - Hx)*U*(U*TCLUT)U(XO — Hy)
= (x0 — )" U U ' CLU U (%0 — )
= (x0 — Mx)*cl(xo )
= "ds® (o).
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Lemma 2.4.27 (Kanonische Kovarianzmatrix des Hyperkreises). Sei Zufallsvektor x €
U™ gleich verteilt auf einem Hyperkreis K € K"~2 C U™ mit Radius » € R, dann gibt
es eine Abbildung B € C™*", so dal die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors y = Bx
diagonalisiert wird mit

T2 1

Cx=E[(y—py)ly —py) ] = — (2.94)

Beweis fiir reellen Fall. Fir jeden Hyperkreis K € K"~2 c £" gibt es ein Normal n €
E™. Wir wahlen nun als die Abbildung A aus Lemma 2.4.23 auf S. 52 den Householder-
Reflektor H [Witt, 1937, 1998] [Kaplansky, 1974, p. 17] [Householder, 1972, 1975] [Laurie,
1997a,b], die das Normal n € £™ in die Richtung des ersten kanonischen Basisvektors
e; = [100---0]7 abbildet, bzw. alle Koordinaten des Normals n bis auf die Erste
annihiliert. Sei Householder-Vektor

v=nd|nle;, ve& (2.95)

so daR die Householder-Transformation ergibt

o O

v VT
Hn=(I-2P)n= IfQW n = F||nl2 e; = F||nl2 , (2.96)
0
wobei P ist ein Orthoprojektor auf den 1-dimensionalen Raum vom Householder-Vektor
span { v }. Mit der Transformation y = Hx ist nun die erste Koordinate des Zufallsvektors
y € H(K™?) eine Konstante. Infolgedessen verschwindet das Element ¢;; der Kovarianz-
matrix Cy»-2. Mit gleicher Technik wie im Beweis vom Lemma 2.4.21 auf S. 50 erhalten

wir 72 /(n — 1) firr die restlichen diagonalen Elemente und 0 fur die nicht-diagonalen Ele-
mente. Die reeller Householder-Reflektor H besitzt folgende Eigenschaften:

H ist symmetrisch, H” = H,

H ist involutorisch, H2 =T, 8!

H ist orthogonal, H? =1,

H hat eine konstante Determinante, det H = —1,

H besitzt den Vektor n”'/||n||, als die erste Zeile bzw. die erste Spalte,
H bildet den Vektor n in die Richtung des Basisvektors e; ab.

8]m allgemeinen gilt (AB)T = BTAT nicht. Die Aussage (ACA*)T = A*TCTAT ist ebenfalls falsch,
selbst wenn A reguldr und C selbstadjungiert, nicht-negativ definit ist. Hier handelt sich um unitare Matrix U.
Wir haben (UAV)T = V*ATU* fiir unitire Matrizen U und V [Pringle und Rayner, 1971, pp. 30-32] [Rao
und Mitra, 1971, p. 67] [Ben-Israel und Greville, 1974, p. 25] [Campbell und Meyer, 1979, pp. 11-12, Theorem
1.2.1]. Daher konnten wir das Lemma 2.4.26 nicht auf diese Weise fur beliebigen Endomorphismus beweisen.
Dieses Lemma soll fiir beliebige, regulare Matrix erweiterbar sein. Es geniigt allerdings, um den Korollar 2.4.32
(S. 58) beweisen zu kdnnen. (cf. mahr . mund nat st at - npB.)

81Eine involutorische Matrix heiRt auch unipotente Matrix, die zu sich selbst invers ist.
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Beweis fiir komplexen Fall. Fir jeden Hyperkreis X" ~2 c U™ gibt es ein Normal n € U/".
Wir wahlen als die lineare Abbildung A aus Lemma 2.4.23 auf S. 52 eine unitdre Matrix
U e C™*", die das Normal n € /™ in die Richtung des ersten kanonischen Basisvektors
e; =[100---0]7 abbildet, bzw. alle Koordinaten des abgebildeten Normals Un bis auf
die Erste annihiliert. Seien komplexe Skalaren a, e*? € C, und der n-Vektor v € U™ mit

v=nznlze, veU" (2.97)

und die gesuchte unitare Matrix U € C™*™, so dal}

(2.98)

_ (I AN (vn) VV*> N (2.99)

1+0
0
= Fllnlae; =Fnl | Y |, (2.100)
0
wobei
p- YV RV e ) - o/(v). (2.101)
vV (v*n) (v*n)

Mit der Transformation y = Ux ist nun die erste Koordinate des Zufallsvektors y €
U(K"~2) eine Konstante. Infolgedessen verschwindet das Element ¢, der Kovarianzma-
trix Cxcn—2. Mit gleicher Technik wie im Beweis vom Lemma 2.4.21 auf S. 50 erhalten wir
r2/(n—1) fir die restlichen diagonalen Elemente und 0 fir die nicht-diagonalen Elemente.
Die unitdre Matrix U im komplexen Fall unterscheidet sich von der Householder-Matrix H
im reellen Falle dadurch, dal3

U keine selbstadjungierte Matrix mehr ist, U* # U,

U keine involutorische Abbildung mehr ist, U? # I,

U eine unitare Matrix bleibt, U* = U1,

sich der Normalvektor n als n*/||nl||2 in der ersten Zeile der unitéren
Matrix U befindet. Die unitire Matrix U besitzt also eine Form

U= [%] . Kegmn, (2.102)

Istn*e; € R bzw. « = R(v*n)/(v*n) = 1 oder w = v¥*n/(v*n) = 1, so reduziert sich
die unitére Matrix U auf die Householder-Spiegelungsmatrix H vom reellen Fall. O
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Bemerkung 2.4.28 (Komplexe ,,Householder-Spiegelung*). Nota bene! Householder-Spie-
gelung oder Householder-Transformation 8 ist ein teures Beipiel, an dem der reelle Fall
nicht zum komplexen Fall dberfuhrt werden kann, indem man einfach die Transponierte
durch die Hermitesche (d. h. konjugiert Transponierte) ersetzt. O

Bemerkung 2.4.29 (Householder-Spiegelung). Die Householder-Spiegelung oder House-
holder-Transformation die im Beweis vom Lemma 2.4.27 auf S. 54 benutzt worden ist,
ist dartiber hinaus sehr robustes Verfahren zur Orthogonalisierung. Sie wird oft in Nume-
rik dazu benutzt, um 0 in eine Matrix unter Ahnlichkeitsbedingung einzufihren. Da die
Matrix H stets eine normalisierte Version des Normalvektors n/||n||» in der ersten Spalte
enthalt, spannen also die restlichen n — 1 Spalten der Matrix H das orthogonale Komple-
ment span { n }l orthonormal auf. Dies ist eine orthonormale Basisvervollstandigung, bei
der das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren [Gram, 1883], [Schmidt, 1907a,
p. 442] nicht verwendet werden kann. Denn das Gram-Schmidtsche Verfahren bentigt alle
n linear unabh&ngigen Vektoren, um starten zu kénnen. Es ist implementiert als grmat . ¢
-oinmat src0/ gmat . ¢/ house_ort h2() #. denn es ist sehr haufig erforderlich, ei-
ne orthonormale basis aus einem vorgegebenen Vektor zu finden, wie wir es im Algorith-
mus 2.4.19 (S. 50) gebraucht haben. Dieses Verfahren besitzt folgende Vorteile:

1. Da die Matrix nicht nur unitér, sondern auch eine selbstadjungierte Invo-
lution ist, d. h., H™! = H* = H, erspart man das Transponieren bei
Bedarf einer Inversion. Vgl. Gl. (2.7) auf S. 10.

2. Householder-Orthogonalisierung ist numerisch stabiler als z. B. die Gi-
vens-Drehung, und sie bendtigt weniger Operationen als das modifizierte
Gram-Schmidt-Verfahren 8.

3. Dies dient auch flr die Berechnung des Nullraums bzw. orthonormalen
Komplements, das das Gram-Schmidtsche Verfahren nicht anbieten kann.
(Siehe Abb. 2.2 auf S. 20.)

4. Dies ist anwendbar fiir arbitrare endliche Dimension im Vergleich zu an-
deren Verfahren, die nur fiir z. B. 3-dimensionalen Raum bestimmt sind.
(Siehe basi s33. c.)

Fur mehr Details Giber Householder-Spiegelung siehe Kommentare in Datei mat sr cO:
gmat . ¢, hm m Monographien vom Urheber [Householder, 1972] und [Householder, 1975]
[Laurie, 1997a,b] oder [Witt, 1937, 1998] [Stewart, 1973b, pp. 231-235] [Kaplansky, 1974,
p. 17] [Strang, 1980, pp. 392-397] [Gill et al., 1991, p. 121] [Golub und Van Loan, 1983,
pp. 38-39].

Korollar 2.4.30 (Kovarianzmatrix des Hyperkreises). Sei gleich verteilter Zufallsvektor
x € C™ auf einem Hyperkreis K € K"~2 C U™ mit Normalvektor n € ™ und radius
r € R, dann ist die generelle Form der Kovarianzmatrix Cy~-2 durch den Orthoprojektor

82A\ston Scott Householder (1904-1993) nannte solche Reflektoren ,,elementary Hermitian matrix*, ,,elemen-
tary reflections** in [Householder, 1972, pp. 11-16, 82] [Householder, 1975, pp. 3—-4 §1.1, pp 133-139] [Laurie,
1997a,b].

83Dje numerische Stabilitét ist wohl behandelt durch [Stewart, 1973b, pp. 231-235].

84[Gram, 1883], [Schmidt, 1907a, p. 442] [Golub und Van Loan, 1996, p. 263]
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auf den Richtungsteilraum des Hyperkreises gegeben durch:

Crn2 = E[ (% = po) (x = 1,)" |

7,.2
= (ﬁ) Pspan{ n}+

r? | KK*
- (m) KK’ (2103)

wobei die n x (n — 1) Matrix K eine Basis fiir span { n }* als Spaltenvektoren enthalt,

d. h. das n — 1-dimensionale orthogonale Komplement des Raumes span { n }.

Beweis. Aus (2.94) vom Lemma 2.4.27 auf S. 54, und Lemma 2.4.23 auf S. 52 existiert

eine unitére Abbildung y = Ux, so dal die Kovarianzmatrix des transformierten Vektors y
0

2
Crna(y)=UL| /1) Ut

r?/(n—1)

wobei U € C™*™ die unitdre Matrix aus Gl. (2.98) auf S. 55 ist mit

Uot-2ap—1- Y VY s er.
v*v  (v*n) v*v

Sei K ¢ C™*(»~)(K*K = I, ;) aus Gl. (2.102) auf S. 55. Da die unitdre Matrix
U~! = U* den Vektor +n*/||n|, als die erste Zeile besitzt, die n — 1 Spalten in K span-
nen das orthonormale Komplement des Raumes span { n }, d. h., den Richtungsteilraum
des Hyperkreises K auf.

0
— y
Rfm-1)
0
(%) wr| Uy
1
0
Go) el | | [l

O

Die theoretische Kovarianzmatrix (2.103) im Korollar 2.4.30 (S. 56) ist zur Referenz
stets durch ghyper . ¢ - ¢ ausgegeben.
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Korollar 2.4.31 (Spur der Kovarianzmatrix des Hyperkreises). Sei gleich verteilter Zu-
fallsvektor x € C™ auf einem Hyperkreis K € K"~2 C Un mit radikus r, dann ist die Spur
der Kovarianzmatrix

trCx =trE[(x — py ) (x — py )" ] = 72 (2.104)

Beweis. Diese Folgerung ergibt sich trivial sowohl aus dem Lemma 2.4.27 auf S. 54 als
auch aus dem Korollar 2.4.30 (S. 56). O

Wir wollen hier kurz zusammenfassen daruiber, wohin wir hinaus wollen und was wir
bisher haben. Da die Kovarianzmatrix eines Zufallsvektors auf einem Hyperkreis stets sin-
gulér ist, kdnnen wir nur von unserer regularisierten Mahalanobis-Distanz sprechen. Um
nitzliche Fakten Uber die regularisierte Mahalanobis-Distanz des Hyperkreises aussagen
zu konnen, brauchen wir eine méglichst einfache Form der Kovarianzmatrix. Ahnliches
geschah fir die Hypersphére ohne Umstand im Korollar 2.4.22 (S. 52), weil die Punkte iso-
tropisch um das Zentrum verteilt, ergo die Kovarianzen verschwunden sind. Im Falle des
Hyperkreises sind die Zufallspunkte nicht mehr isotropisch um das Zentrum verteilt, son-
dern vom Normalvektor abhéngen. Infolgedessen besitzt die Kovarianzmatrix im generellen
nicht mehr immer eine diagonale Form. Um mit einer diagonalen Form der Kovarianzma-
trix arbeiten zu kénnen, muflten wir wissen, ob sich der Zufallsvektor transformieren I4Rt,
wahrend die regularisierte Mahalanobis-Distanzen unveréndert bleiben. Zu diesem Zweck
besagt das Lemma 2.4.26 auf S. 53, daf auch die regularisierte Mahalanobis-Distanz inva-
riant ist unter unitdren Abbildungen des Zufallsvektors. Eine spezifische unitére Abbildung,
die die Kovarianzmatrix in eine diagonale Form umwandelt, haben wir im Lemma 2.4.27
auf S. 54 gegeben. Dies folgt daraus, indem wir das Normal des Hyperkreises in die Rich-
tung des ersten Vektors e, der Standard-Basis ,,spiegeln* (cum grano salis), d. h., den Hy-
perkreis isometrisch senkrecht zum Vektor e; ,,drehen“. Am Rande haben wir im Korol-
lar 2.4.30 (S. 56) die allgemeine Form der Kovarianzmatrix und den Orthoprojektor des
Richtungsteilraumes in Verbindung gesetzt. Mit den o. a. Ergebnissen, sind wir nun aus-
zusagen bereit, dall auch der Erwatungswert der regularisierten Mahalanobis-Distanz aller
Punkte auf einem Hyperkreis eine Konstante ist, die nur von der Dimension abhéangt.

Korollar 2.4.32 (Regularisierte Mahalanobis-Distanz des Hyperkreises). Sei Zufalls-
vektor x € U™ gleich verteilt auf einem (n — 2)-Hyperrkreis K € K"~2 c U™, dann ist der
konstante Erwartungswert der regularisierten Mahalanobis-Distanz aller Punkte auf dem
Hyperkreis

E[dy(x€eK)]=vn-1 (2.105)

Beweis. Sei r € R der Radius des Hyperkreises. Laut Lemma 2.4.26 auf S. 53 ist das Pro-
blem &quivalent zu dem mit dem Zufallsvektor y = Bx, wobei B eine durch Lemma 2.4.27
auf S. 54 gegebene unitére Abbildung ist. Der Erwartungswert der regularisierten, quadra-
tischen Mahalanobis-Distanz ist also

E[dy*(yeK"?) ] =E [ (¥ = 1y) " Ci (v — h1y) } )

wobei die Kovarianzmatrix Cg in der quadratischen Form ist eine Konstante laut Lem-
ma 2.4.27 auf S. 54. Ersetzten wir sie durch GI. (2.94) auf S. 54, so erhalten wir

r2

i
n_1> E[(y—n) (y—py)]=n-1

Da 'dy; > 0, haben wir E [ ‘dps(x) | = vn — 1. O

E [Td]wQ(y € Kn—2)] _ (



Kapitel 3

Ellipsenlokalisierung

Ein Kreis im 3-dimensionalen Raum ist unter der perspektiven Projektion eine Ellipse auf
der 2-dimensionalen Ebene [Kanatani, 1993]. Unser Ansatz, den in der Szene prasentierten
Kreis im 3-dimensionalen Raum zu vermessen, basiert auf der parametrischen Bestimmung
der entsprechenden Ellispe im Intensiétsskalarfeld (Luminanz) und eine Fusion derer mit
dem Tiefenvektorfeld (3-dimensionale Koordinaten), wobei das Skalarfeld 7 : R x R
R und das Vektorfeld T : R x R — R? mit Pixel-Pixel-Korrespondenz auf derselben
Domane definiert sind. Die parametrische Bestimmung der Ellipse im Skalarfeld verlait
sich auf die Konturenextraktion aus dem Intensitétshild. Wir beschreiben in diesem Kapitel
die Experimente der Konturenextraktion und Ellipsenbestimmung.

Im 8 3.1 ab S. 59 stellen wir unseren Einsatz energiebasierter sowie gradientenbasierter
Methode zur ,,Kantendetektion“ und die Nachverarbeitung zur Formung der Konturen in der
Form verketteter Pixel vor.

Im § 3.2 ab S. 69 werden wir die Begriindung unseres Ansatzes zur Ellipsen-Lokalisie-
rung und die experimentellen Ergebnisse derer auf natlrlichen Szenen présentieren.

3.1 Konturenextraktion

Die Konturenextraktion bildet die Basis vieler Aufgaben im Gebiet des ,,kinstlichen Se-
hens*. Sie ist zwar nicht als der Schwerpunkt der Arbeit zu sehen, fiir unseren Ansatz zur
Losung der Problematik ist sie aber experimentell unentbehrlich. Saubere Segmentierung
und Représentation der Konturen einer optisch empfangenen Szene ermdglicht eine syn-
taktische 8 Analyse und ,,semantische” Inferenzen der Bildstruktur. Die Operationen auf
den héheren Ebenen auf dem Wege zur realistischen, und bis heute unbegreifbaren Begriff-
Formung in uns profitieren vor allem von einer starker Verminderung der Datenmenge.

Anstatt des gewohnlichen Sprachgebrauches der ,,Kantendetektion* wird hier ,,Kontu-
renextraktion* benutzt. Eine Kontur kann hier eine Linie, eine Kante oder eine Mischung
(Cf. Abb. 3.1 auf S. 60) aus den beiden heiBen.  Mit Konturenextraktion eines Intensi-

85parallel zur Linguistik werden hier die Relationen zwischen den Bildelementen (Pixeln) gemeint, die den
»Symbolen* entsprechen. Die Zuweisung der Bildelemente zu einem Aggregat ist eine syntakische Strukturierung
der Bildelemente. Dieses Aggregat werden wir Kontur nennen.

59
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(@) (b)

Abbildung 3.1: Kanten oder Linien: Demonstration eines flieRenden Ubergangs. Die anschauliche De-
monstration via Phasen-Kongruenz ist aus [Kovesi, 1999, 2002, fig. 2] entnommen. Das Bild (a) illu-
striert einen flieBenden Ubergang von einem Step zu einer Linie (st ep2! i ne. m( 500, - 1, 256)),
wahrend das Bild (b) zu einem Dach (st ep2l i ne. m( 500, - 2, 256) ). Der gradienten-basierte
Canny-Detektor (pgncanny. c) weist hier Schwierigkeiten auf (Multi-Antwort und Verschiebung),
wahrend die energie-basierten Methoden via Quadratur-Filterung (gfi | t. ¢ -s), mit Verminde-
rung der radialen Bandbreite bei (b), oder Phasen-Kongruenz die Hybride holistisch als vertikale
Geraden auffassen konnen. Die originalen 256 x 256 Bilder sind fiir Drucker Gamma-korrigiert
(pf mganma. c¢) und daher fir Wiederverwerten nicht geeignet. Fir weitere Diskussionen tber Hy-
briden-Konturen siehe auch [Perona und Malik, 1990, 1991]. (Nutzung der Bilder mit freundlicher
Genehmigung von Herrn Peter Kovesi, School of Computer Science & Software Engineering, The
University of Western Australia, 25. November, 2002)

tatsbildes meinen wir, als Resultat, ein Bild bzw. eine Sammlung der Konturenlisten meh-
rerer verketteten Konturenpixels, die sich ununterbrochen ,,sinnvoll* zu der gleichen Kontur
gruppieren lassen. Fir Inferenzen, ob syntaktische oder semantische, auf den héheren Ebe-
nen verlangen wir, dall eine herausgezogene Kontur ein-pixel-breit sei. Eine Konturenliste
enthélt Konturenpixels, die bindre Werte annehmen oder eine ,,Konturenstarke“ kodieren
kdnnen. Anschaulich ist unter Konturenextraktion hier eine Art Federzeichnung des Ein-
gangsintensitatsbildes vorzustellen. Cf. Abb. 3.2 auf S. 63 oder Abb. 4.6 auf S. 87.

Die Giite einer Konturenextraktion wird in der Arbeit vor allem visuell bewertet und
Kontrolliert. Der Grund daftir ist die Abwesenheit einer allgemeingultigen und weitgehend
akzeptierten Definition des Begriffes Kontur, denn in dem Begriff sind u. a. auch kognitive
und psychologische Faktoren involviert. Auf der anderen Seite, vertreten wir die Meinung,
daf trotz strenger theoretischen Entwicklung eine visuelle Inspektion der Ergebnisse stets
notwendig sei, Daher fordern wir auch hierbei auf, dall ein gemeinsames, leicht zugéng-
liches Referenzbild, z. B. das Lena-Bild in Abb. 3.2 auf S. 63 [Lena Sjocblom-Soderberg,
1972] [Munson, 1996], verwendet werde, damit zumindest die Ergebnisse visuell verglichen
werden konnten.

Ein Kriterium zur Gute der Konturenextraktion, das wir unter Umsténden stellen kénn-
ten, ist die ,,Idempotenz-Eigenschaft* [Halmos, 1958, pp. 73-78] des Konturenextraktors
(cf. § 2.1.1 ab S. 8). Nach unserer ad hoc operativen Definition der Konturen (cf. FulRno-
te 85 auf S. 59) mit Konturenverkettung (cf. Abb. 3.2 auf S. 63, Abb. 4.6 auf S. 87), durfen
wir erwarten, da3 von einer nochmaligen Konturenextraktion sich dasgleiche, oder zumin-
dest ein ,,Ahnliches” ergebe. Wir bedenken jedoch, dafR ein idempotenter Operator linear
sein muf3, wahrend unser Konturenextraktor mit einem binéren Ergebnis insgesamt nicht-
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linear ist. Wie dem auch sei, sind wir im Stande, visuell die ,,Idempotenz-Eigenschaft” der
Konturenextraktoren experimentell ,,mit Gewissheit” festzustellen. Wir sprechen daher in
diesem Zusammenhang von einer Pseudo-Idempotenz. 8

Wir werden hier die eingesetzten und entwickelten Verfahren mit Kommentaren zur Im-
plementierung minimal beschreiben. Wegen der Schlechtgestellheit [Hadamard, 1923] der
Problematik der Konturenextraktion spielt die Implementierung hier eine relativ signifikan-
tere Rolle, denn bei jeder Aufldsung der Ambiguitét in einem verdffentlichen Verfahren wird
sehr oft zu verschiedenen Ergebnissen gefuihrt. Daher wére eine Beschreibung unserer Ver-
fahren ohne Verweis auf die wirklich beitragenden C-Quellkoden unvollstandig.

Unsere Wahl der Verfahren zur Konturenextraktion erster Phase ist zweierlei,

1. Gradienten-basierte Methode: Canny-Detektor (pgntanny. ¢ - g),
2. Energie-basierte Methode: Gabor-Filterung (gf il t. c - s),

wobei hauptséchlich die erste Methode zugunsten des Rechenaufwands verwendet wird
(pgnel I . sh, pose. sh). Es sei dran erinnert, da der Canny-Detektor nur fir Kanten
(Step) gedacht und optimiert ist, und bei einem Signal wie in Abb. 3.1 auf S. 60 die Eindeu-
tigkeit®” der Antwort verlieren wird. Dennoch ist der Canny-Detektor ein hervorragendes
Verfahren und wird deutlich am meisten zitiert und verwendet. Er ist nach wie vor das de
factor Standardverfahren zur Kantendetektion seit 1983. Die Abb. 3.2 auf S. 63 illustriert
das endguiltige Ergebnis unserer Konturenextraktion via gradienten-basierten Canny-Detek-
tor am Beispiel Lena und eine Szene unseres Laboratriums. Die zweite Methode via lokale
Energie [Morrone und Owens, 1987] [Venkatesh und Owens, 1989] wird bendtigt, wenn
der Canny-Detektor Uberfordert wird, wie z. B. im Falle, wo die Lokalisierung der Linien-
Konturen in Abb. 3.2—(c) auf S. 63 und der Hybriden-Konturen in Abb. 3.1 auf S. 60 kri-
tisch ist, oder in Abb. 3.4 auf S. 66 und Abb. 3.5 auf S. 67, wo die ,,Konturen* nur in der
Tiefenstruktur impliziert und physikalisch nicht vorhanden sind.

Das Resultat der Konturenextraktion erster Phase sind zwei ,,gradientenéhnliche* Ska-
larfelder 8. Zur zweiten Phase der Extraktion verwenden wir Canny’s Non-Maximum-
Suppression 8 [Canny, 1983, 1986], um die Pixel zu unterdriicken, derer Konturenstarken

86Dje Rolle der Idempotenz in der Bildverarbeitung ist sehr wenig diskutiert worden [Frei und Chen, 1977]
[Gonzalez, 1987, pp. 340-347] [Owens et al., 1989]. [Frei und Chen, 1977] formulieren die Problematik in einer
hohen dimensionalen Raum R™*™ in dem ein m x n Bild als ein mn-Vektor im linearen Raum betrachtet wird,
wahrend wir hier ein Bild als ein Skalarfeld I : R x R — R behandeln.

87Die Eindeutigkeit ist eines der Kriterien der Optimalitét des Canny-Detektors. Die Kreterien der Optimalitat
sind: 1. gute Detektion mit maximalem S/N, 2. gute Lokalisation der Kanten, und 3. einfache Antwort auf ei-
ne Kante. Der optimale Detektor demzufolge ist allerdings nicht die GauBsche Ableitung (Gaussian derivative),
sondern ihr sehr dhnlich [Canny, 1986], wahrend pgntanny. ¢ die Gaullsche Ableitung via i i r. c [Deriche,
1993] zur Approximation des Detektors verwendet, wobei die GaulRsche Ableitung wiederum als regularisierte
Realisierung des Gradienten gedacht weden darf. Cf. Fulnote 88 auf S. 61.

8Der Gradient am Vektor x = [1,... ,xn]T € R™ eines Skalarfeldes, I(x) : R™ — R, ist ein Vektorfeld
R™ +— R™

VI(x) = [5“—;1 ai—i] 3.1)

Im 2-dimensionalen Fall, R2 +— R2, laBst sich das Vektorfeld in zwei Skalarfeldern darstellen — das eine fiir den
Betrag und das andere fir die durch einen Winkel kodierten Richtung des 2-Vektors. Im Skalarfeld fir den Betrag
kodieren wir die lokalen Konturenstarken (Cf. Abb. 3.7 auf S. 69). Im Skalarfeld der Winkel tragen wir die lokalen
Richtungen der Konturenpixel ein und nennen wir es ,,Orientierungskarte (pgntanny. c - g). Mit ,,gradienten-
ahnlich* wird zwei Skalarfelder gemeint, die durch andere Mittel wie z. B. Quadratur-Filterung (Cf. gf il t. c
- s und Abb. 3.7 auf S. 69) oder Diagonalisierung der Matrix der ersten Fundamentalform bzw. des Riemannten-
sors (pf mgauge. ¢ - 1) [Hilbert und Cohn-Vossen, 1932, 1952] [Heckbert und Garland, 1999] gewonnen und als
Konturenstéarke sowie Oritentierungskarte benutzt werden.

893jehe auch [Sahoo et al., 1988] fiir eine Ubersicht fiir die Technik der Unterdriickung unerwiinschter Konturen.
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keine lokale Maxima sind. Das Ergebnis wird durch Hysterese-Schwellenwert-Verfolgung
(pf mdi r . ¢ - H) oder ,,dynamische Schwellenwert-Verfolgung*“ (pgm i nk. ¢ - D) [Ven-
katesh und Rosin, 1995] zu den endgiiltigen Konturen verkettet, wobei die isolierten Pixel,
die Statistik (I stfilt.c -s) der Konturen und ihre Gewichte je nach Bedarf behan-
delt werden. Obwohl das Ergebis der Konturenextraktion im Grunde ein binéres Skalarfeld
I, : R? — {0, 1} ist, wobei die Domane R? nun auf die Konturen stark eingeschrankt ist,
sind die Konturenstérken an diesen Stellen zur Verfugung in den Listen beibehalten. Trotz
weiterer Entwicklung sind unsere Implementierung dies beziiglich und das ASCII-Format
fiir die Konturen-Listen und Ellipsen-Listen den Veroffentlichungen und den entsprechen-
den Quellcoden von [Rosin, 1994] [Venkatesh und Rosin, 1995] [Rosin und West, 1995]
[Rosin, 1995] [Rosin und West, 1989] [Rosin und West, 1997] sehr zu verdanken.

3.1.1 Canny-Detektor und Gabor-Filterung

Canny-Detektor [Canny, 1983, 1986] (pgncanny. ¢) % wird vor allem zur Konturen-
detektion auf dem Skalarfeld 7 : R x R +— R einer Szene (bzw. dem Intensitatshild) ver-
wendet. Solches liefert die ,,optimalen Kanten“, in denen die Kanten-Starke kodiert sind.
Die dazugehérige Gaulische Glattung und diskrete Ableitung des Eingangsbildes wird zu-
gunsten der Prazision und des Zeitaufwands statt einer festen Faltungsmaske durch einen
rekursiven Filter [Deriche, 1993] (i i r. ¢ ) im Ortsbereich oder durch DFT (dft. c - X-Y
) im Ortsfrequenzbereich durchgefiihrt %1,

Obwohl die Gaufische Glattung (pgngauss. c) oder Gaulische Ableitung (pgncanny.
- g) am Eingang des Canny-Detektors kongenial einen stochastischen, nachrichtentechni-
schen Charakter [Canny, 1986] besitzt, 143t sich allerdings aus einer ganz anderen Sicht
als eine lineare, neutrale und regularisierende Apertur betrachten. Die Gaulische Glattung
18Rt sich als die lineare und neutrale Apertur der Beobachtung interpretieren, die nicht in
der physikalischen Realitdt zu umgehen ist. Fiir eine lineare sowie neutrale (uncommitted
[ter Haar Romeny, 1999]) Beobachtung ohne Vorzug aller Merkmale bis auf eine ,,Ska-
la* (scale) ist wieder einmal die GauRRsche Apertur Gl. (2.66) auf S. 42 die einzige L6-
sung [ter Haar Romeny, 1999]. Diese Skala (scale) entspricht der Standardabweichung o
(pgntanny. c - s) der GauRschen Apertur. Auf der anderen Seite, da die partielle Ablei-
tung in Canny-Detektor pgncanny. ¢ schlech-gestellt ist, ist solche durch dieselbe GauR-
sche Apertur zu regularisiren [Schwartz, 1951, 1966] [Florack et al., 1992] [ter Haar Ro-
meny, 1999]. Als Konsequenz ist die regularisierte Ableitung des diskretisierten Bildes eine
Faltung mit der Gauf3schen Ableitung (Gaussian derivative), die in pgncanny. ¢ imple-
mentiert ist. Die GauBsche Funktion und ihre Ableitungen sind Lésungen der linearen Dif-
fusionsgleichung, die den linearen Skala-Raum (scale-space) generiert (cf. Abb. 3.3 auf
S. 64).

Gabor-Filterung verwenden wir andererseits im Laboratrium GET, Universitit Pader-
born, um biologisch plausibel die Bild-Konturen zu extraieren. Der Einsatz der Gabor-Fil-

DOpgntanny. c istim Stande, Bilder in PBM, PGV, oder PFMFormat zu bearbeiten. Intern wird in IEEE-754
single [IEEE, 1985] berechnet. Das Programm benutzt die (unendlich ableitbare) GaulRsche Apertur und fiihrt die
Ableitungen erster Ordnung entlang der beiden ,,praktischen Bildbasen* unter Gaul3scher Regularisierung aus, da
eine Ableitung schlectgestellt ist [Schwartz, 1951, 1966] [ter Haar Romeny, 1999].

9LIn vielen Implementierungen werden zur Gattung kleine oder groRe raumliche Faltungsmasken der GauRschen
Approximation und zur Ableitung kleine Maske wie z. B. der Sobel-Operator verwendet [Sobel, 1990] [Daniels-
son, 1990].
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Abbildung 3.2: Canny-Detektor mit Hysterese-Schwellenwert-Kantenverfolgung- und -Verkettung am
Beispiel Lena und Rad [Canny, 1983, 1986]. Die Ergebnisse der Konturenextraktion (pgntanny. ¢
-sl-gundgradedge. sh- H)ausden512x512 Intensititshildern (a) [Lena Sjédblom-Soderberg,
1972] [Munson, 1996] und (c) sind jeweils in (b) und (d) in Postscript wiedergeben. Als Apertur wurde
der Wert 0 = 1.2 (pgntanny. ¢ - s1. 2) zur GaulRschen Regularisierung der patiellen Ableitung
verwendet [ter Haar Romeny, 1999]. Die originalen 512 x 512 Bilder (a) und (c) sind fiir Drucker
Gamma-korrigiert (pf nrganma. c¢) und daher fiir Wiederverwerten nicht geeignet.
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Abbildung 3.3: Die weitere, mit inbegriffene Dimension der Bild-Struktur. Die Beobachtung einer
Szene kann nur durch eine Apertur erfolgen. Die Variation des ,,Umfangs* einer linearen, neutralen
Apertur generiert eine weitere Dimension der wahrgenommenen Bildstruktur. Ohne explizite Benen-
nung strukturiert Hartmann [Hartmann, 1982] hierarchisch die Bild-Merkmale in dieser Dimension.
Koenderink [Koenderink, 1984] hat die lineare Diffusionsgleichung 0L/0s = V.-VL = AL =
Lex + Ly, als die generierende Gleichung fur den linearen Skala-Raum (scale-space) [Witkin, 1983]
identifiziert, daB die partielle Ableitung in Skala (scale) gleich dem Laplacian des Luminanzfeldes ist.
Die GauRsche Funktion ist die Greensche Funktion der Diffusionsgleichung [ter Haar Romeny, 1999].
(Mit freundlicher Genehmigung von Herrn Bart M. ter Haar Romeny, Image Sciences Institute, Uni-
versity Medical Center, The Netherlands, 7. Februar, 2001, ist diese Abbildung aus [ter Haar Romeny,
1999] entnommen.)

terung % in der Bildverarbeitung wird oft durch die neurophysiologischen Fakten inspiriert,
wobei die Quadratur-Funktionen ®® das lineare Verhalten der orientierungsselektiven einfa-
chen Zellen % eingesetzt, da in der primaren visuellen Rinde (\V1, Schichten 4 und 6) wegen
ihrer Phasenrelationens [Pollen und Ronner, 1981] paarweise modellieren sollen. Deswei-
teren scheinen die komplexen Zellen (in V1, Schichten 2, 3 und 5) auf die Stimuli im rezep-
tiven Feld nicht-linear zu reagieren, wobei die Ausgangssignale mehreren einfachen Zellen
weiter zu verknlpfen und keine Differenzierung der (Quadratur-)Phasenverschiebung der

92Sjehe [Gabor, 1946] [Ville, 1948] [Marcelja, 1980] [Bastiaans, 1980] [Daugman, 1980, 1985] [Jones und
Palmer, 1987a,b].

9SEine reelle, ,quasi Einseitenband“-Ubertragungsfunktion auf der 2-dimensionalen Fourier-Halbebene ent-
spricht einer komplexen Funktion in der Ortsdoméne. Die Real- und Imaginar-Teile der komplexen Ubertragungs-
funktion im Ortsbereich stehen in Qudratur-Phasenrelation und werden zur Modellierung [Marcelja, 1980] [Daug-
man, 1980, 1985, 1989] der einfachen Zellen [Hubel und Wiesel, 1962] [Bishop et al., 1973] [Goodwin et al., 1975]
eingesetzt, da die einfachen Zellen meist ebenso in Quadratur-Phasenrelationen paarweise zu finden sind [Pollen
und Ronner, 1981]. Jeder unserer Gabor-Kanéle ergo modelliert zwei in Quadratur-Phasenrelation stehenden ein-
fachen Zellen [Movshon et al., 1978b; Movshon und Tolhurst, 1975] [Andrews und Pollen, 1979] [Marcelja, 1980]
[Daugman, 1985, pp. 1164-1165]. Obwohl ein 1-dimensionales analytisches Signal [Gabor, 1946] [Ville, 1948]
und Hilbert-Transformation [Bracewell, 1987] wohl definiert sind, findet man bis heute keinen Konsens uber eine
Definition multi-dimensionaler Hilbert-Transformation und multi-dimensionalen analytischen Signals. Die Riesz-
Transformation [Bulow et al., 2000], partielle Hilbert-Transformation [Hahn, 1992], analytisches Bild [Havlicek
et al., 1997] wurden u. a. vorgeschlagen. Siehe auch [Peyrin et al., 1968] [Zhu et al., 1990] [Havlicek et al., 2000]
unddf t. c - H1L.

9Die Organization der Zellen und ihrer rezeptiven Felder auf der Retina wurde zuerst in [Hubel und Wiesel,
1962, 1974, 1978], anschlieRend in [Bishop et al., 1973] [Goodwin et al., 1975] beschrieben, wéhrend die Linearitat
der Zellen in [Movshon et al., 1978a,b; Movshon und Tolhurst, 1975] diskutiert wurde.
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Stimuli aufzuweisen. Da die einfachen Zellen verschiedene Bereiche (Mittelfrequenzen %
) auf der Fourier-Ebene verdecken, und unterschiedliche Orientierung des Mittelfrequenz-
vektors, radiale Bandbreite und Orientierungsbandbreite %, werden oft Multi-Kanéle Fil-
terung mit der Gabor-Funktion vorgenommen.

In gfilt.c werden lineare Multi-Kanal-Gabor-Filterungen (MKGF), nicht-lineares
»Energie-Modell* [Adelson und Bergen, 1985] und nicht-lineare Verknipfung via ,,The-
winner-takes-it-all“ (WTIA) °7 am Ausgang der Kanile implementiert. Im Gegensatz zu
unserer alten Implementierung in [Trapp, 1998] verfugt die Implementierung Uber die Fle-
xibilitét, daR sich alle Parameter der Ubertragungsfunktionen &ndern und online generieren
lassen. Dies ist wichtig auch flr weitere Untersuchungen, denn der Parameter-Raum einer
einzigen Ubertragungsfunktion auf der Fourier-Ebene ist mindestens 4-dimensional . Mit
solcher Komplexitét ist eine experimentelle Moglichkeit fur die Verifizierung einer Konjek-
tur immer hilfreich, wenn nicht erforderlich. In Abb. 3.4 auf S. 66 wird die Extraktion einer
optisch nicht-vorhandener Konturen via gf i | t. ¢ demonstriet, was mittels existeriender
Implementierung unserer Gabor-Filterung nicht machbar ist. In dieser Abbildung wird der
optisch nicht-vorhandene Kreis von xcl ock aus dem X11 lokalisiert. Der kritische Punkt
in diesem Beispiel ist eine Drehung der (notwendigerweise) elliptischen Gabor-Funktion
um das Eigen-Zentrum um = /2, daf sich die Antworten im Ortsbereich zu verkniipfen an-
fangen. Desweiteren sind beispielsweise die Experimente in Abb. 3.5 auf S. 67 und Abb. 3.6
auf S. 68, wo die Elliptizitat, radiale Bandbreite, Mittelfrequenz, und die Positionierung der
Kanéle auf der Fourier-Ebene variiert werden missen, was nur durch die neue Implemen-
tierung gf i | t . ¢ mdglich ist.

9Da die Ortsfrequenz in unserem Fall ein 2-Vektor (mit DC in der ,,Mitte) der Fourier-Ebene ist, wird sie hier
polar via Betrag und Richtung angesprochen. Unsere Konvention der Richtung eines Ortsfrequenzvektors sei hori-
zontal von rechts im Uhrzeigersinn. Die Richtung eines Ortsfrequenzvektors entspricht also in der Ortsdoméne der
Propagierungsrichtung der ,Welle*. Mit der Abkiirzung Frequenz sei der Betrag eines Ortsfrequenzvektors ge-
meint, welcher eine gewohnliche Einheit besitzt. Ein Fourier-Pixel (unserer Bezeichnung) auf der Fourier-Ebene
entspricht im Ortsbereich einem Zyklus/Bild bzw. cpi (cycle per image). Das heif3t, eine Verschiebung um 1 Pixel in
der radialen Richtung von DC auf der Fourier-Ebene entspricht im Ortsbereich einer Anderung von 1 Zuklus/Bild
(cpi) der harmonischen Schwingung. Wir benutzen auRerdem ,,Nyquist™ (gf i | t . ¢ - w) als eine ,,bildgroRenun-
abhangige* Einheit fir die Frequenz (im Bezug auf Pixel). Die Frequenz von 1 ,,Nyquist” (unserer Konvention) ist
also die hochstmdgliche Abtastrate, welche einer Wellenldnge von 2 Pixeln pro Zyklus (gf i | t . ¢ - | ) unabhén-
gig von der BildgroRe entspricht. Sinnvolle Werte der Frequenz seien also in [0, 1] Nyquist. Die voreingestellte
Mittelfrequenzingfil t. c,-w0. 5, heilt immer 4 Pixel pro Zuklus (gf i | t. ¢ - | 4). Nota bene: In dieser Kon-
vention wird allerdings ein gréReres Bild mit ,,hdherer Aufldsung® (im Bezug auf der Bildgroe) mit den gleichen
Parametern in unserem gf i | t . c gefiltert.

%Die Bandbreite ist hier durch FWHM (full-width-half-maximum) der Ubertragungsfunktion in der Fourierdo-
mane gegeben, was fur die Intensitét der Objekte in der astronomishen Bildverarbeitung tblich ist. Die FWHM
entspricht 20\/2 In(2) ~ 2.354820 fir Gl. (2.67) auf S. 43. Wir adoptieren die Definitionen der radialen Band-
breite und Orientierungsbandbreite in [Bovik et al., 1990, Fig. 3]. Da wir die Ubertragungsfunktion im Fourier-
bereich initialisieren, 148t sich der Filterentwurf von den vorgegebenen Parametern (Mittelfrequenz, Bandbreiten,
Orientierung, Exzentrizitat) in gf i | t . ¢ unkompliziert online-ausfihren.

97The-winner-takes-it-all ist ein Algorithmus der nicht-linearen Verkniipfung der lokalen Energie [Adelson und
Bergen, 1985] am Ausgang der N Kanale: 7! [G(arg max; |h; (z,5)]) (W ) (u,v)], i € {0,..., N — 1}, wo-
bei G;(u,v) = Flh;(x,y)] der i-te Gaborkanal in Fourierdomane, I(u, v) das zu bearbeitende Bild im Fourier-
Bereich sind. Siehe gf i | t . ¢ fir Details.

%Die Mittelfrequenz ist ein 2-Vektor auf der Fourier-Ebene. Die Bandbreite (oder die Elliptizitat bzw. aspect
ratio der 2-dimensionalen Gabor- bzw. GaulRschen Funktion) ist ein 2-Vektor (Orientierungsbandbreite und radia-
le Bandbreite). Diese Dimensionierung schlief’t bereits eine beliebige Drehung eines elliptischen Gaussians um
das eigene Zentrum und die Anordnung multikaniler Ubertragungsfunktionen auf der Fourier-Ebene aus. Alterna-
tiv kann die Dimensionierung im Zusammenhang vom Gaborschen ,,logon* [Gabor, 1946] interpretiert werden.
Ein logon im Falle einer 2-dimensionalen Gaborschen bzw. GaulRschen Funktion ist ein 4-dimensionaler Hyper-
wirfel im Verbund-Orts-Fourier-Raum, in dem die Unbestimmtheitsrelation [Heisenberg, 1927] herrscht. DaR die
2-dimensionale Gabor-Funktion die Verbund-Ungenauigkeit minimiert, hat John G. Daugman in [Daugman, 1985]
bewiesen.
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Abbildung 3.4: Gabor-Gestaltung und illusive Kontur: Beispiel xcl ock. Der implizierte Kreis in
xcl ock (a) von X11 ist physikalisch nicht vorhanden. Dies ist eine sogenannte ,,illusive Kontur®.
Mit einer Gblichen Ubertragungsfunktion (b), wie es oft in der Literatur diskutiert sind, ist eine nicht-
vorhandene Kontur nicht herauszuziehen, wihrend das Ergebnis (d) durch eine um /2 gedrehte Uber-
tragungsfunktion (c) (gfi I t. ¢ -w0. 5-b0. 5 - @. 5) mit groBer Toleranz der Parameter moglich
ist. Siehe auch Shell-Scripts gxcl ock. sh und pgmnel | . sh, in dem 12 Kanéle von (c) benutzt sind.

Ein weiterer Grund fir eine neue Implementierung fur die Multi-Kanal-Gabor-Filterung
(gf il t.c) ist der experimentelle Versuch, einen ,,Skala-Raum (scale-space)“, nicht im
Sinne von [Hartmann, 1982, 1983] [Witkin, 1983] [Koenderink, 1984], durch den Parame-
ter-Raum der Bandbreite und Mittelfrequenz der Gabor-Kanéle zu generieren. Cf. Abb. 3.3
auf S. 64.

3.1.2 Kammdetektor unter Abwesenheit der Orientierungskarte

Ein Dilemma bei Anwendung der Gabor-Filterung zur Konturenextraktion ist die Wahl der
Anzahl der Kanéle. Sind die Ubertragungsfunktionen auf der Fourier-Ebene dicht neben
einander Uberlagert, wie bei den Orientierungsséaulen im visuellen Kortex der Fall ist, so
erhoht sich drastisch der Rechenaufwand, denn mit jedem zusdtzlichen Kanal ist eine DFT
mehr erforderlich, da die Antworten erst im Ortsbereich verkniift werden. Ist die Anzahl der
Kanadle verringert, so verliert man die Konnektivitat der endgultigen Konturen. Unsere alte
»Standard“- bzw. festprogrammierte Ubertragungsfunktionen sind eine Oktave von radia-
ler Bandbreite, 0.5 Nyquist der Mittelfrequenz, und /12 fur die Orientierungsbandbreite.
Dies impliziert eine Elliptizitat (aspect ratio) der Gabor-Funktion von 0.394957. Mittels
Herstellung einer Orientierungskarte (gr adedge. sh) via diagonalisierung der Hesse-
Matrix®*(gmagedge. sh) haben wir hier jedoch mit dengleichen Parametern wohl kon-
nektierte Konturen extraieren kénnen, wie beispielsweise in Abb. 3.8 auf S. 70 und Abb. ??
auf S. ?? demonstriert ist. Die Lage der extraierten Konturen werden in Abb. 3.10 auf S. 72
und Abb. 3.11 auf S. 73 Uiberpriift.

9Die Hesse-Matrix am Vektor x = [xl e xn] T ¢ R eines zweimal partiell differenzierbaren Skalar-
feldes I : R™ — R lait sich durch die zweiten Ableitungen wie folgt bilden:

%1 %1 %1
Bz% Ox10xo Ox10xy,
921(x) B e A <
X Oxodxy ox2 Oz 0Ty,
H(I(x)) = ool 2 (3.2)
821 821 821

Oz, 0T Ox, 0z e ox2

n
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Abbildung 3.5: Gabor-Gestaltung und Wahrnehmung illusiver Konturen I. Das originale 175 x 169
Bild (a) wird mit MKGF von insgesamt 96 Gabor-Kanélen in (b) durch gfilt.c -pz0-s -N8
- FO. 9 - Q0 gefiltert — jeweils 12 Kandle an der Mittelfrequenz 0.5, 0.45, 0.405, 0.3645, 0.32805,
0.295245, 0.2657205 und 0.23914845 = 0.5 x 0.97 Nyquist mit radialer Bandbreite von 1 Ok-
tave und Orientierungsbandbreite von 15°. Das Bild (c) sdellt die lokale Energie der Ausgabe vom
gfi | t. c nach dem nicht-linearen WTIA-Verknupfung im Ortsbereich dar. Einfache Konturen (d)
sind aus (c) via gr adedge. sh zu extraieren. (Siehe Abb. 3.8—(c) auf S. 70 flr den Inhalt des
gr adedge. sh.) Der Aufwand von 96 Kanélen (30 Sekunden auf einem 233 Mhz SISD CISC-Pro-
zessor) in (b), (c) und (d) ist fiir die Suche der geeigneten Skala gewidmet. Die geeignete Skala wird an
der Mittelfrequenz von 0.23914845 Nyquist gefunden, wobei die Kontur des Wirfels als eine dicke
Linie anstatt zwei Kanten ,wahrgenommen* wird. In der Tat lassen sich die illusiven Konturen mit
grofRer Toleranz der Parameter und viel wenigerem Aufwand (4 Sekunden in derselben Umgebung)
ableiten. Mit 12 Kanélen an der Mittelfrequenz 0.24 Nyquist und elliptischem Verhéltnis von 0.3 (e)
sind die lokale Energie (f) durchgfi It - pz0-s - Al15- Q. 3 -w0. 24 und die abgeleiteten Kon-
turen (g) durch gr adedge. sh zu gewinnen. Das Bild (h) Uberprift die Lage der Konturen durch
eine Uberlagerung mit dem originalen Bild (a). Es sei darauf hingewiesen, daR die Ergebnisse (c)
und () durch anschauliche WTIA-Verkniipfung der lokalen Energie zu gewinnen sind. Dies bedeutet,
daR eine Form der illusiven Konturen bereits bei den einfachen und komplexen Zellen durchaus repré-
sentiert werden kann, da die hierzu benétigten Operationen fir die biologischen Systeme realistisch
sind.
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Abbildung 3.6: Gabor-Gestaltung und Wahrnehmung illusiver Konturen Il. Als Fortsetzung zur
Abb. 3.5 auf S. 67 wird hier der redundante Aufwand zur Formung nicht-physikalischer Konturen
weiter reduziert. Wir haben in (b) nun 4 Gabor-Kanéle, die den Haupt-Beitrag zur kritischen lokalen
Energie in (c) darstellen (gf i | t. ¢ - pz0-s-w0. 5- Q0. 2 - A45 - b0. 5). Das Bild (d) wird nach
wie vor durch gr adedge. sh gewonnen. Weiterhin wird in (e) — (h) auf nur 2 Kanéle reduziert,
derer Orientierungen einander in 86° stehen. Da die zwei vertikalen Kanten in (e) gekrimmt sind,
ist in (g) und (h) deutlich stdrkere Antwort auf die Kanten oben links und unten rechts vom linken
Kanal in (e) zu erkennen. (gfi I t. c-s - Q0. 2-a90 - A86 - w0. 5 - b0. 5). Die Verbindungskraft
einer optisch mit groRer Entfernung unterbrochenen Kontur besteht sehr effizient in der Elliptizitét
(gf i 1 t. c - Q einer 2-dimensionalen Gabor-Funktion bzw. des Rezeptivfeldes einer einfachen Zel-
le. Introspektiv gedacht kénnte die Wahrnehmung der illusiven Kontur ausgeldst werden durch eine
geringe Anzahl der einfachen Zellen in der primitiven Stufe des visuellen Pfades in die Richtung bot-
tom-up. Auf der anderen Seite kénnte attentiv in der Form einer ,,Schablone* top-down die Zellen-
Aktivitaten ,interpretiert” werden. Unser Experiment und Auslegung verfugt tiber den Vorteil der An-
schaulichkeit und kein Versto3 gegen bekannte neurophysiologische Fakten. (Die Energie-Bilder (c)
und (g) sind durch pf nganma. ¢ - G0. 35 Gamma-Korrigiert.)
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(b)

Abbildung 3.7: Lokale Energie via Gabor-Filterung: Beispiel Lena und Rad. MKGF und WTIA von
gfil t.c-s mitdengleichen Parametern wie in [Trapp, 1998]. Diese dienen als Eingabe fir die in
Abb. 3.8 auf S. 70 und Abb. ?? auf S. ??2.

3.2 Ellipsenextraktion

Fir ,,Ellipsen-Detektion** und -Fitting existieren duRerst zahlreiche Literaturen'®, denn die
Ellipsen im 2-dimensionalen Raum sind perspektive Projektionen der Kreise im 3-dimen-
sionalen Raum. Solche geometrischen Primitive sind fir besonders wichtig gehalten und
sind in weitreichenden Aufgaben in Computer-Vision involviert. Dennoch sind praktische
Ergebnisse auf natirlichen Szenen mit der Geschwindigkeit und Prazision, die unsere For-
derungen erfiillen, mit heutiger Rechenleistung sehr eingeschrankt.

Mit Ellipsenextraktion wird hier parametrische Lokalisierung einer Ellispe gemeint,
denn mit parametrischer Bestimmung der Lage einer Ellipse ist Sub-Pixel-Prézision in
Bildkoordinaten méglich. Weil die Tiefendaten im rektanguléren Pixel-Raster geliefert wird,
missen die Koordinaten allerdings bei der Fusion wieder einmal zu dem nachsten Nachbar
quantisiert werden. Die Bezeichnung ,,Erkennung* méchten wir hier mit Absicht vermein-
den, denn sie ist fur sehr verschiedene Aufgaben verwendet und daher mehrdeutig gewor-
den. Die Aufgabe besteht darin, die Frage

Wo ist die Ellispe in der Szene?

nicht aber

Die Hesse-Matrix bzw. Weingarten-Abbildung is der ersten und der zweiten Fundamentalform verbunden. Die
Diagonalisierung solcher eines 2-dimensionalen Skalarfeldes verrat die lokalen Hauptrichtungen v1(x), va(x)
und Hauptkriimmungen x1(x), k2(x) € o(H) nahe x. Die invariante Gaukrimmung is gleich det H = r1 k2
und die invariante mittlere Krimmung tr H/2 = (k1 + k2)/2, wobei «1 und ko die Hauptkrimmungen sind.
[Hilbert und Cohn-Vossen, 1932, 1952] [ter Haar Romeny, 1999; ter Haar Romeny et al., 1994] [Heckbert und
Garland, 1999].

10unter anderen [Agin, 1981] [Yuen et al., 1989] [Rosin und West, 1989] [Porrill, 1990] [Ellis et al., 1992]
[Rosin, 1993a] [Rosin, 1993b] [Yoo und Sethi, 1993] [Gander et al., 1994b] [Gander et al., 1994a] [Karl et al.,
1994] [Ho und Chen, 1995] [Fitzgibbon et al., 1996] [Rosin, 1996b] [Rosin, 1996a] [Cabrera und Meer, 1996]
[Werghi et al., 1996] [Cui et al., 1996] [Aguado et al., 1996] [Hal +r und Flusser, 1998] [McLaughlin, 1998]
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Abbildung 3.8: Konturenextraktion nach der Gabor-Filterung: Beispiel Lena. Nachverarbeitung nach
der Multikanal-Gabor-Filterung und WTIA mit dem Eingangsbild von Abb. 3.7—(a) auf S. 69. Die
Bilder (a) und (b) sind die jeweils vorhergehenden Ergebnisse durch den G- und M-Verdinnungsal-
gorithmus unterm Khor os. Das Bild (c) ist vom Algorithmus (gr adedge. sh) durch die Kreierung
einer Orientierungskarte wéhrend der Multikanal-Gabor-Filterung (gf i | t . ¢ - t 2), Non-Maximum-
Suppression, Hysterese-Schwellenwert-Verfolgung (pf ndi r - H) [Canny, 1983, 1986], binére Ver-
dunnung (pgmt hi n. ¢) [Zhang und Suen, 1984] [Lee und Chen, 1992] [Gonzalez, 1987, 398-402]
[Guy und Medioni, 1983, 1992, 1996] und Konturenverkettung (pgni i nk. ¢) gewonnen worden.
Mit einem &hnlichen Verfahren (gmagedge. sh), bis auf den Verzicht auf die vorgegebene Orien-
tierungskarte, ist das Bild (d) konstruiert worden. Die fiir die Non-Maximum-Suppression notwendige
Orientierungskarte wird durch die Diagonalisierung der Hesse-Matrix (v. et. FuBnote 99 auf S. 69
und pf ngauge. c - g) des Eingangsbildes Abb. 3.7—(a) auf S. 69 nachgewonnen. Es sei darauf hin-
gewiesen, daf die Konturen in den friiheren Ergebnissen (a) und (b) nicht ein-pixel-breit sind und viel
geringere Idempotenz-Eigenschaft als unsere in den Bildern (c) und (d) aufweisen. Cf. §2.1.1ab S. 8.
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Abbildung 3.9: Konturenextraktion nach der Gabor-Filterung: Beispiel Rad. Nachverarbeitung nach
der Multikanal-Gabor-Filterung und WTIA mit dem Eingangsbild von Abb. 3.7—(b) auf S. 69. Die
Bilder (a) und (b) sind die jeweils vorhergehenden Ergebnisse durch den G- und M-Verdiinnungsal-
gorithmus unterm Khor os. Das Bild (c) ist vom Algorithmus (gr adedge. sh) durch die Kreierung
einer Orientierungskarte wéahrend der Multikanal-Gabor-Filterung (gf i | t . ¢ - t 2), Non-Maximum-
Suppression, Hysterese-Schwellenwert-Verfolgung (pf ndi r - H) [Canny, 1983, 1986], bindre \er-
dinnung (pgnt hi n. ¢) [Zhang und Suen, 1984] [Lee und Chen, 1992] [Gonzalez, 1987, 398-402]
[Guy und Medioni, 1983, 1992, 1996] und Konturenverkettung (pgm i nk. ¢) gewonnen worden.
Mit einem &hnlichen Verfahren (gmagedge. sh), bis auf den Verzicht auf die vorgegebene Orien-
tierungskarte, ist das Bild (d) konstruiert worden. Die fiir die Non-Maximum-Suppression notwendige
Orientierungskarte wird durch die Diagonalisierung der Hesse-Matrix (v. et. FuBnote 99 auf S. 69
und pf ngauge. c - g) des Eingangsbildes Abb. 3.7—(b) auf S. 69 nachgewonnen. Es sei darauf hin-
gewiesen, dal die Konturen in den fritheren Ergebnissen (a) und (b) nicht ein-pixel-breit sind und viel
geringere ldempotenz-Eigenschaft als unsere in den Bildern (c) und (d) aufweisen. Cf. § 2.1.1ab S. 8.
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Abbildung 3.10: Lage-Uberpriifung-l der Konturenextraktion nach Gabor-Filterung via
gr adedge. sh. In (a) und (c) geben wir jeweils Abb. 3.8—(c) auf S. 70 und Abb. ??—(c) auf
S. ?? wieder. Um die Zussamengehdrigkeit der Konturenpixel zu einer Konturenliste zu verdeutlihen,
zeichnen wir die Terminatoren jeder Konturenliste mit schwarzen Punkten, wahrend der Rest in
grauen Linien gezeichnet wird. In (b) und (d) werden diese herausgezogenen ein-pixel-breiten
Konturen binér ins Bild der lokalen Energie Abb. 3.7 auf S. 69 Uberlagert, um die Lage der
Konturen zu Uberprifen. Nota bene: Sowohl die lokale Energie als die Konturen-Stérke als auch die
Orientierungen der Gabor-Kandle als Orientierungskarte werden zur Konturenextraktion verwendet.
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Abbildung 3.11: Lage-Uberpriifung-1l der Konturenextraktion nach Gabor-Filterung via
gmagedge. sh. In (a) und (c) geben wir jeweils Abb. 3.8-(d) auf S. 70 und Abb. ??-(d) auf
S. ?? wieder. Um die Zussamengehdrigkeit der Konturenpixel zu einer Konturenliste zu verdeutlihen,
zeichnen wir die Terminatoren jeder Konturenliste mit schwarzen Punkten, wéhrend der Rest in
grauen Linien gezeichnet wird. In (b) und (d) werden diese herausgezogenen ein-pixel-breiten
Konturen binar ins Bild der lokalen Energie Abb. 3.7 auf S. 69 tiberlagert, um die Lage der Konturen
zu Uberpriifen. Nota bene: Nur die lokale Energie wird hier als Konturenstarke benutzt. Keine
Orientierungsinformation ist am Eingang des Algorithmus vorhanden.
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Ob eine Ellispe in der Szene existiert?

zu beantworten. Es wird angenommen, daf es eine ,,visuell signifikante* Ellispe in der Sze-
ne zu finden sei. Bei Schwierigkeiten all dieser Anfiihrungszeichen sei es bedacht, daf auch
Rauschen in der Szene die Kontur einer Kleinen Ellipse formen kann. Weiterhin muf3 sich
die Ellipse ,,zum grofRen Teil“ in der Szene befinden, denn theoretisch ist ein gerades Seg-
ment im Bild auch ein Teil einer Ellispe, derer Umfang sich der Unendlichkeit annéhert.
Solche Umsténde u. a. werden uns auf ein ad hoc Verfahren einschranken.

Die Anséatze via Evidenz-Akkumulation sind zwar robust gegeniiber Stérungen in dem
Intensitétsfeld, er heil3t aber im Falle einer Ellipsen-Modellierung eine erschopfte Akkumu-
lation der Evidenzen im 5-dimensionalen Parameter-Raum gefolgt durch eine Suche nach
dem lokalem Maximum im 5-dimensionalen Evedienz-Raum und ist daher mit sehr hoher
Komplexitat verbunden. In der praxis kdnnen wir uns den Zeitaufwand fiir einen hough-
basierten Algorithmus nicht leisten, denn fur die erforderliche Prazision unserer Aufga-
be mussen wir den Evidenz-Raum mit einem noch feineren Gitter diskretisieren, was die-
sen Ansatz fur die Echt-Zeit-Anwendung mit der gegenwaértig verfugbaren Rechenleistung
nicht-realisierbar macht.

Die Verfahren via Template-Matching andererseits, unabhangig davon, wie es ,,gematcht*
wird, setzt die Schablone voraus. Im Falle der Ellipsen besitzt aber die Schablone ein Frei-
heitsgrad von 5. Dies bedeutet auch eine Suche im 5-dimensionalen Schablonen-Raum plus
eine Suche im 2-dimensionalen Bild-Raum. Schrénkt man die Freiheit der Schablonen ein,
so verliert man die Auflésung der Ellipsen, wie beim Parameter-Raum der Evidenz-Akku-
mulation der Fall ist. Dies heif3t auch beispielsweise, daR man das zu demontierende Objekt
nicht schrég oder unvollistandig in der Szene haben darf. Wir haben mit unserem Ansatz
hier demonstriert, daB3 solche Nachteile vermieden werden kénnen, ohne gréReren, wenn
nicht mit geringerem, Rechenaufwand aufwenden zu mussen.

Die Voraussetzung unseres Ansatzes der Ellipsen-Lokalisierung ist eine gute Kontu-
renextraktion, welche in 8 3.1 ab S. 59 diskutiert worden ist. Es sei darauf hingewiesen,
daf3 eine ,,gute” Konturenextraktion im Vergleichen zu den o. g. Verfahren nur einen sehr
geringen Aufwand bendtigt. Dennoch unterziehen sich bei unserer Konturenextraktion die
Eingangsintensitétsdaten aus einer der Stereo-Kameras einer starker Datenreduktion. Des
Autors Meinung nach sei die Datenreduktion eine der hdchsten Direktiven Uberhaupt bei
einem kybernetischen Versuch, eine natirliche Wahrnehmung nachzuahmen. Dies heift,
schlicht und logisch, die irrelevante Information zu ignorieren, um Effizienz zu gewinnen.
Selbstversténdlich flhrt dieses Ignorieren der Daten hier und da zu unerwiinschten Konse-
guenzen. Der Autor personlich ist zweimal unter genau derselben Situation in den falschen
Bus eingestiegen. Im nach hinein stellt sich introspektiv heraus, daf? dies genau die Konse-
quenz der o. g. Unterlassung ist. Es sei aber anstatt des bloRen Verlustes das Verhaltnis vom
Verlust und Gewinn betrachtet, denn unsere Informationsverarbeitung wére sonst durch die
immense Menge der Daten (berlastet.

Die Konturen, als Ergebnis vom 8§ 3.1 ab S. 59, présentieren sich nun als Listen der ver-
ketteten Konturen-Pixel, eine syntaktische!®® Strukturierung der sonst nicht-zusammenhén-
genden Bildelemente. Die Konturenlisten werden jeweils direkt mit einer Ellipse modelliert
(kal nel | . ¢) [Porrill, 1990]. Alternativ werden die Konturenpixel zu Linien und Bogen
segmentiert (pi x2I i ne. ¢ [Rosin und West, 1989]) und anschlieend mit Ellipsen model-
liert (el 1 i n3x. ¢ [Rosin und West, 1989]). Um die signifikanteste Ellipse, die eventuell

101¢f, FuBnote 85 auf S. 59
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in der Szene vorhanden ist, haben wir ad hoc die Berechnung mit zusétzlicher Gewichtung,
Auslesung und Sortierung versehen lassen (el 1 fi | t. c). Uns ist gelungen, in den nattir-
lichen Szenen, mit hoher Sicherheit die ,,signifikantesten* Ellipsen prazis zu lokalisieren
(pgnel | . sh, pose. sh und pose2. sh). Es sei darauf hingewiesen, dal sich unserer
Ansatz sehr stark auf eine zuverlassige Konturenextraktionsalgorithmus. Wir demonstrie-
ren in Abb. 3.12 auf S. 75 und Abb. 3.13 auf S. 76 einige natlirliche Szene, die den anderen
Verfahren mit gleichem Zeitaufwand sehr schwierig sind.

Abbildung 3.12: Ellipsen-Lokalisierung: Beispiele an realen Szenen .
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Abbildung 3.13: Ellipsen-Lokalisierung: Beispiele an realen Szenen I1.



Kapitel 4

Hyperkres

Es ist mdglich, einen Kreis im 3-dimensionalen Raum von ihrer perspektiven Projektion
in der 2-dimensionalen Ebene, einer Ellipse, mittels geeichter Kameras perspektiv geome-
trisch, mit eingeschrankter Ambiguitét, zu invertieren. Das Ergebnis solcher Verfahren er-
fullt dennoch unsere Forderung der Genauigkeit nicht [Kanatani, 1993]. Eine Vermessung
durch Invertierung ist ndmlich fir unsere Aufgabe zu sensitiv und abhangig von der Kon-
turenextraktion. Eine zuverldssige, eindeutige und wohl-definierte ,,Konturenextraktion® ist
die gemeinsame Schwachstelle im kinstlichen Sehen tiberhaupt, wie wir bereits im Kapi-
tel 3 diskutiert haben.

Unsere parametrische Lagebestimmung eines in der Szene vorhandenen Kreises ba-
siert auf der Fusion eines Skalarfeldes und eines Vektorfeldes, wobei das Skalarfeld aus
den Intensitatsdaten der Szene und das Vektorfeld aus den Tiefendaten derselben Szene
besteht. Die Tiefendaten sind die Koordinatenvektoren, die durch geeichte Stereokameras
geschatzt werden und in Pixel-Pixel-Korrespondenz zu den Intensitatsdaten stehen [Trapp,
1998]. Die Fusion der beiden Datenquellen ergibt eine Punktmenge der dreidimensionalen
Koordinaten, die eine verrauschte Abtastung des gesuchten Kreises im Raum darstellt. Der
Kreis im dreidimensionalen euklidischen Raum wird als Spezialfall eines 1-Hyperkreises
(cf. Def. 2.4.17 auf S. 49) aufgefasst und zur Modellierung der Punktmenge parametrisch ge-
schéatzt. Die Implementation der entgliltigen dreidimensionalen Vermessung ist hyperkreis-
basiert und nimmt eine Datenmenge beliebiger Dimension auf, die nur durch maschinelle
Leistungsféhigkeit eingeschrénkt ist [Chen et al., 2000].

Der im Kapitel 2 (S. 5) eingefiihrte geometrische Begriff Hyperkreis verallgemeinert auf
endlich dimensionale Raume den Ublichen Kreis. Der Begriff Hyperkreis 18Rt sich nicht nur
hier zur Modellierung einer 3-dimensionalen Punktmenge anwenden, sondern er erméglicht
eine neue geometrische Anschauung héherer dimensionalen Daten. Wegen der Einfachheit
i. a. des Begriffes parallel zu den wichtigsten geometrischen Primitiven argumentieren wir,
dal? der neue Aspekt hoherer dimensionalen Daten von potenzieller Bedeutung sein soll.

4.1 Nicht-Lineare Geometrische Ausreilder-Filterung

Die in der Tiefenkarte vorhandenen Fehler verhindern die genaue Lage-Bestimmung des
Obijektes, besonders in einer schiefen Orientierung, die beim Stereoverfahren nicht vorge-

77



78 KAPITEL 4. HYPERKREIS

sehen ist, Cf. Abb. 1.1 auf S. 2, Abb. 4.3 auf S. 80, Abb. 4.5 auf S. 81 und Abb. 4.8 auf S. 89.
Die Entfernung der Fehler ist also eine kritische Voraussetzung fiir ein brauchbares Ergeb-
nis. Wir stellen hier ad hoc ein duBerst effektives Verfahren vor. Mit ad hoc meinen wir,
daf es leider nur fir einen 1-Hyperkreis im 3-dimensionalen Raum geschaffen ist. Weiterer
Untersuchungen einer mdglichen Generalisierung auf n-Hyperkreise lassen sich wiinschen
102 Dennoch ist dieser Ansatz zusammen mit der anschlieRenden Regression deutlich effizi-
enter als eine ,,robuste Regression* [Brown, 1982] [Rousseeuw, 1984] [Rousseeuw, 1987],
die sich wihrend der Regression unmittelbar mit den ,, AusreiRern auseinandersetzt 3. Wir
nutzen im Gegensatz hierzu das geometrische Vorwissen von einem Kreise zur Vorverarbei-
tung einer Datenmenge, die Ausreifer enthalten kann, stark aus. Unser Ansatz ist insgesamt
eine robuste Regression.

In unserer Formulierung der Datenmatrix ist die Kovarianzmatrix in den Singularwer-
ten sowie rechten Singuldrvektoren und die regularisierten Mahalanobis-Distanzen in den
linken Singuldrvektoren mitenthalten, Cf. § 2.4.2 ab S. 36 und § 2.4.3 ab S. 38. Mit der
Anwendung der SVD wird das Problem der Invertierung einer singularen Kovarianzmatrix
oder hoher Konditionsnummer umgegangen (pnnfi | t . ¢). Wahrend es mdglich ist, zum
Teil die vorhandenen Fehler in der Tiefenkarte anhand regularisierter Mahalanobis-Distanz
zu entfernen ,Cf. Abb. 1.1—(c) auf S. 2 und Abb. 4.1 auf S. 78, vermeiden wir dies wegen
des relativ htheren Rechenaufwands, einer SVD aller definierten Tiefenvektoren. Die Feh-
ler in der Tiefenkarte werden erst nach Datenreduktionsstadien, Ellipsendetektion und Teil-
Fusion mit der Tiefenkarte, nachverarbeitet. Dies erspart uns die Verarbeitung irrelevanter
Tiefen-Vektoren, die zu unserem Ergebnis wenig beitragen kénnen.

o filtered range o
z(mm)

QOONOUIRWNFROWO
OO OO0OOOOOOO00O

|
o))
o

UITIUIUIVITITICIOIUT S

-80
-100

x(mm) 60
Abbildung 4.1: Regularisierten Mahalanobis-Distanz und AusreiRRer. (Def. 2.4.15 auf S. 46) via SVD
auf die Tiefenvektoren (pnnf i | t . c). Die Daten beziehen sich auf die Szene in Abb. 1.1 auf S. 2. Die
griinen Punkte stellen die rohen Daten aus der Tiefenkarte dar. Die schwarzen sind (ibriggebliebenen
Vektoren nach unserer Mahalanobis-Filterung. Dies ist mit Abb. 4.2 auf S. 80 zu vergleichen.

102 der Tat ist unser Verfahren (cur vfi | t. ¢) nicht auf einen 1-Hyperkreis eingeschrankt, sondern soll fiir
alle zu gewissem Grad ableitbaren Kurven anwendbar sein.

103sjehe pr ogr ess und pr ogr ess. exe. Mit der robusten ,Least Median of Squares Regression” [Rous-
seeuw, 1984] ist es zwar auch sehr effektiv zur Detektion der ,,Ausreifler”, ist dies in der Geschwindigkeit ein
groRer Nachteil.
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Die Ambiguitat des Begriffes ,,Ausreiler wird vermieden, indem wir ad hoc eine ope-
rative Definition eines AusreiBers einfilhren. Um einen Vektor in einer 3-dimensionalen,
geordneten Punktmenge {x;,¢ = 1,...,m} als ,,AusreiBer” zu identifizieren und auszu-
schlieBen, definieren wir die eine ,,Abweichung“ D;()) des iten punktes x; von einem
hypothetischen Kreis als [Chen et al., 2000]

>

Di(\) = [[(xi = xims) X (Xixs — xi) ) (4.1)

6=1

wobei x ist das 3-dimensionale Kreuzprodukt und (2X + 1) die L&nge des Fenters einer
Nachbarschaft des Punktes x;, fir den die ,,Abweichung“ D;(\) berechnet wird. Ein Punkt
x; sei als AusreiBer identifiziert und abgelehnt, wenn

D;(A) > 10 - Med{Dy(\) : k=1,--- ,m}, 4.2)

wobei Med bezeichnet den nicht-linearen Median-Operator. Gute Ergebnisse flr unsere An-
wendung erhalten wir mit einem empirischen Werte von A = 5. Diese nicht-lineare Filte-
rung nutzt sehr stark die geometrische Invarianz eines Kreises aus und erfiillt die folgenden
Kriterien:

e Transparenz unter additiven, Gaullschen, weillen Stérungen;
o Unversehrtheit der durchgelassenen Vektoren bzw. Punkte;
e Ausreichende Effektivitat fiir Brauchbarkeit des Ergebnisses.

Diese Filterung hat keinerlei Einflu auf eine Punktmenge von einem gleichméaRig abge-
tasteten Kreis mit additiven Gauf3schen, weilen Rauschen, wahrend sogar ein typischer
menschlicher Tippfehler detektiert werden kann %4, Dies ist eine wichtige Eigenschaft fur
die anschlieBenden Schatzungen. Desweiteren &Rt sich empirisch feststellen, dalk der Algo-
rithmus uber eine Radius-Invarianz verfligt. In Abb. 4.2 auf S. 80 wird das Ergebniss der
geometrischen Filterung am Beispiel Abb. 1.1 auf S. 2 gezeichnet. Die ,,Sauberkeit*” dieses
Algorithmus wird mit einem weiteren Beispiel Abb. 4.3 auf S. 80 in Abb. 4.4 auf S. 81
demonstriert.  Wir sehen in Abb. 4.5 auf S. 81, dal8 er fiir diese bestimmte Aufgabe des
Projektes kritisch und unentbehrlich ist.

4.2 Hyperebene via SVD

Sei eine Menge von m Beobachtungsvektoren {x;,i = 1,...,m}
Zi1
T2
X; = )
Lin

Wir nennen den Spaltenvektor x; einen Punkt in £, einem n-dimensionalen euklischen
Raum mit gewohnlichem Skalarprodukt. Ein (n — 1)-Flach bzw. eine Hyperebene IT C £

II ={x; :przin + p2ia+ -+ + Pny1 =0}, D1,p2,...,Pnt1 €R (4.3)

104cf. ghyper. ¢, gaussi an. c,curvfilt.c
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Abbildung 4.2: Beispiel der geometrischen Filterung der Ausreifler nach GI. (4.1) auf S. 79 und
Gl. (4.2) auf S. 79 (cur vfil t. c). Die griinen Punkte stellen die rohen Daten aus der Tiefenkar-
te dar. Die schwarzen sind tbriggebliebenen Vektoren nach der Filterung. Die Daten beziehen sich
auf die Szene in Abb. 1.1 auf S. 2. Dies ist mit Abb. 4.1 auf S. 78 zu vergleichen. Mit starker Aus-
nutzung von geometrischen Vorwissen ist unser Verfahren in der Lage, effizienter ein ,,saubereres*
Ergebnis zu liefern.

Abbildung 4.3: Tiefendaten in kritischer Orientierung: Beispiel Rad. Dieses Beispiel stellt eine Her-
ausforderung fir das Stereoverfahren [Trapp, 1998]. Das Rad steht in einer kritisch schragen Orientie-
rung an der Vermdgensgrenze des Stereoverfahrens. Dennoch liegt die Orientierung weit innderhalb
des Vermdgens unserer Algorithmen [Chen et al., 2000].
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Abbildung 4.4: Daten-Fusion mit Ausreier-Detektion und Filterung. Beispiel der geometrischen Aus-
reier-Filterung im Bezug auf die Szene in Abb. 4.3 auf S. 80 [Chen et al., 2000]. Die blauen Punkte
stellen die rohen Vektoren aus der Tiefenkarte dar. Die schwarzen sind Gbriggebliebenen Vektoren
nach unserem Verfahren. Im voraus wird der geschdtzte Kreis rot gezeichnet mit RMS-Residuum:
1. 0677036 mm, Orientierungsunsicherheit: 0. 67828°, Radius: 180. 3740 mm. Vgl. mit dem
Ergebnis in Abb. 4.5 auf S. 81, wo unsere Ausrei3er-Filterung nicht durchgefiihrt wird. (Da die Ste-
reo-Messungen [Trapp, 1998] durch 32-bit IEEE-754-Single-Precision [IEEE, 1985] [Goldberg, 1991,
p. 193] in Khoros-Float-Format gegeben sind, werden hier die Ergebnisse in maximal 8 Dezimalstel-
len ausgedruckt, obgleich die Daten intern in mindestens 64-bit-double verarbeitet worden sind.)
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Abbildung 4.5: Daten-Fusion ohne AusreiRer-Detektion und Filterung. Im Vergleich zu Abb. 4.4 auf
S. 81 wird in dieser Abbildung die Kreishestimmung ohne Ausreiler-detektion und -Filterung durch-
gefuhrt [Chen et al., 2000]. Der geschatzte Kreis mit RMS-Residuum: 49. 28086 mm, Orientie-
rungsunsicherheit: 29. 1249°, Radius: 176. 89928 mm wird im voraus rot gezeichnet (Da die
Stereo-Messungen [Trapp, 1998] durch 32-bit IEEE-754-Single-Precision [IEEE, 1985] [Goldberg,
1991, p. 193] in Khoros-Float-Format gegeben sind, werden hier die Ergebnisse in maximal 8 De-
zimalstellen ausgedruckt, obgleich die Daten intern in mindestens 64-bit-double verarbeitet worden
sind.)
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soll die Menge {x;} modellieren mit dem gesuchten Parameter-Vektor

b1

p=| . (4.4)

pn+1

In [Chen et al., 2000] die ,,beste” affine Teilraum durch eine SVD berechnet. Die Punkte x;
werden wie Gl. (2.40) auf S. 28 von oben nach unten, Cf. § 2.4 ab S. 28, in einer m x n
Datenmatrix D eingetragen 1%°.

- T - -

X1 11 Ti2 -+ Tin
XQT 21 T22 ot T2n
X3 T3 T2 - g
D= |Xi| = |2a1 242 - un| (4.5)
Xg T51 T2t Ibn
_X?n_ | Tm1l Tm2 °° Tmn |

Wir appendieren eine zusatzliche Spalte mit ,,Einsen* und formen eine m x (n + 1) aug-
mentierte Matrix

11 T2 o T 1
Tor  Tag v To, 1
r31 w32 o T3p 1
A= |1 Ta2 0 Typ 1 (4.6)
T51  Ts2 v Tsp 1
Tm1l Tm?2 e Tmn 1

Sei sortierte Singuldrwertzerlegung von A nach Gl. (2.23) auf S. 19 Cf. § 2.1 ab S. 6 und
§2.3abS. 16,

A =UxVT, 4.7)
dann ist die letzte Spalte in V
U1
~ v2
P=Vpy1= : . (4.8)
Un+41

eine Losung der kleinsten Quadrate. Cf. GI. (2.31) auf S. 25. Dies ist &quivalent zur Lésung
der Gleichung
Ap=0, mit |p|2=1, (4.9)

Wegen Melfehler und anderen Stérungen besitzt A in der Regel einen trivialen Kern. In
anderen Worten, die letzte rechte Singuldrvektor v,,, 1 ist die Losung des Minimierungs-
problem, Cf. GI. (2.31) auf S. 25,

p*A*Ap, mit |pl2=1 (4.10)

195pje Daten {x;}, werden in unserer Anwendung die Koordinaten-Vektoren aus der Tiefenkarte sein,
Cf. Abb. 1.1 auf S. 2.
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Dies gilt flr alle unitar invarianten Normen.

Da Variierungen von allen Elementen x;; in der Teilraummodellierung involviert sind,
kann diese Methode als total least squares (TLS) 1% betrachtet werden.

4.3 Hyperkreis via SVD

Nach Def. 2.4.17 auf S. 49 in § 2.4.6 sei der gesuchte Hyperkreis die Schnittmenge der
(n — 1)-Hyperebene IT C £

Z»Tjﬁj +Pnt1 =0 (4.11)

j=1

und einer noch zu determinierenden (n — 1)-Hypersphéare S € 8"~ ! C &"

> (@ —c)? =1 =0 (4.12)

J=1

mit unbekanntem Vektor z = {c1,...,¢,} € II ¢ £” und € R, wobei die Hyperebene IT
aus §4.2 ab S. 79 ist durch n und p gegeben mit

H={x+p:xcKern?, n,pe&” pelll (4.13)

Wegen der Einschrankung z € II wird in unserem Ansatz die Bestimmung der (n—1)-
Sphére in £™ der (4.12) durch das Modellieren einer (n — 2)-Sphare in £~ ! ersetzt, indem
wir die Vektoren in Gl. (4.5) auf S. 82 auf die affine Teilraum IT projizieren lassen durch eine
affine Projektion. Mit x; € £"~! bezeichnen wir die orthogonale Projektion von x; € £"
auf den affinen Teilraum I1.

Reprasentiert wird der affine Teilraum II in (4.13) durch einen (n — 1)-dimensionalen
Richtungsteilraum und ein Element in II. Der Richtungsteilraum wird wiederum durch eine
orthonormale Basis fiir das orthogonale Komplement vom Normal n représentiert. Die-
se Basis ist explizit durch eine Singularwertzerlegung auf der Zeilen-Matrix n” gegeben
(Cf. Abb. 2.2 auf S. 20) 7. Gesucht sind also jetzt das Zentrum z’ = (c},...,c,_;) €

£n=1 und der Radius r € R von einer (n — 2)-Sphére C IT, Y7~} (z} — ¢})? = 2.

Sei x; € &7~! die orthogonale, affine Projektion von dem Vektor x; € £ aus D in
Gl. (4.5) auf S. 82 auf dem (n — 1)-dimensionalen affinen Teilraum II. Sei P der Richtungs-
teilraum von II und P,, elementarprojektor auf n aus Gl. (4.13) auf S. 83. Die Datenmatrix
nach der affinen Projektion wird zu (Cf. § 2.4.1 ab S. 29)

D,=D-%Z,DI-Pp) bzw. D,=D-Z,DP,, (4.14)

106[Golub und Van Loan, 1980] [Van Huffel, 1987, 1988, 1997] [Van Huffel und Vandervalle, 1987; Van Huffel
und Vandewalle, 1987]. [Van Huffel und Vandewalle, 1991] [Spath, 1999] [Fierro et al., 1997] Diesistin hyper . c
implementiert. Siehe mat st at . ¢ - QL fir eine weitere Implementierung der TLS.

107Das allgemeine Problem, eine orthonormale Basis von einem einzigen Vektor herauf aufzubauen, ist nicht
durch den Gram-Schmidt-ProceR zu realisieren. Dies ist ein sehr oft zu sehendes Misverstandnis. Sondern, ein
Householder-Reflektor (Cf. § 2.1.6 ab S. 11) wird vorgeschlagen (von Eric Rudd im Usenet; siehe auch unsere
Implementierungen basi s33. ¢ und gmat . ¢ - 0) oder den Kern der 1 x n Matrix n™ via SVD zu berechnen,
Cf. Abb. 2.2 auf S. 20, mat st at . ¢ - s0, schur 2 - s und svd. c.
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wobei die letzte Spalte von D, durch eine Drehung Q eine Konstante & wird. Sei D?~! die
m x (n — 1) Untermatrix von den ersten n — 1 Spalten von D, Q,

_X,T- _x/ .T/ e €T ]
,1T 11 12 1(n—1)
/ /
X2T Lor Loz - T2(n-1)
/ /
X3 T3y Tzt T3(n-1)
/ /
D= x| = | T Ty o T | (4.15)
T oy ! oo
Xg Ts1  Ts2 T5(n—1)
/. / /
Xg [Tm1 Tm2 " Tm(n—1)]

Die neue m x (n — 1) Datenmatrix D"~! mit Punkten x; € £"~! ist durch eine (n —
1)-Sphére zu modellieren (hyper . c - s). Um lIterationen zu vermeiden, minimieren wir
MMSE (Modified Mean Square Error) von von Thomas und Chan %8,

2

m n—1
Q=>_||D @ —&)?| -7 . (4.16)
i=1 j=1

welche zu einem linearen System

/ /
Ty e T, 1
/ /
Toq PN Top_1 1 51 o Z:r/?
Thy e @y 1 2
/ ’ 1 52 - Zl‘ 2j
S e = 4.17)
/ / .
Ty o Tppoq L : :
. . 72
1 Sn - ZCI)‘ mj
/ /
_xml xmnfl 1_
fuhrt mit
n—1
Iy . _ /2 2
sj=-2¢(j=1,--- ,n—1) sn—g = (4.18)
Jj=1

Dies wiederum wird durch eine SVD geldst und ergibt das geschatzte Zentrum ¢’ und Ra-
dius 7

&=-G=1n-1; 2= s (4.19)
Das geschatzte Zentrum z € II ergibt sich durch & und die Umkehrisometrie Q !
z=1[¢ ... @_, klQ. (4.20)

Der Orthoprojektor P bzw. sein Komplementérer P, in (4.14) wird in unserem Projekt
durch einen schiefen Projektor ersetzt. Cf. GI. (2.9) auf S. 10 und GI. (2.10) auf S. 10 in
8 2.1.5 und [Chen et al., 2000] sowie hyper . ¢ - c und hyper. c - s.

108[ Thomas und Chan, 1989]. Siehe auch [Bookstein, 1979] [Landau, 1987] [Thomas und Chan, 1989] [Takiyama
und Ono, 1989] [Chaudhuri und Kundu, 1993].
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In§4.2abS. 79 und § 4.3 ab S. 83 haben wir die Bestimmung eines tblichen Krei-
ses im 3-dimensionalen Raum auf n-dimensionale Raume verallgemeinert. Sie ist ein li-
neares Verfahren zur Bestimmung eines (n — 2)-Hyperkreises in £™, wo alleine die Sin-
gulérwertzerlegung alle algebraischen Aufgaben tibernehmen kann. Ein blicher Kreis im
3-dimensionalen Raum wird zu einem Spezialfall unserer Hyperkreise. In hyper.c -¢
wird der lineare Algorithmus zur Bestimmung eines (n — 2)-Hyperkreises implementiert.
Zum Testen der Hyperkreise in hoheren dimensionalen Rdumen ist in ghyper . ¢ - ¢ der
Algorithmus 2.4.19 (S. 50) implementiert, welche algorithmisch unabhéngig voneinander
arbeiten. Als Eingaben flr ghyper . ¢ wird ein Radius, ein Zentrum beliebiger Dimension
und ein Normalvektor dergleichen Dimension angegeben. Als Ausgabe wird eine beliebige
Anzahl der Zufallspunkte ausgegeben, die auf dem Hyperkreis liegen (Cf. Abb. 2.6—(b) auf
S. 51):

# ghyper version 0.9 Nan-shan Chen C19990607/20000519
# comand |ine: "ghyper -n 1024 -c parand"
# ranmar subsequence (555, 555), position = 177439 (1-indexed)
# This sequence may be reproduced by -1555 -K555 -GL77439
# hypercircle generated fromthe follow ng paraneters
# Center: 10 20 30 40
# Nor mal : 1 1 1 1
# radi us: 5
6. 58322 21. 232497 28.921771 43. 262513
6. 4347391 23. 355132 30. 815672 39. 394457
9. 6310175 16. 177576 32.952728 41. 238679
5. 6892833 21.102441 31. 437061 41.771215
6. 2398444 19. 468438 32.97328 41.318438
9. 263555 20. 853 26. 497652 43. 385793
9. 4440056 16. 942309 33.905894 39.707791
14. 30428 18. 594589 28.935448 38. 165683
12. 446607 15. 858661 31. 309625 40. 385107
6.2360415 19. 246432 32. 084509 42. 433018
10. 327064 19. 137466 33.732248 36. 803222
11. 08734 22.151748 31. 020706 35. 740207
6.6191481 23.677369 29. 814109 39. 889373
13. 458571 20. 598017 29. 463804 36. 479608
5.8044821 21.903488 31.903531 40. 388499
7.7412601 17. 281475 32.734739 42. 242525
10. 060879 19. 329395 26. 814827 43.794899
13. 227736 21. 007963 26. 366374 39. 397927
10. 766811 18. 418762 33.69203 37.122396
11. 378956 23. 366027 27.122083 38.132933
7.6076424 23.896191 30. 465779 38.030388
14. 19957 19. 528495 28. 44585 37.826084
12. 068194 19. 990756 25.920701 42.020349
10. 548548 21. 035574 32.552484 35. 863394
12. 123608 16. 380915 28. 97654 42.518937
10. 9803 22.692399 30. 404815 35. 922486

11. 675553 18. 406669 33. 093409 36. 824368

Diese Daten ergeben durch hyper . ¢ - ¢ - f| folgende Ausgabe 1%

O fset: 10.01890223 19. 95226238 29. 94313783 40. 08569756
Nor mal : 0. 50000000 0.50000000 0.50000000 0.50000000
Center: 10.00000000 20. 00000000 30. 00000000 40

radi us: 5.00000000

hyper sphere orthogonal rnse: 0.00000000

hyper pl ane al gebrai c rnse: 0.00000000

hyper pl ane orthgonal rnse: 0.00000000

uncertainly: 0.00000000 degrees

109k (jr kompakte Darstellung sind die generierten Daten in niedrigerer Prazision zitiert wahrend fiir hyper . ¢
die Ausgaben mit voller Prézision doubl e von ghyper . c - cf | benutzt werden missen.
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Mit additiven, erwartungsfreien, GauBschen, weiRen Zufallsvektoren % wurden die Algo-
rithmen héheren dimensionalen Radumen bis zur Dimension 150 getestet, wobei die Repro-
duzierbarkeit der Zufallssequenz '*! in den Implementationen gesichert ist:

data file generated by gaussian v1.9 Nan-shan Chen C19980304
command |ine: "gaussian -s0.2 hypcirc4.dat"

ranmar subsequence (555, 555), position = 172229 (1-indexed)
This sequence may be reproduced by -1555 -K555 -Gl72229
corrupting intput data file: "hypcircd4.dat" with

addi ti ve gaussi an white noise, sigm=0.2, nean=0

H o H R

8.10201720 22. 33646819 26.90547753 42. 20840699
8. 76968279 23.52058263 30. 13928415 37.31405972

Keine Anomalien 12 konnten in hoheren dimensionalen Raumen festgestellt werden. Wir
maochten bei der Gelegenheit darauf hinweisen, dall unsere Implementationen mit konstan-
tem Streben nach Korrektheit, Portierbarkeit, Flexibilitdt und allgemeiner Anwendbarkeit
sorgfaltig produziert worden sind. Dies gilt auch bei der Auswahl eines Zufallsgenerators
FuBnote 111 auf S. 86. Da zum Ziel auRRerst hoher Aufwand der Entwicklung erforderlich
gewesen ist, hoffen wir, daR sie flir weitere Untersuchungen wieder eingesetzt werden kon-
nen.

4.4 Affinitatstest

Die bisher vorhandene Schétzung der Zuverlassigkeit bzw. Unsicherheit der Orientierungs-
schatzungen eines kreisférmigen Objektes ist im Bezug auf die Punktmenge selbst durch die
Residuen der Ausgleichsrechnung gewonnen worden (Cf. Abb. 4.4 auf S. 81 und Abb. 4.5
auf S. 81). Da die absolute Genauigkeit der Lageschétzung eines Kreises erst hach der soge-
nannten ,,Hand-Auge-Eichung* des gesamten Roboter-Kamera-Systems vollstdndig gepriift
werden kann, die in dieser Phase noch nicht verfiigbar ist, soll die Affinitt zwischen den
Orientierungsschatzungen und Drehungen des Objeckts geprift werden. Andererseits kann
die Brauchbarkeit der Auflésung der Tiefendaten erst durch Vermessungen eines realisti-
schen Objectkes mit bekannter Geometrie festgestellt werden. Zu diesem Zweck ist ein in
Abb. 4.6 auf S. 87 dargestelltes Experiment fiir die Affinitatsprifung aufgebaut. Um die
eventuell vorhandenen Probleme entdecken zu kdnnen, wurde die Experimentsumgebung

110Mit ,, weiR“ meinen wir hier nicht nur diagonale Kovarianz, sondern auch eine skalare Vielfachheit der Identi-
tatsmatrix. Cf. gaussi an. c.

111 peringaussi an. ¢ und ghyper . ¢ fungierende Zufallsgenerator ist r anmar . c. Sie ist eine Ubersetzung
von Jim Butler in Ithaca College aus der Fortran-Routine r annar . f von Florida State University [Marsaglia und
Zaman, 1987]. Der Zufallsgenerator verfiige tiber 900 Millionen verschiedene Sequenzen mit einer Periode von
1039, Zitat aus den Fortran-Quellcoden: ,, This is the best known random number generator available. (However, a
newly discovered technique can yield a period of 10990, But that is still in the development stage.) It passes all of
the tests for random number generators and has a period of 2144, is completely portable (gives bit identical results
on all machines with at least 24-bit mantissas in the floating point representation).“ Zur Formung der Gaufschen
Dichte beutzten wir eine Variante der Polarform der Box-Muller-Transformation [Box et al., 1958] [Knuth, 1981,
1969, p. 117] mit der Grundform:

y1 = cos(2mz1)y/—21In(z2)
yo = sin(2rz1 )/ —21n(z2),

wobei z1,z2 € [0, 1] gleich verteilt seien, und y1,y2 ~ N(0,1).
112[Conway und Sloane, 1993, 1999] [Le Lionnais, 1984, p. 58] [Peterson, 1988, pp. 96-101]
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Abbildung 4.6: Affinitatspriifung: Experimentsumgebung. Aufbau des Experiments zur Priifung der
Affinitat zwischen den manuell eingestellten Orientierungen eines auf dem Stativ montierten Krei-
ses (a) und den geschatzten Orientierungen unserer Verfahren durch den Stereo-Kamerakopf (b).
Cf. Abb. 4.7 auf S. 87, Abb. 4.8 auf S. 89, Abb. 4.9 auf S. 90, Abb. 4.10 auf S. 91 und Abb. 4.11
auf S. 91.

Abbildung 4.7: Affinitatsprifung: Ellipse und Orientierungsschatzung. Affinitatsprifung mit dem
Aufbau in Abb. 4.6 auf S. 87. Die Orientierung des Objektes in dieser Beispiel-Szene liegt bereits
auBerhalb des erlaubten Orientierung des Stereoverfahrens. Daher werden die definierten Vektoren
sparlich besetzt und mit groReren Fehlern versehen. Die Daten sind via Abb. 4.8 auf S. 89 in Abb. 4.9
auf S. 90, Abb. 4.10 auf S. 91 und Abb. 4.11 auf S. 91 evaluiert.
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so einfach wie mdglich eingerichtet, daR die Szene mdglichst storungsfrei durch das Stereo-
verfahren [Trapp, 1998] und unsere Algorithmen verarbeitet werden konnte. Typische Aus-
gaben des Shell-Scripts pose. sh, die unsere C-Programme '3 Net pbmund Gnupl ot
aufruft, werden teilweise in Abb. 4.7 auf S. 87 und Abb. 4.8 auf S. 89 wiedergeben.

Das Experiment (Cf. Abb. 4.6 auf S. 87) wurde durch 21 verschiedene Einstellungen
des Winkels von 0° bis 45° am Stativ durchgefihrt. Im Verlauf des Experiments wurde jede
aufgenommene Szene durch das Shell-Script pose und seine Ausgaben in Abb. 4.7 auf
S. 87 und Abb. 4.8 auf S. 89 u. a. online kontrolliert. Die ,,Vergenz* der beiden Kameras
fiirs Stereoverfahren [Trapp, 1998] wurde nicht bei jeder Szene neu eingestellt. Wegen der
Vergenz und mechanischer Probleme am Kamerakopf wurden nicht alle Szenen direkt in
die Evaluierungsmenge aufgenommen, sondern eine Szene wurde wiederholt aufgenommen
und evaluiert, wenn Absurdititen in Abb. 4.7 auf S. 87 und Abb. 4.8 auf S. 89 zu erkennen
waren.

Die geschéatzten Posen des Kreises und die Zentren sind gegen Drehung des Objektes
am Stativ in Abb. 4.9 auf S. 90-(a) animiert. Die Animation stellt eine bedeutende Ubersicht
zur Diagnose des Experiments zur Verfigung. Zur Evaluierung der Daten wird die Affinitat
zwischen unseren Schatzungen und den Einstellungen am Stativ durch lineare Regression
in Abb. 4.9 auf S. 90-(b) untersucht. Es sei darauf hingewiesen, dal eine orthogonale Re-
gression in diesem Fall theoretisch ungeeignet ist, da sich die Fehler eher in den geschatzten
Posen als in den eingestellten Winkeln befinden. Wichtige Punkte in der Evaluierung sowie
Interpretation der Ergebnisse durch lineare Regression fassen wir wie folgt zusammen:

o Affinitét statt Linearitét;
e Algebraische statt geometrische Distanz;

e Fixiering der Steigung zur ldentitét.

Um die Konsistenz unter verschiedenen ,,Auflésungen® zu priifen, werden alle Daten par-
alle in Abb. 4.9 auf S. 90, Abb. 4.10 auf S. 91 und Abb. 4.11 auf S. 91 dargestellt. Die
Feststellung, dal die niedrigeren ,, Aufldsungen bzw. starkeren Unterabtastungen im Ste-
reoverfahren schwéchere Sicherheit in der Pose-Schétzung ergeben, ist duBerst wichtig, ob-
gleich solche trivial zu sein scheint. Wir erhalten in Abb. 4.9 auf S. 90-(b) jeweils ein RMS-
Residuum von 0. 3386°,0. 5192°, und 1. 0533° zur erwiinschten Affinitat der geschéatz-
ten und eingestellten Orientierung des Objekts. Uber die Einzelheiten der Regression wird
in Abb. 4.9 auf S. 90 kommentiert. Die gleichen Daten von Abb. 4.9 auf S. 90-(b) sowie
geschatzten Radii aller Unterabtastungsfaktoren sind in Abb. 4.10 auf S. 91-(a) Uberlagert
dargestellt. In Abb. 4.11 auf S. 91 demonstrieren wir die Robustheit unserer geometrischen
Filterung (Cf. § 4.1 ab S. 77).

pose. sh:  kdf 2pnmc, pgnroi.c, pfn2ppmc, pgnrcanny.c, pgnpix.c, pfnpix.c,
pgmink.c, kalnmell.c, ellfilt.c, Ist2pgmc, phoenix3.c, curvfilt.c, hyper.c,
g3dat a. ¢, pf ngamma. ¢, asc2pgm c,
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Zentrum: [ 282. 811 6. 28918 -1725. 69], Radius: 174. 878 mm,
Yaw: 59. 1074°, Pitch: - 4. 18782°, RMS-Residuum: 1. 14858 mm, Unsicherheit: 0. 752577°

Robust-Geschétztung des Kreises aus der Punktmenge Alle definierten Vektoren in der Tiefenkarte

raw range data—— @»f“ ol raw range data
filtered range o 5 filtered range o
" ~estimated circle— . estimated circle—
i

z(mm) z(mm)
1550 -1550
1600 -1600
1650 -1650
1700 200 -1700 250
1750 150 1750 200

Abbildung 4.8: Kreislokalisierung in kritischer Lage mit dem Aufbau in Abb. 4.6 auf S. 87. Die Pose-
Estimation bezieht sich auf die Szene der Affinitatsprufung in Abb. 4.7 auf S. 87, wobei das Ste-
reoverfahren mit Absicht durch einen Winkel von 60° am Stativ Uberfordert wird, um mehr Fehler
produzieren zu kdnnen. Trotz der unheimlich starken Stérungen in den Tiefenvektoren gewinnen wir
eine Unsicherheit der Orientierungsschétzung von 0. 752577 Grad. Dies demonstriert die Robust-
heit unseres Verfahrens. Dies bedeutet auch, dal das Stereoverfahren [Trapp, 1998] trotz der ver-
stérkten Fehler auch weit auBerhalb der angegebenen Grenze ziemlich konsistente, sogar brauchbare,
Daten liefert. Fehler-Unterdriickung sollte gunstigerweise im Stereoverfahren eingebaut werden mus-
sen. (Da die Stereo-Messungen [Trapp, 1998] durch 32-bit IEEE-754-Single-Precision [IEEE, 1985]
[Goldberg, 1991, p. 193] in Khoros-Float-Format gegeben sind, werden hier die Ergebnisse in maxi-
mal 8 Dezimalstellen ausgedruckt, obgleich die Daten intern in mindestens 64-bit-double verarbeitet
worden sind.)
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Unterabtastungsfaktor 1 Vertikales RMS-Residuum 0.3386 Grad

"yawl.dat" using 1:22 ®
x—0.1275538382 —
ey
T

45 va bkt sing 13
— 40
3
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3
P 25
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3
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z s
3
= .
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yaw—readings of test object (degree)

Unterabtastungsfaktor 2 Vertikales RMS-Residuum 0.5192 Grad

"yaw2.dat" using 12 o
0. 63441

== S
z(mm) D Y 35
WY 80
1600 ) ) i 3 0
1650 /// \ g 2
~1700 » s 5%
1750 = £ o
~1800 200 g 10
-1850 150 ] .
S
19095 -0
y(mm) -5
50106 135 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
x(mm) 200250 356~"200 yaw—readings of test object (degree)
Unterabtastungsfaktor 4 Vertikales RMS-Residuum 1.0533 Grad
"yaw3.dat" using 1:22 ®
X +0.0295317840 —
50 —yawddatusing-

z(mm) \1\\

-1600
-1650
-1700
-1750
-1800
-1850
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N

1900, % 0 N et S
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Abbildung 4.9: Affinitatspriifung mit dem Aufbau in Abb. 4.6 auf S. 87. In der linken Spalte (a) wird
der geschéatzte Kreis und sein Zentrum in allen ausgefiihrten Orientierungen animiert. Dies beliefert
uns mit einer wichtigen Ubersicht zur makroskopischen Diagnose in der Entwicklung. In der rechten
Spalte (b) werden die geschatzen Orientierungen der Kreise (y) gegen die am Stativ manuell ein-
gestellten Winkeln (z) gezeichnet. Nota bene: Wir diirfen hier keinen Anspruch auf eine Linearitat
stellen, sondern eine Affinitat. Daher wird eine Gerade y = ax + b der kleinsten Quadrate Uber alge-
braische bzw. vertikale Distanz (I sl i ne2. c - e) berechnet. In [Bliker et al., 1999] haben wir zwar
die Steigung a freigelassen, dies hétte wir auf 1 einschrdnken missen. Hier in der rechten Spalte wird
y = 1-x + b in der Regression verwendet (I sl i ne2. ¢ - 1). Orthogonale Distanz wurde nicht
verwendet, weil sich die Fehler meist in y konzentrieren.
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Abbildung 4.10: Affinitatspriifung mit dem Aufbau in Abb. 4.6 auf S. 87. (a) Die drei ,,Auflésungs-
stufen* von den geschétzen Orientierungen (y) der Kreise gegen die manuell eingestellten Winkeln
(z) aus Abb. 4.9 auf S. 90 werden uberlagert geplottet, um die Konsistenz aller Unterabtastungsraten
zu Uberprifen. (b) Schatzungen der Radii in drei ,,Auflésungsebenen* werden tberlagert dargestellt.
Die Schwéche der starkeren Unterabtastung (blau) wird in den beiden verdeutlicht.
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Abbildung 4.11: Affinitatsprifung mit dem Aufbau in Abb. 4.6 auf S. 87. Diese Abbildung verdeut-
licht die Effektivitdt der Fehlerunterdriickung unserer nicht-linearen, geometrischen Filterung. Alle
drei ,,Unterabtastungen® sind jeweils in einem Plot (iberlagert gezeichnet. Im linken Plot (a) werden
die RMS-Fehler der Orientierung ohne Ausreilerdetektion der Punktmenge in verschiedenen Orien-
tierungen dargestellt. Im rechten Plot (b) werden die Gleichen mit geometrischer Filterung wiederholt.
Da unsere geometrische Filterung nichts anderes getan hat als bloR die als ,,Ausreifler* identifizier-
ten Vektoren aus der Tiefenkarte ausgeschlossen hat, 1&8t sich feststellen, daf die Hauptquelle der
unterdriickten Fehler in der Tiefenkarte liegt. Cf. Abb. 1.1 auf S. 2 und cur vfilt. c. Allerdings
ist diese nicht-lineare Filterung zur Zeit ad hoc und nur anwendbar bei einer dreidimensionalen, ge-
ordneten Punktmange. Dennoch flhrt dies insgesamt zu einer robusten Modellierung [Brown, 1982]
[Rousseeuw, 1984] [Rousseeuw, 1987].
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Kapitel 5

Ausblick

Hyperkreis. Wir haben den geometrischen Begriff eingefihrt, um einen blichen Kreis
im dreidimensionalen Raum zu modellieren. Dies wére zwar nicht notwendig gewesen, er-
mdglicht aber Explorationen der Datengeometrie in héheren Dimensionen. Mit Datengeo-
metrie meinen wir die gegenseitigen geometrischen bzw. algebraischen Verhéltnisse der Da-
ten. Besonders schwierig wird Einsichte in die Daten zu gewinnen. In der Industrie ist die
Auswertung hoch dimensionaler Daten immer héufiger eine wichtige Fragestellung. Man
spricht also von ,,data mining*“. Eine ausschlaggebende Aufgabe von ,,Data mining* ist
meiner Auffassung nach, die tief verborgenen Strukturen in den Daten zu erkennen und
auszugraben. Was heift erkennen? und wozu? ,,Erkennen* muf3 notwendigerweise ,,wieder-
erkennen® heilRen. Das ist eine ldentifizierung von etwas Fremden mit etwas bereits Be-
kannten. Wir erkennen eine Ebene vielleicht, weil sie etwa optisch oder tastsinnig ,,flach*
wahrzunehmen ist. N&her betrachtet, wir identifizieren sie mit einem bereits wohl definier-
ten geometrischen Gebilde, an dem all die bekannten Werkzeuge einzusetzen sind. Wir
freuen uns, eine Kugel wiederzuerkennen, nicht nur, weil sie mit unseren schénen Gefiihlen
sehr verbunden ist, sondern auch, weil sie bereits so griindlich erforscht worden ist, so daf}
wir bereit sind, uns damit auseinanderzusetzten, falls ein Problem entsteht.

Kugel und Ebene sind ,,wichtige* geometrische Primitive. Schneiden wir die Kugelober-
flache mit einer Ebene, so entsteht ein weiteres ,,wichtiges” Gebilde, ein Kreis. Hypersphére
und Hyperebene sind ebenso bekannte und ,,wichtige* geometrische Primitive. Schneiden
wir nun die Hypersphare mit einer Hyperebene, so entsteht ein weiteres Primitiv, das keinen
Namen besitzt. Wir haben ,,Hyperkreis* vorgeschlagen. Die Verallgemeinerung von einem
Kreis auf einen Hyperkreis soll ebenso ,,wichtig*“ sein, wie die von Ebene und Sphare auf
Hyperebene und Hypersphare. Diese Parallelitat ist auch in Kapitel 2 (S. 5) mit den Projek-
toren und Reflektoren angefihrt.

Schauen wir uns genauer um, so sehen wir, es ist tberhaupt sehr schwierig, den Kreisen
in unserem Alltag einen Augenblick zu entfliehen 4. Warum sind die Kreise ubiquitar?
Weil sie einfach zu produzieren sind? Weil sie schon sind? Oder weil sie praktisch sind?
Der nachste Mann am Tisch antwortete mir auf diese Frage, weil sie ,,natlrlich“, ,,bequem”,
,harmonisch*, ,,symbolisch”, ,,allerwichtigste Form* seien und ,,keinen Anfang, kein Ende*
hétten. Ich wirde sagen, der Kreis kann auch ,,poetisch* sein:

114Nein, das ist in der Wiiste oder im Meer kaum einfacher.
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Fortunae rota volvitur: descendo minoratus;
alter in altum tollitur; nimis exaltatus
Rex sedet in vertice — caveat ruinam!
nam sub axe legimus Hecubam reginam.
—aus Carmina Burana

Vielmehr kimmern wir uns um die Existenz gewisser Aprioritat. Die ,,Wichtigkeit” des
Kreises ist in der Tat nicht nur an dem Gefiihle gebunden, sondern auch an der algebrai-
schen ,,Einfachheit* und den mechanischen Eigenschaften sowie physikalischen Gesetzen
a priori, so daf3 er durch einen klitzekleinen Zufall in der Natur und in der Wissenschaft ent-
stehen kann. Die Carmina Burana haben uns daran erinnert, daf? ein Kreis auch durch eine
Drehung entsteht. Eine Drehung in SO(n) ist eine apriorische Existenz. Hier werden jedoch
die Spezialorthogonalen Gruppen nicht auf Dimension 3 eingeschrankt. Und nachdem ich
dem Mann Uber einen Hyperkreis aufgeklart habe, fragte er

Kommt er oft vor?

Dies ist gerade die Frage, die uns beschéftigt hat. Nach all diesen Besinnungen, werden wir
darauf erst einmal ,,umgehend*

Warum nicht?

erwidern. Wir ,,sehen* sie ndmlich nur nicht. Daher haben wir in Abb. 2.6—(b) auf S. 51 ver-
sucht, einen Hyperkreis im 4-dimensionalen Raum zu visualisieren. Einige Eigenschaften
eines Hyperkreises haben wir in Kapitel 2 (S. 5) vorgestellt. Und da wir doch befiirchteten,
daf sie nicht vorkommen wirden, haben wir einen Algorithmus (ghyper . ¢) zur Generie-
rung eines Hyperkreises prasentiert. Die erzeugten Zufallsabtastungen sind wiederum durch
einen anderen Algorithmus (hyper . c) parametrisch als Hyperkreis zu modellieren. Sie-
he auch [Chen et al., 2000]. Ein Hyperkreis sollte nun ,realistisch* genug sein. Dennoch,
fir Anwendungen muissen wir Beispiele in der Natur und Wissenschaft finden, trotz der
Uberzeugung, daB sie beispielsweise durch Interaktionen von Hyperspharen und Hyperebe-
nen oder Drehungen in héheren Dimensionen oft vorkommen sollten. Die Untersuchung,
die wir geleistet haben, ist keinesfalls geniigend. Die topologischen Zusammenhénge mit
einem Torus missen beispielsweise geklart werden. Wir sind auch deswegen unzufrieden,
weil eine Drehung niemals zum Vorschein gebracht worden ist, obwohl der Inbegriff wie
ein Geist in der ganzen Arbeit durchdringend und allgegenwartig ist.

Nicht-Orthogonale Raumzerlegung zur Schétzung des Rauschunterraums. In Ka-
pitel 4 (S. 77) haben wir die Daten auf eine Hyperebene schief projiziert, wobei der 1-
dimensionale Kern des Projektors der Z-Achse des Kamerakopfes parallel gewéhlt worden
ist, weil sich die Rauschenleistung empirisch in diesesr Richtung konzentriert ist. Wie wére
es, wenn diese Richtung unbekannt ist? Ein Teilproblem davon kann vereinfacht folgender-
mafen paraphrasiert werden.

Gegeben seien m Punkte im n-dimensionalen Raum, A € R™*" m > n.
Es ist moglich, daB alle Punkte (Zeilenvektoren in A) exakt entweder auf dem
1-dimensionalen Raum X" oder auf seinem (n — 1)-dimensionalen komplemen-
tdren Raum ) liegen, wobei ) nicht orthogonal sein muf zu X'. Siehe Abb. 5.1
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auf S. 95. Da alle Information uber die die komplementaren Teilrdume X" und
Y in A enthalten ist, soll X und ) aus A alleine bestimmt werden. Dabei wird
angenommen, dal} die Zeilenvekoren in A die Rdume X und Y ,hinreichend”
aufspannen. Weil X und ) komplementdre Unterrdume sind, ist das Problem
aquivalent zu dem, den Projektor Py, » auf den Teilraum ) entlang des Teil-
raumes X’ zu schétzen.

-12-9 -6 -3 0 3 6 9 12 15 18

y(mm)

Abbildung 5.1: Nicht-Orthogonale Raumzerlegung zur Schétzung des Rauschunterraums. Gegeben
seien m Punkte im n-dimensionalen Raum, A € R™*"™ m > n. Die m Punkte spannen hinreichend
einen 1-dimensionalen Raum X und einen (n — 1)-dimensionalen komplementdren Raum ) auf.
Gesucht wird der schiefe Projektor Py . Dies soll auf - und (n — r)-dimensionale (r < n) kom-
plementére Teilrdume erweitert werden. Cf. [Afriat, 1957] [Davis, 1958] (im Hilbert-Raum) [Afriat
et al., 1975] [Davis und Kahan, 1970] [Kovarik, 1977] (im Banach-Raum).

Darliber hinaus wére eine ,natlrliche” Basis fir A bzw. die Daten dieselben fur X und
Y. Eine orthogonale Basis wére in diesem Fall nicht sinnvoller als eine nicht-orthogonale
Basis wie dieselben fir X und ). Das Problem soll auf komplementare Teilrdume X’ mit
Dimension r» < n und ) mit Dimension n — r erweitert werden, wobei X und ) stdnden
nicht unbedingt orthogonal zu einander.

Datenzentrierung als orthogonale Projektion. In § 2.4.1 ab S. 29 haben wir uns mit
dem Problem der Datenzentrierung auseinandergesetzt. Das Datenzentrieren wird extrem
oft geuibt aber kaum formal angesprochen, sehr wahrscheinlich deswegen, weil es nicht-li-
near ist. Ohne Linearitat sind wir sehr behindert. Aber auch bloR die Affinitdt macht einen
ausdruck wie Z,, A zu einem wie (I, — (1/m)11*)A aus Gl. (2.42) auf S. 32. Mit der
Einfihrung von AC-Teilraum und DC-Teilraum haben wir das Zentrieren in der anderen
Dimension als orthogonaler Projektor formulieren kénnen. Dies kann als eine Art Lineari-
sierung des Problems angesehen werden und wird viel mehr algebraischen Ausdriicke ver-
einfachen oder komplizierte Zusammenhénge veranschaulichen. Wie wir im Lemma 2.4.23
auf S. 52 vorgefiihrt haben, so wirden wir z. B. aber auch uber die Bestimmung des Ranges
einer Kovarianzmatrix oder die affine Projektion in 8 4.3 ab S. 83 noch mehr leisten kdnnen.
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Hauptrichtung, 69
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hermitesch, 15
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Hermitesches Transponieren, 56
Hesse-Matrix, 70, 71
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Hessian, 70, 71
Hilbert-Schmidt Residuum der SVD, 27
Hilbert-Schmidt-Norm, 25
Hilbert-Transformation, 64
Hilbertraum
Definition, 47
Householder reflector, 11
Householder, Alston Scott, 56
Householder-Reflektor, 54
Householder-Spiegelung, 33, 56
komplexe, 56
Householder-Spieglung, 10
Householder-Transformation, 54, 56
komplexe, 11
Householder-Vektor, 12, 54
HP200LX, 4
HSC, Hierarchical Contour Coding, 64
Hybriden-Konturen, 61
Hyperebene, 79
Hyperkreis, 46, 49, 58, 77, 93
Definition, 49
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Kovarianzmatrix von, 54 nicht, 47
Mahalanobis-Distanz von, 58 komplementére Teilraume, 7
Visualisierung, 51 komplementére Unterrdume, 7
hyperkreis-basiert, 77 komplementérer Projektor, 8, 33
Hyperzylinder, 49 komplementérer Reflektor, 10
Hysterese-Schwellenwert-Verfolgung, 70, 71  komplementére Teilrdume, 95
hyteresis thresholding, 70, 71 komplexe Householder-Spiegelung, 56
komplexe Zellen, 62
idempotent, 8, 15, 32, 60 komplexes Skalarprodukt, 47
Idempotenz, 6, 9, 36 Kondensator, 32
Idempotenz-Eigenschaft, 60 konjugiert linear, 47
der Konturen, 70, 71 konjugiert Transponierte, 56
Idempotenz-Forderung, 32 konsistent, 29, 37
ill-posed, 18, 62 Kontur, 59
ill-posed problem, 18 Definition, 59
illusive Konturen, 61, 67, 68 Konturen
Index, 20 als syntaktische Struktur, 59
inkonsistent, 29 Konturenextraktion
inkonsistente, 37 Definition, 59
Integer, 45 Giite der, 60
Intensitatsdaten, 77 Konturenextraktor
invariante Teilrdume, 10, 16 Giite der, 60
Invarianz Konturenliste, 59
Mahalanobis-Distanz, 53 Konturenpixel, 59
regularisierte Mahalanobis-Distanz, 53  Konturenverkettung, 60
Inverse Kovarianzmatrix, 2
generalisierte, 20 Definition, 36
Invertierung, 45, 77 Hyperkreis, 54
Involution, 9 Kondition, 44
Definition, 9 Rang, 95
involutorisch, 9, 54 reguldre, 33
Definition, 9 singulére, 33, 44
ISO/ANSI-C, 31 Sphére, 50
Isometrie, 25 Kreis, 59, 77
Isomorphismus, 9 Kreuz-Korrelation, 13
Reflektoren und Projektoren, 9 Kreuzprodukt, 79
isotropisch, 30 Kurzsichtigkeit am Nullvektor, 30
Jordanform, 18 Laplacian, 64
latent semantic indexing, 18
Kamera, 88 Laurie, Dirk, 56
kanonische Form, 34 left nullspace, 21
kanonische Winkel zwischen Teilrdumen, 14  left singular vectors, 22
Kante, 59, 60 linear, 60
Kantendetektion, 59 lineare Abbildung, 32
Kern, 9, 16, 20, 21 lineare Algebra, 30
Khoros, 4 lineare Diffusionsgleichung, 64
kleinste Quadrate, 90 lineare Varietét, 6
kognitive Faktoren, 60 linearer Operator, 31

kommutativ linearer Raum, 30, 39
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Linearisierung, 95
Linearitat, 88, 90

Linie, 59, 60

linke Singulérvektoren, 22
linker Nullraum, 20, 21
lokale Energie, 61, 67, 68
Lounesto, Pertti, 14

LSA, 18

LSl, 18

Mahalanobis-Distanz, 5, 39
Definition, 44
Hyperkreis, 58
Invarianz, 53
Sphére, 52

Mahalanobis-Metrik, 39
Definition, 44
regularisierte, 44

Mannigfaltigkeit, 50

Matrix
defektive, 24
EP, 16
nicht-diagonalisierbare, 24
normale, 16
singulére, 45

matrix
covariance, 36
Gramian, 36

Metrik, 6, 44, 45
Definition, 44

metrischer Raum
Definition, 44
Vollstandigkeit, 44

metrischer Tensor, 39, 44

Minimalwinkel, 8

Mittelfrequenz, 65, 66

mittelwertfrei, 31

mittlere Krimmung, 69

MKGF, 65, 70, 71

ML-Schétzung
Kovarianzmatrix, 37

modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren, 56

Moore-Penrose-Inverse, 2, 18

Nebenklasse, 6
nicht erwartungstreu, 29

nicht-ausgeartete Bilinearform, 30
nicht-diagonalisierbare Matrix, 24

nicht-erwartungstreu, 37

nicht-lineare geometrische Filterung, 77
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nicht-orthogonale Raumzerlegung, 94

nicht=zentrierte Datenmatrix, 38
nichtkorrekte Aufgabe, 18

non-maximum-suppression, 70, 71

normale Matrix, 16, 38
normierter Raum

Definition, 44
Nullraum, 16, 20
Nullvektor, 30
Numeriker-Konvention, 47
Nyquist

Definition, 65

oblique projector, 16
Operator
GauBscher, 62
zentrierender, 32
Optimalitat, 61
Orientierungsbandbreite, 67, 68
Definition, 65
Orientierungskarte, 67, 68, 70, 71
Definition, 61
Orientierungssaule, 66
orthogonal, 19
orthogonale Distanz, 90
orthogonale Projektion, 20, 95

orthogonale Raumzerlegungen, 20

orthogonale Regression, 88
orthogonale Spiegelung
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orthogonale Transformation, 18
orthogonaler Projektor
Definition, 8
orthogonaler Reflektor
Definition, 9, 10
orthogonales Komplement, 33
Orthogonalitét, 21
orthonormal, 20
Orthonormalbasis, 38
orthonormale Baiss, 22
orthonormales Komplement, 56

Orthoprojektor, 6, 10, 15, 25, 32, 34, 54

Definition, 8
Orthoreflektor, 9, 33, 34

Definition, 9, 10
Ortsfrequenz

Betrag, 65

Konvention, 65

Richtung, 65



INDEX

Ortsfrequenzvektor, 65

Parallelitat, 5, 24
partielle Isometrie, 21, 25
Patent

U. S. Patent No. 5,301,109, 18

U. S. Patent No. 4,839,853, 18
PCA, 18
periodische Signale, 28
perspektive Projektion, 59, 77
Phase, 13
Phasen-Kongruenz, 60
Physiker-Konvention, 47
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Polar-Zerlegung, 21, 27
Polarform, 21, 27
Polarisierung, 44
positiv semidefinit, 33
Positiv-Definitheit, 44, 45
Postscript, 63
principal angles between subspaces, 14
principal component analysis, 18
Procrustesproblem, 18
Produkt der Matrizen, 35
Projektor, 10

assoziierter, 9

Definition, 8

dualer, 8

komplementérer, 8

orthogonaler, 54
Projektoren, 7, 20
Propagierungsrichtung, 65
Pseudo-ldempotenz, 60
psychologische Faktoren, 60
Punkt, 79
Punktmenge, 77

quadratische Form, 44
quadratische Matrix, 36
Quadratur-Filtering, 62
Quadratur-Filterung, 60, 61
Quadratur-Funktionen, 64

radiale Bandbreite, 67, 68
Definition, 65
Radikal, 6, 30, 39
Radius-Invarianz, 79
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der Datenmatrix, 33
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einer zentrierten quadratischen Matrix,

36
Rang einer Kovarianzmatrix, 95
Rang-1-Abwandlung, 32
rang-auflésende Zerlegung, 22
rang-defizient, 18
Rangabfall, 33, 38
Rangabfall einer unitaren Matrix, 36
rank-1 update, 32
rank-revealing decomposition, 22
Rauschenteilraum, 94
Rauschenunterraum, 94
rechte Singuldrvektoren, 22
reduced row echelon form, 46
reduzierte Zeilenstufenform, 46
reelle Zahlen, 30
Reflektor, 9, 10
assoziierter, 9
Definition, 9
komplementarer, 10
orthogonaler
Definition, 10
schiefer, 9
Reflektoren, 7
Regression, 90
robust, 78
reguldre Matrix, 33
regularisierte Ableitung, 61, 62
regularisierte Mahalanobis-Distanz
Definition, 46
Invarianz, 53
regularisierte Mahalanobis-Metrik, 44
regularisierte Mahalanobisdistanz, 2, 3
Regularisierung, 2, 18, 62
GauBische, 62, 63
Residuenenergie, 26
restriction, 21
Rezeptivfeld, 68
Richtungsteilraum
des Hyperkreises, 11, 57, 58
des Projektors, 8
des Reflektors, 9
Riemanntensor, 61
Riesz-Transformation, 64
right singular vectors, 22
Robust-Schatzung des Kreises, 89
robuste Modellierung, 91
robuste Regression, 78
Robustheit, 89
Rosser’sche Matrix, 45



132

RREF (row reduced echelon form), 46
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scale-space, 64, 66
Schatzer, 29
Schétzmittelwert, 29
Schétzmittelwertvektor
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Scharstatistik, 29
Schiefprojektor, 16
schlecht-gestellt, 18, 62
schlechtgestelles Problem, 18
Schlechtgestellheit, 61
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Schmidt-Eckart-Young-Mirsky
Approximationssatz, 25
Schwerpunkt, 30
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selbst-adjungiert, 15
Semantik, 59
sesquilineares Skalarprodukt, 47
SesquilinearfForm
hermitesche positiv definite, 47
singuldr, 45
Singuldrraume, 24
Singuldrraum, 24
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Dimension von, 24
Singulérspektrum, 26
Singulérvektor, 36
Singuldrvektoren, 22
Singularwert, 33, 36, 38
Singularwertdarstellung, 24
Singuldrwertzerlegung, 20, 33
singular space
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singular vectors, 22
Skala, 62, 64
Skala-Raum, 64, 66
Skalarprodukt
aus Norm durch Polarisierung, 44
hermitesches, 47
komplexes, 47
sesquilineares, 47
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als Kreuz-Korrelation, 13
SO(n), 94
Sobel-Operator, 62
Sortierung der SVD, 39
spalten-zentrierte Matrix
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Spektrum, 35
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Kovarianzmatrix von, 50

Mahalanobis-Distanz von, 52
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Householder, 56

orthogonale

Definition, 10
Standardabweichung, 40
Stationaritat, 29
Stereokamerakopf, 88
stochastischer Prozef3
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subunitare Matrix, 21, 36
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SVD, 46

Approximationssatz, 25

Frobenius Residuum der, 27

Golub-Kahan-Reinsch-Algorithmus, 17

Hilbert-Schmidt Residuum der, 27
SVD einer zentrierten Matrix, 36
SVD eines zentrierenden Projektors, 34
Symmetrie, 34, 44
symmetrisch, 33
Syntaktik, 59
syntaktische Strukturierung, 59

Tangentialraum, 39
Teilrdume

komplementare, 7
Teilraum des Gleichstroms, 33
Teilraum des Wechselstroms, 33
Teilraummaodellierung, 26
The-winner-takes-it-all, 65
Tiefendaten, 77
TLS, 83
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uberzéhlbar, 30
Ubertragungsfunktion, 64
Unbestimmtheit, 65
unbiased estimate, 29
uncommitted sperture, 62
unipotent, 54
unitar, 19, 25
unitér diagonalisierbar, 38
unitar invariante Norm, 25
unitare Matrix, 36
unitarer Raum, 53
Definition, 47
Unterrdume
komplementére, 7
Ununterbrochenheit, 63
unverzerrt, 37

Vandermonde-Matrix, 35
Verbund-Orts-Fourier-Raum, 65
Verbundgaufverteilung, 42
Verdiinnung, 70, 71

\Vergenz, 88

vertauschbar, 16, 38
vertauschbare Inverse, 46
vertikale Distanz, 90

verzerrt, 37

verzerrte Schétzung, 29
Vielfachheit der Eigenwerte, 9
Vielfachheit der Singulérwerte, 24
Visualisierung, 50

visuelle Inspektion, 60
\ollrang-Faktorisierung, 26
vollrangig, 26

vollrangige Matrix, 33, 36
\ollrangzerlegung, 26

weilen, 28, 41

weiles Rauschen, 86
Weingarten-Abbildung, 69
whitening, 28, 41

Winkel, 13

Winkel zwischen Bild und Kern, 8
Winkel zwischen Teilrdumen, 8
WTIA, 65, 70, 71

Y2K, 45

zeilen-zentrierte Matrix
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Zeilen-Zentriertheit, 35
zeilendominant, 28
Zeilennraum, 20
Zeit-Statistik, 29
Zentrieren

Definition, 29

warum?, 30
zentrierende Abbildung

Definition, 32
zentrierende Matrix, 32

Definition, 32
zentrierender Operator, 36

Definition, 32
zentrierender Projektor

Anwendung, 53
zentrierter \Vektor

Definition, 29
Zentriertheit, 35

definition, 29
Zentrierung, 33

Definition, 29
Zentrierung einer Datenmatrix
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