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L Zur Aufgabe des Geometrieunterrichts (GU)

Die Forderung nach UmwelterschlieBung im Mathematikunterricht (MU) wird in den
letzten Jahren zunehmend erhoben. Diese Entwicklung mag man daran ablesen, wie
aligemeine Lernziele fiir den MU von (Winter 1972) iiber (Winter 1975) bis (Wittmann

1978) formuliert werden:

1'9721 Kognitive Strategien: 1. Argumentieren, 2. Kreatives Verhalten, 3. Mathemati-
sieren: intellektuelle Techniken: 4. Klassifizieren, 5. Qrdnen, 6. Generalisieren, 7. Ana-

logisieren, 8. Formalisieren.

197_5: ,Mathematisieren" wird ersetzt durch ,,die praktische Nutzbarkeit der Mathe-
matik erfahren*, und die finf intellektuellen Techniken werden unter dem Lernziel

Jformale Fertigkeiten erwerben™ subsumiert.

1978: | Situationen (mathematischer und besonders auch real-umweltlicher Art) ma-
thematisieren® riickt an die erste Stelle, und statt ,,formale Fertigkeiten erwerben®
sollen die Schiler ,,Grundkenntnisse und Grundtechniken zur Verarbeitung mathema-

tischer Informationen und deren Anwendung erlernen®.

Uber die Rechtfertigung solcher Listen und die Akzentuierung {hrer Posten ist bestimmi
{10ch zu diskutieren; und mancher wird im MU andere Ziele oder mindestens die Ziele
in anderer Gewichtung angestrebt sehen wollen. Jedenfalls findet der oben zitierte Ka-
talog in seinen einzelnen Ausformungen verbreitet Zustimmung, und Alternativen, die
einerseits wesentlich verschieden und andererseits vergleichbar waren,
bekannt,

In dem Katalog ist ,,Mathematisieren“ dasjenige Lernziel, das, deutlicher als die ande-
fen, ein Kriterjum enthilt, mit dem die RelevanZ cines Stoffs fiir den MU festgestellt
werden kann, namilich den moglichen Beitrag Zur UnwelterschlieBung der Schiler.

sind mir nicht
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Diesen kann der GU bis hinauf in die Sekundarstufe II leisten, wenn man Geometrig
zuallererst als Lehre von der raumlichen Wirklichkeit versteht: Der reale Raum ist ein
fundamentaler Aspekt der Umwelt eines jeden Individuums, den es zuvordesst zu er-
schlielen gilt. Fiir diese Aufgabe ist in der Schule der GU und vor allem er zustindig,
und zwar nicht nur auf einer nullten Stufe, sozusagen als Anlauf zur ,eigentlichen”
Geometrie, wie H. Freudenthal (1973, S. 375ff, besonders S. 379, 381) in dem sehr lesens-
werten Kapitel , Der Fall der Geometrie** ausfiihrt. Vieimehr kann und soll auf jeder
Stufe des Geometrietreibens in der Schule das geschaffene System geometrischer Be-
griffe dauernd auf die Wirklichkeit bezogen sein.

Dabei ist es nicht damit getan, mit Hilfe geometrischer Begriffsbildung die Struktur des
realen Raums zu entdecken bzw. zu konstruieren. Raumerschliefung als Teil der Um-
welterschliefung bedeutet auch und vor allem, diese Struktur sich nutzbar zu machen
bzw. mindestens, ihre Nutzbarkeit zu erforschen.

Man konnte ein allgemeines Lernziel fiir den GU so formulieren: Der Geometrieunter—
richt soll den Schiiler befihigen, den wirklichen Raum zu strukturieren und die Nutz-
barkeit dieser Struktur zu erforschen.

Dies ist gleichzeitig Rechtfertigung fiir das Schulfach Geometrie, Lehr- und Lernziel.
Der GU hat die Tendenz, sich von der Wirklichkeit abzuldsen und sich z. B. zum Kal-‘
kil mit Punktmengen in der Ebene zu verengen, hinter dem die riumliche Wirklich]felt
kaum zu erkennen ist und der auch gar nicht mehr als eine Darstellung dieser Wirklich-
keit gedacht ist. Dieser Tendenz kann nicht allein dadurch entgegengewirkt werdep,
dafd man Wirklichkeitsbezug fordert (etwa in einem allgemeinen Lernziel). Denn elp
solcher wird ja scheinbar oft geleistet, namlich zwecks Motivation in Form eines Ein-
stiegs, der dann aber im Verlauf des weiteren Unterrichts auf Nimmerwiedersehen ver-
lassen wird, oder in Form einer ,, Anwendung®, die als mehr oder weniger erfreuliche
Zugabe nebenbei abfillt; — und trotzdem ist die Ablosungstendenz da.

Das Beispiel , Dreieckslehre*

Zum Einstieg werden die Schiiler vielleicht aufgefordert, dreieckige Umweltphanomene
Zu nennen, sodann wird iiber Jahre hinweg Dreieckslehre ohne irgendeinen Bezug z-u
diesem Einstieg getrieben, eventuell mit Neunpunktekreis, Konstruktion eines Dreiecks
aus drei Hohen, allerlei trigonometrischen Formeln usw., und ab und zu wird eine )
»Anwendungs“aufgabe eingestreut, wie: , Eine dreieckige Seitenfliche eines Werkstiicks
hat die Seitenlingen 6 cm, 8 cm und 9 cm. Ermittle die Winkel.*

Ein solcher aufgesetzter Wirklichkeitsbezug wird der Auffassung von Geometrie als der
Lehre von der rdumlichen Wirklichkeit nicht gerecht. Fiir die dreieckigen Formen aus
der Umwelt miiften vielmehr im Unterricht die von ihnen zu erfiillenden Zwecke, .
Funktionen, die Entsprechung von Zwecken, Funktionen und geometrischem Begriff
untersucht und wihrend der fortschreitenden Kniipfung des geometrischen Begriffsnet-
zes in jedem Stadium immer wieder Anwendungen entdeckt oder entwickelt werden:

a) Zum Stabilisieren von Baukonstruktionen werden dreieckige Teile eingefigt (anRe-
galen, Fachwerkhiiusern, Eisenbahnbriicken, Masten usw.).
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Abb. 1

sgitze dar, speziell die eindeutige
h die Lingen der drei Seiten. Beim
r Primarstufe diesen Stabilisie-

De“.begfifﬂichen Hintergrund stellen die Kongruen
Bestimmiheit eines Dreiecks bis auf Kongruenz durc
Bauen mit Metallbaukiisten lernen Schiller schon auf de
il:g;effekt kengen. Mit Strohhalmen und Bindféden 15t sich moglicherweise ein Te-

N IeKer-, aber keim Wiirfelkantenmodell bauen. Wie kann man diese Stabilitdt mit Hilfe

der Kongruenzsiitze begriinden? — Fin aus starren Teilen zusammengesetzter Korper

ist instabil, wenn diese Teile gegeneinander peweglich sind (Zollstock, Drehstuhl, Klapp-
fenster). Wenn die Verbindungen der Teile (Gelenke, Lager, Schrauben, Leim, Schweib-
nahte) nicht ganz gelost werden, miissen sich Winkel indem. Sind drei starre Teile in
¢inem Dreieck miteinander verbunden, so sind keine Winkeldnderungen moglich. Hierin

~2eigen* sich die Kongruenzsitze.

giag bei dem in Abb. 1 skizzierten Regal der Einba
¢ Stabilitit erzwingt, beruht auf dem Satz, dafd ein Viereck, bei dem einander gegen-

Ub?ﬂiege“de Seiten gleich lang sind, ein Paralielogramm ist, d. h. die entsprechenden
Seiten auch parallel sind. Bei jeder Verformung (im obigen Sinn) des Regals bleiben
al'so die senkrechten Stiitzen untereinander und die waagerechten Auflagebretter unter-
.ema‘ndef parallel; die Richtung aller Stiitzen und die Richtung aller Auflagen ist durch
r eine beliebige unter ihnen bereits festgelegt, und das eingebaute Dreieck verbindet

ja eine Stiitze mit einer Auflage starr (hier wurde mit Aquivalenzklassen und Reprisen-

tanten argumentiert).

u bereits eines Dreiecks (theoretisch)

b) Ein wichtiger Aspekt der Kongruenzsitze fiir Dreiecke ist, daB sie fir n-Ecke mit gro-
m, dafl mit n Seitenlingen das n-

Berer Eckenzahl nicht gelten (d. h. nicht in der For

Ef"_k festliege; man braucht vielmehr 2n—3 bestimmende Stiicke, und n=3 ist die einzige
L.Osung der Gleichung 2n-3=n). Die Instabilitat von n-Ecken fur n >4 ist jedoch
nicht nur ein Mangel, dem durch geeignete Konstruktionen abgeholfen werden miifte;

g;“rd auch genutzt: Mit Parallelogrammen bei der Geradfithrung an Ablagekasten,
allelenlineal, Tafelwaage, Briefwaage, Niirnberger Schere (vel. Winter/Ziegler 1972,
deln einer Kreisbewegung in

. 140f)), mit allgemeinen Gelenkvierecken zum Umwan

(Seradlinige) Schwingungen und umgekehrt (bei Pumpen, bei der Dampflokomotive,

wenigstens noch bei der Modelleisenbahn, beirm Ottomotor) oder in kreisformige Schwin-
1972) ausfihr-

Bungen (der Bau eines Scheibenwischers ist in (Stﬁhrmann/ Wessels 1970/
1It, siche Abb. 2 und 3).

lich mit einem Unterrichtsbeispiel dargeste
tt)uDie Ecken eines Dreiecks bilden eine affine Basis fiir die Ebene, d. h. eine Epene ist
D[fch ein Dreieck eindeutig festgelegt: Eine gut geolte Tiir kann maf nicht in ihrer
ehachse festhalten; man muf einen Punkt auBerhalb der Achse fixieren, 2. B.am
Griff. Ein dreibeiniger Tisch kann micht wackeln, ein vierbeiniger durchaus; in manchen
2z
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Lokalen ist das sogar die Regel. — Wie konnte dieses Tischwackeln mathematisiert wer-
den?

Pl D

Abb. 2

Abb. 3

Es sei zunachst vorausgesetzt, da die Beine alle senkrecht zur ebenen Tischplatte ste
hen, also untereinander parallel sind, wie es sich fiir einen _ordentlichen* Tisch gehort
und wie es sich auch mit einiger Genauigkeit realisieren lifit. Weiterhin sei der Fufibo-
den eben (und waagerecht). Fiir das Wackeln von Tischen sind zwar oft auch Bode:nunv
ebenheiten verantwortlich, diese konnen aber beim Mathematisieren durch Variation
der Beinlingen erfait werden. SchlieBlich seien die Tischbeine als Strecken a, b, c,d
angenommen, die mit der Platte die Punkte A,B,C,D gemeinsam haben und deren
Fuipunkte A, B', C', D' sind.

D

C
C
A B
d
a b (8} c
Abb.4 A B

Sind alle Beine gleich lang, so steht der Tisch fest, die Platte ist parallel zum BOdeﬂ; Un
terschiedliche Linge der Beine ruft nun nicht notwendig ein Wackeln hervor: Es konf-
te sein, daf bei einer Anordnung der Ecken A, B, C, D in einem nicht entarteten P& 1“_3'
logramm die Gleichung |aj + |c| = |b] + {d| gilt, und dann wackelt der Tisch nicht, weil
die vier FuBpunkte in einer Ebene liegen und wenn drei davon den Boden beriihren,
dann auch der vierte wegen der eindeutigen Bestimmtheit einer Ebene durch drei nicht-
kollineare Punkte. Dafl diese Gleichung notwendig und hinreichend fiir stabilen Stand
(wenn auch mit schiefer Tischplatte, falls nicht |a| = |b| = |¢| = |d[) ist, sieht man:
Wenn ein Bein fehlt, so ist durch die drei anderen die Position des Tischs im Raum und
damit auch die Linge des vierten eindeutig bestimmt, und diese lft sich folgendermafé®

p:.]
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be : : P,
Algéc[l)“(lin :Auf der Tischplatte wird im Dlagonalenschnittpunkt E des Parallelogramms
= Schwerpunkt) ein Hilfsbein e parallel zu den anderen eingesetzt.

Abb. §

Nach dem Strahiensatz ist
lei-1al _ |EDI lel-lal _ |EA |

= —— un —
lbl- 14l |'BD! lcl- lal ICA|

Da sich i
a sich im Parallelogramm die Diagonalen halbieren, ist

lel-1a! -
_ lel-lal gy, %(Ia|+|cl) = lel = .lz_(llebI).

1
bl lal 2 lel-lal

]d): g;gztm¥tif)n it dem fiinften Bein ist so fiir beliebige nicht entartete Anordnungen

Wenn ny mogh‘:}_‘, H_UT ergeben sich i. a. etwas kompliziertere Gleichgewichtsformeln.

wie waCknlaber die vier FUBpunkte nicht komplanar sind (nicht in einer Ebene liegen),

éine Ehe elt Qann de_r Tisch? Es gilt jedenfalls, daft von den vier Fufipunkten rje'd{ei

A'BD’ :?’ Sie als? {nS'gesamt vier (nicht notwendig verschiedene) Ebenen A'B C,

mehy aI’s _C D ’ BC D , eindeutig festlegen. Der Tisch wackelt genau dann, wenn

nicht eine dieser vier Ebenen mit dem Boden susammenfallen kann. Da die FuBpunkte
omplanar sein sollen, konnen die Ecken auf der Tischplatte nicht kollinear sein,

tlln )dS: s‘\‘{‘.d drei Fille zu unterscheiden:

michn::t le-re_ck ABCD auf der Tischplatte

ehirice dlfb im Innern des von den drei anderen
rige Bein kurz genug, dann steht der Tisch sta

de .
nﬁftfl:;alls kénnen alle drei Ebenen, die die mittlere
em Boden inzidieren; der Tisch kann um den inneren Fupunkt rotieren. (Ist das

{inere Bein zu lang, fallt der Tisch um, weil er Lagen annimmt, bei denen sein Schwer-
g)nll;t mc?lt mehr iiber der konvexen Hiille der Fufpunkte liegt ) ‘ .
e ;lS Viereck ABCD ist ein echtes, konvexes viereck. Man stellt den Tisch auf (die)
Fug angste(n) Beine und bewegt ihn so, bis er auch noch auf einem dritten steht. Der
B’ punkt '34 des vierten Beines befindet sich dann iiber dem Boden. Die FuBpunkte

1 und B} seiner beiden Nachbarn legen eine Gerade fest, die die Drehachse des

;?fl;elnden Tisches darstellt (Abb. 6).

der Dem Boden in?idieren abwechselnd die Ebenen | 2B '

Bein thqu dazwischen liegenden. Andere Stellungen sind nicht moglich, weil das

fon 1 “dle Ebene B; B3 B, und by die Ebene By Bz Ba durchstot. Auch hier diir-
die Lingenunterschiede nicht zu groff werden, weil sonst der Tisch umfillt.

st nicht konvex. Dann ist eine Ecke ausge-
definierten Dreiecks liegt. Ist das zu-
bil auf den anderen drei Beinen; an-
Ecke mit je zwei dueren festlegt,

B, B3Ba, B B; B3 und die bei

29
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Abb. 6

(3) Das Viereck ABCD ist kein echtes; eine Ecke liegt auf dem Rand des von den drei
anderen definierten Dreiecks. Ist das zugehérige Bein kurz genug, steht der Tisch stabil
auf den anderen drei (wie im Fall (1)), andernfalls gelten die Uberlegungen wie bei Fall
(2). .

Die Analyse des Tischwackelns hat ein ganzes Stiick in die Inzidenzgeometrie gefithrt
und gezeigt, wie passende Axiome und einfachste aus ihnen deduzierte Sitze (mit den
Lingen der Tischbeine wurde lediglich die Lage der FuBpunkte zueinander ausgedrickt,
und auch sonstige Begriffe, etwa Konvexitit, lassen sich bequem inzidenzgeometrisch
erfassen) zur Umwelterschliefung beitragen konnen. Und vor allem umgekehrt. Das
scheinbar banale Phinomen , Tischwackeln® fiihrt, wenn es analysiert wird, auf substan-
tielle geometrische Begriffsbildungen. .
Aus der Eigenschaft dreier nicht kollinearer Punkte, affine Basis fir eine Ebene zu sein,
folgt auch, daB ein Dreieck keine Diagonalen hat, daB es konvex ist und daf jedes Poly-
gon (zwecks Flichenbestimmung) vollstindig in Dreiecke zerlegt werden kann.

d) In Schulbiichern findet man ab und zu Bilder mit umweltlichen Situationen, in denen
Dreiecke vorkommen: Verkehrszeichen, Hausgiebel, Turmspitzen. . . .

Die Dreieckigkeit von Verkehrszeichen hat offenbar keine geometrische Funktion; e?
handelt sich um willkirliche Symbole. Funktional ist bestenfalls die Symmetrie bezug:
lich der senkrechten Achse. Auf Autobahnen werden solche Schilder aufgestellt, die
aber auch rechteckig oder kreisfrmig sein konnen, deren Symmetriehilften durch
Scharniere verbunden sind und aufeinandergeklappt werden kinnen, so da8 sie als amt-
liche Verkehrszeichen beliebig in und aufier Kraft gesetzt werden kdnnen.

An Dichem, Rampen, Keilen, Turm-, Pfahl-, Pfeil-, Nagelspitzen oder Schuttkegeln

ist die Dreiecksform wesentlich fiir das Prinzip der schiefen Ebene. Das Dreieck tritt
dabei als Grundflache eines Prismas oder als Querschnitt eines Kegels auf und ist hiiufig
gleichschenklig. Das Eindringen eines harten Gegenstands in einen anderen wird mit

“’i“"" Spitze erleichtert: Durch diese entsteht ein grofier Druck, und das nachfolgende
Dreieck (Prisma, Kegel) weitet die Offnung steti .

/
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Dasglei e
s gleichschenklige Dreieck (auch s Pfeilspitze) ist daher ein Symbol fii eine Rich:

lung.
I EinbahnstraBeJ> WC’ m

&) Das eleichcpit o

Slhrisi glzuihseltlge_ Dreieck gibt es an Wasserhihnen oder als Querschnitt bei manchen

cinen Ai raten. Beldf, Formen sind der menschlichen Hand angepafit, sie haben je

licht g satZP}ml_‘t fiir Daumen, Zeige- und Mittelfinger. Die Drehsymmetrie ermog-
en Zugriff in mehreren Stellungen.

Abb. 8

as rechtwinklige, mit dessen Hil-

f) Das wichtigste unter den besonderen Dreiecken ist d
halbes Rechteck ist und die

If,ey:lhzl;;:;gllnungen durchgefiihrt werden, weil es ein
Siy behandeltl-ge::cmﬁ hat. Diejses .Stiick der Geometrie wird im Schulunterricht inten-
a8 die de; 63 et nicht alle wichtigen Aspekte werden geniigend hervorgehoben, z.B.
Hohe entstoh rzleckei (da's grqﬁe un'd c'lie beiden durch Einzeichnen der Hypothenusen-
Mg der L3 nden) dhnlich sind. Ein instruktives Beispiel stellt iberdies die Berech-
Woran es imn[gle elner Scmaubgphme dar, wie man sie z. B. in (Schreiber 1978b) findet.
finde ung By nterricht aber hapﬁg .mangelt, ist die Arbeit vor Ort: Messungen im Ge-
—— rechnungen unzuginglicher Grofien, z. B. Wieviel Weg wiirde man sparen,
datt auﬁenq}?er iiber ein rechteckiges Rasenstiick ginge, dessen Betreten verboten ist,
ahlreiche i e;“m zu gehen? Dazu natiirlich die iiblichen Beispiele, von denen man
sller praktr'l f erelman.l954) findet: Flufbreite, Gebiudehohe, Baumumfang usw.
 einmal e isch, am.Ob]ekt, ermittelt werden. Gewif kostet das Zeit. Aber es konnte
gen numeu? Unterrichtsgang (Wandertag) diesem Thema gewidmet werden. Die , Jasti-
Andere pr r‘lschen R.echnungen lassen sich mit dem Taschenrechner mithelos erledigen.
die Astron()]ek-te’-bel denen Dreiecksstiicke zu messen und zu berechnen sind, sind etwa
Metrische grme (in Form einer Arbeitsgemeinschaft, wo es natiirlich nicht nur um geo-
rkenntnisse geht), oder, ein Vorschlag von G. Graumann (1977), Ausbau

e1es Dachstubls,
Scxﬁn‘:;s“:fae;e geeignetes Beispiel dazu bildet schliefli
Punkter IE : A}lﬁer vielen gesellschaftlichen, politi
ung; Fi (derschheﬁung eines strukturschwachen Gebiet
kehI;. usr Tung von Autoindustrie und Baugewerbe — Drosselung des Individualver-
laufs)’ un“c;-), gibt es auch handfeste mathematische (z. B. Netzplan eines Fertigungsab-
Tram’nfﬁh;pez‘eu_ geometrische Probleme: Wieviel Land wird bei einer bestimmten
Viel von be ng bei zwei-, wieviel bei vierspurigem Ausbau insgesamt verbraucht, wie-
stimmten Bodengiiten? Welchen land- oder forstwirtschaftlichen Wert hat

die i

ﬁnses Land? Wieviel Erdaushub fillt bei dem geplanten Profil an? Wieviel davon wird

Larmschutzwille verbraucht? Wie breit ist ein solcher Wall bei vorgegebenen Hohe
noch breiter? usw.

ind B4 .
Béschungswinkel, d. h. um wieviel wird die Trasse

ch die Planung einer neuén
schen, wirtschaftlichen Gesichts-
s — Beitrag zur Umweltzersto-
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g) Von den Transversalen und besonderen Punkten im Dreieck haben vor allem die
Hohe (sie teilt das Dreieck in zwei rechtwinklige; mit ihr und einer Grundseite wird die
Flche berechnet) und der Schwerpunkt ((vgl. dazu H. Winters Beitrag (1978, in diesem
Heft)) besondere Bedeutung. Gewifl kénnte man auch Aufgaben iiber den Umkreismit-
telpunkt in eine , angewandte Form* kleiden, etwa: Fiir drei Gemeinden A, B,C soll
ein gemeinsames Elektrizititswerk gebaut werden, das von allen dreien gleich weit ent-
fernt ist. — Ist diese Forderung sinnvoll? — Wenn die Gemeinden fast auf einer Gera-
den liegen, dann miifite das E-Werk sehr weit entfernt von allen dreien gebaut werden,
weil die Mittelsenkrechten der drei Strecken zwischen den Gemeinden fast parallel wé-
ren und sich ihr Schnittpunkt, in dem das E-Werk liegen muf, sehr weit drauflen be-
finde. Eine solche Léosung ist wenig 6konomisch, und die Aufgabe ist eher dazu geeig:
net, iiber die Brauchbarkeit dieser Forderung nach gleicher Entfernung zu reflektieren.

Eine sinnvollere Aufgabe ist es, diejenige Stelle fiir das E-Werk zu finden, an der die
Summe der Abstinde zu den Gemeinden, also die Gesamtlinge der bendtigten Leitun-
gen, minimal wird (wenn die Einwohnerzahlen etwa gleich sind), nimlich den Torricel-
lischen Punkt des Dreiecks: Falls ein Dreieck einen Winkel hat, der > 120° ist, liegt
der Torricellipunkt in der zugehorigen Ecke, ansonsten in dem Punkt, von dem aus alle
drei Seiten unter einem Winkel von 120° erscheinen. Dieser Punkt ist eindeutig defi-
niert und hat die geforderte Eigenschaft, die Summe seiner Abstinde zu den Eckenzv
minimieren. Ein nicht ganz einfacher, aber elementarer Beweis ist in (EdEM 5, 1966,
S. 295£f) ausgefiihrt. Man konstruiert den Torricellipunkt als Schnittpunkt der Faé-
kreise fiir 120" iiber den drei Seiten, wenn alle Winkel im Dreieck kleiner als 120° sind.

Abb. 9

Eine instrumentelle Konstruktion, mit der man auch eine Gewichtung der Abstnd®
nach Einwohnerzahlen vornehmen kann, findet sich in (Lietzmann 1959, S. 93).

h) Dafl das E-Werk nicht auerhalb des Dreiecks ABC liegen kann, ergibt sich schon
aus d-er Dreiecksungleichung folgendermagien: Ist E ein Punkt auierhalb von ABC,
%0 zeichnet man die Strecken EA, EB, EC (siehe Abb. 10).
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B A =
a) b) c) B=D E

Abb. 10

ffgib; die beiden Moglichkeiten, daf

) diese drei Strecken aufer den Eckpunkten keine Punkte des Dre
(Abb. 10a),

?) €s einen .Eckpunkt, etwa A, gibt, fiir den die St
egenden Seite geschnitten wird (Abb. 10b, 10c).

;Ts:: z;ﬂal(])Ev'véire ‘der innere Punkt des grofien | Dreiecks, in der Skizze der Punkt A,
ode w(;A. Esist |BE! > IBAI oder ICEl > ICAl, weil w(EAB) > w(BEA)
Seie ae C) > w(CEA) (dem grofieren Winkel in einem Dreieck liegt die groBere
b é A!%gnuger), ugd sonst 180° > w(BEC) = w(BEA) + w(CEA) > W(EAB) +
Nach do l))—_ 360° - w(BAC), also W(BAC) > 180° wire. Seietwa (BE| > IBAI
s IXEIZ lrt_?ﬁ:ksunglfl_ghung ist ICEl + |EA! > |CA!, insgesamt also [AAl +
i Fat A.C|< |EAl + |EBI+ IECL.
N Fall (2) wire der Schnittpunkt D besser
eecksungleichung |BDI + IDCI = IBC
UmDS < IEAI + EBI + |ECI.
denglfd a;f;rt fiihrt damit die E-Werk-Aufgabe auf Fragen des
n von Seiten und Winkeln eines Dreiecks.
s Dreiecks in unserer Umwelt durchaus
ligsten dreieckigen Phanomene, niamlich
ht sehr ergiebig zu sein. genauere
Raumstruktur und ihrer Nutzbar-

iecks enthalten

recke nach E von der gegeniiber-

als E: Esist I_Eﬁ! < I@undn_a_c_hder
| < |BEI+ |CEl, also DAl + |IDBI +

Zusammenhangs zwischen

3:;?? wir Zusammen: Obwohl die Form de
Diichei et ;St, scheint die Betrachtung der auffil
Unte un Verke?rszemhen, fiir den GU zunéchst nic
kei rsuchungen férdern jedoch wichtige Aspekte der
et Zutage:

- Kof‘gruenzséitze, Stabilitit und Gelenkmechanismen,
~ affine Basis fiir die Ebene, Beweglichkeit der Ebene, falls sie nur in kollinearen Punk-

t

fn fe;tgehalten wird, Zerlegung von Polygonen in Dreiecke,

. schiefe Ebene, Optimierung der Kraftrichtung zur Erzeugung einer Bewegung, Ver-

Rerll)d““g als Richtungssymbol,

_ Tehsymmetrie des gleichseitigen Dreiecks,
Pythagoras-Eigenschaft des rechtwinkligen

Mungen,

- (_)Ptimalitéitseigenschaften pesonderer Punkte, spezie

Cellipunkts,

~ Dreiecksungleichung, Beweise.

Dreiecks, Langen- und Flachenberech-

[l des Schwer- und des Torri-
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2. Das Prinzip der operativen Begriffsbildung

Gerade das Beispiel des Torricellipunkts zeigt, dal umweltbezogene Mathematik keines-
wegs oberflichlich, niveaulos oder unprizise sein muf}; der Grad der Exaktheit bemift
sich an den Anforderungen, die an die Losung eines Problems gestellt werden, und
hingt auch stark von den zur Verfigung stehenden Mitteln ab, und zwar solchen intel:
lektueller (von der Grundschule bis zu wissenschaftlicher Forschung), technologischer
(erst die Entwicklung der Computer in den letzten Jahrzehnten hat die Anwendung
weiter Teile der Mathematik ermdglicht) oder okonomischer Art (wenn kein Geld fiir
einen hinreichend grofen Computer da ist, muB man sich eben mit einfacher zu reali-
sierenden Methoden behelfen). Und die Standortwahl fiir das E-Werk der drei Gemein-
den wird nebenbei auch noch vom Gelinde beeinflufit.

Aufgabe des MU ist es, allgemein den intellektuellen Faktor positiv zu beeinflussen,
aber nicht durch Ausbildung der Schiiler zu Mathematikern, sondern zu Menschen, die
die Bedeutung der Mathematik erfassen konnen. Das kann jedoch nicht heifen, da
Umweltbezogenheit der einzige Priifstein fiir die Aufnahme eines mathematischen Stoffs
in den Unterricht ist. Wenn ein geometrischer Begriff, wie z.B. der Fafkreis, nicht direkt.
auf die Realitiit bezogen ist, so ist er doch auf andere Begriffe bezogen, z.B. auf den Torri-
cellipunkt, diese wieder auf andere, usw. Und ein Teil der ganzen Beziehungshaltigkfit
der Mathematik ist ihre Beziehung zur Umwelt. Die Forderung nach Beziehungshaltig-
keit im MU, die auch von , reinen* Mathematikem anerkannt wird, beinhaltet auch,
recht verstanden, eine Forderung nach Umweltbezug und damit UmwelterschlieBung
durch den MU.

Erfiillt werden kann diese Forderung jedoch nur, wenn die mathematische Begriffs\?\'.elt
auf die Wirklichkeit pa8t. Obwohl die meisten grundlegenden mathematischen Begflffe
der Auseinandersetzung des Menschen mit der Wirklichkeit entstammen, ist ihnen lﬂ
der systematischen Wissenschaft diese Herkunft oft nicht mehr anzusehen. Die Begriffe
der Geometrie machen da keine Ausnahme; so ist aus der Lehre von der raumlichen
Wirklichkeit eine axiomatische Theorie, lineare Algebra, Abbildungsgeometrie (der _
Ebene!), usw. geworden. Ein GU kann sich nicht damit begniigen, solche Theorien mit
ihren Begriffen zu vermitteln oder auch nur die Begriffsbildung an ihnen auszurichten
(dies konstatiert z. B. auch H.-J. Vollrath (1974)). Die Begriffe miissen vielmehr gene:
tisch gebildet werden. Damit ist nicht eine Nachbildung der historisch-faktischen Geneé-
s¢ gemeint, sondern eine interpretierend-konstruktible Genese (vgl. (Schreiber 1978b)
und (OAG) von A. Schreiber und mir), die, in der Formulierung von Wittmann (1974/
1978), ,.an den natirlichen erkenntnistheoretischen (im Unterschied zu: historischet
(Anm. von mir)) Prozessen der Erschaffung und Anwendung von Mathematik ausge-
richtet ist“ und, noch weiter gehend: nicht nur an diesen Prozessen ausgerichtet ist,
sondern sie sogar in die Begriffsbildung einbezieht.

Z. B. beim Ziegelstein: Sein Zweck ist seine Verwendung beim Bau von in der Regel
ebenen Mauem. Er muf handiich sein, mit hinreichend vielen Exemplaren mus di€
Mauer lickenlos auszufiillen sein, jedoch darf die Parkettierung der von der Mauer g
bildeten Ebene nicht eindeutig bestimmt sein, sondern es muf moglich sein, im Ver-
bund (auch mehrreihig) zu mauern, mit geraden Kanten abzuschliefen und Liicken
variabler Grofie (z. B. fir Fenster) zu lassen. Hinter diesen geometrischen EinfluBgrofe?
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E‘:ﬂ phys'i‘kalisct}e \.wie Stabilitat und Schwerkraft. Wichtig ist also das Passen (Inzi-
o eVOdf; Korpern in ihren Oberflichen), und zwar als eingeschrinkte Beweglichkeit
gen die Schwerkraft, und auf einer bereits gemauerten Reihe muB die nichste Reihe

an beliebiger Stelle begonnen werden konnen), als Optimierung (die Mauer muf® liicken-

! ; )
os ausgefiillt werden konnen, und der Stein muf handlich sein) und als Messen (die Kan-

ts‘:i‘iz?;n ;mmsen in ggeigneten Verhiltnissen stehen). Dazu bedarf es der Ebenheit der
untersch:' ;;1, Pafallehtat und 0rthogonalitéit, also der mehrfachen Homogenitat (Un-
sine geo 1 a'ﬂ(mt) bzw. Sym_metne. Wie mit all den Anforderungen an den Ziegelstein
Quadors zgetr;:sche Form bestimmt wird, analysiert H. Winter (1976). Der Begriff des
von St er .bene, der Gerade, des rechten Winkels, der Parallelitdt, der Kongruenz
recken) ist aber, genetisch gesehen, nicht das Ergebnis eines Abstraktionsprozes-

ses. Die i A

falsi Die ln‘der Wirklichkeit vorkommenden Quader (Ebenen, . . . ) sind vielmehr, jeden-

$von einer gewissen Qualititsstufe an, von Menschen hergestellte Objekte, denen der
d sind in einem genetischen Unter-

:ﬁftlgf dfle Idee, bereits zugrundeliegt. Entsprechen

Kegel léemlldamen'talen geometrischen Begriffe wie Ebene, Kugel, Zylindet, Polyeder,

Vexitz{t Sra ¢, Kf.els, Schraubenlinie, Polygon, Strecke, Parallelitat, Orthogonalitat, Kon-
, Symmetrie, starrer Korper, Kongruenz usw. operativ in folgendem Sinn Zu bilden:

:fc';c sgsszln?ten Zwecken ausgehend werden Normen zur Herstellung von Formen ent-

den in H :fd 1}9"8 Zwecke 'erﬁillen. Die Normen, zumeist Homogenitdtsforderunggn, wer-

damit i a l'mgsvorschnften zu ilrer exhaustiven Realisierung umgesetzt und sind
inhaltliche Grundlage der ihnen entsprechenden Begriffe. (Prinzip der operativen

B . .
egriffsbildung (POB) in der Geometrie)

Praxis

Analyse
Zweck -

(Mauerbau)

!
: Variable Raum- :
Funktio ( egel ]
10N 1 parkettierung mit (géei n)| Realisat

(Passen)
handlichen Stucken
im Schwerefeld)
(Quader)
Begriff(idee, Form,
Ideation Herstellvorschrifl ) Exhaustion (uber
Herstellvorschrihen )

Abb, 11 (uber Normen)

gleiche man (Schreiber 1978a);

Zum Wesen der dabei ins Spiel xommenden [deation veT
ber 1978b) und in

?(e)f operative Standpunkt in der Geometrie wird genauer in (Schrei
AG) abgehandelt.

Wie soll das POB in den GU eingebracht werden?
ht einfach Nachvollzug (aber

Z) Genetischer Unterricht heifit, wie schon gesagt, Hic

“‘chil_lls Einbezug) der historischen Entwicklung: Als Form des Ziegelsteins in Meso-

Potamien z. B. hat sich erst nach und nach bis zum 26. Jhdt. v. Chr. der Quader heraus-
ebener Unterlage, iiber

gebildet: vom roh geformten Lehmpatzen iiber Klumpen mit
35
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Ziegel mit rechteckigem Grundri, ebenen Rindern und Unterseite, jedoch gewdlbter
Oberseite, bis schlieBlich zum Ziegelstein mit ebenen, paarweise parallelen Seitenflachen
und rechten Kantenwinkeln (nach H. Dingler (1933, S. 40)).

Es erscheint nicht sinnvoll, im Unterricht diesen Proze® getreu nachahmen zu wollen,
die Schiiler bei der Bildung des Begriffs ,,Quader* darauf festzulegen, jede der histori-
schen Entwicklungsstufen zur Kenntnis zu nehmen oder gar auf jeder eine Zeit lang zu
verharren. Die historisch-faktische Genese konnte eher Gegenstand eines geschichtlichen
Riickblicks nach hinreichender Ausbildung des Quaderbegriffs sein.

b) Fiir die Begriffsbildung ist es auch mit einem einmaligen, einfachen Durchlaufen des
Schemas keineswegs getan. Bereits in der Analyse eines einzigen Zwecks mit einer Dis-
kussion moglicher Alternativen, die zumindest gedanklich oder im Modell realisiert und
eventuell wieder verworfen werden, konnen sich mehrere Durchliufe ergeben:

— Wie wire es, wenn zum Mauern Quader mit anderen Seitenverhiltnissen, z. B. Wiirfel,
verwendet wiirden, oder Prismen mit sechseckiger Grundflache, mit denen ja die Ebene
ebenfalls parkettiert werden kann, oder Dodekaeder oder krummfléchig begrenzte KoI-
per? — Wo kommen noch Quader vor? — Zimmer, Mobelstiicke, Kartons sind haufig
quaderformig. — Auch bei diesen Beispielen ergibt eine sorgfiltige Analyse wieder die
Funktion der variablen Raumparkettierung mit ,handlichen® Stiicken. — Warum wer-
den aber Konservendosen i. a. nicht quaderformig, sondern zylinderférmig hergestelit?
— Hier ist das Material zur Erzeugung von Ecken und Kanten nicht geeignet.

— Die Frage nach der Funktion der Stabilisierungsdreiecke am Regal wird vielleicht zu-
nichst so beantwortet: , Wenn die beiden Bretter (am rechten Winkel) zusammenklap-
pen wollen, werden sie von der Querstrebe auseinandergedriickt; wenn sie auseinander-
Klappen wollen, werden sie zusammengehalten.* Dabei besteht bei einem kompletten
Regal noch die Schwierigkeit, eine Instabilitit der Konstruktion als eine solche von
Winkeln zu erkennen, bei der es nur auf die Verinderung der Lage von Teilen zueinar-
der ankommt. Spiter werden (hoffentlich) die Kongruenzsitze zur Begriindung herat-
gezogen. Jedoch behilt die urspriingliche Erklirung auch dann noch ihre Giiltigkeit,
denn sie stellt ja eine lediglich unprizise Formulierung eines Kongruenzsatzes dar-

— Als Ursache fiir das Wackeln eines vierbeinigen Tischs wird spontan (auch von Er-
wachsenen) angefiihrt, daB ein Bein kiirzer sei als die drei anderen, auf denen der Tisch
steht. Bringt man den Tisch in seine andere stabile Lage, so wird plétzlich ein anderes
Bein das kiirzeste. Aber noch nicht einmal die Annahme, daf die beiden abwechselnd.
freien Beine kiirzer als die beiden anderen sein miifiten, ist richtig: Es ist nur notwendig,
dafd sie jeweils ,,mehr Platz haben, als sie lang sind**. Diese Erkenntnis lafit sich spater
mit dem Strahlensatz quantitativ fassen, etwa in folgendem Beispiel:

Bei einem vierbeinigen, quadratischen Tisch sind zwei gegeniiberliegende Beine 800 mm-
das dritte 790 mm lang. Wie lang mus das vierte sein, damit der Tisch auf allen vieren
steht? — 810 mm. — Wie gro8 ist dann der Neigungswinkel der Tischplatte gegen den
Boden, wenn die Tischkante 1 m lang ist? Was passiert, wenn das vierte Bein 805 mim,
wenn es 820 mm lang ist? Bei einer Liinge von 805 mm sollen an genau 3 (2 oder 1)
Beinen Stiickchen abgesigt werden, damit der Stand stabil wird. Wie lang miisset die
Stiicke sein? — Beim Sagen, bzw. bei den Messungen und Berechnungen davor, ist SO
falt angebracht; denn sonst wackelt der Tisch danach immer noch, es muf ein anderes
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Bein wi .
S‘)ﬂd:::gie;ee;zz ;;rll;utr:t werden, usw., und am Schiuf hat man keinen Tisch mehr,
‘:lnlt ::fesgtn_sil;w1er1g}<eiten kann map aus dem Weg gehen, indem man einen Bierdeckel
blem gest()ﬁaener gllemh vor BOFlen ifit. Aber dann wird man auf das grundlegende Pro-
Bistatt bemltz,ewe c?he geometrische GestaI.t dfr Boden haben soll, wenn man ihn als
Tische. olazi n w_lll, auf de.m man an peliebigen Stellen allerlei Gegenstinde, auch

, plazieren will, und wie diese Form hergestellt werden kann.

:zﬂle)i:]i:e: Ii ;?d“';gf:’n des GU zum Werk- pzw. Technikunterricht sind uniibersehbar.
werb magnuener Fem' solc_her Unterricht; in ihm geht es vordringlich nicht um den Er-
kalisch-te chn'e ! b ertigkeiten, Werkstoffkunde oder die Analyse und Anwendung physi-
Werk. Technlif er Sachverhalte, sondern ur die Struktur des Raums. Sobald diese im
Unt er;icht o K Physik- oder in e_mem sons?igen Unterricht thematisiert wird, ist dieser
Genauigkeit glﬁilCh GU: (}eometnsche Begriffsbildung be der Herstellung von Formen,
oder Bearbe'stsc Chtep bei df’.r Realisierung einer Form durch verschiedene Werkstoffe
qungen od 1 l{ngswelsen, Wirkung physikalischer Krifte als Verformungen und Bewe-
oder die Frage nach der Natur des physikalischen Raums, - aber auch nur so

lange.
Die e
o d:izﬁz Analy§e von raumlichen, formenhaften Phdnomenen oder von Situationen,
ndiese wichtig sind, reicht jedoch nicht aus fir einé Strukturierung des wirklichen
ich dabei bil-

ﬁ:g;?yu be@arf es vielmehr auch einer Strukfurierung des Systems S

SChriftengquge mit Hilfe von Definitionen, Sitzen, Regeln, Beispielen, Handlungsvor

2 schatte nd weiteren Begriffen, deren primare Funktion es ist, Ordnung im System

5 Scherur; und zu halten, 2. B. der Fakreis bei der Konstruktion des Torricellipunkts,

qelmit g als flicheninhaltstreue Abbildung, mit Zirkel und Lineal konstruierbare
aRige Polygone (es gibt gar nicht s0 viele Begriffe, die nicht irgendwie direkten

Umweltbezug haben).
E:;Zes Bedgnkliche System wird den S¢
i zt{:ﬂcllt;ttung, selbst. Mit dem POB b
i fbeﬂnd g e.rhalten, .die sogenannten Anwendungen sind von v
keit pass ung; und so ist es kein Wunder, daf die Begriffe auf unsere riumliche Wirklich-
tiv gt‘.Ieite?, obwohl sie ihr eigentlich gar nicht entstammen. sondern ihr durch di€ idea-
den Wirkel'e Hefstellung geometrischer Formen aufgepragt werden. Trotz fortwahren-
Stadium lChlfeltsbezugs geht der GU also iiber Werken, Technik oder Physik in jedem
efSChlieg’ auf Jeder Schulstufe, deutlich hinaus. Eine durch den Anspruch auf Umwelt-
jenen F‘_“ng im GU aber dennoch notwendige Anbindung an den Unterricht auch in
achern wird durch operative Begriffsbildung (OB) nur gefordert.
POB, wenn Schiiler in Problemsituationen

hiilern nicht fertig vorgesetzt, i€ erschaffen es,

leibt dabei der Bezug Zur riumlichen Wirklich-
ornherein Teil der Be-

:2 tf:m reinsten zu verwirklichen ware das
acht werden konnten, in denen si¢ die Probleme durch Bildung geometrischer Be-

griffe mi

mit ; mit Herstellung und Anwendung geometrischer Formen zu losen hatten (das hat

am mem »herkémmlichen* problemorientierten MU recht wenig zu tun, in dem es oft
nermathematische problemorientierte Zuginge zu mathematischen [rthalten geht).

15t aber die Eigenart von Schulunterricht, nicht zuletzt bedingt durch den Zwang zur
hten, sondern eben

l'e.
istungskontrolle, daB, bis auf seltene Fille, die Probleme keine C
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gestelite Probleme sind. In vielen gestellten, erst recht in echten Problemen sind die
zweckentsprechende Realisierung und der praktische Gebrauch geometrischer Formen,
z. B. Herstellung von Mbelstiicken, Bau eines Fahrzeugschuppens, Reparatur eines de-
fekten Uhrwerks, Messungen im Gelinde oder auch manuelle Produktion von Ziegel-
steinen, technisch oder zeitlich so aufwendig, daB sie im MU, und wohl auch in prakti-
schen Fichern, bei der bei uns iiblichen Organisation von Schule keinen Platz haben.

¢) So mus die OB durch Herstellen einfacher Modelle, oft aus bereits geometrisiertem
Material, gefordert werden: Funktionsmodell eines Scheibenwischers aus Baukasten-
teilen, Flichenmodell eines Wiirfels aus Pappe, geometrisches Zeichnen (von , freihan-
dig” bis Darstellende Geometrie). Modelle nehmen eine Mittelstellung zwischen Idee
und Realisat ein; je nach ihrer Abstraktheit (algebraisches oder Holzmodell eines Wiir-
fels) tendieren sie mehr zum einen oder anderen der beiden Pole. Es entspricht der OB
durchaus, wenn Probleme zuniichst einmal im Modell gelost werden, wo der technische
Aufwand noch nicht so grof ist und Schwierigkeiten mit der Exhaustion, d. h. Gite
der Realisierung, noch keine Rolle spielen, ehe diese Losung dann auf die Realitit ange-
wandt wird. Dort stellen sich durch die Exhaustion jedoch eventuell neue Probleme,
die allerdings ihrerseits auch wieder zunichst im Modell gelost werden konnen.

Z. B. bei der Herstellung tetraederférmiger Schulmilchtiiten nach (Miller/Wittmann
1977, S. 128ff): Mit einem Papiermodell ergibt sich die bekannte Losung der Herstel-
lung aus einem ebenen Tetraedernetz (Abb. 12a) durch Falten und Verschweiien.

a) /W b)

Abb. 12
ideelles Niveau
theor. Problem e —e— ——m e e e —— ——- theor. LOSUNY
l / Modell —s= Modellosung |
prakt. Problem == —= prakt. Losung
reelles Niveau
Abb. 13

Mit der Realisierung wird das praktische Problem gelést: die Modellosung ist auch gleichze!
tig eine Losung des durch die Analyse entstandenen theoretischen Problems. § edoch
konnen bei der Ubertragung auf beide Niveaus Schwierigkeiten entstehen, wenf das
Modell dem Problem nicht adquat ist. Bei den Milchtitten werden diejenigen Ecken
undicht, an denen zwei Schweifiniihte zusammenstofien. Das neue Problem, diese U
dichtigkeiten zu beseitigen, kann wieder, entsprechend dem Schema, zuerst im Modell
geldst (Abb. 12b) und dann realisiert werden.

0
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f) Mit einer eigenhiindigen Begriffsbildung kau im GU aber nicht vor jeder Geometrie
begonnen werden. Schiiler haben schon tausendfach Erfahrungen mit geometrischen
Eormen in ihrer Umwelt gemacht, mit Ebenen (Schreibtischplatte, Heftseite, Unter-
richtsmaterial aus Plastik), Kugeln (Gegenstinde zum Spielen), Parallelitat (Eisenbahn-
schienen, Mobelkanten, Fahrbahnmarkierungen), usw. Daran kann ein genetischer Un-
terricht nicht vorbeigehen; diese Erfahrungen miissen bewufit gemacht, geordnet und
ausgebaut werden.

Auch wenn eine Diskussion iiber einen geometrischen Begriff im GU ihren Ausgang von

der Sphire menschlicher Bediirfnisse, von einem Problem, nimmt, etwa Verpackung

eines Getrinks fir den Weg von der Produktionsstitte bis zZum Verbraucher, beziehen
her Formen doch mehr oder weni-

die Schiller die ihnen geldufigen Realisate geometrisc

ger explizit in die Diskussion ein. Diese Vorkenntnisse diirfen nicht nur nicht als sto-
n?nd aufgefait werden, sie sind auszunutzen. Die anschaulichen Objekte sollten frih
eingebracht, von ihnen aus die dahinterstehenden Bediirfnisse, Zwecke und Funktionen
analysiert, die Form begriindet und fir sie Herstellvorschriften entwickelt werden. Die
Begriffsbildungsschleife wird dann also beim Realisat begonnen, wie Z. B. in ,,Geometrie
der Schulmilchtiiten” bei (Miiller/Wittmann 1977): Ausgehend von den Tiiten wird die
Herstellweise beschrieben, begriindet und nachvollzogen; es ergeben sich Beziige zum
gesellschafts- und zum naturwissenschaftlichen Bereich des Sachunterrichts, sowie Zur
weiterfithrenden Geometrie.
g) Eine solche Handlungsorientiertheit des GU wird z.Z. vor allemin der Primarstufe ver-
wirklicht (oder angestrebt), allerdings eher aus psychologischen bzw. methodischen
Griinden. Das POB fordert sie dariiber hinaus fir den GU aller Stufen, und zwar primar
aus inhaltlichen Griinden: Die Handlungen sind Teil der Begriffsbildung, und die Be-
griffe haben sich in ihnen zu bewihren. Auch das Reden iber Handlungen, die Entwick-
lung von Herstellvorschriften, gehdren zu einem handlungsorientierten Unterricht.

Das Schema der OB darf nicht start, nicht ,,schematisch” gehandhabt werden. Es ist

ein Grundmuster in dem komplexen Geflecht geometrischer Begriffe und darf keines-
wegs fiir einzelne Begriffe isoljert gesehen werden, sondern bezieht immer schon andere
mit, etwa auch bei Wiederaufnahme an

Begriffe mit ein und fordert auch deren Bildung
verschiedenen Stellen der ,,Curriculumspirale“ auf verschiedenen Niveaus.

3-‘ Lemziele fiir einen umwelterschlieBenden Geometrieunterricht
Mit einem durch OB genetisierten System geometrischer Begriffe wird der wirkliche
Raum strukturiert und kann die Nutzbarkeit dieser Struktur erforscht werden. Diese
l?‘ﬂlﬂﬂstrukfcurierung und Nutzbarkeitsforschung findet in Form von gewissen ,,Grund-
titigkeiten® statt, die im folgenden als Lernziele aufgelistet und an Beispielen illustriert
werden.- Ein Lemziel ,,X konnen" bedeutet, der GU soll den Schiiler zur Grundtitigkeit
»X* befihigen, ihm die Grundfahigkeit ,X Lonnen® vermittein. Der Bezug zum POB
ist zwar durchgingig; der Katalog ist aber nicht in erster Linie am POB, sondern an der
F_ordemng nach UmwelterschlieBung im GU orientiert, und er stellt eher eine Rechtfer-
tigung fiir das POB dar.
Es wiire ein Unding, wollte man die Unterrichtsaktivititen so gestalten, daf jeweils ge-
nau eine Grundtitigkeit ausgefilhrt wird; aufierdemn wire dies unmoglich. Die Gruad-
fahigkeiten bedingen und fordern sich gegenseitig. Entsprechend schwierig ist es, Bei-
39
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spiele bestimmten Posten des Katalogs zuzuordnen, und man kann iiber die im folgen-
den vorgenommene Einordnung geteilter Meinung sein. Insbesondere sagen Zahl und
Ausfiihrlichkeit von Beispielen zu einem bestimmten Lernziel nichts iiber dessen Ge-
wicht aus. Eine mogliche Strukturierung ist in folgender Skizze angedeutet:

[J B |
Probleme losen |

( Praxis) {zweckfrei)

POB ‘ POB
— N
Zwecke i L GS her-, _Sﬁs_theqk’
analysieren —*| Begriffssystem -“—"—*'— darstellen #| erfahren
o e—_—
PO GS durchschauen, v
Abb. 14 vorstellen

Dabei bedeuten die Pfeile: xann (direkt) fordern, die Dicke der Pfeile deutet die In-
tensitdt der Forderung an. Es wire bestimmt nicht falsch, wenn man alle graphentheor'e-
tisch méglichen Pfeile einzeichnen wiirde. Im Feld Probleme 16sen* ist ein ,zweckfrel
er Teil gesondert eingezeichnet. Genau die Pfeile, die an der Trennlinie ankommen od
oder von ihr abgehen, beziehen sich auf beide Teile. Dem Ganzen ist das POB zu unte-
legen (nicht fiir jeden Pfeil in gleichem AusmaR), was durch die mehrfache Plazierung
dieser Abkiirzung ausgedriickt wird. Mit GS schlieRlich wird der Sammelbegriff ,,Geo-
metrische Sachverhalte™ abgekiirzt, welcher fiir lokale (Formen, Grofien, Relationen)
und globale riumliche Strukturen steht.

3.1 GS durchschauen und sich vorstellen kénnen

Die beiden Titigkeiten , durchschauen® und ,sich vorstellen** sind in ihren Reinformen
zwei Pole einer stetigen Skala. Zu durchschauende GS liegen vor, sich vorzustellende
nicht, sie sind durch Symbole gegeben (Sprache, Schrift, Gleichung). Vorstellungsver-
mogen ist das , hohere* Ziel, denn viele GS entziehen sich dem Durchschauen dur?h
thre Grofie (Linder, Molekile), Unzuginglichkeit (das Innere eines Motors), Dreidimen"
sionalitit (man sieht ja immer nur ein zweidimensionales Bild von einer Seite eines G¢-
genstandes) oder Verdnderung in der Zeit (Briefwaage, Uhrwerk, Archimedische Schnek
ke). Man behilft sich mit Plénen, Bildern, riumlichen Modellen, Beschreibungen usw.
und braucht dabei schon die Vorstellung, um vom Modell auf das Original schliefien 2
kbnnen oder um wihrend einer Bewegung zu jedem Zeitpunkt ein Bild von den jewells
frisheren Lagen eines Objekts zu haben.

Aber ohne Durchschauenstraining, ohne anschauliche Hilfsmittel, und oft auch ohne
die fraglichen Objekte schon einmal gesehen zu haben, ist Vorstellung nicht moglich.
So alt diese Erkenntnis ist, 50 oft wird gegen sie verstoen, im GU nicht weniger als
an.der.swo (¢in Zeitschriftenaufsatz kann wegen technischer Vorgaben nicht so stréng
mit diesem Mafistab gemessen werden), wenn nicht durch streckenweise vollige Abwe-
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Z;h;iit von Anschaulichkeit, dann doch durch die fast ausschliefliche Beschrinkung
€ fbt_me Geometrie. Fiir diese Beschrinkung gibt es Griinde, z. B. bessere Darstel-
ungsmoglichkeit, einfachere Struktur.

ga ﬁ‘rl;e:ais 3Sthflweifelhaft, ob .den Schiilern die Extrapolation auf den dreidimensionalen
e 3;10 ich so‘ohne wexte'res gelingt, oder ob nicht die ,,raumliche Einbildungs-
1973 S . durch zu viel pnd zu glnseltig geiibte Planimetrie erstickt' wird (Freudenthal

> - 382). Immerhin trifft im Raum nicht zu, daf
— zwei nicht parallele Geraden sich schneiden,
- YOIUrr{engleiche Polyeder zerlegungs- oder erginzungsgleich sind,
N J}ffje eigentliche Bewegung eine Drehung oder eine Schiebung ist.
\‘ﬁels(géier-ls Yier F}ebiete paarweise benachbart sein konnen.
tische D “{lelr_lgke.lten treten erst.mit, der dritten Dimension auf, und manche mathema-
Es Ieichts:jllp m fa“gt_ dann erst richtig an.
Kbtoe, erdmg_s n'lcht, die ebene Geometrie nur
waap:enhzu beschiftigen, die als Translationsspur ebener Figuren senkrecht auf einer
lechgt“: l:iﬂ Ebene s.tehen (Prismen, Zylinder) oder sonst allzu , kanonisch" in das
o nklige {(oordmatensystem passen (senkrechte quadratische Pyramiden), und die-
lenigen ihrer Eigenschaften zu behandeln, die schon Eigenschaften der erzeugenden Fi-

Buren in kanonischer Lage in der Ebene sind.
gols)ecnn ls)o lernt man 2. B. nicht, es fiir moglic
bew ;n _reltes Regal durch eine 200 cm hohe Tiir p b 1
breit uu':ilnander schrigen Achsen und Ebenen umgehen konnen. Ist die Tir 125 cm
werde nd das Regal 35 cm tief, dann muf dieses zunichst auf eine Seitenwand gelegt
etwa 2116’0” da die Hohe dann nur noch 205 cm betrigt, danach an der Vorderseite um
angehoben und die hintere Kante auf dem Boden etwa 33 cm vorm Tiirrahmen

entfernt aufgesetzt werden.

halbherzig zu verlassen, sich nur mit

h zu halten, dafd ein 250 ¢cm hohes und
assen kann. Man muf mit im Raum

3

200

92 33
Abb. 15

Dann ist

35 - cos26° < 33, 205 -sin26° <92 und
35 - sin 26° + 205 - cos26° <200,

‘l;n d das Regal paBt durch die Tiir. (Hier liegt eine praktische und etwas komplexere
wmante der alten Aufgabe vor, in welcher Hohe eine 205 cm lange Leiter an einer

and lehnt, wenn diese Leiter am Boden einen Abstand von 92 cm hat.)
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Weitere Beispiele: . :
— Welchen Winkel bilden zwei Symmetrieachsen im Tetraeder? — Zunichst wird aus

diesem Problem ein ebenes gemacht. Dazu wird ein ebener Schnitt durch den Tetraeder
gefihrt, der zwei Achsen enthait.

B

1094M

A
Abb. 16

. : ht
Dann liegt die vordere Kante des Tetraeders schrig (nicht parallel und nicht Seﬂ:f;:e )
zur Schnittebene. Es entsteht ein gleichschenkliges Dreieck mit einer."l“etraeder bt o
und zwei Seitendreieckshohen als Seiten. Ist fiir die Kante AB die Lange 1, 50

AN 3
die Hohe BM, g im gleichseitigen Dreieck nach dem Pythagorassatz \/2: ,und nach
den Eigenschaften des Schwerpunkts haben die Strecken BM A und AMg die Linge
g— . 35; - Dann ist w(M, AB) = arcsin 3@ = w(MgBA), und der gesuchte Winkel

it 180° 2 - aresin % = 109,47°. Von Interesse ist dieser Winkel beim Tetraeder

modell des Methanmolekiils.
— Wie sieht die Fliche z = y?> —x? im R® aus? (Moderne Dachform)

z

Abb. 17

— Es gibt ebene Wege auf der Fliche durch den Ursprung, auf denen er der hOCI::t;’
solche, auf denen er der tiefste Punkt ist (Pa8 im Gebirge), und solche, die Gera fm
sind. Die Verhiltnisse bei Flichen im 1R? sind viel komplizierter als bei Kurver
IR? und kénnen auch noch viel komplizierter als im Beispiel sein.

. ] . . drei
— Wie sieht ein massiver, nirgends zur Dicke 0 entarteter Korper aus, der in den
Achsenrichtungen folgende Profile hat?



|
| |
i
|
1 a) b) c)

Abb. 18 Abb. 19

h dazu ein Kantenmodell wie in Abb. 19a vor-
gungspunkte man mit geeig-
n Richtung des kreisformi-
(1954/1958, 8. 167) gibt

Eine Losung ist ein Konoid. Man kann sic
stellen, an dem Bindfiden gespannt werden, deren Aufhin
neten Hilfglinien und -flichen erhilt (Abb. 19b). Ein Blick i
gen Profils ergibt mit Hohentinien Abb. 19¢. (K. Menninger
¢ine andere Losung an.)

— Kugelgeometrie (das ist zwar Geometrie au
rakter).

f einer Fliche, hat aber riumlichen Cha-

Der geistige Nachvollzug eines Herstellprozesses erweist sich als erfolgreiches Hilfsmittel

dabei, §ich GS vorzustellen:
- zwei ineinander gewundene Schraubenlinien als Verbindung zweier Drahtenden (man

muf sie gegenseitig umeinander winden und nicht das eine um das andere, da sonst das
gerade Stiick leicht herausgezogen werden konnte) (nach (Gdock 1971/1975)),

Abb. 20

~ der scheinbar seltsame Verlauf der SchweiBindhte bei den Milchtiiten wird plausibel,

#enn man sich die Fertigung dieser Tiiten vergegenwartigt,
~ einen kiirzesten Weg, den eine Spinne auf einer Wiirfeloberflache ohne Deckel im

P_u“kt S zu einer toten Fliege im Punkt F iiberwinden muf, findet man, indem man
sich die Fliche aus einem ebenen Netz zusammengekiebt denkt und in diesem Netz die
Strecke SF einzeichnet; bei einer Kantenldnge { hat dann der Weg die Lange

VI7
5 <207 -
S
—. /
H

—

Abb. 21
43
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Es wird oft Bezug auf die Ebene genommen, denn Winkel sind eben, in Ebenen sind
die kiirzesten Verbindungen zwischen zwei Punkten Strecken, und das menschliche Ge-
sichtsfeld ist zweidimensional. Aber nicht Beschrinkung auf ebene Probleme ist die
Konsequenz, sondern stiandiger Wechsel vom Zwei- zum Dreidimensionalen (Karten,
Plane, Zeichnungen lesen und das Dargestellte herstellen konnen) und umgekehrt
(zeichnerische Darstellung) als eine Grundtatigkeit menschlicher Kommunikation, ins-
besondere auch fiir viele Berufe.

Sogar die ,,besonders riumliche* Form der Schraubenlinie lift sich aus einer Geraden
herstellen und sich somit leichter durchschauen und vorstellen: Eine Ebene wird zu
einem Zylindermante| aufgewickelt, und dabei werden ihre Geraden Schraubenlinien,
manche zum Kreis oder zur Gerade entartet.

b) Ein weiterer Aspekt ist fiir Herstell- und Funktionsprozesse, fiir GS iiberhaupt, wich-
tig: der kinematische. Seiner gebihrenden Beriicksichtigung im GU stehen Schwierig-
keiten in der Darstellung, aber auch das abbildungsgeometrische Vorgehen im moder-
nen GU entgegen. Bei diesem mus ja gerade die Vorstellung einer stetigen physikalischen
Bewegung beseitigt werden, es gibt nur die beiden Zustinde ,davor und , danach*. So
kann man, im Unterschied zur Realitit, abbildungsgeometrisch durchaus einen starren
geknickten Nagel in eine starre Wand mit entsprechender Hohlung praktizieren, etwa

mit der Translation f: IR* - IR%:(x,y,z) = (x+2,y,z) in einem geeigneten Koor-
dinatensystem.

7

Allerdings wird mit der Abbildung f nicht nur der Nagel, sondern der ganze Raum, und
damit auch die Wand, um 2 versetzt, und eigentlich wird nur festgestellt, dafs der Nagel
in die Hohlung passen wiirde, daf er zu ihr kongruent ist.

Der mathematische Abbildungsbegriff in der (Abbildungs-) Geometrie ist riumlichen
Bewegungen in vielen Belangen nicht adiquat. Er ist ein wertvolles mathematisches
Werkzeug, mit dem Beziehungen zwischen mathematischen Objekten hergestellt b?‘w -
iberpriift werden konnen. Es ist aber zweifelhaft, ob die Titigkeitsworter ,,drehen“ 3
»Schieben®, strecken und die zugehorigen Titigkeiten, mit denen Abbildungen iibli-
cherweise enaktiv reprisentiert werden, dem Abbildungsbegriff gerecht werden; am "
ehesten vielleicht noch »Spiegeln®, das aber auch unter diesen am wenigsten Ph)’mkahsc
ist.

Reale Bewegungen lassen sich sehr wohl angemessen mathematisieren: Sei ein iR -Koor-
dinatensystem fest mit der Wand verbunden, d. h. die Wand und die Hohlung seinen
Punktmengen W und H im R®, der Nagel am Anfang der Bewegung die Menge '
NCIR?,1={0,1] das Einheitsintervall und g: N xI - IR? eine Isotopie, d. h. 150-
metrisch in (x,y, z) und stetig, mit g(N x {0}) =N und g(N x {1}) 2 H. Dann stellt
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g (idealisiert) eine reale Bewegung dar, wenn g(N x ) "W = ¢. Allerdings ist g kein
Objekt der iiblichen Abbildungsgeometrie, sondern der Kinematik, also der Physik. Je-
doch sind kinematische Betrachtungen unerlilich fiir das Verstindnis zahlreicher geo-
metrischer Phinomene:

— Wie wird beim Stromzihler eine Kreisbewegung mechanisch in digitales Zéhlen unt
gewandelt?

D

Die Ankerscheibe rotiert mit einer Geschwindigkeit proportional zum Stromver-
brauch. Die Schraubenfliche auf der Drehachse rotiert mit und dreht dabei das Uber-
tragungsrad zum Zihlwerk (nach (Goock 1971 /1975)). - Welches ist dessen Rotations-
fichtung bei vorgegebener Rotationsrichtung der Ankerscheibe?

— Wie funktioniert (geometrisch) der Wankelmotor?

Abb. 23

Abb, 24

Es handelt sich nicht einfach um die Rotation €ines gleichseitigen Dreiecks mit ge-
wolbten Seiten um seinen Mittelpunkt. Vielmehr rollt der dreieckige Laufer mft einem
inneren Kreis (mit Zahnridern) auf einem Kreis (mit Zahnridern) ab, der fest im Ge-
hiuse sitzt. Das Verhaltnis der Radien und der 7ihnezahl von 3:2 ist entscheidend da-
fir, daf die drei Ecken des Liufers auf einer einzigen Bahn laufen und wie diese B@n
dussieht. Nur so ist gewahrleistet, dal immer drei getrennte Kammern vc.)rhand.en sxpd.
Mit der AuRenwolbung der Dreiecksseiten wird eine hohe Kompression in der jeweils

Kleinen Kammer erzielt.

~ Wie funktioniert ein TitrschloB, wie ein Unrwerk?
~ Wie werden Bewegungsarten ineinander iibersetzt?
S‘:l“fallbenlinie; mit ihr wird eine Rotation in eine daz ! _
delt. Einfacher zu durchschauende, weil ebene Beispiele sind die Antriebsrader einer
Bergbahn oder eines FlieSbandes, die eine Rotation in eine Translation in fler R?tatlc:ns—
tbene verwandeln; oder die Laufrider der Bergbahn und des Flieﬁbands,'eme Wmdmul.ﬂe
oder ein Mighirad am Bach, die das Umgekehrte leisten. Beim Scheibenw?scher oder bei
der Olpumpe werden Rotationen in Schwingbewegungen verwandelt,' beim Kolbenmq
tor oder beim Antrieb der Dampflokomotive Schwingungen in Rotationen. Und schlie-

__ Fin erstes Beispiel ist di€
u senkrechte Translation verwan-
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lich gibt es zahllose Moglichkeiten, Rotationen in andere Rotationen zu iibertragen, wo
die Achsen parallel oder nicht parallel, die Drehsinne gleich- oder gegenliufig, die Ge-
schwindigkeiten gleich oder unterschiedlich sind, der Ubertragungsmechanismus aus
Zahnridem, Treibriemen, Stangen oder gemeinsamen Achsen besteht.

Mit diesen Beispielen Lifit sich ein weites Stiick Geometrie treiben, besonders Kreisgeo-
metrie mit dem wichtigen Tangentenbegriff. Dabei ist das Augenmerk auf zwei Verluste
zu richten, die bei einer stufenweisen geometrischen Modellbildung iiber ein dreidimen-
sionales Funktionsmodell bis hin zur Zeichnung entstehen: Beim Funktionsmodell ist
es meistens bedeutungslos, welcher Teil treibt und welcher getrieben wird. Geometrisch
sind bei einer Bewegungsiibertragung beide Richtungen gleichberechtigt. Und bei der
Zeichnung schlieBlich ist auch die Funktion des Abrollens und Vermeidung des Schlei-
fens von Teilen aneinander nicht mehr deutlich, Reibungskrifte existieren nicht in der
Geometrie. Trotzdem beinhaltet sie auch die Untersuchung solcher Rollvorginge; es
werden nicht die Krifte, sondern die Bewegungen beschrieben, und es gibt auch rein
geometrische Rollvorginge, z. B. von Zahnridern gegeneinander.

— Funktional ist das Rollen bei Riderfahrzeugen, und zwar bei solchen mit einem
Motor, der die Rider treibt. Ein Projekt fiir einen ficheriibergreifenden Unterricht ist
eine genetische (nicht historische) Entwicklung des Riderfahrzeugs: Angefangen vom
Abrollen eines schweren Gegenstandes auf untergelegten Baumstimmen, bei dem die
iberrollten Stimme immer wieder vorne angelegt werden miissen, bis zum lenkbaren
Auto unserer Tage, dessen Rider an ihm befestigt sind und das den Boden nur an vier
Punkten berithrt und so weniger in der Fahrt von Unebenheiten erschiittert wird.

— Die Dampfwalze kann nur geradeaus fahren, weil in einer Kurve das eine Ende der
Walze einen kiirzeren Weg als das andere hitte und daher langsamer rotieren miiite (vgl-
auch Menninger (1954/1958, S. 89)). Die Dampfwalze hat ja aber keine Tran5portfunk-
tion, sondern soll Ebenen herstellen. Auf weichem Boden (Schnee oder Morast) ist .
die kleine Auflagefliche von Ridern ungiinstig, das Fahrzeug sinkt ein. Die phySikﬁll'_
schen Verhiltnisse beim Schnee erfordern das Kufenfahrzeug, den Schlitten. Bleibt ein
Auto im Morast stecken, kann man Balken unterlegen, muf die iberrollten Balken :ilbef
wieder vorne anlegen. Einfacher ist es, sie am Fahrzeug befestigt mitzufithren, niirnll'Ch
als Ketten (Raupen) beim Ketten- (Raupen-) fahrzeug. Die Bewegung eines Kettenglie-
des ist eine Variante der Zykloide (vgl. Abb. 25).

Wahrend es auf dem Boden vom Fahrzeug iiberrollt wird, ist es in Ruhe; wenn €s d_ﬂﬂﬂ
iber den Radern nach vorne lauft, bewegt es sich in doppelter Fahrzeuggeschwindlg-
keit in Fahrtrichtung, und nur wenn es iiber dem vorderen oder hinteren Rad abrollt,
ist seine Bewegung zykloidenformig,

— Die Verwandtschaft der Kegelschnitte untereinander lifit sich kinematisch instruk-
tiv darstellen. Man legt eine Gerade senkrecht durch die Symmetrieachse des Kegels'
nicht durch die Spitze und 138t um diese Gerade eine Ebene rotieren. Als Kegelﬂﬂmltte
ergeben sich nacheinander Kreis, Ellipsen, Parabel, Hyperbeln, Geradenpaar, usw. Was
passiert dabei jeweils mit den besonderen Punkten, Verhiltnissen? Diese Rotation a6t

Sich mit einer Lampe mit oben und unten offenem Schirm an einer Wand realisierett;
dabei rotiert jedoch die Lampe.
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Fortbewegung

...... Punkt am Fahrzeug
w—m—e— Punkt am Rad
e Punkt am Kettenglied ~

obere Grafik: Relation Hohe - Fortbewegung
untere Grafik: Relation Fortbewegung - Zeit

’ Zeit

Abb. 25

¢) Die Zeit kann als raumliche Dimension aufgefafit werden. Dabei geht es im Moment
ni_cht um physikalische Raum-Zeit-Probleme, sondern alles soll schon euklidisch sein:
Eine Bewegung wird oft dadurch veranschaulicht, da man von dem Vorgang statische,
zweidimensionale Bilder zu verschiedenen Zeitpunkten anfertigt, in denen die eingenom-
‘ mene Stellung jeweils charakteristisch fiir den Gesamtvorgang ist, z.B. in Abb. 24 beim Wan-
| kelmotor. Macht man die Abstinde zwischen den Zeitpunkten klein genug und halt die
Bilder dem Betrachter mit der entsprechenden Geschwindigkeit nacheinander vor,
dann hat dieser den Eindruck der Bewegung des Bilds (Prinzip des Films). Prak-

.tisch ist diese rasche Bildfolge etwa dadurch zu erreichen, daB die Bilder passend direkt
libereinandergelegt werden und man die Papierbltter nacheinander schnell iiber den
Daumen streifen lagt wie ein Kartenspiel. Der Papierstapel hat eine gewisse Dicke, die

2ur dargestellten Zeitdauer proportional ist. Macht man die Aufnahmezeitpunkte immer

hiufiger, die Abstande zwischen ihnen immer kleiner, s0 miissen die Blitter immer din-

ner und die Bewegung immer , stetiger werden. Schlielich (das hat man sich nicht als
mathematischen Grenziibergang vorzustellen) entspricht jedes Blatt einem Punkt de.r
reellen Strecke, die die Dicke des Stapels darstellt. Eine ebene Figur in Ruhe wird ein
®nkrechtes Prisma; bei einer Drehung eines Quadrats um seinen Mittelpunkt beschreibt

Jeder Punkt eine Schraubenlinie.
E.me dreidimensionale Kugel im Papierstapel
dimensionalen Bilds so beschrieben: Die unteren
Punkt, der sich sofort zu einem Kreis aufblaht, dessen _
t sodndert:d =24/1—t?,0<t<I,und wieder zu einem Punkt schrumpft. Die
folgenden Blitter sind wieder weiB. Genau so kann man sich eine vierdim?nsmnale Voll-
kugel vorstellen: Man denkt sich ein leeres Raumstiick, in dem plotzlich emn P'mkt. er
scheint, der sich zu einer Kugel aufbliht, deren Durchmesser wie oben von.der Zeit
| abhiingt, bis sie wieder verschwindet. Man darf jedoch in der Vorstellung nirgends ver

weilen, da die Kugel sonst verzerrt wird.

wiirde als zeitliche Verinderung eines Zwei-
Blatter sind weifl. Dann erscheint ein
Durchmesser d sich in der Zeit
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Praktisch verwirklicht, allerdings mit zwei Dimensionen weniger, sind solche Raum-Zeit-
Transformationen bei Zug-Nomogrammen.

24 h4 -24h
Oh Oh
Abb. 26 Astadt Bedorf

Eine Zugstrecke wird als geometrische Strecke, die Zeitachse senkrecht dazu und Ziigé
als Punkte gezeichnet. Je flacher ein Graph ist, desto schneller ist der Zug; senkrechte
Abschnitte bedeuten Halte. Die Graphen sind immer monoton; genau dann steigt €mn
Graph, wenn der Zug von Astadt nach Bedorf fihrt. Fir eine eingleisige Strecke bedeu-
tet das Schneiden zweier Geraden einen ZusammenstoB. Es ist Konvention, die Bahn-
Strecke horizontal einzuzeichnen; wenn man gerne Funktionsgraphen haben will, muB

man das Nomogramm um 90° drehen. Wie sieht der Graph eines Zuges aus, der iber
Mitternacht unterwegs ist?

d) Auch fir Fragen der Raumorientierung sind kinematische Betrachtungen hilfre.ich:
Es gibt zwei Orientierungen, d. h. genau zwei Méglichkeiten, in einem dreidimensiond-
len, rechtwinkligen Achsenkreuz nach Festlegung der Richtungen ,,oben — unten” und
»vorn — hinten* auch noch , links — rechts* festzulegen. Die beiden Orientierungen
lassen sich durch keine physikalisch mégliche Bewegung, sondern bestenfalls durch.Sple'
gelung ineinander iiberfithren. Entsprechend gibt es zwei Schraubrichtungen. Eine links-
wendige Mutter kann nicht auf eine rechtswendige Schraube aufgedreht werden, und
es ist auch gleichgiiltig, mit welcher der beiden Seiten nach vorn die Mutter aufgedreht
wird, — entweder passen beide Seiten oder beide nicht. Zwei ineinander verzwirbelte
Drahtenden sind in gleicher Richtung gewunden. Zum Gliick werden auf der ganzen
Welt Gewinde in einheitlicher Orientierung hergestelit — zum Nachteil fiir Linksh'ﬁﬂdef’
die beim Offnen einer Weinflasche den Korkenzieher physikalisch ungiinstig in Rich-
tung Korpermitte drehen miissen. Wenigstens braucht man bei Schraube und Mutter
nicht auf die Wendigkeit, sondern nur auf Radius und Ganghhe zu achten. Ausnahme
von dieser Einheitlichkeit sind Korkenzieher fiir Linkshiinder oder links- und rechts-_
wendige Schrauben an Radachsen an Fahrzeugen, die spiegelsymmetrisch befestigt sind
und bei der Rotation beide nicht aufgedreht werden sollen.

Die Schwierigkeiten, sich iiber die F estlegung einer Orientierung zu verstandigen, be-
schreibt M. Gardner (1964/1967) sehr eindrucksvoll: Z. B. fiir die Aussage, daf di¢
Erde rechts herum rotiert, setzt man eine Orientierung der Drehachse voraus, piimlich
daf$ der (magnetische) Nordpol oben und der (magnetische) Siidpol unten ist. Analog
haben Elementarteilchen einen Spin um eine durch die magnetischen Pole orientiert®
Achse. Wollte man einem Bewohner ferner Welten ohne optische Verbindung zu Ufs
mit der Beschreibung des Elektronenspins erkliren, wo links und wo rechts ist, konnte
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er damit nichts anfangen, weil er nicht weifd, was bei uns der magnetische Nordpol und
was der magnetische Siidpol ist. Die beiden Pole schienen bis 1957 physikalisch vollig
sleichberechtigt, ihre Festlegung war reine Konvention. Dann wurde jedoch eine Unter-
scheidungsmoglichkeit entdeckt: Der rotierende Kobalt-60-Atomkern emittiert beim
Betazerfall an seinem Siidpol mehr Elektronen als an seinem Nordpol. Und daraufhin
kénnte man einer fernen Intelligenz unseré Rechts-Links-Festlegung vermitteln, indem
man das Experiment beschreibt, bei dem physikalisch, und nicht geometrisch, der Siid-
pol einer Drehachse ausgezeichnet werden kann und die dabei auftretende Rotation
Jrechts* genannt wird. Allerdings kinnte es sein, daB die ferne Welt aus Antimaterie
besteht und die physikalischen Verhiltnisse umgekehrt sind . . .

Damit Raumorientierung aber tiberhaupt als etwas Besonderes angesehen werden kann,
mub man auch nichtorientierbare Réume kennen, z. B. das Mibiussche Band: Ein Pa-
pierband wird an einer Stelle aufgeschnitten und mit gegeneinander verdrehten End-

kanten wieder verklebt.

Abb. 27

Ein Teilstiick dieses Bands darf nun nicht als ein physikalisches Stiick Papier mit zwei
Seiten gesehen werden, sondern ist als eine einzige Fliche aufzufassen. Dies real'isiert
man am giinstigsten durch die Verwendung von Transparentpapier. Ein Muster in der
Fiche wird durch einen einmaligen Umlauf an der Mittellinie des Bands gespiegelt, d.h.

bei einem Urnlauf andert sich die Orientierung. Auch das Muster malt man am besten
af ein Stiick Transparentpapier und beachtet, daB es sich eigentlich in der Mobius-

fliche und nicht (vom Betrachter aus) davor oder dahinter befindet.

Topologische, bzw. differentialgeometrische Einbettungen nichteu'ldidfscher Flachen
in den euklidischen Raum sind anschauliche Modelle fiir die Theorien iiber den physi-
fung vom Raumkrimmungen

kalischen Raum im Grofen und erleichtern die Vorstel
verschiedener Stirken oder Lochern.

¢) Direkt umweltbezogen und relevant fiir alle Schulstufen sind Einbettungen von Li-
nien in den Raum, als Kettenglieder, als Knoten, als Strickmaschen, als Flechtwerk oder
als Verkehrsknotenpunkte. Im euklidischen Raum sind alle geschlossenen Linien zu-
sammenziehbar; ein um einen Pfahl gewundenes Seil jedoch nicht. Der vom Pfahl ein-
genommene Raum steht nicht zum Zusammenziehen Zur Verfigung; der Gesamtraum

ohne den (unendlich lang oder zu einem Ring gekrimmt gedachten) Pfahl ist nicht ein-

fach zusammenhiingend. Beim Stricken wirkt die Nadel, ein durchgezogener Faden

oder die Nachbarmasche als ,Loch im Raum, durch

menziehen kann.
f) H. Freudenthal (1973, 8. 377) notiert eine lingere h‘st-e von ,,Fragen,“. - wenn fmzm
den Raum erforschen will**, wobei ,keine Frage mit praktischem Nutzen* ist. Insotem

das die Masche sich nicht zusam-
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wiirden diese Fragen thematisch zum Lemziel ,,GS durchschauen und sich vorstellen
konnen“ gehoren. Aber Freudenthals Behauptung stimmt nicht ganz: Einige dieser
Fragen liegen sehr wohl einer praktischen Nutzung zugrunde: ,,Warum entstehen beim
Papierfalten Geraden? Warum ist eine Papierrolle starr? ... Warum ist die Gerade die
kilrzeste Verbindung zwischen zwei Punkten? . .. Was ist der kiirzeste Weg eines Licht-
strahls zwischen zwei Punkten, der einen Spiegel berithren soll? . . . Welche geschlosse-
nen Kurven sind in allen Richtungen genauso breit? Wie indert sich das Niveau einer
Fliissigkeit in einem Gefi8, wenn eine gewisse Menge der Fliissigkeit hinzugefigt wird”
... Wie kann man die Neigung einer Geraden und einer Ebene, wie die zweier Ebenen
messen? ... Welcher Unterschied besteht zwischen einer rechten und einer linken
Schraube? . .. Warum ist ein konvexes Polyeder starr? Warum kann ein Tisch mit vier
Beinen wackeln? ... Warum hingt man eine Tiir in zwei Scharniere, und wie miite
man ein drittes anbringen? ... Warum vertauscht der Spiegel links und rechts und
nicht oben und unten? “ Auch viele der in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Bei-
spiele sind mit Fragen der praktischen Nutzung eng verbunden. So lange diese Nutzungt
méglichkeiten jedoch nicht analysiert und die geometrischen Herstellverfahren nicht
mindestens erbrtert (wenn schon nicht praktiziert) werden, so lange sich der GU also
auf bloBe Raum,,betrachtung* beschrinkt, ist die Begriffsbildung nicht operativ.

3.2 Den Zweck und die Zweckhaftigkeit von GSn erkennen und beschreiben konnen.
Im folgenden wird fir einige geometrische Formen untersucht, welchen Zweck sié ha
ben und wie gut sie geeignet sind, diesen zu erfiillen. Eine Sonderstellung nehmen da-
bei natiirliche Formen ein, weil sie nicht das Ergebnis planvoller Tatigkeit sondern Aus-
druck von Naturgesetzen sind.

a) Warum sind die Offnungen von Bienenwaben regelmiifiige Sechsecke? — Die Waben
sind Kammern aus Wachs fiir die Aufzucht des Nachwuchses und Aufbewahrung des
Honigs. Ihre Grée ist durch die Anatomie der Bienen bestimmt, von denen sie gebaut
werden. Als Wabengrofie konnte z. B. das Maximum der Durchmesser aller in den Quer
schnitt einbeschreibbaren Kreise definiert werden. Da die Bienen alle etwa gleich grob
sind, sind auch die Waben alle etwa gleich gro. Beim Bauen kreisen die Bienen in den
Waben, so da diese ungefihr kreisformigen Querschnitt erhalten. Die dichteste Lage-
rung von Kreisen in der Ebene ist die in Abb. 28 angegebene.

Abb. 28
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g‘;}e‘:;l: gjerl?lguarbeit ist 'das Wachs noch halbfliissig, so daf es nach den Kapillaritats-
at (nach Me/e Iacllhe (bzw. im Querscfhnitt die Kante) einnimmt, die minimalen Inhalt

sickoise o by 952/1 ?55)). D.h. jedes Wandstiick berandet zwei Waben zugleich, ist
o Dot 4 en, und die Wabengroﬁe hat sich im Vergleich zur Kreisform nicht geéan-
o 'sieht ie im _Que.rschmtt ents.tehenden Polygone regelmafige Sechsecke sein mis-
KIe’ise man mit Hilfe des Torricellipunkts fiir die Berithrpunkte dreier benachbarter

Abb. 29

Da .
s Problem ist aber noch um einiges komplizierter: Die Wabenflache wird ja von zwei

iten mit Waben bestiickt, und die Gesamtfliche der winde ist nicht minimal, wenn

di in
e Zellen regelmiifige sechseckige Prismen sind mit glatter Grundfliche, sondern erst

:?:“, wenn die Waben von beiden Seiten abwechselnd iber die imaginare Trennflache
aus in Form von Rhombendodekaedern in die wabenschicht der anderen Seite hin-

¢inpassen,

=Y

ziiidffnu“gen der Waben sind ebene Schnitte durc
. ge Sechse'cke (nach (Thompson 1942)).
sibi;:l noch einmal darauf hingewiesen, daf die ganze
auch“"al?er keineswegs einzig moglichen Definition vO
N elnige der sonstigen Annahmen (z. B. skonomische Lagerun
ZDWalngend sind. Die Hummeln z. B. bauen kreisformige Waben.
das' Bei§pie1 der Bienenwaben ist, vom POB her, ein ausgesprochen ungiinstiges. Denn
ha ISt_memaﬂd, der von bestimmten Zwecken ausgehend Handlungsvorschriften ZUur ex-
_“St}ven Herstellung von Formen entwickelt. Zugrunde liegt ein natiirliches Okonomie-
prinzip, hier das Kapillarititsgesetz, das u. a. besagt, daft sich eine Seifenhaut unter gé-
gebel,'e“ Bedingungen so formt, daf ihre Fliche minimal wird.
~ Wird ein stabiles Kantenmodell eines wiirfels mit der Kantenlinge 118 Seifenlauge
getaucht und wieder herausgeholt, so hat sich die Seifenhaut nicht entlang der Seiten-

flachen gespannt, denn dann wire die Gesamt if von den

Abb, 30
h diese Dodekaeder, namlich gleich-
{iberlegung auf einer Zwar plau-

n Wabengrofe basiert und daf
g in der Ebene) nicht

fliche 6, sondern in den zw0
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Raumdiagonalen gebildeten Dreiecken mit einer Gesamtfliche von 12 -1 - —‘/} =
= 3-4/2 < 6 (Abb. 31a). Fithrt man das Experiment tatsichlich durch, so ergibt
sich die noch etwas kompliziertere Form in Abb. 31b mit 13 Flichen, die noch nicht

einmal alle eben sind (nach (Ogilvy 1962/1969)).

—

N 7 ~ 7
N / |
BZNaN |
7 . —

/
/ /,
/ /
Abb. 31 a) b)

Den Ersparniseffekt des Zwolfflichners (und damit auch des 13-Flichners) gegeniiber
dem Sechsflichner sieht man mit Hilfe einer kinematischen Vorstellung ein: Zunichst
sei die Haut auf der Wiirfeloberfliche gespannt; dann wird sie auf allen sechs Fliachen
zugleich im Flachenmittelpunkt in Richtung Wiirfelmittelpunkt eingedriickt, so daf
quadratische Pyramiden ohne Boden nach innen entstehen, deren Oberflichen immer
grofer werden. Wird mit allen sechs Pyramidenspitzen zugleich der Wiirfelmittelpunkt
erreicht, ist die Oberfliche scheinbar am groften. Es inzidiert dann aber jedes Dreieck
einer Pyramide mit einem Dreieck einer anderen, so daB die Gesamtfliche halbiert wird
und dann kleiner ist als die Ausgangsfliche. Mit dieser Vorstellung hat man jedoch nich!
einen realen physikalischen Vorgang nachvollzogen, denn die Fliche der Seifenhaut
hiitte sich dabei ja voriibergehend vergrofert. Bei den Bienenwaben kann eine ihnliche
Uberlegung angestellt werden (vgl. Abb. 29): Werden die drei kreisformigen Winde
zwischen drei benachbarten Beriihrungspunkten in Richtung Dreiecksmitte gedr'uckt.,
so wird ihre Gesamtlinge immer grofer, bis sie sich treffen und die Linge halbiert wird.
D’A.W. Thompson (1942) beschreibt eine Fiille von Beispielen aus der Natur, vor allem
aus der Biologie, bei denen durch Mathematisierung Grundformen, GesetzmiBigkeiten.
Prinzipien erkannt werden konnen, Er stellt zugleich fest, daB die Realisierung dieser
Regeln i.a. recht ungenau ist und daf keinerlei zielgerichtetes Streben dahintersteckt,
auf 8. 538: ,,The bee makes no economies; and whatever economies lie in the theore-
tical construction, the bee’s handiwork is not fine or accurate enough to take advant-
age of them.” Diese etwas erniichternde Bemerkung bezieht sich jedoch primér auf den
Rhombendodekaederboden der Waben und nicht auf die Sechseckform.

Gewifs kann man im GU an solchen natiirlichen geometrischen Phiinomenen nicht vor
beigehen; sie sind motivierend und stellen Verbindungen zu anderen Fichern her. Auch
wenn es selbst Erwachsenen schwer fillt, sich solcher Redeweisen zu entledigen wie:
»Die Seifenhaut will eine moglichst kleine Fliche einnehmen*, ,,das Wasser will naCf.l
unten®, ,,die Biene will moglichst wenig Wachs verbrauchen®, auch wenn Schiilern emne
Erforschung und Beschreibung natiirlicher Phiinomene mit Hilfe solcher Anthropo-
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glizrlph'ismen leif:hter fillt, so besteht doch bei dieser finalen Sicht die Gefahr (in der
ogie mehr, in Physik und Chemie weniger), daf ein verfilschtes Verstindnis von

der Natur entsteht. Unter Beachtung dieset Gefahr kénnen im GU vielleicht folgende

Phinomene bzw. ihre Funktion, ihre Funktionstiichtigkeit oder ihre Ursachen analy-

;Z;t n‘;verden: Kl.xgelf('jrmiger Augapfel in der Augenhohle, Knochengelenke, geradliniger

metri;v(l:;[hs’ Spiegelsymmetrie der meisten nicht ortsgebundenen Lebeweser, Drehsym-

cinem B Sgebunden.erl Lebew.f:sc'en, das Verhiltnis von Oberfliche und Volumen bei

Ce aum und bei einem Bir im Winterschlaf, das Verhiltnis von Muskelumfang zu
samtgrofe, eine stille wasseroberfliche, Kristallformen, Geschof-, Planetenbahnen

Usw.
Zu kurz kommt dabei aber immer der Aspekt der Geometrie als [deenbildung aus Be-

$F‘“S§eﬂ heraus und als Tat. Die Genauigkeit der natiirlichen Formen JiBt zu wiinschen
rig, und bei der Analyse von Ursachen fiir eine Realisierung in €inex bestimmten Wei-
je wiederum von allerhand , Irratio-

S:all'(ann man hiufig nur Vermutungen anstellen, d
i lsme;} beeinﬂuﬁt sein konnen. Bei von Menschen hergestellten Objekten kann man
e Abhingigkeit von Zweck und Form 1. a. deutlich herauspraparieren und die Zweck-

haftigkeit leichter iiberpriifen.

tl)i)al']m das Beispiel der Bienenwaben nochmals aufzugreifen: Warum sind bei manchen
sierapparaten die Scherbldtter mit kongruenten regelmifigen Sechsecken parkettiert?

N D“? Analyse der Bienenwabe 1aft sich teilweise wortlich iibertragen. Auferdem gibt
s bei einer sechseckigen Einteilung mehr Seiten- und damit mehr Scherrichtungen als
etwa bei einer rechteckigen. — Bleistifte werden mit regelmiig sechseckigem Querschnitt
aus Holz geschnitten, damit wenig Abfall entsteht (liickenlose Parkettierung) und die
Kanten moglichst flach werden (grofe Eckenzahl, kein winkel kleiner als der durch-

Sc-l-mittliche Winkel).
Hiufig sind geometrische For

beim Lagern Platz verloren geht, werden
macht, weil die verwendeten Bleche durch Ecken und Kanten unstabil wiirden: die Kan-

ten an Deckel und Boden werden durch Aneinanderfugen verschiedener Sticke gebil-
ber keine geschlossene Fliche aus

d_et- Ohne Kanten, Nihte oder {berlappungen kann a

einem ebenen Netz geformt werden. Deswegen findet man in der Praxis auch selten
stabile Hohlkugeln, etwa grofie Saurebehiter. F uRbille werden aus ebenen Ledersticken
msammengeniht, die relativ s0 klein und so elastisch sind, daft beim Aufpumpen die
Kugelform geniigend gut realisiert wird. Auch der Verlauf der Nahte auf den Tetraeder-

milchtiiten ist herstellibedingt. Di€ Giite einer jeden geometrischen Form hingt vom
dere Griinde, warum 2. B. Eckenund

Realisierungsprozef ab. Allerdings gibt es auch an
bricht der Rand

Kanten nicht zu scharf gemacht werden: An einem Zu scharfen Messet
aus (, allzu scharf macht schartig*), an scharfen Mobelkanten besteht Verletzungsgefaht,

¢in Wiirfel kann nur mit abgerundeten Kanten rollen.

men in technischen Herstellproblemen begriindet: Obwohl
Blechdosen im allgemeinen zylinderformig ge-

¢) Warum haben Schraubenmuttern den eines regelmdpigen
Sechsecks (genau genommen eines Prismas, ¢ ist prinzipiell eine ebene)?

— Der Rand hat den Zweck, éine teicht herzustellende und leicht zu {ésende, aber stabile
Verbindung mit einem langen, i a. starren Hebel (Schraube
53
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mit dem die Mutter kriftig um eine feststehende Achse gedreht werden kann. Naturge-
mif} braucht der lange Hebelarm fiir seine Bewegung viel Platz, der ihm aber durch dif:
zu verschraubenden Konstruktionsteile eingeschrinkt wird: Hiufig steht nur eine klei-
ne Umgebung der Drehebene (genauer: einer Schraubflichenwindung) und dort nur
ein bestimmter Winkelraum der GroBe a° zur Verfigung.

Abb. 32

Wird der Schliissel angesetzt und die Mutter um ungefihr a° gedreht, dann muf er fur
die néchste Drehung an einer etwaum a° versetzten Stelle an der Mutter angreifen

kénnen, d. h. der Mutternrand muf drehsymmetrisch mindestens von der Ordnung
360

— sein.

a
Die Stabilitit der Mutter wiichst mit ihrer Dicke, die man, fiir die Betrachtungen in der
Ebene, giinstig definiert wie die Wabengrofie (maximaler Durchmesser aller einzube-
schreibender Kreise). Von daher gesehen wire ein kreisformiger Rand mit der Schraub-
achse durch den Mittelpunkt giinstig; denn das Material, das iiber den groften einbe-
schreibbaren Kreis hinausragt, triigt zur Stabilitat (fast) nichts bei. Allerdings konnte
dann der Hebel nicht fest mit der Mutter verbunden werden, denn geometrisch wire
diese in dem durch den Schliissel gebildeten Lager frei beweglich, und lediglich Haftrel-
bungskrifte wirden zum Halten ausgenutzt,

Abb. 33

Der Schliissel sollte die Mutter so angreifen, daf die Berithrkante (-fliche) moglichst
lang (groB) ist, senkrecht zur Kraftrichtung steht und ein moglichst groer Winkel urm-
fafit wird, damit der Schliissel nicht so leicht abrutscht, denn seine Offnung ist ja etwas
grofer als die durchschnittliche Mutter, damit er an allen einer bestimmten Gréﬁen‘?fd‘
g angesetzt werden kann. Die Formen des Schiiissels und der Mutter miissen Zuein-
ander passen; die eine ergibt das Lager der anderen (s. Abb. 34).

SchlieBlich muB der Schliisse! auf die Mutter aufgeschoben werden konnen. In der Ebe-
ne' gibt es nur zwei Arten freier Bewegung im Lager: kreisformig und gerade.

].)le Formen kénnten also wie in Abb. 35a oder wie in Abb. 35b sein. Sind gegeniiber-
liegende Kanten Teile konzentrischer (= paralleler) Kreise, so braucht man fiir eine

54



nfache Drehsymmetrie eine Einteilung des Rands in 2n Stiicke, aufierdem verlaufen

die nach auien gewdlbten Stiicke zu sehr in Richtung der Drehbewegung. Daher sind
Figur ist ein regelmaBiges Poly-

der 8 (s. Abb. 36).

die Randstiicke paarweise parallele Strecken; die ganze
gon mit gerader, nicht zu grofer Eckenzahl, etwa 4,6 0

/""./ ,
(&, ( '/. )
\
\‘-...J

so oder SO

Abb. 34
Abb. 35
[ )
VR
/ \ / \
Ol (O ) \Y)
Abb, 36
-
/‘jﬂ——-"’ﬂ—'—"‘?—fﬂ/”l -
nj Gesamtlinge Ecken- Angriffs- Dreh- | max. Durchmesser Fliche
i Beriihrkanten winkel winkel winkel —
i .| 360° 2 180
4-tan 180 (_l__._l_)360°(_1.+_1-)360 putiui ._.-—l-s-o-—; n-tan a
n 2 n 2 n n cos_.n_——-
) 4 90° 270° 9%0° 2,83 4
0 3,46
§ 2,31 120° 240° 60 231
3l
8 c 45° 2,16 3,
1,66 135° B 225
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Alle drei Formen kommen in der Praxis vor. Das Viereck hat zwar die lingsten Beriihr-
kanten und den groBten Angriffswinkel, d. h. bei dieser Form sind Abmessungen und
Starrheit am wenigsten wichtig, dafiir ist sie auch die unhandlichste mit dem grofiten
Drehwinkel fiir eine Symmetriedrehung und dem groften maximalen Durchmesser und
am materialaufwendigsten. Sechs- und Achteck unterscheiden sich voneinander weniger
als vom Viereck. Offenbar gibt der festere Sitz des Schliissels wegen der lingeren Beriihr
kante und des groferen Angriffswinkels den Ausschlag dafiir, da8 Sechsecke weit mehr
verbreitet sind; moglicherweise ist diese Tatsache auch hersteilbedingt.

— Das dreidimensionale Analogon zum Schraubenmutternrand ist der Wirfel. Zum Ma
ern ist er zwar weniger geeignet als Quader mit bestimmten anderen Abmessungen. Be-
sondere Bedeutung hat er stattdessen bei der Volumenmessung. Und die Analogie er-
gibt sich aus seiner Eigenschaft, ein Apparat zur Erzeugung von Zufallsexperimenten
zu sein: Daf er den anderen Platonischen Korpern vorgezogen wird, liegt wohl an der
von den rechten Winkeln bestimmten klaren, einfachen Form, an der Anzahl seiner
Seitenflichen (daB die Zahl 6 etwas besonderes ist, hat wiederum geometrische Griinde
und daran, daf er relativ einfach herzustellen ist.

— Fiir die Form von Wasserhihnen treffen die Uberlegungen, die bei der Schrauber.l'-
mutter angestellt wurden, gerade nicht zu: Die Hihne sind i. a. leicht zuginglich, kon-
nen daher grofere AusmaBe haben und miissen nicht allzu fest verschlossen werden, S0
daf man keinen besonderen Hebel braucht, sondern drei Finger der Hand von oben an
setzt.

— J.P. Moulton (1974) beschreibt eine bemerkenswerte Abart von ,,Schraubenmuttem‘
In Philadelphia, USA, werden Hydranten dadurch vor Mibrauch geschiitzt, daf di¢
Muttem an den Verschiiissen als Reuleauxsche Dreiecke ausgebildet sind. Eine solche
Figur kann man sich aus einem gleichseitigen Dreieck dadurch entstanden denken, da
jede Seite durch einen Kreisbogen durch ihre beiden Ecken ersetzt wird, dessen Mittel-

punkt die gegeniiberliegende Ecke ist.

Es ergibt sich eine Kurve konstanter Dicke, an der ein iiblicher Schraubenschlisssel ab-
nutscht, auch wenn er die passende Weite hat. Man braucht Spezialschliissel. Zwar kot
ten auch bei einem kreisformigen Mutternquerschnitt herkommliche Schlissel nicht
angreifen, wegen der vollkommenen Homogenitit der Kreisform jedoch auch keine
Spezialschliissel. '
Die Analyse des Schraubenmutternrands kann, verschieden stark quantitativ ausgerich
tet, auf verschiedenen Stufen, beginnend mit der Primarstufe, durchgefithrt werden-
Bezichungen ergeben sich zu regelmifigen Polygonen mit ihren Diedergruppen und 28
Berechnungen am Dreieck mit Hilfe des Pythagoras-Satzes.

Abb. 37
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d) Solche Berechnungen braucht man auch bel der Untersuchung der Standfestigkeit
vier- bzw. fiinfbeiniger Biirostiihle. Damit die Stiihle nicht zu sperrig werden, darf die
Staﬂfiﬂiiche (genauer: der Umkreis durch die Auflagepunkte, der wegen der Drehsym-
metrie existiert) nicht zu grof werden. Sei dieser fest vorgegeben. Die Standfliche des
Stuhls ist die konvexe Hiille der Auflagepunkte, also bei n Fiilen ein regelmapiges

n-Eck.
7
\ 0717 \ '
1 1
Abb. 38 ' -

D_- h. wenn der Schwerpunkt sich iber dieser Fliche befindet, steht der Stuhl; sonst
fillt er um. Drehstithle sind dann unpraktisch, wenn €8 kurze Strecken vom Mittelpunkt

zum Rand der Standfliche gibt, d. h. wenn der Inkreisradius der Auflagefliche klein

ist. Denn wenn man auf dem Stuhl sitzt, nicht auf die Position der Auflagepunkte ach-
ren, daB der Schwerpunkt

tet, zu weit vorrutscht oder sich zuriicklehnt, kann € passie
aus der Standfliiche herausbewegt wird und der Stuhl umkippt. Ist u der Um-und i
der Inkreisradius (iiblicherweise ist v = 30 cm), dann gilt fiir den n-beinigen Biirostuhl

. (+]
1=u-cos180
n

mit folgenden Werten:

n | 3 4 5 6
= |05 0717 0809 0866
Die Sitzfliche ist kleiner als der Umkreis; sie ist haufig trapezformig mit Grundseiten

von 35 ¢m und 45 cm Linge, und einer Hohe von 40 cm, jedoch mit gekrimmten Rand-
ist etwa der menschlichen Anatomie

linien und auRerdem mit nicht ebener Fliche; sie
angepafit. Auf ihr sind Schwerpunktsverlagerungefl bis etwa im Abstand 08 -u vom
Mittelpunkt moglich, so daB der vierbeinige Stuhl sehr wohl noch, der fiinfbeinige nicht

mehr kippen kann, wenn man nicht gerade Turniibungen auf ihm macht.

¢) Standfestigkeit bzw. -moglichkeit oder Verhalten bei Kippbewegungen ist eine we-
®entliche Einfluigrofie fir die Form vieler Korper; insbesondere ist bei vielen die Boden-
fliche eben, genauer: durch den Teil, der tatsichlich auf einer Unterlage aufliegt, kann
man eine Ebene legen. Bei Geschirr oder bei Flaschen ist der Boden meist nach innen
gewdlbt, der Gegenstand ruht auf einem Wulst am Rand des Bodens. wire der Boden
ganz eben, so wiirde die geringste Verformung des Materials oder ein Fremdkorper zwi-
schen Boden und Unterlage die Lage instabil machen: Die Flasche mit ihrem hoch lie-
genden Schwerpunkt kénnte umfallen; ein Teller wiirde einem auf ihn ausgeibten Druck
von Messer und Gabel beim Zerkleinem von Speisen durch Rotation ausweichen. Topfe
dagegen konnen einen flachen Boden haben, weil bei ihnen def Schwerpunkt nicht sehr
hoch liegt und auf ihren Boden i. 3. kein Druck von oben ausgeiibt wird. Wie so oft,

kingt dariiber hinaus die Form auch von den Herstellverfahren ab.
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— Bei Verpackungen wird diese Art von Standflichen zum , Mogeln* gebraucht”(Mogel-
packungen). Ein Behilter hat vielleicht uBerlich folgende Kegelstumpfform: Hohe 80m
Bodenradius 30 mm, Deckelradius 25 mm.

Abb. 39

Zur Volumenberechnung ergiinzt man den Stumpf zum Kegel, der nach dem Strahlensat
480 mm hoch ist, und ermittelt die Differenz der Volumina des gesamten und des aufge:

setzten Kegels: V = (480 - 30% — 400 - 25%) mm® ~ 190 cm®.

Man stellt aber fest, daB sich im Behilter tatsichlich nur 125 cm? Inhalt befindet. In W‘?r
cher Hohe h ist der Boden innen eingesetzt (die Wanddicke soll vernachlassigt werden)’

125000 mm® = % (480 — b)- (“8‘:6‘ hy2 _ 250000) mm?,
und es ergibt sich h = 480 —{/ ( 375000 250000) - 256 mm =~ 24,4 mm.

n

Obwohl der Hohenunterschied nur 30 % betriigt, ergibt das einen Gewichtsverlust 00
34 %, weil der Behilter am Boden breiter ist.

— Bei der Waschschiissel wiederum soll die Wasseroberfliche grof sein.

Abb. 40

Im Vergleich zu einer zylinderformigen Schisssel mit den MaBen wie in Abb. 40 wird
bei der kegelstumpfformigen nur 58 % Wasser gebraucht.

Kegelstumpfvolumen _ 5 (60 40 40 — 30" 20 * 20) 84000 7
Zylindervolumen -

74040 30 " 144000 12

Die Kege!smmpfschﬁssel kann leichter gekippt werden. Zwar ist der Hebelarm (Ab- .
stand zwischen Angriffs- und Kippunkt in Kipprichtung) etwas kiirzer, aber s befinde

sich viel mehr Wasser jenseits des Kippunkts, dessen Gewicht nicht gehoben werden
muf, sondemn beim Heben hilft.

f) Zwar ist der Kegelstumpf selbst eine fundamentale, regelmifiige geometrische Form,

man kann ihn jedoch auch als eine zweckhafte Abweichung von der homogenen G“.u.l.d.
form , Zylinder* ansehen. Die Zweckanalyse fiir solche Abweichungen (Inhomogenits

ten) ist nicht weniger instruktiv als die fiir die Grundformen selbst. Beispiele:
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Objekt Grundform | Abweichung Zweck bzw. Funktion
Treppe (schiefe) Stufen Héhenunterschiedsiiberwindung mit
rinad Ebe.ne ) waagrechten Trittflichen
Krels (Zy- | Zihne Greifmoglichkeit durch Abwechslung
Kegellugel lll(nder ) von Zihnen und Liicken
Reore ugel Locher zum Greifen fiir Finger
Zalsllzrsplegt?l Ebene Krimmung Vergrofierung
b ggr:r?gblfeli Kreis Ellipse Ausnutzung der Schwankung der Tritt-
o kraft bei Pedalbewegung
Rennrad
Rugbyball Kugel spitzoval Erschwerung der Ballbehandlung, da
dieser getreten, geworfen, getragen
Pstolen. - | werden darf
g ylinder eingezogene Stabilisierung der Flugbahn des Ge-
Schrauben- schosses durch Drall
linie
ﬁ:ﬁ{?ﬂ Quader Griff zum Greifen
dler Aot Gerade Zylinder keine scharfen Kanten wegen Stabilitit,
Rollmoglichkeit, Verletzungsgefahren-
Fleisch. . verringerung ‘
wolf ?hxauben- Zum Ausgang | Brocken werden beim Durchlaufen zu-
fliche hin: kleinere sammengedriickt
Ganghohe, gro-
Zirkel Rerer Radius
starrer Scharnier Abgreifen verschiedener Langen
Kéorper mit 2 starren
—_ Teilen

;filele Abweichungen von Grundforme
n Polyeder mit 32 Flichen und der I

ballkugel, ein Graphithaufen als Gerade ine

Grundfliche als ,,Dreieck* bei den .,

3.
3 GS her- und darstellen konnen

2:k§?$_t5tigkeit der Her- und Darsteliung von
schen. al ichen GU ein; der Schwerpunkt liegt je
chor =;e ge.bralschen, analytischen und axiomatisc
meist 'grlffe und des zugehorigen Be
Solchenzmht als Modelle zweckvoller Re
wuthth:ec.:kvollefn Rez'llisate selbst, sondern weitge
geometri eit als Hilfsmittel zur Fiilhrung abstrakter
Titke] rischen Grundbegriffe an Tischplat

eln, Quadratgittern, Mafistiben, Wink

(Holland 1975, S. 65)).
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griffssystems
alisate von Ideen gesehen,

ten, Papierbl
elmessern undefiniert verwendet (vgl. etwa

n sind allerdings hauptsichlich herstellbedingt:

kosaedergruppe als Symmetriegruppe als Fuf}-
iner Zeichnung, ein Prisma mit dreieckiger

Logischen Blocken*,

GSn nimmt einen weiten Raum im
doch auf der zeichnerischen, numeri-
h-deduktiven Darstellung geometri-
_Solche Darstellungen werden aber
schon gar nicht als
hend unabhéngig von der riumlichen

Gedanken. Insbesondere werden die
ittern, Geodreiecken, Linealen,
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OB erfordert die Herstellung von GSn, besonders dieser Grundformen, mindestens aber
ihre modellhafte Darstellung; allerdings nicht nur als Ersatz fiir die Herstellung, sopci_erﬂ
auch als Unterstiitzung der Vorstellung durch Anschauung zur Losung sonst schwierl-
ger Probleme oder zum Entwickeln von Herstellvorschriften. Zwar miifiten diese sich
durch die Praxis bewihren; im GU kommt es aber mehr auf den geometrischen und. .
weniger auf den technischen Gehalt dieser Vorschriften an. Werden mdgliche Schwierig:
keiten bei der Realisierung erkannt, so sind sie hauptsichlich dann interessant, wenn
sie geometrischer Natur sind.

Die folgende Aufzihlung von Her- und Darstellungsméglichkeiten ist nicht homogen.
Ein Einteilungskriterium ist der ,,Grad der Raumlichkeit*, die Nahe zur raumlichen
Wirklichkeit, d. h.: drei-, zweideimensional und symbolisch. Die symbolische Darstel- )
lungsweise wiederum wird inhomogen weiter unterteilt; dort ist ,Darstellung von GSH_
auch recht weit zu verstehen: Es gehort dazu Definieren, Behaupten und Beweisen. Di
Liste ist bestimmt nicht vollstindig. U. a. fehlt die Darstellung durch Geruchs- oder
Farbqualitit oder -intensitit (oder durch andere physikalische GroBen). Z. B. kéqnte
man in einem zweidimensionalen Optimierungsproblem den zuldssigen Bereich zelchnfc-
risch und das Wachsen der Zielfunktion durch Zunahme von Farbintensitat darst.elleﬂs
dann wiirde man die Losung in der Ecke finden, in der die Farbe am dunkelsten ist.
Die Forderung der Fahigkeit zum Ubertragen einer Darstellungsweise in eine andere
wurde nicht gesondert aufgestellt; sie ergibt sich aus der Liste von selbst.

3.3.1 Dreidimensional (Passen; eingeschrinkte Beweglichkeit, Optimierung, Messen)
a) Kanten-, Flichen., Vollmodelle von Kirpern aller Art bauen, die in allen Darstellung
weisen gegeben sein konnen: Kantenmodell eines realen Wiirfels (mit S’trohhalmeﬂ_urld
Pfeifenreinigern; damit das Modell stabil wird, werden an einer Ecke immer je Zwel bﬁ'
nachbarte Kanten miteinander verbunden, so daf jeder Strohhaim an jedem Ende"rmt
zwei anderen verbunden ist); Flichenmodell eines konvexen, von regelmifigen Fiinf-
ecken begrenzten Kérpers (Dodekaeder; bei festen Randflachen ist jeder konvexe ?01Y'
eder stabil); allerlei Figuren aus Papier falten; mit 6 gleich langen Streichholzer Vi€t
Dreiecke bilden, deren Seiten alle Streichholzlinge haben (Tetraeder; im Raum konnet
vier konvexe Flichen paarweise aneinander stofen, in der Ebene nicht); eine Kuge_I aus
Knet rollen (die Rollbewegung muf nach allen Richtungen ausgefiihrt werden, weil es
sonst einen Zylinder gibt); eine Kugel- und eine Zylinderfliche aus Papier rollen (bet
der Kugel geht es nicht ohne Falten und Uberlappungen); einen Vollkdrper herstglleﬂ,
der in drei orthogonalen Richtungen Quadrat, Dreieck und Kreis als Profile hat; el?e
plastische Landschaft nach einer Landkarte mit Hohenlinien formen; den Soma-Wir'e
aus den nicht quaderformigen Wiirfeldrillingen und -vierlingen zusammenbauen.

7
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— Schnitte durch Kérper: Wie mufi man einen Wiirfel schneiden, damit ein regelmifi-
ges Sechseck entsteht? — Kann auch ein (regelmafiges) Fiinfeck ein Wiirfelschnitt sein? -
Ja(nein). — Riumiiche Durchdringungen (z. B. fur Dichtungen).

Abb. 42

~ Bauen mit Baukisten, Nageln, Schrauben, Bohren, Stecken. Funktionsmodelle:
Scheibenwischer, Storchenschnabel (fiir formtreue Zeichnungen), Getriebe.

— Topologische Verhiltnisse herstellen: Flechtwerk, Ketten, Knoten, Stricken (aus

dem eindimensionalen Faden wird durch dreidimensionale Operationen eine zweidimen-
sionale Fliche). Die rechte Grundmasche wird folgendermafien gestrickt.

Abb. 43

Die letzte verfertigte Masche liegt auf der linken Nadel, die rechte wird von vorn Iin Qie
Masche eingefiihrt, holt den dahinter liegenden Arbeitsfaden nach vorn, bildet mit die-
sem eine neue Masche, und die linke Nadel wird aus der alten herausgezogen.

b) Raumliche Beziige zwischen Korpern, etwa platzsparende Lagerung: Apfelsinen (kon-
gruente Kugeln) so, daf die Tiite (konvexe Hiille) moglichst klein w1rd Konserven@osen
(Kreise) auf einer Ebene; die Bauteile des Soma-Wiirfels, namlich in Wirfelform (wie-
viel Platz dabei gespart werden kann, Zeigt Abb. 41); halbierte Rhombendodekaeder wie
bei den Bienenwaben, wo man schon bei der Herstellung an die spatere Lagerungsweise
denken muf. o
Solche Probleme sind mathematisch recht anspruchsvoll; sie konnen oft n'oc‘h nicht ein-
mal mit den iiblichen Methoden der linearen oder auch nichtlinearen Optimierung ange-
@ngen werden. (Eine Strategie, mit der man bei manchem Ausgangslagen manciv
Verbesserungen erzielen kann, ist die Ausnutzung der Schwerkraft, Qdem man die zu
lagernden Gegenstinde durcheinander schiittelt und hofft, da dabei Hohlrdume ausge-
fillt werden. Z. B. packt der Buttentrager bei der Traubenlsese immer noch einen Eimer
Trauben mehr in seine Butte, nachdem er die Trauben zusammengeriittelt hat.)
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Im GU, und das schon in der Primarstufe, haben solche Beispiele eine wichtige Funk-
tion, auch wenn sie sich der Mathematisierung weitgehend entziehen: An einemu. U.
nur qualitativen Vergleich verschiedener Lagerungsformen konnen nicht nur geometri-
sche Erkenntnisse gewonnen, sondern auch Argumentationsfahigkeit und Kreativitat
gefordert werden. Denn man sieht die Notwendigkeit, sich davon zu iiberzeugen, ob
eine gute Losung die beste ist. Sie konnen auch Beispiele dafiir sein, wie man zu guten
Lisungen bessere finden kann.

Passen bedeutet Funktionieren von GSn also nicht nur als eingeschrinkte Beweglich-
keit, sondern auch als Optimierung (z. B. von Lageverhiltnissen).

¢) Dariiber hinaus ist das Passen wesentlich fiir den Vergleich von GSn als Messen im
weiteren Sinn. Dabei kommt es im Moment nicht auf den Aspekt des Findens einer
Mafzahl an, sondern auf den Vergleich von Formen: Passen Formen zueinander; passen
Formen zu einer dritten? Ob man einen Schrank noch zwischen zwei andere Mobel-
stiicke in einem Zimmer aufstellen kann, stellt man durch Messen fest, d. h. man priift,
ob er paBt: Eine aufwendige Methode ist, ihn an den gewiinschten Platz hinzustellen
versuchen, eine giinstigere, sich vom Schrank oder vom freien Platz ein Modell zu ma-
achen, etwa in Form eines gespannten Seils und zweier Markierungen darauf, und dann
zu messen, d. h. zum Passen zu bringen versuchen. Selbst wenn dem Schrank und dem
Platz je eine Ma@zahl zugeordnet wird, so ist keine der beiden Zahlen fur sich interes-
sant, sondern nur im Vergleich zur anderen. Dieses Konzept vom Messen beinhaltet
auch den Pafivergleich von mehr als zwei Formen; es ist damit auch fundamental fiir
Fragen danach, wie oft eine Form in eine andere pafit, und dariiber hinaus fiir Messen
als Zuordnung von Mafzahlen. Aufier dem Anlegen eines MaBstabs gibt es einige weite:
re Mefiverfahren, z. B.

— Die Kongruenz zweier Gegenstinde durch die Anschauung iiberpriifen (bei zwei Hilf
ten einer spiegelsymmetrischen Figur mit halb durchsichtigen Spiegeln; wie unvollkom-
men die Spiegel- oder Drehsymmetrie einer natiirlich gewachsenen Form, z. B. eines
menschlichen Gesichts ist, kann man viel besser dadurch feststellen, dafi man auf einer
Fotografie die rechte Gesichtshilfte durch das Spiegelbild der linken iiberklebt und so
eine deutliche Entstellung erzielt, als durch Langenvergleich bestimmter Teile der bei-
den Hilften).

— Zwei Gegenstinde aneinander abrollen (dabei mufl darauf geachtet werden, daf die
Bewegung ein Rollen und kein Gleiten ist). :
— Einen Faden entlang einer zu messenden krummen Linie legen und markieren (dabel
wird vorausgesetzt, daf der Faden starr in dem Sinn ist, daf er bei Verformungen nicht
seine Linge dndert, was immer man axiomatisch unter der Linge eines Fadens versteht)-
— Verschiedene Durchmesser an einem Gegenstand mit einer Schublehre messen (will
man von da auf andere Grofen schliefen, z. B. Volumen oder Oberfliche, so setzt mai
voraus, da diese durch die gemessenen Grofen eindeutig bestimmt sind, daf der Ge-
genstand eine eindeutig bestimmte, geometrischen Berechnungen zugingliche, Form
hat; bei vom Menschen hergestellten Objekten ist diese Annahme gerechtfertigt, der”
die Form ist ein Realisat von gewisser Giite einer Idee, die ihrerseits geometrischen Be-

rechnungen zuginglich ist; bei Objekten aus der Natur muf} die Form zundchst einmal
komplett (angenihert) vermessen werden).
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micsl?n{air;géfggum PaB- oder Kongruenzpriifungen geht, geniigt es meist, gewissc ausge-
it die Mod lfélii z.B. ma;gmaler ]?urctunesser 0.3., zu ermittein. Wenn das nicht reicht,
iticken Di ellbildung weiter getneben werden bis hin zum Anfertigen von Gipsab-
g n, e§e Art des Messens ist allerdings sehr aufwendig, technisch schwierig und ver-
beir;“\";ﬂn nllcht .der eine Korper kongruent zu einem Teil des anderen ist, Z. B. schon
ergleich eines 10 x 25 x 80-cm?-Quaders mit einem 8 x 20 x 125-cm®-Quader.

3.3..2 Zweidimensional (eben)
b’%:ﬁrﬁ;n}mg ist Mittel der Raumbewaltigung und erscheint nicht als Selbstzweck . . .
produktive sl’tISChe Zeichnung hat.nicht nur demonstrative Bedeutung. Sie ist auch ein
tiy ermitteln Ss;urlﬁrment, latssen sich doch unbekannte Grogen mit ihrer Hilfe konstruk-
gen. und mi " { F. Stiickrath (1955, S. 107) aus. Dariber hinaus haben Zeichnun-

,und mit ihnen alle Arten ebener ikonischer Darstellungen von GSn (z. B. auf dem

G R e .
rundri} einer Wohnung Papierstiicke als Mobelgrundrisse hin- und herschieben; die

:Z‘I’ll;lfé(;rrtaed:indl(ur}llden einer Firma mit b_uten Steclfnadelq auf einer Landkarte markie-
Minikationsm _l;rcl Faltgng erzeugen), einen w1cht1g.en dnttclen Aspekt, namlich Kom-
sen 2u konne 1tel Zu sein. Es ergeben sich die Lernziele, Zeichnungen von anderen le-
ndere anfert['l (zu sub§}lxrneren unter ,,durchSChauen von QSn“) und Zeichnungen fir
Wegs, Einted] igen 2u konnen, ax_lgefangen yon emfachen Skizzen (Beschreibung eines
&n lI’l Tabellung eines Gar’_tens in Beete, Schaltcplane, Darstellung von Versuchsergebnis-
und Da en und Funktu.)nssc':haublldern) bis zu genormten technischen Zeichnungen
rstellender Geometrie, die in einem umwelterschliefenden GU eine bedeutende

Rolle zu spielen hat.

Da:vfirni:ll(:hnen will, muf mit dem Gerat umge

stellt fost z.B. legt man nacheinander von beiden

Enanen I:'Ob die beiden gezogenen Linien iibereinstimmen

el 13,ifleal wegen der iuferen Homogenitdt der Geraden).

fi e efilich geh6rt zum Zeichnen auch die Kenntnis ginstiger Verfahren: Soll z. B.
ine gegebene Strecke der Linge a mit 7Zirkel und Lineal die Mittelsenkrechte kon-

hen und seine Gite prifen konnen:
Seiten an zwei gegebene Punkte und
(das mifiten sie bei einem

n 3—‘2/—2— giinstig, denn dann schneiden sich

strui .
iert werden, so ist eine Zirkeloffnung vo
senkrecht, und die Schnittpunkte sind sO

die bej .
me1 beiden Kreise um die Streckenendpunkte
genauesten festgelegt.

Abb, 44
Betrachtet man nimlich die beiden Kreise in der Nihe eines Schnittpunkts unter dem
o o <90°) schneidende

iu""‘k"l’ angenihert als zwei sich unter dem winkel a (0
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Parallelstreifen der Breite b, und fafit man die Lange d der lingeren Diagonale in der

Schnittraute als Maf fiir die Ungenauigkeit auf, dann ist diese wegen d =
[44
2
Das ist fiir @ = 90° der Fall, und die Ungenauigkeit wird monoton beliebig gros,
wenn a gegen 0° geht. Die Rechnung verlauft nicht anders, wenn man unter b nicht
die Strichbreite, sondern die Breite des Streifens versteht, innerhalb dessen der Strich
sich befinden kann, wenn man Zeichenfelder mit beriicksichtigt.

Es kommt also darauf an, den kleineren der beiden Nebenwinkel beim Schnitt mog-
lichst groB zu machen, niamlich 90°. Die entsprechende Zirkeloffnung trifft man nicht

am
s

kleinsten, wenn sin = am grofiten ist.

genau. Das ist aber nicht schlimm, denn die Funktion — ! + verhilt sichso, daf erst fir

sin -2-
o in der Nihe von 0° der Mangel sich deutlich auswirkt.

3.3.3  Sprachlich

Die Funktionen der Sprache, etwa bei Zweckanalysen, Formulierung von Herstellvor-
schriften, Beschreibungen von Konstruktionen bzw. von GSn, sind dieselben wie die
des Zeichnens: , Raumbewiltigung*, Konstruktion, Kommunikation.

3.3.4  Numerisch, analytisch, algebraisch

Hiufig sind von GSn lediglich gewisse Zahlen interessant:

— Plattenleger werden nach Fliche bezahlt.

_ 1Ist die Strecke bis zur nichsten billigen Tankstelle kurz genug, daf das Benzin im
Reservekanister reicht, oder muft unterwegs teurer getankt werden?

_— Wie kann man feststellen, ob eine Goldmiinze echt ist, ohne sie zu beschidigen? -~
Spezifisches Gewicht iiberpriifen.

Bisweilen ist die Angabe solcher Zahlen aus technischen Griinden notwendig:

_ einem Mébelkatalog werden nicht markierte MaBistabe beigelegt, an denen die Mafe

abzulesen sind;

_ bei der Konstruktion von Bauwerken geniigt es nicht, vorgefertigte Bauteile irgend-

wie zum Passen zu bringen;

— und der MaBschneider benotigt die Korpermafe seines Kunden, da dieser ihm nicht

dauernd zur Verfiigung steht, und wenn er diese Male nur auf eine Puppe iibertragt.

Immer dann, wenn Formen, die zueinander passen sollen, noch nicht vorhanden sind,

braucht man Modelle, an denen das Passen iiberpriift oder eingerichtet wird. Besonders

handliche Modelle sind Zahlen, die durch Messungen und Berechnungen gewonnert

werden. So bedeutsam aber etwa das Bestimmen einer Mafizahl mit einem Mafstab ist,

so wichtig ist zugleich seine Relativierung:

— Wie genau braucht nur gemessen zu werden?

— Wie genau kann nur gernessen werden?

— Vor wem und wie wurde die Lingeneinheit 1 m festgelegt?

; Wu; gut ist diese bei der Skaleneinteilung auf dem jeweils vorhandenen Mafistab rea-
isiert?

— Welches ist iiberhaupt ein jeweils geeignetes Mefverfahren?
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Alle diese Fragen entstehen, wenn die Idee des Messens realisiert wird. Das POB fordert

ihre Thematisierung im Unterricht:

- Qle erforderliche Genauigkeit hingt vom 7weck der Messung ab;

- die mbgliche MeBgenauigkeit hingt von der Realisierungsgite der MeRinstrumente
(Starrheit, Skaleneinteilung) und des MeBobjekts, von der Temperatur und von sonsti-
gen physikalischen Bedingungen ab;
- die Mafeinheit wurde willkirlich festgelegt; der Fehler, der dabei durch Annahme
cines falschen Erdumfangs gemacht wurde, ist aber prinzipiell bedeutungslos; zu jeder
Lingeneinheit gibt es inkommensurable Langen, die nicht exakt gemessen werden kon-
nen (Diagonale im Einheitsquadrat).

Der Prozef der Wechselwegnahme (Antanairesis; Euklidischer Algorithmus) bei Strecken
inkommensurabel sind.

tli)i_hrt eﬂtwgder auf ein gemeinsames Maf oder zeigt, daB diese
t esem Beispiel des Euklidischen Algorithmus entnimmt man die Uberlegenheit des Arbei-
ens mit Zahlen gegeniiber dem Arbeiten mit Formen, wenfl es um Fragen der Genauig-

lfeit bei Approximationen geht. Den 7ahlen haften nicht die Unzulinglichkeiten reali-
sierter riumlicher Formen an; mit ihnen kann man prinzipiell beliebig genau rechnen
her Moglichkeiten genauere

jedenfalls erzielt man mit ihnen in jedem Stadium technisc

Ergepnisse als beim handelnden oder zeichnerischen Umgang mit raumlichen Formen.
— Die Fliche eines gleichschenkligen Dreiecks mit der Grundseite 1 und Basiswinkeln
von 89° 11t sich zwar durch Zeichnen und Messen ermitteln, mit einem Taschenrech-

%tan89o ~ 14,32249.
= —;f mal Radius
teilt

ner ergibt sie sich aber leicht und viel genauer als

= Gewif, es gibt die schone Methode zu beweisen, Jab Kreisfliche

mal Umfang ist, indem man firn=1,2,3,.- den Kreisin 2n kongruente Sektoren

;nd diese wie in Abb. 45 aneinander legt. Fiir n— oo nihert sich diese Figur einem
echteck mit dem Radius und dem halben Umfang als Seiten.

Abb. 45

~ DaB man aber bei solchen qualitativen Unendljchkeitsprozessen Sorgfalt walten las-

sen muB, zeigt folgendes Beispiel:

.te Girlande besteht aus anein-

Gegeben ist eine Folge von Girlanden (Abb. 46), die n
.. Obwoh!

) 1 e a=

anderhingenden Halbkreisbogen mit Durchmesser fir n=1,2,3,.

die Girlanden sich der Grundstrecke der Linge 1 beliebig _nihern*, geht ihre Gesamt-
‘;’ (nach (Lietzmann

linge keineswegs gegen 1, sondem ist konstant 1t - dn —121 =
65
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., dn
1959, S. 61f)). Nihern heiﬁt2 hier, daB die maximale Dicke der Girlande, nimlich 5
. d .
und der Flacheninhalt i

in einem beliebig schmalen Rechteck der Lange 1 untergebracht werden.

Die Darstellung von GSn im reellen Koordinatensystem schlieBlich macht den ganzen
Apparat von Analysis, Lineare Algebra, Differentialtopologie anwendbar auf die Geo-
metrie. In manchen Mathematikkursen findet man die Geometrie sogar nur noch als
Teil solcher Disziplinen.

Ein Beispiel, wie die Algebraisierung von GSn praktisch nutzbar gemacht werden kann,
wird weiter unten mit der Untersuchung der Geometrie des Fuf3balls gegeben.

3.3.5 Axiomatisch-deduktiv

Die Analyse des Tischwackelns hat bereits die Frage nach geometrischen Axiomen be-
rihrt, die in (Schreiber 1978b) kurz und in (OAG) ausfiihrlich diskutiert wird: Da}S
Axiomensystem soll widerspruchsfrei sein, die Euklidische Geometrie nach sich zichen
und operativ interpretierbar in folgendem Sinn sein: Ein Axiom ist entweder evident
oder Wiedergabe einer geometrischen Idee in Form von Handlungsvorschriften zur €X-
haustiven Realisierung dieser Idee. ' _
Z. B. ist das iibliche Parallelenaxiom (,,zu einer Ebene und einem Punkt aufierhalb glb't
es genau eine Ebene durch diesen Punkt, die mit der ersten Ebene keinen Punkt gemetn:
sam hat*‘) nicht operativ interpretierbar. Es ist weder evident, noch kann es als Hand-
lungsvorschrift aufgefafit werden. ‘
Wenn man den Abstand mit dem starren Korper konstant halten kann, dann stelit die.
Fassung des Parallelenaxioms iiber die Konstanz des Abstands oder Richtungsgleichheit
eine formalisierte Anweisung zur Herstellung von Parallelitit (nicht nur fiir Ebenen,
auch fir Geraden) an Hiusern, Mobeln, Eisenbahnschienen usw. dar.

Der so entwickelte Begriff 1i@t sich leicht auf krumme Flichen bzw. Linien ausdehnet,
z. B. bei der Festlegung der Grenze der 200-Meilen-Zone vor der Kiiste eines Meeresaf-
liegerlands. Allerdings kann dann das Parallelenaxiom nicht mehr sofort mit den Inzi-
denzaxiomen formuliert werden, sondern bedarf des Abstandsbegriffs. Dieser Einwand
ist jedoch bei der in dieser Arbeit entwickelten Auffassung von GU sicher nicht erheb-

lich. Gewichtiger ist schon der Verlust der Transitivitit bei dieser Erweiterung des
Parallelititsbegriffs.

gegen O gehen; eine Kurve der Linge % kann aber

3.4  Geometrische und aufergeometrische Probleme (geometrisch) losen kénngn
Eine wesentliche Leistung bei der Losung aufergeometrischer Probleme besteht im
Transfer des Problems in die Geometrie und ist somit eng mit der Grundtitigkeit ,GS
darstellen* verbunden. Sie geht aber iber diese dadurch hinaus, daB die darzustellendf
geometrische Idee erst noch zu schaffen ist. Oft handelt es sich um Ikonisationen. Bet
spiele:

— Nachweisen, daf eine Zahl n Primzahl ist, indem man zeigt, daB ein Rechteck aus
n Einheitsquadraten die Breite 1 hat;

— Sortieren nach Merkmalen in einem Kamaughdiagramm;

— Rechenbiume;
— Ablaufdiagramme als Planungsunterlagen (z. B. bei Computerprogrammen oder,
anspruchsvoller, als Netzpliine); :
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— Zahlenstrahl, Nomogramme;

_ Skizzen, mit deren Hilfe Strukturen durc
Arbeit, Hierarchie eines Betriebs, kommutat
~ Graphiken (Alterspyramide, Hiufigkeitspolygon);
~ Wie kann man krankes Gewebe in einem Korper von aufien intensiv bestrahlen, ohne
das gesunde Gewebe auf dem Weg der Strahlen zu sehr zu belasten? — Man lafit kleine-
e Strahlendosen aus verschiedenen Richtungen sich im kranken Gewebe schneiden
(nach K. Duncker). Ahnlich wird auch das Problem gelost, mit einer Lupe bei Sonnen-

schein ein Feuer zu entfachen;

- Atommodell, Methanmolekiil als Tetraeder mit C im Mit
Atomen als Ecken, Benzolmolekiil als Ring, usw.;

- Wghxscheinlichkeitsabakus von A. Engel;
BeZCIChnerische Losung von Gleichungen, zeichnerische lineare Optimierung;

utung linearer Probleme als Schwerpunktsprobleme (vgl. Winter 1978);

- Begﬁfbeﬂdung in der Analysis (Haufungspunkt usw.);
~ Beweise, rechnerische Verfahren, die sich auf geometrische Vorstellungen stutzen,

wa das schone Beispiel von B.L. van der Waerden (1954/1973, 5. 23ff), wo er darstellt,
wie er einen zahlentheoretischen Satz unter wesentlicher Zuhilfenahme einfachster geo-

“Eli:ltﬂSCher Veranschaulichung beweist; Usw.

¢ Fiille geometrischer Problemstellungen findet man u. a. in (Engel 1971), (Kordem-

r 1974). Die Autoren auf dieser unvollstan-
k und die Herstellung

ﬁ? 1959/1965), (Perelman 1954), (Stowasse
gen und heterogenen Liste gehen zwar meist nicht auf den Zwec

keine Muster fur 0B. Nicht selten ist auch
mathematische Fragestellung eine reale

hsichtig werden (Lernzielkatalog in dieser
ive Diagramme in der Mathematik);

telpunkt und den vier H-

ielom?trischer Formen ein, ihre Beispicle sind
| Spuren, dafs erst im nachhinein um eine innet

Situation gebastelt wurde. Oder die Probleme sind singuldr und haben wenig Bezug 74
m_lserer Lebenswelt, so daf sie kiinstiich wirken (z. B.: Ein Mann erhilt das Land als
Eigentum, das er an einem Tag zu Ful gmwandern kann). Viele Fragen der Struktur
des Raums konnten aber nicht problemorientiert thematisiert werden, wollte man auf
wiche kiinstlichen Probleme verzichten, weil die _echten” oft nicht einfach genug for-
muliert werden kénnen, oder nur aufwendig in Verbindung mit anderen, teils schwienge-
ren, teils weit entfernten oder irrelevanten Problemen gestellt und gelost werden konnen

oder der Lebenswelt der Schiler zu fremd sind. Das Bemithen, einen Bezug zwischen

d‘ff riumlichen Wirklichkeit und dem mathematischen System herzustellen, macht die
mStlichen Probleme in gewissen Grenzen wertvoll als Training ' '
S(.) ‘SF etwa die Beschiftigung mit Fiiesenlegerproblemen quch Training und Vorarbeit
fir die Entwicklung einer giinstigen geometrischen Form des Fufballs:
Geomerrie des Fupballs _
Man stelle sich einmal ein Spiel nach FuRballregeln mit emem Rugbyball vor (fUf Rugby
ist die Form des Rugbyballs sinnvoll, da €2 getragen, aus der Hand abgeschossen werden
darf und selten den Boden trifft). Zum Wesen des FuBballs gehort di¢ Kugelform des
Balls (S, Herberger: ,Der Ball ist rund.). Aus praktischen Grinden ist er €ine Juftgefill-
te Hohlkugel aus elastischem, empfindlichem Material (Blase), di€ durch einen Uberzug
den geht es um die (geometrische) Herstellung dieses

s Leder geschiitzt ist. Im folgen
TZugs.
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Leicht fillt es, eine Vollkugel aus Knet zu rolien, und auch das Schleifen einer massiven
Holz- oder Metallkugel ist prinzipiell problemlos. Schwierigkeiten entstehen jedoch,
wenn man aus flachem, ebenem Material (z. B. Papier) eine Kugeloberfliche formen
will: Es bilden sich Falten und Uberlappungen. Man behilft sich, indem man die Ober-
fliche als Polyeder bildet und damit die Kugel nur angenéhert realisiert.

Das gilt auch fiir die Oberfliche des Fufballs: Sie wird aus flachen Lederstiicken zusam-
mengeniht, denen beim Aufpumpen des Balls dank ihrer Elastizitit noch etwas Krim-
mung verpafit wird. Schmale Polygone, lange Nihte und Stellen, an denen viele Nihte
zusammenlaufen, sind besonders empfindlich und daher zu vermeiden. Am besten wur-
den kreisformige Lederstiicke verwendet, moglichst alle von gleicher Gréfe, und in ei-
nem Punkt sollten nicht mehr als drei Nihte zusammenlaufen. Da diese Forderung so
nicht realisierbar ist, schrinkt man sie darauf ein, regelmifige n-Ecke zu verwenden
mit moglichst grolem und méglichst konstantem n. Dahinter verbergen sich folgende
Tatsachen: Die Schnittlinie zweier nicht paralleler Ebenen ist eine Gerade, also missen
die Rinder der Lederstiicke stiickweise geradlinig sein. Fiir jedes n hat das regelmiafige
unter allen n-Ecken die flachsten Ecken, denn die Winkelsumme im n-Eck isto

(n — 2) - 180°, der kleinste Winkel beim regelmiigen n-Eck ist 180° — E%Q- , bei je-
dem anderen n-Eck ist er kleiner. Entsprechend hat das regelmafige n-Eck bei gegebe-
ner Fliche den kleinsten Umfang. Mit wachsendem n werden die Ecken flacher und
der Umfang kleiner. Da eine Ecke im Raum nicht durch zwei Ebenen, sondern durch
mindestens drei bestimmt ist und der Ball beschrankten Durchmesser hat, muf es Stel
len geben, wo drei Flichen und damit drei Nahte zusammenstofien. _
Bei gegebenem Durchmesser des Balls sollen die Lederstiicke moglichst klein sein, damit
der Neigungswinkel zweier Stiicke moglichst grof und die Form dadurch moglichst ku-
gelihnlich wird, andererseits nicht zu klein, damit die Gesamtlinge der Nahte nicht zu
gro wird. Da alle Stellen der Oberfliche gleich wahrscheinlich physikalischen Belastur-
gen ausgesetzt sind, sollen sie moglichst ununterscheidbar sein. Bei der Polyederstruk-
tur mit Ecken, Kanten und Flichen bedeutet das: gleiche Form aller Eckenumgebun-
gen (eine Eckenumgebung ist die Vereinigung aller Polygone, die an die Ecke stoﬁen),
gleiche Linge aller Kanten und (fast) gleiche Eckenzahl aller Polygone; oder kurz: die
Symmetriegruppe soll méglichst grof sein; wegen der Polyederstruktur ist sie endlich:
in Frage kommt die Ikosaedergruppe.

Nach diesen theoretischen, mehr qualitativen Voriiberlegungen nun zur praktischen
Durchfihrung: Beim ebenen Parkettieren erfahren die Schiiler, daf nur fir n =3, 4’§
Parkette mit regelmifigen n-Ecken gebildet werden kénnen: In einer Ecke missen mif-
destens drei n-Ecke zusammenstofen; bei drei Fiinfecken klafft eine Liicke, und vier
oder mehr Fiinfecke oder drei oder mehr n-Ecke mit n > 7 iiberlappensich ,s. Abb.47.
Nur fir n= 3, 4 oder 6 ist der Vollwinkel 360° ein ganzzahliges Vielfaches des n;ECk‘

i : . 3607\ _
Winkels 180° — 320 . Die Liicke beim Fiinfeck betrigt 360° — 3 - (180 -23’ ) =3

Schneidet man die Finfeckskonfiguration von Abb. 47 aus, hilt das mittlere Fﬁﬂff"fk
fest und klappt die beiden anderen an ihren Berihrkanten zum mittleren gleichmiig
hoch, so stofien pldtzlich auch diese beiden an einer Kante zusammen. Die Parkettierunf
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ist gﬂungen, allerdings nicht in der Ebene, sondern im Raum: der allen drei Fiinfecken
gemeinsame Punkt liegt nicht mehr am Rand, sondern in der Mitte der Flache. — Ist
diese Konstruktion auch mit anderen n-Ecken moglich (s. Abb. 48)?

Abb. 47

Abb, 48

Wir betrachten drei konvexe, nicht notwendig regelmaBige, Polygone m,p, 0, die eine
Ecke R gemeinsam haben; auerdem haben 7 und p, sowie p und o je eine Kante
Ir und r, an diese Ecke gemeinsam. Die jeweils andere Kante sei p und s und fiihre
2u der Ecke P bzw.S; es sei s so lang wie p. Bei Klappung des Polygons m um die
Kante r, beschreibt P einen Kreis um die Achse 1, entsprechend beschreibt dann
S einen Kreis um die Achse ry, wenn ¢ um Ig geklappt wird. Beide Kreise befinden

sich auf der Kugeloberfliche um R mit Radius |p . Genau dann gibt es eine Stellung
von  und o,inder p und s susammenfallen, wenn die beiden Kreise sich schneiden.
indeutig bestimmt, da

Dieser Schnittpunkt ist, bis auf Spiegelung an der Zeichenebene, €1

er auf der eindeutig bestimmten Schnittgeraden der beiden Ebenen durch die beiden .
Kreise und auf der Kugel um R liegt. Genau dann gibt es einen Schnittpunkt, wenn die-
% Schnittgerade die Kugel trifft. Aufer dem Sonderfall P=S (mit P= s) gilt: Uber-
lappen sich 7 und o in der Anfangslage und in der Endlage (wenn beide auf p lie-
gen) oder iiberlappen sie sich in beiden Lagen nicht, dann passén sie in keiner riumlichen
Lage zusammen. In allen anderen Fillen gibt €s eine Lage im Raum, in der sie zusam-
menpassen. Sind mg,pr und or die Winkel der entsprechenden Polygone in R, dann

Bilt, wegen pg < 180°:

TR +pg +og > 360° keine Pafilage

PaBlage, auseinandergeklappt

"R+ pg +og = 360° eindeutige :
TR +pg +og < 360" A TR TOR PR zwei, symmetrisch Zur Zeichenebene
liegende, eindeutig pestimmte PaBlagen
™R+ og =pg eindeutige Paflage, zusammengeklappt
"R T oR <pg keine PaBlage
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Zuriick zu den Fiinfecken: Heftet man fiinf Finfecke an die Seiten eines sechsten Fiinf
ecks (alle regelmiBig und untereinander kongruent) und klappt man die dueren Finf-
ecke gleichzeitig hoch, so entsteht eine Schale mit einer Drehsymmetrie von der Ord-

nung 5; und setzt man eine zweite solche Schale mit dem Boden nach oben passend auf
die erste, hat man einen Dodekaeder gebaut.

Abb. 49

Beim Anfertigen aus steifem Papier mu man auf eine méglichst exakte Kongruenz der
Finfecke achten, weil sich schon kleine Fehler storend beim Zusammenpassen bemerk-
bar machen. Fiir zwei zu identifizierende Kanten muf} beim Ausschneiden an genau
einer ein Falz zum Kleben belassen werden; es muf also schon vor dem Schneiden iiber-
legt werden, welche Kanten zusammenkommen. Man kann schlieBlich noch die beiden
Schalen an einer Kante identifizieren und erhalt das Schnittmuster von Abb. 50.

Bei der Konstruktion werden nur kongruente regelmigige Fiinfecke verwendet. Nach
den Uberlegungen iiber Pafilagen im Raum gibt e fiir je drei Fiinfecke nur eine Paﬁlzfge’
d. h. alle Eckenumgebungen an dem gebauten Korper sind kongruent. Davon, dafs dié
Konstruktion mit den beiden Schalen so méglich ist, hat man sich eigenhindig iiber-
zeugt. Mit der Eindeutigkeit der Pallage kann man auch ohne Realisierung der Form
beweisen, daf die beiden Schalen genau ineinander passen miissen, s. Abb. 51. _
Wahit man nun statt Finfecken 3 kongruente regelmigige Drei- oder Vierecke fur die
Umgebung einer Ecke, 50 entstehen Tetraeder und Wiirfel. — Gibt es noch andere MOg:
lichkeiten? -- Andere n-Ecke konnen nicht genommen werden, weil ihre Winkel zu
gro sind. — Konnen auch mehr als drei n-Ecke in einer Ecke zusammenstoBen? —
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180°

4 Vier- oder Fiinfecke nehmen schon zu viel Winkelraum ein, aber mit Dreiecken geht
&s, sogar mit den beiden Moglichkeiten 4 oder 5.

Y 9 By B

Abb. 51

Abb. 52

Man baut Pyramiden mit regelmifiger (vier- oder fiinfeckiger) Grundfliche, 1df3t den
Boden weg, baut eine zweite Pyramide und setzt die beiden (im Fall von 4 Dreiecken)
wsammen, zum Oktaeder. Im Fall von 5 Dreiecken darf man die beiden Pyramiden
nicht direkt aufeinandersetzen, da dabei Ecken entstinden, an denen nur vier Dreiecke
aneinanderstoen; nicht alle Eckenumgebungen waren kongruent. Beide Pyramiden
miissen noch auf je fiinf dreieckige Beine gestellt und konnen dann zusammengesetzt
werden. Auch hier fallt der Existenzbeweis durch Realisierung Jeichter als durch Be-
trachtungen iiber Winkel o. .
Gleichzeitig ist bewiesen, daf es genau finf Platonische Korper gibt. Beim weiteren Um-
gang mit ihnen muf die durch die Herstellung bedingte Bevorzugung gewisser Ecken
oder Flichen aufgegeben werden. Ist die Herstellung sauber genug, geschieht das auto-
matisch, und die Bewuftmachung dieser Gleichberechtigung aller Ecken ist Ausgangs-
punkt fiir Symmetriebetrachtungen.

r Korper: Die Zahl f ihrer Flichen,

Z}lvor aber noch eine genauere Beschreibung de
die ihnen jeweils ihren Namen gibt, die Eckenzahl n des verwendeten Polygons und

die Zahl p der an einer Ecke zusammenstofienden Flichen sind aus der Herstellung
bekannt. Die Gesamtzahlen e der Eckenund k der Kanten werden nicht durch Zih-
len, sondern durch Rechnen ermittelt: Jedes vorkommende n-Eck hat n Ecken und
n Kanten. f n-Ecke kommen vor, aber jede Ecke wird bei allen p an sie stofienden

nEcken mitgezhlt, also gibt es e = Ecken. Jede Kante wird bei beiden an sie sto-
p .o
Benden n-Ecken mitgezihit, also gibt es k= %’-‘ Kanten. f oder n missen durch 2
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oder p teilbar sein, und es kann z. B. keinen platonischen Korper mit einer ungeraden
Zahl von Dreiecken geben.

Als Symmetrien kommen unter den eigentlichen Bewegungen nur Drehungen im Raum
in Frage. Die Achsen miissen durch Ecken, Kanten- oder F laichenmittelpunkte gehen.
Es gibt dann p, 2 oder n Symmetriedrehungen um die jeweilige Achse. Allein aus den
Zahlen ergibt sich z. B., daf eine Achse hiichstens beim Wiirfel zugleich durch eine
Kanten- und eine Flichenmitte, hochstens beim Oktaeder zugleich durch eine Ecke und
eine Kantenmitte, hochstens beim Tetraeder zugleich durch eine Ecke und eine Flichen
mitte gehen konnte. Tatséichlich kommen diese Sonderfille beim Tetraeder und nur

f . . .
dort vor. Ansonsten gibt es % Ecken-, % Kanten- und 3 Flichenachsen, beim Tetra

eder e; d Eckenflichenachsen. Zihlt man die Nulldrehung nicht bei jeder Achse, son-

dern bei jedem Korper insgesamt nur einmal mit, so hat jeder Platonische Korper

s=(e(p—1) +k+ f(n-1))- %-i- 1 Symmetriedrehungen, die die Symmetriegruppe
ausmachen

f n p e k s
Tetraeder 4 3 3 4 6 12 Tetracder
Hexaeder 6 4 3 8 12 24
pe
Oktaeder 8 3 4 6 12 24 } Oktaeder -grup
Dodekaeder | 12 5 3 20 30 60
Tkosaeder 20 3 5 12 30 60 } Ikosaeder

Die Ubereinstimmung gewisser Zahlen legt schlieflich noch eine Beziehung zwischen
Hexa- und Oktaeder bzw. Dodeka- und Ikosaeder nahe: Faflt man die Flichenmitten
des Oktaeders als Ecken auf und verbindet solche Ecken durch Kanten, die auf benach-
barten Flichen liegen, ergibt sich ein Wiirfel. Umgekehrt kann man so einem Wiirfel
einen Oktaeder einbeschreiben, und dieselbe Bezichung existiert zwischen Dodeka- und
Lkosaeder. Wesentlich dabei ist, daB bei solchen Paaren einbeschriebener Korper dlg
Symmetrieachsen und -drehungen und damit die ganzen Symmetriegruppen vollig 1deq-
tisch sind. Beim Tetraeder fiihrt dieselbe Konstruktion wieder auf einen Tetraeder, weil
bei thm p=n ist; daher missen bei ihm die Achsen, die durch eine Ecke gehen, auf
der anderen Seite durch eine Flichenmitte gehen. :
Als Oberfliche fiir einen Fufiball scheinen die Platonischen Korper alle nicht sehr geetg:

net, da sie zu wenig der Kugel ahneln. Als GitemaBstab konnte man z. B. den Quotien-
Oberfliche?

ten 2 ' i i i inkel zweier
VolumenZ ~ Rehmen, fir unsere Zwecke geeigneter ist der Neigungswin

Flichen oder einer Kante gegen die ihr an einer Ecke gegeniiberliegende Fliche (oder

Kante (beim Oktaeder)). Dieser Neigungswinkel Lit sich unter Riickgriff auf die Her-
stellung berechnen.

Z. B. beim Ikosaeder (mit der Kantenlinge 1): Zunichst wird die Grundfliche der Py
mide betrachtet, die von einer Eckenumgebung gebildet wird (Abb. 53a). Ihr Umkrei¥

radius ist u =“———2 - L o~ 0,85, ihr Inkreisradius j = 1 _~ 0,69. Ein Schnitt
sin 36 2 tan 36°
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-

durch den Ikosaeder senkrecht zu ihr durch eine Kante (Spiegelsymmetrieebene) ergibt
den Querschnitt in Abb. 53b durch insgesamt zwei Kanten der Linge 1 und vier Drei-

ecksseitenhalbierenden der Lange ‘/—Z _Der Winkel zwischen Kante und Seitenhalbie-

~110,9°, der zwischen zwei Seitenhalbierenden

~ 138,2°).

render betrdgt arcsin u + arcsin 2

(und damit zwischen zwei Flichen) (720° —4 110,9°) - '15
/o o
)
\ 7 iE7) Mz

a)
Abb. 53

Fiir den Dodekaeder weicht der Neigungswinkel swischen zwei Flichen noch mehr von

180° ab: Bei der Herstellung einer Eckenumgebung (es werden die Bezeichnungen aus
Abb. 48 verwendet) beschreibt die Ecke P bei Klappung des Polygons m um die Kan-

te r_ einen Kreis mit Radius sin7 2° =~ (0,95 in einer Ebene senkrecht zur Klappachse

% weit, bis er auf die Spiegelebene trifft, die senkrecht zur Zeichenebene durch die
Winkelhalbierende von pg geht. Dort trifft P mit der Ecke S der Fliche 0 zusam-
men und hat die PaBlage erreicht. Die Spiegelebene hat mit der Kippachse in der Zeichen-

ebene einen Winkel von 54°.

Abb. 54

ahn bewegt, in die Zeichenebe-

auf seiner Kreisb
gilt (mit den Bezeichnungen

In Abb. 54 ist die Ebene, in der sich P
90°. Und fur «

ne geklappt. Der gesuchte Winkel ist & +

der Abb. 54):
a y . tan54° . c0s72° _ arcsin tan54° ~ 26,60
= H — e —_—— _—0 )
ucsmm al‘CSln - 72° mn72

die Neigung ist also 116,6°. Diesen Winkel hitte man auch einfach messen konnen: Der
des gesuchten wird gemessen.

Kﬁ,rpef wird auf eine Ebene gelegt, und der Nebenwinkel . B
Beim Ikosaeder sind die Kanten zwar flacher, die Ecken jedoch spitzer, und aufler
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laufen bei ihm in einer Ecke fiinf Nihte zusammen. Daher erscheinen Dodekaeder und
Ikosaeder nicht geeignet, von den ,kleineren‘ Platonischen Kérpern ganz zu schweigen.
Man kann nun versuchen, Neigungswinkel dadurch zu vergroBern, daf man an einer
Ecke drei Polygone zusammenstoBen lat, deren ebenes Netz eine kleinere Liicke hat:
man nehme z. B. zwei Sechsecke und ein Fiinfeck, wo die Liicke nur 12° betrigt. Dann
kann jedoch kein Platonischer K6rper mehr entstehen.

Abb. 55

Man verlangt aber um einer moglichst groen Symmetrie willen, da8 sich Archimedische
Korper ergeben, d. h. wenn schon verschiedenartige Polygone vorkommen, dann aber
nur regelmiflige, und auBerdem sollen nach wie vor alle Eckenumgebungen kongruent
sein, d. h. im Beispiel, daB an jeder Ecke zwei Sechsecke und ein Fiinfeck zusammen-
stoflen.

Welche Kombinationen von Polygonen kénnten eigentlich noch in Frage kommen? —
Die Winkel der Polygone sind

n -Eck 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12..
. 3
Winkelin® 60 90 108 120 12857‘- 135 140 144 1477 150

Zunichst werde der Fall betrachtet, daf an einer Ecke nur drei Polygone zusammenstoben:
Weiterhin sei vorausgesetzt, daf genau zwei Polygone gleiche Eckenzahl haben. Das n,

fiir das zwei n-Ecke gleiche Eckenzahl haben, muf gerade sein, denn an jeder Ecke €ines
solchen n-Ecks mus genau noch ein n-Eck und genau ein m-Eck (m # n) anstofen, d- -
m- und n-Ecke miissen sich um ein n-Eck herum abwechseln, und das ist nur fiir gerades
n moglich. Kommen zwei n-Ecke mit n>>8 vor, dann kann nur noch ein Drejeck d2-
bei sein, und die Fliche der vorkommenden n-Ecke ist sehr unterschiedlich. Augerdem
sind die Neigungswinkel noch recht klein. Ein Ma dafiir ist die beim ebenen Netz ent:
stehende Liicke. Es gibt folgende Kombinationen: 3-, 6, 6-Ecke, 3-, 8-, 8-Ecke, 3- lo"d
10-Ecke, 4-, 6-, 6-Ecke, 5-, 6-, 6-Ecke und 4, 4-, n-Ecke (Prismen mit n-Ecken als Grua¢
und Deckfliiche und quadratischen Seitenflichen). .
Wenn als niichstes die Eckenzahlen aller drei Polygone paarweise verschieden sind, mt>
sen sie alle gerade sein, damit sich um jedes Polygon solche der beiden anderen Sorteh
abwechselnd aufreihen kénnen. Da ferner die Winkelsumme kleiner als ein Vollwinkel
sein muf, kommen nur die Kombinationen 4-,6-, 8-Ecke und 4-, 6-, 10-Ecke in Frage-
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Mit ebenen Winkelbetrachtungen findet man auch die Archimedischen Polyeder mit
mehr als drei Polygonen an einer Ecke. An einer Ecke stoBen zusammen: 3, 3-, 3-,
n-Ecke (ihnlich wie Prismen; die Seitenflichen sind jedoch nicht n Quadrate, sondern
2n ineinander verzahnte Dreiecke; sog. Antiprismen), 3-, 4-, 3-, 4-Ecke, 3-, 4-,4-,4-
Ecke, 3-, 4-, 5-, 4-Ecke, 3-, 5-, 3-, 5-Ecke, 3-, 3-, 3-, 3-, 4-Ecke und 3-, 3-, 3-, 3-, 5-Ecke.
(Die Folge der n beim Aufschreiben gibt die Folge der n-Ecke beim Umlaufen einer
Ecke an; zwei nebeneinanderstehende, sowie das letzte und das erste n-Eck in einer
Folge haben eine Kante an der Ecke gemeinsam). Hat ein Dreieck mit einem n-Eck eine
Kante gemeinsam, dann stoBt es an den beiden anderen Kanten entweder beidesmal
auch an n-Ecke oder beidesmal an Dreiecke. Deswegen kommen nicht alle Zahlenfol-
gen vor, die noch bei bloien Winkelsummenbetrachtungen moglich wiren.

Statt der Winkelsummenbetrachtungen hiitte man auch sofort topologische Uberlegun-
gen, z, B. den Eulerschen Polyedersatz einsetzen konnen, um gewisse n-Eck-Variatio-
nen ausscheiden zu kénnen, etwa: Ein geschlossener Korper kann nicht lauter Sechsecke

f o
haben,denn hitte er f Stiick, dann hitte er genau k =% Kanten und hochstens ¢ = =

Ecken, so daf f+e —k <0 wire, obwohl nach dem Satz f+e — k = 2 sein miite.

Die aufgefithrten Kombinationen sind tatsichlich alle realisierbar; aufier den Prismen
und den Antiprismen alle dadurch, daB man an Platonischen Korpern Ecken und Kan-
ten geeignet abschneidet. Die Symmetriegruppe bleibt dabei jeweils erhalten. Beim
Ikosaeder kann man die Ecken so abschneiden, daf alle entstehenden Kanten gleich
lang werden, aus den Dreiecken Sechsecke und aus den Ecken Fiinfecke werden.

Abb. 56

nd einem Fiinfeck Eckenumgebungen
hiingen. Man hat sich ja vorher davon
n wird. Dieser hat 20+ 12 = 32
Ecken und die Ikosaedergruppe als

Man kann also getrost aus je zwei Sechsecken u
?}efStellen und geniigend viele davon aneinander
iberzeugt, daf ein Archimedischer Korper entstehe
Flichen, 30 + 12 -5 = 90 Kanten,12-5 = 60
Symmetriegruppe mit 6 funfzihligen Achsen durch die Fiinfecksmitten, die vorher
Eckenachsen waren, 10 dreizihlige durch die Sechseckmitten, die vorher Dreiecksmit-
ten waren (die Ordnung der Achsen wird deswegen nicht 6, weil um jedes Sechseck
herum Fiinf. und Sechsecke sich abwechseln) und 15 zweizihlige Achsen durch die Mit-
ten derjenigen Kanten, die zwischen zwei Sechsecken liegen, die vorher alle Kantenach-
%en waren.
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Der Neigungswinkel zweier Sechsecke betrigt wie beim Ikosaeder 138,2°. Der Neigungs-
winkel zwischen einem Fiinf- und einem Sechseck ermittelt sich dhnlich wie beim Dode-

kaeder als 90° + arcsin o 2;° ~ 142,6°. Der kleinste Neigungswinkel zwischen zwei

tan
Flichen ist also grofer als 138°, die Flichen sind fast gleich grof, ihr kieinster Winkel
ist 108°, nirgends laufen mehr als drei Nihte zusammen, die Symmetriegruppe ist
grofStmoglich, kurz: Es liegt die ideale Form fiir den FufSball vor.

3.5 Ein System geometrischer Begriffe bilden _
Nach dem POB gehen in die Begriffsbildung die unter 3.1 bis 3.4 aufgefiihrten Grundtatig:
keiten ein. Die Gefahr der Isolierung einzelner Begriffe durch entsprechend isolierte
Betrachtungen von Problemsituationen oder Zweckanalysen ist im herkémmlichen GU
nicht groB, da er in der Regel seinen Ausgang nicht von solchen Betrachtungen nimmt.
In einem Unterricht, der sich am POB orientiert oder es wesentlich beriicksichtigt,
braucht aber eine solche Isolierung ebenfalls nicht eintreten; denn ein Begriff enthﬁlt_
immer auch seine Beziehungen zu anderen, seine Einordnung in das gesamte geometp-
sche Begriffssystem und seine Handhabung darin. Im folgenden werden einige Beispiele
fiir die operative Bildung geometrischer Grundbegriffe gegeben, wobei das ordnende
Prinzip jeweils nicht die Anwendungssituation, sondern der Begriff, die Form, ist.

a) Homogenitit — Symmetrie: Wegen ihrer hochgradigen (inneren und duferen) Homo-
genitat ist die Ebene die grundlegende geometrische Form. Es gibt keine konstantenfrel
formulierten Eigenschaften, mit der Stellen auf ihr, und auch keine, mit der Stellen
auflerhalb voneinander unterschieden werden konnten. Sie ist in ihrem Lager (einem
Abdruck von sich; einer mit ihr vollstindig inzidierenden F liche) frei beweglich. Sie
kann als transitive (d. h. fiir jedes Paar von Punkten gibt es eine Abbildung, die den
ersten auf den zweiten wirft) Untergruppe ihrer eigenen Symmetriegruppe eigentlicher
Bewegungen, nimlich als ihre eigene Translationengruppe aufgefafit werden. Die dufiere
Homogenitit konnte man abbildungsgeometrisch dadurch fassen, da man die von den
eigentlichen Bewegungen und den (orientierungserhaltenden!) axialen Streckungen er-
zeugte Gruppe im Raum betrachtet. Die zugehorige Symmetriegruppe der Ebene ope-
riert dann auch auf dem Raum aufierhalb transitiv.

— Die beiden anderen innerlich homogenen Flichen sind Kugel und Zylinder. DaB s
sonst keine mehr gibt, beweist man etwa differentialgeometrisch. Auch Kugel und Zy-
linder sind in threm Lager frei beweglich und konnen als transitive Untergruppe ihrer
Symmetriegruppe eigentlicher Bewegungen aufgefat werden. Punkte P aufierhalb
konnen jedoch voneinander unterschieden werden, etwa durch die Eigenschaft, da €s
durch P eine (mehrere) Gerade(n) gibt, die die Kugel- (Zylinder-)fliche nicht trifft
(treffen). Tatsichlich gibt es auch fiir diese beiden Formen keine im ganzen Raum traf-
sitive Symmetriegruppe in der Bewegungsgruppe, auch nicht in der affinen Gruppe,
noch nicht einmal in der Homdomorphismengruppe.

— Die honfogenen Linien sind Gerade, Kreis und Schraubenlinie. Sie sind in ihrem Lage"
frei beweglich. Die Gerade ist die einzige mit auch duferer Homogenitit.
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— Die Ebene ist Grundlage zur Herstellung aller dieser homogenen, und auch anderer
weniger homogenen Formen (Ellipse, Kegel, usw.). Sie selbst kann mit dem Dreiplatten-
schleifverfahren hergestelit werden (siehe Schreiber 1978b).

Kugeln und Zylinder werden an Ebenen geschliffen, dabei wird die Schieifrichtung
variiert (Kugel) oder konstant gehalten (Zylinder), z. B. beim Rollen von Knetkugeln
oder -zylindern.

— Kreise sind Schnitte von Ebenen mit Zylindern (oder Kugeln), z. B. der Rand des
Bodens einer Konservenbiichse. Oft ist bei Kreisen auch die Eigenschaft wichtig, dad

alle Punkte der Kreislinie vom Mittelpunkt gleichen Abstand haben, z. B. bei Rader-
fahrzeugen. Fiir die dementsprechende Herstellung braucht man den Begriff des starren
Kérpers bzw. der Kongruenz. Und hier, wie auch bei anderen Formen, ist dann die Aqui-
valenz verschiedener Herstellverfahren, d. h. der verschiedenen Begriffsbildungen, nach-
uweisen bzw. zu diskutieren. Auch fiir die Erzeugung von rechten Winkeln und Paral-
lelitat wird der Kongruenzbegriff (bzw. starrer Korper) gebraucht.

— Schraubenlinien entstehen aus Geraden beim Aufwickeln von Ebenen auf Zylinder.

Praktische Beispiele, wo die Beweglichkeit im Lager ausgenutzt wird:

— Ebene: Sige, Glattstrich mit ebener Holzplatte, Gegenstinde mit ebener Unterseite
auf ebenen Fufbdden oder Mobelplatten.

- Kugel: Kugelgelenk, Kugelschreiber (die Kugel an der Spitze wird an der einen Seite
von der Mine befeuchtet, sie ist in ihrem Lager frei beweglich, wird beim Schreiben
auch beliebig bewegt, und dabei wird Minenfliissigkeit zum Papier transportiert und
dort abgegeben).

~ Zylinder: Karussell, das bei der Rotation auch gehoben und gesenkt werden kann,
Zeichenstift relativ zu einem walzenformigen Seismograph, der langsam rotiert. Haufig
werden Zylinder aber nicht frei in ihrem Lager bewegt, sondern nur entlang einer vor-
gegebenen Linie (Gerade, Kreis, Schraubenlinie); fir die Zylinderform gibt es dann je-
weils noch andere Griinde.

— Gerade: Schublade, Kolben, Nagel in Wand, Stecker, Schraubenschliissel auf Schrau-

benmutter. |
~ Kreis: Alle ortsfesten Rotationen, Drehtiir, Zahnrad, Topferscheibe, Efgabel in Kar-

toffe].
~ Schraubenlinie: Korkenzieher, Schraubengewinde.

Unerwiinschte Beweglichkeit wird durch Inhomogenitdt verhindert:

~ Zueinander passende Aus- und Einbuchtungen an sonst ebenen Flichen, z. B. an
Steinen, mit denen die alten Griechen ohne Mortel mauerten;

— Aufrauhen von Flichen, z. B. Flanelltafel;

— Auflosen von Kreis- oder Kugelform durch Ecken, K
mutter, Spielwiirfel.

b) Ebene: Viele Flichen werden zu Ebenen ge
im Schwerefeld fungieren sollen und dieses in den relevanten Grﬁﬁen(.)rdnungen als .
physikalisch homogenes Biindel richtungsgleicher, gerader Schwerelinien auf;.;e"faﬂt wird.
Bei diesen Uberlegungen gehen auch die Begriffe Parallelitat und Orthogonthtat und
ihre Beziehungen ein. Die Schwerkraft wird neutralisiert, da jede Richtung in der Ebene

anten, Ebenen, z. B. Schrauben-

macht, weil sie als Aquipotentialflichen
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senkrecht auf den Schwerelinien steht. D. h. ein Objekt kann sich auf der Ebene bewe-
gen, ohne daf Kraft zur Uberwindung der Schwerkraft aufgewendet werden miifite,
und ein Objekt kann an jeder Stelle in Ruhelage gebracht werden, auf: Billardtisch, E8-
tisch, Zimmerboden, Gehweg, Fahrstrafie (so weit nicht aufergeometrische Optimali-
tatskriterien entgegenstehen: Wirtschaftlichkeitsiiberlegungen bei unebenem Geldnde
oder Fragen der Verkehrsfithrung) oder Treppenstufen (in Anpassung an die mensch-
liche Anatomie, die wiederum dem Schwerefeld angepaft ist). Die Formgebung fiir die
Aquipotentialflichen im Schwerefeld ist ausschlieBlich physikalisch begriindet; hitte
das Feld eine andere Struktur, dann miifiten auch die Flichen anders geformt sein.
Dafl Mauern oft Ebenen sind, ist nur insofern auf die Wirkung der Schwerkraft zuriick-
zufithren, als sie entlang der Schwerelinien, d. h. senkrecht gebaut werden; es gibt aber
durchaus gekriimmte Mauern (Chinesische Mauer, zylinderformige Tiirme usw.). Erst
die Geradlinigkeit in noch anderen Richtungen, etwa im Grundrifs von Grundstiicken,
Hausern, Zimmern fihrt zu ebenen Mauern. Diese zusitzliche Geradlinigkeit ergibt sich
in der Regel aus der Forderung nach Konvexitit zweier aneinanderstofender Grundrif-
flichen, die nur mit geraden Grenzlinien zu erfilllen ist. Und dies ist das ebene Analo-
gon dazu, dafl ebene Flachenstiicke die einzig mogliche Grenzflichen zwischen konvexel
Korpern bzw. Raumstiicken sind: Ist nimlich ein (topologisch relativ) offenes Raum-
stiick (in einer kieinen, offenen Vollkugel) konvex, dann aus Stetigkeitsgriinden auch
seine abgeschlossene Hiille. Der Durchschnitt zweier konvexer Mengen ist konvex, ins-
besondere deren Grenzfliche bei Beriihrung, die also mit zwei Punkten auch deren Ver-
bindungsstrecke enthilt und daher eine Ebene ist. (Anwendung bei Zimmern, Schuh-
kartons, Ziegelsteinen.) Begriindet werden miiite noch die Forderung nach Konvexitat
mit sachabhingigen Optimierungsargumenten.

Auch der gewohnliche Spiegel funktioniert nach diesem Prinzip: Er muf} eine innerlich
homogene Fliche sein, weil es keine Rolle spielen darf, von welcher Position vor dem
Spiegel aus man das Spiegelbild sieht. Das reflektierte Raumstiick hinter der Spiegel-
fliche mufi, unter Umkehrung der Richtung ,,vorn — hinten* die gleiche Form wie das
originale haben, insbesondere genau dann konvex sein, wenn dieses konvex ist; und das

ist weder bei einer kugel-, noch bei einer zylinderférmigen, sondern nur bei einer ebe-
nen Spiegelfliche méglich.

¢) Gerade: Verwandte Uberlegungen kann man dariiber anstellen, warum Papierknické
Geraden sind: Der Knick gehért in jeder relativen Lage der beiden durch ihn definierten
Papierhalften beiden an, er ist also immer im Durchschnitt zweier Ebenen

und daher Realisat einer Geraden. Papierfalten ist eine spezielle Realisierung einer
raumlichen Drehung: Der Knick und die eine Hilfte bleiben raumlich fest, die andefe_
Hilfte wird um den Knick gedreht. Jede eigentliche Bewegung im Raum, die einen Fix-
punkt hat, hat noch einen zweiten, laft die ganze Gerade durch die beiden Punkte fest
und ist eine Drehung um diese Gerade als Drehachse. Geht namlich eine Ebene durch
die beiden Fixpunkte, dann auch alle jhre (kongruenten) Bilder; und da mit zwei Punk-
ten die ganze Verbindungsgerade in der Ebene liegt, enthalten alle Bilder diese Gerade:
die somit Fixgerade ist, und wegen der Isometrie sogar Fixpunktgerade. Bei jeder (is0-
metrischen) Rotation kommt also eine Drehachse vor, die nicht notwendig ortsfest
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f;ﬁsf;“;&eflgac'zhsen an Fah;zeugen, Drall eines Geschosses, Richtung eines Bohrers,
Die Frass 1? helsels, Sc.harmere ‘f“ Tiiren, Fenstern, Koffern, Falten am Papier.
Knicke gaus ach den Papler.falten ist npch nicht hinreichend beantwortet: Wie sehen die
ben ortsfes; ‘?nn das Paplner selb§t nicht eben ist? Die eine Halfte und der Knick blei-
Dicse Bewe » Cle ander.e Ha?fte wird bewegt, hat Fixpunkte am Knick, wird also gedreht.
vegen sich gu?g ha-t ij§ Fixpunktachse, und alle Punkte, die nicht auf ihr liegen, be-
den verlaufau ISfelSllm't.en senkrecht dazu. Wenn der Knick nicht in der Fixpunktgera-
Knicke Go er(li wiirde, mufSt_e das Papier reifien. Auch bei nicht ebenem Papier sind die
bei einem ;a lf’“a d. h. Papier kann nur entlang gerader L@nien geknickt werden. Z. B.
sealteten S{ 'lnder e'ntlang der M;ntellim‘en, aber nicht bei einer Kugel oder bei einem
bereits vorl UCS( Papler,.dessen beide Hilften nicht in einer Ebene liegen, durch einen
weder durclfr(lj,lenen K.ka' Man mufs dazu das Papier erst wieder eben machen, ent-
gt o] attstreichen oder dl:lICh Zusammenfalten (wenn es dann noch diinn ge-
Knicke’ ;n als Ebene zu gelFe.n), Eine zylinderférmige Papierrolle ist insofern stabil, als
entlang Czlwer‘ zu den Ma_n'telhmen nur moglich sind, nachdem die Rolle durch Knicke
lchon Faite1er Mantellinien flachgedriickt wurde. Bei Postern entstehen dann die haf-
enmuster.
1;151:13 diese Art und Weise kann man sich pl
Kugel ﬂ%“’af Zu elﬂem Kegel-, Kegelstumpf- ode
" ache aufgewickelt werden kann: Aufwic
arfen) Faltungen aufgefafit werden, wobei die .,
und bleiben. ’
;ngrtedif Fixpunktgigenschaft bei Rotationen kann auch gerechtfertigt werden, warum
Hil 1 : ngt Ge_raden.die kiirzeste Verbindung zwischen zwei ihrer Punkte sind. Genauer:
einnehn? ein Sfell an einem Ende in einem Punkt A fest, labt es alle méglichen Lagen
desmal e_n, bei q§nen es aber immer durch einen festen Punkt B geht, und markiert je-
lneare Stgne Beriihrstelle mit B: dann liegt diejenige Marke dem festen Ende auf df”
mgen n Ordnung des Seils am nichsten, die bei gerader Lage gesetzt wurde (dabei wurde
b eogm_len. Flafs das Seil zwar verzerrt werden kann, aber nur isometrisch). Das zuge-
Zierti xiom ist die Dreiecksungleichung filr Punktetripel, mit dem die Lange (rektifi-
Teil dfef) Kprven aus Streckenlingen ermittelt wird. Und zwar ist dgr unscheinbafere
aidic es A?uom_s hier wesentlich: Genau wenn die drei Punkte auf einer Geraden liegen,
kenfhfen‘smh d}e'Teilstreckenlﬁngen zur Gesamtstreckenlange. Warum ist das bei strek-
zesteoiml-gen.Llnlen <0 und nicht bei anderen? Oder anders gewendet: Warum sind kilr-
inien innerlich und duBerlich homogen”
éeil:; eine Linie Kiirzeste zwischen zwei Punkten, dann ist sie esn
ung auch fiir alle Punktepaare dazwischen.

ausibel machen, warum eine ebene

r Zylindermantel, nicht aber zu einer
keln kann als eine Folge von (nicht
Falten** (Mantellinien) Geraden sind

ach der Dreiecksun-

Abb. 57

S;i in Abb. 57 die durchgezogene Linie swischen A und B eine Kiirzeste. Ist die ge-
whche-lte Linie zwischen C und D kiirzer als (solang wie) die durchgezogene Zwi-

en ihnen, dann ist auch der Gesamtweg von A nach B iber die gestrichelte Linie
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kiirzer als (so lang wie) der iiber die durchgezogene.) Ist k eine Kiirzeste zwischen A
und B, dann auch alle ihre Bilder unter einer Rotation um die Gerade durch A und ’
B (wegen deren Homogenitat). Das Entsprechende gilt fiir alle Punktepaare auf k zwr
schen A und B, so daB ein gewisser riumlicher Bereich ,zwischen* A und' B von
lauter Kiirzesten durchzogen wird und es fiir jeden Punkt dort eine Kiirzeste glbt,.an
der er liegt. Solche erfahrungswidrigen Verhiltnisse treten nicht auf, wenn man die
Linie(n) zwischen zwei Punkten als Kiirzeste nimmt, die bei denjenigen Bewegungen
fest bleibt (bleiben), bei denen auch die beiden Punkte fest bleiben. .
Viele der bis jetzt angestellten Plausibilititsiiberlegungen iiber Eigenschaftgn von Eben
und Gerade lassen sich nur nach einer geeigneten Axiomatisierung deduktiv her'lelten.
Praktische Anwendungen der Kiirzesteneigenschaft von Geraden findet man bei der
Richtschnur des Maurers, beim Mafiband, beim Abstand, den man zu einem Ketten-
hund hdlt, bei Strafen, Kanilen und Briicken, die, sofern es das Gelande z‘uliﬁt, gerad-
linig gebaut werden, damit Bau-, Unterhaltungs- und Verkehrskosten minimal werden.

Zylinderformiger Berg
unbegehbarg ’ » Hohe = -T% -Radius
~J Steigung £ 10%

moglichst kurz

Abb. 58

Abb. 58 gibt ein Beispiel dafiir, daB in Abhéngigkeit vom Gelinde wirtschaftliche und
geometrische Kiirzeste keineswegs identisch sein miissen. Auf vorgegebenen Flichen )
sind Kiirzeste meist sowieso alles andere als Geraden. Auf abwickelbaren Flichen (W}lf'
fel, Zylinder) findet man die Kiirzeste zwischen zwei Punkten durch geeignetes Abwik-
keln, Einzeichnen der Strecke in der Ebene und wieder Aufwickeln. Auf der Kugel_
liegt die Kiirzeste zwischen zwei Punkten auf dem (einem) GroBkreis (Ebenenschnitt
durch den Mittelpunkt) zwischen ihnen. Zeichnet man eine kiirzeste Flugroute (tW2
Polroute von Europa nach Japan) auf einer ebenen Landkarte ein, ergibt sich eine kru;n
me Linie, jedenfalls bei den iiblichen Projektionen; die Metriken auf der Kugel und au
der Karte sind nicht euklidisch. _

— Wie schwierig es ist, ohne Hilfsmittel (insbesondere ohne die Verwendung ZWc.elerGe.
Ebenen) eine Gerade herzustellen, mag jeder ermessen, der schon versucht hat, .eme ]
rade freihindig zu zeichnen (wobei ja sogar auch schon eine Ebene vorgegeben 1st).. Be
merkenswert ist auch die Unfihigkeit von Lebewesen, sich ohne visuelle (0. &.) Onen};er
tierungshilfen geradeaus zu bewegen. Der spiegelsymmetrische Korperbau des Mensc
(und der meisten beweglichen Tiere) ist zwar fiir dje tigliche Auseinandersetzun'g mit .
der Umwelt hinreichend genau. Innerhalb dieser Genauigkeit kann jedoch beiSPlelswe'f-
¢ die Schrittliinge des linken Beins die des rechten durchschnittlich um 1 mm iibertre
fen. Der bei einem Marsch im Dunkeln eingeschlagene Weg wird also nicht von homo”
genen Bedingungen erzeugt. Die Spur ergibt etwa einen Kreis, der schon nach 800 ™
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;:}eldzgesc.hl;ssen ﬁlst, weil sie zwar wegen der ungefihr konstanten Schrittlinge inner-
,aber nicht duferlich (beziglich der linken und echten Seit i
A iigl rechten Seite) homogen ist (nach
;e f;hheﬂmh werden Formen geradlinig, wenn sie entlang der Schwerelinien gebaut
stimen, gntlang dem Senkblei: Pfahlbauten, Hiuserwinde, Mobel, Masten (auch Baum-
o IT}e hln gew1sser. Realisierungsgiite), usw. Diese Geradlinigkeit ist aber physikalisch,
o tmc t geome’frlsch begriindet: Wiren die Schwerelinien gekrimmt, dann miifiten
ragenden Teile einer Konstruktion auch entsprechend gekriimmt sein.

gl:shffl})ﬁnlim:e: Sie, bzw. die Schraubenflache, kommt vor als Wendeltreppe, Rutsch-
ter S’chrz bmed‘“he Schnecke, Fleischwolf, Schraube und Mutter, Druckerpresse, Kel-
daf,lken ZI?HVBISChluﬁ, KOrkep11eher, Sprungfeder, Federwaage, usw. Grundlegende Ge-
Iweck von SerSteliung Uﬂd l.zingenberechnung finden sich in (Schreiber 1978b). Der
transport; Chfa“berﬂlnleg ist es, daf an ihnen Gegenst'zinde in bestimmte Richtungen
recht Zurl'errt wer den' und die dabei beteiligten Krifte bzw. Bewegungen moglichst senk-
in sich undr;“SPOftHChtung stehen. [hre geometrische Funktion ist die Beweglichkeit
benlinien < er Tr anspprt eines (gedachten) Zylinders entlang der Schraubachse. Schrau-
sonders dsmlq 3Uf8'eWIC¥(e1te Preiecke, die ihrerseits Schnitte schiefer Ebenen sind. Be-
queme U eut ‘_Ch wird dies bei Wendeltreppe und Rutschbahn. Deren Hauptzweck, be-

¢ Uberwindung von Hohenunterschieden (kein freier Fall, kein Bergsteigen), wilr-

d : .
¢ auch von einer schiefen Ebene mit bzw. ohne Stufen erfiillt. Aus Platzgriinden wird

d :
ese um eine Achse gewickelt. Die durch die Krummlinigkeit der Bewegung auftreten-
lissigt werden. Dafiir konnen sinn-

v;ﬁ {(Jrafte konnen fir diese Betrachtungen vernach
ntersuchungen iiber Windungszahl, Anzahl und Form der Stufen usw. angeschlos-

sen werden.
~ Eine Archimedische Schnecke ist einé Schraubenfliche (,,zusammengesetzt“ aus

:cn}:;:lslcb}‘i:_lin_ien)., die in ein Rohr eingelagert ist. Zur Wasserforderung wird sie mit einem

Se Was ag in ein Gewisser gelegt, und durch Rotation um ihre Achse transportiert

IIEide]:'er an lhf anderes Ende, d. h. nach oben. Diese Transportart wird auch fur Ge-
dner bei der Erte oder fiir Sand angewendet, WO die Abdichtungsprobleme we-

Tuger ausgeprigt sind als beim Wasser.

Abb, 59

die Schwerkraft selbst ausgenutzt: Wenn
r Windung der Schraubenfliche befindet,
je ein; es liegt in der Windung, in der
nnenseite. Steht das

g:;;fberwindung der Schwerkraft wird dabei
N ransportgut sich irgendwo im Rohr in eine
“m.mt es die beziiglich der Schwerkraft tiefste Stel

sich gerade befindet, auf der Schraubfliiche bzw. auf der Rohri
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Rohr senkrecht, rutscht das Gut entlang der Fliche nach unten (Haftreibung sei ver-
nachléssigt). Liegt das Rohr waagrecht, dann liegt das Gut im Rohr auf der Unterseite.
Auch wenn man dann das Rohr ruckartig in Achsenrichtung stofien wiirde, so wiirde
das Gut doch in jeder Windung von der Schraubenfliche festgehalten. Hebt man das
Rohr nun stetig an, so wirkt die Schraubenfliche eine zeitlang immer noch in jeder
Windung wie zwei Winde und nicht als Rutschbahn. .
Fiir eine Schraubenlinie mit Radius r und Ganghohe g besteht folgender geometri-
scher Sachverhalt: Legt man durch ihre Achse eine Ebene, dann schneidet die Schrau-
benlinie diese in endlich vielen Punkten auf den beiden Parallelen zur Achse im Ab-
stand r, wobei die Punkte jeweils im Abstand g aufgereiht sind. Lt man nun ‘
die Schraubenlinie gleichmiiig um die Achse ortsfest (') mit der Winkelgeschwindig-
keit w rotieren, dann bewegen sich die Schnittpunkte mit der Geschwindigkeit wg
auf den Parallelen. Man kann das leicht am einfachen Korkenzieher oder ¢inem ‘
Schraubengewinde realisieren, indem man einen Finger auf die Schraubenlinie legt, unc
diese mit der anderen Hand (scheinbar) ortsfest rotieren lagt. Nach geniigend vielen Un
drehungen stellt man fest, daf der Finger die ganze Schraubenlinie durchlaufen hat.
Auf dieselbe Art und Weise wird beim Stromzihler die stetige Rotation einer Schrau-
benfliche in eine diskrete Rotation einer Zzhlscheibe verwandelt.

— Auch der Korkenzieher mit Aufsatz funktioniert nach diesem Prinzip.

D

Abb. 60

Zuniichst wird er in den Korken eingedreht und dic Rotation dann fortgesetzt. Wegen
des festen Sitzes im Flaschenhals kann der Kork nicht mitrotieren, er wird in Richtung
der Schraubachse aus der Flasche transportiert und befindet sich dann im Gerat. Def
Ring am Ende des Geriits ist 50 eng, daf der Korken bei der Rotation in der anderen
Richtung ebenfalls nicht mitrotieren kann, sondern entlang der Schraubachse wieder
aus dem Gerit herausgeschafft wird. :

— Die gleiche Uberlegung gilt bei der Archimedischen Schnecke: Das Gut nimmt 10
Rohr die tiefste Lage ein, die die Schraubenfliche zulift. D. h. es befindet sich
immer in der Ebene, die durch die Achse und die Schwerelinien festgelegt ist, und
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wird dann bei der Rotation nach oben bewegt. So verhalten sich nicht nur Punkte
auf Ebenen und Schraubenlinien, sondern auch Ansammiungen ausgedehnter Korper
au_f Schraubenflichen. Dahinter wiederum steht das Prinzip der schiefen Ebene:
Wird eine schiefe Ebene waagrecht in einen Sandhaufen an einer in der Senkrechten
beweglichen Wand geschoben, dann wird der Sand hochgehoben.

Abb. 61 }W} —~ —

~ Bei Wendeltreppe, Rutschbahn und Archimedischer Schnecke ist die Homogenitat

der Schraubenlinie zwar sinnvoll, aber nicht streng
sogar der Radius konnten durchaus in gewissen Grenzen variieren.
variieren beide Grofen tatsichlich:

funktional; die Ganghohe, teilweise
Beim Fieischwolf

Z

Abb. 62

I RjCht“ng Ausgang wird der Radius der Schraubenfliche grofier und die Ganghohe
Keiner, so daf fiir die durchgedrehten Brocken immer weniger Platz zur Verfiigung
steht. Hier ist es auch nicht die Schwerkraft, sondern der Druck der nachgeschobenen
Tetile, der verhindert, daf® die Brocken im Fleischwolf mit der Schraubenflache ortsfest
Iotieren.

= BeiDruckerpressen, Keltern, Schrauben,Schr
dle. Homogenitit unverzichtbar, da diese Schrau
frei beweglich sein miissen. Ihr FunktionsprinZip, aufgrund dessen Teile fest miteinan-
der verbunden bzw. aufeinander gedriickt werden, ist folgendes: Mit Kleiner Ganghdhe
und damit kleinem Neigungswinkel wird erreicht, daf eine in Richtung der Schraub-
achse wirkende Kraft fast senkrecht auf der moglichen Bewegungsrichtung der Schrau-
bung steht und damit i. a. nicht zu einer lockernden Bewegung qusreicht bzw. sich nur
schwer einer festdrehenden Bewegung widersetzen kann.
~ Eine geometrische Funktion, bei der sowohl Schraubenflachen, als auch Schrauben-
linien verwendet werden konnen (und auch verwendet werden), ist das Eindrehen in
einen Korken. Bei Korkenziehern mit einer Schraubenfliche ist die Schraubachse als
Materieller Zylinder realisiert. Sie schneiden daher aus dem Korken ein in der Mitte
Zylinderformiges Loch aus; und die Gefahr ist nicht gering, dafB sie beim Ziehen aus
dem Korken gerissen werden. Tatsichlich enzieher mit einer

aubverschliissen und Korkenziehern ist
penlinien (bzw. -flichen) in ihrem Lager

funktionieren die Kork
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Schrauben/inie besser. Thre Herstellung ist auch schwieriger, und sie sind teurer.

— Sprungfedern und Federwaage schlieflich funktionieren dadurch, daf bei etwa kon-
stanter Gesamtlange Radius und Ganghdhe variabe] sind.

Schraubenlinien sind noch insofern von besonderem Interesse, als an thnen das Problen
der Raumorientierung entwickelt werden kann (vgl. auch Lernziel 3.1, Teil d)).

¢) Starrer Korper: Bekanntlich gibt es in unserer Umwelt keine starren Kérper; die
Form eines jeden Korpers dndert sich unter mechanischen, Wirme- oder chemischen
Einfliissen: Bruchtests in der Industrie, Motoradhelm, Mértel beim Bau, Gelenkmech?
nismen, Bremsflissigkeit, Springen eines Balls, bewegliche Lager unter Briicken, Schwi
rigkeiten beim Schlieflen mit einem angewirmten Schliissel in einem kalten SchlofS_,
Zahnweh bei extremen Temperaturen im Mund, wenn Plombe und Zahnschmelz sich
verschieden stark ausdehnen, Uberginge zwischen Aggregatzustinden, Einwirkungen
durch Feuer, Sduren, Rost, Legierungen. Entsprechend haben sich auch in der Natur
mehr oder weniger feste Korper ausgebildet: Eierschale, Chitinpanzer, Holz, Knochen,
Zellwand: Bisweilen ist das Fehlen von Starrheit funktional: Pflanzenstengel, Knochen
gelenk, Haut. _

Die Begriffsbildung des starren Korpers stoft auf besondere Schwierigkeiten, Wfill zut
Feststellung von Starrheit bereits der Kongruenzbegriff notwendig ist, dieser seu}.erseIts
in einer operativen, wirklichkeitsbezogenen Geometrie nicht ohne den starren KOIPer
gewonnen werden kann. Dariiber hinaus erscheint es geboten, nicht von der Idee eInes
absolut starren Korpers, sondern von relativ zueinander starren Korpern zu sprechen,
deren Forminderungsverhalten (z. B. bei Temperaturinderung) gleichartig ist, s0 fiaﬁ
z. B. zwei auf zwei Koérpern markierte kongruente Strecken kongruent bleiben. Die E)}t
haustion der Idee, die Steigerung der Realisationsgiite, findet durch Auswahl, uﬂd_ auc
durch Hirtung von Stoffen statt. Das sind Vorginge, bei denen es sich nicht um f.flﬂe'
Verwirklichung von Homogenititsprinzipien handelt. Diese ganze Problematik wird in
(OAG) ausfiihrlicher abgehandelt. ,
Wichtig ist der Begriff der »partiellen® Starrheit bei GuBmaterial (Gips, Mortel, Eisen).
bei Gelenkmechanismen (Zirkel, Storchenschnabel, Zollstock, Speichen am Regen-
schirm, gefaltetes Papier, Eisenbahnzug, Gelenkomnibus, Getriebe), bei elastischen
Koérpern (gerolltes Papier, Malband, F liissigkeit zum Volumenmessung oder als Brem$
flissigkeit) (vgl. auch (Freudenthal 1977)). Jegliche Geometrie des Passens setzt _de“
starren Korper voraus, aber in der Realitit kénnen entsprechende Operationen eigent:
lich fast nur mit partiell starren Korpern ausgefiihrt werden.

3.6 Asthetische Momente der Geometrie erfahren

Fiir diesen Bereich erwihne ich:

Band- und Flichenomamente (Mosaike, Kartoffeldruck), unsymmetrische, spiegel-
dreh-, schub., streckensymmetrische Zeichnungen mit und ohne Gerit, kﬁfPefhaﬂe_
geometrische Formen aus allefle; Material herstetlen, Gegenstinde aus Papier falt.en, f.
kiinstlerische Darstellungen auf ihren geometrischen Gehalt untersuchen, z. B. B‘_ldau ,
teilungen, Proportionen, Fluchtlinien, Symmetrien, arabische Omamente, und nicht 2%
letzt die topologisch-geometrischen Tauschungen des M.C Escher.
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Mit ge()_metrischen Kategorien allein soll und kann eine kiinstlerische Darstellung aller-
dings nicht betrachtet werden, sie konnen aber anregend und hilfreich sein.

Tiefe‘r liegende Aspekte sind etwa:
— Die Rolle der Symmetrie in Kunstwerken: Durch Wiederholung von Mustern wird

eine Uberladung mit ,,Information™ vermieden. Diese Wiederholungen brauchen nicht
kﬂngruem zu sein; sie konnen auch nur shnlich, nur affin, nur hom&omorph sein. Fast
immer wird jedoch mit Asymmetrien eine zu perfekte Symmetrie durchbrochen, damit
das Werk nicht langweilig, nicht Wlischeehaft wirkt (vgl. (Weyl 1952/1955)) oder damit
d_“’ Menschen nicht mit kiinstlerischer Vollkommenheit den Argwohn der Gotter auf
sich ziehen.

o Das_ Material, mit dem Kunstwerke hergestellt werden,
Wie wirken sich seine Homogenititen (ebene Fliche der L
rung von Holz, Farbe oder Bronze als homogene Masse) und In
einer Fliiche, Farbmuster eines Marmorsteins) auf das Werk aus?
- Qas Wesen einer kiinstlerischen Darstellung, mag sie noch so wirklichkeitstreu sein,
ist die kiinstlerische Idee, die in das Werk eingebracht wird. Insofern ist jegliches Kunst-

schaffen geometrischem Handeln verwandt.

setzt Rahmenbedingungen.
einwand, gleichmifige Mase-
homogenititen (Rauheit

‘;{’S‘fhlieﬁ ende Bemerkungen zu den Lernzielen
ie Proportionen bei dieser ganzen Diskussion entsprechen nicht dem herkommlichen

GU, auch nicht einem GU, in dem das POB voll wirksam ist, sondern eher, kurz gesagt,
dem Teil, der durch das POB eingebracht werden kann. Die Zuordnung der Beispiele
w den Lernzielen ist nicht eindeutig. Das liegt daran, daf die Grundtitigkeiten nicht
isoliert durchgefiihrt werden konnen, sondern ineinander ibergehen.
Nur scheinbar beziehen sich die meisten Beispiele nicht auf den GU der Primarstufe.
Tatsichlich konnen und sollen jedoch bereits dort Grundlagen geschaffen werden, in-
dem geometrische Phanomene aus der Umwelt der Schiiler in den GU eingebracht.
Zwecke analysiert und alternative Formen diskutiert werden, zunichst nur qualitativ.
Auch fiir die Sekundarstufe I erscheinen manche der Vorschlage als zu anspruchsvoll.
H‘{fe Realisierung im Unterricht braucht jedoch jeweils nur s0 weit getrieben Zu werden.
wie es fiir den Leistungsstand der Schiiler und die 7ielsetzung angemessen ist. Mit der
mz.mchmal sehr ausfihrlichen Behandlung sollte lediglich die Tragfahigkeit dieser Bei-
Spl.ele und des POB fiir den GU aufgezeigt werden. Andererseits konnten einige dieser
Beispiele auch noch erheblich vertieft werden.

Beitrag leisten zum

Selb§t\ferst%ir1d1ich soll und kann der GU auch emnen wesentlichen :
Erreichen der anfangs zitierten Lernziele des MU und dariiber hinaus noch allgemeinerer

Ziele des Schulunterrichts (z. B. Wille zum Problemldsen, Freude am Lemmen, soziale
Haltungen, motorische Fertigkeiten, . - - ). Es sollten hier aber weniger die geometne:
spezifischen Beitrige zu allgemeinen 1 emzielen, sondern geometriespeziﬁsche Lernziele

selbst diskutiert werden. Es ist durchaus moglich, dab etwa mit Zweckanalysen und
es Verhalten und Argumentationsfahigkeit

EHF.“"iCkehl von Herstellvorschriften kreativ : '
gefordert werden, und zwar in einer unmittelbarer praktisch ausnutzbaren Weise als bei
; daB echter (nicht aufgesetzter) Umwelt-

der Losung innermathematischer Probleme, ode uigesel:
bezug im GU ein besonders wirkungsvoller Faktor intrinsischer Motivation ist und da-
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mit auch die Erreichung wichtiger affektiver Ziele unterstiitzt. Diese Fragen sind jedoch
nicht Gegenstand der Erérterungen gewesen; sie miifiten noch gesondert untersucht wer

4. Zusammenfassung

1. Ziel: Der GU soll den Schiiler befdhigen, den wirklichen Raum zu strukturieren und
die Nutzbarkeit dieser Struktur zu erforschen. Speziell soll der Schiiler

2) GS durchschauen und sich vorstellen konnen,

b) den Zweck und die Zweckhaftigkeit von GSn erkennen und beschreiben konnen,
¢) GS her- und darstellen konnen (dreidimensional, eben, sprachlich, numerisch, ana-
lytisch, algebraisch, axiomatisch-deduktiv),

d) geometrische und auflergeometrische Probleme (geometrisch) losen konnen,

¢) ein System geometrischer Begriffe bilden,

f) dsthetische Momente der Geometrie erfahren.

2. Das POB im GU: Von bestimmten Zwecken ausgehend werden Normen zur Her-
stellung von Formen entwickelt, die jene Zwecke erfiillen. Die Normen, zumeist HO-.
mogeniti tsforderungen, werden in Handlungsvorschriften zu ihrer exhaustiven Reali

sierung umgesetzt und sind damit inhaltliche Grundlage der ihnen entsprechenden Be-
griffe.

3. Zentrale Ideen in der Geometrie:

a) Homogenitit (Ununterscheidbarkeit), insbesondere Symmetrie,
b) Exhaustion, insbesondere Approximation und Modelibildung,
c) (partiell) starrer Korper (Kongruenz),

d) Passen zwecks (1) eingeschrinkter Beweglichkeit, (2) Optimierung, (3) Messen (Koo
gruenz),

4. Einige Prinzipien fiir den GU: hift
a) Standiger Wirklichkeitsbezug (mit Zweck-, Funktionsanalysen und Herstellvorsc

b) integrative Organisation mit MU und anderen Fachern, auch als Projekiunterrichta
¢) Realisierung geometrischer Ideen durch Modelle,
d) Betonung der dreidimensionalen Natur des Raums,

e) Einsatz der kinematischen Anschauung (mit diskreter oder kontinuierlicher Folge
von Zustanden),

f) Behandlung vor allem kiinstlicher Fo
Alltag,

8) Aufmerksamkeit auf die Gijte VO
Sinn),

h) Rechtfertigung von Axiomen.

, ‘ciarten
rmen aus dem mehr oder weniger technisier

- itester
n Herstellverfahren und Herstellungen (im weites

5. Verwendete Abkiirzungen

GS  geometrische Sachverhalte
GU Geometrieunterricht,

MU Mathematikunterricht,
OAG Operative Anflinge der Geometrie,

OB operative Begriffsbildung,

POB Prinzip der operativen Begriffsbildung,
86
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