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Abbildungsgeometrie in der didaktischen
Diskussion

Peter BENDER, Kassel

Kaum ein Inhalt des Mathematikunterrichts erfreut sich
derzeit einer so dauerhaften Ruhe in der Diskussion in der
deutschen Mathematikdidaktikoffentlichkeit wie die Geo-
metrie: Es ist weitgehend unumstritten, daB Geometrieun-
terricht stattfinden soll, eine Propideutik in der Primarstufe
(und) bis zum 6. Schuljahr und ein mehr systematischer
Durchgang in der Sekundarstufe I. Dabei sind (die) zentra-
le(n) Objekte der Beschiftigung geometrische Abbildun-
gen. Das heift dann ,,Abbildungsgeometrie, ,,abbildungs-
geometrische Methode“ oder , Abbildungsmethode*
(Bosch 1933b, Faber 1956, Brankamp 1958).

Es ist kein grofies Geheimnis, daf3 die Schulwirklichkeit
dem im Schrifttum manifestierten Anspruch an Umfang
und Inhalt des Geometrieunterrichts kaum gerecht wird.
Warum Lehrer dazu neigen, gerade den Geometrieanteil
am Mathematikunterricht zu kiirzen, wenn sich im Laufe
des Schuljahrs Zeitmangel einstellt (oder auch ohne Not),
hat vielerlei Ursachen: Isolierung der Geometrie vom rest-
lichen Stoff, fehlender bzw. oberflichlicher Wirklichkeits-
bezug, schlechtere und aufwendigere Effektivititskontroll-
und LeistungsmeBmoglichkeiten, gerade in der Abbil-
dungsgeometrie eine fiir Lehrer und Schiiler anspruchsvolle
Begrifflichkeit usw.

Es fehlt keineswegs an inhaltlichen und methodischen
Vorschliigen zur Modifizierung des Geometrieunterrichts,
insbesondere auch durch Realititsbezug — das Axiom der
abbildungsgeometrischen Methode bleibt dabei aber regel-
miiBig unangetastet.

Im folgenden mochte ich den historischen Gang der
didaktischen Diskussion in Deutschland iiber die Abbil-
dungsgeometrie nachvollziehen und die fiir sie vorgebrach-
ten Argumente einer kritischen Priifung unterziehen. Ich
komme dabei zu dem Ergebnis, daB die mit der Abbil-
dungsmethode angestrebte Verbesserung des Geometrie-
unterrichts nicht im versprochenen Umfang stattgefunden
hat und in diesem Umfang gar nicht stattfinden konnte.
Dazu gehe ich in folgenden Schritten vor:

1. Was ist eigentlich Abbildungsgeometrie?
2. Wie bzw. mit welchen Begriindungen ist die Abbildungs-
geometrie in die Schule gekommen?
2.1 Anféinge der ,Bewegungs‘geometrie (ca. 1870 bis ca.
1930)

2.2 Zur Rolle Kleins und des Erlanger Programms

2.3 Erste Bemithungen um Abbildungsgeometrie (ca.
1930 bis ca. 1955)

2.4 Abbildungsgeometrie, axiomatisch (ca. 1955 bis ca.
1970)

2.5 Abbildungsgeometrie, strukturmathematisch (ca.
1965 bis heute)

2.6 Zusammenfassung der Begriindungen
3. Ist Abbildungsgeometrie in der Sekundarstufe 1 didak-

tisch sinnvoll?
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Analysen

1. Was ist eigentlich Abbildungsgeometrie?
Abbildungsgeometrie treiben heift (in einer leichten
Generalisierung dessen, was es im Schulunterricht bedeu-
ten soll): Operationen von Gruppen auf geometrischen
Réaumen untersuchen, wobei es wesentlich um Untergrup-
pen und deren Invarianten geht. In der Schule wird heutzu-
tage fast ausschlieBlich die euklidische Ebene und die
Gruppe ihrer geradentreuen bzw. oft nur ihrer lingen-
treuen Permutationen behandelt. Das Schwergewicht der
Betrachtungen liegt - in den iblichen verbindlichen Lehr-
gingen — eindeutig auf der Struktur des Raums, auf dem
operiert wird, und weniger auf der der Gruppe, die ope-
riert. D.h. die Unterrichtsobjekte sind weniger die Unter-
gruppen der Abbildungsgruppe und mehr die Teilmengen
der Ebene, aber durchaus auf Elemente der Abbildungs-
gruppe bezogen, also Fixpunktmengen, Fixmengen (sym-
metrische Figuren) und invariante Funktionale (Flichenin-
halt, WinkelmaB3, Linge).

Eine genetische, begriffssystematische (nicht mathemati-
sche!} Komplizierung tritt nun dann noch ein, wenn die
Definition des zugrundeliegenden Raums mittels eines
Axiomensystems vorgenommen wird, das bereits Axiome
iiber Abbildungen enthilt. Wihrend etwa HILBERT zuerst
den euklidischen Raum definiert, Kongruenz als Grundbe-
griff verwendet, eher beildufig feststellt, daB durch zwei
hinreichend allgemeine kongruente Punktmengen eine
Kongruenzabbildung des ganzen Raums auf sich selbst
bestimmt ist (Hilbert 1899/1972, S. 271.), und damit die
Maoglichkeit eréffnet, zu untersuchen, wie solche {(und alige-
meinere) Abbildungen auf dem Raum operieren, sind
diese z.B. bei WILLERs (1922) bereits Konstituenten des
Axiomensystems, und der Begriff der Kongruenz ist ein
aus ihnen abgeleiteter.

Nun ist Abbildungsgeometrie in dieser (schirferen oder
schwicheren) Auspragung nicht lediglich eine Hintergrund-
theorie (etwa im Sinne BECKERs 1977) fiir die Geometrie im
Unterricht, sondern eine Zielgeometrie (s. Bigalke/Hase-
mann 1978, S. 195), selbstredend in Sprache, Umfang usw.
fiir Schiiler modifiziert.

Es ist — wenigstens heutzutage - eine mathematikdidakti-
sche Trivialitat, daB die Begriffe der Abbildungsgeometrie
bei den Schiilern durch handelnden Umgang mit realen
Objekten anzubahnen sind. Es liegt nahe, hierfiir Elemen-
tarkinematik zu treiben.

Die Kinematik befaBt sich mit Bewegungen, das sind
Abbildungen der folgenden Form (gleich etwas speziali-
siert): Sei E der euklidische Raum, FcE eine Figur (Teil-
menge), I das reelle Einheitsintervall, dann heiBt eine
stetige, hinreichend oft differenzierbare Abbildung
b:FxI-E Bewegung, falls b(F.O)=F, b(F,t) kongruent zu
F fiir alle tel und die Geschwindigkeit jedes Punkts kon-
stant ist. Zur Elementarkinematik sollen nur solche Bewe-
gungen gehoren, fiir die der Weg jedes Punktes PeF (die
orientierte Menge b(PxI)) konstante Kriimmung und Win-
dung hat, also eine Schraubenlinie (mit den Spezialfillen
der Geraden und des Kreises) ist. AuBerdem sind auch
Hintereinanderausfithrungen mit geeigneten Parametrisie-
rungen solcher Bewegungen zugelassen.

Da Elementarkinematik in der Schule regelmiBig nur in
der euklidischen Ebene getrieben wird, gibt es zunichst nur
Translationen und Rotationen. Zugleich wird dabei die
Moglichkeit eroffnet, Spiegelungen einzufiihren: Die Ebene
ist in den Raum eingebettet, die Figur F wird dann im
Raum um die Spiegelachse rotiert, die in der Ebene liegt.
Wesentlich ist, da b(F,1) wieder eine Teilmenge der
Ebene ist.

Bei zeichnerischen Konstruktionen kann man sich mit
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einem solchen Verlassen der Ebene nicht mehr helfen. Da
nun aber (auch schon bei Translation und Rotation mog-
lich) die Figuren nicht mehr als Ganzes, sondern punkt-
weise bewegt werden, kann man Spiegelungen dann doch
kompiett in der Ebene durchfiihren, nimlich die Punkte auf
Geraden senkrecht zur Spiegelachse mit konstanter
Geschwindigkeit transportieren, wobei allerdings die Zwi-
schenfiguren nicht mehr kongruent zu F sind. Solche
Abbildungen sg:FxI>E, wo fiir jeden Punkt P von F der
Weg sg(PxI) die Strecke ist, die senkrecht auf der Spiegel-
achse g steht und die Linge 2-d(P,g) hat, solien ebenfalls
zur Elementarkinematik zihlen. Auf naheliegende Weise
lassen sich auch zentrische Streckung, Scherung, Schrig-
spiegelung usw. elementarkinematisch auffassen.

In der Schule werden zu vorgegebenen Paaren von Figu-
ren elementarkinematische Bewegungen gesucht, die diese
ineinander dberfiihren, bzw. fiir solche Bewegungen werden
Beziehungen zwischen Anfangs- und Endlage betrachtet.
Elementarkinematik wird dabei anschaulich und ganz ohne
den ihr adiquaten mathematischen Abbildungsbegriff
getrieben. Wenn ich im weiteren Verlauf dieser Arbeit von
-Bewegungs‘geometrie rede, so sind damit Elementarkine-
matik nebst Weiterentwicklungen gemeint.

Anders als bei der Elementarkinematik soll bei der
Abbildungsgeometrie der voll ausgebildete Abbildungsbe-
griff wesentlicher Bestandeteil sein: Definitions- und Werte-
bereich sind hier sogar identisch, sie sind der (zwei- oder
dreidimensionale) euklidische Raum (und nicht beschrink-
te Figuren), und es kommt nicht im geringsten auf irgend-
welche stetige Ubergz’inge zwischen Ur- und Bildfiguren an.
SchlieBlich sind die geometrischen Abbildungen Gruppen-
elemente, mit denen zhnlich wie mit Zahlen zu operieren
1st,

Noch ein Wort zur Bezeichnungsweise: In der ilteren
Literatur wird zwischen Funktion mit reellzahligem Werte-
bereich und Abbildung als geometrischer Transformation
unterschieden. Ich gebrauche die Begriffe ,Funktion und
-Abbildung' synonym und verwende ,geometrische Abbil-
dung’ im Sinne der soeben erklirten Abbildungsgeometrie.

2. Wie bzw. mit welcher Begriindung ist die Abbildungsgeo-
metrie in die Schule gekommen?
In vielen Arbeiten wird mehr oder weniger direkt KLEIN,
oft speziell wegen seiner mathematischen Arbeit »Erlanger
Programm™ (Klein 1872/ 1921) und der Meraner Reform-
vorschlige (Gutzmer 1908/1980), die Einfithrung der Abbil-
dungsgeometrie in den Unterricht zugeschrieben, etwa:
Baumsteiger 1949, Sengenhorst 1955, Niebel 1956, Michel
1938, Steiner 1966, S. 218. Griesel 1967, Lenné 1969 S.
266, Picker 1971, Palzkill/Schwirtz 1971, 5. 43 u.v.a, ’
Tatsdchlich hat Klein einen im Vergleich zu anderen
Mathematikern des 19, Jahrhunderts grogen EinfluB auf
den Mathematikunterricht an den deutschen hoheren Schu-
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So wenig wie dort steht in den Meraner Vorschligen
etwas von Abbildungsgeometrie, und die Idee, den Trans-
formationen beim Geometrietreiben eine zentrale Rolle
einzurdumen, war schon vor Klein in der Mathematik weit
entwickelt und verbreitet und — unabhingig von Klein —
bereits in Schulbiichern verwertet. Im Erlanger Programm
geht es, grob gesagt, um die Abbildungsgeometrie der
Projektiven Geometrie.

2.1 Anfiinge der ,,Bewegungs“geometrie (ca. 1870 bis ca.
1930

J edeilfalls versucht WOLFF in seinem Vortrag auf der Jah-
resversammlung 1933 des Fordervereins die Akzente dahin-
gehend zurechtzuriicken (Wolff 1933): ,,. . . Es blieb ein
letzter Schritt iibrig, ndmlich alle Geometrie zu klassifizie-
ren. Diesen Schritt vollbrachte Felix Klein . . . Wir miissen
uns hier iiberlegen, ob wir den Soennecken-Ordner des
Erlanger Programms in die Schule einfithren wollen, und
wenn ja, in welchem AusmaB“ (S. 336). Er weist darauf
hin, daB bereits in den 70er Jahren des 19. Jahrhunderts
diskutiert wurde, ob die ,,neuere Geometrie* in den Schul-
unterricht einzubringen sei (Sturm 1870, ZMNU 1876,
Hauck 1877, Schiegel 1877 u.a.). Dabei handelt es sich
wesentlich um den Transformations- und Verwandtschafts-
gedanken. Der Begriff der Verwandtschaft ist schon 1827
von MoB1us eingefiihrt worden (Wolff 1933, S. 334): Zwei
Figuren heiBen (in heutiger Sprache) - z.B. affin - ver-
wandt, wenn es eine — affine — Abbildung des Raumes gibt,
die die eine auf die andere abbildet. Wolff sieht hauptsich-
lich die Arbeiten des Mathematikers FIEDLER in den 60er
Jahren des 19. Jahrhunderts und die Rede HANKELS 1869
zum Eintritt in den Tibinger Senat als Grundlage bzw.
Ausloser fiir diese Diskussion an.

Als ,.eines der dltesten deutschen Lehrbiicher, in dem der
Transformationsstandpunkt zur Geltung kommt“, nennt
Klein (1908/1925, S. 286) zwar »das unter dem Einflusse
der Mébiusschen Arbeiten geschriebene ,Lehrgebiude der
niederen Geometrie!, fiir den Unterricht an Gymnasien und
Realschulen entworfen, von C. A.Bretschneider (Jena,
Frommann 1844) .« Allerdings besteht diese Geltung ledig-
lich darin, daB, ohne weitere Beziige zum sonstigen Inhalt,
in dem Teil iiber Koordinatengeometrie die Transforma-
tinsgleichungen fiir Translation und Rotation behandelt
werden (8. 442, 445).

Erstin den 70er und 80er Jahren gibt es dann Lehrbiicher
fiir den Geometrieunterricht, in denen von der Beweglich-
keit von Figuren stirker Gebrauch gemacht wird. Bei
Kruse (1875) findet sich schon die Konstruktion eines
»Situationspunkts® bzw. einer ,,Situationsaxe* (Rotations-
Zentrum bzw. Translationsspiegelachse) fiir zwei kongru-
ente Dreiecke (S. 57) bzw. analoge Konstruktionen fiir

aquiforme Dreiecke (. 171). Ahnliches bringt MULLER
(1874, 2.B. S. 109).

Erheblich weiter gehen Henric/TREUTLEIN (1881-1883/

1901-1910): Figuren heiBen kongruent, wenn sie durch
sol‘che Bewegungen zur Deckung gebracht werden koénnen,
bei denen sie »unverindert blejben« (1. Teil, S. 16). An
Bewegungsarten werden unterschieden (in der Ebene):
,,Umgrehung“,. ,,Umwendung“, ,,Verschiebung“ und ,,Dre-
hung“, wobej ,,Umdrehung“ Zentralspiegelung und
Ibebene um eine Gerade

5 R der beim Kathetensatz (s.
). Es wird sogar festgestelit: »Die Umwendungen um
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zwei zueinander senkrechte Achsen bringen eine Figur in

dieselbe Lage wie die Umdrehung um den Schnittpunkt der

Achsen” (S. 33). Als Abbildungen werden die Bewegun-

gen allerdings lediglich im Vorwort (zur 4. Auflage) des 1.

Teils (S. III) bezeichnet. Im 2. Teil werden dann die

restlichen drei der ,vier Arten der Abbildung durch

Bestrahlung® (S. 63), nadmlich Ahnlichkeit, Affinitit und

Projektivitit, behandelt. Im 3. Teil werden die Betrachtun-

gen auf den Raum ausgedehnt, und auch die Darstellende

Geometrie wird unter dem Oberbegriff der Abbildung

behandelt.

Es handelt sich aber weder bei Henrici/Treutlein, noch
bei anderen um eine prizise Fassung des mathematischen
Abbildungsbegriffs, die ausgebildet oder gar thematisiert
werden soll. Bewegungen sind Mittel zur Herstellung und
Analyse von Verwandtschaften. Wichtig ist oft auch die
ganze Schar transformierter Figuren.

Im Vergleich zu anderen, auch zu ,bewegungs‘geome-
trisch orientierten, Schulbiichern jener Zeit stehen Henrici/
Treutlein der modernen Abbildungsgeometrie schon aus-
gesprochen nahe. Obwohl sie noch Auflagen bis 1921
erleben, ,scheinen” sie (und die anderen) ,,doch nicht die
ndtige Resonanz gefunden zu haben“ (Lietzmann 1916, S.
249). Auch weitere bis ca. 1930 erschienene Schulbiicher, in
denen ,bewegungs‘geometrische Betrachtungen mehr oder
weniger umfangreich durchgefiihrt werden bis hin zur expli-
ziten Behandlung des Gruppenbegriffs auf der Mittelstufe
(nach Fladt 1933a), setzen sich nicht durch, auch nicht die
»Raumlehre fiir den Arbeitsunterricht, durchgehend auf
Bewegung gegriindet* von Kusserow (1928), der wiederum
- besonders anschaulich im Stil von (Treutlein 1911, S.
202f.) — den kontinuierlichen Bewegungsablauf auch bei
Teilfiguren betont.

Zu beachten ist, daB das Schlagwort ,Neuere Geo-
metrie“ (0.4.) sich damals, und mit Modifikationen auch
spéter noch, auf eine irgendwie geartete ,,Uberwindung des
Euklidschen Systems* in Wissenschaft und Schule bezieht
und daB je nach Autor an folgende Verinderungen im
Unterricht gedacht ist:

a) Projektive gegeniiber Euklidischer Geometrie (z.B.
Sturm 1870, Hauck 1877, Salkowski 1924)

b) Zuriickdringung der Analytischen Geometrie (z.B.
Sturm 1870, Schlegel 1877)

<) Fusion von Geometrie und Arithmetik (z. B. Klein 1908/
1925, S. 228, Schilke 1927)

d) Fusion von Stereometrie und Planimetrie (z.B. Klein
1908/1925, S. 228)

) Betrachtung von Bewegungen und Verformungen (alle
Zitierten)

f) Verwendung des Gruppenbegriffs (z.B. Salkowski
1924)

g) Behandlung von Zusammenhingenund GesetzmiBigkei-
ten statt von Einzelheiten (zB. Sturm 1870,Hauck 1877,
Schlegel 1877)

h) Lokales Ordnen statt starrem Beweisverfahren im dau-
ernd wiederholten Dreischritt ,,Voraussetzung, Behaup-
tung, Beweis* (nach Fladt 1962, S. 444)

i) Stirkere Beriicksichtigung der Anschauung und der dar-
stellenden Geometrie (z.B. Hauck 1877, Diekmann
1893, Klein 1908/1925, S. 228, Miiller 1919)

J) Einfihrung einer Propadeutik (z. B. Treutlein 1911)

und nach einer exakteren Fassung des Abbildungsbegriffs

und der Axiomatik

k) Kongruenzabbildung, speziell Spiegelung, statt Kongru-
enz als Grundbegriff

1) Abbildungen und ihre Gruppen statt Figuren als Be-
trachtungsobjekte,

Analysen

Oft sind mehrere dieser Gesichtspunkte miteinander ver-
woben, und es ist nicht immer einfach, die Argumente
aufzutrennen und einem bestimmten Aspekt zuzuordnen.
Folgende Begriindungen (in weitem Sinne) fiir die ,Bewe-
gungs‘geometrie im Unterricht lassen sich aber ausmachen:
- die Beweglichkeit selbst (Aufhebung der ,,Starrheit*)

— der Anschlu8 an die mathematische Forschung

— groBere Allgemeinheit der Beweise

-~ Anschaulichkeit.

Gleichzeitig mit (und wohl auch geférdert durch) ,bewe-
gungs‘geometrischen Betrachtungen tritt eine gewisse Lok-
kerung der &uBerlichen Strenge im Geometrieunterricht
auf. Nach wie vor hat dieser aber die Funktion, ,,logisches,
formales Denken zu tiben* (Lenné 1969, S. 265).

2.2 Zur Rolle Kleins und des Erlanger Programms

Die letzte der fiinf Doktorthesen des 19jihrigen KLEIN (er
hat bereits mit 16 Jahren die Schule verlassen) lautet: ,Es
ist wiinschenswert, daB neben der Euklidischen Methode
neuere Methoden der Geometrie in den Unterricht auf
Gymnasien eingefithrt werden* (Klein 1868/1921, S. 49).
Dies wird in der Literatur ab und zu angefiihrt (Fladt 1962
als Motto und S. 442, Niebel 1956, S. 7, Griesel 1967,
Lorenz 1974, S. 15). Man sollte dieser These nicht allzu viel
Bedeutung beimessen. Thr Zweck war, ein Thema fiir das
Rigorosum zu liefern. Die dritte These Kleins ist z. B.: , Bei
Erklarung der Lichtphdnomene kann die Annahme eines
Lichtithers nicht umgangen werden® (Klein 1868/1921, S.
49).

Klein hat sich wohl erst um 1900 verstirkt Fragen des
Schulunterrichts zugewandt (nach Lietzmann 1955, S. 215).
Insbesondere findet sich im Erlanger Programm kein
Bezug zu diesem (einen direkten Bezug sehen jedoch Nik-
BEL [1956, S. 9], ScHuUpP [1968/1973] u.a.), und statt von
»Yerwirklichung des Erlanger Programms in der Schule
(o.4.) spricht man vielleicht besser von ,,Einbringen von
Ideen des Erlanger Programms in den Unterricht“ (o.4.).

Eine Ubersicht iiber Kleins Gedanken zum Unterricht
geben (Klein 1908/1925), S. 226ff. und auch die Meraner
Vorschldge von 1905 (Gutzmer 1908/1980). Hauptsichlich
geht es dort um Anwendungen und Infinitesimalrechnung,
wihrend der Geometrieunterricht vor allem durch die For-
derung nach Pflege der Raumanschauung und des funktio-
nalen Denkens mit erfaBt ist. Die DaMNU-Lehrplidne von
1922 und die RicHerTschen Lehrpline in PreuBen von 1925
sind ausdriicklich im Sinne jener Meraner Vorschlige
erstellt und werden auch so gesehen (Damnu 1922/1980,
Richert 1925/1980).

Klein (1908/1925, S. 228) etwa erhebt nicht die Forde-
rung nach Abbildungsgeometrie und Gruppen im Unter-
richt, sondern nach ,Beweglichkeit einer jeden Figur*.
Und ,diese Gewohnheit des funktionalen Denkens soll
auch in der Geometrie durch fortwihrende Betrachtung der
Anderungen gepflegt werden, die die ganze Sachlage durch
GroBen- und Lagendnderung im einzelnen erleidet, z. B. bei
Gestaltsinderung der Vierecke, Anderung in der gegensei-
tigen Lage zweier Kreise usw.“ (Gutzmer 1908/1980, S.
61). Das wesentliche Wortchen, das den Unterschied zur
Abbildungsgeometrie im heutigen Sinn klar gemacht, ist
Hfortwihrend* (vgl. meine Diskussion des Arguments B
[funktionales Denken] weiter unten im 3. Abschnitt).

Dieses Frageschema ,,was geschiecht mit. . ., wenn . . .
liefert bei WrrTmann (1974/1978, S. 73) eine Komponente
des sog. (erweiterten) ,,operativen Prinzips“.

Noch 1914 steht in der didaktischen Diskussion die pro-
jektive Geometrie im Vordergrund. Ihr wird (siehe Lietz-
mann 1916, S. 244) ein ganzes Heft der ZMNU (1914)

“
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gewidmet. Erst SaLkowski (1924) skizziert einen Unter-
richtsgang in Projektiver Geometrie (als For.tsetzung dfar
Darstellenden Geometrie und als Kegelschnittslehre), in
dem Gruppen eine wesentliche Ordnungsfunktion haben:
.In einem solchen Lehrgang wird zwar von Gruppentheq—
rie nicht viel die Rede sein, trotzdem ist sie es, die die
Entwicklung durchdringt und beherrscht“ (Salkowski 1924,
S.9). Durchgesetzt im Schulunterricht hat sich die Projek-
tive Geometrie allerdings schon damals nicht.

2.3 Erste Bemiihungen um Abbildungsgeometrie (ca. 1930
bis ca. 1955)

Nachdem Hitsert (1899/1972) nach wesentlichen Vorar-
beiten durch Pascu (1882) iiberhaupt ein Axiomensystem
fiir die Euklidische Geometrie und ScHur (1909) eines mit
Bewegung statt Kongruenz als Grundbegriff geliefert
haben, entwickelt WiLLERs (1922) nach Priifung mehrerer
vorliegender Axiomensysteme ein didaktisch orientiertes,
das die Spiegelung als Grundbegriff verwendet. Dieses
wird in dem grundlegenden Werk von Scuwan (1929)
weiter ausgeformt. (Hier, und nicht in dem Buch von
BacHmann (1959), das in diesem Zusammenhang éfters
erwahnt wird, ist der angemessene fachliche Hintergrund
fiir die Bestrebungen geschaffen worden, den Aufbau der
Schulgeometrie auf den Spiegelungsbegriff zu griinden.)

»Der Forderverein hat sich auf seiner Hauptversamm-
lung Ostern 1932 in Aachen mit dem Gruppenbegriff,
Ostern 1933 mit dem Abbildungsbegriff beschaftigt“
(ZMNU 1933). U.a. berichtet Fladt (1933a) iiber Schulbii-
cher und erwihnt besonders BEHREND/MORGENSTERN
(1932). wo schon in dem Teil fiir die Mittelstufe der Trans-
formations- und der Gruppengedanke voll zum Tragen
kommen. Jedoch stellt BEck (1933, S. 259) fest, daB diese
Gedanken schon bei den Lehrern langst noch nicht , leben-
diger Besitz" geworden sind.

Einige Didaktiker beteiligen sich dann an einer Ausspra-
che in der ZMNU (Beck 1933, Bosch 1933b, Fladt 1933b,
Hofmann 1933, Kerst 1933, Schiilke 1933, Dreetz 1934,
ZMNU 1934), begriiien dabej einhellig die Einfihrung der
abbildungsgeometrischen Methode schon auf der Mittel-
stufe und beurteilen lediglich die explizite Verwendung des
Gruppenbegriffs zuriickhaltender. Als Griinde werden
angefiihrt: . Ordnung; Weg zur Auffindung von Aufgaben-
losungen™, .,.Desarithmetisierung“‘, wDer Abbildungsge-
dan}(e ist dagegen geniigend bekannt (Erdkunde, Lichtbild-
projektion, Photographie!)~ (Bosch 1933b),

_ aphie!] w + . gehort
der Abbildungsbegriff in Jeden gesunden Unterricht hin-

ein”. .aber auch die Zusammensetzung der Abbildungen
soll zur Sprache kommen™, _die Zusammensetzung der
Abh:ldungen flihrt zum Gruppenbegriff- (Fladt 1933b)
+S1€ gestatten auch ohne weiteres, den geometrischer;
Lghrsmtf andem Schiiler bekannte Tatsachen und gelaufige
Vorstellungen anzukniipfen” (Hofmann 1933), , die Eigen-

: ' ziehungen mehrerer Figuren
z.uemfmdcr sind zu untersuchen*, ~gewisse Abbildungen
sind auBer§t fruchtbar . . Ordnung und Zusammenhang

- Zu bringen" (Kerst 193 ), odie Durchfiihrung des
Erlanger Programms im Unterricht ist nur eine Methode,

hsetzt* (Bosch 1933b), ,,soll

richt wie eip Ferment* durchdri
~neben der Methode der Abbi
(synthetische im Sinne von Euklj
trische im Sinne von Dandelin y
ten. . . Allerdings: die Methode

die umfassendste den erst
19330) ersten Pl

fgen und vereinfachen*,
ldungen (sollen) andere
d oder Steiner, stereome-
-a.) ihr Eigenrecht behal-
der Abbildungen wird als
atz beanspruchen“ (Fladt
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Allerdings betont BoscH (1933a, S. 216), noch einmal
ausdriicklich: ,Der Lernende erfihrt von dem tragenden
Geriist des Unterrichts (Postulate, Gruppen) nichts. Der
Lehrende aber kann es nicht entbehren.* Und es wird noch

‘weitergehend zur MiaBigung gemahnt: ,,Vom didaktischen

Standpunkte aus muB man das Bestreben, den Stqff dgs
geometrischen Schulunterrichts immer mehr unter elnhelt-
lichen Gesichtspunkten zu betrachten, in jeder Hinsicht
gutheiBen. Der Funktionsbegriff und die Bewe glichkeiE der
Figuren haben auch fiir den Schiiler Zusammenhinge
geschaffen, die fiir den Unterricht auBerordentlich frucht-
bar und belebend gewirkt haben. Auch der Abbildungsge-
danke und der Gruppenbegriff kénnen, wenn sie in der
richtigen Weise in der fiir die Schule erforderlichen
Beschréinkung den Lehrstoff durchdringen, dem Schulun-
terricht immer wieder neue AnstoBe geben. Aber man mu3
sich davor hiiten, den Aufbau des Stoffes allzu systematisch
gestalten zu wollen. Der Aufbau mu8 sich vom Schiiler her
in Etappen mit dem Endziele auf Systematik vollziehen;
KompromiBlosigkeit, von der fanatische Gruppentheoreti-
ker und Abbildner heute so gern sprechen, ist hier nicht am
Platze, sondern es gilt auch hier die Kunst zu iben, einen
Kompromi zwischen dem Bediirfnis fiir wissenschaftliche
Systematik und schiilerhafter Einfalt zu schlieBen®. Soweit
Hormanns (1933) Worte, die auch einige Jahrzehnte spéter
hétten gesprochen sein konnen.

Den Ausfiihrungen Boschs (1933a) ist auch zu entneh-
men, daB die inhaltliche Grundlage der Aussprache der
mathematische  Abbildungsbegriff (im Sinne vom
L. Abschnitt) ist. In dieser Deutlichkeit ist dieser Begriff in
der didaktischen Literatur bis dahin nicht aufgetaucht.

Die Ideologie des Nationalsozialismus unterdriickt je-
doch in der Folgezeit die von Frapr vorhergesagte Ent-
wicklung, bzw. verzogert sie um etwa zwanzi g Jahre. Seinen
Beitrag schlieBt Kerst (1933) mit: ,So sehr wertvoll und
wichtig die Abbildungsiehre fiir den Unterricht auch ist, so
ist sie doch nicht alleinseligmachend. Ist z. B., bei Vernach-
lassigung des Luftwiderstandes, der Erhebungswinkel fiir
ein Geschiitz zu bestimmen, damit bei gegebener Miin-
dungsgeschwindigkeit ein gegebenes Ziel getroffen wird, so
helfen alle Abbildungen und Gruppen nichts.“ Diese
Bemerkung ist nicht nur bezeichnend fiir den militaristi-
schen Zug jener Ideologie, sondern deutet auch schon an,
wie dort platte Anwendungsorientierung mit Theoriefeind-
lichkeit gekoppelt ist. Entsprechende Ausfiihrungen iiber
den Mathematikunterricht findet man in den Jahrgingen
der ZMNU ab 1933 reihenweise.

Im Lehrplan von 1938 (Reichsministerium 1938) liest es
sich nicht ganz so schlimm: , Das riumliche Anschauungs-
vermogen ist . . . besonders zu pflegen* (S. 188). , Mit der
Raumanschauung ist zugleich der Sinn fiir Zusammen-
hinge, Abhingigkeiten und gleitende Ubergange zu entwik-
keln. Die Schiiler sind anzuleiten, ebene und riumliche
Gebilde in sich beweglich zy sehen; der EinfluB der Veran-
der‘ng einzelner Teile einer Figur auf die GroBe der ande-
ren ist deutlich zu machen. Selbstgefertigte bewegliche
Modelle helfen dem Schiiler mehr und mehr dazu, in nicht-
Stfirre_n Raumgebilden denken zu lernen. In dem MabBe,
wie dlgses Ziel erreicht werden wird, treten auch hier die
Hilfsmittel zuriick. Projektionen von Raummodellen aus
g;aben _smd wirklich d_urchzufiihren (Sonne, Bogenlampe

ne Linse). Immer wieder muB darauf hingewiesen wer-

der Schiiler Verstindnis gewinne
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und ganze Gruppen von Bewegungsvorgéngen® (S. 191).
Also: Ganz im Sinne der Meraner Vorschléige und sogar mit
einer Andeutung des Gruppenbegriffs!

Im Stoffverteilungsplan (S. 194ff.) nehmen die geometri-
schen Inhalte, insbesondere die Darstellende Geometrie,
einen vergleichsweise groBen Anteil ein, und ,die dem
Stoffverteilungsplan der einzelnen Klassen beigefiigten
Anwendungsgebiete, (die) . . . als verbindlich zu betrach-
ten (S. 194) sind, beziehen sich (in der Mittelstufe aus-
schlieBlich) auf die Geometrie: ,,Schiffsortung, Flugzeugor-

tung, . . . Vermessungsaufgaben im Freien, . . . Karten-
kunde, . . . behelfsmiBige Mittel der Entfernungsmessung,
. .. die Lehre vom Wurf, . . . SchallmeBverfahren, . . .

Bildmessung* (S. 195ff). Allerdings steht auch dies (wie
das Verhiltnis 5:3 der Stundenzahl von Leibesiibungen zu
der von Mathematik oder die Verkiirzung der Schulzeit auf
acht Jahre) offensichtlich im Dienste einer Militarisierung
des Volks. )

BauMSTEIGER (1949) zitiert und diskutiert auch ,.die

mathematischen Ubergangslehrpline fiir die Hoheren Schu-
len in der Nord-Rheinprovinz vom Oktober 1945“. Dort
»wird u.a. das ,Erfassen mathematischer Zusammenhiinge
in Form der Funktion, der Abbildung und der Transforma-
tion‘ verlangt. ,Im Mittelpunkt des mathematischen Unter-
richts der Mittel- und Oberstufe steht der Funktions- und
Abbildungsbegriff.c Etwas weiter heiBt es, daB durch ,die
Projektionslehre (Eintafelprojektion, . . .)* das Anschau-
ungsvermdgen vertieft werden soll*.
Er unterscheidet zwischen ,,Abbildung® (z.B. Zweitafel-
projektion eines dreidimensionalen Kérpers), ,,Verwandt-
schaft“ (Relation zwischen Urbild und Bild bei z.B. einer
solchen Zweitafelprojektion, wobei das Urbild eine ebene
Flidche am abzubildenden Korper ist), ,, Transformation®
(,Abbildung* in der analytischen Geometrie) und ,, Allge-
meines Abbildungsprinzip“ (nicht ganz verstindlich, még-
licherweise eine Vorform des mathematischen Abbildungs-
begriffs). Mit dieser Begrifflichkeit steht Baumsteiger kei-
neswegs allein; sie stiitzt sich méglicherweise auf HENricY
TrREUTLEIN (1881-1883/1901-1910). Und speziell mit sei-
nem Transformationsbegriff steht er durchaus in einer Tra-
diton mit KrLEIN, der sich als Mathematiker nie recht aus
dem Denken in Zahlenmannigfaltigkeiten hat befreien kén-
nen (Freudenthal 1960, S. 7).

Es ist FLADT, der in den 50er Jahren, ankniipfend an die
Diskussion der 30er Jahre in seiner blumigen Diktion mit
Erfolg die Abbildungsgeometrie ,zum Sieg fithren“, ihr
»zum Durchbruch verhelfen®* will und fiir sie ,streitet*
(Fladt 1950a, 1950b, 1954, 1955, 1957, 1959, 1962, 1967
u. a., Schulbuch Fladt/Kraft/Dreetz 1955). Er wiirdigt zwar
héufig Kleins Verdienste um die Schulreform, schreibt ihm
aber — korrekt — nicht die Abbildungsgeometrie 0.4. zu. In
seinem Schulbuch haben ,,meine Mitarbeiter und ich das
etwas zweifelhafte Vergniigen . . ., in einem Unterrichts-
werk die fiir die Schule neuen Gedanken als erste grundsitz-
lich vom Anfang in Quarta (Anm.: 7. Schj.) bis zum Ende
in Oberprima (Anm.: 13. Schj.) durchzufiihren“ (Fladt
1962, S. 444).

Er liefert zahlreiche Argumente, die mehr oder weniger
schlagkriiftig sind (in Fladt 1962, S. 444, aber auch in
anderen Arbeiten): ,Bewegungs‘geometrische ,Gedan-
ken* sind , leicht eingingig . . ., weil (sie) die Tatigkeit aus
der Hand geradezu herausfordern und damit die Anspriiche
der Jugendpsychologie erfiillen®, und gerade nicht ,,,viel zu
schwer‘“, Sie , entlasten* ,,den Schulstoff von allem Unwe-
sentlichen . . ., weil sie die vielen Sitze und Sitzchen der
hergebrachten Elementargeometrie um wenige Grundge-
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danken ,gruppieren‘, (wozu noch nicht einmal Gruppen
notig sind). Sie ,erziehen* ,,die Schiler zum Selbstdenken
und zur Selbsttatigkeit«.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich (und das ist auch im
Schulbuch durchgefiihrt), dal Abbildungsgeometrie iiber
eine elementarkinematische Propadeutik vorbereitet wer-
den soll. Dieses Prinzip wird auch spiter von keinem Autor
ernsthaft in Frage gestellt und in den Schulbiichern grund-
satzlich durchgehalten. Denn gerade das Argument der
Selbsttatigkeit findet sich sehr oft.

Fladt empfindet es als ,merkwiirdige Duplizitdt der
Ereignisse, daf} gleichzeitig mit dieser Reform des geome-
trischen Unterrichts in der wissenschaftlichen Geometrie
durch F. BACHMANN (Anm.: 1959) und seine Mitarbeiter
ebenfalls ein Neubau auf Grund des Spiegelungsbegriffs
errichtet wird“. Auch hier muB man Fladt zugutehalten,
daf} er klarer als andere sieht, da3 diese mathematischen
Arbeiten mit dem Unterricht zunichst sehr wenig zu tun
haben, und daB er lediglich die Duplizitit konstatiert.

Grundbegriff ist schon in (Fladt 1928-1931) und im
Schulbuch (s. auch Fladt 1962, S. 444) die Geradenspiege-
lung. ,.Den Gruppenbegriff . . . explizite im Geometrieun-
terricht, vor allem der Oberstufe* einzufithren, schlagt erin
Fladt 1954, S. 68, vor und tut dies auch (allerdings nur in
wahlfreien Abschnitten) sogar auf der Mittelstufe im Schul-
buch. Andererseits hélt er die ,richtige* Abbildungsgeomet-
rie fiir die Oberstufe wegen der dort einzuhaltenden
Strenge fiir zu schwer (Fladt 1957, S. 155f).

Dariiber hinaus kénnen Schwierigkeiten seines Erachtens
dann auftreten, wenn ,,die fiir die Schulen neuen Gedan-
ken . .. bloB an den mit iiblichen Methoden traktierten
iiblichen Schulstoff am Ende (angehdngt) oder ihm* aufge-
setzt werden. Dem ,Eindruck ..., als sei die neue
Methode nicht streng genug oder iberhaupt nicht streng,
und unsere Schiiler wiirden nicht mehr zu streng logischem
Denken erzogen“, begegnet er mit dem Hinweis auf ,.die
Bemiihungen darum, die neue Methode auch beweistech-
nisch einwandfrei zu gestalten, (die) an vielen Orten einge-
setzt“ haben (Fladt 1962, S. 444).

Da8 ,,Fladts Schulbuch . . . sich nicht durchgesetzt“ hat,
fiihrt STEINER (1966, S. 218f) einmal darauf zuriick, daB ,.es
methodisch noch nicht ausgereift* gewesen ist, zum ande-
ren aber auch darauf, daB ,der axiomatische Aspekt . . .
nicht richtig erkannt“ worden ist. Er verweist ebenfalls auf
cine ,Reihe von Untersuchungen® zur . unterrichtlichen
Verwirklichung des abbildungsgeometrischen Aufbaus*,

2.4 Abbildungsgeometrie, axiomatisch (ca. 1955 - ca. 1970)
Diese Untersuchungen sind zum groBen Teil in zahlreichen
Heften der Zeitschrift Der Mathematikunterricht (MU) ent-
halten (1955/1, 1956/2, 1957/1, 1958/3, 1959/3, 1963/1, 1963/
4, 1965/3, 1966/5, 1967/1, 1967/4, 1968/3," 1978/2). Dort
wird immer wieder ,der Vorwurf gegen die Abbildungs-
geometrie, daB in ihr nicht sauber bewiesen werden kénne“
(Brankamp 1958, S. 5) zuriickgewiesen (dhnlich Niebel
1956, S. 12f, Faber 1958a, Faber 1958b, S. 20, 22. Hiirten
1964), etwa mit der durchaus korrekten Begriindung, da88
sich im Vergleich zur sog. euklidischen Methode lediglich
das Axiomensystem geandert habe (Brankamp 1958, S. 5).
(GRIESEL [1967]) gibt ein Muster fiir die Hinfiihrung zum
Beweisen auch in einem abbildungsgeometrisch aufgebau-
ten Unterricht an.)

Als Beleg fiir die Uberlegenheit der Abbildungsmethode
wird einmal ihre Ordnungsfihigkeit, und zwar schon ohne
Verwendung des Gruppenbegriffs, und erst recht mit des-
sen Verwendung (Faber 1956 u.v.a.) angefiihrt. (Speziell
auf Symmetriegruppen weist Proksch 1956 hin, wenn auch
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ihr Argument fiir deren Behandlung bloB ,,Stilgerecht“heit
ist [S. 20].)

Zum anderen soll die Abbildungsmethode i.allg. auch
bei Beweisen von Einzelheiten giinstiger sein. So entwickelt
HuUrTeN sein ,,Heuristisches Prinzip der Geometrie: Bildet
man eine Originalfigur durch eine (oder mehrere) Abbil-
dungen so auf die Bildfigur ab, daB Original und Bild in
irgendeinem Zusammenhang stehen, so ist zu erwarten,
daB man aus der Gesamtfigur einen Lehrsatz ablesen
kann,“ (1971, 1976). BREIDENBACH geht noch weiter: | Ein
euklidischer Beweis besteht aus einem logischen Gefiige.
Versucht der Lehrer, um der Fassungskraft der Kinder
willen die Logik (den strengen SchluB) aus dem Gefiige zu
entfernen, so 16st sich der Beweis genau in Nichts auf, Bei
den Abbildungsbeweisen liegt das anders. Auch sie sind
strenge logische Beweise. Aber in ihnen lassen sich das
logische und das anschauliche Moment in verschiedenen
Graden mischen, ohne daB der innere Beweisgedanke auf-
gehoben wire. Sie lassen sich so vereinfachen, daB der
vereinfachte Beweis dem Volksschulkind voll zugénglich
ist, ohne dafl er an Beweiskraft verlore. “ (1949/ 1966, S. 54).

Der neue Aufbau ,.erfolgt genetisch in der Weise, daB
sich Anschauung (Konstruktion) und Denken (symbolische
Gleichungen) in eindeutiger Weise entsprechen” (Faber
1958¢, S. 54).

Die Vorteile gegeniiber der euklidischen Methode wer-
den dariiber hinaus ,in einer der Altersstufe angepaften
natiirlichen Anschaulichkeit . . . und in der Auflosung aller
starren geometrischen Einzelgebilde in bewegbare Figu-
renscharen, womit nach STRUNZ (Anm.: 1953) das Sfluktu-
ierende und das primitiv emotionale Denken, ausgespro-
chen jugendaffine Formen, gepflegt werden®, (Niebel
1956, S. 19) gesehen, es ,lassen sich die Bewegungen
anschaulich leicht erfassen® (Faber 1958b, §. 20). , Nicht
nur. daB sie die statische Auffassung euklidischer Prigung
zu einer dynamischen macht, sie entspricht auch viel mehr
dem Streben nach Selbsttatigkeit . . . das Schépferische
das Tun tritt in den Vordergrund . . . zur Beweglichkeii
kommt eine Anschaulichkeit . . . ferner bietet sich der
weitere. psychologische Vorteil, daB die einzelne Figur
nicht zerstiickelt, sondern als Ganzheir betrachtet wird«
(Beckmann 1956, S. 31). _Der Stoff (tritt) aus seiner Starre
heraus und gewinnt Leben und Farbe . . . die Schiijer (tun)
gerne mit . . .. und (sind) oft recht findig . . . Im heute
herrschenden Arbeitsunterricht ist die abbildungsgeometri-
sche Methode zweifellos der starren Euklidischen Methode
Uberlegen™ (Faber 1956) usw. Mit diesen Argumenten wird
an die Anschaulichkeit bei den Alien und die Selbsttétigkeit
bei FLADT angekniipft.

Wihrend allerdings Fladt noch fur Abbildungsgeomeme
als .Bewegungs'geometrie wegen ihrer Anschaulichkeit auf
der Unter- und Mittelstufe pladiert. halt er sie fiy die
Oberstufe wegen der dort einzuhaltenden Strenge fiir 7y
schwer (Fladt 1957. S. 155). Ahnlich dugert sich BEuNKE
(1960, S. 143), allerdings auf die Euklidische Geometrie
Uberhaupt bezogen. nicht nur auf die Abbildungsgeo.-
metrie.

FaBer dagegen hilt den Unterricht fiir ,u i
cher. je friher der Schiiler mit dem Begriff (';;:(;:bré?lliil'
vertraut gemacht wird“ (19583, s, 4). Ferner entspricht e§
nicht ganz dem Sinn der Abbildungsgeometrie wenn m
sich von fertigen Figuren, wie sie EukLm angc’zgeben h:tn

a ein Unterschied zwi inet]
DaB d i zwischen elementarkmens_chen

14

ZDM 8211

Bewegungen und geometrischen Abbildungen besteht,
wird i.allg. gesehen, z.B. auch von SENGENHORST (1959).
Aber ,die bewegungsgeometrischen Betrachtungsweisen
der ersten Monate gehen ohne Bruch in die logisch-stren-
gen Abbildungsbeweise iiber* (Beckmann 1956, S. 32), und
»das Abbildungsdenken entfaltet sich stufenweise abstra-
hierend" (Nickelsen 1963, S. 42), zumal ja Bewegungen als
Reprisentanten fiir Abbildungen aufgefaBt werden kénnen
und eine solche ,reprisentantenhafte Behandlung der
Abbildungen . . . genau so legitim (ist), wie die Darstel-
lung der Klasse der Briiche durch die irreduziblen Brii-
che . . . Didaktische Aufgabe des Lehrers ist 1. Die
Abstraktion vom Bewegungsvorgang . . .« (Hiirten 1964).
Fir diese ,,Aufgabe“ sind zahlreiche Methoden entwickelt
worden, angefangen von Fabers Aufforderung an die Schii-
ler ,,Unterscheide immer streng zwischen der Bewegung
(Bewegung der Folie) und der als Ergebnis dieser Bewe-
gung entstehenden Kongruenzabbildung (Zuordnung:
Anfangslage — Endlage)“ (Faber 1971, 1 Teil 1, S. 39) bis
hin zur Verwendung von Transparentpapier (zuletzt Lind
1978). Auch fiir STEINBERG (1974) handelt es sich ,,bei der
Grundlegung des Abbildungsbegriffs“ vor allem darum,
»den Schiilern . . . durch gestufte Interpretation zu helfen
(S. 480).

Die Gefahr einer Diskrepanz zwischen realen bzw. vor-
gestellten realen Bewegungen einerseits und abstrakten
Abbildungen andererseits als Folge etwa einer Behandlung
von Bewegungen in Anwendungskontexten besteht natiir-
lich nicht, da solche Kontexte im Abbildungsgeometrie-
unterricht fehten und die Bewegungen lediglich den Abbil-
dungsbegriff vorbereiten sollen.

In den knappen Formulierungen der Lehrpline ist eine
parallele Entwicklung zu erkennen: Auf »Anregung einiger
Vertreter deutscher Unterrichtsverwaltungen“ entwickelt
ein AusschuB des Fordervereing den ,Kasseler Lehrplan
von 1953« 3ls Rahmenlehrplan fiir die Lander (Kraft 1953).
I“;s sqllen »grundlegende Begriffe der modernen Mathema-
tik wie Menge, Abbildung, Dualitit und Gruppe an einfa-
chen und anschaulichen Beispielen erliutert werden® (8.
287). In delj Geometrie ist es »angebracht, bei der Betrach-
tung von Einzelfiguren aus diesen durch Verianderung ein-
z.elner Stiicke Figurenscharen abzuleiten und an ihnen funk-
tionale Untersuchungen anzustellen®, noch ganz im Sinne
der Mergner Vorschlige von 1905! Und ,,der Aufbau-des
geOIpetnschen Unterrichts soll durch
besflmmt und mindestens bis zyr Gruppe der Affinitit
gefiihrt werden.“ Dieg jst offensichtlic
grund des Lehrers bezogen, denn i

kommt der Begriff , Gry m Stoffverteilungsplan

. St Tuppe” nirgends vor, und auf ,Bewe-
%Hgs geometrie 0.4. gibt es nur im 7. Schuljahr einen
. lflwels, desse;n Geometriestoff komplett so beschrieben
it Symmetrie, geometrische Grundaufgaben, Parallel-

verschiebung und Drehy infij S .
lehre* (S, 288). ng, Einfiihrung in die Dreiecks-

SCHAFHAUS (1956) anal

siert, wi : .
danke“ der Bildung gey Wieso der , Abbildungsge

e ! Ometrischer Begriffe, wie etwa
:Dreieck, forderlich Ist, und zwar ist eg »das fiir die Abbil-

dungsgeometrie typi i ; ;
! ypische kinematische Denken . . . die

gi::guq% einzelner Teile der Figyy | . | (die Erzeugung)
verweigs:O eren Schar - - . fiir die fachliche Fundierung
199) D_er Zu.gleu_:h.auf BAcHMANNS Arbeiten (Bachmann
. e Rlc!“hmemag“ng, von der da berichtet wird,
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Parallelausgaben mit und ohne Abbildungsgeometrie (nach
Kreutzer 1958, S. 287).

Die KMK-Richtlinien von 1958 (Stindige ... 1958)
knitipfen im wesentlichen an den Kasseler Lehrplan an:
,Dualitdt' wird durch ,Vektor' ersetzt; funktionale
Betrachtungen‘ entfallen. ,,Der Geometrieunterricht sollte
weitgehend durch den Abbildungsgedanken bestimmt
sein“ (in der Mittelstufe), ,beim Aufbau der Geometrie
wird man sich . . . so weit wie méglich bewegungsgeome-
trischer Methoden bedienen* (gymnasiale Unterstufe),
»- - . empfiehlt sich der Abbildungsgedanke als ordnendes
Prinzip“ (gymnasiale Mittelstufe), bei ,,Behandiung der
Kegelschnitte® kommt ,dem Abbildungsgedanken . . .
besondere Bedeutung zu“ (gymnasiale Oberstufe). Im 7.
Schuljahr sind in Mittelstufe und Gymnasium ,wichtige
Abbildungen* vorgeschrieben, in allen anderen Schuljah-
ren (und in der Volksschule insgesamt) sonst nichts.

In die Schulbiicher (des Gymnasiums) hiilt der Abbil-
dungsgedanke in den 60er Jahren endgiiltig Einzug. In
REIDT/WOLFF/ATHEN (Wolff 1963-1965/1967-1971) z.B.
geht es auf der Mittelstufe bis zur affinen Gruppe, und es
werden sogar projektive Abbildungen und Kreisinversio-
nen behandelt. '

2.5 Abbildungsgeometrie, strukturmathematisch

(ca. 1965 — heute)

Abgesehen davon, ,,daB Klein sich bei seinen Ideen gern
auf franzosische Schulbticher berief“ (Lietzmann 1955, S. 8)
und WiLLERs (1922) fiir die Erstellung seines Axiomensy-
stems auch ausldndische Arbeiten inspiziert hat, ist die
Entwicklung der Abbildungsgeometrie in Deutschland
bzw. der Bundesrepublik Deutschland bis in die 60er Jahre
weitgehend unabhingig von auslindischen Einfliissen ver-
laufen.

Dies édndert sich nun, als mit der ,,Neuen Mathematik
eine grundlegende Reform des Mathematikunterrichts ein-
geleitet wird unter den Leitbegriffen ,Menge, Struktur,
Abbildung“ (Steiner 1965, Griesel 1965). Diese Reform ist
in Lenné 1969 griindlich analysiert. Fiir den Geometrieun-
terricht stellt sich zunéchst eine gewisse Bedrohung dar, da
die Geometrie (als Unterrichtsfach) ihre Eigenstindigkeit
verlieren und in der Linearen Algebra aufgehen soll, — eine
Tendenz, die am ehesten in der franzdsischen Tradition der
Sichtweise von Geometrie(unterricht) seit DESCARTES steht
und namentlich von DIEUDONNE (z. B. 1961, S. 169), einem
didaktisch interessierten Mitglied von Boursaki, vertreten
wird (siehe auch UNESCO 1972, S. 25ff). Begriindet wird
diese Vorstellung unter anderem damit, daB der (uns
umgebende) Raum an sich nicht ein Untersuchungsobjekt
der Mathematik ist, sondern hochstens moglicherweise ein
Modell fiir die mathematische Theorie ,Euklidische Geo-
metrie‘, deren Axiomensystem wiederum, ob abbildungs-
geometrisch gefalbt oder nicht, fir den Unterricht viel zu
umfangreich und schwerfillig ist (siche Lenné 1969, S. 89f).

Andererseits erhilt die Geometrie, zumindest auf der
nun eingerichteten Sekundarstufe I, durch die neue Mathe-
matik Auftrieb, insbesondere die Abbildungsgeometrie:
Der Abbildungsbegriff gehort ja zu den neuen Leitbegriffen
(Steiner 1965, S. 16: ,universelle Bedeutung®), und die
Propagierung der Abbildungsgeometrie in den Jahren
davor kann ja so aufgefaBt werden, als hitte sie diese
Modernisierung nur vorweggenommen. Auch zu der Beto-
nung des Mengenbegriffs und algebraischer Strukturen,
besonders der Gruppe, paBt Abbildungsgeometrie bestens,
jedenfalls wenn man die Geometrie als eine ebensolche
mathematische Struktur auffaBt.

Vielleicht ist es gerade die Abbildungsmethode, die die
Geometrie fiir den Unterricht rettet. Thren Niederschlag
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findet diese Rettung im ,Niirnberger Rahmenplan fiir
Mathematik*, der 1965 vom Forderverein ,,herausgegeben*
(Athen 1966) und trotz scharfer Kritik (z.B. durch Laue-
witz 1965) weitgehend in die KMK-Empfehlungen von
1968 (Standige . . . 1968) tibernommen wird.

Wichtig sind dort ,Durchdringung von Algebra und
Geometrie“, ,Einsicht in mathematische Strukturen“, die
»axiomatisierende Methode“ (S. 4). Bis zur Klasse 6 erfolgt
»ochieben, Drehen, Spiegeln und das Verkniipfen dieser
Abbildungen . . . in exemplarischer Behandlung an kon-
kreten Gegenstinden®. In den Klassen 7/8 (auch auf der
Hauptschule!) sind , Kongruenzabbildungen®, in den Klas-
sen 9/10 ,,Ahnlichkeitsabbildungen“ und in den Klassen
11-13 ,Geometrische Abbildungen“ eigene Themenkreise
im Rang von ,,Aussageformen“ und ,,Analysis“, allerdings
ohne den Gruppenbegriff auf der Hauptschule.

,Die‘ Didaktiker sind der Auffassung, ,die Analyse der
Bewegungsgruppe diirfte mittelstufengema durchfihrbar
sein“ (Steiner 1966, S. 2191, gemiinzt auf das Gymnasium).

»Die Urheber des Niirnberger Lehrplans haben ver-
sucht, . . . den Plan nach rein innermathematischen Erwa-
gungen . . . zu konstruieren“ (Athen 1966, S. 87). ,,Prakti-
sche Anwendungen“ und , moderne Anwendungsgebiete
(Standige . . . 1968, S. 2) sind zwar vorgeblich zu beriick-
sichtigen, zu finden ist dann aber in den Richtlinien der
Empfehlungen nichts, insbesondere nicht bei den abbil-
dungsgeometrischen Themen (wie denn auch?).

Die nach ATHEN beriicksichtigten ,,schulpraktischen, pad-
agogischen und psychologischen Notwendigkeiten“ (1966,
S. 87) schlagen sich in den Richtlinien eigentlich nur in der
Forderung nieder: ,,in den Klassen 5-10 muB sehr anschau-
lich-ordnend an die tragenden Grundbegriffe herangefiihrt
werden“ (Standige . . . 1968, S. 2).

Da erhilt dieses rein fachinhaltlich orientierte Curri-
culum, das ja seitdem dem Mathematikunterricht den Rah-
men gibt, Unterstiitzung aus einem ganz anderen Bereich:
Gegen Ende der 60er Jahre werden zunehmend Ergebnisse
der Kognitionspsychologie und in deren Gefolge der allge-
meinen Didaktik fiir den Mathematikunterricht herangezo-
gen, wobei eine Richtung, fuBend auf PiaGET, ,,davon
aus(geht), daBl bei der Genese von Wissen in den Wissen-
schaften und im Individuum die gleichen Mechanismen
maBgebend sind“ (Wittmann 1974/1978, S. 53).

Die Analogie wird sogar noch weiter getrieben: Struktu-
ren in der Mathematik und Denkstrukturen sind wesens-
verwandt, insbesondere geometrische Abbildungen als
abstrahierte Bewegungen und ihre Gruppen mit Denkope-
rationen als verinnerlichte Handlungen und ihre Gruppie-
rungen. PALzKILL/ScawirTz (1971, S. 47) ziehen daraus
den SchluB: ,Hierin kann ein Vorteil der abbildungsgeo-
metrischen Methode gesehen werden, denn es ist zu erwar-
ten, daB ein Unterrichtsgegenstand, der Gesetze aufweist,
welche den (von Piaget herausgesteliten) Gesetzen des
Denkens analog sind, auch vom Schiiler leichter erfafBt
wird.“ Dies ist zwar nur im Hinblick auf den Unterricht in
der Hauptschule formuliert, kann wohl aber fiir Realschule
und Gymnasium nicht mehr und nicht weniger giiltig sein.

Wohl hat sich die Abbildungsgeometrie im Gymnasium
inzwischen bereits durchgesetzt (Fladt 1967, S. 59), sie
erlebt nunmehr aber einen weiteren Aufschwung, und zwar
in allen Schularten, unterstitzt durch eine verinderte Ziel-
setzung: ,Argumentieren, insbesondere Generalisieren,
Klassifizieren, Ordnen kénnen' z. B. bezieht sich jetzt nicht
mehr nur auf einen mathematischen Stoff, sondern soll als
allgemeine intellektuelle Fahigkeit bzw. Fertigkeit ausgebil-
det werden, und der Stoff ist, von hdherer Warte aus
gesehen, lediglich ein Vehikel dafiir.
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Hinzu kommt, daB aus der alten Volksschule mit ihrem
Rechen- und Raumlehreunterricht nun die Hauptschule
mit Mathematikunterricht (in Anlehnung an den der héhe-
ren Schulen) geworden ist. Schon FLapT (1954, S. 67) hat
eine ,,Parallelitit der Problemlage in Hoherer Schule und
Volksschule* gesehen und sich mehrfach (1954, S. 67,
1955, S. 8, 1959, S. 4) auf den ,,Mitstreiter* BREIDENBACH
(1949/1966) berufen, der Abbildungsgeometrie in der
Volksschule schon seit einiger Zeit befiirwortet, bis dahin
aber noch ohne groBe Resonanz.

Nun aber fithren WINTER/ZIEGLER in ihrem Schulbuch
(1969-1974), das fiir alle Schularten gedacht ist, bis zum 10.
Schuljahr einen Aufbau der Abbildungsgeometrie konse-
quent bis zur affinen Gruppe und einer expliziten Erliute-
rung durch, wie sich Gruppenstruktur und Geometrie ent-
sprechen. Das Buch hat keinen Erfolg; es wird, auch wegen
seines Geometrieteils, als zu ;schwer* (nicht nur fiir Schii-
ler!) empfunden. Trotzdem: Auch in der Hauptschule
wsetzt sich die Tendenz zu abbildungsgeometrischer
Betrachtungsweise . . . endlich durch“ (Schupp 1972, S.
457), und ,,nur auf der Basis der Abbildungsgeometrie (ist)
es . . . moglich, die Geometrie in nennenswerten Umfang
auch in diese Leistungsbereiche einzufithren®, da nur auf
dieser Basis , der Anteil der Anschauung . . . dem Niveau
des Schiilers angepaBt werden kann“ (Griesel 1980).

Nach und nach werden die KMK-Empfehlungen von
1968 in den Landerrichtlinien konkretisiert. Die Hessischen
Rahmenrichtlinien, die nach einigen Jahren der Erprobung
und der Diskussion 1976 erlassen werden (Hessische . . .
1976). sehen z.B. noch als Fundamentum fiir Schiiler, die
das 9. Schuljahr mit einem qualifizierten AbschluB verlas-
sen wollen, etwa das Lernziel an: ,,Zu zwei geeignet vorge-
gebenen Figuren eine Ahnlichkeitsabbildung angeben kon-
nen, welche die eine Figur auf die andere abbildet* (S.
165).

In den letzten Jahren 148t sich nun ein Abriicken von der
einstmals starken Strukturbetontheit des Mathematikun-
terrichts beobachten. Es kommen andere Aspekte ins
Spiel. etwa algorithmisches Denken oder Anwendungen.
In den Schulbiichern hat dies zur Folge, daB iibertriebene
Mengensprache, iibertriebene algebraische Notation und
ibertriebene Abbildungsgeometrie zuriickgenommen
werden.

Wiihrend ROLLER/SCHEID/WALLRABENSTEIN (1971-1976)
r}och die affine Gruppe behandeln und auch einige Worte
uber dig den Gruppen entsprechenden Geometrien verlie-
ten. dringen BREIDENBACH (1974), SCHRODER/UCHTMANN
(Schréder 1972-1979), HAYEN/VOLLRATH/WEIDIG
(1976-1981) und ATHEN/GRIESEL (1971-1976) noch bis zur
Ahnlichkeitsgruppe, ScHONBECK/ScHupp (1976-1980) bis
zur Gruppe der Dilatationen vor, und ATHEN/GRIESE]L
(1977—}1982) b;handeln, wenigstens bis zum 9. Schuljahr
gar kglne Abbildungsgruppen mehr. Im langen Streit un;

Qte Priorntat von'Spiegelung. Drehung oder Schiebung ver-

¢ mit abbildungsgeometri-
schen Metl_loden begriindet, um sie als niitzlichesg I-%ilfsmittel
zum Beweisen zur Verfigung zu haben*.
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und kommt den Hauptschillern auch noch in den sprachli-
chen Formulierungen ,entgegen*: Z. B. lernen die Gymna-
siasten bei Hayen/Vollrath/Weidig (1976-1981) im 7.
Schuljahr iiber die Drehung um Z, ,.ist A’ der Bildpunkt zu
A, so liegen A und A’ auf demselben Kreis um Z* (s. 81),
im 9. Schuljahr iiber die zentrische Streckung an O, ,wenn
P=0, dann liegt der Bildpunkt P’ auf der durch P gehen-
den Halbgeraden . . .“ (S. 110). Die Hauptschiiler lernen,

,dabei bewegen sich alle Punkte auf Kreisen um . . . Z¢
(S. 50) bzw. ,alle anderen Punkte (Anm.: auBler dem
Streckzentrum) bewegen sich auf Halbgeraden . . .« (S.

74). (Die Realschiiler schlieBlich lernen im 7. Schuljahr wie
die Gymnasiasten (S. 78) und im 9. wie die Hauptschiiler
(S. 50). Oder: ,Bei der Schiebung AB bleibt kein Punkt
der Ebene an seinem Ort, wenn A=+B ist* (Bigalke
1974-1976, 8. Schulj., S. 60). Die Beispicle lassen sich
beliebig vermehren.

Die hauptschulgerechte Zubereitung der Abbildungs-
geometrie ist wohl methodisch gerechtfertigt oder gar
unumginglich, didaktisch aber unbefriedigend, wie auch
Damerow (1980, S. 525) konstatiert: ,,Man behandele
einige elementaren Begriffe und Grundkonstruktionen aus
dem Euklid, ferner einige Begriffe aus der Abbildungsgeo-
metrie, verzichte weitgehend auf Beweise und verkniipfe
das Ganze moglichst durch Veranschaulichungen — Beweise
sind in dieser Mixtur ja ohnehin etwas schwierig. Nun ist
zwar verstindlich, daB so etwas herauskommt, wenn man
einen in den hoheren Schulen méglicherweise sinnvollen
Stoffkanon nach dem Kriterium der Schwierigkeit auf
Hauptschulniveau zusammenstreicht. Es mag sogar richtig
sein, daB durch einen solchen Lehrplan die oberen Lei-
stungsgruppen den AnschluB an weiterfiihrende Schulen
finden. Aber ein sinnvoller Plan fiir eine wissenschafts-
orientierte Grundbildung in der Hauptschule ergibt sich
auf diese Weise nicht.“ Und, nicht nur auf die Abbildungs-
geometrie bezogen: ,Es ist eine Restmathematik fiir die
Restschule entstanden. (S. 526). So braucht es einen nicht
zu w_undern, wenn HENNES (1978) feststellt, daB in sechs
von ihm untersuchten 10. Schuljahren von Hauptschulen,
»Geometrie durchweg euklidisch, ohne jede Abbildung
bfehandelt“ worden ist, obwohl der zustindige Lehrplan als
eines der ,,Zentralthemen . . . geometrische Abbildungen,
vor allem algebraisch“ vorschreibt.

Im gymnasialen Bereich ist die Diskrepanz zwischen
L@hrplan und tatsichlichem Unterrichtsgeschehen viel-
leicht weniger deutlich, aber auch hier werden Wiinsche
nach noch stirkerer Betonung der Figurenlehre laut
(Andelfinger 1980); und mir ist auch schon berichtet wor-
den, daB Lehrer, abweichend von Lehrplan und Schul-
buch, iiber weite Strecken im Geometrieunterricht ,,abbil-
dungsfr'ei vorgehen, weil sie dabei schneller zu handfesten
Ergebmsgen kommen“. Diesen Lehrern eine Art Frosch-
PefSpekt}ve vorzuwerfen, greift moglicherweise zu kurz,
denn:'Vlellgicht gilt doch auch fiir das Gymnasium, daB
man sich mit der Abbildungsgeometrie einen Apparat ver-
schafft, der seine Wirksamkeit erst in Bereichen erlangt,
die man in der Schule nicht erreichen kann und daher auch
gar nxcl}t erst anstrebt, und man sich also fragen mu8, ob
man die Zeit, die fir den Aufbau dieses Apparats
gebraucht wird, nicht giinstiger nutzen kann.

bDel' gymnfisii{le_ Abbildungsgeometn'eunterricht wird
?ikfir-?hqn seit einigen Jahren in der deutschen Mathema-
o idaktik nicht mehr in didaktischen Kategorien disku-
Scrt, da man die Diskussion fiir abgeschlossen hilt. Das
Km‘;zﬂng:ffelgl zwischen den Anspriichen der auf den
den Beds plehlungen von 1968 basierenden Lehrpline und

en Bediirfnissen von Lehrern und Schiilern wird vor allem
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als methodisches Problemfeld angesehen. Die methodi-
schen Losungen werden dann oft direkt in die Schulbiicher
eingearbeitet.

2.6 Zusammenfassung der Begriindungen

Der Gang durch die Historie muBte sich — je weiter die
Ereignisse zuriickliegen, dann um so mehr — auf schriftliche
Veroffentlichungen beschrinken. Wie rasch, wie weit und
wie gut die Lehrer den Befiirwortern der Abbildungsgeo-
metrie jeweils folgten, 148t sich nicht sicher ausmachen.
Anbhaltspunkte fiir die Feststellung einer gewissen Zuriick-
haltung bieten sich durch die Jahrzehnte immer wieder,
etwa die Resolution auf der Schulménnerversammlung von
1876 (ZMNU 1876, S. 513), wo wegen der befiirchteten
»Uberbiirdung . . . mit Lehrstoff“ , die Euklidische Geo-
metrie dem System nach bestehen (bleiben und nur) . . .
im Geiste der neueren Geometrie reformiert* werden soll,
oder bei der EntschlieBung auf der Richtlinientagung von
1956 (Schathaus 1956), wo ,,die Abbildungsgeometrie als
einzige Arbeitsmethode (vorerst) nicht empfohlen werden*
kann, u.a. weil ,,man sich noch im Stadium des Experimen-
tierens befindet*, oder bei den Berichten von ANDELFIN-
GER (1980) iiber die Mittelstufe des Gymnasiums und von
HEennes (1978) iber das (freiwillige) 10. Schuljahr der
Hauptschule. Auch die hiufige Verteidigung gegen den
Vorwurf des Unexakten in den 50er Jahren ist wohl mit
eine Folge von Kritik aus der Lehrerschaft.

Doch auch eine ausfithrliche Auswertung von Tagungs-
berichten und Schulbiichern bringt noch nicht unbedingt
sicherere Kenntnis iiber den tatséchlichen Geometrieunter-
richt; — dazu stellen Tagungsteilnehmer eine zu wenig
zufillige Auswahl, ndmlich besonders interessierter Lehrer,
dar, und dazu haben Schulbiicher dann doch zu sehr norma-
tiven und zu wenig deskriptiven Charakter. Vor allem
findet man dort keine Begriindungen, auf die es mir hier
aber ankommt.

Im folgenden fithre ich bei der Zusammenfassung nur
solche Griinde auf, denenich Rechtfertigungscharakter und
auch eine gewisse Bedeutung zumesse, also z. B. nicht die
Argumente, daBl Abbildungsgeometrie auch exakt sei, oder
daB die Abbildungsgeometrie gleichartiges Denken von
der Volksschule bis zur Universitit ermogliche (Beckmann
1956, S. 32). .

A. Universelle mathematische Idee: Geometrische Abbil-
dungen férdern die Ausbildung bzw. sind eine Erschei-
nungsform der universellen mathematischen Idee der
Abbildung. Weiterhin kommt die zentrale algebraische
Struktur der Gruppe ins Spiel.

B. Funktionales Denken (im Sinne der Meraner Vor-
schlige):DieBeschiftigungmitgeometrischen Abbildun-
gen (auch in ihrer elementarkinetischen ,Vor‘form) for-
dert das funktionale Denken.

C. Anschaulichkeit, ,Dynamik’, Selbsttitigkeit: Mit Abbil-
dungsgeometrie wird der Geometrieunterricht anschau-
licher, insbesondere die Beweglichkeit der Figuren
ermdglicht mehr Aktivititen bei den Schiilern und wirkt
anregend auf sie,

D. Strukturverwandtschaft zwischen Abbildungsgruppen
und (Denk-)Gruppierungen: Diese Strukturverwandt-
schaft spricht fiir Abbildungsgeometrie.

E. Globale Ordung: Die Abbildungsmethode ist ein durch-
gangiges Prinzip beim Geometrietreiben, ein ,Fer-
ment®, z.B. auch durch den Symmetricbegriff, und
zwar auch ohne den Gruppenbegriff. Wird dieser noch
herangezogen, dann liefert die Untergruppenstruktur
der Affinen (bzw. Projektiven) Gruppe eine Strukturie-
rung der Geometrie.
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F. ,Lokale’ Ordnung: Abbildungsbeweise, -konstruktio-
nen, allgemein -betrachtungen sind — auf verschiedenen
Stufen der Strenge —i. allg. niherliegender, gehaltvoller,
leichter zu durchschauen und zwingender als ,,euklidi-
sche” Beweise, Konstruktionen, Betrachtungen.

(Nicht jeder Befiirworter von Abbildungsgeometrie vertritt

jeden dieser Griinde.)

Ehe ich nun daran gehe, diese Griinde zu diskutieren,
mochte ich noch einen weiteren Gesichtspunkt anfiihren,
den ich in den Veréffentlichungen weitgehend vermisse,
den ich aber fiir bedeutend halte:

G. Realititsbezug: Ist Abbildungsgeometrie einem realitits-
bezogenen Geometrieunterricht angemessen, férderlich
oder wenigstens nicht hinderlich?

3. Ist Abbildungsgeometrie in der Sekundarstufe I didak-
tisch sinnvoll?

Im folgenden skizziere ich, in Anlehnung an (nicht verdf-
fentlichte) Vorstellungen von KirscH (s. auch Kirsch 1977,
S. 178f), einen typisierten Stufengang fir die Ausbildung
des geometrischen Abbildungsbegriffs, und zwar speziell
fiir die Kongruenzabbildung; denn mit dieser wird in aller
Regel begonnen, sie kommt in der Propédeutik vor, denn
sie 148t sich am bequemsten handelnd — oder wenigstens in
der Vorstellung handelnd - realisieren; an ihr soll die
»Abstraktion“ geleistet werden.

1. Reale Handlung: Eine Pappfigur wird aus einer Lage
(auf der Zeichenebene) in eine andere gebracht.

2. Eliminierung des Bewegungsvorgangs: Etwa Vorgabe
von Anfangs- und Endlage und Rekonstruktion mogli-
cher Bewegung(en).

3. Eliminierung der speziellen Figur: Statt der Pappfigur

wird ein in der Vorstellung die ganze Zeichenebene
bedeckendes Blatt Transparentpapier als Duplikat der
Ebene (eventuell beide mit einem Quadratgitter) ge-
nommen.

4. Eliminierung des Ebenenduplikats: Zeichnerische Kon-
struktion von Bild- zu Urfigur, zunichst vielleicht noch
mit Schablone.

5. Eliminierung des Handlungscharakters: Charakterisie-
rung von Abbildungen durch gewisse Eigenschaften,
z.B. echte Drehung um M als Isometrie mit genau dem
Fixpunkt M.

6. Eliminierung des Mittelcharakters: Auffassung der
Abbildungen als eigenstindige Objekte, mit denen ope-
riert wird, insbesondere als Gruppenelemente.

Vor dem Hintergrund des mathematischen Abbildungsbe-

griffs werden auf den verschiedenen Stufen dieses Prozes-

ses (fast notwendig) Fehlvorstellungen aufgebaut, die dann

auf den néchsten Stufen wieder abgebaut werden sollen. Im

wesentlichen handelt es sich um folgende:

1. Die Handlung findet gar nicht in der Ebene statt, son-
dern oben drauf.

2. Nicht die ganze Ebene wird abgebildet, sondern nur die
Figur; speziell auch bei Spiegelungen nur eine der bei-
den Halbebenen.

3. Der Bewegungsvorgang dominiert; der Zuordnungscha-
rakter wird verwischt.

Eine weitere mogliche Fehlvorstellung ist

4. Die Urfigur wird als Menge von Dingen und die Bild-
figur als Menge von Plitzen aufgefaBt.

Letztere kann vor allem bei Betrachtung von endlichen

Symmetriegruppen entstchen (die Problematik hat Kirscu

[1977] eingehend analysiert).

Die Hauptschwierigkeit stellt, wie sich immer wieder
zeigt, die Dominanz des Bewegungsvorgangs dar, die auf
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der 4. Stufe noch voll erhalten ist. Die Beweglichkeit
bezieht sicht dabei nicht mehr notwendig auf die betrach-
tete Figur als Ganzes, sondern auf ihre Punkte, die los-
,wandern* und sich am SchluB wieder ,schon versammeln®.

Allerdings wird nicht hinterfragt, wieso sie sich eigent-
lich wieder zu einer Figur ordnen, die zur urspriinglichen in
einer offensichtlichen und auch thematisierten Verwandt-
schaft (Kongruenz, Ahnlichkeit usw.) steht, obwohl die
Bewegungsspuren der Punkte von der Ausgangsfigur vollig
unabhiingig sind (abgeschen vom Anfangspunkt). Diese
Frage stellt sich schon dem Lehrer nicht, weil die Ver-
wandtschaft ja axiomatisch gesichert ist, und den Schiilern
ist es auf den niederen Begriffsbildungsstufen schon ,klar*
gemacht worden. Wenn man dann den Schiilern erzihlt, daB
.bei jeder Drehung eine Strecke und ihre Bildstrecke . . .
dieselbe Linge* haben (Ahnliches in fast jedem Schul-
buch), so ist dies entweder trivial oder ungeniigend be-
griindet.

Erschwerend kommt die Sprache hinzu: Da geht es um
Schiebungen, Drehungen, Bewegungen, da tauschen
Punkte ihre Plitze, werden Mengen verschoben, indern
Figuren nicht ihre Lage (obwohl sie konnten), da wird ein
Dreieck vom einen Ende eines Parallelogramms ans andere
verschoben, da sind Ersatzabbildungen fiir Verkettungen
gesucht (obwohl dies dann doch dieselben nur mit anderem
Namen zu sein hitten) usw. Dies ist alles wortwortlich aus
Schulbiichern libernommen; die Sprache im Unterricht ist
gewiB noch irrefithrender (vgl. auch die Kritik KirscHs
(1977, S. 179). Hier niitzt es auch wenig, wie ParzkiLr/
Scuwirtz (1971, S. 43 FuBnote), die sich auf FaBER beru-
fen. bei Bewegungen von ,Klappbewegungen oder Fal-
tung; . . . Drehbewegung; . . . Parallelbewegung“ und bei
Abbildungen von , Geradenspiegelung . . .; Drehung . . ;
Parallelverschiebung" zu reden.

Zugleich geht es fast durchweg nur um (echte, meist
beschrinkte Teil-) Figuren (der Ebene) und Teile von
diesen. die umplaziert usw. werden, womit man wieder
notgedrungen die Fehlvorstellung fordert, nur die betrach-
tete Figur werde abgebildet.

Mathematisch ist dieses Umgehen mit Teilfiguren durch-
aus haltbar, wie Palzkill/Schwirtz (1971, §. 45) richtig
bemerken: Man muB sich nur aus der Vereinigung von Ur-
und Bildfigur die passende Teilfigur aussuchen. Es ist auch
vertretbar, wenn der mathematisch Miindige‘ im Zusam-
menhang mit geometrischen Abbildungen die oben skiz-
zierte miBverstandliche Sprache benutzt oder gar an Bewe-
gungen denkt. Dies ist fiir ihn dem Verstindnis und der
Verstandigung forderlich; und er kann es sich erlauben;
de.nn er kennt eben den dahinter stehenden Abbildungsbe:
griff und handhabt ihn souveran.

' Der Schiiler. der diesen Begriff erst ausbilden soll, wird
aber durch den oben dargestellten Aufbau (auch wenn die
ersten drei Stufen ubergangen werden und aber auf der
vierten an Be.wegungsvorstellungen angekniipft wird) nicht
auf den richtigen Weg gebracht: er geht eher in Richtun
eines elementarkinetischen Begriffs. Eine sehr sorgfiltj g
methodische Behandlung mag zwar diesen Weg bess%:r
gangbar machen. kann aber schwerlich seine Richtun
dndern. jedenfalls so lange sie ein anschaulich %
lungsorientiertes und damijt wiches, hand-
notgedrungen bewegungs-

Ol‘ientiertes Ni cau elnnlmmt ICh (ll
\Y . Venre[e
: 1€ folgende

. Bewegungs'geomerrie ist nicht die geei i

: 4 ’ geeignete Propddeutik fi;
Abb{ldungsgeon.xetrze. Die Ausbildung des ge’;met:isci]::r:
Abbildungsbegriffs wird durch die ,Bewegungs* ]
eher behinder:. 8 geomerrte

Es ist m.E. Hijrren (1964) nicht zZuzustimmen, daB Bewe-
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gungen Représentanten von Abbildungen seien wie Briiche
von Bruchzahlen, wenn auch mathematisch diese Interpre-
tation mogich ist. Abgesehen davon, daB schon die Abstra-
hierung von Briichen zu Bruchzahlen durchaus ein Problem
der Bruchrechendidaktik ist, ergeben sich im Begriffsbil-
dungsprozel doch Unterschiede:

Zwar ist die zweite Stufe (Rekonstruktion moglicher
Bewegungsvorginge aus Anfangs- und Endlage) hier aufge-
fiihrt, in den Lehrgdngen kommt sie aber zu kurz, und das
nicht unbegriindet: es kommt ja bald nur noch auf eine ganz
bestinmte Bewegung an zwischen zwei Figuren (z.B.
Schiebung), die Verwandtschaft kann man nur aus dieser
und nicht aus irgendwelchen beliebigen schlieBen. Die
dahinterstehende Abbildung ist da erstens unwichtig, und
Zweitens ist sie nicht eindeutig bestimmt, niamlich nur bis
auf die Symmetriegruppe der Figur. Hier an die Symme-
triegruppe zu denken, ist weniger spitzfindig, als es
erscheint. Es ist auch ein Lernschritt in diesem Aufbau,
daB es auf die punktweise Zuordnung (zwischen zwei Figu-
ren) ankommt. Aber setzen wir dies nun einmal voraus;
auch, daB die Figur mindestens drei nichtkollineare Punkte
hat; dann gibt es fir jede Abbildung nur einen Reprisen-
tant, und es ist nichts da zum Abstrahieren. SchlieBlich
fehlt es bei Abbildungen auch an einer elementaren und
anschaulichen Darstellung, wie sie die Bruchzaht als Punkt
auf der Zahlengeraden hat; da ist die Auffassung einer
Abbildung als Gruppenelement, mit dem ,gerechnet’ wird,
doch von anderem Kaliber.

Die Diskrepanz zwischen ,Bewegungen‘ und Abbildun-
gen ist bisher keineswegs iibersehen worden. Meistens hat
man sich um methodische Abhilfe bemiiht (wie im 2.
Abschnitt kurz angedeutet), und nur Wenige haben sich
dgswegen (u.a.), jedenfalls mit guten Griinden, eher gegen
die Reform zu ihrer Zeit ausgesprochen, nimlich SEEBACH
(1958) und Lorenz (DDR, 1974).

Aus dieser Diskrepanz méchte ich nun nicht den SchluB
gezogen haben, dafB die ;Bewegungs‘geometrie eliminiert
werd_en soll, weil sie nicht gut genug zur Abbildungsgeo-
metrie plet. Ich kann mir nicht vorstellen, wie Abbildungs-
geometrie auf der Sekundarstufe 1 ohne einen solchen
Vorlauf getrieben werden soll. Die Konsequenz miiBte eine
andere sein:

Auf {ier Sekundarstufe I, auch auf Gymnasiumniveau, kann
A{)btldungsgeometrie nicht die Zielgeometrie sein.
Hier kann man einwenden, und hat auch in Diskussionen
eingewandt, daB man sich in den letzten zehn Jahren doch
schop erheblich von dem tibertriebenen Primat des strengen
?bb;{ldungs' und gar des Gruppenbegriffs, besonders a_uf
er Hauptschule, entfernt habe. — Dieser Einwand wird im
weiteren Verlauf der Arbeit mit behandelt.
Argimenion A0 b o, At e
als Begriindun —ﬁi' Bel Jedem 1s‘t “ prufe':n, ob es elgentl}ch
dung fiir Abb%ld T, ewegungs geometne.oder als Begrun-
bw. zahlen kann, Dreoo poree e (C0CT beides) gedacht ist
i.allg. nicht dur:}; iese lefgrf:nll?rung ist in der Literatur
. gefiihrt. Die Befiirworter, die den Bruch

zwischen diesen beiden Formen wah DIUC
n
der Regel fiir behebbar. ahrnehmen, halten ihn i

Argument A
Idee und G
kommt in de
zum Tragen.
Komplizierter
nitions- und
Graph sich
Raum einbe

(Abbildungen als universelle mathematische
ruppen als zentrale algebraische Struktur)
¥ strengen. Abbildungsgeometrie natiirlich voll
Geometrische Abbildungen sind schon etwas
¢ Sonderflle, namlich solche, bei denen Defi-
'Wert'ebereich bereinstimmen und deren
mcht" 1sometrisch in den dreidimensionalen
tten 148t. Schon Hauck (1877, S. 94) kritisiert
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diesen Nachteil, als er das Schulbuch von Kruse (1875)
bespricht. Als solche Sonderfille sind geometrische Abbil-
dungen wichtig zur Ausbildung des mathematischen Funk-
tionsbegriffs. Sie gehdren aber, gerade wegen der nahelie-
genden, den Funktionsbegriff jedoch verfilschenden Inter-
pretationsmoglichkeit als Bewegungen, in eine sehr spite
Phase des Funktionsbegriffsbildungsprozesses, wohl nicht
mehr auf die Sekundarstufe I.

Der volle (Abbildungs-)Gruppenbegriff, bei dem die
Abbildungen ja nicht mehr nur als Werkzeuge zur Untersu-
chung von Figuren, sondern als Objekte behandelt werden,
mit denen ,gerechnet‘ wird, setzt den vollen Abbildungsbe-
griff voraus und kann daher erst noch spiter angegangen
werden.

In der ,Bewegungs‘geometrie dagegen wird die Ausbil-
dung des Abbildungsbegriffs, wie oben festgestellt, eher
behindert (vgl. Lorenz 1974, S. 16). Mit den Bewegungen
einzelner Figuren hat man, da die Hintereinanderausfiih-
rung nicht mehr gesichert ist, keine Gruppe mehr, sondern
nur ein Gruppoid. Betrachtet man dagegen symmetrische
Figuren, so bilden deren (Klassen von) Symmetriebewe-
gungen doch Gruppen, deren wichtige Eigenschaften, nim-
lich Moglichkeit der Hintereinanderausfilhrung und
Umkehrung, schon Primarstufenschiilern moglicherweise
zugénglich sind. Es handelt sich dabei aber nicht um Abbil-
dungsgruppen im Sinne des 1. Abschnitts.

Man kénnte hier, und auch bei der Priifung der nidchsten
Argumente, natlirlich noch die fiir den Mathematikdidakti-
ker bzw. -lehrer vielleicht ketzerisch klingende Frage stel-
len, ob es iiberhaupt erstrebenswert ist, Schiilern der Sekun-
darstufe I den mathematischen Abbildungsbegriff, funktio-
nales Denken an mathematischen Stoffen oder die mathe-
matische Struktur des Raums nahezubringen . . . Ich will
die Frage nicht stellen, sondern gehe davon aus, daf es
erstrebenswert ist.

Argument B (funktionales Denken) zieht in der Abbil-
dungsgeometrie nicht und in der ,Bewegungs‘geometrie, so
wie sie mit dem Ziel der Abbildungsgeometrie getrieben
wird, ebenfalls nicht. Seit dem 19. Jahrhundert, expliziert
z.B. in den Meraner Vorschligen, bis heute versteht man
unter funktionalem Denken das Denken in funktionalen

Abhiingigkeiten: Welche Anderungen im Wertbereich

geschehen, wenn im Definitionsbereich Anderungen vorge-

nommen werden (und nicht etwa: Was geschieht auf dem

Weg vom Definitions- zum Wertbereich)?

Bei Kongruenzabbildungen (auch noch bei ihren Verall-
gemeinerungen, den allgemeinen Ahnlichkeits- und den
allgemeinen affinen Abbildungen) ist diese Frage aber
ziemlich unergiebig, da es sich ja um lineare Funktionen
handelt, bei denen besonders wenig los ist. Andere Funk-
tionen in der Geometrie wiren da interessanter:

— z.B. der H6henschnittpunkt in Abhingigkeit von einer
Ecke eines Dreiecks, wenn die zwei anderen festgehalten
werden; wo ist er, wenn die laufende Ecke nacheinander
einen stumpfen, rechten, spitzen Winkel hat?

— Fldcheninhalt von Flichen; z.B. bei der stetigen
Umwandlung eines Rechtecks in ein gleichgroes Qua-
drat (konstante Funktion!).

- Umfangswinkel iiber einer Sehne, bei der Kreis und ein
Punkt fest bleiben; was sind die kritischen Lagen?

— Diese Frage 148t sich auch beim stetigen Ubergang eines
Dreiecks zu einem gegensinnig kongruenten mittels
einer stetigen Schar von (senkrechten) Affinspiegelun-
gen (elementarkinematische Deutung der Geradenspie-
gelung) stellen; eine der Zwischenfiguren ist niederdi-
mensional; im euklidischen Raum 148t sich die Orientie-
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rung nicht stetig &ndern; Beispiel fiir einen Raum, wo das

moglich ist . . .

Gewil nimmt man solche Untersuchungen auch in der
,Bewegungs‘- und auch in der Abbildungstheorie vor. Nur
stellt man dabei meist bloB fest, welche Funktionale (o0.4.)
invariant sind und welche nicht; erst bei Ahnlichkeitsabbil-
dungen wird dann auch einmal die Art der Anderung
untersucht, die beim Flacheninhalt sogar nichtlinear ist.

Durch die Beschrankung aber auf elementarkinematische
Bewegungen wird die Variationsbreite der moglichen Ande-
rungen im Definitionsbereich ,Ebene’ gar nicht ausgenutzt.
Dartiber hinaus wird der geometrische Abbildungsbegriff
nicht nur nicht gebraucht, sondern er behindert diese
Variation, da bei ihm keine stetigen Uberginge oder wenig-
stens Scharen erzeugt werden, bei deren Durchlaufen
etwas zu sehen ist, sondern es (in der Sprache der ,Bewe-
gungen‘) ‘nur auf Anfangs- und Endzustand ankommt.
Genau dieser Mangel haftet auch den Bewegungen an,
wenn sie als Vorstufe von Abbildungen gelten sollen, wo
die Ubergiinge zwar nicht vermieden werden konnen, sie
aber quasi vertuscht werden.

Natiirlich ist auch bei den oben angesprochenen Variatio-
nen im Definitionsbereich ,Ebene’ bei Verwendung der
Mengensprache auf Sauberkeit zu achten. Statt ,,der Punkt
lauft“, sagt man vielleicht besser ,,wir betrachten nachein-
ander“. Allerdings wirken sich fehlerhafte Ausdruckswei-
sen hier nicht so schlimm aus.

In sein ,didaktisch orientiertes Axiomensystem* hat
Kirscu (1972) iibrigens solche Funktionen wie ,Linge’,
,Winkelmaf}* oder ,Strecke zu zwei Punkten‘ aufgenom-
men und ihre Rolle betont (und auBerdem die Spiegelung
nicht als Grundbegriff eingefiihrt, sondern definiert, und
lediglich ihre Existenz, anstelle eines Kongruenzaxioms,
postuliert).

Argument C (Anschaulichkeit, ,.Dynamik‘, Selbsttatigkeit)
kann fiir die Abbildungsgeometrie nicht in Anspruch
genommen werden; denn diese ist ausgesprochen statisch
(siehe auch Seebach 1958, Lorenz 1974 u.a.). Mit der
Unterwerfung unter den mathematischen Abbildungsge-
danken und gar unter die Algebra wird das kinematische
Argument aufgegeben. Auch von Anschaulichkeit und
Selbsttitigkeit kann dann keine Rede mehr sein.

DaB der ,Bewegungs‘geometrie als einer Propddeutik die
Attribute ,anschaulich’, ,beweglich‘ 0.4. und ,die Selbstta-
tigkeit anregend’ zukommen, ist kein Wunder, aber auch
nicht einmalig: ein Aufbau, bei dem elementarkinetische
Bewegungen keine Rolle spielen, muB8 nicht weniger
anschaulich sein, aktiviert durch Zeichen-, Konstruktions-,
MeB- und Beweisaufgaben die Schiiler ebenso und kann
auch hinreichend ,beweglich® sein, durch funktionale
Betrachtungen wie oben angedeutet oder auch durch Fest-
stellen von Kongruenzen oder MaBverhiltnissen o.4. mit
einem realen oder vorgestellten starren Korper. Da geht es
dann nicht um elementarkinetische Bewegungen, sondern
die Idee ist die der freien Beweglichkeit des starren Korpers
in der Ebene bzw. im Raum. Uber unterschiedliche Moti-
vationsfihigkeit des einen oder anderen Zugangs liegen
keine gesicherten Erkenntnisse vor.

Argument D (Strukturverwandtschaft von Gruppen und
Gruppierungen) verliert deswegen schon etwas an Uber-
zeugungskraft, weil eine Ursache dieser Verwandtschaft
P1aGeTs lebenslanges Interesse an der Mathematik und die
gezielte Beschreibung von Denkschematen als gruppenéhn-
liche Strukturen ist. Die Urheber dieses Arguments (Palz-
kill-Schwirtz 1971) driicken sich auch sehr vorsichtig aus,
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zumal sie sich nicht auf einschlagige Untersuchungen stiit-
zen kdnnen.

Argument E (globale Ordnung) tritt in dreifacher Gestalt
auf:

Zum einen liefert der Abbildungsgedanke Axiomensy-
steme, die dquivalent etwa zum HiserTschen sind. Vom
didaktischen Standpunkt aus ist die Gleichwertigkeit nicht
selbstverstandlich. Diesen Gesichtspunkt méchte ich mit
dem Argument G diskutieren.

Zum zweiten stellt die Untergruppenstruktur der projek-
tiven Gruppe ein Ordnungsprinzip fiir die Projektive Geo-
metrie dar (Erlanger Programm). Nun ist es mit der Rele-
vanz der projektiven Geometrie fiir den Schulunterricht,
besonders auf der Sekundarstufe I, nicht so weit her.
Einem organischen Aufbau von der Euklidischen Geome-
trie aus, etwa als Erginzung der Darstellenden Geometrie
oder der Kegelschnittslehre, steht das Konstrukt unendlich
ferner Punkte, in denen sich Parallelen dann doch schnei-
den, im Wege. Dieses Konstrukt ist nicht nur schwer
zugénglich fiir Schiiler, sie miiBten es dann auch noch beseiti-
gen und diese zusétzlichen Punkte als vollig gleichartig mit
den gewohnlichen auffassen, wenn die Ordnungsfihigkeit
der Projektiven Gruppe wirklich greifen soll. Wihrend der
Weg von der Kongruenz- iiber die Ahnlichkeits- bis zur
Affinen Geometrie leichter zuganglich erscheint, da man
sich ja dauernd in derselben Menge aufhalt und lediglich
tmmer mehr von ihrer Struktur ,vergiBt', kommt also,
jedenfalls in der heute iiblichen Mengensprache, beim
Ubergang zur Projektiven Geometrie eine Schwierigkeit
neuer Qualitét hinzu: Die Menge muB um gewisse Punkte
erweitert werden, und um was fiir welche!

Andererseits kann mit Gruppen nur geordnet werden,
Wwo es etwas zu ordnen gibt, und je weniger weit man auf
diesem Weg von der Kongruenz- zur Projektiven Geome-
trie vorstoBt, desto weniger iberzeugend ist die Entspre-
chung zwischen Obergruppenkette und Strukturvergrébe-
rung. weil diese Kette dann eben nur noch drei, zwei
Glieder oder gar nur noch ein Glied hat. Und jetzt denke
man nur daran, wie weit man im Unterricht kommt (vgl,
auch Lorenz 1974, §. 16).

Zum dritten ist das Abbildungsprinzip ein durchgiingiges
Prinzip. das weite Bereiche einer systematischen Geome-
trie (!urchziehen kann. wobei der Symmetriebegriff, beson-
ders im Bereich der Kongmenzabbildungen, eine tragende
Rolle spielt. Hier liegt wohl wirklich eine Stirke der Abbjl-
dungsgeometrie. zu der die bej einem Aufbau etwa nach
HELB!ERT bgdeuter!den Kongrueng- und Ahnlichkeitssitze
usw. moglicherweise kein volles Aquivalent bildeq — wohl-
gemerkt: als durchgingiges Prinzip bei einem lokal- (oder
global-Ydeduktiven Aufhay.

Bk dor s o ST die i

£ t des s pers mehr in den Vorder-
grund. womit eine Bricke zur Kongruenzgeometrie
geschlagen wire. Dann 148t sich auch die Symmetrie abbil.
dungsfrei fassen (shnlich die Kongruenz): Eine Figyr
(Punktmenge) heift symmetrisch, wenn ein starrer Ko ger
auf mindestens zwei Arten mit ihr zur Deckung gebrgf):ht
v&;erde_n kannA'Hier gibt es erst Schwierigkeiten, wenn man
raumliche spiegelsymmetrische Figuren betrachter. Dy
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damit zusammenhéngenden Problemen, die sich aus dem
Realititsbezug ergeben, schlicht aus dem Weg. Zu einem
linken Kotfliigel gehdrt nun mal noch ein gegensinnig kon-
gruenter rechter, fir dessen Herstellung eine eigene
Maschine erforderlich ist (wenn die Kotfliigel nicht symme-
trisch sind).

Argument F (Jlokale’ Ordnung) ist in der Literatur breit
diskutiert. Rota (1956, 1959, zitiert nach Faber 1963, S.
43) stellt fest: ,Der axiomatische Aufbau des geometri-
schen Lehrgebiudes durch Euklid wirkte sich bisher meist
dahin aus, daB statt der fiir den Schiler unerwihnt gebliebe-
nen Transformationen ihre Invarianten im Mittelpunkt
standen. Um sie ins Spiel zu bringen, handelte es sich also
immer darum, invariantenrechte Situationen zu schaffen.
Das war vielfach die nicht immer durchsichtige und erkenn-
bare Aufgabe von Hilfslinien.“ HUrTEN (1964) und VoLL-
RATH (1978, S. 7) bemerken, daB hinter dem Konstatieren
der Kongruenz zweier Dreiecke eine Abbildung steckt.
Der Symmetriebegriff 148t sich mit Abbildungen besonders
einfach fassen. Nach BREIDENBACH (1949/1966, S. 53f.)
kann ein Abbildungsbeweis, im Gegensatz zu einem Kon-
gruenzbeweis, beliebig elementarisiert werden, ohne von
seiner Substanz zu verlieren. Hiirten (1971, 1976) formu-
liert das heuristische Prinzip fiir die Abbildungsgeometrie.
Es ist nicht verwunderlich, daB man, wenn man als
Hintergrund die Abbildungsgeometrie hat, dann auch sol-
che Phinomene feststellt. Aus der Tatsache allein, daB
mathematische Objekte Invarianten gewisser Abbildungen
sind, folgt doch noch nicht, daB diese Objekte als diese
Invarianten zu definieren sind oder daB tiberhaupt diese
Abbildungen zu behandeln sind. Seesach (1958) bemerkt
mit Recht, daB Abbildungsbeweise sich bei der iiblichen
Elementarisierung ebenfalls in Nichts auflésen. Dem abbil-
dungsgeometrischen heuristischen Prinzip kann man ein
kongruenzgeometrisches zur Seite stellen: ,Zeichnet man
zu eiper Figur eine (oder mehrere) Hilfslinien, so da diese
mit ibr in irgendeinem Zusammenhang stehen, so ist zu
erwarten, daB man aus der Gesamtfigur cinen Lehrsatz
ablesen kann.‘ Die formale Gleichwertigkeit zum Hiirten-
schen Prinzip ist offensichtlich, die mathematische ergibt
_51ch ggrade aus der Bemerkung Roths und die didaktische
Ist strittig. Hinter den beiden Vorgehensweisen stehen
el?en unterschiedliche Satzsysteme. Die abbildungsgeome-
trische hat den scheinbaren Vorzug, und wird auch immer
wieder bewuBt oder unbewuBt dazu eingesetzt, Sitze
dgdurch e?infacher erscheinen zu lassen, daB die Angabe
emer geeigneten Abbildung eine genauere Uberpriifung
von S.trecken- oder Winkelkongruenz o. 4. ersetzt. Tatsich-
l{ch sm@ solche Beweise lickenhaft, indem der Beweis fiir
die Ex1ste.3.nz einer solchen Abbildung (vgl. Vollrath 1978,
S$.7) versaumt ist. Gerade diese Existenzbeweise erfordern
dann wieder die Tiftelei, der man mit der Abbildungsme-
thodg entg_ehen will. Oder man setzt die Existenz voraus -
als ein Axiom, oder als vorldufiges Axiom, im Zuge eines
etwas ‘umfangreicheren lokalen Ordens. Dies kann aus
c\illdaktlschep Griinden sehr sinnvoll sein, und ein solches
Mziiel(lien 1st auch night an die abbildunggeometrische
flode gebunden, bietet sich dort aber leichter an und
Verfuh-n dazu, Beweisfeinheiten beiseite zu lassen. Das
mul nicht S0 sein; man erlebt es aber hin und wieder.
V:I\I} Z'wlfl Satzen fiihren PALZKILL/ScHwiRTZ (1971) einen
Be wge iesl;etl‘;og kgngruenz- und abbildungsgeometrischer
ausfillt, Im(l)’aiallulr(:h’ Cor b'el thren Zugunsten letztf:rcr
gleichlan,g‘ . 41 e ogr admm sind gegeniiberliegende Seiten
Beweise mit, Lff) und der Kathetensatz (S. 231f). Die
mochte ich im folgenden noch etwas variieren:
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Abb. 1 M

Kongruenzbeweis: Zeichne die Strecke AC. Dann ist
w(CAB)=w(ACD) und w(ACB)=w(CAD) (Wechsel-
winkel an Parallelen sind kongruent), also sind die Drei-
ecke ABC und ACD kongruent und die kongruenten
Winkeln gegeniiberliegenden Seiten sind auch kon-
gruent,

Abbildungsbeweis: Zeichne die Strecke AC, und konstru-
iere ihre Mitte M (wir akzeptieren, dafl diese existiert).
Drehung um M um 180° ordnet A und C einander zu. Da
Ur- und Bildgerade bei einer Drehung um 180° parallel
sind, folgt aus dem Parallelenaxiom, daf die Geraden
gap und gep, sowie die Geraden gpe und gap einander
zugeordnet werden, und damit auch die entsprechenden
Schnittpunkte B und D. Nun ergibt sich die Kongruenz
der gegeniiberliegenden Seiten.

Abb. 2

Kongruenzbeweis: f(ACEF) =1(AE)!(EF)={(ABGE)
=f (AHIC)=1(AH)] (HI) ={f (AHID) (Die ersten und
letzten beiden Gleichheiten stellen die Flicheninhaltsfor-
mel des Parallelogramms dar; die mittlere gilt, weil die
beiden Parallelogramme ABGE und AHJC kongruent
sind, weil 1 (AE) = 1 (AC) und 1 (AB) = 1 (AH) und
w (EAB) = 90°+w (CAB) = w (CAH) ist)

Abbildungsbeweis: {(ACEF) = f (ABGE) = f (AHIC) = f
(AHID) (die erste und die letzte Gleichheit gelten, da
die entsprechenden Figuren unter Scherung verwandt
sind; die mittlere gilt, weil die beiden Parallelogramme
ABGE und AHJC kongruent unter einer Rotation von
90° sind, und eine solche Rotation, die die beiden Paral-
lelogramme aufeinander abbildet, existiert wirklich, weil
1(AE) =1(AC)und1 (AB) =1 (AH) und w (EAC) = w
(HAB) = 90°).

Bei beiden Beweisen des Kathetensatzes braucht man

zundchst einmal die Idee mit den beiden Hilfsparallelo-

grammen, muB dann die entsprechenden Hilfslinien einzie-
hen zur Konstruktion der Punkte G und J. Bei beiden

Beweisen muf3 man die Kongruenz von bestimmten Win-

keln und Strecken ausnutzen. Beim Abbildungsbeweis

zeigt man damit die Existenz einer kongruenzstiftenden

Rotation. DaB dieser Existenzbeweis zu fiihren ist, iiber-

sieht man leicht; man miiBte sich mindestens die Frage nach

der Existenz stellen, auch wenn man sie dann mit ,trivial‘
beantwortet, weil doch . . . Diese Frage haben auch Palz-
kill/Schwirtz ausgelassen. Ein dhnliches Beispiel findet sich
in (Mathematiklehrer 1980, S. 33), wo ein Beweis des
Pythagorassatzes ohne Worte gefiihrt ist.

Analysen

Abb. 3

>

Es gibt Beweise, die sich mit der Abbildungsmethode sehr
elegant 1osen lassen, z.B. fir die Behauptung, daB die
Mittelpunkte der drei iiber den Seiten eines beliebigen
Dreiecks nach auBen errichteten gleichseitigen Dreiecke
wieder ein gleichseitiges Dreieck bilden. Es gibt aber auch
Sitze, deren Wesen einfach ein kongruenzgeometrisches
Herangehen erfordert, z. B. daB sich die Mittelsenkrechten
im Dreieck in einem Punkt schneiden (siehe auch Lorenz
1974, S. 104ff).

Frage G (Realititsbezug der Abbildungsgeometrie?) bringt
nun die Diskussion aus dem bisherigen Rahmen, da diese
Frage fast in der ganzen Literatur iiber Abbildungsgeome-
trie nicht auftaucht. Den Befiirwortern geht es bei ihrer
Argumentation durchweg um die Geometrie als ein logi-
sches System; die erstrebte Anschaulichkeit steht ganz im
Dienste des Aufbaus dieses Systems; der Realitétsbezug ist,
zumindest in diesem Zusammenhang irrelevant. Wodurch
im Geometrieunterricht Realititsbezug erreicht werden
kann (und wie dieser aussechen konnte) ist in (Bender 1978,
Bender/Schreiber 1980, Bender/Schreiber OGG, Schreiber
1978) ausgefiihrt. Die Basis ist dabei das Prinzip der opera-
tiven Begriffsbildung.

Bei der Herstellung von Formen (abgesehen von Bildern
als Schattenrisse, Diaprojektionen u.4.), beim Gebrauch
der Formen in der Praxis kommen keine geometrischen
Abbildungen, auch keine Vorformen ins Spiel. Da wird
gemessen, und es werden Strecken und Winkel ibertragen,
aber nicht mit einer Abbildung, sondern mit einem starren
Korper. Ein operativ interpretierbares Axiomensystem als
Grundlage (aber nicht explizit im Unterricht!) fir den
Geometrieunterricht enthilt dann natiirlich nicht solche
Abbildungen, sondern die Kongruenz (fiir die Idee des
starren Korpers und seiner freien Beweglichkeit).

Abb. 4

Bewegungen spielen in der Praxis eine groBe Roile. Sie
werden aber nur dann durch die elementarkinetischen
Bewegungen beschrieben, wenn sie gebunden sind und
homogenen Bahnen folgen (abgesehen von Lichtstrahlen
0.4.), etwa bei der Bewegung einer Schiebetiir, einer Dreh-
tir oder einer Schraubenmutter entlang ihres Gewindes.
Schon bei der Beschreibung eines einfachen Abrollens
eines Rads auf einer Geraden versagt die Flementarkine-
tik: Wird die Bewegung eines Randpunkts durch IR} —
R%t — (t-sint, 1-cost) beschrieben, dann handelt es sich
um eine Schar von Rotationen um den Winkel t mit den
Drehpunkten Dt=(%, l-zicotzi), ;= € Z (wenn man da noch
mit Abbildungsgeometrie iiberhaupt arbeiten will).

Zusammenfassung des 3. Abschnitts: Ich habe mich nicht
um eine ausgewogene Darstellung unterschiedlicher Stand-
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punkte bemiiht, sondern mich in AnbetrachF der iibewilti-
genden Mehrheit der Befiirworter von Abblldungsg?ome-
trie im Unterricht vor allem kritisch mit den unterstiitzen-
den Argumenten auseinandergesetzt. Seit die Diskussion
iiber die Abbildungsgeometrie etwa um 1970 abgeschlossen
worden ist, stehen diese Argumente sozusagen als bisher
letztes Wort im Raum. Die Einwinde SeeBacus (1958) und
Lorenz’ (1974) sind Gibergangen worden bzw. fiir unwesent-
lich gehalten worden. Lediglich VorLrrata (1978, S. 7)
versucht, solche Gegenargumente zu entkriften: Die
Schwierigkeit, bei Abbildungsbeweisen Existenzbeweise
fihren zu miissen, halt er durch das (didaktische) Spiralprin-
zip fiir ,weitgehend kompensiert.

Die Probleme, die im abbildungsgeometrischen Unter-
richt in Hille und Fiille aufgetaucht sind, grundsitzlich
durch die m.E. auf der Sekundarstufe I uniiberwindbare
Diskrepanz zwischen Bewegungen und Abbildungen, aber
auch an anderen Stellen, — diese Probeme versucht man
durchweg, mit methodischen Mitteln zu 16sen. Die Tendenz
ist dabei, das urspriingliche Konzept zu reduzieren: Allge-
meine affine Abbildungen kommen kaum noch vor, hie
und da wird nicht mehr die Ahnlichkeitsgruppe behandelt,
und in manchen Schulbiichern (auch fiir obere Leistungs-
gruppen) bleibt der Gruppenbegriff in der Abbildungsgeo-
metrie schon ganz weg. Aber verkettet wird noch fleiBig,
und es geht nach wie vor um geradentreue Permutationen
der Ebene.

Bei einer solchen Amputation entfailen natiirlich wesent-
liche Rechtfertigungsgriinde (A und groBtenteils E). Da
auch die anderen Griinde B, C,DundF, auch bzw. gerade
in einer so zuriickgenommenen Abbildungsgeometrie, nicht
bzw. nicht ausschlaggebend zutreffen, ist wohl eine neue
didaktische Analyse mit dem Zweck vonnéten, eine Recht-
fertigung fiir diese reduzierte Abbildungsgeometrie zu lie-
fern. Dabei miite man dann den Zeitaufwand, den die
Ausbildung des Abbildungsbegriffs erfordert, und die
Ferne der Abbildungsgeometrie, auch der tiblichen Ele-
mentarkinemalik(!), zu den Anwendungen beriicksich-
tigen.

Ich pladiere nicht fiir eine Abschaffung der Beweglichkeit
der Objekte im Geometrieunterricht! Zeichnen, Abtragen,
Messen. Konstruieren, funktionales Denken, plausibles
SchlieBen, Beweisen, ganz zu schweigen von Betrachten,
Her-, Darstellen und reflektiertem Gebrauch geometri-
scher Formen (Dreidimensionalitit, Zweckanalysen)
erfordern Beweglichkeit: bej den Objekten effektiv, zeich:
nerisch und in der Vorstellung (und natiirlich auch beim
D_cnkcn). Jedoch §()Ilen diese Bewegungen nicht gleich
“l'llcdcr_zp geometrischen Abbildungen hoch- bzw. umma-
thematisiert we i ] i ;
trie in ein Svst;: ;I:{n::rlc hd(z)ilsmzt?vl: ) l'aBt oich dic Geome.

! N 5} k - das, mit Kongruenzgeome-
trie. beliebig weit vorangetrieben werden kanp.

schen Sachverhalten bietet es sich in einem zweiten Durch-
gang durch die Geometrie an, nunmehr abbildungsgeome-
trisch vorzugehen, etwa auf der Sekundarstufe [1 (falls Zeit
vorhanden ist) oder im Mathematik(-lehrer-)studium. Nun

hat man Gelegenheit, mj all . ,
anschaulichen) Abbiidun gemeinen (und weniger
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der Geometrie grundsatzlich innewohnt, ndmlich daB
gerade ihre Anschaulichkeit abstrakten Begriffsbildungen
und Denkweisen abtraglich ist. FLADT (1933a) berichtet von
einem solchen Vorgehen im Mittel- und Oberstufenteil des
Schulbuchs von ScHULKE/DREETZ (1928-1931).

In meiner Vorlesung ,Geometrie® in Kassel, die haupt-
sichlich von Sekundarstufe-I- und -II-Lehrerstudenten
besucht wird, gehe ich folgendermaBen vor: Zunichst
behandle ich den dreidimensionalen euklidischen Raum.
Grundbegriff ist die Kongruenz; Kongruenzabbildungen
werden definiert, ihre Existenz, der Vierspiegelsatz, sowie
weitere Sétze liber die Struktur des Raums und der Kongru-
enzgruppe werden bewiesen. Dabei werden zahlreiche
Sachverhalte aus der ebenen Geometrie herangezogen
(und bewiesen), und es fallen auch zahlreiche Ergebnisse
fiir sie ab. Danach folgt ein Durchgang durch die ebene
Geometrie, beginnend bei der Affinen Gruppe bis zur
Rekonstruktion der Kongruenzgruppe. Dieser Aufbau ist
nicht nur dadurch bestimmt, daB ich Abbildungsgeometrie
fir eine geeignete Methode zum Ordnen der Geometrie
halte (bei entsprechendem Niveau der Lernenden!), son-
dern daB zukiinftige Lehrer mit dem gingigen Schulstoff
vertraut sein missen. Deswegen wird auch der Unterschied
zwischen geometrischer Abbildung und Bewegung thema-
tisiert. Bei dem ganzen Vorgehen halte ich, speziell auf die
Abbildungsgeometrie bezogen, folgende Grundideen fiir
wichtig:
~ aus ganz wenig Information (etwa Geradentreue und 3

Paaren nichtkollinearer Ur- und Bildpunkte) kann man

die gesamte Abbildungsvorschrift fiir die Ebene erschlie-

Ben und ihre sonstigen Eigenschaften ausnutzen
— 2u einer absteigenden Kette von Untergruppen gehort

eine aufsteigende Kette von Invariantenmengen der

Zugehdrigen geometrischen Struktur
~ die Gruppen haben einfache’ Erzeugendensysteme.

Dabei spielen (in der Ebene) Achsenaffinititen und ihre

Spezialfille bis hin zu den Spiegelungen eine besondere
Rolle.
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