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unterricht (GU). Da kann man Aufsdtze lesen iiber das "Stief-
kingd", das "Dilemma", "between the devil and the deep sea”,
die "Tragédie", den "Fall" (als "case" ung als "fall"), den
"Aufstieg und Fall" und schlieglich den "Tod"; da wird die
Geometrie in Euklid bPersonifiziert, diesenm "Fehler" und "Fesg-
selung" vorgeworfen und RAufrufe erlassen wie "weg mit", "los
von", "nieder mit". pa gibt es einen GDM-Arbeitskreis zur .
"Wiederbelebung der Geometrie in der Schule"und auch Beschrei-
bungen wie "der Fall und der Aufstieg" oder "sie lebt und ist
gesund", sie jigt "lebendiger denn je". Auch aus den negativen

Uberschriften ist ein positives Verhdltnis zur Geometrie her-
auszulesen: man sorgt sich eben.

n davon ausgehen, dag Umfang (und wohl auch

denden GU noch deutlich
niedriger liegen. Dpafiir Sprechen auch dije dirftigen Erfolge
dieses GU, wie sie von den spiteren Abnehme

ler (Oberstufe, Hochschule, Berufsausbildung) beklagt werden.

Hier kann man sich S0gar auf eine umfangreiche Untersuchung
Uber den Effekt (auch) des gu

die Rickschliisge auf westdeutsch
die Curricularepn Midngel unseres
{zur Hauptschule: Damerow 1980; zum gymnasialen Unterricht:

Z.B. der Gemener Kongren (Andelfinger 1978), Fiihrer 1982; im
Hinblick auf das Berufsleben: Lorcher 1977; auf die Abbildungs~-

deometrie bezogen: Bender 1982, Schwartze 1983) mit folgenden
Befunden: |

e0rie-Ideal ausgerichtet und ver-
leiten zym



- betonter Einbezug von Anwendungen (z.B. Meyer 1980; auch
Miller 1981; auch Zeitler 19%80),

- Ausgehen von Problemen (z.B. Stowasser 1974ff)

sind - wie der ganze traditionelle Raumlehreunterricht spe-

ziell der Volksschule -~ jedoch jedenfalls Gefahren ausgesetzt:

DaB entweder die theoretische Durchdringung des Stoffs ver-

nachldssigt wird oder aber Theorie oder Praxis ausgesetzt er-

scheinen. (Wegen der hier zutagetretenden erkenntnistheore-

tischen Probleme verweise ich auf Schreiber (1978).)

Als ein Mittel zur Begegnung dieser Gefahren mdchte ich das
Konzept der zentralen Ideen einer Disziplin propagieren, das
weder in der Allgemeinen, noch in der Mathematik-Didaktik
(vgl. z.B. Vollrath 1978) prinzipiell neu, filir die Geometrie
jedoch noch nicht genligend konkretisiert ist. Mit diesem Kon-
zept korrespondiert eine gewisse Auffassung veom Sinn des GU,
die ich zundchst darstellen will.

I. Rechtfertigung und Ziele des Geometrieunterrichts

Warum und wozu sollen alle Menschen in der obligatorischen
Schulzeit GU erhalten?

1. Geometrie zur Strukturierung der rdumlichen Umwelt und zur
Erforschung der praktischen Nutzbarkeit dieser Struktur
(dabei: Zwecke und ZweckmdBigkeit von Formen, Her- und Dar-
stellen in weitem Sinn, L&Gsen von Problemen aller Art, Auf-
bau eines Begriffssystems; vgl. Bender (1978)),

2. Geometrie als Kulturgut und Bildungsinhalt (Prototyp einer
Wissenschaft, universale Rolle im Denken),

3. Geometrie zum Training geistiger Fdhigkeiten (Raumanschau-
ung, Argumentationsfdhigkeit, Kreativitdt, Geometrisierung
(Idealisierung)),

4. Geometrie zur Vermittlung von Freude und Entwicklung von
Selbstvertrauen (Asthetik von Formen und Ordnungen; eigenes
Tun, Herstellung von "Produkten"; Erfahrung der Kraft des
eigenen Verstands und der Autonomie des Denkens {(Freuden-
thal 1974)).

Die alte Dichotomie "Schiiler- vs. Stofforientierung", wie sie
Z2.B. Kratz 1974 beschrieben hat, ist - vom fachdidaktischen
Standpunkt aus gesehen - hier gegenstandslos. (Teile dieses
Systems von Rechtfertigungsgrinden gehen auf Vorstellungen
des Gemener Kongresses (Andelfinger 1978) und von Kirsch 1980
zurlick; jedoch ist die Akzentsetzung dort anders.)

ITI. Inhaltliche Wesensziige der Ceometrie

Bei jedem der genannten Rechtfertigungsgriinde tritt die Geome-
trie inhaltlich in folgenden drei Wesenszigen in Erscheinung:

1, Geometrie als praktische Nutzung der Struktur des Anschau-
ungsraums in Alltag, Technik (, Natur),

2. Geometrie als Veranschaulichungs- und heuristisches Medium
fiir mehr oder weniger abstrakte Sachverhalte (von der iiber-
sichtlichen Darstellung einfachster Zusammenhdnge bis hin
zu komplizierten Molekiilaufbauten in der Chemie oder tief-
liegenden Begriffsbildungen in der Mathematik),
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3. Geometrie als (anwendbare) Theorie des Anschauungsraums
(i.w. die Lehre von den (partiell) starren KOrpern und
inren Bewegungen im euklidischen Raum, die die Begriffe
ausbildet und in ein Beziehungsgerge bringt) .

(Fir die unterrichtliche Realisierung nicht relevant:_ (als
4. Geometrie alsg mathematische Disziplin im engeren Sinn (a
ti

axiomatische Theorie ohne ontologische Bindung der Begrif-
fe),

5. Geometrie alg Lehre vom physikalischen Raum.)

Bei diesem Verstandnis von Geometrie ist die Trennung in Pro-
pddeutik und "eigentlichen" GU aufgehoben. (Andere Zusammen-

stellungen von "Sichtweisen" bz, "Aspekten” stammen von Voll-
rath (1974) baw. Holland (1979)

IITI. Das Konzept der zentralen Ideen

Schlagkraft Zweifelhaft ist,
Geometrietreiben selbst?

ler Ideen der Mathematik. Diese sind nicht
sondern sie sind in einem vor-

und erst in einem ldngeren
Prozep zy exaktifizieren. Sie besitzen eine gewisse logische
Allgemeinheit und sind in viel

en Bereichen relevant; Beispiel:
die Idee der Abbildung. Sie zeichnen sich also ays durch

tischen Einzelgebieten)

- Sinn (Verankerung im Alltagsdenken,
deutung) ,"

Wahrend Halmos (1981) bei Seiner Aufzdhlung von "Elementen der
Mathematik" Pragmatisch

vom Standpunkt eines Mathematikers aus
vorgeht, beinhaltet Schreiberg Ansatz - auch wenn der Halmos=-
sche Ideenkatalog Sich von den Séinem gar nicht so stark un-
terscheidet - didaktisch i

lebensweltliche Be-

Dazu passeng ist
wie Geometrie, Wahrscheinlie i

der Zentralen Ideen, bej denen der Aspekt der Universalitit
2urlicktrieg und die Fiille si i

zeigt. Solche Ideen kg i Wirkungskreis auf diesen
beschrinkt sein, wie viellej i

Geometrie; Sle kénnen auch Konstitye
ldee sein, yie die Idee der Abbildung.
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Zentrale (bzw. universelle) Ideen scllen weder Grundlagen fir
die Mathematik als Wissenschaft noch Organisationsformen fir
den Unterricht liefern, sie sind vielmehr am jeweils betrach-
teten Gegenstand aufzuzeigen, kénnen die Erschliefung neuer
Gebiete leiten, Beziehungen herstellen, das Wesentliche, das
Wesen des Fachs sichtbar machen, insgesamt eben: Sinn stiften.

Mit Ihrer engen Verbindung zur Lebenswelt und ihrem universa-
len Charakter ist die Geometrie die Muster-Disziplin, die fir
fast alle universellen Ideen der Mathematik wesentliche Kompo-
nenten liefert. Der wvon mir bevorzugte Einbezug der Praxis in
den Unterricht ist dabei f&rderlich, aber nicht unabdingbar.

IV. Beispiele zentraler Ideen der Geometrie flr den Unterricht

Im folgenden mdchte ich nun nicht eine Ideensystematik entwik-
keln; eine gewisse Hierarchie der Ideen ergibt sich jedoch:
Zunidchst einmal ist ohne die Idee des Raums und des (starren)
Korpers (unabhdngig von der Dimension) keine Geometrie mog-
iich. Sodann sind es die Idee des Passens und die der Abbil-
dung, um die sich andere Ideen locker gruppieren.

{(siehe auch Freudenthal 1977) (das ist spdter (partielle) In-
zidenz und Kongruenz).

Betrachten wir einmal eines jener Baumhduser eines holl&dndi-
schen Architekten, die vom IOWO (siehe Schoemaker u.a. 1987)
in die Literatur eingefiihrt und auch in dem insgesamt sehr
anregenden Aufsatz von Bmuner/Kickinger dber "gebaute Geome-
trie" (1982) beschriében wurden: Ein Wirfel auf der Spitze,
ruhend auf einem prismatischen FuB. Zur geometrischen Be-
trachtung dieser Form gehdrt auch die Diskussion der Vor- und
Nachteile beim Bauen und beim Wohnen und der Vergleich mit der
konventionellen Bauweise. Man kann nicht einfach einen Wirfel
in iiblicher Lage im Schwerkraftfeld mauern und betonieren und
ihn auf die Spitze stellen; es gibt keine tragenden W&nde,
sondern ein Geriist aus Stahltrdgern entlang der Kanten. Wie
viele Triger sitzen auf dem FuB auf, und in welchen Rich-
tungen verlaufen sie, damit die quadratischen Seitenfldchen
dazu passen? Wie ist der FuB glinstigerweise geformt, damit der
Wirfel auf ihn paBt? Inwiefern paft auch diese Wirfellage gut
ins Schwerkraftfeld? Spitestens hier wird die Idee der Symme-
trie bedeutungsvoll: Bestimmte Lagen des Wirfels passen genau
auf die gegebene, wenn man ihn in Gedanken um die lotrechte
Achse dreht. Schlieflich werden noch waagerechte Fufibdden ein-
gepaBt, und es entsteht in der Mitte das bekannte regelmdBige
Sechseck. Weitere Aktivititen: Bestimmung von Hohe, Wohnflidche
und weiteren MaBen (Idee des Messens, der Abbildung (als
funktionaler Zusammenhang)), ebene Darstellungen (Idee der Re-
prisentation, des Algorithmus).

Paradebeispiele fiir die Idee ces Passens sind der quaderfdrmi-
ge Ziegelstein und die Bienenwabe als halbes Rautenzwdlfflach,
Zzwel der wenigen Formen, mit denen der Raum parkettiert werden
kann, bei denen auch wesentlich die Idee der Optimierung und
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die der Symmetrie eingehen, die oft in einem engen Zusammen-
hang stehen.

Z.B. die Polyederstruktur des LederfuBballs: Ein gutes Krite-
rium scheint das Volumenverhiltnis von Polyeder und Umkugel

Zu sein. Aber vor dessen Anwendung steht das Problem, welche

Formen Uberhaupt in Frage kommen. Haben die brauchbaren alle
eine Umkugel? Kann man nicht theoreti

okonomie hinzu. Kirzlich hat jemand
lumenverhdltnis '

© etwas grdBer gemacht werden. Diese Kenntnis
in der Praxis umsetzen, weil die Verbes-

Serung minimal ist, aber das Ausschneiden der Sechsecke mehr
Abfall ergibe.

Schiieflich zum Passen als Beweglichkeit inm Lager, ein
wichtiges Funktionsprinzip pej geometrischen Sachverhalten al-
ler Art, in dem die ldee der Homogenitit veon Fldachen und Li=-
nien (Ununterscheidbarkeit Ihrer Stellen) wirksam wird. Das
Flughafengepéckband funktioniert, indem sich bei einer Kriim-
mungsdnderung der Lau£richtung die Glieder entlang dem kreis-
férmigen Rand ihrer Nachfolger abdrehen. Beim Schraubenmut-
ternquerschnitt ist qi i

de Sticke, damit der
den kann, und diese §

Ellipsenform, weil au ] gleichmdBig ist.
Dagegen miissep die Gewi i

chen gute (homogene) sein (zu dem ganzen Kom-
plex vgl. Bender/schreiber 1980).

Wie solche Beispiele unterrichtlich weiter auszuwerten sind,
liegt auf der Hand: Quantitative Berechnungen, zZeichnerische

Darstellungen, Symmetriebetrachtungen, Vergleiche mit Alter-
nhativen, usw,
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Zum Beispiel der Vergleich des Verfahrens von d'Hondt mit dem
von Hare-Niemeyer (H-N) zur Verteilung der Sitze eines Parla-
ments 0.d. an die Parteien (H-N: Die Sitze werden proportional
zu den Stimmen verteilt, die nichtganzen Sitze der Parteien
der GriéBe nach sortiert und auf 1 bzw. O gerundet, so daBf dann
das Parlament komplett ist): Bei drei Parteien werden die mdg-
lichen Stimmenverteilungen als baryzentrische Koordinaten in
einem gleichseitigen Dreieck abgetragen, die m&glichen Sitz-
verteiluﬁgen markiert und fiir jede Stimmenverteilung ausge-
rechnet, zu welcher Sitzverteilung sie filihrt. Wahrend bei
d'Hondt offenbar die grofBen Parteien bevorzugt werden, ergibt
H-N das symmetrische Wabenmuster, ldB8t jedoch das Paradoxon
zu, dafB eine Partei in einem gréferen AusschuB einen Sitz we-
niger erhalten kann als in einem kleineren (bei gleicher Stim-
menverteilung!). Der Abbildungsbegriff ist hier problematisch,
weil die Zuordnung der Stimmenverteilungen zu den Sitzvertei-
lungen auf den Wabenrdndern nicht eindeutig ist und in der
Praxis etwa durch das Los bestimmt wird. Nimmt man eine vierte
Partei hinzu, so ist das ganze Gebilde ein regelmdfiges Tetra-
eder, und bei H-N sind die Waben genau die bekannten Rauten-
zwolfflache, eine Form, die auch als Strukturelement bei Mole-
kiilaufbauten wichtig ist.

.P3
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3._2um_theoretischen Wesenszug der Geometrie: Hier steht nun

die Idee der Abbildung im Vordergrund, im Sinne der Meraner
Reformvorschlige auf der Grundlage funktionalen Denkens _
{nicht: Abbildungsgeometrie): Welche Werte erhilt man nachein-

ander im Wertebereich, wenn man den Definitionsbereich in be-
stimmter Weise durchlduft?

Umfangswinkelsatz: A+B fest; jedem X (A+X+B) wird das Winkel-
mas (AXB) zugeordnet. Veranschaulichung dieser Abbildung
durch Linien gleichen WinkelmaBes: Kreisbdgen; zweioeigent—
liche Unstetigkeitsstellen A,B; Sonderlage flir w=90"., Pythago-
rassatz: A+B fest; jedem X wird 12 (aB)Y~1 (AX)-12 (BX) zugeord-
net. In X ergibt sich ein stumpfer, rechter, spitzer Winkel,
je nach dem, ob die Abbildung in X positiv, nullwertig oder
negativ ist (X nicht auf der Gerade durch A und B). Mittel-
senkrechte: A:B fest; jedem X wira 1{AX) ~1(BX) zugeordnet.

Die Mittelsenkrechte ist die Menge der Nullstellen. Den ganzen
Sachverhalt braucht man Zum Nachweis, daB sich die Mittelsenk-
rechten eines Dreiecks in einem Punkt schneiden.

M8gliche Leistungen solcher funktion

- Es werden Vermutungen bzw, Plausi
gelegt (im Beispiel zuerst der Py
nussate);

- Ebene und Raum sing fir
als R: Wege der Invarian

= man erhilt Uberblicke;

-lagen;

Umkehrungen werden gleich mitgeliefert,

Zur Idee der Abbildung gehdrt auch die Variation der Funktions-

beziehung: 2z.B. das Umfangswinkelmag als Funktion des Kreisra-

dius bei fester Sehne, oder als Funktion der Sehnenlédnge bei

festem Kreis.

aler Betrachtungen:
bilitétsﬁberlegungen nahe-
thagoras- spiter der Kosi-

funktionales Denken besser geeignet
Zz, der raschesten Anderung usw.;
die S&itze sing Sonderfille bzw.

-—

Weitere Beispiele fiir funktionale Betrachtungen:

- Tqrricellipunkt als Punkt mit minimaler Abstandssumme zu
elner endlichen Punktmenge. Jedem pupkt wird dabei die Ab-
standssumme bezliglich der ge

: : gebenen Punktmenge zugeordnet;
Jeder endlichen Punktmenge w

ird die Menge ihrer Torricelli-
punkte Zugeordnet;
- Inhaltsfunktionen;
- Kurven, Bewegungen als Funktion der Zeit;
= Umkreismittel

Punkt als Funktion von Punktetripeln,

Zur Idee Qer Kgntingitét (hervorgehoben 2.B. von Thom (1970/
1974)): sTe Zelgt sich urspringlich nicht ip der Betrachtung
von Folggn end}lgher Distanzen, sondern im kontinuierlichen

Wande;n im Deflnltionsbereich und der entsprechenden wande-

reich. In der Geometrie kdnnen nicht nur konti-
+ Sondern auch solche von Figu-

rundlage fij ;
als Abbildungen, 9 r die Fassu
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Kontinuitdt ist auch ndtig, um wiklich alle Sonderlagen zu
finden; z.B. gibt es in der Abfolge regelmdBig abgestumpfter
Wirfel mit dem Wirfel als Anfangs- und dem einbeschriebenen
Oktaeder als Endglied (KUhl 1976) drei archimedische Zwischen-
k&rper.

Zur Kontinuitdt gehdren Stdrungen, ndmlich Unstetigkeitsstel-

len, wesentlich dazu: Liuft man (beim Umfangswinkelsatz) ganz

um den Kreis, so gibt es zwei Punkte, an denen das sonst kon-—

stante Winkelmaf springt. Oder: Bei einer kontinuierlichen Ab-
folge von Punktetripeln gibt es Lagen, bei denen die Bahn der

Unkreismittelpunkte im Unendlichen verschwindet. Und: Zwischen
unterschiedlich orientierten Figuren ist kein kontinuierlicher
dimensionserhaltender Ubergang mdglich.

Hierbei bedeutet die Idee der Invarianz, etwas anders als der
klassische mathematische Begriff, aber vereinbar mit diesem:
Konstanz einer Funktion auf Teilen ihres Definitionsbereichs,
etwa: die Fladcheninhaltsfunktion, wenn man ihren Definitions-
bereich (nicht notwendig kontinuierlich) mit Scherungen durch-~
streift. Ich erinnere an "die Wanderung einer Dreiecksecke"
von Winzen (1972) und an zahlreiche dhnliche Betrachtungen aus
der ersten Hdlfte unseres Jahrhunderts.

Schiebungen usw. bis Achsenaffinitdten sind kontinuierliche
einparametrige Figuren-Abfolgen, bei denen die Bedeutung von
"Anfangs~" und "Endlage" auch andere Konstruktionen nahelegen.
Insbesondere beim Auftreten von Symmetrie (Invarianz von
Punktmengen bei bestimmten Bewequngen) kommen dann auch grup-
pen und Permutaticnen ins Spiel, zundchst fir lberschaubare
Objekte wie einen Wirfel, spidter filir den ganzen Raum.

Zum SchluB noch die Idee des Algorithmus: Von der Herstellvor-
schrift fir die Tetraedermilchtiite (nach Miuller/Wittmann 1977,
5. 128), mit der man deren seltsame Form und den seltsamen
Verlauf der Schweifindhte erkldren kann, iiber die Konstruktions-
vorschriften der Darstellenden oder der ebenen Geometrie bis
hin zur Erstellung von Systematiken (alle Quadratfiinflinge,
alle Wirfelvierlinge, das Haus der Vierecke, alle archimedi-
schen Parkette, alle archimedischen K&rper, alle Lagen dreier
Ebenen, alle Sonderfdlle beim 5. "Kongruenz"satz, alle Abbil-
dungstypen in der Affinen Gruppe (oder gar ein Satzgefiige)).
Mit dem Suchen, Finden und Ordnen von einigermaBen handfesten
Objekten (anstelle von Aussagen) kénnte manche Schwierigkeit
aus der Didaktik des Beweisens gemildert werden (zur Problema-
tik vgl. Winter 1983)

Fast alle der angesprochenen (und auch die wenigen nicht ge-
nannten) zentralen Ideen der Geometrie haben den Vorzug, daB
sie tiber die Mittelstufengeometrie hinaus tragen und beim
spdteren Mathematiktreiben immer wieder auftauchen. Zunichst
einmal sollen sie aber dazu dienen, den GU der SI wiederzube-
leben bzw. wieder zu beleben.
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