Unterrichtsmaterial

Wie wirtschaftlich ist Bausparen?

Wird bei Aufnahme eines Kredits zugleich ein Bausparverirag abge-
schlossen, mit dem dann nach der Zuteilung der Kredit abgelsst wer-
den soll, dann hat dieses Geschift einen héheren effektiven Zinssatz
als der Kredit allein — der Bausparvertrag verteuert also den Kredit.
Die — nicht-triviale — Frage nach dem effektiven Zinssatz des Bau-
sparvertrags allein kann mit Mitteln der Analysis angegangen werden,
die Mathematik-Grundkursen der $ II zuginglich sind.

von Peter Bender

1. Motive fiir das Bausparen

Generationen von Hiusle-Bauern haben sich
den Traum vom Eigenheim mit Hilfe des Bau-
sparens verwirklicht, und trotz schwerer wirt-
schaftlicher Einbriiche bei den Bausparkassen
Anfang der achtziger Jahre ist das Bausparen
auch heute noch beliebt:

Beim Bausparen muf} man ein paar Jahre
lang regelmiflig sparen und erwirbt damit ei-
nen Anspruch auf ein Bau-Darlehen in der
Grofenordnung der bereits angesparten Sum-
me. Der Zinssatz fiir dieses Darlehen betrigr
nominal meist 5 %; das ist zwar in der derzeiti-
gen Niedrigzins-Phase nicht iiberwiltigend
giinstig, aber der Zinssatz bleibt fest bis zum
Laufzeitende, und das auch, wenn der Marke-
Zinssatz fiir Hypotheken beispielsweise iiber
10 % liegt.

Hinzu kommen weitere (z. T. nur schein-
bare) Vorteile: Man muR nicht gleich bei Ab-
schiuff des Bauspar-Vertrags Zinsen zahlen,
sondern erst nach vielen Jahren, und bis dahin
kriegt man sogar noch Zinsen fiir das Spar-Gut-
haben! Die Haben-Zinssitze liegen in der Gré-
Benordnung von 3 %; dies stelle derzeit eine
respekrable Rendite dar und bewegt sich auch
in Zeiten ,normaler Zinshohe im Rahmen
iiblicher Sparzinsen.

Auflerdem L hilft der Staar mit beim
Bauen*®, wie der Slogan so schén heiftt, indem
er auch speziell das Bausparen durch mehrere
Mafinahmen fordert: Arbeitnehmer-Sparzula-
ge, Wohnungsbau-Primie bzw. Steuervergiin-
stigung durch Abzugsfihigkeit von Bauspar-
Aufwendungen als Sonderausgaben.

Doch halt: Bei der Mehrzah] der berufstiti-
gen Bevilkerung ist das Sonderausgaben-Kon-
tingent bei der Steuererklirung bereits durch
Versicherungen ausgefiillt, so daf§ die Bauspar-
Aufwendungen nicht mehr steuerlich wirksam
werden. Fiir den Anspruch auf Sparzulage und
Primie wiederum gibt es Einkommens-Ober-
grenzen, die von Jahr zu Jahr zunehmend von
Bau-Willigen (und -Potenten!) iiberschritten
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werden, die damit aus dieser Férderung her-
ausfallen: 48000 DM zu versteuerndes Ein-
kommen bei Verheirateten und 24000 DM bei
Ledigen. — Fiir die grundsarzlichen Uberlegun-
gen zum Bausparen sollte man diese Vergiinsti-
gungen deshalb aufler Betracht lassen, ebenso
wie auch zusiteliche Belastungen, etwa in
Form von Risiko~Lebensversicherungen, —
einfach weil diese Be- und Entlastungen zu
stark von den persénlichen Umstinden abhiin-
gen (dies ganz im Sinne der Preisangabenver-
ordnung vom 14, 3. 1985; PAngV; BGBI11985,
580; und den Ausfihrungshinweisen des
Bund-Linder-Ausschusses  ,Preisangaben®
vom 31. 7. 1985 zu deren § 4) und sich bei
Baukosten von 300000 DM nicht mehr so ent-
scheidend auswirken.

Fir den klassischen Typ des Bausparers
war und ist Bausparen durchaus sinnvoll: Zwi-
schen dem Eintritt in das Berufsleben und dem
geplanten Bezug des Hauses liegt viel Zeit, in
der ein spiirbarer Anteil an den gesamten Bau-
kosten als Guthaben angespart werden kann,
und in dieser Zeit ist man frei von grofleren
Schulden (die man nimlich sonst giinstigerwei-
se ablosen wiirde statt bauzusparen).

Heutzutage findet man diesen Typ relativ
seltener: Die Ausbildungszeiten sind linger ge-
worden, so daf} es mit dem Geld-Verdienen
spiter losgeht, und die Bereitschafe, nach ei-
nem Entschluf zum Wohn-Figentum noch
jahre- und jahrzehntelang bis zum Erwerb des-
selben zu warten, hat im Zuge der sozialen Ent-
wicklung in unserem Land deutlich nachgelas-
sen, wofiir nicht zuletzt die Banken mit verant-
wortlich sind, indem sie besonders um 1980
grofiziigig Bau-Kredite auch bei sehr geringem
Eigenkapital gewdhrten. (Da das Real-Ein-
kommen der Arbeitnehmer seit 1979 insgesamt
kaum noch gewachsen ist ~ im Gegensatz zu
den Jahren davor — konnte seitdem so manche
Familie — insbesondere bei Arbeitslosigkeit —
ihren Finanzplan nicht mehr erfiillen, und ihr
Haus kam unter den Hammer; bei diesen ca.
9000 Fillen im Jahr 1986 wurden iibrigens
durchweg rrur 50 %-70 % des Verkehrswerts

erldst, so dafl anschliefend hiufig das Haus,
nicht aber alle Schulden weg waren.)

Beim ,,ordentlichen“ Bausparen kann eine
solche Eigenkapital-Unterdeckung eigentlich
nicht vorkommen: Bei fast allen Bauspar-Tari-
fen mufl der Bausparer nimlich 40 % (bei man-
chen sogar 50 %) der Bauspar-Summe ange-
spart haben, ehe er diese ausgezahlt bekomm
(sog. Zuteilung des Bauspar-Vertrags), wovon
dann eben die 40 % (oder mehr) ihm sowieso
gehoren und lediglich die Differenz bis 100 %
das Darlehen, also Fremdkapital, darstellen.
Mit dessen Abtragung kann man zwar immer
noch iberfordert sein; damit ist aber weniger
zu rechnen, da man durch das Ansparen seine
Finanzkraft unter Beweis gestellt hat.

Nun haben aber, wie gesagt, viele Bau-Wil-
lige zu dem Zeitpunkt, wo sie Bau-Geld brau-
chen, keinen Darlehens-Anspruch aus einem
Bauspar-Vertrag bzw. keinen in ausreichender
Hohe, und es besteht Bedarf an einer Sofort-Fi-
nanzierung eines mehr oder weniger hohen Be-
trags. Um die Durchfithrung solcher Finanzie-
rungen bewerben sich Kreditinstitute wie Ge-
schiftsbanken, Hypothekenbanken, Versiche-
rungen usw. und auch die Bausparkassen mit
ihrem Angebot der sog. Vor-Finanzierung (mit
der weniger bedeutenden Variante der Zwi-
schen-Finanzierung): Es wird das gewiinschte
Darlehen sofort gewihrt; und fiir dieses sind
zunichst nur Zinsen und keine Tilgung zu zah-
len. Getilge wird auf einen Schlag, und zwar
dann, wenn ein gleichzeitig abzuschlieflender
(oder schon vorhandener) Bauspar-Vertrag in
gleicher Hohe einige Jahre spiter zugeteilt
wird.

Bei der Vor-Finanzierung cines Bauspar-
Vertrags zahlt man also: In der Anspar-Phase
die Zinsen fiir das Darlehen (der Zinssatz dafiir
ist meist moderat; er liegt hiiufi g im unteren Be-
reich von marke-iiblichen Hypotheken-Zins-
sitzen, z. Z. bei ca. 6,5 %); in der Darlehens-
Phase die Tilgung des Bauspar-Darlehens und
5 % Zinsen, allerdings ja nur fiir 60 % (oder we-
niger) des urspriinglichen Darlehens. Aufler-
dem erhiilt man in der Anspar-Phase janoch die
Haben-Zinsen! Und nach etwa 20 Jahren ist
alles bezahlt!

Da wundert man sich doch, daft ander'e
Formen der Bau-Finanzierung iiberhaupt exi-
stieren, besonders wo dort die Zinssatz-Fest-
schreibung . a. spitestens nach 10 Jahren aufge-
hoben wird und man dann u. U. mit hoheren
Zinssitzen zu rechnen hat. Nun sind ja die
Banken usw. durch die PAngV zur Angabe des
effektiven Zinssatzes (bzw. anfinglichen effek-
tiven Zinssatzes fiir die Zeit der Zinssatz-Bin-
dung) verpflichtet. Da kann man ja einmal ver-
gleichen: Eine Hypothek iber 100000 DM mit



Sekundarstufe 11

|

100 % Auszahlung, nominal 7,4 % Zinsen und
1 % Tilgung hat bei monatlichen Raten von
700 DM einen anfinglichen effektiven Zinssatz
von 7,76 %. Ein entsprechendes Darlehen zu
nominal 6,5 % hat einen effektiven Zinssatz
von 6,70 %. Wenn es nach etwa 10 Jahren abge-
lost wird, betrigt das Bauspar-Darlehen dann
noch gut 40000 DM, dessen Tilgung wiederum
etwa 8 Jahre dauert mit einem effektiven Zins-
satz von ca. 5,7 %, so dafd man fiir das Gesamt-
Geschift bei dieser Variante einen effektiven
Zinssatz von ca. 6,5 % (cine Art gewichretes
geometrisches Mittel) erhilt. Und davon miifi-
ten die Haben-Zinsen noch irgendwie abgezo-
gen werden.

Wer so rechnet, macht einen unscheinba-
ren, aber entscheidenden Gedankenfehler und
wendet den Begriff des effektiven Zinssatzes
(nicht etwa die Formel der PAngV'!) falsch an.

2. Wie man den effektiven
Zinssatz ausrechnet

Im folgenden werde ich den Begriff des effek-
tiven Zinssatzes im Prinzip erliutern. Fiir zahl-
reiche wichtige Einzelheiten mochte ich auf
Hestermeyer (1985, 1987) verweisen. Man
kann die Arbeit mit dem effektiven Zinssatz in
der S1je nach Niveau recht weit treiben. Fiir ei-
ne Formel wie in der PAngV werden arithmeti-
sche und geometrische Reihe gebraucht; der
Taschenrechner ist unabdingbar; funktionales
Denken ist wesentlich: Was passiert mit linker
und rechter Seite der jeweiligen Gleichung bei
Anderung des Zinssatzes?

Beider Anwendung auf das Bausparen (mit
oder ohne Vor-Finanzierung) braucht man eine
noch kompliziertere Formel als die in der
PAngV. Dies zusammen mit der norwendigen
Motivation zur Beschiftigung mit dem Bau-
spar-Wesen Lifit eine Verlagerung in die SII
eventuell in Verbindung mit dem Einsatz des
C_:omputers geboten erscheinen. Wenn schlieft-
lich die Fragen nach Existenz und Eindeutig-
keit des effektiven Zinssatzes behandelt wer-
den, werden Kurven-Diskussionen fiir Poly-
tom-Funktionen gebraucht, und man befindet
sich direke im Analysis-Unterricht bzw. in des-
sen Nihe.

2.1 Das Gleichgewicht zwischen Ein- und
Auszahlungen, hergestellt iiber den effekei-
ven Zinssatz

]?ie Grundidee des effektiven Zinssatzes ergibt
sich aus folgender Fragestellung;: Fiir ein Darle-
hen in Hihe von D wird nach n Jahren der Be-
trag A (A > D > 0) zuriickgezahlt. Die Zinsen
A-D denkt man sich folgendermafien entstan-
den: In jedem Jahr wird der Jahresanfangs-Be-
stand um einen bestimmten iiber die Jahre kon-
stanten Prozentsatz (effektiver Zinssatz) auf
den Endstand erhsht (wobei Zinseszinsen ent-

steben). Wie hoch ist dieser Prozentsatz, so daf§
aus D am Anfang A am Ende wird? Mathema-
tisch liegt ein ungestdrter Wachstums-Prozef§
mit der Wachstumsrate x. und dem Wachs-
tumsfaktor I4x. vor (s. Kirsch 1976). Aus der
Gleichung

Y]
ergibt sich x, eindeutig (und zwar x. > 0; als ein
Maf fiir die ,,Giite“ des Darlehens).

D(1+x)" = A

Gewohnlich finden bei einem derartigen
Geldgeschift auch innerhalb der Laufzeit Zah-
lungen statt; der Wachstums-ProzeR“ ist ,,ge-
store®. Auch hierfiir definiert man ein Giite-
mafl in Form eines effektiven Zinssatzes. So
wie schon im einfachen Fall (1) eine Mittelbil-
dung vorliegt (der effektive Zinsfaktor | + xe als
geometrisches Mittel der tatsichlichen Zins-
faktoren 1+ x1, 1 + X2, - - - , 1+ Xn), wird auch
jetzt jede Zahlung, egal ob vom Darlehensge-
ber oder -nehmer, mit ein und demselben Zins-
satz aufgezinst, und die Frage lautet nun: Wie
hoch ist dieser zu wihlen, damit sich die (posi-
tiven und negativen) aufgezinsten Zahlungen
gerade im Gleichgewicht befinden und das
Geldgeschift also mit der letzten Zahlung zum
Zeitpunkt n von beiden Seiten fiir erledigt er-
Kliirt wird? Sind D (D > 0) das Darlehen und
Ay, Az, ..., Ac(Ai=0) die Zahlungen des Dar-
lehensnehmers, dann ist der effektive Zinssatz
x, dedjenige Zinssatz, bei dem folgende Glei-
chung in y:=1+x mit ye:=1+%e erfille ist:

@ Dyt=Ayl+Ay 4.
+ Ap-1y + An,

die speziell fiir Ay = Az =.. . =Ap=:A7u
(&) Dy(y—1) = A(y"-1)

(unter Benutzung der geometrischen Reihe!)
wird. Zur Analyse der Gleichung (2) im Ma-

thematik-Unterricht der SII betrachtet man
giinstigerweise das Polynom

# py)=Dy"— Ay !—... = A

(im Bereich y Z 1).

Damit iiberhaupt ein ,normales® Darlehen
vorliegt, wird fiir dessen Koeffizienten noch

(5) p()=D—Ai—Az—...— A <0
gefordert.

Man iiberlegt sich elementar, dafl man
y nur grof genug zu machen braucht, damit
p(y) >0 wird. Also hat p (aus Stetigkeitsgrin-
den, die man recht naiv einbringen kann) eine
Nullstelle y. (im Bereich y >1). Sobald aber fiir
ein yo = 1 gilt, daf p(yo) =0, dann gil fiir alle
¥ Z yo, daB p(y) Z 0. Um dies einzusehen,
beachte man, da q(y) ;=D — 8- 2. 22
im Bereich y 2 1 streng monoton steigend ist,
so daf fiir ein yo mit q{yo) =0 gilt, daB q(y) >0
fiir alle y mit y > yo. Zwar ist p(y) (= y"q(¥))

nicht notwendig monoton steigend, aber es er-
gibt sich hiermit, daf} es genau eine Nullstelle
hat. (Alle diese Uberlegungen bleiben giiltig,
wenn das Darlehen in mehreren Teilbetrigen
ausgezahlt wird; es mufl dabei nur gewihrlei-
stet sein, daff simtliche Zahlungen des Darle-
hensgebers wor denen des Darlehensnehmers
stattfinden und in der Summe niedrigerals jene
sind.) Die eindeutig existierende Nullstelle von
p wird als der effektive Zinssatz genommen.

Bekanntlich lifit diese Nullstelle sich i. a.
nur iterativ bestimmen. Man muf hier keines-
wegs mit dem Newton-Verfahren arbeiten; die
primitive Intervalthalbierungs-Strategie tut’s
auch: Man wertet {2) oder (3) mit irgendeinem
Wert x (x> 0) bzw. y (y =1+ x > 1) aus: Istder
linke Term grofier als der rechte, dann befindet
man sich im oben analysierten Positivitits-Be-
reich von p und muf mit einem kleineren Wert
fortfahren. Ist der linke Term kleiner, dann muf}
man den Wert fiir x vergréfiern. Inhaltlich be-
deutet das: Bei einemn zu hohen Wert fiir den ef-
felstiven Zinssatz reichen die Riickzahlungen A
nicht aus, um aufgezinst das entsprechend auf-
gezinste Darlehen auszugleichen. Da sie aber
fiir ausreichend erklirt sind, muf der effektive
Zinssatz niedriger sein; usw.

2.2 Das Vergifd-Prinzip gegen den entschei-
denden Gedankenfehler beim Bausparen
Es sollte aufgefallen sein, daf} von (Dis-)Agio,
Gebiihren, nominalem Zinssatz, unterjihriger
Verzinsung, Aufteilung in Zins- und Tilgungs-
anteil u. 4. keine Rede ist. Natiirlich spielen die-
se Groflen eine Rolle, indem sie Hohe und
Dauer der Zahlungen bestimmen. Aber wenn
die Zahlungsreihe D, — Ay, ~ A, ..., — Apein-
mal feststeht, kann und mufl man zur Berech-
nung des effektiven Zinssatzes alle diese Gro-
Ren (voriibergehend) vergessen ( Vergifi-Prin-
zip) und nur mit der Zahlungsreihe arbeiten.

Die konsequente Anwendung diescs Prin-
zips macht den oben behaupteten Gedanken-
fehler beim Bausparen mit Vor-Finanzierung
durchschaubar: Um D= 100000 DM direkt zu
erhalten, mufl man ein Darlehen in dieser Ho-
he aufnehmen und einen Bauspar-Vertrag in
gleicher Hohe abschliefen. Bis zur Zuteilung
nach etwa 10 Jahren miissen jahrlich die Zinsen
fiir das Darlehen und die Bauspar-Beitrige ge-
zahlt werden. Diese beiden zusammen machen
die Zahlungen A1, Az, ..., Ao des Darlehens-
nehmers aus, wobei es keine Rolle spielt, als
was diese Zahlungen etikettiert sind.

Wo bleiben bei dieser Uberlegung die Ha-
ben-Zinsen? Sie wirken sich zuniichst nicht auf
den Zahlungsstrom aus, sondern erhhen das
,Guthaben® des Bausparers auf dem Bauspar-
Konto. Damit tragen sie dazu bei, dafl es bis zur
Zuteilung nicht noch linger davert und daft das
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Bauspar-Darlehen niedriger ausfillt und daher
schneller getilgt wird, da die Hohe der Til-
gungsraten (Aq1, Ajz, . . . in Fortsetzung von
oben) nur von der Héhe der Bausparsumme
{Vetrags-Summe) und nicht von der Hohe des
Bauspar-Darlehens abhingt.

2.3 Die Beriicksichtigung

unterjihriger Zahlungen

Um diese Uberlegungen an einem realistischen
Beispiel verdeutlichen zu konnen, sind noch
die Auswirkungen unterjahriger Zahlungen zu
beriicksichtigen, da im Bauspar-Geschift mo-
natliche Zahlweise iiblich ist: Wihrend A =
6000 DM Zinsen am Jahresende fiir ein Darle-
hen von 100000 DM einen effektiven Zinssatz
von 6 % bedeutet, stellen A¥ = 500 DM an je-
dem Monatsende fiir dieses Darlehen einen hi-
heren effektiven Zinssatz dar, nimlich aus dem
zu (2) analogen Ansatz

(6) D(14x) = AT(1+%

+ AT, +D

x) + A?(l%x) +...

entsteht mit A:= A} = A = . . .= ADL

%) Dx=A~*(12+%(u +10+...+1+0)
=A"(12+55-%)

(arithmetische Reihe), und mit den Zahlen des
Beispiels ergibt sich x, = 6,17 9.

In der Formel der PAngV werden unterjah-
rige Zahlungen genau auf diese Weise beriick-
sichtigt: Sie werden bis zum jeweils nichsten
Jahresende einfach verzinst, und ab dann nor-
maljihrlich: Eine Zahlung A* um die Zeitspan-
ne t (0 = t = 1) vor Jahresende hat am Jahres-
ende dann einen ,Wert“ von A*(1+tx) mit dem
fraglichen Zinssatz x. Das bedeutet nichts an-
deres, als 50 zu tun, als ob A* iiber A¥(1+tx)
=A%((1-1) + t(1+x)) = A" (1-1) + tA*(14+x) in
zwei Teilbetrige

@

aufgespaltet wird, die (fikeiv) auf Jahresanfang
und -ende verteilt und entsprechend ganz nor-
mal aufgezinst werden, der erstgenannte Teil-
betrag ein Jahr linger als der andere. Die
Gewichtung der beiden Teilbetriige ergibr sich
aus dem Zeitpunkt, zu dem die Zahlung tar-
sichlich geleistet wird. Diese Art der Behand-
lung entspricht der tatsichlichen Verzinsung
auf einem idealen Konto mit jahrlicher Zinska-
pitalisierung. Thr mathematischer Vorzug liege
darin, daf bei einer Laufzeit von n Jahren die
Bestimmungsgleichung (2) keinen héheren
Grad als n hat, z. B. ,ein Darlehen von 5000
DM wird 5 Jahre lang an jedem Monartsende
mit 100 DM zuriickgezahit®:

tA* und (1-)A*

(9) 5000- (1+x)® = (650 + 550 (1+x)) - ((1-+x)"
+ (14xP + (142 + (1+3) + 1)
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ergibt 4450 - (1+x)° = 1200 ((1+x)* + (1+§)’
+ (14%)% + (14x) + 1) — 550 = 1200 {21
— 550 und weiter iterativ xe = 7,70 %.

Wenn man nun noch beachtet, dafl bei
nicht-ganzjihriger Gesamt-Laufzeit die letzte
Zinsperiode dann nicht als ganzes Jahr, sondern
entsprechend kiirzer angenommen wird, kann
man fiir ein beliebiges Darlehen den effektiven
Zinssatz im Sinne der PAngV ausrechnen: Ist
D das Darlehen, sind Ag, Ay, . . ., An, Aps die
jahrlichen Zahlungen des Darlehensnehmers
(die sich ihrerseits aus (fikriven) Teilbetrigen
aus untejahrigen Zahlungen zusammensetzen
kénnen, wie in (8) ausgefithrt), dann ergibt sich
der effektive Zinssatz aus

(10) D(1+x)" (1+1x) = (Ag(1+x)" + Ay(1+x)>"
+ o Ang(14x) + Ag)(14tx) + Apeg

(man beachte: 0 <t = 1; 0 £ Aj; 0 < Apyy;
Ao <D < Ao+ A1+ ...+ Agp).

Falls die Raten etwa monatlich in gleicher
Hohe A* zu leisten sind, dann hat man (mit
t=m/120<ms12)

(11) (D—S,S-A*)(1+x)“(1+1—n;x)
=12 (Lexf -1
X
m-—1 m m+ 1
3 S) L+ Tx) + 52

(die Formel der PAngV in iibersichtlicherer
Form), und diese Formel tiflt sich zur Not
gerade noch mit dem Taschenrechner aus-
werten.

+

3. Der effektive Zinssatz

beim Bausparen

Nun endlich zum Bauspar-Beispiel: Fiir ein
Darlehen von 120000 DM seien nominal 6,5 %,
also monatlich 650 DM Zinsen bis zur Zutei-
lung des Bauspar-Vertrags nach 10 Jahren zu
zahlen. Fiir den Bauspar-Vertrag seien in dieser

Zeit monatlich 500 DM, danach monatlich
720 DM, und zwar 7 Jahre 9 Monate lang, und
zum Schluf} noch eine Rate von 209 DM zu
zahlen. Dann hat man

(12) (120000—5,5-1150) - (1 +x)'7 - (1 + 1%
=(12- 1150+ (1 + ' + (1 + x)15 £2.,
+ (1 + x)% + (6,5 - 1150 + 5,5 - 720)
S(1+%)7+12:720- ((1 + %)+ (1 +x)°
+.o. o+ (1 +x)+ 720 (654 45)
(1 +4%%) + 720 - 4,5 + 209, und daraus
Xe = 7,90 % .

Konnte man eine Hypothek ergattern zu
einem effektiven Zinssatz von 7 % mit 10jihsi-
ger Festschreibung, so hitte man bei den
monatlichen Raten wie in (12) von 1150 DM
nach 10 Jahren noch eine Schuld von (120000
— 5,5 - 1150) - 1,07'0 — 12 - 1150 - 17
+5,5-1150 = 39274 (DM). Wiirde nach Authe-
bung der Zinssatz-Bindung der Marke-Zins-
satz auf 16,37 % (!) steigen, dann wire diese
Schuld gerade mit monatlichen Zahlungen von
720 DM in 7 Jahren 9 Monaten und einer letz-
ten Rate von 209 DM getilgt, und sobald der
MarktZinssatz niedriger wire, wiirde man bei
dieser Variante besser fahren als bei (12).

Auch wenn die Zuteilung des Bausparver-
trags schon nach knapp 8 Jahren erfolgen wiir-
de (wic bis in die siebziger Jahre iiblich), beliefe
sich der effektive Zinssatz im entsprechend
modifizierten Beispiel (12) noch auf 7,36 %.

Nanu — die Darlehen werden durch die
Verkniipfung mit Bausparen teurer! Da miifite
man doch einmal den effektiven Zinssatz fir
den Bauspar-Vertrag allein berechnen. Er mufl
deutlich héher sein als die 5,7 % fiir die Darle-
hens-Phase; und das liegt gewif} daran, da fiir
das Darlehen, das ja erst nach 10 Jahren zur Ver-
fiigung gestellt wird, schon sehr frith Riickzah-
lungs-Raten geleistet werden, nimlich schon
vor Empfang des Darlehens! So und nicht an-
ders ist die Anspar-Phase im Gesamtzusam-
menhang zu sehen. Also analog Ansatz (4)

tlm

]
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ergibt sich (zwecks Rechen-Vereinfachung
werden noch etwas giinstigere Bedingungen
angenommen: Die Darlehens-Phase soll nur
7 Jahre dauern, d. h. mit denselben Tilgungs-
Raten wie oben soll das Darlehen schon nach
7 Jahren als getilgt gelten):

(13) p(y) =—5,5- 500 - y"7
—~12-500- (y+ ...+
+ (120000 ~ 6,5 - 500 — 5,5 - 720) - y’
—12-720-(y*+ ... +y)—65-720.

Man stellt fest, dafl p keine positive reelle
Lasung hat. Dies liegt anscheinend daran, dafl
das Darlehen in der Laufzeit so spit ausgezahlt
wird, daff es mit keinem, noch so grofien, Zins-
satz aufgezinst den entsprechend aufgezinsten
Zahlungen des Darlehensnehmers Gleichge-
wicht halten kann. — Aber wir haben doch im
Anschluf an (5) bewiesen, daf} p genau eine po-
sitive reelle Nullstelle hat! — Jedoch nur unter
der Voraussetzung, daff der filhrende Sum-
mand des Polynoms der Darlehens-Betrag ist,
und dies ist bei (13) nicht gegeben.

Zur weiteren Analyse sucht man sich ein
einfacheres Beispiel: Ag=A;=Ay=: A=1000
DMund D = 2800 DM. Dafiir sind verschiede-
ne Varianten zu betrachten, wo D jeweils zum
Zeitpunkt t (0 =t =1) ausgezahlt wird. Es ent-
steht eine Schar von Polynomen

(19)  p (y) = 2800(1—t)y? + 2800ty
— 1000 (y? + y + 1) = (1800 — 2800t)y?
+ (2800t — 1000)y — 1000 .

Firt= %—gg—g liegt ein ,,normales® Darlehen
vor (zuerst eine Darlehens-Zahlung, dann die
Riickzahlungen), und auch fiir }333 < t < 153
hat man noch den unproblematischen Fall, daf§
das Darlehen quasi in zwei Teilbetrige am
Anfang ausgezahit wird. Daher existiert fiir
1 <4808 eindeutig eine Nullstelle y, (im Bereich
¥ > 1), also ein effektiven Zinssatz X, =y. — 1.
Dies gilt auch noch fiir t = 1338, wo p. ein Poly-
nom ersten Grades mit einer Gerade als Graph
1st. Rechnet man die jeweilige Nullstelle von p.
explizit aus, sicht man, daff sie mit t wichst.
Die Graphen der p, schen aus wie in Abb. 1.

Wenn nun t > $8%8 st ist die jeweilige Para-
bel nach unten gedffnet. Im Bereich y > 1 erge-
ben sich zuniichst 2 Nullstellen. Mit steigen-
dem t wird das Maximum von p; kleiner, dic
Kleinere Nullstelle grisfler und die grofere klei-
ner, bis schliefllich das Maximum ¢ wird und
die beiden Nullstellen zusammenfallen. Wenn
das Maximum schlieflich negativ wird, gibt es
gar keine Nullstelle mehr.

Offensichtlich ist die kleinere Nullstelle als
C.ffektiver Zinssatz zu nehmen: Sie entsteht ste-
tig aus dem effektiven Zinssatz im klassischen
(eindeutigen) Fall, und sie verhalt sich ,ver-
niinftig*, indem sie wiichst, wenn — bei gleich-
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bleibenden Riickzahlungsbetrigen — der Dar-
lehens-Betrag kleiner oder spiter ausgezahlt
wird. Fiir t > 15—_13235 = 0,752 muf} man also
wohl oder iibel x. = o serzen. Dies wird auch
deutlich, wenn man x, als Funktion von t ab-
trigt (Abb. 2): Diese ist streng monoton stei-
gend, und im 0. a. Endpunkt wird die Steigung
sogar © (s. Bender 1987).

Beim Bausparen (s. Polynom (13)) tritt
genau derselbe Effekr auf: Lilt man den Aus-
zahlungs-Zeitpunkt des Darlehens (bei unver-
sindertem Riickzahlungs-Strom) von t = 0 bis
t = 10 gehen, so hat man im ersten Jahr eine
Zeitlang eine eindeutig 16sbare Gleichung fiir
den effekriven Zinssatz. Dann triw bald eine
zweite Losung auf; die kleinere (die als der
effektive Zinssatz zu nehmen ist) und die gré-
fere wachsen zasammen, und etwa bei t ~ 8
beginnt der Bereich, wo x, = * zu setzen ist
(keine positive reelle Nullstelle mehr existiert).
(Eine allgemeinere Begriindung fir den Sach-
verhalt ist die Kartesische Nullstellenregel: Ein
Polynom p(y) hat in R* hochstens so viele
Nullstellen, wie die Folge seiner Koeffizienten
Vorzeichenwechsel hat, und zwar unterschei-
det sich die Zahl der Nullstellen von der der
Vorzeichenwechsel um eine gerade ganze Zahl,
u. U. um 0).

Fiir diese mathematischen Uberlegungen
kann der Riickzahtungs-Strom trotz Variation
des Zuteilungs-Termins zwar unverandert ge-
halten werden, in der Praxis wird dieser Strom
natiirlich beeinflufle: Bei fritherer Zuteilung
wird die Anspar-Phase kiirzer und die Darle-
hens-Phase linger. Fiir einige geliufige Bau-
spar-Tarife habe ich Modellrechnungen durch-
gefiihrr, und je nach dem bewegt sich der effek-
tive Zinssatz bei Ansparzeiten von 7 Jahren
(und einigen Monaten linger) in Bereichen von

9 % bis Giber 12 % und steigt bei weiterer gerin-
ger Verlingerung der Ansparzeit schnell auf
grofle Werte (und ist bald gar nicht mehr defi-
niert bzw. =), so daf} in diesen Bereichen die
Aussagekraft des effektiven Zinssatzes eher
global gesehen werden mufi.

Nun ist festzustellen, daff in der Praxis An-
sparzeiten nur in diesen Bereichen auftreten, da
das vertraglich erforderliche Mindest-Spargut-
haben (meist 40 %, in manchen Tarifen 50 %,
der Bauspar-Summe) bei normaler Sparlei-
stung erst nach knapp 8 Jahren erreicht wird.
Man kann die Anspar-Phase zwar durch Son-
derzahlungen abkiirzen, im hiufig vorkom-
menden Extremfall z. B. dadurch, daft man so-
fort bei Vertrags-Abschluff das Mindest-Spar-
guthaben einzahlt (indem man sich etwa das
vor-finanzierte Darlehen nicht ganz auszahlen
Iifr), aber hierbei ist zu beachten, dafl hohe
Zahlungen des Darlehensnehmers, besonders
am Anfang, auch den effektiven Zinssatz ent-
sprechend erhshen. Die bei dieser Variante
heute iiblichen Wartezeiten (von vier und deut-
lich mehr Jahren) liegen ebenfalls in dem Be-
reich, in dem der effektive Zinssatz °° zu neh-
men ist, wie man mit entsprechenden Modell-
rechnungen iiberpriifen kann.

Bei der mathematischen Behandlung ist
darauf zu achten, dafi die Bedingung (5) D<Ag
+ Ay + ...+ Apy erfiillt ist. Wenn sie verletzt
ist, treten ganz andere Sachverhalte auf (s. 2. B.
Bender 1987). Inhaltlich bedeutet dies nimlich,
daR die Rollen von Darlehensnehmer und -
geber vertauscht werden. Diese Rollen kénnen
ja nicht mehr iiber die Reihenfolge der Zahlun-
gen definiert werden, sondern z. B, iiber die
Gesamtsummen: Derjenige ist der Darlehens-
nehmer, der insgesamt mehr gezahlt hat (diese
Mehr-Zahlungen sind nimlich als Zinsen u. .
zu interpretieren). Da Bedingung (5) insbeson-
dere bei Bauspar-Vertrigen in der Praxis immer
erfiillt ist (es sei denn, der Bausparer wird vor-
zeitig endgiiltig zahlungsunfihig), braucht man
den Fall nicht zu untersuchen, wo sie verletzt
ist und braucht sich um diese anderen Sachver-
halte nicht zu kiimmern (deren Untersuchung
allerdings auch nicht allzu schwierig ist).

Ein effektiver Zinssatz von  bedeutet nun
nicht, daft die Bausparkasse unendlich viel ver-
dient oder der Bausparer unendlich viel verliert
(auch wer z. B. ein Darlehen von 100 DM noch
am selben Tag mit 101 DM tilge, har einen un-
endlich hohen effekriven Zinssatz), sondern
besagt lediglich: Mit keinem, noch so hohen,
Zinssarz konnen die aufgezinsten Zahlungen
des Darlehensnehmers von der des Darlehens-
gebers egalisiert werden. Ein solches Darlehen
ist — von der Effektiv-Verzinsung her — recht
ungiinstig fiir den Darlehensnehmer.

Diese Uberlegungen haben sich in der
PAngV und in den Ausfihrungshinweisen
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nicht niedergeschlagen. Man kann dies aus
zwei Griinden rechtfertigen: Zum einen ist die
Anwendung des Begriffs des effektiven Zins-
satzes auf Geldgeschifte vom Typ eines kom-
pletten Bauspar-Vertrags (mit Anspar- und
Darlehens-Phase; sog. ,Anspardarlehen®)
nicht iiblich und nicht anerkannt, offensichtlich
auch aus Scheu vor den nicht ganz trivialen
mathematischen Uberlegungen; zum anderen
wiirden die Adressaten einer solchen Angabe
den Wert x, = 0 i. a. nicht richtig interpretie-
ren.

Formal hat man das Argument, daf§ An-
spar- und Darlehens-Phase bei einem Bauspar-
Vertrag weitgehend getrennt voneinander sind,
dafl manche Bausparer das Darlehen gar nicht
in Anspruch nehmen und dafl der ganze Ver-
lauf, auch bei véllig ,normaler“ Spar-Titigkeit,
nicht geniigend genau vorausbestimmt werden
kann, da die Wartezeiten bis zur Zuteilung bei
Vertrags-Abschluf§ nicht vorauszusehen sind.
— Dies trifft zwar alles zu; aber die Angabe des
effektiven Zinssatzes mit etwa 5,7 % (fiir das
Bauspar-Darlehen allein) verschleiert objektiv
die Nachteile des Bausparens. Nicht umsonst
haben sich unter allen Arten von Kreditinsitu-
ten i. w. allein die Bausparkassen zufrieden
iiber die PAngV geiufert (s. z. B. die Stellung-
nahmen in der Zeitschrift ,Der langfristige
Kredit* 1985).

Auch wenn zwei Bauspar-Vertrige beide
einen effektiven Zinssarz von e haben, so miis-
sen sie nicht gleichwertig sein. Wie konnte man
sie aneinander messen? Eine Moglichkeit wire,
sie beide — fiktiv — mit einem gleichartigen
Darlehen vor-zufinanzieren; dabei erhilt man
Ja einen ,normalen® effektiven Zinssatz, Gber
den man die beiden Vertrige vergleichen kann.
Auch wer dem Begriff des effektiven Zinssatzes
bei reinen Bauspar-Vertrigen (wegen der Exi-
stenz- und Eindeutigkeits-Probleme) skeptisch
gegeniibersteht, kommt, auf Grund dieser Me-
thode der fiktiven Vor-Finanzierung, nicht um-
hin zu erkennen, daf der effektive Zinssatz ci-
nes gewdhnlichen Darlehens sich durch dessen
Kopplung mit einem Bauspar-Vertrag deutlich
erhoht, dafl Bausparen also teuer ist.

4. Weitere Nachteile des
Bausparens

Ein weiterer Nachteil des Bausparens ist, daf
das Darlehen mit recht hohen Raten in kurzer
Zeit abgewickelt wird, so dafl man auf Gesamt-
Laufzeiten von etwa 20 Jahren (gegeniiber Hy-
potheken mit etwa 30 Jahren) kommt. Freiheit
von Schulden ist zwar fiir viele Biirger ein
Ideal, das sie raschestméglich erreichen wol-
len; aber diese Strategie ist unékonomisch, be-
sonders unter Beachtung der Inflation, wie
Wille (1985) iiberzeugend dargelegt hat. Vor-
finanzierte Bauspar-Vertrige bringen zudem
noch besonders hohe monatliche Belastungen
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in den ersten Jahren mit sich, gerade dann, wo
man sein Geld fiir allerlei Anschaffungen, auch
im Zusammenhang mit dem Hausbau, viel
dringender braucht als in spiteren Lebens-
altern. )

Fiir viele Bausparer (mich persénlich ein-
geschlossen) liegt der Vorteil des Bausparens in
der Zinssatz-Sicherheit. Jedoch auch diese
wird durch das Risiko langer Wartezeiten bis
zur Zuteilung relativiert: So mancher Bauspa-
rer mufite Anfang der achtziger Jahre zusehen,
wie sich diese Wartezeiten rapide von ca. 8 auf
10 Jahre und mehr verlingerten und die damals
teuren Vor-Finanzierungen sich entsprechend
in die Linge zogen!

Wie berechnen sich eigentlich diese Warte-
zeiten? Auf diese Frage muf man vor Inkraft-
treten des Vergifl-Prinzips eingehen, oder man
mufl dieses Prinzip noch einmal aufheben, die
Bauspar-Bedingungen hernehmen und die Ent-
wicklung eines Kontos genau nachvollziehen.
Da gibt es zahlreiche Details, durchweg zuun-
gunsten des Bausparers: Abschlufl-Gebiihr,
Darlehens-Gebiihr, jihrliche Konto-Gebiihr,
vierteljihrliche Zins-Belastung, aber nur jahrli-
che Zins-Gutschrift, Beginn der Verzinsung
von Gutschriften nicht sofort ab Eingangs-
Datum usw.

Diese miissen im Unterricht nicht im ein-
zelnen analysiert, aber ihre Vielzahl sollte
schon zur Kenntnis gebracht werden. Zur Er-
mittlung der Zahlungsreihe, und damit zur
Vorbereitung des Vergifl-Prinzips, kann auch
manche dieser Feinheiten iibergangen werden.
Beidieser Ermittlung ist lediglich die Berech-
nung der Linge der Darlehens-Phase (inder ST)
etwas anspruchsvoller. Aber diese Rechnungen
lassen sich nicht vermeiden, wenn man, ausge-
hend von den Bauspar-Bedingungen, die Zah-
lungsreihe und dann den effektiven Zinssatz
haben méchte.

Noch einmal: Wie ermittelt man nun die
Wartezeit? Es geniigt leider nicht, einfach den
Zentpunkt auszurechnen, an dem das Bauspar-
Guthaben 40 % der Bauspar-Summe erreicht
hat; denn der Zeitpunkt der Zuteilung hingt
von den Mitteln ab, die die Bausparkasse zur
Verfligung hat, im Vergleich zu den erworbe-
nen Anspriichen allerihrer Kunden, Alle halbe
Jahre wird eine Rangfolge aufgestellt, in der die
Kunden Anspruch auf Zuteilung haben, und
zwar werden nach einer bestimmen Regel
(z- B. halbjihrliche Kumulierung des Konto-
Standes mit anschlieBender Division durch die
Bauspar-Summe) Hohe und Frithzeitigkeit der
Einzahlungen beriicksichtigt; und diese Rang-
folge wird dann nach Mafigabe der entspre-
chenden Mittel abgearbeitet.

Jede Bausparkasse hat in ihren Tarifen ein
bestimmtes Niveau an Wartezeiten, und ej-

gentlich nur an diesem bemifit sich ihre Quali-
titim Vergleich zu den Konkurrenz-Unterneh-
men. Der einzelne Bausparer kann zwar seine
Wartezeit durch Sonderzahlungen oder durch
den Ubergang zu einem Tarif mit hoheren
Sparraten verkiirzen, aber das Niveau seiner
Bausparkasse hangt von deren Zahlungs-Ein-
und Ausgingen ab, und diese wiederum sind
ein Ergebnis der Geschiftspolitik (neu gegriin-
dete Bausparkassen haben i. a. sehr kurze War-
tezeiten, da sie zunichst fast nur Zahlungs-Fin-
ginge haben), aber auch der allgemeinen wirt-
schaftlichen Lage. Das Wartezeiten-Niveau der
einzelnen Bausparkassen in der BRD ist wohl-
bekannt, aber nur fiir bereits zugeteilte Vertri-
ge; und Voraussagen fiir die Zukunft werden
dem Kunden gegeniiber grundsitzlich nicht ge-
macht, auch wenn die Kassen selbstredend sehr
genaue realistische Vorstellungen dariiber ha-
ben. Aus diesem Grund habe ich fiir das oben
durchgerechnete Beispiel 10 Jahre angenom-
men, ein Wert, der mit der entsprechenden
Sparrate von mancher Bausparkasse bequem
erreicht wird.

5. Zur didaktischen Relevanz

Die hier mit ihren fachlichen Grundlagen erér-
terte Frage nach der Rentabilitit des Bauspa-
rens ist ein echtes Beispiel fiir anwendungs-
orientierten Mathematik-Unterricht (in dtfr
SII): Zwar sind allerlei handfeste mathemati-
sche Sachverhalte wichtig, aber diese liefern
nur einen Argumentations-Strang, der mit an-
deren, mindestens gleichberechtigten Stringen
verkniipft ist und zu deren Erhellung wesent-
lich beitrigt.
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