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ANSCHAULICHES BEWEISEN IM GEOMETRIEUNTERRICHT -
UNTER BESONDERER BERUCKSICHTIGUNG VON (STETIGEN)
BEWEGUNGEN BZW. VERFORMUNGEN

1. Rechtfertigung und stoffliche Einordnung des Unterrichtsin-

halts ’Beweisen’

In Forschung und Lehre tritt die Mathematik als eine Aneinander-—
reihung von Beweisen auf; auch Berechnungen, Konstruktionen, De-
finitionen (deren Widerspruchsfreiheit) usw. werden als Beweise
dargeboten. Dap im Mathematikunterricht des klassischen Gymnasi-
ums, und zwar schon auf der Mittelstufe, das Beweisen gelehrt
wird, stand immer auper Frage; und im Zuge der Schaffung der Se-
kundarstufe um 1970 wurde das Beweisen auch als Unterrichtsin-
halt fir Real- und Hauptschule (im Schulsystem der BRD) disku-
tiert unter dem Schlagwort der Orientierung des Unterrichts an

der Wissenschaft. Man versprach sich vom Mathematikunterricht,

und speziell auch vom Beweisen, einen automatischen Transfer der

erworbenen Fiéhigkeiten in die Lebenswelt der Schiiler.

Diese Vorstellungen sind treffend von Menger (1971:2) in Worte

gefapt worden: "There is no better immunization against the

pseudo-inferences and sham proofs that abound in extra-mathema-

tical reasoning and in daily life than to be exposed in one’s
Yyouth to a truly airtight deductive theory, however modest in

scope.” Nach meinen umfangreichen Erfahrungen in zahlreichen

Gremien in zahlreichen Hochschulen sind allerdings die Menschen,
die das mathematische Beweisen sogar berufsmépig betreiben,
nicht im mindesten dagegen gefeit, "scheinbeweise" zu produzie-
ren oder "Trugschliissen" aufzusitzen. Der apalytische Verstand

wird offensichtlich von Interessen, Einstellungen, Eitelkeiten

usw, dominiert. - Von dem Glauben an den automatischen Transfer

ist man heute weitgehend abgekommen.

Aber auch wenn wir einmal im engeren Umfeld des Mathematikunter-

richts bleiben, konnen wir nur magerste Erfolge auf dem Gebiet

des Beweisens verzeichnen: Dazu verweise ich auf Untersuchungen

von Schupp (1974) oder Leppig (1979) zu den Beweisfahigkeiten
von Studienanféngern mit mehr oder weniger Affinité&t zur Mathe-
matik; auf die jahrlichen Berichte iiber die Ergebnisse der Ab-
schluppriifungen in der Oberschule der DDR (s. z.B. Lehmann &
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Maske 1977 und Birth u.a. 1979); oder auf die Jingsten Erhebun-

. . der
gen von Beckmann (1986) in ganz normalem Geometrieunterricht de
Sekundarstufe I.

Trotzdem bzw. deswegen strengen sich Didaktiker und Lehrer wonn»
wdhrend an, Schiilern das Beweisen nahezubringen. momo:nmwm in
der DDR richtet sich alljahrlich ein relativ grofer Anteil wow
mathematikdidaktischen Bemithungen auf die Methodik des Bewei-
sens, wobei man sich gern auf den Lehrplan beruft, in dem das
Beweisen eine Leitlinie fir den Mathematikunterricht ist mm.
Lehmann 1977, Walsch 1979, Freytag 1984 u.v.a.). Unabhiéngig von
solchen Vorgaben sind fiir die Mathematikdidaktik Jjedoch inhalt-
liche und weniger formale mmnrnmmanmﬁbmwnﬂmsnm interessant. Da
findet man in der Literatur, auch in der der DDR:

Stofflich:

- Beweise sind Lehrstoff wie Sdtze,
— Beweise machen Sédtze klarer,
- Beweise stellen Beziehungen zwischen Sédtzen, Begriffen usw.
her.

Erkenntnis~ & vmwnzammvrwﬂowevrwmnr”
Beweise gehéren Zu einem g
— Beweise, und iberhaupt ded

und relevante Form der Erk

usgewogenen Bild von Mathematik,
uktives Denken, sind eine besondere
o==w=wwnmtwuu=um.

Padagogisch:
=~ Beweise stehen im Die

. 1
nste von Lernzielen wie ’Argumentieren’,
.1107~0!~mum:..

aber auch 'Ausdauer’, 'Selbstdisziplin’ usw.

(sagen wir: der letzten 100
n den :mnro!mnwr==nmﬂnw

den Charakter des Schulf
echenden cswemﬂwmwmnuwnn
aber gar nicht darauf e

mmnrnwmﬂ«wn==NMNHn=no
en,

Jahre), das Beweisen j
wirde wohl vor allem
als Abbild des entspr
Ich méchte mich jetzt
m»worrm~»MNKNWﬁ dieser
dern als g€edeben annehm
dungen ein cunmﬂﬂwnrnmw

cht aufzunehmen,
achs ’Mathematik’
hs zutage foérdern.
inlassen, die

zu iiberpriifen, son-

dap das Beweisen mit den ©o.a. Begrin-
nhalt jg¢t,

Was soll mvowrwnuﬂ unter Beweis
Pracht Aanmuw»wv e kdénnen w

richt alg eine auf Denken beruh

€0 verstanden werden? Z.B. nach
ir Beweisen im Mathematikunter-—
ende Tétigkeit definieren, bei

i de, schon

d logischen Regeln gemidp durch Verweis auf passen .mn
: ot nnen wer-—
cm“ nnte mathematische Einsichten neue Aussagen mm:M,an mer-

N i i i
nmn " Khnliche Begriffsbestimmungen finden sich Mxv 1t ode

: TS . e
.Mvwwuww haufig in der Literatur, und fiir die wm.M=M» SR
. i i haus geeignet.

i i iten sind sie durc ;

ffdidaktischer Arbei . el
Mno j M ch zu kurz, wenn es um Fragen der Rechtfertigung,
en jedo ,

Lehr-Lern—-Prozesses usw. geht:

i i tungen eines
Die Umwandlung der Voraussetzungen in AHW m@rw:wrmwm neues Wis—
Satzes mit den Schlupregeln der Logik bringt ja et
n, das nicht schon irgendwie in den <o%m=quwM=“mvmnmmuwNwm=
em 14pt und de
i der Syntax ver L
Erst wenn man die Ebene Hintergrund in
Begriffen, Beziehungen, Schliissen usw. <on.MMa kénnen Beweise
tendierter Anwendungen Bedeutungen zuschrei M Sebeke 1978
i i o
ihre erkenntniserweiternde Funktion mﬁwzuwm“ Mwmqu rom sog.
t Anlehnung an das Theorienkonzept Sneeds
unter An
Paradoxon des Beweisens).
der Computer trotz
der Grund, warum o
Hi liegt m.E. auch genau i chen Mathemati
“Mw Mmmn gungen der KI-Forschung dem !mnmnr-” n zwar aus
aller Anstren ) vapn: Er kan
i Wasser reichen .
k h lange nicht das 5 i ahrer Aussage
n =aM i Mm<uﬁms in kurzer Zeit eine Unmenge :amn Schachspiel
abio XPOEM hon bei so etwas Primitivem wie pem o
ableiten. Aber sec ter heute
sind die menschlichen Spitzenkénner A¢I.MMIMMmm6mﬁ»hrmwﬁ des
im Beweisen blei ;
u - Erst recht bein tungsstiftung
“cmnwwnma . los; es ist Zielvorgabe und Bedeu
omputers sinn- H

durch den Menschen notwendig.

i Beispiel fir einen einschlagigen OOIMHnwmwnmnwnN
wmw vovwwwﬂuﬂMmEMMuﬁnmm Vierfarbensatzes 1976. M”Mot»ﬁa. e
“MH t“”rowwnmwmnon Beweises immer twmaow vnkuwl e

i nm, j h nicht verifiziert. bumuow. mage der M
M“m vww g@mmnﬁummanmnnm Makel der csm»araﬂrmwmth“n aufden
i *

roM“M“M”mMMMan Aspekt des mmtmwmmumn.m~5rmMHMMmﬂn. ; vas die Ge
mei haft der Mathematiker als mmtmum:m 2 flert. fur durchmue
m:vwwnwwcou Findung eines Beweises gehért un

stellung fir ein Publikum.

EWVQMOEQ r i i i i 4
fii den weniger Geiibten wird dabei auc 1e rage
ere u b h d F

. iche Darstellungen
. i oblem: Allzu ausfithrlic .0 ichen feh-
der Explizitheit ein Pr ungeniepbar und ein Zeic

Ausfiihrungen bergen die Gefahr
o ediglich Komprimierungen

sind mindestens unékonomisch,
lender Souveridnitét. Allzu knap sie 1
Von Beweisliicken; aber auch weno

a7




vollsténdiger Beweise sind, ist ihre Wirkung zweischneidig: Der
Zwang zur Eigentitigkeit kann fiir den Leser argerlich bis iiber-
fordernd, aber auch heilsam sein.

Der kommunikative Aspekt ist in dem dialogischen Beweisverfahren
von Lorenzen (1962) quasi formalisiert. Dialogische Beweise sind
von Vollrath (1967) fir die Schule vorgeschlagen worden, jedoch
ohne allzu gropen Erfolg.

Explizitheit ist aber nicht nur eine Kategorie der Kommunikati-
on, sondern auch des Theorie~Niveaus.

Eine wesentliche Funktion von Beweistexten ist die Objektivie-
rung des Beweises, insbesondere ihn unabhéngig vom Entstehungs-
zusammenhang zu machen. Es gibt wenige Ausnahmen, wo dieser Zu-
sammenhang einmal explizit gemacht wird: Van der Waerden 1954/
1973 oder auch Fraedrich 1979, Miller 1985. Am beriihmtesten ist
wohl die konstruktible Genese eines Beweises des Eulerschen Po-
lyedersatzes von lakatos (1961/1979), ein Paradebeispiel, wie

die Tétigkeit des Beweisens (und der Beweisanalyse) zur Prazi-
sierung, Klérung oder gar Begriffsbildung und damit zur Findung

von Satzen beitrigt (s.a. Pickert 1984 und dessen Kritik an La-
katos).

Alle diese Aspekte hat Stein (1986:296) in folgendem Schema ZzuR
"Beweisablauf" (wie er das nennt) zusammengefaBt: (Satzfindungs”

prazeB) - (Satz) - (Suche nach Griinden, Zusammenhéngen — deduk~
tive Durcharbeitung) -

(gedankliche Reprasentation - schriftli~
che Lésung).

Dem Unterricht im Beweisen stehen traditionell zwei groBe Teil”
gebiete der Mathematik zur Verfigung: Arithmetik & Algebra ei~
nerseits und Geometrie w:amﬂmﬂmmwnm”
seit langem auch die Analysis (s,
Unterricht zwar auch schon mal mit
aber als Beweis werden im P

. ort
zum ersteren Bereich nmvew
dazu Volkert 1986). Da wird 1*

der Anschauung argumentiert;

rinzip nur Rechnungen mit Zahlen—
Mengen-)Variablen akzeptiert.

nd (im Prinzip also auch vom Computer)
d.h. dap nur wiederholt Rechenregeln

anzuwenden sind. Z.B. im n-dimensionalen euklidischen Vektor-
raum: Ist a+b+c=0 und ab=0, dann ist a2+b2~c2=0 (Pythagoras-
satz); denn a2+b2-c2=a2+ab+ba+b2-c2=(a+b)2~-c2=(-c)2-c2=0.

Selbstredend kann es auch in Arithmetik & Algebra sinnvoll sein,
besonders aus didaktischer Sicht, den Termen und Beziehungen,
die im Laufe eines Beweises auftreten, eine Bedeutung zuzuwei-
sen. Z.B. kann man den Ausdruck n{(n+1)/2 fir die Summe der er-
sten n natiirlichen Zahlen als Summe von n/2 Summanden vom Wert
n+l deuten, die ihrerseits durch Paarbildung aus passenden qwﬂl
gengliedern entstanden sind. Aber wenn man das Niveau mHwamv:i
fachster Beweise verlépt, sind solche Interpretationen meistens
nicht mehr méglich und aus beweisdkonomischer Sicht auch mmw
nicht erwiinscht. Wie primitiv die verwendeten Regeln der Arith-
metik groBenteils sind, kann man sich buchstéblich veranschauli-
chen: es ergeben sich ndmlich oft Zusammensetzungen von Recht-
ecken in kanonischer Lage, z.B. bei der binomische Formel oder
bei der Summenformel fiir die ersten n natiirlichen Zahlen:

b ab bt L7
1
a a® ab n
Abb. 1 aQ b n/2

In der Geometrie hat man da auf elementarem Niveau herausfor-
derndere Beweisaufgaben, bzw. herausfordernde Beweisaufgaben be-
finden sich bei ihr auf elementarerem Niveau. mum:mouwvm* nennt
sie "BExerzierplatz fiir die Logik” (1973:570). Dies an nicht nur
auf Schiiler gemiinzt; traditionell bietet die Geometrie w:nv mol
nen, die nicht hauptberuflich Mathematiker sind, u.w.:uanrnul
kern und Lehrern, eine Gelegenheit zu forschender Betdtigung
(was jhrer Rolle als Schulfach durchaus férderlich war).

Die elementare Begrifflichkeit der Geometrie wnm:ﬁ.ws einem en-
g€en Zusammenhang mit ihrer (méglichen) u@vmnmtmwn-n=m= mwnm“r.r
tung fiir die Schiiller (auch wenn diese in Unterricht und wwan ti
hdufig recht oberfldchlich gesehen wird). Viele ImnEWIunwwn e
Nsuwlnmnrmumm erhalten ihren Simn (erst, bzw. Wzorv in m~=”1
Verrdumlichung. Z.B. sehe ich den Wert der rmw:rwnou >cwmw m.
iber das Seil um den Erdiéquator darin, dap sie eine Versinnli-

chung der mathematischen Linearitdt darstellt.




Dap die Geometrie in der Pflichtschule (der bis zu 16-Jahrigen)
als Lehre von dem als euklidisch angenommenen Anschauungsraum
getrieben wird, steht fiir mich auBer Zweifel (s.a. Kirsch 1980)
und s0ll jetzt auch nicht problematisiert werden. Dabei kommt
die Analytische Geometrie wohl nicht in Frage: Ihren ungeniepba-
ren Formelapparat kann man zwar mit dem Vektorkalkiil etwas ver-
bergen, aber die meisten Schiiler sind mit dieser Formalisierung
iiberfordert. Entscheidend kommt noch hinzu, dag die Analytische
Geometrie die zentralen Ideen der Geometrie (s. z.B. Bender
1983) auf Zahlenbeziehungen reduziert und ihnen damit einen Teil

ihres Wesens nimmt (s. 2.B. den o.a. Beweis des Pythagorassat-
zes).
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also gar nicht erst die Frage nach Rechtfertigung, Zuléssigkeit
(unbeschadet der Annahme der Nicht-Euklidizitdt fir den Weltraum
durch die Physiker) oder prinzipieller BEignung der Objekte des
Anschauungsraums zur Modellierung geometrischer Begriffe; - es
besteht da vielmehr eine recht weit gehende (partielle) Identi-
tdt. Hanischs (1985) (absichtlich) mangelhafte Zeichnung etwa
ist also nicht das Produkt einer falschen Modellbildung, sondern
schlicht eine fehlerhafte Notation der Beziehung zweier Variab-
len (hier: der beiden strichpunktierten Mittelsenkrechten), wie

sie auch in der Algebra vorkommen kann.

Schon der Mathematiker verwendet beim Beweisen laufend die rium—
liche Anschauung: Nicht nur, dap er bei der Fassung bzw. Ver-
schriftlichung seiner Gedanken den (vorgestellten) realen Raum
bzw. eigentlich den Anschauungsraum der idealen Gebilde benutzt,
er verwendet h#&ufig Zeichnungen (und andere Realisate), Bewegun-—
gen, Verformungen und andere Operationen (oder Vorstellungen da-
von) zu allerlei heuristischen Zwecken, aber auch u.U. fir den
Beweis selbst (s. z.B. van der Waerden 1954/1973). Dies gilt
insbesondere in der Geometrie, wo die satz findende Funktion von
<mﬂmnmorm:~wnr=:mmu wesentlich hinzutritt, und die beweisende
Funktion ein noch héheres Gewicht hat; und zwar erst recht mit
voller lLegitimation fiir die Schiiler. Man beachte Jjedoch, nuw
dieses denkpsychologische Argument fiir die Niitzlichkeit Awmu den
Schiilern sogar: UnerldBlichkeit) von <mﬂm=mnrm=~wo===nwn in der
Geometrie (in der o.a. Auffassung) lediglich mmr::mmn.uu» gegen—
iber der weitgehenden inhaltlichen Identitédt von Begriff und Re-
alisat,

Diese Uberlegungen miinden nun in folgende These: Im Qnanwﬁunl
Unterricht der Pflichtschule ist ’Beweisen’ (im wesentlichken)
nickts anderes als ’anschauliches Beweisen’. (Bis etwa Mitte des
19. Jhdts. galt dies auch in der Analysis der Mathematiker; s.
Volkert 1986.) Natiirlich wirkt der Beweis des mmvmwwmnwmw r~w
82~p2=pec-p2zpq nicht anschaulich, aber er ist es AMJ Sinne die-
Ser These) doch, da zum einen Bezeichnungen und mmuunwcuumu.
einer Zeichnung entnoemen sind, die von den Schiilern i.a. nicht
als reine Relationentabelle aufgefaft wird, und zum nnnawos w<|
thagoras~ und Kathetensatz verwendet werden, die ihrerseits in
aller Regel anschaulich bewiesen worden sind.
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2. Beweisschwierigkeiten in der Geometrie und ihre Uberwindung

Von den zahlreichen Gesichtspunkten optischer Veranschaulichung,
wie sie in vielen ergiebigen Beitragen auf den bisherigen Visua-
HwamH==Mmltcﬂrmwovm in Klagenfurt (s. Kautschitsch & Metzler
wwmw* 1983, 1984, 1985, 1987) analysiert wurden, méchte ich fir
me weitere Diskussion die beiden folgenden herausstreichen:
mwasmw der ungleich vielfidltigere Beziehungsreichtum 2- und 3-
nuwmsmwcsmwmﬂ Darstellungen im Vergleich zu linear-sequentiellen
Nanwmsﬂmwrms. zum anderen die grundlegende Eigenschaft des Kon-
nuszwmnwwnrm=. die Thom (1970/1974), Arnheim (1969/1972) u.v.a.
aus uwwoﬂ Jeweiligen Sicht hervorgehoben haben. (Bei Zahlenmen-
gen sind kontinuierliche Ubergidnge zwar auch moglich, wenn man

sie z.B. in der Zahlengeraden geometrisiert, aber in der Zif-
mmﬂaanMnmywﬁun eben nicht:
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der Steniussche Einwand 16st sich in Nichts auf (s. R. Struve
1986)).

Will man sich veranschaulichen, was da beim Ubergang zwischen
den 4 durch die Sehne definierten Bégen passiert (s. Abb. 3b),
dann spielen Anordnungseigenschaften zwar doch wieder eine Rol-
le; nur mathematisch diirfen sie nicht zur Kenntnis genommen
werden; da sind die anschaulich verschiedenen Fidlle komplett
(und nicht nur in gewissen Eigenschaften') zu identifizieren,
bzw. es werden eben anschaulich verschiedene Falle gar nicht
mehr in Betracht gezogen. Das férdert zwar die mathematische
Okonomie und Eleganz, beseitigt aber nicht den Einflup der An-
ordnungseigenschaften auf die Wahrnehmung des Lernenden, erfor-
dert dariiber hinaus eigentiimliche, z.T. nicht naheliegende Be-
griffsbildungen und erweist sich so geradezu als anti-didak-
tisch. Auch das dabei verfolgte Ziel, Fallunterscheidungen abzu-
schaffen, ist dem Beweisenlernen eher abtriédglich, wie ich weiter

unten noch ausfiihren werde.

Ich pladiere vielmehr fiir einen gar nicht (Parallelogrammsatz)
oder v6llig naiv (Umfangswinkelsatz u.v.a.) zur Kenntnis genom-
menen Gebrauch der Anordnungseigenschaften. Hier liegt eines der
entscheidenden Charakteristika anschaulichen Beweisens vor. Dap
dieses aus formalistischer Sicht ungeniigend ist, ist fiir die
Schulgeometrie m.E. kaum relevant, und das Anliegen von Stenius
(1881), die epistemologische Rolle der Anschauung bei formalen
Beweisen zu analysieren, wird von R. Struves (1986) Kritik nicht

erkannt, geschweige denn beriilhrt (s. Bender 1989).

II. Die Wahrnehmung wird vom Bild dominiert (und nicht vom geo-
metrischen Sachverstand gezielt gelenkt), und Umstrukturierungen
werden blockiert, insbesondere die Einfiihrung von Hilfslinien
U.d&. Beispiel: Bei der Planfigur fiir den Zentriwinkelsatz sieht
man zunéchst keinen Zusammenhang zwischen den beiden Winkeln.
M5gliche Abhilfe: Bewegung des Punktes auf der Peripherie. - Was
bleibt dabei erhalten? - Der Abstand zum Mittelpunkt. - Spielt
es eine Rolle, dap die beiden anderen Punkte auch auf dem Kreis
liegen? - Man zeichne den Radius ein, und es ergeben sich
n~mwnrmnrm=r_wno Dreiecke. — Nun betrachtet man die Bewegung
nRoch einmal: In einer ganz bestimmten Lage verschwindet eines
dieser Dreiecke (es entartet zur Strecke). In dieser Lage ergibt
der AugBenwinkelsatz direkt die Behauptung. Dieser Sonderfall

bereitet schlieplich den allgemeinen Beweis vor.
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Abb. 3 a

ITII. Unwillkiirlich wird die Zeichenebene mit einem Schwerkraft-
feld versehen, und es bilden sich, unterstiitzt durch die Rede
von "oben" und "unten", aber auch Begriffe wie "Basis des
gleichschenkligen Dreiecks”,

"ein Quadrat auf der Spitze"”,
"Grundflache einer Pyramide"

usw., kanonische Lagen heraus (s.
Wertheimer 1945/1959:13ff oder Strunz 1953,/1971:102ff), in denen
sich z.B. auch Figuren nicht gegenseitig durchdringen konnen,
wohlgemerkt: auch bei den idealen Objekten. Die Vorstellung des
Schwerkraftfelds mit entsprechenden Konsequenzen laft sich schon
gar nicht mehr vermeiden bei riumlichen Objekten. Unter der lei-
tenden Absicht des Realitdtsbezugs im Geometrieunterricht sind

solche Vorstellungen sogar zu begriipen. Fir das Beweisen sind

sie aber hinderlich, und eine wichtige Strategie zur Minderung

ihres Einflusses sind stetige Bewe

Feld. gungen unabhangig von diese®

o »umm dabei entscheidend beteiligte Idee des starren Korpers
awuum jedoch wieder Komplikationen mit sich: Sie unterstiitzt
le Vorstellungen vom Schwerkraftfeld, vor allem aber bringt sie

Verwirrung in die v:srﬁimsmwuwswwmmm==

. Figu-
ren: Was g von geometrischen

bewegt sich da eigentlich?

Man muf den starre 6
n Kérper als einen —~dimensio”
nalen) Stempel sehen, {durchaus auch 373

werden. Bit dem nacheinander die Mengen markiert

it .
mit denen pan sich gerade beschaftigt. Nicht die Punkte

des Raums bewegen si bt zu
sich also sondern die Ei t gefarbt
sej 3.1 ’ i far
in, d.h. . e Eigenschaft g

.« Die global i
wird ==nm~anmn”~m~nrn (suf den ganzen Raum, die ganze Ebene)
und auf Ausschnitte eingeschréankt. Dieser Um~

stand hat z. s

im mnr:~==mewwMMM0“n«~nr Zum Scheitern der >vaw~n==nunoolnnnwn

Abbildungen abzielt €lgetragen. Aber auch wenn man gar micht auf

Uberhaupt das w o s braucht man eine globale Sichtweise: u®
esen des Raums, und dies noch in der Mengenauf”

zu durchdringen . 4
s €lne Voratell jeller up
mrnawwnnv :uo:nwwnrrnw». ung von (potenti o

mununlrnrﬂcnnmn Zu versteh
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fassung,
nicht:
von Parallelitit zu gewinnen
et und zu beweisen (die Umkehrung des

Umfangswinkelsatzes u.v.a.) oder um Sédtze als Spezialfélle zu
erkennen (Thalessatz als Umfangswinkelsatz, Pythagorassatz als

Kosinussatz usw.).

Hier kann insbesondere Computergrafik Unterstiitzung leisten,
dadurch dap sie wirklich jeden Punkt auf dem Monitor anspricht:
da kann die Mengenauffassung gefordert werden, indem deutlich
gemacht wird, dap die Punkte des Bildschirms sich nicht bewegen,
sondern lediglich ihre Eigenschaft gefdrbt zu sein sich veran-
dert. Da kann sogar, wenn es denn sein mug, der geometrische Ab-
bildungsbegriff (geradentreue Permutationen) angemessen darge-
stellt werden, indem beliebige Mengen durch geeignete Farbgebung
und nicht durch Bewegung einander zugeordnet werden. Ich denke
aber mehr an die Hberdeckung der ganzen Ebene mit FaBkreisbdgen
und die Einbettung des Thales-Halbkreises oder an durchaus um-
fangreiche komplizierte ebene und vor allem raumliche Parkettie-
rungen, wobei auch noch die Perspektive variiert werden kann.

Abb, 4 (Programm und
Foto: Walter Drége,
Kassel)

V. Die Dominanz der Wahrnehmung jiefert aber auch so etwas wie
das eigentlich leicht zu durchschauende fehlerhafte Argument,
dag zwei Figuren denselben Fliacheninhalt haben, weil sie durch
eine stetige Veridnderung ineinander iibergefiihrt werden kénnen
(z.B. durch eine Scherung, chne dap deren Flicheninhaltsinvari-
anz vorher thematisiert worden wire). Solche Trugschliisse, gera-
de weil sie hdufig auf richtige Aussagen fithren, entstehen na-
tirlich bei statisch und kinematisch dargebotenen Sachverhalten

gleichermaBen.

VI. Die Kontinuierlichkeit verfithrt zu ungenauen Zeichnungen,

wie etwa in dem Beispiel von Hanisch (1985), wo zwei Geraden
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sich in einem Bereich schneiden, wo der Schnittpunkt nicht sein
kann, und dies bei korrekter Argumentation zu i»noﬂmvﬂcmrms
fithrt. In diesem Beispiel wire eine kontinuierliche <mww=nnw==n
mit einer stérkeren Abweichung von 90° eine Abhilfe, weil wumm
die Fehlerhaftigkeit entlarven wiirde. (Die Angabe "90°+E" ist ja
schon verdidchtig, und die Verdnderung des Winkels muf mnnthWw
auf einen Zustand fithren, in dem die Behauptung nicht mehr gilt,

oder eben nicht; bei beiden Alternativen fallt die Begriindung
leichter als vorher,)

VII. Grenziiberginge werden nicht sorgfdltig genug behandelt.

Hier denke ich nicht an die Vollstédndigkeit des euklidischen
Raums, die m.E. ebenfalls in der Schulgeometrie nicht zu pro-
blematisieren ist, jedenfalls nicht, ehe der Vollsténdigkeitsbe-
griff in der Arithmetik gewonnen wurd
Griinden leichter zugéinglich ist, X
stufe richtig angegangen werden kann. Es geht vielmehr um dis-

1s
krete Figurenfolgen, deren ‘Grenzwert’ u.U. von anderem Typ &
die Folgenglieder sind, z.B.

mépigen 3-20-KEcken (fiir n-so),

e, wo er aus verschiedenen
. er-
aber dennoch erst in der Ob

der Kreis als Grenzwert von regel-
Bei Einschachtelungen von Flé-
eninhalten entstehen da keine Pro-
nzusehenden Existenz des Flichen-
kten Figuren der Elementargeometrie wua
Kirsch 1977:95). Aber man hat die Anndhe-
le mit der Lénge 2 durch immer feinere
deren Langen konstant 2 sind.

chen und den zugehoérigen Flach
bleme (wegen der als evident a
inhalts bei den beschrin
&nﬂ.1cuonoswmw sS. z.B.

rung der o:manwwawmmo:m
Treppen vor Augen,

Abb. 5

Es ist nicht gerade e

infach, den Unterschied zwischen diesem
mmnr<mﬂrm~n.

nschauliche Uberlegung "geht gegen" ver-
en beiden Beispielen, wo die anschauliche
erfolgreich ist, wirklich zu verstehen:

sagt, und den folgend

Hsrmwvmmonimw fiir den Kreis auf die Umfangs®
formel mittels der waymmcum der Krei

, sscheibe in n *Tortenstik”
ke’, deren Umgruppierung s, einer rechteck-shnlichen Figur =u¢
dem Ubergang vop o Eegen @, woraus sich U=2F/r ergibt (s.a. di€

etwas anders gezielte Kritik van Mitschkag 1882:169f):
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e JAYAYAYA

Oder der u che erlegungsbe 1) s
h h Z 1 beweis von Friedrich Wille Kassel

bs £ g
filr den Satz ist 2s die léngste Sehne im Kreisring, dann ist

' dgmlich:
dessen Fliécheninhalt xs2", némlic

Abb. 6

Abb. 7

i lichen Grenz-—
n man auf der Oberstufe einen ONQQSM e hens
a wen . L. und e
mvmﬂmm»wnmcmmoanmum Integralbegriff Bcwwwwmﬂmbw e
wert—, wsm. t sich die Evidenz als relativ, au
will, erweist s

4 — zusammen g -3 rationen urch-—
solche Umo dnungs mit Grenziibergangsope t d h

fithrt (s.a. Perko 1987).

i d isoliert gese-—
Schlieglich werden Beziehungen m«wnwwOM ::Amwm lers
i n
e o i Abhiingigkeiten und Invariante Solehe
ST In der Arithmetik hat man es da
o i ) Bine direkte Abhilfe kann
leichter. —

werden nicht erkannt.
: - jel
driicken wie y=f(x) vie entlang bzw.
i lobale Sichtweise, wmtmn::&mw iger Funktionen gelei-
don yine 8 d Beobachtungen einschlégige kreisbogen (s
- i i . e .
cen teortinien M: des Umfangswinkels bei den FaBkr
stet werden, z.B.

Abb. 4).

*

Beweisens, der im
lich der entscheidende Kern des Be
Was ist eigentlic

wobei die aufgezahlten Aspekte

é i ﬁ as
Unterricht herauszuschélen ist, -~ Nun, die Schiiler sollen

i onnen?
sich dann stérend auswirken kdnn
i i it einer Aussage
ff n >~Hnmlmw=mwwﬂwmrmwﬁ (Wahrhe
1. einen Begri vo

ilden,
v #llen) ausbi Lo
in allen aa:rlon-nrm=mmm Sachverhalten iiberhaupt nach Allge
ehenden

. . ; 1
2. bei den in Rede st (also ein Beweisbediirfnis entwickeln),
a

meingiiltigkeit wnme: s j
3. die Antwort dedukitiv begriinden
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In der vor allem im deutschen Sprachraum umfangreichen Literatur
hat man sich grofenteils mit Punkt 3 befapt. U.a. Biirger (1979
103ff) hat auf den Konflikt hingewiesen,

in den die Schiiler je-
doch durch die Forderung nach deduktivem

SchlieBen geraten, wo

sie in allen sonstigen Wissensgebieten und im Alltag iiber andere
Arten der mwxm::«:wmvmmﬂcsmcun verfiigen (plausibles Schliepen im
Sinne Pélyas 1954/1983): Berufung auf eine Autoritéat, Induktion
(Schlup von wenigen Beispielen auf die Allgemeingiltigkeit), Re-

duktion (die Wahrheit einer Aussage ergibt sich aus der Wahrheit
von Folgerungen aus ihr),

Dieser Konflikt wird dadurch verschirft,
selbst plausibles Schliegen gang und gabe

im Nnmwssm:rmum mit dem wm:mwmm:.
<mws:a==mm:.

daB in der Mathematik
ist, und zwar durchaus
nédmlich zum Aufstellen von
Diskutieren von Auswirkungen von
isierung dieser Problematik, und
im zmw:mim»mrcnﬁmw1wn=». weil sie sich dort

Allerdings sollte man in den Erfolg einer
Diskussion,

Finden von Sdtzen,

Da bleibt nur die Themat
zwar wohl oder iibel

verschirft stellt,

solchen abgehobenen
lern,

Sitzen.

insbesondere bei Jingeren Schi-
en setzen. Es ist vielmehr ein

der Tat sind das Mess
rw:vn.awm Prinzipielle Ungenauigkejt realisierter Formen ein
wichtiges Thena des g Dessen Behandlung darf

en und sein exhaustiver Charakter und iiber~

Wo ja die Schiiler zugleich
agende Bedeutung genau die~
hon Walsch (1972/1975:131) u.v.o
auch optische Tauschungen itbli-
Messungen entiarvt werden.

aften die uberp

ses Mittels erfahren (worauf sc

rM:Nm:wmwms rwam:v.

cherweige gerade mit jj

® geht man dazu einfach vom

Freudenthal 1973:256ff)-
. )<}

etwa den formaligtj Ich genauso verfahren, indem ®a
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i i " WUWH'..
d ise bedient: "Wir betrachten ein Dreieck ABC AWOSHM
Redewe H (
ABC) "das konnen wir uns folgendermaBen veranschaulichen
2

(zeichnen).

i isi des schriftlichen
i i i ls Visualisierung
Hier wirkt die Zeichnung a 4 e
Protokolls, was allerdings nicht ganz ihrenm ro:mnw w B ot
’ -
il Begriff gerecht wird. Dieser Einwand ist ja
Antei am

-
laglich; fir den Unterricht bringt diese Protokollauffassung
'

aber no e Prob me mit sich: Sie ist aus esprochen mith-
ch ander r le g

r £ 4
sam, auch vom Lehre kaum durchzuhalten und erzwingt eradezu

i im Dienste
eine (teil-)formalisierte Sprache. Eine solche mag im

d N 5 .
es Lernziels praziser Ausdrucksweise u.a. stehen (und scheint
i i r DDR-Literatur zum Beweisenlernen ausgesprochener

sich in de h

i ine Erho-
i heit zu erfreuen), sie bedeutet aber Nﬂﬂﬂmuﬂr elin
Beliebt

i i trieunter-
i ds (und ist im Geane
duktiven) Lernaufwan i ° mrer-
FJ=M»A“=vHMHu zusammen mit den Zirkel-und-Lineal uouwﬁﬂ“ onen
n o a . er -
M d n Beschreibungen stark zuriickgenommen worden o
o o rden; sc
innvoll angesehen we ;

aufwand mag durchaus als sin ; o emerate aor
wird er regelnmipig dadurch, dag er &~®A1HOM_MIMM”mumH rEie de

i i ht ja so weit, da i )
e g oy MMw mMm einen Sachverhalt in eine for

weisaufgabe darin sehen, Abschnitt 5).

i ben (s.
male (verdichtete) Sprache zu bringen ha

i i i Zeichnung als i-
erscheint in der Praxis gar nicht die e
AuBerdem h v

i Verschriftli-
dern dieses als
isi des Protokolls, son . als heu
mzmwumwmﬂ=1m e en und Operationen ap der Nmunramsm :
chung der Uberlegung - denfalls fir den Schiler, je

ristischem Medium. Damit an.,g d Hintergrund getreten; er hat
porimbilitat scumnrmﬁvMM”“”W wumwmﬂmn ein nwmmrﬁwwn:Amw=1<o-0m
selopiclgebunden gear der Variablenbegriff mor:umearmunmu
Vorgehen iberall wm.ntw Arithmetik bei jingeren mnscwnwau MM i
macht, z.B. m:wv " oa r mmmeWmsmEmsmzwwwwwcaa von Varia .m .
pochifertigt sich aus mwﬁrﬂw allerdings keineswegs mchIMwuwn
{s. dazu Griesel wmmmvwmﬂ variablencharakter eines cﬂmuwnxw~wﬂml
auf diese. Zwar lieg ciner Zahl, weil es dank der =w=n-=“Mwm
crinzip ndher als der leichter als stellvertretend fir mnaw<o:
cigenschaft des Rauns ufgefapt werden kann, wuan man Inwmn o
(in uowsmwnCmewwznwnmmnsmumﬂ i.a. der Individuenchara

ausgehen, a u

niert.

ist dann, mehrere Individuen zu
i

Ein Mittel der Verallgemeinerund samkeit auf verschiedene

i rk
betrachten und iiberhaupt die Aufme

N jen allgemeinen Fall, Entar-
m”HHO- Sonderfille, Einbettung
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tungsfille, zu lenken. Da ist dann zu priifen, ob der behauptete
mw0#<o%7m~w noch zutrifft, ab wann nicht mehr; und man stdpt auf
die Frage, woran es liegt, wenn er nicht mehr zutrifft, man wird
also zu deduktivem SchlieBen motiviert. Bereits fiir diese Uber-
NWN1=Mm= (s. z.B. die Diskussion oben unter VI, oder die Identi-
Muwum1:=m und Einbettung von Sonderfdllen, die Annédherung an
H“”mM“H=MMMM~mn:mmmm: mwwr stetige Uberginge als sehr hilfreich.
r Zzu uberschitzender Wert liegt aber in der Unter-
wncnncwm der <manv~mam=wmwmm==N” Auch wenn nur eine oder meh-
wwum Figuren explizit betrachtet werden, so werden dabei doch
M:anmvar~vmwv unendlich viele durchlaufen, und man hat es, be-
rMH mMMo“msu man wwwm wmum=»~mns verschiedenen Félle durchlaufen
s t mehr weit big zur >-mnamw=mm~n»nrm»~.

c‘ .
awmwmnOMMMMHM »1u»w umso leichter auf, je stiarker die durchlau-
won T ob e ov.<MMm~:w:nmw abweichen, und er unterbleibt eher,
o rm:mﬂum e munr:N: sehr ahneln, némlich wenn sie als
ent oder ahnlich sind. Zz.8.

. . kann man sich mit
einem eindrucksvollen Experiment davo

. n iberzeugen, dap das Kan-
Mmmuwwﬁm“monrmmnr,umms Wirfel eben ist (s. apb. ~m :u“ die Dis-
i N des Rotweinbeweises von Heidenreich (1987b) in Ab-
schonitt 4): Man markiert die richtige e
xwawmsawﬁam: farbig und lapt den wWiirf
diagonale rotieren; dann erscheint ay
tung das Sechseck als Strecke.
mmnrn <oﬂvmwm07m=. auch wenn sj
uWﬁ. Dieses 148t sich ersichtli
die Zeichen- bzw. Sm#%:m:!::ﬂm:

8 der passenden Blickrich-
An dieser Demonstration kann man
¢ dem Beweisbediirfnis abtrédglich
ch weder durch den Hinweis auf

ibergehen.

In diesem 2
ussmmenhang Zelgen sijch zwei der Mingel der abbil-

n::mwmmosmwﬂmmnrm: Methode: g e en kontinu
t : i r wur
) 5 erfo dert ein Abwii g i
erlicher motmm:=MM<owmﬁaH~:=nms und der amit ver
d t verbundenen Fa

erweis ° <w: Figuren. Und: Man kommt in der
e iiber >==~wa=rmmomm70w~a:=nm= nicht

mwmno!mwsmn: X
ngen trivi inen
deutungsvoy)] werden ivial ersche
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3. Die didaktischen Vorziige (stetiger) Bewegungen bzw. Verfor-
mungen gegeniiber Abbildungen (Permutationen)

Dap in einem realitédtsbezogenen Geometrieunterricht wmtmm::mw1
vorstellungen essentiell sind, steht auBer Frage: das Funktio—
nieren zahlreicher geometrischer Sachverhalte l1apt sich ohne
diese gar nicht verstehen (s. Bender & Schreiber Hmmmv. Im fol-
genden geht es mir aber um die Rolle von Bewegungen im systema-

tisierenden, insbesondere beweisenden Unterricht.
Verformung) verstehe ich nun: Sei T(R

Unter einer Bewegung {(bzw. )
R der euklidische Raum

ein Intervall (i.a. [0,1}, Rc oder R), . ' ‘14
(die euklidische Ebene), FCE eine Figur. Eine stetige Abbildung

b:TxF-+E mit Fo=F (wobei Fe:=b(t,F) fir teT) heipt dann Verfor-
mung (der Figur F). In der Elementargeometrie betrachtet man
i.a. nur geradentreue Verformungen (sind A,B,CE€F kollinear,

auch At ,Bt,CteF fir jedes t). Dies sei ab jetzt mit Verformung
. Gilt dariiber

dann

gemeint (leichte Spezialisierung der Definition). :
hinaus 1(A:,B:)=1(A,B) fiir alle teT, A,BEF, d.h. w~=a mwww Ft
kongruent zu F, dann heift b Bewegung. Z.B. wmw wHaw (abbil- )
dungsgeometrische) Punktspiegelung das .mwmokum einer <m4%o”
mung, etwa als Abfolge von AmvvwHa==Nmmmosmw1ﬂnnvo:v zentrischen
Streckungen am Spiegelpunkt, mit stetiger <01m=am1=wm naw
Streckfaktors von 1 bis -1 unter Durchlaufung des singulédren

Falls '0’, oder als Abfolge von AmvkuaﬁammNmoamﬁﬂwmnrmsv cﬂmw
hungen um den Spiegelpunkt mit stetiger Verdnderung des Drehwin

kelmaBes von 0° bis 180°.

-~ ~
s II///
7 NN
rr L, 4
~\ S \hv\
\ --4<
Id ~
, N

Abb. 8
n teT interessant.

i i a igkeit vo
N i i ktiopnen in Abhéngig ) N
un sind gewisse Funkti o der (stetigen) sentrischen Strek

tant bei
kung proportional zum Quadrat des Streckfaktors :MW rM“” e
der (stetigen) Drehung. Oder: sei F mwsn.omwwwm.mowuwnnloanm
gelpunkt nicht enthalt, wnd vmnnmnrnm”:twwmwmwﬂ von t: Bei 0°
i i prehung in Abhéngi '
”MMN VOuwamM mmMmMMNMMM e und dazwischen eine (als
man N el

i punktabfolge auf F.
Bewegung im obigen Sinn

Z.B, ist der Flacheninhalt b

leere Meng
w:mN=WNmmm=nmv

i




Die Mengen— bzw. Abbildungsschreibweise entwickelt ihre Kraft
erst richtig in der Analytischen Geometrie und ist zunéchst
nicht fir den Unterricht in synthetischer Geometrie gedacht,
moﬂnoﬂs dient hier nur der (im Gegensatz zur Abbildungsgeometrie
adédquaten) mathematischen Beschreibung der Vorstellungen, die so
m:w wie jeder, vom Schiiler bis zum Mathematiker, hat, der Geome-
nwgm treibt oder iiberhaupt visualisierte Sachverhalte struktu-
ﬂwmnm= méchte. Diese Vorstellungen gehen auf Alltagserfahrungen
EMM Avrwmwwnrm:v Kérpern und Handlungen mit solchen zuriick und
MHMHMM“:MHMMZMGH die Tdee des starren Kérpers mit seinen (isome-
formungor vmwnaMmms rNt” des wmﬂnwmww starren Koérpers mit Ver-
auch won .n. nen gewisse Eigemschaften erhalten bleiben.

. 0 diese Verformungsvorstellungen sich im Laufe des Cur-
riculums zunehmend vom physikalisch Realisierbaren entfernen, §0

bleibe i
° en sie dennoch dort verwurzelt und behalten grundsdtzlich
en Charakter des Kontinuierlichen.

Diese Uberl .

nvcwowwmnﬂmnmw=wm= stehen im Einklang mit neueren kognitionspsy~

<onmnm~_==muv.uammmw==mw: zur Verarbeitung von Wahrnehmungs-— und
ildern (s. Klieme 1987:53ff) und werden auch wieder

stidrker in stoffdidakti
t a u i
& Spallek 1983), ischen Ansiitzen beriicksichtigt (s. Kieso¥

Die uberragende Bedeutung
H]

lichten die die Mathematikdidaktik verinner-”

bzw.

fir _.onsmium WMMMM“M:Z:... was nicht dasselbe ist!) Handlungel

werden (s. 2.B. Wittnm zumipt, braucht wohl nicht erértert zu

Aebli 1985). Allerdi ann 1871/1978, 1985, Dérfler 1984, 1987,

ler zur Abstrakti wmm rWn man m.E. die Méglichkeiten der schii-
on i.a, :rmnmnrmnun. als man ihnen z.B. die

Strukturmathemat i
tik der 70- . .
zZugetraut bzw. -gemytet rmm« Jahre inklusive Abbildungsgeometri®

Nicht alle O .
perati .
onen mit dem partiell starren Korper bedirfen

”m=. z.B. nicht die Brech- und Heile~
wHw (1977). Diese sind in der Mengen”
eilmengen und Vereinigung msowvﬂmnrmum

der <onmnm_wcsm des Steti
transformationen Freudent
sprache alsg Bildung von T
einfach darzyst

Zuordnung des mmwwma (wenn man einmal die Besonderheit mit der
griffliche mov:?w”rn.._nmw acht 14Bt) und bereiten i.a. kaum b€
lich® darin, eliten. Das Problem besteht meist ’*ledif”

die geei
. gnet s .
samtfiguren zy sehen! en mnvzuﬁﬁunsmmn. Bewegungen und Ge-~
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Ein schénes Beispiel ist die Veranschaulichung des Pythagoras-
satzes von Schonwald (1987): Die Perforierung erzeugt zwar eine
kontinuierliche Vorstellung des Abreipens, aber nicht diese ist
wesentlich, sondern die Verdeutlichung der Identitat der Abreip-
stellen im Anfangs— und Endzustand.

Abb. 9

Der starre Koérper mit seinen Bewegungen ist eigentlich nichts
anderes als die Verkorperung der Kongruenzrelation, und in Jjedem
(Axiomen—)System, in dem diese Relation vorkommt, ist es zumin-
dest aus heuristischer Sicht sinnvoll, sie sich entsprechend
vorzustellen. Euklid hat diese Verkoérperung explizit verwendet;
ichbaren abbildungsgeometrisch
ht enthalten; ipn der
sentlich gebraucht.

im Hilbertschen oder einem vergle
ausgerichteten System ist sie zwar nic
Schulgeometrie wird sie selbstredend doch we
Wiahrend sie aber bei der sog. ro:nwcmsnmmolnnwwunrws Methode

(mit 'Hilbert’ als Hintergrundtheorie) einen angemessenen Zugang
etrie liefert und auch mit deren wei-

zur systematisierenden Geom
wup mit ihr zwar wohl oder

teren Verlauf gut vertraglich ist,

iibel auch die EBinfilhrung bei der abbi
erweist sie sich dort aber bald als ausgespro-

ldungsgeometrischen Methode

geleistet werden,

chen stiérend:

eibweise ist T={0,1} und F=E zu

In der oben eingefiihrten Schr
gen b zugelassen, fur die

nehmen, es sind our solche Abbildun
F1-E gilt, und diese werden gleich als
nen des Raums b:E-E aufgefapt. Da sind die Stetigkeitsvorstel-
und als abzubildende Figur mup so etwas (psy-
schauliches vie der ganze Raum genom-—
r sehr wohl auch ein Betrachtungs-
r da sind die unter IV oben
rmutationen, bei denen

geradentreue Permutatio-

lungen abzuwiirgen,
chologisch) vVages und Unan
men werden. Dieser sollte zwa
objekt fir die Schiiler werden, abe

angedeuteten MaBnahmen geeigneter als Pe :
erhalb eines beschrénkten Bereichs "nichts

Jja normalerweise auf .
nicht eiomal bei spiegelungen (die nach

los” ist, und zwar noch
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Freudenthal (1973:467) noch am ehesten in Frage kommen). Aufer-
dem miite der Raum, auf dem die Permutationen operieren sollen,
als geometrisches Objekt schon vorhanden sein.

In der Praxis des Geometrieunterrichts (mindestens in der BRD)
ist die abbildungsgeometrische Methode wegen all der genannten
Probleme durchweg schon léingst zu einer Variante der kongruenz-
geometrischen Figurenlehre degeneriert, ohne jeden Algebraisie-
rungsanspruch, mit der Besonderheit, daB nur kanonische Bewegun-
gen (bzw. Verformungen) zugelassen sind wie Schiebung, Strek-
kung, (als Exot) Scherung u.&. und daB Schiiler und Lehrer zwar

andauernd xo:nwzcwnmﬂw<cﬂwnm~HE:Mm: aktivieren, der Lehrer dabei
aber ein schlechtes Gewissen hat.

uwm Eigenschaften der kanonischen Bewegungen bzw. Verformungen

kdnnen zwar in der Figurenlehre an vielen Stellen niitzlich sein,
ich plédiere aber dafir, sie nicht - wie iiblich — in einem aus~”
gedehnten Trockenkurs vorab bereitzustellen, sondern sie bei Be-

. . s einzusetzen. Es ist zwar schén, iber
eine einheitliche heuristische Strategie
grundsatzlich nach Abbildun
formungen) zu suchen,

schen Prinzips von Hiir

darf, u.U. auf naive Weise,

zu verfiigen, z.B.

gen (kanonischen Bewegungen bzw. Ver~
etwa in der Form des beriihmten heuristi-
ten (1971): "Bildet man eine Originalfigur

durch ei

fareh w~wm (oder mehrere) >vvwﬂn==mos so auf eine Bildfigur ab,
B Original und Bilg in irgendein it

Zu erwarten,

kann." (s,

em Zusammenhang stehen, 8°
tfigur einen Lehrsatz ableseP
eidenreich 1987a.)

daB man aus der Gesam
Jedoch die Kritik von H

als Heuristik fiir das Beweisen
lerdings konnte sie bequem auf die
linien ein wnq ,,  » oder " ibertragen werden ("zeichne mwwmm\
fige zZusammen und :mﬂ wmﬂunﬂm- bewege bzw. verforme stetifs
Mit ihrer Allgemeinheit verliert sie
ktikabilitat,
'Regel’ -

n.

Spatesteng dann al
ro:anmsnﬂmoumﬁﬂwmnrm Methode

aWInn an Priagnangz und Pra
wie jede vergleichbare
hensweisen Z2U verdrénge

Dariiber hinaus ist sie
in der Gefahr, andere Heranf®

Das Grundmusgt N
er b .
bestimmten mnﬁarnmw m-.nummn= Beweisen ist doch, daB zwischep
nachzuweisen jgt umA<w”“wv~¢=_v eine Relation herzustellen bz¥:
» n a er N .
Strecken (Kongruep Regel eine Mapgleichheit von Winkel®

: z!) =
ist Tusatslics die x .oaoﬂ Fléchen. Bei der >va~n==umlmnromm
Xistenz einer >rrm~n==a nachzuweisen, di€
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diese Stiicke aufeinander abbildet (aus deren Existenz dann auf
die fragliche Relation geschlossen wird). Es ist mir kein iibli-
cher Inhalt der Schulgeometrie bekannt, wo man nicht bequem auf
solche Abbildungs-Existenznachweise verzichten konnte (es sei

denn, es geht um den Symmetriegedanken in einer bestimmten Aus-

pragung).

Bei den zugrundeliegenden realen Handlungen werden {(auer in den
Fdallen, wo es auf Symmetrie ankommt) so gut wie nie kanonische
Bewegungen durchgefiihrt. Selche liegen z.B. besonders fern bei
Auslegeasktivitidten zur Préfigurierung der Flacheninhaltseigen-
schaft wie Tangram: Man braucht sich nur einmal konkret vorzu-
stellen, wie die Teile von einer Figur entnommen und zu einer
anderen zusammengesetzt werden (in abbildungsgeometrisch ausge-
richteten Lehrgidngen hat man jedoch auch hier Kongruenzabbildun-
gen am Werke gesehen; eine Reminiszenz an diese Auffassungen an
m.E. Wittmanns (1987:306f) Hinweis auf die Flacheninhaltsinvari-

anz dieser Abbildungen anlaglich solcher Auslegeaktivitaten).

Abb. 10

je Inhaltsgleichheit des
D mit dem Rechteck ABEF
E rechtwinkli-

Auch bei dem Zerlegungsbeweis fir d
(nicht-rechteckigen) Parallelogramms ABC ;
(wie in Abb. 10) wird doch das abgeschnittene, in
ge Dreieck BCE irgendwie nach links transportiert (u.U. aus der
Zeichenebene heraus und nicht notwendig mit einer wxmrw‘mmawnr‘
ten kontinuierlichen Drehung oder Schiebung) ::a.num Seite CB an
D in Richtung A angelegt, so dap das cwmwmo} B'C’E mzwmworw».
(man denke an die Vorstellung des starren =onvmﬂw als Stempel!).
dap das (gem@pB der Konstruktion zu BCE kon-

Zu zeigen ist dann, d.h. dap die Winkel ADC

gruente) Dreieck B'C’E’ an ABCD papt, . <
und DCB zusammen 180° grop sind und BC ::a.>u gleich lang mw:l
(dap also B’C'E’ mit ADF identisch ist). Die erste Jcmmwnw.mﬂ
gibt sich aus der Parallelitéat der parallelogrammseiten, -mA.
zZwWweite aus dem - vorher zu beweisenden — Parallelogrammsatz (im

Parallelogramm sind nnnmumvmngwmnmano Seiten gleich lang).
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Man kann auch das Dreieck BCE entlang AB verschieben und erhilt
so direkt die gewiinschte Aussage zusammen mit dem Parallelo-
grammsatz allein aus den Eigenschaften der Schiebung. Dieser
Schiebungsbeweis ist aus unterrichtssystematischer Sicht jedoch
unredlich: Man hat ja vorher Schiebungen eingefiihrt als Kangru-
enzabbildungen, wo alle (orientierten) Strecken von den Urbild-
zu den Bildpunken parallel, gleich lang und gleich orientiert
sind (eigentlich als Bewegung des starren Kérpers mit paralle-
len, gleich langen und gleich orientierten Bewegungasspuren), und
als Rigenschaften direkt die Parallelitét von Urbild- und Bild-
strecken notiert, ohne zu problematisieren, ob alle diese Eigen-
schaften iiberhaupt nDebeneinander existieren kénnen und, wenn ja,
ob und wie sie voneinander abhangen, namlich: Man hat ja hier
einem Viereck mit 2 parallelen, kongruenten Seiten
anderen Seiten ebenfalls als kongruent angenommen und
Konstellation auch deren Parallelitit gefolgert.

einfach in
die beiden

aus dieser

Mnrn:w- mich jetzt nicht fiir eipe Problematisierung dieses evi-
enten Sachverhalts an dieser Stelle des Curriculums ausspre-
chen, aber darauf hinweisen,

dap di . i its-
aussage, B die o.a. Zerlegungsgleichhe

die vom selben Kaliber ist,

i . wenig
problematisiert, genauso viel bzw

ter im Rah : sprich: bewiesen, werden mup. Und wenn man Spi-

hang sn mrsms €lnes systematisierenden Unterrichts die Zusamaen~”
e

och genauer untersuchen méchte, dann kann man sich jeden”

falls nicht einer in
der o.a. Weis i i i als
Beweismittel bedienen. © cingetihrten sehicbuns

Mit der Orientierun 1
den Bomeiiren € an einer geometrischen Abbildung bat sich

Nichts & . . ~
genheit, eine 2ufgelést. Er gibt dem Schiler keine Gele

b .

iy eine aMMcM&mnm Binsicht zu gewinnen (wohlgemerkt: €8
. ussage des Satzes

und ist daher fiir den Unterricht u ;

=:<mnlmwn~wnrm=. e

sondern um den Beweis),
an v . ignet. Dies liegt an der
mnwm~mnr==m grenzenden Art der Elementari-

ﬁﬂwmnrm . : .o
also genau umgekehrt a ? Abbildungen fir den Unterricht. Bs if

Breidenbach (1949,19¢ wu in dem viel zitierten Ausspruch vop
7:54), Diesg lagt sich mit vielen weiteren

mit ¢
noch etwas varijert zmwammw folgenden sol1 lediglich das Thema

sierung von geome
Beispielen belegen;
) : C

Abb. 11 [
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"Zeige, dap im gleichschenkligen Trapez die Diagonalen kongruent
sind.” In einem kongruenzgeometrischen Beweis (bei dem aller-
dings in der Tat die Idee der Symmetrie etwas zu kurz kédme) wire
etwa zu zeigen, dap die Winkel in C und D kongruent sind, und
dann mit den Dreiecken ADC und BCD der Kongruenzsatz SWS anzu-
wenden. Dazu wiirde man (beim Sachverhalt wie in Abb. 11) die Lo-
te von C und D auf AB fiallen und mit dem Kongruenzsatz SSW (der
hier anwendbar ist, weil W rechter Winkel ist) die Kongruenz der

Dreiecke AFD und BEC begriinden.

Beim abbildungsgeometrischen Beweis sieht man sofort die Spie-
gelachse und meint, im wesentlichen fertig zu sein. - Doch mipte
gezeigt werden, dap iiberhaupt eine solche Achse existiert, dap
etwa die Mittelsenkrechte von AB auch die von CD ist. Und schon
sind dhnliche Uberlegungen wie beim kongruenzgeometrischen Vor-
gehen erforderlich, die jedoch dauernd in der Gefahr sind, doch
noch durch das Spiegelungsargument abgekiirzt zu werden, obwohl

man dessen Zuléssigkeit ja gerade erst zeigen will.

Bei entsprechenden Sidtzen iiber das gleichschenklige Dreieck

fdllt es den Schiilern in der Regel noch schwerer, zwischen zu
dbaren Tatsachen zu unterschei-

(1986) belegen (s.a.

beweisenden und zum Beweis verwen
den, wie zahlreiche Beispiele in Beckmann
Abb. 24).

nwinkelsatz mit Schiebungen bewiesen

r Lehrer in die Falle getappt: Die
r die Stufenwinkel kann er
sondern er mup sie
g konstruieren

Wenn nun noch der Stufe
wird, dann ist endlich auch de
Parallelitét der beiden Halbgeraden fi
Jja nicht iiber die Elementfremdheit erzeugen,
durch Winkeliibertragung oder parallelverschiebun
(oder mit Hilfe der hier abwegigen Abstandsgleichheit),

beweist die Schiebung gar nichts.

und dann

Ahnlich sieht es mit dem Beweis der Kongruenzsidtze aus: Wenn der
bei denen z.B. SWS als kongruent

Schiiler fiir zwei Dreiecke, i
e das eine auf das

vorausgesetzt sind, eine Drehung angibt, di
andere abbildet, dann hat er die <owwem-==n.non Bewegung ”wm
starren Korpers benutzt. So hat er namlich nww uo:mn:nuuwv MwH
dungen kennengelernt und ihre Eigenschaften nﬁznnwmrws. insbe
sondere die Aussage "sind zwei Dreiecke kongruent (mit amﬂ
dann gibt es eine Drehung (o.&.),

st 6 i ift!)
arren Kérper uberpr : t". Natiirlich erkennt er

die das eine auf das andere abbilde
nicht, dap diese Aussage hier gar picht angewendet werden kann,
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da sie ja bereits die Behauptung des Satzes benutzt. Aber es
steht ihm auch keine Aussage zur Verfigung, die nur von der Kon-
gruenz 'SWS’ Gebrauch machen wiirde und die er hier anwenden
kénnte, weil ja immer der starre Korper verwendet wurde und da-
Ewn die Kongruenzsatze praktisch schon vorhanden sind. AupBerden
sind diese sowieso evident, und so 16st er tatsachlich eine ganz
andere Aufgabe als den Beweis, ndamlich "finde die (oder: eine)
kanonische Bewegung von einem Dreieck zum anderen"”.
”w:r”ﬂm=nrﬁ anr nicht zu wundern, wenn aufgrund solcher Unter-
AMM mMMMMMWMHMwm die Motivation und Fahigkeit zum Beweisen bei

. uf Dauer verschiittet wird. Die urséchlichen Fakto-
ren seien noch einmal hervorgehoben:

”Mmo“M”nwmuuwMMMw”m des m%mmm!mnwmnvas Aufbaus (wo zugleich

schaulich triviel mmow:m: Wwird) geht es um Aussagen, die an-

den oder gmam=»m-m~“. und deswegen als Axiome verwendet wer-

dap sie leicht ab : wm Auswahl von Axiomen so beeinflussen
geleitet werden kénnen.

Wegen dieser Evid
enz ko i : . .
- Bs ist unklar, mmt kein Beweisbediirfnis auf.

Die Voraussetzu
Behauptungen.

vas muwmm als Prémissen in Frage kommt.
ngen wirken hdufig nicht vorgingiger als die

Der B i 1 i
eweis liefert keine AnamwwNHwn:mv Einsicht

Diese Faktoren sind keine
thode gebunden,
spiele zZeigen.

sie si Swegs an die abbildungsgeometrische M€
s .
vors eu:a aber typisch fir diese, wie die Bei-
n . .
che nw:onﬂwuor dafiir ist der unanschauliche, be”
metrie: Deren wmmﬂwwwmwm:wmﬂ der urspringlichen Abbildungsgeo”
e memms iberhaupt erst einmal mit erheb~
rgavand in die Figurenlehre der Schule transfor
ch sie an Klarheit (auch e

t der Ans
. Pruch .
die klassische (unabhén

tont systematisg

lichen mmamcw::mwsm:nm~
miert werden,

ren. Dazu homm
trie),

in Beweisen) ver

euklidsi gig von der Schulgeome~
: idische Geometrie (die an:ﬁm=~m1«m
en
dap man : 4

. gleich der
=~=mVMnmmmm= in den en g

der Schul .
ist, €) zu beinhal der am einfachsten dadurch einzuldse’
.m::vw.wuﬂwwmmm:nm Tatsachen ableitet. Bei”
renge-ldeal m:wo:mmﬂwnr»= Geometrie t»ﬂ¢
aber nicht aufgegeben: stetif®

Verfo .
rmungen) sinqg ‘offiziell’ nicht zugelas”

dann ein gewisses St
Bewegungen (bzw.
sen.

So kommt es,

dap dj :
Bewegungen 1, "¢ alten Didakt

W, iker noch betont mit stetige?

Verfor
Bungen arbeitep (s. z.B. Kusserow 1928/
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1985 u.v.a.; Strunz 1953/1971 hat in seinen spidteren Auflagen
erhebliche Miihe, seine psychologischen Erkenntnisse itber die ki-
nematische Denkweise in der Geometrie mit seiner Begriipung der
abbildungsgeometrischen Methode in Einklang zu bringen), dap sie
auch heute noch im Hochschulunterricht vorkommen (wie ich aus
miindlichen Mitteilungen zahlreicher Kollegen weip; s. z.B. auch
Fraedrich 1979), wahrend sie in Schulbiichern und im ’offiziel-
len’ Unterricht in systematischer Geometrie (noch nicht in der
sog. Propadeutik) verpodnt sind. Mit Schiillern war man in den
letzten zwanzig Jahren in manchen Bereichen der Mathematik
strenger als mit Studenten und Kollegen, und es stellte eben
zeitweise einen Mangel an Strenge dar, die Anordnungseigen—
schaften und die Vollsténdigkeit des Anschanungsraums unhinter-

fragt zu benutzen.

4. Die Rolle von (stetigen) Bewegungen bzw. Verformungen bei

geometrischen Beweisen

Im folgenden betrachte ich einige Beweise, fast alle aus dem Ka-
non der Schulgecmetrie, und untersuche die Rolle von Bewegungen
bzw. Verformungen dabei. Es handelt sich nicht um 'Rosinen’, und
die Uberlegungen sind auf viele andere Beispiele iibertragbar.
Erst in Abschnitt 6 erértere ich, wie weit eine Verfilmung
(0.4.) erforderlich bzw. niitzlich ist. Fir das Folgende unter-

stelle ich durchweg technische Realisierbark
auch wenn man haufig mit Vorstellungen aus-

eit (in einer Zeich-

nung, im Film o.&.),
kommt .

die Bewegungen bzw. Verformungen bei
den Beweisen spielen, sind am Ende dieses Abschnitts in einer
Die Zuordnung der Beispiele zu dieser
sie hidngt u.a. auch davon

Die verschiedenen Rollen,

Liste zusammengestellt.
Liste ist nicht eindeutig moglich;

ab, was iiberhaupt als Beweismittel zugelassen sein soll.

Ich pladiere fir die Awnwwwmnrtmmeunmv Voraussetzung der Gil-
tigkeit folgender Sachverhalte: pas Hilbertsche Axiomensystem

unproblematisiert, vieles daven poch nicht einmal thematisiert
(z.B. Bxistenz—, Anordnungs— und Vollsténdigkeitsaxiome); die

Axiome z.T. nicht in reiner, sondern in elaborierter Form, z.B.
u beweisende sdatze wie St
Léngen—, Winkel-,
hlensiitze qualitativ ("wenn

ufenwinkelsatz,

als evidente, nicht z
Fliachen- und

Kongruenzsidtze, Existenz von
Raummap; weitere Sétze wie die Stra
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dieses lidnger wird, dann auch jenes"), Jordanscher 1=ﬂ<m=umM“=
fir Polygone, Eigenschaften der Spiegelsymmetrie m=~n:m mw
Abbildungsbegriff i.e.5. gebunden), das aosnmazwommwvﬂuanMnl
(unter Beachtung von c:momwwmrmw»wwnmwums. z.B. beim Schni

ie
punkt einer rotierenden mit einer festen Geraden, wenn di
Neigung 0° betrdgt) usw.

Bin typischer Schlug ist etwa: Eine Halbgerade, die bei einem ]
Winkel von einem Schenkel um den Scheitel bis zum anderen mnst
kel rotiert, erzeugt dauernd zwei Teilwinkel, von denen der eine
vom Nullwinkel aus stetig groper,
aus stetig kleiner wird;
:mawmwvmyrwmwmuam.

Wi 1
der andere vom gesamten Winke
nsbesondere b eine und nu ine
insbes gibt es eine u re

Bei vielen weiteren Sdtzen (z.B.

tiver Ausformung) hingt die Behan
vmamnwwmm‘

nicht,

die Strahlensédtze in a:mswwwm‘
dlung als evident oder beweis-
und dann die Entscheidung, ob man sie beweist oder

von allerlei Faktoren ab: wie ]
gesamt vor? Welchen Erkenntnis-—
Beweis? Welche wmsmmwwnnwmm= Zi

ystematisch geht man ins-
» welchen Bildungsgehalt hat der
ele verfolgt man? Welches Niveau
1e grof ist der Aufwand? Usw. Gewisse

i r
€grinden sind). Man kann sie vams
eren: Das Benutzen von mﬂmsntmnm
kKt IIT in Abschnitt 2, Abb. 5,

auch als Beweismitte] akzepti
diskreter me=wmuwo—um= (Aspe
7) oder das Argumenti i

keltsbeweisen (s. Beispiele (3i1), (iv), (v), Abb. 14, 15, 16).

s
"das Kantenmittensechseck MM
dpig (Heidenreijch 1987b): Man den
sich ej

lotrecht ist,

und ldpt dep Rotwei
auslaufen,

Die 3 :mwwmwrmsﬁms.

be zmwncnn gegen die
die ja zy einer der 3 a
ben dieselbe zmwmczn. Beim Auslsg
2undchst n~mmnruam»wm i
bart liegen,
die Ebenheit

n durch ein Loch ganz unten
die an die Spitze stopen, haben
Lotrechte, d.h. alle Kanten des
n der Spitze parallel sind, rul_
ufen erreicht der Rotweinspiege
P, die zur Wirfelspitze cm:nn¢|n
ig die 6 Kantenmitten. Damit i8
Fir den Beweis der Regelmipigkeit muf
allerdings nicht allzu fern liegende,

Wirfels,

umanm:wmmms.
®an sich noch ein Paar,
Gedanken Rachen,
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Abb. 12

4 dr diesen
i f hin, dag fiir
i idenreich darau ) an—
. rost weist Hei . . ichem Rotwein
zunrw mm=N_M rerst eine Healisierung mit twﬂrwuwwon oo o
Beweis Ncw e d dap schon die Verwendung gefér
gemessen ist un

. . tte
i i ch ein Film hét

der Schulstube eine Stilwidrigkeit ist. Aber au

er Schuls

h-
Vorgang aus me
haus seine Vorteile: Man kann den mw:wwntmnrqwmw‘ zeigen,
ro durchau ktiven zugleich, auch gegen me. h herausheben, Zoo-
reren 1mﬂm1” lten, die besondere Lage farblic

man kann anhalten,

men usw.

5 " Oktaeder-
L. s einiger archimedischer Korper AM“wnmﬂ el
(i) :xonmwwcr»wo= istenznachweis) durch Abstump hindert wer—
gruppe (und damit mWM Computergrafik kann hier wmﬂ u=am= VN
onch Kanl wwqmvw=z”m~u ibersieht: Immer wenn die Kan
den, dap man ein

i an.
lang sind, zeigt der Computer dies

Abb. 13 -

in der
i ": Map klemmt in
i i nd Winkelhalbierende
(iii) "Dreiecksinkreis u

i i iten
. . die beiden Sei
- inen Kreis zwischen R 5 ng er-
Néhe einer Ecke einen klein amer die Bedingu

wobei i X
und bldht diesen Kreis dann auf, Der Kreis

. iithren soll.
. i Seiten berii ) L
halten bleibt, dap er die beiden bis er auch noch an die drit

e
bewegt sich dann von der Ecke weg, dessen

i den,
kreis gewor
t t t5pt, und damit ist er zum In
e Seite stspt,

Existenz somit bewiesen ist.

Abb. 14
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Nun betrachtet man noch entsprechende Folgen von xwmmmmw aus n%
anderen Ecken, und es wird sichtbar, dap der so ro:mnncuon»w In
kreis eindeutig ist. Bei einer Verfilmung kann man n»mmmb.n~=|
druck von Eindeutigkeit noch vestarken, indem man die awmn qof
gen im Wechsel blinken 14pt, wobei der Inkreis der einzige unﬂu
in Buhe ist (analeg zu einer Idee von Ralf Schaper, xmmnWWV.qE
den Beweis der Eindeutigkeit, der Ja mit dieser <»w=w~wa~mw==a
noch nicht gegeben ist, kann man nun eine Stufe tiefer meummu
und sich iberlegen, dap durch den Mittelpunkt eines Hzrnowmow
alle 3 Winkelhalbierenden gehen miissen und es folglich nur einer
geben kann. Hier wird, anders als beim iblichen Beweis, der Satz

. i iner
iber die Mitteneigenschaft der Winkelhalbierenden nur in ein
Richtung gebraucht,

Alle diese cvmw~mm:=mm= kann
metrischen Drachen,
ramiden,

man direkt iibertragen auf den sys-
das Tetraeder und allgemein HGM@wIWumnm.1<l
sowie auf das duale Problem des Umkreises beim Dreieck,
beim gleichschenkligen Trapez bzw. der Umkugel beim Tetraeder
und allgemein bei regelmiéfigen vwwmswnmunrmnmsvmonv.

(iv) "Dreiecksumkreis und Freiheitsgrade” in der Verfilmung von
Nicolet (1958/1971; s.a. wittmang 1985): Gegeben sind 3 nicht-

. SInE i-
kollineare (Fix-)Punkte yng ein Kreis. Dieser Kreis wird kont
nuierlich verandert,

liebig,

l1xpunkte beriihrt, kommt er =wasw
die Beriihrung bleibt bestehen, der Kreis
ganz frei bewegen. Irgendwann stspt er n:E
ren Fixpunkte, der ihn dann auch nicht woz
e mmtm@::ﬂmwwmwrmwn noch mehr mmunmmornmuf
b dann seip Mittelpunkt auf der :weﬁmummud
en Berihrpunkte, ung der Radius ist durch di
ts gegeben, Schlieflich wird der Kreis ncmrz
nkt eingefangen ung kann sich iiberhaupt ni¢

Der ganze Vorgang wird mehrfach wiederholt,
msawmn:w awowmwvm.

mehr vop diesem los,
kann sich nicht mehr
einen der beiden ande
los lapt, so dag gein
ist, und zwar lauft g
rechten seiner beijgd

noch vom dritten Pu
nehr verandern. -
und immer ist die

Nicolet stellt dabej Praktisch ayuf die Idee der Mnmwrownnnﬂwmm\
mw und beweist damit mehyr als bei denm oben (beim Inkreis) mww“
2ierten <owmmro:. nédmlich Existenz Anotwmuov und Eindeutigkell:

dchst 3 wnowrawnumnmnm. 2 fir die Lage des

ton jedoch fast schon zirkuldr).
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und NHUW nacheinander bei ede; er Fi te 1 Freiheitsgra
dem d xﬁﬁﬁr t d

a J
ab, bis er WO?F#OGHNO? keinen mehr ?WH. also eindeutig fest-

liegt.

i ie Physik oder fiir
hti diese Idee der Freiheitsgrade fir die : Mamnﬂwm "
! . . .
o tunr wmﬁ.m fundamentaler Zusammenhidnge in der
die Erkennti

. ) liegen 1e mstande melstens oc ompli-—
(bzw sein sollte), so 1 d U t d t d h k 1

zierte als es eispiel und zwar in der Struktur des Pa-
in di em B P ’
r

i i ngen definierten Unterréu-
e Qm“ “MMDMQMMM:WMMMMN“mM Vorgehens mvrmw&mw&w“m:
hnke et <0w=mmmnr%w:rwm= Kongruenzsatz SSW). unwnr
g mJSm.m: no“ OWWn ein starkes Mittel, Ewn.now smsnw e
amHVﬁﬁmMrMHanMM:vamw machen kann, und hat bei Eindeutig
Sachverhalte

i dings geome-—
fast Beweiskraft. Ihr Einsatz bedingt aller
aussagen fas

X . ; zu grob, insbe-
Erfahrung; und sie ist in gewissem m~=w lichkeit von
i 1
trische Er es :p Fallunterscheidungen, Vertréag
sondere wenn

i Fix—
& .B. wenn die 3
Bedingungen, Existenzbeweise u.d. geht (z

punkte koll ear Da braucht man héaufi doch enauere
a mHﬂﬁv 4 g
in .

1 hen Geometrie,
twa aus der klassischen synthetisc
Uberlegungen, etw

ie fir entbehrlich
indest um zu rechtfertigen, falls man sie
zumin

halt.

Ich w d d [~ wicht f ie P e legen,
em Beweis as i au di has
i Schwerge )
wo n ; r 1 F h t rad vorhanden ist bzw. sogar direkt da-
iirde in i 4 p
ur noc reiheitsgra

#irker ins Spiel zu
) so die Mittelsenkrechten stirk
mit anfangen), um

i let auch um die
llerdings ist zu bedenken, dap es Nico
bringen. Allerdi

dsthetisch Méglichk 1t de Films z.B. um die Darstellung
cnen oglic erten s [}

t.
einer schwingenden Bewegung geh

Abb. 15

3 gich in 1

. . nkrechten eines uﬂmwmnww unvsm~MMmrﬂw. und
) hie 3 zwaao«mm der Beweis dazu sel nw:cn M. fer zu le-
Punkt.” Nehmen wir Mm. Plausibiltét des Beweilses umunn B eiecka
un gehe es darum, MMr kann man z.B. die 3 mnrm” ouxnoornnn
one it oolvznmnmﬂna onstrieren, dag die anmm b in solcher
oieg ren und Mﬂ“unrnm“nrumwaou. Allerdings bringt e
sich immer in un

123



Film wohl kaum Einsicht in den Sachverhalt iiber die wanrnwun
hinaus: Man sieht eben, dap die 3 Geraden immer einen gemeinsa-
men Schnittpunkt haben; das mup auch so sein; denn das hat man
Ja bewiesen. Die Funktion eines solchen Filmes ware eher, awu
tbergang zwischen verschiedenen Fiallen (stumpf-, recht—, spitz-
winklig, kollineare Ecken) zu zeigen.

Die Einsicht spirbar vertiefen kénnte man vielleicht wo~nm=awnn
maBen: Man betrachtet 3 kongruente Kopien des Dreiecks zugleich,
die man simultan verandert. Bei jeder der drei wird eine andere
Seite mit ihrer Mittelsenkrechten farblich hervorgehoben, und
die anderen Linien werden jeweils nur ganz schwach dargestellt.
Nun sieht man es erst: Egal wie die 3 Seiten veridndert werden,
die 3 Mittelsenkrechten schneiden sich in 1 Punkt. Die 3 mmwmm=
kénnen niémlich gar nicht unabhéingig voneinander variieren; die
Bewegung der Endpunkte einer Seite beeinfluBt auch die Lagen der
beiden anderen. Anders herum ausgedriickt: Die 3 Ecken kénnen
zwar unabhingig voneinander bewegt werden,
einer Ecke (mit 2 Mﬂm»rmm»wmnmamsmv zieht d
Mittelsenkrechten nach sich,
Freiheitsgrad. Wenn man dafiir
sehen will,

aber jede Bewegung
ie Anderung von zwei
und deren Schnittpunkt hat nur 1
nun wieder den tieferen Grund ein-
geht man noch einmal in den urspritnglichen Beweis.

N\

Abb. 18

Der Satz isgt Jjetzt erst richt
€leich ist durch die Variatio
>-mmlmu=mm~nermw~ vertieft

ig aussagekrdaftig geworden. Zu-

n des Dreiecks die Rinsicht in die
worden.

(vi) Der =:w=rm~a=llmumm
einer der ersten sinnvo
sollten ihn selbat find
die unter Festhalten ei

len der gegenseitigen Abhdngigkeit der beiden anderen und an-
schlieBendes Messen.

tz fir das Drejeck” ist m.R. gerade noch
11 zu beweisenden Sdtze. Die Schiiler

en, etwa durch Betrachten von Dreieckem

nes Winkels deformiert werden, Feststel”
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llte aber nicht den Ehrgeiz haben, dap die Schiler m_..o_n._. )

”ms ”o MM finden. Die populdre Methode, von mpbmlnmmvv&MmMMm
en Jewe ) s mit der ma
Ecken abzureiBen und an die dritte mnncummmsw bediirfnis eher

isfigur préfigurieren will, ist dem Beweis o doch
”MHMM“HwME =MQ férdert die Beweisfindung mWWQWMHMMuMM“w”w:rmwl
nicht: Tatséchlich wird ja hiermit nur 5omr nucum auf einem
summe zu 1B0° gemessen. Aber diese <mnnozuummﬂﬁym1: vollzogen,
zweiten Weg, auch noch eigenhéndig ven amw n»orw sehen, wieso
wirkt auf sie dermaBen iiberzeugend, dag WVM n o Walsch 1972/
da noch etwas zu beweisen ist Aanﬁw:w wels a:. MVﬂmww|Haoo st
1975:60 hin). Die direkte merm!mwHmwmﬂcamnmmwnwwﬂwm= Ksrpers)
ibrigens (fupend auf irgendeiner Bewegung des Wechselwinkel-
mit der zweimaligen Anwendung der ===n=u==m jicht etwa mit den
satzes und des Parallelenaxioms gegeben und n

Seitenmitten.
beiden Punktspiegelungen an den entsprechenden Se

c
Abb. 17 a b

Beispiel des Winkelsummensat-

Arnheim (1969/1972:174) zeigt am litat

i die Plausibi
2es, wie mit der Variabilitat von wanr==HNMM:mwn=w»nnq gemacht
1

i i i Aussage noc N
und Allgemeingiiltigkeit einer dritten sngetra
tmnnm:.nw ”»=”o~ werden wie in AbD. D mm“mvw» ist, lapt man
gen zrn:nmi nun die Beweisiberlegung amﬂn¢”m egeniiberliegende
d .n itt Winkel fest und verandert die ihm g
en dritten in

é h
i i riandern. Dadurc
Seit dag sich erster und zweiter Winkel ve
eite, so dap si

e gestreckte
i der eine angetragene schenkel, aber der streckt
ariiert auch d

s nen Winkel sich
"irkel bleibt erhalten, weil die beiden w:annnMNM~owva Diese
e ! N ’ s konstan .

& i *Summe’ aber N Sie
2war d nd #ndern, ihre su begriinden.
HzcmHWM“Mﬂws der <mmw=nmw==m ist zu mmrw: =Mn und nicht fir die-
ist tirlich schon mit dem Bewels begrind® .m.m Demonstration

irlic o i
sen “MnAﬂawm Bewegung gebraucht, sondern wcﬂﬁ ehen von der
i e
der Abhingigkeit der Hilfslinien ::mnm“<mmmmuuornwnon dabei.
i i behauptete
Figur und der Invarianz der

1 des Umfangswinkels

: Scheite .
(vii) "Umfangswinkelsatz": Der o £u beobachten, wie

i ist ge
durchléuft den ganzen Kreis, und es
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sich die Schenkel zueinander und zu denen des Mittelpunktswin-
wmum verhalten, insbesondere beij den Ubergéngen zwischen den
i.a. 4 durch die Sehne definierten Bégen (s. Abb. 3b).

A<MMWN Bei der "Unkehrung des Unfangswinkelsatzes" (s. Abb. 4,
18) liefert eine gezielte Bewegung des Umfangswinkelscheitels X
u:qnm eine der beiden Halbebenen an A und B im wesentlichen den
mmtmwmu Nach dem Unfangswinkelsatz ist das Winkelmap von AXB auf
jedem Bogen iiber A und B konstant. Fiir den Ubergang von X von
M““M%muaum“ zu mpaws mqamnm: sucht man sich immer eine giinstige

s 15 zwar die Mittelsenkrechte von A und B. Geht man nach
m:wn:. wird das Winkelmap kleiner, geht man nach innen, wird es
groBer, nach den Winkelsummensatz fiir AMX und BMX .

i
'
1

A M B
Abb. 18 !

(ix) In W i
agenscheins Awwmw\quhv berihmtem Beweis dafiir, daB

"der Radius ej X

den kann”, wwwswwwmmnwumm auf diesem genau 6-mal abgetragen wer-
kongruenten glejchs .ww vmmwmmW enthalten: Die Liicke zwischen 2
¢itigen Dreiecken, fiir die je eine Seite mit
*8erade inzidiert, die in 1 Halbebene lie-
Bcke gemeinsanp haben, wird gerade durch
Exemplar ausgefiillt. Das sieht man, wean

man sich eine § hi )
Chiebung 2Wlschen den beiden gegebenen Dreiecken

vorstellt,

N -1
terstiitzt durch das Bi wmtmn::&auv:n und deren Lénge, un—
Davor hat aber schon einmal
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Lange iiber den Parallelogrammsatz als gleich mit der von CD oder
DE oder aber als gleich dem Abstand der beiden Hohenfuppunkte

von A bzw. B auf CD bzw. DE erwiesen wird), mup man sich eine -
auf der Handlungsstufe sinnlose - Bewegung quer zur Offnung vor-—

stellen.

Der Vorteil der Auffassung "nach dem Einpassen wird ’'gemessen’"”

zeigt sich m.E. noch deutlicher beim 3-dimensionalen Pendant:

"Zwischen 2 regelmépige Oktaederhdlften papt genau ein regel-
médBiges Tetraeder (eine Erkenntnis, die schlieplich auf den Satz
fithrt, da@ der Raum mit diesen beiden Typen platonischer Kérper

gemeinsam, aber mit keinem allein parkettiert werden kann)."

Abb. 20

(%) In dem bekannten "*Scherungsbeweis’ fiir den Kathetensatz"
ergibt sich die Inhaltsgleichheit von I und II, sowie die von
ITT und IV aus der Formel fiir Parallelogramme, die ihrerseits
ganz simpel iiber Zerlegungsgleichheit bewiesen worden ist. Die
(kontinuierliche) Scherung liefert hier kein Argument, da sie

heutzutage im Geometrieunterricht normalerweise sonst gar nicht
vorkommt, und wenrn doch, ihre wesentlichen Eigenschaften ver-—
ninftigerweise genau aus der Flacheninhaltsformel fiir Paralle-
logramme bzw. Dreiecke hergeleitet werden und nicht aus den

Eigenschaften affiner Abbildungen.

Abb. 231

Den Ubergang zwischen II und III stellt man sich als mowmnwom
vor. Dap eine solche existiert, die II in IIIL iberfiihrt, ergibt
Ssich aus der Kongruenz von SWS,

der unmittelbar den entsprechenden Kongruenzsa :
dap man den starren Kérper auf ir-

aber da hier direkt

und man kann hier natiirlich wie-
tz anwenden. Das

bedeutet zwar zunachst nur,
€endeinem Weg von II nach III bewegen kann,
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ein ausgezeichneter Punkt als Fixpunkt dient, bietet sich eben

die Vorstellung einer Rotation um diesen Punkt an.

Die Bewegungen bzw. Verformungen haben in diesem Fall folgende
Funktion: Sie dienen als Anregungen und Protokolle des Vorgehens
und strukturieren es, indem sie isolierte Zustdande miteinander
verbinden bzw. zu deren Diskriminierung beitragen. Sie liefern
einen mehr oder weniger wesentlichen Beitrag zum Finden oder
Verkniipfen der Argumente, fir die die Sprachform allerdings un-
erlidplich ist (vgl. Winter 1983).

quw "Satz von Wallace: Sei P ein Punkt auf dem Umkreis eines
awoumnrm.>n>~>m und Bi, Bz, By die Fuppunkte der Lote von P auf
ie m:mmwnms des Dreiecks. Dann liegen Bi, B2, Ba auf einer Ge-
raden” (s. Wittmann 1987:143¢) .
hier die o.a,

Der Beweis dieses Satzes soll
pler Funktion der wmtomwmnn:rnsﬂwmwzan von (stetigen)
R:Wﬂm: bzw, <mwwow5==nm: illustrieren (auch wenn er fir den
cwHQHHFQVn der Pflichtschule weniger in Frage kommt, weil er
elnerseits nicht gerade zentral ist .
mm-=:omﬂu050wn==nm: mﬂwonnmﬂav. .

andererseits umfangreiche

Abb, 22

Man iiber] t si .
egt sich Zuniéichst, dap p, At, By, Be (fiir i$jrkii) auf

einem Kreijsg 1i

(in dem Falj uMMM:.Acirmrnzsn des Thalessatzes). Dann ldpt m=ae

Ao, diesns mwan N in Abb. 29 dargestellt ist) B: iiber ki nach
2 nach Az ypg dieses iiber ks zuriick nach B:

wandern. Dabej - i

Ereis Jk, mv»w~nMWnM “wmulu~ der Unfangswinkelsatz angewendet (i
e

PB1B: und 7€ 81), und es ergibt sich, dap die Winkel

PB; By ro:nw:mun sin

Bs auf einer Gerd

d, also n,, B2,
¥

den liegen
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Aufgrund dieser Beispiele und der Uberlegungen in fritherem Ab-
schnitten lassen sich folgende Funktionen stetiger Bewegungen
bzw. Verformungen bei elementargeometrischen Beweisen musmachen:

A. Sie liefern den Beweis selbst (z.B. Existenznachweis mit Ste—
tigkeitsargumenten).
B. Sie vertiefen den Glauben an den Beweis, indem sie ihn plau-

sibel bzw. plausibler machen (z.B. mit der Idee der Frei-

heitsgrade).

C. Sie unterstiitzen die Einsicht in die Allgemeingiiltigkeit
einer Behauptung, indem sie viele Fdlle zeigen, Sonderfille
in allgemeine Fidlle einbetten (und sie so hervorheben) und
iberhaupt Uberginge zwischen Fillen demonstrieren.

D. Sie erzeugen Vermutungen, Sétze, Beweisideen, indem sie Ver-
dnderungen und Invarianten zeigen (s. Rotweinbeweis).

E. Sie visualisieren den Ablauf eines Beweises und strukturieren

indem sie einzelne Beweis’stationen’ verbinden und die

ihn,
B. ’Scherungsbeweis’

Unstrukturierungsoperationen leiten (z.
des Kathetensatzes).

F. Sie stehen fir Handlungen und machen die geometrischen Opera-
tionen dadurch zuginglicher, plausibler.

G. Sie regen eine allgemeine Sichtweise geometrischer Figuren
als beweglich bzw. verdnderlich an, die grundsatzlich geome-
trischen und aufBergeometrischen Denkweisen forderlich ist. #

Es sei aber betont, dap fast immer verbale Erléduterungen nétig

sind bzw. dag der eigentliche Beweis verbal anhand statisch ge-

sehener Zusammenhinge gefiithrt wird (s. dazu die grundsatzliche

Aussage von Boeckmann 1984:18). Bestimmt reicht es auch in vie-

len Fdllen aus, die Bewegungen und Verformungen nur in der Vor-

Stellung zu vollziehen.

5. Der Glaube an die Beweiskraft und implizite Beweisvorstel-
lungen als kognitionspsychologische Probleme

Im deutschen Sprachraum hat man sich besonders viele Gedanken
Zum Beweisen im Unterricht gemacht. Allerdings scheint auch hier
die Intensitdat in den BO-er Jahren nachgelassen zu haben: Es ist
tine gewisse Erniichterung eingetreten iiber das in der Unter-—
Tichtspraxis zu Erreichende und in Verbindung demit eine Abkehr
vVon ’harten’ mathematischen Aktivitdten und eine Renaissance der
Anwendungsorientierung. Einen starken Schub erhielt diese Ent-
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wicklung durch das Vordringen des Computers auf vielen unter-
richtlich relevanten Ebenen (von der Kognitionstheorie bis hin
zur Verwendung von sog. Rechenblattern).

Die Uberlegungen sind erkenntnistheoretisch bis stofflich-didak-
tisch-methodisch ausgerichtet (Biirger 1979, Freudenthal 1973
u.a., Jahoke 1878, Jahnke & Otte 1979, Mormann 1981, Stein 1986,
Walsch 1972/1975 u.v.a.) und befassen sich haufig speziell mit
Geometrie (Becker 1980, Holland 1979, 1980, Kratz 1983/1984,
Kroll 1980, Lehmann 1977, Lorenz 1977, 1978 u.v.a.). Praktisch
gewonnene Erfahrungen werden hdufig in Form von Testauswertungen
oder globalen Berichten iiber Unterricht versffentlicht (z.B.
Aner u.a. 1979, Becker 1982, Beeskow 1982, Leppig 1979, Schupp
1974, Sprang 1981, Witzel 1981). Aber auch da, wo man Einstel-
lungen und Fahigkeiten der Schiiler detaillierter erforscht (z.B.
Bell 1976, Fischbein & Kedem 1979, Galbraith 1981, Hadar 1977/
1978, Hennes & Schmidt 1981, 1982, Stein 1986, Williams 1978 mit
durchaus interessanten Ergebnissen, u.v.a.) kommt man m.E. dem
eigentlichen Lehr-Lern-Prozeg nicht geniigend nahe. Dies liegt &
der Anlage der Untersuchungen als Massentests (wenn auch h#ufif
mit kleiner Population), wo (aus guten Griinden) unterrichtsfern®
Aufgaben ausgewihlt werden (miissen) und die Leistungen (wohl
oder iibel) von den Ergebnissen her, durchaus in kleine Teil-
schritte zerlegt, analysiert werden.

Fast allen Arbeiten zum Thema unterliegt der Grundssatz der pi-
daktik des Beweisens, dap die Schiler das selbstandige Filhren
von Beweisen lernen sollen. Wirde man dieses Ziel im PrinziP

mw»nnvw:. dann kénnte sich auch der Gegenstand (methodischer e
mithungen und) empirischer

facht ausgedriickt -
stehen von Beweisen.
hens treten viel hauf
(in der Schulstube og
Der zmuozlcmw~on ist

Untersuchungen verlagern vom -~ vereil”
selbsténdigen Fiihren zum selbsténdigen YT~
Solche ge~ oder mipgliickte Akte des Verst®
iger auf, so dap sie eher in Fallstudie?

er im Binzelgesprich) erfapt werden konpe™

wen . ein Prototyp fiir solche Fallstudien, mcmwm
N er aus heutiger didaktischer Sicht kein besonders mmumﬁu%

wow“vWWH darstellt (vgl. die Analyse von Struve & Voigt 1986)

MMMuo”uﬂuuumn Mrwmcm.ntmﬂ den Argumenten des Sokrates nicht mw

cieren. 1 » 4l ww keine Gelegenheit zum selbstidndigen Strukt®
’ :ﬂnunwwunan. Verstehen des Beweises erhélt.

Aus den Vmoranwnaz EBr

fahrun . Lo wichti”
ge wwrm:unumuum herau gen haben sich natirlich auch

sgeachidlt iiber den grundsétzlichen Charsk”
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ter, den das Beweisen bei Schiilern hat. Uberzeugend erscheinen
mir vor allem der Ansatz Fischbeins (1982, der sich wiederum auf
Bell beruft), dapP ein Beweis zuvirderst die Aufgabe hat, den
"Glauben" an den ’bewiesenen’ Sachverhalt zu férdern, und der
Ansatz Steins (1986:325) mit den "impliziten Beweiavorstellun-—
gen” der Schiiler.

In ihren Untersuchungen haben Fischbein & Kedem (19793) festge-
stellt, dap zahlreiche Probanden einen Sachverhalt ordentlich
beweisen, ihn aber dann in konkreten Anwendungen noch einmal
nachrechnen, und zwar nicht etwa weil sie an der Korrektheit ih-
rer Schliisse zweifeln (wie man eine Addition vieler Summanden in
anderer Reihenfolge wiederholt, um Rechenfehler aufzuspiiren),
sondern weil sie nicht an die Beweiskraft des 'Beweises', an
seine Allgemeingiiltigkeit, glauben. Der mathematische Beweis und
der innere Glaube an die Wahrheit eines (mathematischen!) Sach-~
verhalts sind zweierlei, und eine Aufgabe des Unterrichts im Be-
weisen jist es, sie zur Deckung zu bringen.

Dazu kann sehr wohl auf die eben inkriminierte Verhaltensweise
zuriickgegriffen werden: Es ist ja iiblich, dap man die Bedeutung
eines Satzes mit (u.U. extremen) Beispielen und Folgerungen il-
lustriert. Die positiven Riickwirkungen dieses (dann so zu sehen-
den) induktiven und reduktiven Vorgehens auf die Glaubwiirdigkeit
des Beweises sind zu nutzen, ohne den Unterschied zwischen in-
duktiver und reduktiver Erkenntnisgewinnung einerseits und de-
duktiver andererseits zu verwischen (dieser sollte vielmehr
durch die Erarbeitung von immer mehr Beweisen zunehmend deutli-
cher werden). Die Glaubwiirdigkeit kann aber vor allem durch zu-
sétzliche (allgemeine) Plausibilititsargumente gefiérdert werden:
etwa die Idee der Freiheitagrade oder iiberhaupt alle die in den
letzten Abschnitten beschriebenen Bewegungs- bzw. Verformungsak-
w»<w»@nw=, die ja selten den Beweis selbst liefern, u.v.a.=s.

Eine klassische didaktische Weisheit besagt, dap der Beweis
einea Satzes nichts wert ist, wenn dieser Satz nsach dem Beweis
Bicht wehr geglaubt wird als vorher. Da ist Evidenz ein Nach-
nmww. weil dann der Glaube vorher schon zu stark ist, so dap
keine Steigerung méglich ist; und es gilt, entweder die EBvidenz
2u erschiittern oder auf den Beweis zu verzichten. So manches
Bethodisches Mittel, mit denen den Schiilern auf die mvwm:no.no-
Beweisens geholfen werden soll, bat aber den Effekt, die Evidenz
2u steigern und damit dem eigentlichen Zweck im Wege zu stehen
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MM%&. QWW zusiétzliche Abreifen und geeignete Anlegen zweier
17.%: myuwm Pappdreiecks beim Winkelsummensatz oder die ganze
ilosophie der Computer-Software ’Geometric Supposer’ von

Schwartz & Yerushalmy 1985).

MMM ”m:mwwvmnmwwswm leidet aber nicht nur bei einem Zuviel an
::wwmwnngo:nmns mvmumoH wenn der Sachverhalt fiir die Schiiler

. r, bedeutungslos, irrelevant o.&. ist; und es gilt h
diese Hemmnisse zu beseitigen oder zu <mﬂawmnm: e

Ein Beispi
amu:»w“mM”mentwnwmrwmwo muwwmn Gesichtspunkte glicklich zusan~
fang": Diese mwmohm. ﬂouonmwonmwwan von Kreisradius und -um-
mit Hilfe von m:stu“” w::mnwmn trivial, ebenso wie der *Beweis’
6-mal so lang wie QM Mp».o.m. Der Umfang ist 2x-mal, also etwa
Verléngerung des mmnw adius, und es ist véllig klar, dap eine
6 m nach sich sient ius um 1 m eine solche des Umfangs um etwa
40.000.000 m lang wwwusm.usmw auch, wenn der Ausgangsradius
problematisch, wenn : wmumw triviale Sachverhalt wird erst
Form der waummsmoa wwnxw:w die Schiiler eine Bedeutung etwa in
Kquator straff um awws leidung erhalt: "Ein Seil ist entlang de®
wenn o5 dberall 1 u e Erde gespannt. Wieviel liénger wird es,
"etwa 6 m"” N~mﬁvsmaawsmm¢orm= wird?” Damit die richtige Antwort
gument: "Hebt man m»:myuunn. braucht man ein Plausibilitatsar-
Hohe, dann ’iiberdeckt’ cc.rl langes Seil vom Erdboden in 1 m
vorher.” Darin steckt nmn MJ wesentlichen dieselbe Linie wie
des Aquators wird in .rmq mumoueuwnrm Grund: Die riesige Lénge
durch die flache Krii threr Wirkung (auf die fragliche ovmﬂw»wouv
man sich mmung kompensiert.
nun genauer klar machen,

Diesen Zusammenhang kann

konvex indem man Parallelfi n
en Polygonen betrachtet (s. Schreiber Hmmwv o”uwnawmscmmu
. as Pro

ist hier b i
ewuBt nicht als Denksportaufgabe behandelt.)

A

Abb. 23

Stein (1986:325
) unterscheidet vier Kategorien "impliziter Be-

£
welsvorstellungen bei Sc r ach fassen die Schiiler
hiillern. Dan
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a) Erkldrung (das kommt dem Lehrziel von Didaktikern und Lehrern

am nédchsten),

b) Beschreibung des Satzfindungsprozesses,

c) Berechnung (das mochte ich aus geometrischer Sicht noch um
"Konstruktion’ erweitern) oder

d) Verdichtung (Texte auf pragnante Form bringen,
Wendungen in Fachsprache iibertragen).

umgangssprach-
lich orientierte

den hier gewisse Fehlvorstellungen
n charakterisieren kann: Durch
d die Schiiler in eine Pro-
der liefern eine L&-
erraten (gemdp

Abgesehen von Kategorie a) wer
beschrieben, die man folgendermafe
die Aufforderung zu einem Beweis sin
blemsituation versetzt, und sie versuchen o
sung dessen, was sie als Problem erkennen bzw.
ja offenbar ein Problem da).
eweis der Kongruenzsédtze tatsach-
uiert (Kategorie c). Die Ein-—

e kann zu der Fehlvorstel-
rwendung bestehe (Kate—
n von c) und d) ist

r Untersuchung von

der Aufgabenstellung ist So werden

beim abbildungsgeometrischen B
lich lediglich Abbildungen komstr
fihrung einer eigenen formalen Sprach
lung fiihren, dap ein Beweis aus deren Ve
gorie d). Ein Beispiel fur b) (mit Elemente
folgende Aufgabenlésung eines Schillers aus de
Beckmann (1986):

) Do Drolack ABC tat rechtwinklig.

Wffroifi)kul.ﬂv

a,:.;-mwz.:zsmsdn:usur

€ enlsleny €n u&nn:hngﬁgl.wmw .
Begriwdung; m ot TUHdlsankieaie urd. Symmelicachee . B
epieqeiig @n m wha A Ame @ B =D
(Hixpuned) | ¢ Sms ¢ (Fixpuridd) . [ACH -lacl,
/ . 1aBl = 138, wegen daEmies

] wegen Winelmafbhee S oL = uwd §=d.

Deicck -

Abb. 24

namlich

scheidende Argument,
mit ih-

menmuwnvwm stehen,
ich weif man, wie man

hiedene preiecke be-
ndert, und fragen,
it wmﬂﬁmnncsnv.
h Beweisaufge-

(Es fehlt beim Aufschrieb das ent
dap Geraden, die senkrecht auf der S8
Fem Spiegelbild zusammenfallen.) Natiirl
hier Abhilfe schaffen kann: Manp nuf versc
trachten lassen, wo B auf der Lotrechten wa
welche Figuren bei der Spiegelung entstehen (=
Aber man miéchte ja erreichen, dap die Schiiler auc
ben lésen, die so gestellt sind wie die vorgelegte.
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Die Ursachen fiir solche Fehlvorstellungen iiber das Beweisen
liegen auch im Unterrichtsprozef: Das féngt an mit den oben
analysierten zirkuldren Beweisen evidenter Sachverhalte, die das
Beweisverstidndnis gleich zu Beginn auf Dauer verderben kénnen;
das geht damit weiter, dap im normalen Unterricht Beweisver-
sténdnis kaum iiberpriift werden kann und daB kleinste Ungenaunig-
keiten im Ausdruck von irgendeiner Seite zu Fehlvorstellungen
filhren kénnen, die deswegen so schwierig vom Lehrer oder vom
Schiiler zu identifizieren sind, weil sie sich fast identisch mit
richtigen Vorstellungen dufern; und das wird verstéarkt durch
fachliche, didaktische und methodische Unsicherheit beim Lehrer
und einen verbreiteten Zweifel an der Lehrbarkeit des Beweisens.
- Hier liegt noch ein weites Feld fiir detaillierte Forschung.

Die Neigung zu den o.a. impliziten Beweisvorstellungen kinnte
aber auch positiv gewendet werden, zumindest bei Kategorie b),
eventuell zusammen mit c), indem gerade solche Beweise gefiihrt
werden, die im wesentlichen aus der Beschreibung des Satzfin-
dungsprozesses bestehen (natiirlich mit den Begriindungen, deren
Notwendigkeit sich dabei aber quasi von selbst ergibt), z.B.:
"Welche archimedischen Korper gibt es?" (Ein Teil ist in Abb. 13
dargestellt.) Hier geht es nicht um den Nachweis von Existenz,
mwnamns von Nicht-Existenz; der Beweis wird aber durch das Auf-
finden von einzelnen Objekten geleitet und durch Fallunter-
scheidungen (bei Winkelbetrachtungen) strukturiert; die Objekte
(archimedische Kérper) erscheinen auch handfester als die iébli-
cherweise vorkommenden Beziehungen; und mit dem Beweis wird zu~

g€leich ein Produkt hergesteillt, némlich das System der Korper,
also der Satgz.

Dieser Satz kann, bei entsprechender Vorbereitung, bereits im 6
Schuljahr behandelt werden. Er iat selbstredend f.imemn und
sein Beweis erheblich umfangreicher als das Ubliche, aber nonmmm
nwutmnmn leichter zugénglich und daher als wmunowmn.vmmmon ge”
¢lgnet. Dem steht eigentlich nur die mathematische Systematik
:1&. ausschlaggebend, die geringe Zeit fir den Geometrieunter-
richt insgesamt entgegen. Andere 2u ’beweisende’ Systematiken:
platonische Kérper, archimedische Parkette, Haus m< vierecke
nach verschiedenen Prinzipien (s. z.B. zo:wnm:n HwMMv

derung nach emm010whm=mwo= i i i
Nachdruck verleihen:
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Wir sollten zufrieden sein, wenn moéglichst viele Schiiler einzel-
ne Beweise verstehen, ein Verst#dndnis fiir das Beweisen erwerben,
unter Anleitung kleinere Beweise, z.B. inner-mathematische Apn-
wendungen, Variationen, Einzelfdlle usw., die als solche gekenn-
zeichnet sind, behandeln kénnen. Ein Beispiel in diesem Sinn
sind etwa folgende 3 Aufgaben von Sievert (1976), wo jedesmal
das Winkelmap ¥ gesucht ist und die Beherrschung fundamentaler
Sdatze iiber Winkel und Dreieck vorausgesetzt ist (dhnliche Bei-
spiele hat auch Gerhard Holland, Giefen, entwickelt).

(Allerdings ist zu bedenken, dap solche Aktivitédten ihren Bil-
dungsgehalt nur in gréBerem Zusammenhang entfalten und man - wie
immer - fragen mup, ob man geniigend Zeit fir sie hat.)

Wenn wir genau hinsehen, so ist festzustellen, dap wir von den
meisten unserer Mathematikstudenten (auf entsprechendem inhalt-
lichen Niveau) nichts Anspruchvolleres erwarten; und wir, die
Wir uns mit dem Wesen und der Didaktik des Beweisens beachdfti-
g€en, sollten einmal iiberpriifen, ob wir iberhaupt achon jemals
einen (fiir uns) vollig neuartigen Schlup véllig selbstiéndig gezo-
gen haben (fiir eine Analyse eines Verstindnisses veon ‘neuartig’
méchte ich auf Freudenthal (1974) verweisen).

Mit den Beweisen in der Elementargeometrie sind wir bestens
vertraut, und da sie suBerdem anschaulich sind, halten wir sie

Fiir Mittelstufenschiler sind sie das aber

fir nahelie
gend.
iihren eines neuartigen

Micht; diese benstigen vielmehr fir das F
Beweises erhebliche gezielte Hilfen, die nach meiner Einschat-
Zung auBer in wenigen Ausnahmefidllen so weit gehen wiissen, dag
8ie den Beweis im wesentlichen schon préasentieren. Entsprechen—
des gilt, wenn bekannte Schlisse in véllig neuem Zusammenhang zu
ziehen sind. (Diese meine Einschiétzung kann ich umnonw nicht =mit
nor:!munwoﬂnmn Fallstudien o.&. belegen; sie beruht vielmehr auf
€igenen Beobachtungen, Erfahrungsberichten und der Literatur.)
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Die Analysen von Beweisen, methodische Hinweise, Erarbeitung
allgemeiner Strategien im Unterricht stehen fiir mich nicht im
Dienste faktischer, sondern konstruktibler Genesen: Ziel ist,
einzelne Beweise genetisch zu lehren, d.h. mit der unausgespro-
chenen leitenden Fragestellung: Wie kénnte jemand mit hinrei-
chend viel Zeit, Wissen und Erfahrung auf diese oder jene Uber-
legung kommen? Dabei ist noch geniigend Raum fiir niveauvolle
Bigentitigkeit der Schiiler, und es kann auch Verstindnis fiir das
Beweisen erworben werden.

6. Die mégliche Rolle des Films bei geometrischen Beweisen

Die Uberlegungen zur Verfilmung von Mathematik und zum Einsatz
des Films im Mathematikunterricht sind fast so alt wie das Me-
dium 'Film’ selbst (s. die Motti in Biirmann 1987 oder Klupmann
1983). Aus 1950 gibt es eine (allerdings nicht allzu ergiebige)
empirische Untersuchung iiber die Wirksamkeit von Filmen im Un-
terricht (Johnson 1950). 1956 hat Strunz eine sensible Analyse
zu den Moglichkeiten und Grenzen eines solchen Einsatzes aus di-
daktischer Sicht geliefert (Strunz 1956); und auf den bisherigen
Visualisierungs-Workshops in Klagenfurt (s. Kautschitsch & Metz~
ler 1982, 1983, 1984, 1985, 1987) erfolgten griindliche Diskus-
sionen mit starkerer Betonung der medialen Seite.

Das Thema ’Beweisen in der Elementargeometrie’ scheint nahezu~
Versuche dazu sind schon von Denk aus den Jahren um 1950
bekannt (s. Stein 1981:71); und Tahta (1981) berichtet, dapf

Jean Louis Nicolet schon seit den 30-er Jahren Filme zur Geome~
trie hergestellt hat,

liegen:

fir die von Gattegno seit den 50-er Jahre?®
«o:owrma wurde (s.a. Gattegno 1958/1971). pamit die filmische
Realisierung dieses Themas aber iiberhaupt Sinn haben kann, be~

darf es des Vorliegens einiger Voraussetzungen didaktischer,
psychologischer und methodischer Art:

wmtmmwm in der Schulgeometrie sind anschaulich zu fithren: di€®
ist z.Z. vielleicht nicht die einmiitige, aber doch die herr~

nwrm:nm Meinung in der Mathematikdidaktik.
Kinematisches Denken kann dabei eine tragende Rolle spielen:

di s .
les habe ich in den verausgehenden Abschnitten nachzuweiseP
versucht.

Der Einsatz total wmmnnmmnmﬁmn.
den Zielen des Unterrichts nicht

abgerundeter Sequenzen steht
entgegen und wird fiir sind”
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voll erachtet: Mit dieser Maxime ist das Haupthindernis (neben
den technisch-organisatorischen Problemen bei Herstellung,
Verteilung und Einsatz) fir die Verwendung von Filmen im Un-
terricht angesprochen, n#mlich die Unterdriickung der Selbstta-

tigkeit der Schiiler im Handeln (sowieso) und im Denken.

Natiirlich kann ein Film auch so angelegt sein, dap er z.B. eine
Fragestellung entwirft und die Schiiler zum Agieren und Reflek-
tieren auffordert. Aber an diesen Typ ist nicht gedacht, wenn es
um Filme iiber Beweise gebt; denn gerade bei diesem Thema hat der
Film kaum mehr zu bieten als die sowieso gebrauchliche Zeich-
nung, so lange die entscheidende(n) Idee(n) nicht gerade als
Fertigfabrikat vorgefithrt werden sollen (bei Verwendung sehr
komfortabler *interaktiver’ Computergrafik mag diese mwumormnw
zung revidiert werden miissen; ein solches Grafiksystem ist sei-
nem Wesen nach dann aber eher Zeichnung als Film).

Bei der Produktion eines Films kann man sich sowieso nicht hin-
reichend genau auf Lerngruppe und _gituation einstellen und ge-
eignete offene Situamtionen bereitstellen. Hinzu kommt der :mwrwl
charakter eines Films, der, besonders auch im Hinblick auf die
Versffentlichung, die explizite,
Herausarbeitung der entscheidenden Id
So kommt als Funktion fiir einen solchen Fi
und der Riickblick auf einen Beweis in Frage, i
weisarbeit selbst, wenn nicht mehr notwendig anzustreben nmw..
dap 'die’ Schiiler den Beweis selbst finden (und das ﬁmnrmmmﬂnpam
ich mit der Zielrevision, wie ich sie am Ende von Abschnitt 5

formuliert habe).

zum blofen Konsum verleitende
ee(n) unumgidnglich macht.
1m die Zusammenfassung
aber much die Be-

#

. 5 i ind ge—
Die stoffdidaktischen Funktionen einer Beweisverfilmung s

nau die am Ende von Abschnitt 4 w:wnmwmwnmwm:.mcsr .
erformungen bei Beweisen.

h ebenfalls in jenem Ab-—

tionen A.-G.
Einige
von (stetigen) Bewegungen und V
Realisierungsvorschlige finden sic
schnitt.

< P d Lehrer
Zum Erfolg eines solchen Films im cuamwwuowﬁ ro:HWM.VM”mwnm
ncwmm:amﬂsmwms beitragen (wie immer, eine aufnahm

rmwﬁﬂﬂ:vvm vorausgesetzt):

. jert, ihm sich
Er hat vorher die Begleitschrift zum Film sznwwﬂnr o iie
aehrfach angesehen, sich dabei u.a. einen vmw h grob einen von
lénge der einzelnen Passagen verschafft und sic
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ihm selbst vorzutragenden Begleittext iiberlegt. Sodann fithrt er
den Film in einem gut durchliifteten, kaum abgedunkelten Raum auf
1 sehr groPen Monitor flimmerfrei, scharf eingestellt usw. vor,
schaltet den Ton ab und spricht seinen Text.

Dabei h#dlt er den Film immer wieder an, weil es ihm und den
Schiillern schwer f&llt, beim Ansehen bewegter Bilder Gedanken zu
fassen, die nicht gerade das Gesehene auperlich beschreiben. Er
tut dies aber auch, um mit einem Zeigestock auf Einzelheiten
hinzuweisen, Sachverhalte von auBerhalb des Films heranzuziehen,
u.li. weitere Medien wie die Wandtafel zu benutzen und nicht zu-
letzt um Schiilleraktivitaten aller Art zu erméglichen. Abweichend
von der Konzeption des Films l&pt er diesen gegebenenfalls lang-
samer, schneller, riickwidrts laufen usw. (es sollte also ein Vi~
deofilm sein mit komfortabler Technik).

Dennoch mangelt es dem Film (sofern keine Bildteilung vorgeno®~”
men wird, die allerdings auch nicht beliebig weit getrieben wer-
den kann, und sofern er nicht als Standbild geboten wird) an

einer gewissen Flexibilitat gegeniiber dem Cartoon (Geschichte in
mehreren Standbildern (s. Meyer 1979 oder Abb. 9, 13 u.v.a.)!

Dort hat man den Ablauf ganz im Blick (Voraussetzung: alle Bil-
der auf einer ’Seite’),

und man kann nach eigenem Gutdiinken zwi~
schen den Stationen hin-

und herwandern. Diese miissen in optim®
ler Dichte iiber den ganzen Ablauf verstreut sein; die Lehrerer”
lduterungen sind nach wie vor erforderlich; und die Schiiler

brauchen eine - etwas - gropere Vorstellungskraft zum Sehen St€”

tiger Bewegungen bzw. Verformungen als beim Film.

Die Herstellung von Trickfilmen wird infolge der Fortschritte

bei der Computergrafik zunehmend vereinfacht. Von einem inter~

m¢ﬁ~<ms Grafiksystem fiir den direkten Einsatz im Geometrieunt€r”
richt, das diesen deutlich verbes

weit
entfernt.

- sern wiirde, sind wir noch
in solches System miBte Bewegungen bzw. Ver formungen
ebener und raumlicher Figuren unt leicht
vorgebbarer Eigenschaften erm
handhabbar sein.

er Erhaltung beliebiger,

6glichen, und dabei mwwmnunmlmnw<u~

fir die Schule in Frage kommenden 1%

Igel-Grafik; s. z.B. Schumann 1987)

. ildungen der zeichnerischen Geometri€

“MMmM“mamnnMan,m“Hmi dem schnelleren und préziseren Zeichnen und
s nicht dem Beweisen. Mit seinem Image des Exaktel

und nfehl aren ist d r omp
u hlb e C Hindernis fu
uter da eher ein i

; Die z.Z.
fiksysteme (inklusive der
sind im Wwesentlichen Nachb
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Fiir einen verbindlichen, auch nur sporadischen, Einsatz im Geo-
metrieunterricht ist das Medium 'Film’ in seiner heutigen Er—
scheinungsform infolge fehlender Flexibilitdt kaum nmmwm=mm.
Dennoch halte ich die Herstellung saolcher Filme aus didaktischer

Sicht fiir unentbehrlich; denn die Re—Analyse elementargeometri-—

scher Beweise unter kinematischen Aspekten ist léngst iberfal-

lig. Ich kann mich Erich Wittmann (zitiert nach wwznsmsn «wmw“
40) hier nur anschliepen, wenn er sagt: =1noa=wnuo=.<o= Filmen
ist Konstruktion von Unterricht."” Da ist zunéchst mwaamw das .
Drehbuch wichtig, aber dann doch auch die mmmwwmwmwznm im Medi-
um, selbst wenn diese nicht zur konkreten vVerwendung Hd cummnn
richt fithrt. Diese Realisierung hat namlich wiederum w:orzunw
kungen auf die Analyse, sie erst ist das wirklich greifbare Er-
gebnis der Arbeit, und sie stellt einen asthetischen zmwﬁ,mmw.
Sie gereicht also dem Produzenten selbst, aber auch der Diszi-

plin ’Geometrie’, zum Nutzen.

Anmerkung: Ich méchte mich bei allen Kollegen vmnw=mmnmmmwmvuw»
mir iber meine Ausfiihrungen diskutiert vwvms. HMMEMHX==no= zu
Lothar Profke, GieBen, fir seine amwmnupuwwwmavu nicht ganz in
einem Preprint dieser Arbeit. Zwar folge 180 B [0 ) s chen
seiner wohlwollenden Einschétzung der moglic M:wsnmamwcm Beriick—
Leistungen der Abbildungsgeometrie, aber n:mm ich den Text an
sichtigung seiner Anregungen insgesamt Kkonn

verschiedenen Stellen deutlich verbessern.
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