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Ein Zugang zur Finanzmathematik
fiir den Biirgergebrauch

von Peter Bender

0. Einleitung

Die Popularisierung des Taschenrechners hat ein Thema einer sinnvollen Behandlung
im Mathematikunterricht zugiéinglich gemacht, das wegen seines rechentechnischen Bal-
lasts fiir allgemein- (und berufs-!)bildende Schulen schlecht verdaulich schien: Die Zinses-
zinsrechnung. Intensiviert wurde der Aktualititsschub durch eine vollige Neufassung der
Berechnungsformel fir den effekriven Zinssarz (Bund-Linder-Kommission »Preisaus-
zeichnung« vom 25, Oktober 1979), den nach der Preisangabenverordnung (PAngV) ein ge-
werblicher Kreditgeber einem privaten Kunden seit dem 1. Januar 1981 fur sogenannte
Konsumentenkredite und seit dem 1. September 1985 auch fiir andere vorab nennen muB
(s. 171, 121, [13}, {8], [9D.

Mit der Zinseszinsrechnung kann die Forderung nach einer stirkeren Ausrichtung des
Mathcmatikunterrichts an Anwendungen erfiillt werden. SchlieBlich bietet sich das Thema
als Einsatzgebiet fiir den Computer in der Schule an (s. z. B. [19], [18], [22]).

Einordnung und Rechtfertigung des Themas

Ziel eines allgemeinbildenden Unterrichts in Zinseszinsrechnung kann es aber nicht 1?-
diglich sein, dem Schiiler eine Methode zur Uberpriifung eines effektiven Zinssatzes bet ¢i-
nem Kieinkredit mit gewissen Konditionen an die Hand zu geben. Vielmehr sollte der Mq-
thematikunterricht hier einen gewissen Beitrag zur elementaren politischen und okonomi-
schen Bildung leisten. Dabei ist jedoch die Perspektive des Kreditnehmers eines Kleinkre-
dits zu eng und einseitig; es miissen auch andere Arten von Geldgeschiften (Kontokorrent-
kredite, Wertpapiere, Hypothekendarlehen, Bausparen usw.) und die Sichtweise des Kre-
ditgebers beachtet werden. AuBerdem sind noch die Geldentwertung (vgl. dazu z. B.[21D
und wohl auch steuerliche Gesichtspunkte zu beriicksichtigen.

Vor diesem Hintergrund erscheint das Ausrechnen eines effektiven Zinssatzes auf hun-
dertstel Prozent genau und auch noch mit einer komplizierten, in einem Gremium willkiir-
lich ausgehandelten Formel kleinkariert. Aber umgekehrt hat man wenig von der Erorte-
rung aligemeiner Fragen aufabstraktem Niveau ohne konkrete Realisierung im Detail, und
die Formel der PAngV mit nach ihr gerechneten Beispielen ist eine solche Konkretisie-
rung. Uber diese hat es eine ausgiebige betriebswirtschaftliche (z. B. in [16]) und auch emné
mathematisch-begriffliche ([13], {8], (11}, [14], [5], [10], [20], [12]) Diskussion gegeben. — NaCh
meinem Daflirhalten stellt diese Formel eine sinnvolle Verbindung zwischen verniinftigen
mathematisch-wirtschaftlichen Prinzipien und wirtschaftlichen Konventionen dar. Dies,
zusammen mit ihrer Verbindlichkeit fiir das Kreditgewerbe, legitimiert m. E. ihre Behaf%d‘
lung im Unterricht und verleiht ihr (allerdings nicht in der uniibersichtlichen Form wie im
Text der Verordnung) die Rolle eines inhaltlichen Leitziels fiir die gesamte Zinseszinsrech
nung, auch wenn der reale Unterricht vielleicht gar nicht bis zu ihr vorstoBt.

Es gibt zwar eine umfangreiche finanzmathematische Literatur, aber diese ist Z- T.von
Begriffen und Methoden aus der Zeit geprigt, als es noch keine Taschenrechner und Klein”
computer gab. AuBerdem richten sich diese Werke regelmiBig nicht an den Birger, son-
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che mathematisch—wirtschaftliche Begriff-

d . .
ern an Betriebswirte, und haufig ist die einfa
hleiert, z. B. schon in der Grob-

lichkei i i

struktl:rj’gvf;:zl:ti:);\gvlrt%ghaftlichen Besonderheiten versc
nung separat behandellf Wfliungs— von der Rentenrechnung abgetrennt oder die Kursrech-
den geht os aber gorad Ar (s. z. B den Klassiker der Finanzmathematik [15]). Im folgen-
Birger an potonticl] rcIe ’arum, dl'e n?athematisch-wirlschaftliche Begrifflichkeit fur den
virtschaftslohre. zu verlfi:Vdnten Be1§plelen 7u erschlieBen (ohne den Bezug zur Betriebs-
verzichte, ist als Einsti ef:en). Da ich auf den Vorlauf mit der einfachen Zinsrechnung
cignet. ieg fur den Mathematiklehrer der DIFF-Brief »Zinsrechnen« ([1}) ge-

Fine schwache B "Zur Frage des Computer-Einsatzes
der Vorbereitung aufegrur};dungskratt (ﬁir.den Einsatz des Computers) hat das Argument
usw. verwenden Bankk:zﬂ erufsieben go. a'.):“Zur Berechnung von Zinssitzen, Laufzeiten
ter benutzt wird. da 1 eute nach wie vor iiberwiegend Tabellen, und wenn der Compu-
Lerninhalt, eben,so ne @ y abs.olut(? »Black Box«. Auch das will gelernt sein; aber dieser
usw., ist Offensichtli\:yl]ee?as Simulieren de§ Betri.ebs einer Bank mit Kontenverwaltung
Fiir diese ist zunich was anderes als Zinseszinsrechnung.
semsollen die Schiil chst einmal der Taschenrechner das wich
[t ihnen nicht d tlervom _I.{ec'hnen inden Grundrechenarten entlastet werden, abererer-
wichtiger Bestandigiffeﬂzanﬁlgen Nachvollzug der Entwicklung eines Kapitals, m. E. ein
gungspliine mit Bleistiftesp n.elgnungsprozesses der Schiiter. So sollten sic u. a. einige Til-
solche Aktivititen ein , Papierund Tascht?nrechner erstellen. Mitihrer Redundanz haben
veren Eindruck v N eml%Stende l_-unktlon. Vor allem aber vermitteln sie eincn intensi-
on der Kapitalentwicklung im Zeitablauf als ein vom Computer komplett

ausgeworfen N
e - . R . .
t Plan. Ahnliches gilt auch fiir die jterative Bestimmung des effektiven Zins-
ieso). Mit dem Taschenrech-

satzes .

nerist Ellllz?: g:r geschlossene Losungen von Gleichungen sow

vor und hiiufc;lve;?i]?tll(wh flexibler. StoBt man jedoch inder Zinseszinsrechnung weit genug

mierbaren Tasch omplexere Beispicle, sO liegt der Einsatz des Computers (program-
enrechners) zunehmend nahe, und dann kommt auch gleich wieder eine

frii
TUhgrf; Verwendung in Frage
r un . . . .
giert dabei nicht nur als Rechenknecht, sondern kann auch die Begriffsbildung

beeinfly -

s o

sen, indem er den algorithmischen gegeniiber dem algebraischen Aspekt akzen-
fithren, daB dem Aufstellen und Losen von

tui .
ert (vgl. [22]). Dies darf jedoch nicht dazu
im Zeitalter des Computers

Gleichu
ngen aus dem Weg gegangen wird. Im Gegenteil: Auch im
Problemidsungen aus begriftli-
Falle des Feh-

bleibt dj

Chen[uilg ;rziﬁe nach alg?braisch(?n Vereinfachungen und

lens algebraiSC:chen_qrf‘“defl wichtig; allerdings kann man heutzutage im Fal

Mmeine ich. bei er Moglichkeiten hiiufig dennoch algorithmlsch weiter arbetten. Daher
, beide Aspekte sollten beriicksichtigt werden.

Zum Aufbau der Einheit
Hintergrund fur eine Unterrichtsein-

heit[?ifrtg;f?de stoffdi‘daktische Analyse stellt den

S[Ungsg} ur das 10. bis 11.. eventuell auch schon fur das 9. Schuljahr. fur schwiichere Lei-

uppen jedoch nur partiell geeignet ist. Vorausgesetzt werden: Umgang mit einfa-
4 - (0,04, Umgang mit

tigste Instrument. Mit die-

chen Glej
einfachI:'Ch}mgGH, Plrozemrechnung, speziell die Gleichheit 4 % =g
n Zinsen, mit der arithmetischen Reihe, Teile der Potenzrechnunsg, insbesondere
d Wurzelrechnen (z. T. konnen

trische Reihe un
nheit geschaffen werden). Es€
gen, Borsen- und sonstigen w

mpfiehlt sich

die
Summenformel fiir die endliche geome
irtschafts-

dies
€ Vi .
oraussetzungen auch im Zuge dieser Ei

die Vi
na chr?r:endlmg von Prospekten, Zeitungsanzei
chten, Kontoauszigen und Sparbiichern. Aus Platzgriitnden kann ich die zahireichen

Anzei .. .
Vielzxilg;:n, auf die ich mich in der Arbeit beziehe, nicht direkt abbilden, sondern muB mich
ehr auf Textausziige beschranken. Unbedingt erforderlich ist der Taschenrechner,

eve
ntuell der programmierbare (bZW- der Computen).
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Der Stoff wird anhand von Beispielen entwickelt. Diese sind entweder authentisch oder
quasi-authentisch, d. h. ihre Zahlenwerte sind zwar realistisch, aber erfunden, oder es wird
(fiir den Aufbau der Begrifflichkeit unumginglich) zunichst jahrliche (statt unterjdhrige)
Zahlungsweise angenommen. Die Beispiele stammen im groBen und ganzen aus der Zeit
von 1986 bis 1988 und sind daher mit relativ niedrigen Zinssétzen ausgestattet.

Grundlegend fur die vorliegende Arbeit ist der Umgang mit Bestimmungsgleichungen
bzw. Formeln (auch aus algorithmischer Perspektive!), aber nicht mittels Auswendigler-
nen, sondern mittcls Herleiten aus einsichtigen Prinzipien, Interpretieren der Bestandteile
und operativem Durcharbeiten. Daher muB auch nicht jedesmal die allgemeine Form mit
Buchstaben fiir die Parameter hingeschrieben werden. Wichtig ist nur, daB bei der Verwen-
dung konkreter Zahlen das Schema der Formel sichtbar bleibt.

1. Darlehen mit einer Riickzahlung

1.1 Das Wesen von Zinsen und Zinseszinsen
(1) Text einer Anzeige: »Mit Bundesschatzbriefen kann man sich steigern. . . . Typ A lduft
6 Jahre, die Zinsen werden jihrlich ausgezahlr. Typ B liuft 7 Jahre, Zins und Zinseszins werden
angesammelt. . . . 1. Jahr: 4,00 %; 2. Jahr: 5,50 %; 3. Jahr: 6,00 %; 4. Jahr: 7,00 %, 5. Jahr:
7.50 %, 6. Jahr: 8,00 %; nur Typ B 7. Jahr: 8,00 %. . . .« Welchen Betrag erhilt man nach 7 Jah-
ren, wenn man heute einen Schatzbrief Typ B fiir 1000 DM kauft?
Folgendes Schema ist (fiir den Anfang) zu entwickeln:
Ko = 1000
Ky =1000 + 1000 -0,04 =1000 -1,04 = 1040

K: =1040 + 1040 -0,055=1040 - 1,055 =1097,20
K3 =1097,20 + 1097,20 - 0,06 = 1097,20 - 1,06 = 1163,03
(2) Ki = . 1163,03 - 1,07 = 1244,44
Ks = . 1244.44 - 1,075 = 1337,78
K¢ = . 1337,78 - 1,08 = 1444,80
Ky = - 1444,80 - 1,08 = 1560,38,

also: Auszahlung 1560 DM. Und (ab der zweiten Zeile daneben):
Ki =Ko-(1+0,04)
Ky =Ki-(1+0055=Ko-(1+0,04)-(1 + 0,055)

Ky =Ky-(1+0,06) =Ko-(1+0,04)-(1+0,055)- (1 + 0,06)
67] Ke = .

Ks =
Ko = -
K7 =K (1+0,08) =Ko (1+004)- (I +0,055) ... (1+008),
4 aligemein: Kn =Ko - (1 +i)- (1 + i) ... (1 + in),

wo n die Laufzeit in Jahren und iy, der Zinssatz im m-ten Jahr (1 < m < n) ist.

(5) Fiir die »Rechengenauigkeit« besteht Solgende Regel: Es ist immer mit Taschenrechnerge-
nauigkeit zu rechnen, hingeschrieben werden aber genauestenfalls Pfennige; tatsdchliche Zah-
lungen sind aufvolle DM oder voile Pfennige genau, Zinssitze auf zehntel oder hundertstel Pro-
zent genau anzugeben mit iiblicher Rundung.

Wichtig ist es, die wirtschaftliche Natur von Kapital und Zins zu erarbeiten. Fr unset
Gesellschaftssystem gilt: Wie Wohnungen, Videokassetten usw. kann man auch Geld mie-
ten. Der Mietpreis wird fiir eine »Objekt«einheit und eine Zeiteinheit festgelegt (9,50 DM
pro Quadratmeter und Monat; 2 DM pro Stiick und Tag; 7 DM pro 100 DM und Jahr). Die
Miete ist (bis auf etwaige Sonderbetrige) proportional zur GréBe der Mietsache und
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zur Zeitdauer u irdi.a.i 4Bi
nungl a. mona?l(ijc:l;?;s. a.in regelma[}.xgen Abstinden mit Teilbetriigen gezahlt (die Woh-
Mietpreises hiingt n Vsctt;r{l nach Riickgabe, Geld je nach Vereinbarung). Die Hohe des
partner und sonstigen om arkt (Angebot und Nachfrage), vom Geschick der Geschifts-
Bonitit des Mieters abpﬁ/;?onllchqn Un.qs‘tanden, insbesondere von der Einschitzung der
bezahlen, entscha‘di’ ) h ;E_der_ Mlete: hilft der Mieter dem Vermieter, dessen Eigentum zu
einen DeCkungsbeitg i tp ur .dle faktlsphe Abnutzung (bei Geld z. B. dic Inflation), leistet
ot dis Mo S, rag fur seine §onst1gen Kosten und erméglicht ihm einen Gew}nn
ache Geld, so spricht man von einem Darlehen (Kredit), von Darlehen;ge-

ber und -neh
mer, von Forderung und Verbindlichkeit; und die Miete (genauer: ihr zeitab-

hiingiger Anteil) heif3t Zi :
ben GrﬁBe:tt;;l)l)sir:]e(;B;;gIlA} }E)z(l}hler Mietsache |:1nd Miete (Darlehen und Zinsen) vom sel-
pital) Zusammengez,ogen, ich Geld, werden sie jeweils zu einem einzigen Betrag (dem Ka-

(6)Im La i ,
letaten Tagé’ ;;:thi .Slahre(si ist d.as I(ap"t'tal.konstant.Nach Ablauf eines jeden Jahres (jeweils am
sierta, d. . sie werdeum A ie Zlnse.n fiir c{zeses Jahr vermehrt. Diese werden dadurch »kapitali-
Zinsen werden »kumn 7. dann mit verngte( bzw. verzinst und werfen also Zinseszinsen ab; die
und wird dann dur l}lllle{rf«. Am Laufzeitende hat das Kapital seinen Hochststand erreicht
Fine andere M"C ’ uck.zahlung des gapzen Betrags auf 0 gebracht.
der Zinsen sofort a(;lg. lzhkelt (z. B. auch bei .Schatzbriefen Typ A (s. (1)) ist die Bezahlung
26t Konstant. Die m;lel.em Jah.resende. In diesem Fall ist das Kapital iiber die ganze Lauf-
wiirden, bei ébenfjﬁ r fghe.n stzahlgngen lassen sich dabei ganz simpel berechnen; si¢
also 460 DM. d. h awso7jahrlger Laufzelt 49 DM, 55 DM, 60 DM usw. betragen, Zusammen
frither zur V’erf;u . DVI.VI weniger aI.s bei der ande_rcp Variante. Aber dieses Geld stiinde
wiire daher als Kguflg, konnte also wieder anderweitig angelegt und verzinst werden und
auch mehr wért Ziplstgl mehr wgrt, als wenn am Ende 460 DM ausgezahlt wiirden. Wire es
der Zinsen als 0 DM? Dlgse‘Frage nach der Bewertung ist bei jahrlicher Auszahiung
mathematisch schwienger anzugehen (s. Kap. 2). Wir beschrinken uns daher

Jetl;)aeufvden Fall der Zinskumulation.

r - RO

tal zu Be organg der Kumulation zeigt sich in Formel (4) in den Faktoren: Wenn das Kapi-
in K ;‘;rll(des m-ten J_ahres Kn-1 betrigt, dann wiichst es bis zum Ende um die Zinsen
ten Zr?r;;fak m :'_'Kril—l +im - Kp-1=Km-1-(1+ im); die »l« in diesem Faktor, dem sogenann-
dcr_gew"é"’.(hau'hg ml_t Qm=1+im abgekurzt) liefert den Beitrag des Anfangskapitals,
sen zum ;:1 nllch viel kleinere — zweite Summand, der Zinssalz, liefert den Beitrag der Zin-
Mehrur ndkapital nach 1 Jahr. Das ist typisch fur Wachstumsfunktionen (vgl. auch den

ertsteuer-Operator - 1,14 bei 14 % Mehrwertsteuer).

n mehrjdhrigen Rechnungen laute

mit dem pZinsfaktora.
Die Reihenfoige der

(7) Ein wichti
w. . .
siert de ’C’?flger Grundsatz bei solche 1 also: Zwar interes-
r »Zinssatz«, zu rechnen ist aber zundchst

J o
Faktzcrles .!ahr der Laufzeit ist durch genau cinen Zinsfaktor vertreten.
en ist wegen der Kommutativitit der Multiplikation offenbar beliebig. Dies kann

man : . . . -
(was :PCh nachvollziehen, indem man jeden entstehenden Betrag separat weiterverzinst
iner Ausmultiplizierung der Formel (4) entspricht und bei einer Laufzeitvonn Jah-

ren zu 2" Summanden fuhrt).

inseszinsrechnung
des Bundes: kurze Laufzeit — gute Zinsen.
.. DMeinund erhalten nach swei Jahren
e Finanzierungsschéitze anbieten?

1.2 Aufgaben zur zZ

285 Zext einer Anzeige: »Finanzierungs-Schd’rze
106’0 re Laufze:it; 4,77 % Rendite. . . . Siezahlenz. B. .
DM zuriick. ...« Wie teuer muB der Bund sein

911 DM.
estattet werden, lediglich

‘(fe) Oc!er: »Ein Bundesschatzbriefsoll mit Konditionen wie in (1) ausg
n Zinssatz im 7. Jahr méchte der Bund so erhGhen, daf8 der Auszahlungsbetrag eines

1000-DM-Schatzbriefes sich auf 1580 DM belduft.« 9,36 %.
7
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(10) Und: »Wann erreicht ein 1000-DM-Schatzbrief wie in (1) einen Wert von 1400 DM?« Im
6. Jahr: genauer nach 5 Jahren und 210 Tagen (= 7 Monaten). Das Jahr erhilt man durch
sukzessive Multiplikation in Formel (4) bzw. direkt aus dem Schema (2).

Beim Umgang mit Formel (4) wird die Proportionalitit zwischen Riickzahlungs- und
Auszahlungskapital (sowie jedes Zinsbetrags mit dem Kapital) offenbar: Entscheidend fiir
die Analyse ist eigentlich nur der Proportionalititsfaktor, der Quotient aus Riickzahlungs- und

Auszahlungskapital, das Produkt aus den Zinsfaktoren. Diesen Faktor nenne ich »Gesamtfak-
tor« (11}).

1.3 Der effektive Zinssatz als Mittelwert
und als Zinssatz des »Normal«falls

(12) »Eine Bank bietet einen Sparbrief mit einer Laufzeit von 7 Jahren und einem jahrlichen

Zinssatz von 6 % an.« Hier betrigt der Gesamtfaktor 1,06” =1,50363; diese Geldanlage ist al-
so schlechter als (1).

(13) »Wie hoch miifite denn ein jihriich gleichbleibender Zinssatz sein, damit die Geldanlage
so gut wie (1) ist?« Der Ansatz lautet

(14) K-A+x)-1+x)-...-(1+x)=K- 1,04 - 1,055 . ..- 1,08, bzw. (1 + x)” =1,560383744.
Nun wird Grundsatz (7) aktuell: Man braucht kein Polynom in x, sondern eines in 1 + X,
und erhdlt 1 + x = 71/ 1,560383744 und x =0,065625215. Also: Der Zinssatz miiBte 6,56 % be-
tragen. )
Hier, wie an weiteren Stellen, ist das Herauspriiparieren einer eigenen Formel ziemlich
wertlos. Jegliche Berechnungen sollten von der Formel (4) (evtl. mit Ansatz (14)) ausgehen.
Der Wert von 6,56 % ist eine Art Mittelwert der Zinssitze in (1). Hier liegt folgende Vor-
stellung von Mittelwert zugrunde: Hat man n Werte, die auf geeignete Art zu einem Wertw
verkniipft werden kénnen, so ist ihr Mittelwert d derjenige, den man n-mal mit sich selbst
verkniipfen muB, um w zu erhalten. Bei den KorpergroBen der Schiiler einer Klasse, q.en
Monatsumsitzen eines Jahres, den erreichten Punktzahlen einer Klausur ist die Verkr_lup-
fung die Addition, und es liegt das arithmetische Mittel vor; bei den Kantenlidngen €ines
Quaders (wenn es um das Volumen geht), den Wachstumsfaktoren einer Zellkultur oder

den Zinsfaktoren eines Geldgeschiifts ist die Verkniipfung die Multiplikation, und es liegt
das geometrische Mittel vor.

Alsod+d+...+d=w|+wz+.‘.+wr, undd-d-...-d=w;-wy- .. Wn
bzw. n-d=w+wy+ .. +w, d"=w; - Wy ...-Wn
bzw, n-d=w d"=w
bzw. d=2 d=yw

Man mul also nicht die Einzelwerte selbst kennen, sondern nur ihre Anzahl, den Ge-
samtwert und den Typ der Verkniipfung. )

Die Frage nach dem mittleren Zinssatz in (1) wird hiufig mit dem arithmetischen Mittel
beantwortet, nimlich %% ==6,57 %, ein fiir die Berechnung einfacher Zinsen korrektes Vor-
gehen (bei der Verwendung der Zinsfaktoren ergiibe sich mit 226 = 1 0657 dasselbe). Das
geometrische Mittel der Zinssitze wiire V0,04 -0,055-...-0,08 = 0,0641 und das der Zinsfi_ik'
toren schlieBlich nach (14) 1,0656. Welche dieser vier Vorgehensweisen zu wihlen ist, ergibt

sich eindeutig aus der Fragestellung (13); d. h. der mittlere Zinssatz ist recht umstandlich zu
berechnen.

(15) Die Bedeutung der Mittelwerteigenschaft ergibt sich daraus, daB sie zum »Normalfall
(Idealfall)« eines Kreditgeschifts gehért. Darunter versteht man, daf ein bestimmter Betrag K
den Besitzer wechselt, der iiber die ganze Laufzeit n (in vollen Jahren) mit einem konstanten
Zinssatz i verzinst wird, dessen Zinsen nach Ablauf jedes vollen Jahres kapitalisiert werden W_d
der zusammen mit diesen am Ende der Laufzeit zuriickgezahlt wird: K - (1 + )" D€
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;:lmdgs?g Kreditgeschifte stellen den Normalfall dar, aber zu jedem existiert ein Normal-
,der ihm insofern gleichwertig ist, als er dieselbe Laufzeit und denselben Gesamtfaktor

hat.

(16) D ; ..
) Den Zinssatz des zugehorigen Normalfalls nennt man weffektiven Zinssatz« des Kredits

(fiir den Kreditgeber auch: »Rendite«).

VenBZeilnilse;f henleitufzgiten ist ein Vergleich verschied
doch micht ZIS allein mit dem Gesamt.fakto.r, mﬁgliqh, bei unterschiedlichen Laufzeiten je-
tung Vel’SCl"lieznnOCh kann der ef?ektlve Zinssatz nicht die alleinige Grundlage zur Bewer-
braucht besw erller Angg_bote sein: E_s kommt z. B. apch darauf an, wie lange man Geld
einschitzt u-nilg_eg?n mf)chte ungl wie man_dle Entv'ncklung des Marktzinses in der Zeit
sentiber dém X lie smh. dlg Laufzelt;n der_l_)e}den zwel Angebote unterscheiden. Oder: Ge-
it 6.56 % chatzbriefin Text (1) ist natiirlich einer v.o.rzuziehen, der 7 Jahre gleichmaBig
ﬁeswégen “\/’erglnsF wird, WEll‘dIGSE:Y. bel' einem vorzeitigen Verkauf wertvoller ist (genau
Der Axl erden ja Schatzbrlf,fe- mit Zl_nssatzen ausgestattet, die zunachst niedrig sind:
nleger soll sein Geld moglichst nicht vorzeitig abziehen).
wlemand kauft Aktien fiir 3600 DM (ein-
hren fiir 3060 DM.« Hier ist der Gesamt-
- 0,0398. Es liegt ein negativer
rlichen Zinsfaktor
), wenn die Riick-

ener Geldgeschifte ohne den effekti-

(I7) Der effektive Zinssatz kann negativ sein:

gﬁ:’?ﬂfwh Provision usw.) und verkauft sie nach 4Ja

Wac(;]rs?,ss (<1) und _def effel.(tive Zinssatz v0,85 - 1=

von 0 9261218pr02e8 m_lt einem jahrlichen Verl_ust von.elwaé?%, einemjiih

7ahl ’ vor. — Es ist klar: Der effektive Zinssatz st positiv (0, negativ
ung groBer als (so groB3 wie, kleiner als) die Auszahlung ist.

1.4 Vergleich von einfachen und Zinseszinsen

2?8) Ein Beispiel zur Berechnung cinfacher Zinsen: »Ein Postsparbuch hat am 1. Januar
nen Bestand von 876,54 DM; im ganzen Jahr erfolgen keine Aus- oder Einzahlungen; der Zins-
satz betrdgt bis zum 15. Mai 3 %, ab dann bis zum 31 August 2,5 % und danach 2,75 %.«

Man muB wissen, daB jeder Monal 30 (und damit das Jahr 360) Zinstage hat und daB der

g;nssat;éz%rundséitzlich Jf das Jahr bezogen ist. 876,54 - 55 - 0.03 876,54 - 103-0,025 +
' 16°54 “360° 0,0275=876,54- 0,0277083 = 24,29 (DM Zinsen); bzw- das Endkapital ist 876.54
(1+0,0277083) = 900,83 (DM) und der effektive Zinssatz 2,77 %. Die Zinsperi

ode ist 1 Jahr,
u . . ) ) :
nd auch wenn sich der Zinssatz swischendurch dndert, werden die

Zinsen erst nach einem
Jahr kapitalisiert. Es ergibt sich ein einziger Zinsfaktor, namlich 1 +18-0.03 ¢ 193.0,025 +
360 '90275, und der Zinssatz in diesem Faktor ist das (mit den Zeitdauern gewogene) arith-
mEt}Sche Mittel der tatsichlich angewandten Zinssitze. Dieser ZinssatZ ist zugleich deref-
fektive Zinssatz. Passend zu den Zinssatzen sind auch die Zeitdauern grundsz’itzlich in Jah-
fen angegeben. — Das Produkt 876,54 - %%% 0,03 (876.54 DM werden 135 Tage Jang mit 3 %
verzinst) 1401 sich auch interpretieren als die Zinsen eines Kapitals von ”ﬂﬁ{%}b =328.70
(DM) nach 1 Jahr bei 3 % oder eines Kapitals von 876,54 DM nach I Jahr bei einem Zinssatz
von 135003 — ¢ 01125
360 ) .
eingezahll.

(19) Fortsetzung von (18): »Im darauffolgenden Jahr wird wieder nichts aus- nd('r.
%, ab dann 2,25 Y.« Die Gesamlentwwkiung des

Der Zinssatz betrigt bis zum 31. Marz 2,73 it
L.0.0275) -1 +3- 0,0275 +

g(apitals sicht nun so aus: 876,54 - (1 + -% . 0.03 + 575 0,025 +3 1+
1 0,0275) = 876,54 - 1,0521164 = 922.22. Hier liegt Formel (4) vor (mit zwel 7insfaktoren).
icht direkt gegeben sind, sondern

allerdings in der Verallgemeinerung, dab die Zinssitze ni

sich als gewogene arithmetische Mittel errechnen:
(20) i =ty - imt + tm2 - im2 ¥ tmky, * imkp (m=12 .. nj
In Beispiel (18) istn =2, ki=3, k2 = 2, th= %%%’ = %’ e 1227 %Zg—g"ti” zn%gi’&;;;;:
5. Die Summe aller vorkommendc%e%{"Ljs;’[r’il(Lim O Esist

0,0225, i) = 0,0277083, i, = 0,0237

; . . 1,142=
rade die Gesamtlaufzeit ergeben,1m Ltitati

Beispiel etwag t 24
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klar, wie nach (15) der eflektive Zinssatz auszurechnen ist: 876,54 - (1 + x) - (1 + x) = 922,22,
also 1 + x = /92222 = 1,0257261, also x = 2,57 %. Man braucht wieder nur den Gesamtfaktor
und muf} nicht wissen, wie dieser im einzelnen entsteht.

(21) Die Auswirkungen von Zinseszinsen zeigt drastisch die folgende Aufgabe: »Eine
Sparkasse iiberreicht jedem Neugeborenen in ihrem Einzugsbereich ein Sparbuch iiber [0 DM.
Dieser Betrag wird gleichmdfig mit 5 % verzinst. Wie hoch wire das Guthaben nach einer Lauf-
zeit von Christi Geburt bis heute?« Eine Rechnung mit einfachen Zinsen ergibt 10- (1 +1989 -
0,05) = 1004,50. Dies ist ein mickriger Betrag im Vergleich zur Zinseszinsrechnung: 1Q .
1,051989 =1398 - 10¥. Um von dieser Zahl eine gewisse Vorstellung zu erhalten, mufl man sie
schrittweise aufbauen: Nach wieviel Jahren hat sich das Vermdgen verdoppelt? 15 Jahre.
Wie gro$ ist es nach 30, nach 60, nach 100 Jahren? Ungefihr das 4fache, 16fache, 131fache.
Nach 500 Jahren? Das 40milliardenfache. Usw.

1.5 Graphische Darstellungen

Die physikalische Auffassung von der Zeit als reellem Kontinuum ist fiir wirtschaftliche
Sachverhalte oft nicht geeignet. Dort besteht ein Definitionsbereich »Zeit«in der Regel nur
aus abzihlbar vielen Elementen, die ihrerseits zwar Zeitspannen sind, aber auf de;r Abszis-
se als Punkte abgetragen werden. Da der GréBenbereich der Geldbetrige auch Nisomorph
ist, hat man insgesamt ein Ny x Ng-Gitter mit dem Funktionsgraphen als einer MengeAvon
Gitterpunkten. Zur besseren Ubersicht werden diese von links nach rechts durch einen
Streckenzug miteinander verbunden. o

Handelt es sich um UmsatzgréfBen (Umsatz, Kosten, Gewinn usw.), so ist auch ein Séu-
lendiagramm angemessen. Bei Bestandsgrofien (z. B. Kapital) dagegen ist man u. U. d(}Ch
wieder geneigt, einen kontinuierlichen Zeitablauf zu unterlegen, indem man die ma.rkler-
ten Punkte auf der Abszisse als Periodenenden und die Strecken dazwischen als Pern(ideﬂ
interpretiert. Die Verbindungsstrecken des Funktionsgraphen sagen aber i. a. nichts }xber
die tatsichliche Entwicklung des Bestands innerhalb der Perioden aus; lediglich pel der
Zinsrechnung geben sie bei einer gewissen Interpretation (rechnerisches Kapital K3 in 2»
den Funktionsverlauf einigermafen genau wieder.

Beim ausgewiesenen Kapital (K3 in (22)) hat man pro Jahr eine Stufe und cinen Sprung
am Jahresende. Geht es um die rein rechnerische laufende Entwicklung des Kapitals (lelfa‘
che Verzinsung!), hat man 360 Stufen jedes Jahr. Der Tag ist i. a. die kleinste wirtschaftllch.e
Zeiteinheit, insbesondere in der Zinsrechnung, und das Kapital ist eine Funktion der Zeit
in ganzen Tagen und nicht einzelner Tageszeitpunkte. So bietet sich an, die Tage wieder als
Punkte aufzufassen und benachbarte Punkte des Funktionsgraphen durch Strecken zu ver-
binden. Dies korrespondiert mit der Eindeutigkeitsforderung an Funktionen, Oh“e. daB
man mit halboffenen Strecken arbeiten miiBte. Bei den iiblichen ZeichenmalBstiben sitzen
die Punkte so dicht, daBB man keine Verbindungsstrecken zu zeichnen braucht, bzw. an
»Sprungstellen« kann man getrost eine K
scheinbar lotrechte Strecke zeichgen; man 4400
weiB ja, daB hier eigentlich ein Ubergang
vom vorletzten zum letzten Tag (etwa eines
Jahres) vorliegt. So sieht die Entwicklung
eines Kapitals von 1000 DM mit einer Ver-
zinsung von 60 % und einer Laufzeit von 5000
5 Jahren folgendermaBen aus:

10
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Die Graph i
phen haben foigende Gleichungen (wobei [t] die gréfite ganze Zahl <t ist):

K, =1000-(1 + 0,6t . '

Ks = ’ es Kapita

Ki = iggg . i,gll\l (1 +0,6-(t-[t]) rechnerisches Kapital
5 »stetige« Verzinsung

ch selbstverstindlich eine Gerade mit der Steigung 600; fur

Zinseszinsen ist i :
pital die »Tre;)s[:e:z?fr:]lx'lb eines Jahre§ [t] konstant, es ergibt sich fiir das ausgewiesene Ka-
Steigung 600 . L6, dic l(lJn« K, und fur das rechnerische (K3) jeweils eine Strecke mit der
ur vom Zinss;;tz ,Sonda so von Jahr zu Jar!r groBer ist: Die Steigung hidngt namlich nicht
Die Funktion ,K4 . }ﬁ‘_’nﬁa.UCh_VOrI.l Kapital am jeweiligen Jahresanfang ab.
tionsterm, aber ganzzachl‘le lich ist eine Fort§etzung der Funktion, die denselben Funk-
sic mit der wahren K. ligen Dgﬁnltlonﬁbere{ch hat. Fiir ganzzahlige Argumente stimmt
3%0'1\10 WeichtjedOChapltalgntwwklung iiberein. Ihre Fortsetzung auf IR} oder schon auf
syStematischen I:emevon dles.er ab., so daB man bei ihrer Auswertung auBerhalb N, einen
Dies ist kein Widers r mz}tlcht. Zu Jefiem Zeitpunkt wird ein zu kleines Kapital ermittelt.
zinsen schneller wa'cli)rtucl zu dfer emleuchtendeq Tatsache, daB} ein Kapital mit Zinses-
K, denselbon Wert DS' Va s mit emf_‘achen. {\m Beginn eines jeden Jahres haben K2, K3 und
GesamtAnstieg wie. i dsl.exponentlclle K, ist so deﬁniert, daB es in einem Jahr denselben
annehmen. denn sObaridme.are K3 hat. Da.nn muB es u_lnerhalb des Jahres kleinere Werte
Gerade erl,’eicht o at _fsfem Gr.aph an einer Stellfe die zu K3 in diesem Jahr gehorende
zinsen anfall > ertri t cs dlesev ab dann, da ja zu jedem Zeitpunkt sofort Zinses-
en und (bei gleichem Zinssatz) das Wachstum schneller als bei dem linearen

K; wire.

ten I';gzl:rll?,ISCh ist mit K4 einfacher umzug
chen effekt'dhr urn zwischenjihrige Zeitpun
der Zinsenwe'n sts'atz«.. Die dieser Funktion zugru
schehen: Z:ldgrSpr'Cht jedoch dem Denken »normale
ein Kreditne&}llrnslmd auch }lnterjal}rlge Zinsen verbreitet, aber die Grundvorstellungist, daB
zahlt, im Prinzi etr_.ers.t einmal eine Zeitlang das G.elq zur Verfiigung hat, ehe er Zinsen
ode (bei Lohnep ‘;f, ein Jahr (als ‘{V”tsch?flllcpe Zeltelr}heu) oder z. B. fur eine Lohnperi-
wirklich gezah[{np' ingern). Die Zinsen :c,mq eine Art Mlete (s.0.), d.ie in sehr vielen Fillen
pitalisierune ir I’Vlrd, s0 daB' dann der (xeswr.nspgnkt ihrer tatsichlichen oder ﬁktiven.Ka—
gend Rl'ickZagm e eV.ant ist. D‘lese‘ Irrelevanz fiihrt ja sogar dazu, daf3 bei einer wzwischenjahri-
fenden Jah ung eines Kredits die SchlufSzinsen sofort und nicht erst nach Vollendung des lau-
ahres fillig werden (sogenannie »Sparkassenkonvention« (23)), obwohl diese Zinsen

fir d Y .
en Rest dieses Jahres noch einmal angelegt werden konnen. Diese Konvention, die
B.i.a. nicht bei Wertpapieren). verleiht

E:‘rn;lslvgiﬁs bei alle.n Arten von Geldanlagen gilt (z.

Kapitals alon K; die han(}tes.te Bedeutung,jederzeit den aktuellen Riickzahlungswert des

auch wen“Zl}ngQn. .—.Fur Ylele 7Zwecke liefert die Funktion K brauchbare Niherungen,
n sie prinzipiell nicht den tatsichlichen Verlauf wiedergibt-

Fiir einfache Zinsen ergibt si

chen als mit K3, jedenfalls wenn €8 bei Laufzei-
kte geht. Fiur Kirsch [13] liefert Ka den »wirkli-
ndeliegende tagliche Kapitalisierung
r« Teilnehmer am Wirtschaftsge-

1.6 Unterjahrige Verzinsung
ganze Laufzeit konst
Zinssatz von ihm ab
visionen, Kurssetzun
Zinssatz heiBt dann, im
ImiBig kleiner als der

ant bleibt, konnen die Kon-
weicht: durch unterjahrige
gen u. 4.) am Anfang der
Unterschied zum effek-
effektive. Zunichst zur

diti:nl;? ;Venn der Zinssatz sogar iiber.die

Zinskan: och so sein, da8 der effektive

Lﬂﬁﬁp{ltﬁ\)hsngmng, durcl} Gebiihren (Pro

tiven it. Derin de_n Kondniqnen genannte

unt ’__'.wrfnnaler Zn.zssatz. Er ist offenbar rege
erjihrigen Verzinsung:

g 24) »1000 DM werden bei einer La
rfolgt vierteljihrlich.« Das bedeute

Zinskapitalisierung

ufzeit von 1 Jahr mit 9% verzinst. Die
die sich bis dahin

t, daB alle 3 Monate die Zinsen,
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rechnerisch ergeben haben, kapitalisiert werden. Das Darlehen ist also mit 1000 - (1 + % .
0,09)* = 1093,08 (DM) zuriickzuzahlen. Hier liegt wieder Formel (4) vor.

Man erkennt jetzt, daB Zinsfaktoren nicht notwendig Jahren, sondern aligemeiner
Zinsperioden (Zeitspanncn zwischen zwei aufeinander folgenden Zinskapitalisierungszeit-
punkten) zugeordnet sind. Die Zinssitze in diesen Faktoren sind grundsitzlich auf Jahre
bezogen (hier 9 %) und miissen noch mit der Linge der Periode (ebenfalls in Jahren anzu-
geben), bzw. der Geltungsdauer des jeweiligen Zinssatzes, falls diese klirzer ist (hier !;),
multipliziert werden. Das Produkt % - 0,09 = 0,0225 konnte auch als auf ein Quartal bezoge-
ner Zinssatz interprctiert werden; dann miiBten die Zeitdauern eben in Quartalcn angege-
ben werden, und das o. a. Produkt kdnnte entsprechend 1 - 0,0225 geschrieben werden.

Der effektive Zinssatz betriigt 9,31 %; denn so hoch muB der Zinssatz sein, damit ein Ka-
pital in einem Jahr im Normalfall (Zinsperiode ist da 1 Jahr!) von 1000 DM auf 1093,08 DM
wichst, wobei der genaue Verlauf der Entwicklung eigentlich wieder nicht interessiert. Es
ist1,09308=(1+ % -0,09)*, und bei einer Laufzeit von n Jahren (n € N) ist der Gesamtfaktor
1+ }1— -0,09)*" =1,09308" und der effektive Zinssatz nach wie vor 9,31 %. Bei einem Zinssatz
von 9 % ist eine vierteljahrliche Zinskapitalisierung also gleichwertig mit einer jahrlichen
Zinskapitalisierung bei 9,31 %.

(25) »Sind nun die Bedingungen wie (24), jedoch mit monatlicher oder gar taglicher Zinskapi-
talisierung«, dann betrigt das Darlehen nach einem Jahr 1000 - (1 + ﬁ -0,09)!2=1093,81(DM)
bzw. 1000 (1 + 355 - 0,09)*60=1094,16 (DM) mit entsprechend jeweils etwas hoherem effekti-
ven Zinssatz. Da lim_1000- (1 + )P = 1000 - %% = 1094,17 gilt, ist durch weitere Verkiir-
zungen der Perioden so gut wie keine Steigerung der Zinsen mehr moglich. Der entschei-
dende Sprung ist eigentlich schon beim Ubergang zu Quartalen gemacht.

1.7 Gebilhren, Kurse
(26) Eine weitere Moglichkeit der Geldinstitute, den fiir ihre Kredite effektiven gegentiber
dem nominalen Zinssatz zu erhéhen, ist, wie erwihnt, die Erhcbung von Gebiihren i. a. am
Anfang der Laufzeit, z. B.: »2 % vom Auszahlungsbetrag K ;. Mége dieser 10000 DM lauten,
dann betrigt das Darlehen sofort K =10 200 DM, und dieser Betrag wird iiber die Laufzeit
(z. B. mit 8 % in 3 Jahren) verzinst, so daB am Ende Kic, = 10 000 - 1,02 - 1,08% = 12 849,06
(DM) zu zahlen ist und der effektive Zinssatz sich mittels der Gleichung 10 000 - (1 + x)
= Krick auf x = V1,02 1,08 - 1 = 1,08 - ¥T,02 - 1 = 8,72 % belduft. Das heifit 8 % von
10 200 DM entspricht (im Laufe von 3 Jahren) 8,72 % von 10 000 DM; und das ist die inter-
essante Zahl. Es kommt nach wie vor nur auf den Quotienten aus Riick- und Auszahlungs-
betrag (und die Laufzeit) an; der Gebiihrenfaktor ist in den Gesamtfaktor einzubeziehen.

(27) Die Behandlung der Gebiihren ist fiir den Kreditnehmer hiiufig noch etwas ungiinsti-
ger, némlich wenn der Gebiihrensatz sich nicht auf den Auszahlungsbetrag, sondern auf
den Darlehensbetrag K bezieht: »Bei einer Auszahlung von 10000 DM und einem Gebiihren-
satzvon 2 %« gilt mit dem noch unbekannten Darlehensbetrag K die Beziehung K- (1-0,02)
= 10 000, also K = 1000905 =10 204,08 (DM). Man muB sich also 10 204,08 DM leihen, um
10 000 DM zu erhalten. Hier spricht man von einem Disagio (Abgeld), die oben beschriebe-
ne Variante heiBt Agio (Aufgeld). Ist der Auszahlungsbetrag K,us und der Gebiihrensatz g,
dann berechnet sich der zu verzinsende Darlehensbetrag so:

Kaus

1-g

Mit Laufzeit n und nominalem Zinssatz i ist der Ansatz fiir dic Berechnung des effektiven
Zinssatzes x dann

(28) Agio: K=K,y - (1 + g) Disagio: K =

(29)  Kas-(1+0)"=K-(1+i)" und x=(l+i)'PVK£—L
12
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Setzt man schlieBli j
eBlich noch b fiir den Anteil des Auszahlungsbetrags am Darlehensbetrag,

also Kous=b-K — ;
us ,also b=1- g im Falle des Disagios und b =1—}r—g im Falle des Agios, dann ist

(30)
X=(1+i)-9|/11:-1.

Bei positiv i

gréBer als dereglugzzlllhrensatz g (das bedeutet b< 1) ist der Darlehensbetrag K natiirlich
bithrensatz g (0 < g < 1 upgsbetrag; und bei gegebenem Auszahlungsbetrag Kaus und Ge-
des Agios, da 1_1_ i ) +)glsé;i;er>?arlghe?sbetrag _K im Falle des Disagios hoher als im Falle
fektive Zinssatzanf 8,73’ o be1an§n' Lige z. B.in(26) Disagio vor, dann wiirde sich der ef-

(31) Text ei v .
NOMinalzin;lgrol(}rc}/ze;ge. »Aus dieser Mark ldf3t sich mehr machen: Mit Bundesobligationen.
Kurs von fest,verz{]’ 1{,lsgabekurs 100,.60 %, Rendite 5,86 o, Laufzeit 5 Jahre. . . .« Auch der
100.6 % heiBt, fiir ?S lc(;ler_l W_ertp.z.ameren stellt eine Art (Dis-)Agio dar. Ein Kurs von
verzinst wird ’nur dem; bligation iiber 1000 DM muf} man zwar 1006 DM bezahlen, aber
1338 (DM) (im M(m: ennwert von 1000 DM, so daf3 der Riickzahlungsbetrag 1000 1,06° =
nicht kurnuliert ent sel df‘f ngtum vernachlissigt, daB die Zinsen bei dieser Anlageart
/133871006 - 1 L Ssongel"n Jahrlgch ausgezahlt werden) und der effektive ZinssatZ
MitK. den zu zagl ,87 % ist. Bezel.chnet man den Nennwert (der Betrag, der verzinst wird)
enden Betrag mit Kaus und den Kurs mit b, O ergeben sich fur die Kurs-

rechnung i : .
einheitligﬁnjls:lxh und formal die Formeln (29) und (30); allerdings kann man nicht mehr
uf- oder Abgeld reden, da der Kurs auch unter 100 % liegen kann.
erden von ihren Ausgebern

Obligati

erst zzhn%é}f::;“:n‘ und andefe festverzinsliche Wertpapiere W

Han ol von unglterl:de zuruckgekauf.t (anders als etwa Schatzbriefe); sie konnen aber im

Zinsats oo M ge ?uft werden. Da ihr Zinsertrag immer gleichbleibend ist, wihrend der
arkt sich laufend Andert, kime jedoch i. a. kein Handel zustande, wenn der

Kaufpreis i
preisimm o . . . .
er der Nennwert wiire. In Zeiten niedrigen Marktzinses wiirde niemand sei-
Jfen; in Zeiten hohen Markizinses

ne .

Wﬁf‘gznsl;lerflliaetrl[: h(:jch verzinslichen) Obligationen verkai

iiber den Preis ?Zln r/:Aaufen. Geregelt werde‘n Angebot und Nachfrage wie bei jeder Ware

der Mal‘ktzinss’at er lsr. Kurs.genannt und in Prozent vom Nennwert angegeben wird. Ist

und umgekehrt %‘g‘e rig, steigt df;r Kurs und delj effektivg Zinssatz des Wertpapiers sinkt;

paBt. (Hiufig Se.t . er den Kurs wird also der effektive Zinssatz dem Marktzinssatz ange-

Mechanismus s z auch ;chop der.Ausgebcr einen Kurs abweichend von 100 % fest.) Dieser

wider: Papier pl_cgglt sich dl}'ekt in den Kurgubersnchten der Zeitungen etwa fur Anleihen
piere, die in Hochzinszeiten mit einem hohen nominalen Zinssatz ausgestattet

wu .
rden, haben einen hohen Kurs (und umgekehrt).

(32) Auf; .
bes”mrzigabe. » er hoch muf der Kurs sein, damit bei einer
en nominalen Zinssatz ein pestimmter effektiver Zinssatz

bestimmten Laufzeit und einem
erreicht wird?«

1.8 Nicht-ganzjihrige Laufzeiten
en Sparkonto werden die Zinsen fiir cine Ein- oder Aus-
olle Periode) danach, sondern schon mit Ablauf
ganisatorische Vereinfachung dhn-
i Krediten mit exakt gleichen Be-
ben, je nach dem, an welchem Tag
Laufzeitin Zinsperi-
nem vollen Jahr

Zahlltl:]fe"-]em Giro- oder normal
des iewg ~'11-’Cht erst 1 Jahr (allgemeiner: eine v
lich de:lslgen Kalenderjahrs .(0. 4.) kapitalisiert; eine Of;
dingun eparkassenk.om{enuon (23). So konnten sich b
im Jahrgihn UIrJltersct_uedlu.:he Rﬁc}(zahlunggbetrége erge
oden abh"re fiufzelt begmr.n, weil davon dle.Aufteilung der g(_asamten f
wiirde al Sal'lgl._.dle_erste Pe.node wiirde verkirz, und deren Differenz 24 ei
zusitzliche Periode am Laufzeitende entstehen.

gﬁjﬂ?rgﬂ’?satz: Fiir die"Berechnung des effektive
imm n.oC Wankungsmoglichkeiten ausgeschlossen und di
er nach vollen Jahren der »Laufzeitd angenommen.

n Zinssaizes nach der PA ngV werden die er-
enZ inskapitalisierungszeitpunktea
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Das Auftreten einer kiirzeren Periode kann aber nicht mchr vermieden werden, wenn
die Laufzeit n +t,n €N, 0 <t <1, betriigt, d. h. insgesam! nicht ganzjihrig ist. Im Anschl}lﬁ
an die Sparkassenkonvention (23) sind die Zinsen n-mal nach volien Jahren und noch ein-
mal nach der Zeitspanne t zu kapitalisieren:

34 Kaus - Q1+ 3" (1 + t - x) = Kriiek

Diese Formel 1aBt sichi. a. nicht nach x auflésen, vielmehr muB x durch Probieren (d. h.
iterativ) ermittelt werden.

2. Darlehen mit mehreren Riickzahlungen

Bei sehr vielen Geldgeschiften ist der Sonderfall mit einer Auszahlung am Anfang und
einer Riickzahlung am Ende nicht erfiillt, vielmehr verteilen sich die Riickzahlungen auf
mehrere Raten wihrend der Laufzeit. Da gibt es mehrere Grundtypen:

(35) Am Ende jeder Zinsperiode werden genau die in ihr angefallene.n Zinsen und am
Laufzeitende zusitzlich das Darlehen selbst zuriickgezahlt (Typ A beim Bundesschatz-
brief, s. (1); Zwischenfinanzierung eines Bauspardarlehens; klassisch: Rentenrechnung).

(36) Am Ende jeder Zinsperiode werden genau die in ihr angefallenen Zinsen und (bei
Laufzeit n) 11_1 des Darlehens zuriickgezahlt (klassisch: Tilgungsrechnung).

(37) Am Ende jeder Zinsperiode wird ein und derselbe Betrag zuriickgezahlt (Annuititen-
darlehen; klassisch: Tilgungsrechnung).

(38) Am Laufzeitende werden das Darlehen und Zinsen mit Zinseszinsen zuriickgezahlt
(Sonderfall, der in Kap. 1 behandelt ist).

(39) Die Riickzahlungen werden in einer sonstigen Weise auf die Periodenenden der Lauf-
zeit verteilt.

(40) Auch die Auszahlung wird auf mehrere Perioden verteilt, die aber alle vor allen Peri-
oden mit Riickzahlungen liegen (Lebensversicherung, Primiensparen usw.). )
Vorldufig wird (40) nicht betrachtet. AuBerdem sollen zunichst die Periodenlingen im-
mer 1 Jahr betragen und die Zahlungen nur an Jahresenden stattfinden (so daB vorerst Kre-
dite mit monatlichen Zahlungen nicht bzw. nur verfilscht behandelt werden kinnen).

(41) Das Erreichen des »Laufzeitendes« ist gleichbedeutend damit, dai das Darlehen sam!
Zinsen fiir zuriickgezahlt erkldrt wird, und sei es dadurch, dafs eine etwaige Restschuld durch
ein neues Darlehen o. d. abgedeckt wird. Bei dieser Auffassung 16st sich der Begriff der Rest-
schuld i. e. S. auf, da sie immer als Riickzahlung zum Laufzeitende zu verstehen ist. Bcflle‘
hungsweise umgekehrt: Nach jedem vollen Jahr der Laufzeit kann man so tun, als ob jetzt
das Geldgeschift abgeschlossen werden soll, und fragen, wie hoch dann die Restschuld wa-
re. 5o kann man sich jederzeit einen Uberblick iiber den Stand des Darlchens verschaffen
und die Zahlungen in einen Tilgungs- und einen Zinsanteil trennen. Diese Trennung, und
damit die Typisierung (35)-(40), wird sich finanzmathematisch als gegenstandslos heraus-

stellen (infolge des VergiBprinzips (68)), sie kann aber betriebswirtschaftlich und steuerlich
bedeutungsvoll sein.

2.1 Tilgungspline
(42) Einfache Fragestellungen sind hier z.B.: »Ein Darlehen iiber 8000 DM soll im Laufevor

5 Jahren gleichmdpig zuriickgezahlt werden. Jedes Jahr sollen auch die Zinsen gezahlt werden-
Zinssatz 7 %.« Tilgungsplan:

14
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Jahr | Anfangsbestand | Zinsen | Tilgung | Zahlung

; 8000 560 1600 2160
3 6400 448 1600 2048
4 4800 336 1600 1936
s 3200 224 1600 1824
> 1608 112 1600 1712

den die Bedingungen dann so
der letzten) gleich hoch sind,
0 DM (einschlieflich Zinsen)
hl zugrunde gelegt ist.

g‘{)ﬂefl\%ogllch ist auch ein veranderlicher Zinssatz, Hiufig wer

S ﬁ : iEt', dli;B die Riickzahlungsraten (evtl. auBer der ersten o

Z;J i PEIn arlehen von 8(.)00'DM5011 in 5 Jahren mit jahriich 216
iriickgezahlt werden.« Hier interessiert, welcher Zinssatz dabei wo

Tilgungsplan:

Zinssatz (in %)

Jahr | Anfangsb. | Zinsen | Tilgung Zahlung
; 8000 560 1600 2160 7
6400 560 1600 2160 8,75
3 4800 560 1600 2160 11,67
4 3200 560 1600 2160 17.5
5 1600 560 1600 2160 35

wi D'e spontane Vermutung »7 %« erweist sich als falsch; der Zinssatz liegt deutlich hoher,
1€ sich aus der letzten Spalte oder aus dem Vergleich mit dem Tilgungsplan von (42) er-
g%bti. Im ersten Jahr stimmt der Wert noch, aber dann bezicht sich derselbe Zinsbetrag auf
ein immer niedrigeres Kapital, und das bedeutet einen immer hoheren Zinssatz. Als Faust-
Legel: In dep 5 Jahren hat man im Durchschnitt 4800 DM als Darlehen zur Verfiigung, dann

edeutet ein Zinsbetrag von 560 DM jihrlich einen Zinssatz von 11,67 %, und dieser ist fast

doppelt so hoch wie der Anfangszinssatz.

~ Ehe die PAngV dem einen Riegel vorschob, war es fiblich, bei Konsumentenkrediten,
die durchweg (mit monatlichen, den Effekt noch steigernden Zahlungen) nach dem Muster
von (43) gestaltet werden, den nur in der ersten Periode zutreffenden Zinssatz zu nennen
(der noch nicht einmal den Namen »nomineller Zinssatz« verdient) und damit den tatsidch-

lich angesetzten Zinssatz systematisch um die Hilfte zu niedrig anzugeben.
ittelbar — nicht geeignet, den vom Darle-

Der o. a. Tilgungsplan ist — jedenfalls unmi ;
hens_geber angenommenen Zinssatz herauszufinden. Der Fehler in der oben durchgefuhr-
ten Uberlegung besteht darin, daB neben der jihrlichen Gesamtzahlung auch die Auftei-
lung in Zinsen und Tilgung als konstant vorausgesetzt wird: Die Unterstellung eines kon-
stanten Zinssatzes fr die ganze Laufzeit impliziert aber abnehmende Zinsbetrage, dajain-
folge laufender Tilgung das zu verzinsende Kapital dauernd kleiner wird. und damit zuneh-
mende Tilgungsbetrige. Und: Diese Zunahme ist nicht linear, sondern wird immer schnel-
ler. Ein Versuch mit 12 % ergibt folgenden Tilgungsplan (Zinsspalte immer als vorletzte und

Tilgungsspalte als letzte eintragen):
Tilgung Zghlung

12 % Zinsen

Jahr Anfangsbestand
1 960 1200 7160
2 gggg 816 1344 2160
3 5456 655 1505 2160
4 3951 474 1686 2160
5 2265 272 1888 2160
6 377
nuld nach 5 Jahren von

sich bei ihm eine Restsc

h (so) nicht berechnen. Man kann ihn aber auf

ehend ewa
Der ndch-
uB manim

Offenbar ist der Wert 12 % zu hoch, da

377 DM ergibt. Der »wahre« Wert 158t sic :
iterativem Wege ermitteln, indem man den Tilgungsplan programmiert und, ausg

von den Werten 7 % und 12 %, den Zinssatz durch Intervallhalbierung einschaciftelr.
jv, mul man im unierern, ist sie negativ, m

ste Wert wiire 9,5 %; ist die Restschuld positiv
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e

oberen Intervall fortsetzen. Man hort auf, wenn der Betrag der Restschuld z. B. < 1 ist ( wenon
man mit Pfennigen rechnet), und erhdlt (auf zwei Stellen hinter dem Komma genau) 10,92 %

(44).

(45) In geschlossener Form liBt sich aber folgende Frage beantworter_l: »Em qulehern von
8000 DM wird mit 7 % verzinst und mit jihrlichen Riickzahlungsraten (einschlieBlich Zinsen)
von 1500 DM gerilgt. Wie lange liuft es?«

Jahr | Anfangsbestand | 7 % Zinsen | Tilgung | Zahlung
1 8000 560 940 1500
2 7060 494,20 1005,80 1500
3 6054,20 423,79 1076,21 1500
4 4977,99 348,46 1151,54 1500
5 3826,45 267,85 1232,15 1500
6 259430 181,60 1318,40 1500
7 1275,90 89,31 1275,90 1365,21

Es lduft 7 Jahre; die letzte Rate ist jedoch etwas niedriger.

(46) Varianten: »Wie lange dauert es bei Riickzahlungsraten von 600 DM, 561 DM, 560 DM,
500 DM unter sonst gleichen Bedingungen?«

(47) Weitere Fragestellungen: » Wie hoch muf ein Kapital sein, um bei einem Zinsstll\flz von
7.5 % eine ewige Rente von jihrlich 1500 DM (nachschiissig) abzuwerfen?« 20 000 DM.

107520 -1
(48) »Wie hoch, falls die Rente 20 Jahre lang laufen soli?« Aus K - 1,075 =R - 0.075 ”“ﬁ
R=1500 ergibt sich 15 292 DM. Esist bemerkenswert, daf dieser Betrag nach 20 Jahren vo

lig aufgebraucht ist, wihrend der in (47) dann noch komplett erhalten ist.

(49) Oder: »Wie hoch mug die jihrliche Zahlung (»Annuitdt«) sein, wenn eifobé‘{’][ehe” I‘g)j
8000 DM bei einem Zinssatz von 9 % in 6 Jahren getilgt ist?« Aus K - 1,096 =R - —‘Lo’m und K=
8000 ergibt sich R = 1783,36 (DM). Die Annuitit ist offenbar proportional zum Auszah-
lungsbetrag und wird giinstigerweise gleich als Prozentsatz davon angegeben:

1,095 - 009
1,096 - 1

(50) »Wie héngt dieser von der Laufzeit bzw. vom Zinssatz ab?« (Fragen, die sich der Darle-
hensgeber, die Bank zu stellen hat.)

= 22,29 %.

2.2 Aufzinsung
(51) »Ein Darlehen iiber 8000 DM iduft 5 Jahre. In dieser Zeit wird es nacheinander je ein j”.h}:
lang mit 7 %, 6 %, 5 %, 7 % und 8 % verzinst. Die ersten vier Riickzahlungsbetrdge belgllfeﬂ S0
auf 2000 DM, 2200 DM, 1500 DM und 2000 DM. Wie hoch ist der letzte? (Ahnlich (45))

Jahr | Anfangsbetr. |  Zinsen | Tilgung | Zahlung |  Zinssatz (%)
1 8000 560 1440 2000 7
2 6560 394 1806 2200 6
3 4754 238 1262 1500 5
4 3492 244 1756 2000 7
5 1736 139 1736 1875 8

Als Gleichung anstelle des Tilgungsplans ergibt sich

(32) ((((- 8000 - 1,07 + 2000) - 1,06 + 2200) - 1,05 + 1500) - 1,07 + 2000) - 1,08 + x =0
und durch Ausmultiplizieren die dazu dquivalente Gleichung
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— 8000- 1,07 - 1,06 - 1,05 - 1,07 - 1,08
+ 2000 - 1,06 - 1,05 - 1,07 - 1,08
(53) + 2200 1,05 - 1,07 - 1,08
+ 1500 -1,07 - 1,08
+ 2000 - 1,08
+ X = 0.

n verschiedene Vorzeichen haben; man mul es

(Esist klar, daB Aus- und Riickzahlunge
dieser Arbeit sind Gut-

nur fir e .
scuhrr'f}:r einen der beiden Typen festlegen, und zwar beliebig. In
iften fiir den Darlehensnehmer positiv.)

5. .

;U‘il)kt/‘(li‘;:lL/:::tZ:[S;"IEde einzelne.Zahlung.,r separat als ein Kapital betrachten, das vom Zeit-
Orafsimeenme) Dig .IS t;Zum.Laufzezzende mitden fn dieser Zeit giiltigen Zinssdtzen verzinst wird
cinom beslim.mt e 1; gltllche Entspliechung dieser formalen Umwandlung lautet: Der zu
DUkt Stafindy e(;l If,.l'lpunkt m erreichte I_)arlehengstand K wird um die an diesem Zeit-
Son woiterer E tn le tickzahlung Rm vermu.l.dert. DIC.SCI‘ Betrag fehlt am Darlehen beides-
aufgezinte Vn wll{cklungid. h. an jedem spiteren Zeitpunkt fehlt genau der entsprechend
dann geradé dorll3 d'm herrithrende Betra'g. Erklzifung (41) uber das Laufzeitende bedeutet
zinste A , dal3 die Summe der aufgezinsten Riickzahlungen genau sO grol wie die aufge-

uszahlung ist, daB also folgendes Gleichgewicht besteht:

(55) X - q; -
) K- aq qz'---'anRl'QZ'CB'...'qn+R2-Q3'Q4...-Q5+.‘.+Rn_1'qn+Rn

uszahlung, und fir m= l,..,nistRn>0

(Dabei ist n die Laufzeit in Jahren, K> 0 die A
moder ein dm unbe-

:;;iuijkmhl_ung und gm=1+ i, der Zinsfaktor im Jahr m.) IstK,einR

man e,in:mI(lSt (55) eine ‘Bestlmmungsgleichung dafiir (z. B. Aufg. (1) fiir R,). Héufig hat

stanten Rl']' onstanten Zinssatz, d. h. qg =@z =...=dn="d (undi=q- 1), oder einen kon-

R . — Ruckzahlunngetrag (eventuell auBer dem letzten (oder ersten)), d.h. Ri= Ry=..=

ler;l—dl =R,=: R (eventuell R, = RoderR; =+ R), d. h. es liegt Darlehenstyp (37) (Annuité-
arlehen) vor, und Gleichung (55) vereinfacht sich zu

(=R‘gi;—} Cfallsg = L

(56) K-q"=R-(q""'+q " +..+a+D
=n-R, falls ¢ = .

:37) Der Faktor QH heiBt Rentenfaktor, weil ie Aufzinsung und Aufsummie-
mng der bestindig wiederkehrenden Leistung R, einer Rente, entsteht. Indem er n Sum-
. :;nde.n durch einen einzigen ersetzt, vereinfacht er die Auswertung von Gleichung (56)
br eblich, besonders wenn q oder n gesucht ist. Bei sciner Herleitung solite auch der Fall
etrachtet werden, daB Anfangsglieder fehlen:
-1 _gq"-1_9a"=9"=q"-
s q-1 q-1 -1
[leht der programmierbare Taschenrechner 0O
enfaktor fiir das Rechnen nicht mehr unverzic
werten kann.

Bei Typ (35) ist R =K - iu

(38) K-g"=K-i (@ '+

er durch d

Q" "-lio<m<ng=1

q-1 -
¢ Verfiigung. ist der Ren-
h iterativ aus-

n-1 -
Q"'+ gv?+ L+ qT =

der Computer zu
htbar, da man die Reihe auc

ndR,=K-4q und damit
tq+D+K=K (G %L_‘TIH).
Bei Typ (38) schlieBlich ist R — 0 und R = K - @” (5. Kap n.

>1,d.h. im>0ﬁiralle m),

Man sieht (vor allem bei (55) und unter der Voraussetzung dm ] fura
daB eine Zahlung um so stirker ins Gewicht fillt, je friiher sie liegt. Aufzinsen ist eIn¢ Be-

wertung der Zahlungen nach Hohe (sowieso) und Zeitpunkt: Je frither eine Zahlung liegt.
Fiesto héher wird sie bewertet. Zwischen den Netrozahlungen eines Gel@geschgfts besteht
i. a. keine Gleichheit, sondern die Summe der Nettoriickzahtungen ist i. a. groBer als die
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Nettoauszahlung, weil mit ihnen ja diese getilgt wird und zusitzlich Zinsen gezahlt werden.
Da die Auszahlung friiher liegt, wird sie durch die Aufzinsung in stirkerem MaBe aufge-
wertet, besonders im Vergleich zu den spdteren der Riickzahlungen, und so stellt sich dann
das Glcichgewicht zwischen den aufgezinsten Zahlungen ein.

Sollen zwei Zahlungen #dquivalent sein, so ist die frither liegende niedriger, weil sie
durch die Aufzinsung noch aufgewertet wird. Das sieht man schén beim Vergleich von
Typ A und Typ B von Bundesschatzbriefen (1): Bei Typ A werden jihrlich Riickzahlungen
geleistet (in Hohe der gerade angefallenen Zinsen), nimlich (bei 1000 DM) 40 DM, 55 DM,
60 DM usw., wihrend bei Typ B diese aufgezinst und erst am Ende gezahlt werden: 40 -
1,055-1,06-...= 60,01 (DM), 551,06 - ... = 78,22 (DM), usw. Die sonst nur rechnerisch vorge-
nommene Aufzinsung ist beim Typ B tatsichlich durchgefiihrt. .

Sind 40 DM heute so viel wert wie 6 Jahre spiter 60,01 DM? Beim Bundesschatzbrief
Typ B mit den Bedingungen (1) ist das so, jedenfalls wenn die Frage nach 1 Jahr gestellt
wird. Beim Typ A kénnte man die Frage nur bejahen, wenn man eine Méglichkeit zur Wie-
deranlage mit einer Laufzeit von 6 Jahren und einem Gesamtfaktor von 6—32?—1 =1,500325 hiit-
te (sogenannte Wiederanlageprimisse (59)). Dies wiederum hingt von allerlei externen Ge-
gebenheiten ab.

Die im AnschluB an (54) vorgenommene inhaltliche Begriindung der Aufzinsung ba-
siert schon auf der Wiederanlageprimisse: Es wird nimlich unterstellt, daB das durch eine
Riickzahlung frei werdende Kapital des Darlehensgebers in dem Fall, daB es gebunden
bliebe, die Riickzahlung also unterbliebe, genauso zu verzinsen wire wie das gebundene
Kapital, da die Riickzahlungsbeitrige also zu den Bedingungen des betrachteten Darle-
hens wieder angelegt werden kénnten. Das klingt zwar plausibel, und man kann den ent-
sprechenden Verlauf des Geldgeschiifis leicht hinschreiben, aber das wiire eben ein and?-
res als das tatsichliche. In der Finanzwirtschaft ist die Berechtigung der Wiederanlagepra-
misse durchaus umstritten. Aufjeden Fall tut man gut daran, deutlich zwischen rechneri-
schen Werten und tatsichlich durchgefiihrten Zahlungen zu unterscheiden und die rech-
nerischen Werte weniger als absolute und mehr als relative BeurteilungsmaBstibe heranzu-
zichen.

Durch Aufzinsen werden Zahlungen (Kapitalien) vergleichbar gemacht, die zu ver-
schiedenen Zeitpunkten erfolgen (realisiert werden). Den Wert eines aufgezinsten Kapitals
zum Laufzeitende eines Geldgeschiifts nennt man »Endwert« (60).

(61) Es kommen auch andere Bewertungszeitpunkte in Betracht, sogar solche, die vor der
Realisierung liegen. Die Frage kann dann so gestellt werden: » Weichen Wert hat eine Zah-
lung, die zum Zeitpunkt 7 in Hohe von 60,01 DM geleistet wird, zum Zeitpunkt I (beim Bundes-
schatzbrief Typ B, 5. (1))? Oder: Welches zum Zeitpunkt 1 realisierte Kapital hat zum Zeitpunkt

7 den Wert 60,01 DM ?« Der Ansatz lautet: x - 1,055 - ... - 1,08 = 60,01 bzw.
X = 60,01
1,055 - ... - 1,08 ~

(62) Man muf abzinsen. Als Bewertungszeitpunkt bietet sich der Laufzeitanfang an, und mit
Benennungen wie bei (55) hat man als abgezinste Zahlungen K,

R R Ry
Q@ g Q.- an

die »Barwert« genannt werden. Dividiert man Gleichung (55) durch den Gesamtfaktor
Q1 - 42 ... - g, SO erhdit man die Gleichung

(63) k=R, R . . R
Gt Q-q Q-qQ2- ... Gn
zwischen den Barwerten. Durch Multiplikation mit dem Anfangsstiick g1 - q2 - --- - Gm des

Gesamtfaktors kann man alle Zahlungen bezogen auf einen beliebigen Bewertungszeit-

18
MU 6 — 1989



punkt m (0 < m < n) auf- bzw i

wicht ilt bt ieda. . abzinsen, und das (55) bzw. i
lungo f ge?:cliée:]ee?;hmd é6:2 bedeutet speziell, daB die) Sumn(lfzsc)leern}t?vsapr:}gltznddeerlcil!félilzlf:
In der Finanzwirtschraft uszahlung t -
ternativen mit Unterschiedl'arrlbeltet man lieber mit Barwerten: Da lassen sich leichter Al-
retische Uberlegungen) ichen Laufz.enten vergleichen, die Laufzeit kann sogar (fiir theo-
Entscheidungseituatio u"nendlu':h sein, und der Laufzeitanfang steht der betrieblichen
dieser Arbeit aber kei: n;her. Dlgse A_rgumeme spielen fur die weiteren Ausfiihrungen in
scheint und die Gleih e Rolle. Hier wird aufgezinst, da diese Operation »natiirlicher« er-
werte enthalten. ungen (55)-(63) usw. nur dann polynomial sind, wenn sie die End-

(64) Der Ausd 47t si

stimmten Lebenl;l:;l:;?]iarwert« er'klart sich leicht anhand folgender Aufgabe: »Mit einer be-

20 Jahre lang l_mmerlz‘me;ur;g erwirbt man sich einen Anspruch auf eine Rente von 10000 DM,

eim.na lige sofortige (Bar) /;Iu resznfang 2u zahlen. Als Alternative bietet die Versicherung eine

nativen entscheiden ou k& szahlung von 120000 DM.«Um sich fiir eine dieser beiden Alter-

Gesichtspunkien. di onnen, sollten neben allerlei externen objektiven und subjektiven
, die z. T. nicht quantifizierbar sind, auch die finanzmathematischen

»Werte« vergli
glichen werden, etwa indem man den Barwert der Rente (die Summe der Bar-
¢h eine erhebliche Unsicherheitin

werte d .

der Anf;}i?lgihIUE.gen)_.ermlttelt. Auch dabei spielt no

einheitlichen m(())?i inssatzen (_fur die. niichsten 19 Jahre!) mit. Es ist iiblich, da3 man einen

lage 7u erziolon c?_raten (quasi als mittleren) annimmt, der bei einer langfristigen Geldan-
wire, z. B. 6 %. Dann ist der Barwert der Rente

1 ()™ - 1
1,0619)=10°00'/’_1_ 1 — 121 581 (DM)
1,06 -

10 000 - (1 + L 1
1.06 + _—1,062 + ...+

und dami _—
amit etwas giinstiger als dic Einmalzahiung.
atz man genau auf 120000 DM ge-

(65) 1 .

kommz’lrtlerui'siiamer ist aber die Frage, »bei welchem Zinss

die man wie er I’;‘fﬁhfﬂ Zfﬂssatz ‘_’[50 die Versicherung ihrer Kalkulation unterlegt hat«.

ten- und gegen dl' e}; einer Iteration beantworten konnte. Die Entscheidung fur die Ren-

120 000 DM Zurvlef' inmalzahlung .bedeutet, daB der Versicherung ein Darlehen Uber

riickgezahlt wird erfugung ge_stellt wird, das in 20 gleichen Jahresraten zu je 10 000 DM zu-
ird (genauer: ein Darlehen iiber 110 000 DM mit 19 Riickzahlungen zu je

10 000 D
M, wegen der Vorschiissigkeit der Rentenzahlungen).

r effektive Zinssatz

dten Zinssitze, SO kann man
wie sich die Riickzahlungen
ufzeit von 5 Jahren und ei-

(66) Kennt 2.3 Der Zahlungsstrom und de
dessen Wenrgzn von einem Geldgﬂeschiift die jahrlich angewan
iiber die Laufz l}:loch n'lcht abs.chatzen, wenn man nicht weib,
nem Zinssatz vel IVe:tgllen. »Ein Darlehen iiber 1000 DM, einer La
wenn nach 310’;1'7 0 % in den ersten drei und von 1% in den letzten beiden Jahren“ist unglinstig,
nur am End ren 1330 DM u(fd am Ende 1,02 DM suriickgezahlt werden, und giinstiger, wenn
nde 1357,75 DM zuriickgezahlt werden.«
ohl zu wissen, wieviel in jeder Periode

U ;
geZahrlrt‘g\jkehrt reicht es fur die Beurteilung sehr W
ird, ohne die Zinssitze zu kennen. Ein Geldgeschdft ist ﬁnanzmathematisch voll-
Zahlungsstrom«

standi
(CashlfgI::;Ch das (n + 1)-Tupel der in ihm startfindenden Zahlungen, den »

(67)
(Zo; Zy; 3 L), Do += 0+ Zn,
terschiedlichen Vorzeichen zu versehen, je nach-
) kommen. Am An-

oder -nehmer (hier: positiv,
55)istalso K= -Zound Rm = Zm

tatt, so sind sie aufzuaddieren

c -
dg::‘;’:i’,”’e’t- Dabei sind Zahlungen mit unt
fang undIZ“ V:m Darlehensgeber (hier: negativ)
fir m=1 nde SO{Ien tatséichlich Zahlungen startfinden. In (
, ..., N. Finden zu einem Zeitpunkt mehrere Zahlungen s
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(zu saldieren). Es spielt keine Rolle, als was die Zahlungen betriebswirtschaftlich oder steuer-
lich aufzufassen sind (Tilgung, Zinsen, Gebiihren, Provision o. d.), entscheidend ist allein die
Hihe der Zahlung, die aus dem Verfiigungsbereich des einen in den des anderen Geschdftspart-
ners gelangt (»Vergifiprinzip«) (68).

Insbesondere werden keine reinen Buchungen (z. B. Kontogebiihren) beriicksichtigt,
wenn sie sich nicht als konkrete Zahlungen niederschlagen; einzige Ausnahme: eine Rest-
schuld wird immer so behandelt, als ob sie gezahlt wiirde. Natiirlich wirken sich auch reine
Buchungen aufden Zahlungsstrom aus, indem sie z. B. die Laufzeit verindern und die Hé-
he der letzten Zahlung beeinflussen. Beispiele:

(69) (1), Schatzbrief B:  (-1000; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 1560) bzw.
(-1000; 6mal 0; 1560)

(70) (1), Schatzbrief A:  (-1000; 40; 55; 60; 70; 75; 1080)

(71) Aufgabe (42): (-8000; 2160; 2048; 1936; 1824; 1712)

(72) Aufgabe (43): (-8000; 5mal 2160)

(73) Aufgabe (45): (-8000; 6mal 1500; 1365,21)

(74) Aufgabe (65): (-110 000; 19mal 10 000)

(75) Aufgabe (66): (-1000; 0; 0; 1330; 0; 1,02)

(76) und: (-1000; 4mal 0; 1357,75)

Die Unterscheidung der Darlehenstypen (35)-(39) ist durch das VergiBprinzip hinfillig
geworden. Sie alle sind charakterisiert durch die Bedingungen (eines »normalen« Darlehens)

(77) Zy<0;Zn>0flirm=1, .y n=1; 72, > 0.
Bei Einschluf3 von (40) hat man ein m’ mit 0 < m’ < n und
(78) Zp<0; Zn<O0firm=1, .., m-l;
Zm» < 0; Zm >0 fiir m = m’+1, ..., n-1; Za > 0.

Das Problem noch allgemeinerer Geldgeschifte, wo Aus- und Einzahlungen mehrfach
wechseln kdnnen, kann hier nicht behandelt werden (ich verweise dazu auf [3], [4], [5], [_6])~
Offenbar ist der Zahlungsstrom, ein (n + 1)-Tupel, zu unhandlich fiir z. B. den Verglelc.h
zweier Geldgeschifte. Man miiBte Jjedes Geldgeschift durch eine einzige Zahl charakte.rl'
sieren und kénnte diese Zahlen dann in eine Rangfolge bringen. Zu diesem Zweck wird

nun der in Kapitel | eingefiihrte Begriff des effektiven Zinssatzes auf Darlehen mit mehre-
ren Riickzahlungen Ubertragen:

(79) »Definition«: Fiir ein Darlehen, also einen Zahlungsstrom (67) mit den Vorzeicﬁenbedi"'
gungen (77)bzw. (78), ist der »effektive Zinssatza derjenige Zinssatz x, mit dem sdmtliche Zah-
lungen aufzuzinsen sind, so daf3 die Summe der Endwerte 0 ist, d. h. die Endwerte der Aus-

und die der Riickzahlungen gerade im G leichgewicht sind, also »die« Lésung x der Polynomglei-
chung

(80) Zo-(1+x)"+Zl~(l+x)"“+...+Zn_1~(]+x)+Zn=0

(mit dem Spezialfall (56) bei konstanter Rickzahlungsrate R, wobei Zo = -K und Zm =R fur
m=1, .. nist). Dieinhaltliche Deutung ist die, da8 ein fiir die gesamte Laufzeit konstanter
Zinssatz gesucht ist, mit dem injeder Periode das jeweils noch vorhandene Restdarlehen so
verzinst wird, daB €S, unter entsprechender Beriicksichtigung der Riickzahlungen, am
Laufzeitende gerade 0 betrigt. Im Falle einer einzigen Riickzahlung (Kap. 1) stimmt der Be-
griff (79) mit (16) iiberein.

2.4 Aufgaben zum effektiven Zinssatz
(81) »Berechne fiir die Zahlungsstrome (69)-(76) die effektiven Zinssdtze.« Bei (69) u“.d (76)
hat man eine einzige Riickzahlung, und die Lésung 148t sich durch Radizieren in gé-

20
MU 6 — 1989




schlossen : .
boroits au:rdl:gr;nu;nfsbenhé,% % bzw. 6,31 %. Bei (71) und (73) kennt man das Ergebnis
fektiven Zinssatzesgdi e; (hl ) und (.45), wo aufgrund des (inzwischen so bezeichneten) ef-

B ist 2s Sinnvolf dia ungsreihen erstF:llt worden waren: beidesmal 7 %.

AKEVIAE darf das Cu l, 1lesen Wert durch Emsetzen in (80) zu iiberpriifen, aber bei dieser
genau 0 erhalten. u (l;rg:u um nicht gtchen ble}ben: So gut wie nie wird man ndmlichin (80)
terpretieren? — I;t n ann'lautct d1e“entsche1dende Frage: Wie ist die Abweichung zu in-
lungen nicht. o 5}116 negativ, dann hitten bei dem angenommenen Zinssatz die Riickzah-
der Zinssaty rgliedu? t, um das Darl.ehen z.u'lf‘O zu bringen. Da sie aber gereicht haben, mufl
mentation) hhe rlge.r sein. — Ist sxenposm.v, dann muB er (mit der entsprechenden Argu-
denn? Und r sein. — Spfort dre}ngt sich nun die nichste Frage auf: Wie hoch ist er
Tt d'nAscho_n ist man im IterationsprozeB.
wie kleirllemubﬁws?e(:huz'g klein, dann wi'rd man Qen angenommenen Wert akzeptieren. Aber
Wert-0.01 DM DZu diesem Zwec!( sem?.— Bei (73) erhilt man z. B. mit x = 7% in (80) den
man mit, domn »1-1" 2;18 ist offepsmhthch kl(_em genug, a}ber um wirklich sicher zu gehen, miBte
erhalt man 4 43 ST\/ISten« stsat? prgbxere_n, bei 155 % Genauigkeit also mit 6,99 %: Dafir
0 das diese’r > , und c_ier tatsach!xche stsatg liegt offensichtlich viel naher an 7,00 %,
Verlanderlinku Vgahlen ist. Der Hintergrund dle.zser Argumentation ist der fast lineare
ten Intervall. w elrll eite von (80) als Polynomfun]ftlon von x in dem kleinen hier betrachte-
ton: Man t; olite man dieses Argument vermeiden, so miiBte man mit x=6,995 %arbei-
erhielte 2,21 DM und wiiBte damit sicher, daB der effektive Zinssatz im Intervall

[6’9?356_0/0;07’005 %[ liegt, etwas unterhalb von 7 %.
A) vorl- g)ig’l‘(—/i% (7‘.1), (75) muf3 man 'iterat?v vorgehen. Dies fiihre ich fir (70) (Schatzbrief
Den E.ingabm e Selt? von (80). habellch mit e_einem 30-DM-Taschenrechner programmiert.
wird etwas ewert x iiberlege ich mir nach jedem Schritt neu. — Der effektive Zinssatz
an und niedriger als beim Typ B (Aufgabe (69)) liegen; also fange ich mit 6,5 %
erhaltc -21,84 DM. Er muB niedriger sein, in Anbetracht der Zinssitze in den Be-
bt sich 14,06 DM, und das

din . . S
Erg%l;ngen- bestimmt nicht niedriger als 6 %: Bei diesem ergi
nis liegt tatsichlich zwischen 6 % und 6,5 %, und zwar etwas niher an 6 %; genauer:

Bei .
glzli?h W?C.hsen des Zinssatzes von 6 % auf 6,5 % nimmt die linke Seite von (80) (etwa
miBig) von 14,06 DM auf -21,84 DM ab und ist 0 DM etwa bei 6,2 % (klassische Inter-

polation).
der fchélZungsweise kommt einer der Werte 6,18 %, 6,19 9%, 6,20 %, 6,21 %, 6.22%, d. h.eines
cige ntervalle [6,175 %; 6,185 %I, [6,185 %; 6,195 %[ usw., in Frage. Protokoll der Iteration, die
gentlich schon bei x = 6,195 % beendet ist:
p X [ 65 6 6,185 6,195 6205 | 6,20 ()
nke Seite von (80) | -21,84 14.06 0,88 0,17 —0,55 | DM
or Will man die Intervallschachtelung automatisch steuern, etwa mit einem Computer-
da(l)sgramm, so braucht man zunichst zwei Anfangszinssitze, von denen man sicher weill.
Fall das Ergebnis im Intervall zwischen ihnen liegt. Mit 2. B.0 4 und 1000 % erhlt man im
tea cines realistischen Darlehens einen positiven und einen negativen Wert derlinken Sei-
D von (89)~ Nun wertet man diese an der Intervallmitte (hier: 500 %) aus, usw. (s. (44)). —
reer begriffliche und programmiertechnische Aufwand, schneller konvergierende Verfah-
n oder Algorithmen fur giinstigere Startwerte Zu programmieren, rentiert sich angesichts

ger kurZen. Rechenzeiten heutiger (Klein-)Computer nicht: In 20 Schritten (220 = 1 Mio)
at man die Intervallinge von 1000 % aufml—@ o verkirzt.
hiung der Zinsen schlechter

i( 82) Es fillt auf, daB der Schatzbrief A mit jihrlicher »Riick«za . c
st als B mit Zinskumulation (s. (1)), auch wenn dessen Laufzeit auf 6 Jahre verkirzt wiirde:
d folgendermaBen plau-

B hitte dann den effektiven Zinssatz 6,32 %, A nur 6,20 %. Dies wir e
sibel: Anders als bei B (s. Abschn. 1.1) ist bei A die Reihenfolge der tatsichlich anzu-

E’EHQenden Zinssitze nicht mehr egal, weil diese den Zahlungsstrom beeinfluBt. Da zur
rmittlung des effektiven Zinssatzes alle Zahlungen mit ein und demselben Faktor
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aufgezinst werden, ergeben die bei A spiter liegenden hoheren Riickzahlungen insgesamt
einen niedrigeren Endwert als bei B. Dieser reicht aber nur dann schon zum Ausgleich der
anfidnglichen Auszahlung, wenn der effektive Zinssatz niedriger ist.

Die anderen Ergebnisse (72) 10,92 %j (74) 6,18 %; (75) 10,00 %. (Dabei kénnen (72) und
(74) unter Benutzung des Rentenfaktors (57) mit dem einfachen Taschenrechner ausgewer-
tet werden.) Man beachte den deutlichen Unterschied zwischen (75) und (76) (Aufgabe
(66)). Der Tilgungsplan fiir Aufgabe (43) (= (72)) sieht dann so aus (auf Pfennige genau):

Jahr | Anfangsbestand | 10,92 % Zinsen | Tilgung | Zahlung
1 8000 873,60 1286,40 2160
2 6713,60 733,13 1426,87 2160
3 5286,73 577,31 1582,69 2160
4 3704,04 404,48 1755,52 2160
5 194852 212,78 194722 2160
6 1,30

Die groB erscheinende Restschuld von 1,30 DM ergibt sich daraus, daB der Zinssatz von
tatsdchlich 10,9162... % durch die Rundung auf'10,92 % vergrofBert wurde und bei diesem'ﬁk-
tiven Zinssatz die Riickzahlungen nicht ganz zum Ausgleich des Darlehens reichen. Diese
(fiktive) Restschuld muB natiirlich nicht nachgezahlt werden. — Auch wenn man nf)ch s0
genaue Werte fiir den Zinssatz nimmt, kommt man, wegen der Rundung auf Pfennige bei
jedem Schritt, hochstens zufillig auf einen rechnerischen Restwert von exakt 0. )

Zu den in Abschnitt 2.1 behandelten Aufgabentypen seien noch folgende hinzugefiigt:

(83) Zum Text (31): »Hat bei einem Kurs von 100 % die Obligation iiberhaupt den effektiven
Zinssatz 6 %7« Dies ergibt sich aus (58) mitn=5,i=0,06 undy :=q, wo x :=y - 1 d‘?]r_elff‘e,lf'
tive Zinssatz ist: Allgemein ist hier K - y" = K - j Y%‘f +K, und wegeny" - 1=i-L= ist
i=y-1,d.h. x=i.Man hat also: Ist der nominale Zinssatz konstant, dann stimmt belJahrlf'
cher Riickzahlung der Zinsen der effektive Zinssatz mit dem nominalen und daher mlF
demjenigen effektiven Zinssatz Gberein, den man bei Zinskumulation erhielte (nicht so bei
variablem nominalen Zinssatz; s. (82)).

(84) »Wie hoch muf der Kurs b sein, wenn die Obligation einen effektiven Zinssatz von 5,86 %
haben soll?« Aus b - K -yS = . K - =1 + K ergibt sich

b = 9,06 - (1,0586° - 1) + 0,0586
1,0586° - 0,0586

(das VergiBprinzip (68) ist beriicksichtigt: Der Zahlungsstrom lautet (- b - 1000; 60; 60; 60;
60; 1060)).

= 100,59 %

(85) »Primiensparen: 6 Jahre langwird immer am Jahresanfang ein fester Betrag angelegt; die-
serwird iiber die ganze Laufzeit von 7 Jahren mit 3 % verzinst. Am Ende wird das aufgelaufene
Kapital mit einer Primie von 16 % (aufdie Nettoauszahlungen!) zuriickgezahlt.« Der ErldVZVcrt
der sechs Auszahlungen (in konstanter Hohe K) betriigt K - (1,037 + 1,036 + ... + 1,039 =
K-1,032. 0_33' L es wird also zuriickgezahlt K - (1,032 . L%SL{—I +6-0,16) = 7,822336 - K; der
Zahlungsstrom lautet daher K - -1 -1; -1; -1; -1; -1; 0;’7,822336); und mit dem AnsatZ
(1+ x)? - 0321 — 7 829336 ergibt sich der effektive Zinseaty 5,96 % (wodurch der hohe
Primiensatz etwas ins rechte Licht geriickt ist).

2.5 Eindeutigkeit und Existenz des effektiven Zinssatzes
(Im folgenden werden nur Zahlungsstrome betrachtet, die Darlehen sind, also an
bzw. (78) erfiillen.)

(86) Mochte man wfiir den Zahlungsstrom (~-8000; Smal 1500) den effektiven Zinssatz 03(5)'
rechnen« und beginnt die Iteration bej x — 0, so hat die linke Seite von (80) den Wert -500,
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und offenbar existiert kein (positiver i
A effekt i i
iﬁ(;zs&;h direkt an, denn die Sum:ne derlZISI;tZt;[j)slSK?Zi(zlzi? . iy fiem' Zablungs
. g, d. h. das Darlehen ist noch ni i i ist niedriger ais dic
zinst, bzw. es ist negati i ch nicht einmal ganz getilgt, geschweige dann ver
Eslicgt aaf dor Hie:lzlv (\l/.erzmst. worden (ihnlich wie bei (17)).
Zinssitze 10 erweitomn. . dle %egnffe »Aufzn_'lsung«, weffektiver Zinssatz« usw. auf negative
x>1); denn nicht—pos,'-t]'e c;alls S0 lange_dle Zinsfaktoren positiv bleiben (1 + x> 0, also
Zahlung in jeder Periodl lvef insfaktoren sind 6konomisch unsinnig, da sic den Wert}eder
fir Aufgabe (86) beginnet auf 0 setzen 'odgr sogar vorzeichenmBig umkehren. Die Iteration
Rechnung kant, ma, so man al;o mit einem Wert, der etwas groBer als -100 % ist (fuir die
der dann 0 botriigt. nir gacrl —}00 % selbst nehmen, wenn man beachtet, daB der Zinsfaktor,
positiv, weil or gléichggn 1s im Nenner auftaucht). Der Wert der linken Seite ist nun sicher
X = ~0,0211. er letzten Zahlung Zg > 0 ist. — In Aufgabe (86) ergibt sich nun
Umegek . ..
stréme ﬁonzlt]rrltlil:g: r(;l;irn lel?fht fgr ]cden %egebenen, noch so groBen Zinssatz Zahlungs-
esfiir jedon Zahlan ;str en cf ektive Zinssitze noch grofBer sind: Andererseits ist klar, daB
te von (80) negativ ‘;gVird oI;n einen (gntsp.rechend groBBen) Zinssatz gibt, so daB die linke Sei-
ren Zinssatz Lo . Der effekthC‘ZI.nssatZ muB also zwischen -100 % und diesem obe-
nen. gen, und man kann bei einer Iteration mit diesen beiden Zinssatzen begin-
Es dri i :
ﬁberlngEEEL Sals? E:;xt; aber doch eine mathc.a'magisch_e Absicherung dieser Plausibilitats-
strom ein hﬁhcrer,Zin esonder_e: Ist man t'atsachllch sicher, daB bei gegebenem Zahlungs-
betrachtet man (wa S'Sitz zucinem n}efir1gerep Wert der linken Seite von (80) fiihrt? Dazu
Funktion von 1 s sich schon seit einiger Zeit anbietet) die linke Seite von (80) als eine
+ x (bzw. von y = 1 + x), und hat so ein Polynom n-ten Grades in'y

(87)
S(Y)Z=Zo-y"+Zl'y“‘l+...+Zn_1-y+Zn (y ER*).

Dies . R
RCSISShtE;fngrTn?e inhaltliche Bedeutu‘r}g: Es gibt, in Abhingigkeit vom Zinsfaktory, die
addicren wire c,i: s0 den Betrag, der:beuewells gegebenemy, noch zur letzten Zahlung zu
lung deSjenige’n drnltdc.las Ge.ldgeschaft dann gerade erledigt wire. (Dies ist eine Fragestel-
Frage otwa des ]j’, e}r(k ie Bedingungen des Geldgeschifts festlegt.) Hier geht es nunum die
sucht, bei dem dan Gunden: Da der Zahlur}gsgtrom festliegt, ist derjenige Zinsfaktory ge-
nichts meh as eldgesch?ft genau mit diesem Zahlungsstrom erledigt ist, bei dem
r zu addieren ist, bei dem S =0 gilt (s. (80)1); es ist also »die« positive Nullstelle

von (87) gesucht.
Sung::a:rtl)thchihatjede Polynomgleichun
Uberle. er die nicht-reellen sowieso un
R unglijr}gen k.omme"n hier nicht in Betracht,
fek;iven Z{ese Emschrankgng beeinfluBt die Frage
von POlynlnssatze.s erhgbhch..ln die weitere Argumentation ge
Deﬁnitiongglen' ein: Einmal in Form des Z‘wischenwerFsatzes i ‘
ren einen 1 ere.lch. Wenn dag Polynom an einet Ste_:lle einen positiven und an einer ande-
Aber auch~e}§atwen Wert anmmrr'lt, so muB es daZWlSC_th jirgendwo eine Null;tell.e haben.
zen Um ei) at da_s Polynom an emer.S.telle einen positiven Wert, dann hatesin einer gan-

Nungi t ung d.leser Stf:lle nur pqsﬂxve Werte. N )
mit S(y) >S O(rfp_lt emer'germger}‘ Erweiterung des Deﬁmtxor}sbere_xchs) S(O).= Z,>0und da-
geniib lir y > 0 in der Nidhe von 0. Fiir sehr groBe y iiberwiest der EinfluB von Zo ge-
er dem der anderen Koeffizienten; das Polynom S geht asymptotisch gegen das Poly-
h. S wird fir groBey

no; . - . .
m Z, - y", das fiir y > 0 wegen Zo < 0 nur negative Werte annimmt; d.
ische Klarung betrachtet man hier die Funktion

negativ. Fiir eine ei
infache rechneri
T(y) = S-Y(-P im Bereich y > 0:
Z + Z2 4o+ Zn-1 4 _Z_g

(88)
T(y) = L2 4 .
=2+ g e

nsgesamtn {komplexe) Lo-
positiven nach den obigen
d. h. die Grundmenge fiir die Losungen ist

nach Existenz und Eindeutigkeit des ef-
ht wesentlich die Stetigkeit

bei reellen Intervalien als

g (80) n-ten Grades i
d die reellen nicht-

(y>0)
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(die den Barwert der Restschuld (bzw. des Zahlungsstroms) beim Zinsfaktor y angibt). Mit

m
(89) ¥y > max n-Zm
I<m<n 1Zg!
istZm <1Z9f50 m — I,..,n,damit T(y) <0 und wegen y >0 auch S(y) < 0. Jeder Zinsfaktory,
deryﬁedirl;gung (89) erfiillt, liefert eine obere Schranke fiir den effektiven Zinssatz des Zah-
lungsstroms.
Die Existenz ist also geklirt, und nun ist nur noch die Eindeutigkeit offen. Diese erg(fibe
sich direkt, wenn S eine streng monoton fallende Funktion wire. Dies ist jedoch nicht im-
mer der Fall, wic man am folgenden Beispiel sicht:

(90) »Fiir den Zahlungsstrom (~10 000;
25 000; 2600) ist erwa S(1) =17 600 < S(1,25) ST Abb. 2
=18 225> 8(2,6) = 0.« Also: Bei steigendem
Zinssatz kann sich die rechnerische Rest-

schuld durchaus auch zugunsten des Darle- 6T
hensnehmers verindern. Dieser verbliiffen-

de Sachverhalt macht die vorher angestell-

ten Plausibilite’itsﬁberlegungen fragwiirdig 4 -

bzw. zeigt, dafl diese ergdnzungsbediirftig
sind:

Man stellt leicht fest, daB aber T(y), der
Barwert des Zahlungsstroms, eine streng
monoton fallende Funktion ist, die fur 27
kleine y > 0 positive und fiir groBe y negati-
ve Werte annimmt. Also hat T im Bereich y
>0 genau eine Nullstelle. Da S(y) = T(y)-y" 14x
ist, gilt fiirjedes y > 0: Die Aussagen »T(y) = 0 ! ! !
U« und »S(y) = O« sind gleichwertig. Die po- 0 1 2
sitive Nullstelle von S, und damit der effek-
tive Zinssatz eines »normalen« Darlehens _J
(77), ist folglich eindeutig bestimmt, auch
wenn S nicht monoton ist.

Zwar sind S und T beide okonomisch interpretierbar, aber hier kommt es nur auf die
(geomptrische) Beschaftenheit der Graphen an; Etwaige Buckel und Senken von S werden
beim Ubergang zu T eliminiert, wihrend die Nullstellenmenge dabej invariant ist.

Der tiefere Grund fiir die Monotonie von T zeigt sich erst, wenn man sich dem allge-
meineren Fall (78) zuwendet, wo die Auszahlung auf mehrere Perioden verteilt sein kf{"“»
dhwoesm (0<m’< n) gibt mit Z,, <0 firm < m’ und Zi, > 0 fiir m > m’: Dann ist nim-
lich nicht mehr T notwendig monoton,_sondernTjie Funktion Ty in (91), und nicht die Pe-
riode 0, sondern m’ ist BezugsperiOde, und lediglich im »Normal«fall hat man m’ = 0:

OD  Tow )=S0 7 ym oz gty gy Zaer |, e
yn y y2

-m'

Wertebereich (- 1, ©0), dann ist die Funktion offensichtlich surjektiv.
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(92) Siei g

Zii o I;,’)‘”;’i[:,""”/lthf Injektl_v, denn zwei Zahlungsstrome Z == (Zo; Z1; ..., Zn) und 2’ : = (Z;
fiir m’="0’1 5’;) ';Il;fbum;men Faktorr > 0 unterscheiden (also Z=r ~,Z’, d.h. Zm - - Zoél
Eigenscha flen:, > en denselben effektiven Zinssatz. Auierdem hat sie folgende beide

(93) Dere i i N

der Zahlurzfg,;[t:(‘;i,,zzl'rf?mz;;s{ »isoton« in’folgendem Sinn: Ist der Zahlungsstrom Z héher als

her als xg (von 2°) alsoge‘sc> rlelben V4 > 7), dann ist auch der effektive Zinssatz xo (von Z) ho-

Linge n, es ist Z '> P t)_{o ﬁco . Dabei bedeutet Z > Z’ folgendes: Z und Z’ haben dieselbe

Z> 7; bedeutmt_d mfuralle m’ =0, 1, ey T und Z, > Ze fiirein m. (Man beachte, daB z. B.
et, daB 1Zyl < 1Z§| also die Auszahlung 7o niedriger ist als Z§ 1))

(94) Der . . . .
dndert Si:hff:l’jé ’};’C; lel ”;SCZZ_ ist »..stetig«, d. h.: Andert man den Zahlungsstrom nur gering, dann
effektiven Zinssatz ;‘f"_ o st;atz nur gering; bzw.: Ausgehend von einem bestimmten
satz nahebei (im wél;teglem besnmmteg Zahlungsstrom kann man jeden effektiven Zins-
Wihrend die Not e er_elch) durch einen Zghlungsstrorn nahebei erzeugen.
fensichtlich st Vyendlgkelt_ der Isotonie fiir den Begriff des effektiven Zinssatzes of-
, erschliet sich die Bedeutung der Stetigkeit erst bei genauerer Analyse (ist

in Arbeit). — Bei ; .
). — Beide Eigenschaften lassen sich an Funktionsgraphen gut veranschaulichen
ngsstrom bedeutet ein Hoherlegen

vgl. . o

Eiegs Cﬁzﬁﬁzi)'ir?ler Ubergang zu einem »hoheren« Zahlu

dert; (93). Und: Eg.anlfn Deﬁpltlgnsbereich (- 1, o), wobei die Nulistelle nach rechts wan-
Verin derung cierli;\? ]ontmuxerhche \{erﬁndcrung des Graphen fuhrt zu einer ebensolchen
Funktionen ist und du lst.ellg; (94). Wihrend (94) essenli'ell das Theorem iiber implizite
beweisen. ni l.ﬂ . amit nicht mehr zur Schulmathematik gehort, 148t sich (93) elementar

Seix ’,d m 1ch..

57" Iga:; ?ffesktlve Zinssa’ltz des Zahlungsstroms Z’,d. h. 8’1+ x) > 0 fiir - 1 <x <x¢- Sei
der effektive IZS} (1+x) > (1 + x) fiir -1<x, insbesondere st S (1+X) > 0 fir -1<x < x4,
X3 inssatz xo von Z kann sich nicht im Intervall ]-1; x¢ ] befinden, also ist xp >

(95, .
»Nzttljun gilt fiir das Vorzeichen des effektiven Zins
=S flurgme« des Zahlungsstroms. Dann hat Xo dasse
dann j nd S(1 + x) = 0. Ist xo =0, dann ist S(1) = 0. Ist x0>
ist $(1) < 0 (s. Abb. 3b-d).
Abb. 3 b

- Abb. 3 2
S -+

satzes: Sei N = Zo + Zi + ... + Za die
is: Esist N

Ibe Vorzeichen wie N. Bewei
0, dann ist S(1)>0;ist xo < 0,

5,51

-2 T
S
T Abb. 3 ¢ ol Abb. 3 d
24
0 /\N!\l‘+ e
10 1 2
24
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2.6 Zahlungen, die nicht an Jahresenden stattfinden

Bei sehr vielen Geldgeschiiften, denen der Biirger begegnet, werden kiirzere Perioden
als 1 Jahr zugrundegelegt, meistens Quartale oder Monate. Hat man z. B. kiirzere Perioden
fiir die Zinskapitalisierungen oder sonstige Buchungen, dann beeinfluBt dies den Zahlungs-
strom in Laufzeit oder Héhe der Raten (vgl. Abschn. 1.6), aber wenn dieser einmal ermitte!t
ist, spielen die angesetzten Zinsperioden bei der Berechnung des effektiven Zinssatzes kei-
ne Rolle mehr (VergiBprinzip (68)). — Meistens sind allerdings auch unterjihrige Zahiwei-
sen vorgegeben, und diese wirken sich direkt aut den eftektiven Zinssatz aus.

Aus Platzgriinden kann dieses Thema jetzt nicht in der gebotenen Griindlichkeit be-
handelt werden. Wer aber wirklich authentische (und eventuell sogar schiiler-relevante)
Beispiele zur Zinseszinsrechnung im Unterricht behandeln mdchte, kommt an der Mog-
lichkeit unterjdhriger Zahlweise nicht vorbei. Zum Zwecke der eigenstindigen Erarbeitung
durch den Leser sind im folgenden die wesentlichen Grundsitze aufgefiihrt. Eine ausfuhr-
liche stoffdidaktische Analyse mit zahlreichen interessanten beispielhaften Problem'en
(Zuschlige fur unterjahrige Zahlweise bei Versicherungen, Hypotheken-Darlehen, Klein-
kredite, Auto-Finanzierungen, langfristige Geldanlagen mit den verschiedensten Bediq—
gungen, Bausparen, Zwischenfinanzierungen dazu, BAf6G-Darlehen) kann beim Autor di-
rekt angefordert werden.

(96) Nach der PAngV ist fiir die Ermittlung des effektiven Zinssatzes jede Zahlung, die nicht an
einem Laufzeitiahresende stattfindet, zundichst bis zum ndchsten solchen Jahresende (d. h. mit
einer kiirzeren Zinsperiode) und ab dann normal (d. h. mit Perioden der Linge 1 Jahr) aufzuzin-
sen. Die Zahlungen innerhalb eines Laufzeitjahres werden mit ihren aufgezinsten Werten
zum Jahresende saldiert, und dieser Saldo ist als eine einzige Zahlung zum Jahresende auf-
zufassen, die jenen tatsiichlichen Zahlungen dquivalent ist und diese ersetzt. Die Folge
aller dieser Salden iiber die Laufzeit liefert gerade den Zahlungsstrom (67) und danach den
effektiven Zinssatz gemiB (79). Es werden also nach wie vor nur Zahlungsstrome verwen-
det mit jihrlichen Zahlungen. Informationen iiber die tatsichliche Verteilung der Zahlun-
gen innerhalb jedes Jahres fallen dem VergiBprinzip (68) anheim.

Im Zahlungsstrom tritt dann i. a. der effektive Zinssatz als Variable auf. Dies kann fol-
gendermafBen beseitigt werden: Eine Zahlung Y, die um die Zeitspanne t Jahre (0 <t < Y
vor dem Jahresende stattfindet, hat zum Jahresende den Wert

Y- Q+t-x)=t-Y-01+x)+0-0)-Y.

(97) »Aufspaitverfahren«: Die Gleichung zeigt, daf dieser Wert sich auch ergibt, wenn man Y
in die beiden Teilet - Y und (1-t)- Y aufspaltet und so tut, als obt- Y am Jahresanfang und
(1-1)-Y am Jahresende gezahlt wiirde, so da3t-Y einmal mehr mit dem Zinsfaktor1+ X aufzu-
zinsen ist. )
In dem weit verbreiteten Fall, daB ein Darlehen Z, (< 0) n Jahre lang (n > 0) monatlich
nachschiissig mit gleichen Raten Y (> 0) zuriickgezahlt wird, ergibt sich als Zahlungsstrom:

(98) (Zo+55-Y;(n-1)-mal 12-Y;6,5 - Y)

(Man erkennt, daB der effektive Zinssatz co wird, wenn im ersten Jahr die Riickzahlungen
so hoch sind, dal der erste Eintrag im Zahlungsstrom nicht negativ ist, das Polynom (87)
S(y) lauter positive Koeffizienten und damit keine Nullstelle y > 0 hat.)

(99) Wenn nun auch noch die Gesamtlaufzeit nicht ganzjihrig ist, so fiihrt die Anlehnung
an die Sparkassenkonvention (23) zu dem »Prinzip vom nicht-ganzen Rest«: Die Laufzeit wird
von ihrem Anfang an in ganzjéhrige Zinsperioden eingeteilt, und ein etwaiger nicht-ganzer Rest
bildet eine weitere, kiirzere Zinsperiode.

(100) Darauf baut schlieBlich die »Formel der PAngV« mit Auszahlung K > 0, monatlichen

Raten R >0, Restschuld S (S> - R), Laufzeit n Jahre und m Monate (n >1;0<m<12) auf Der
Zahlungsstrom ist
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- K CR-
| -K+5,5 R,(n—1)—mall2'R;(6,5+mf'4l)-R'm—u R+S
mit der Bestimmungsgleichung 2 ’ 2 e
(“K+55-Ry-y"+12-R- L =Ly +(65+
y-1 ’

(wobeiy=1+xundy’=1+i“—21-xist)

m-1 s
PRy +m;l-R+s=o

fiir den effekti .

Ist dies:li[;:ﬁ:tlztzmssatz und der Endlichkeitsbedingung K> 55 R.
oo zu setzen. Fiir Lé:&:ﬁf:e? kzlpe reelle Losung x> -1, und der cff’ektive Zinssatz x ist
Zahlungsstrom (- K + 25 ’ Rle ’grleﬁflg/ifsf)ahgssvlvnd (n = 0), hat man entsprechend den
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