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Noch einmal: Zur Rolle der Anschauung in formalen Beweisen'
Von

PETER BENDER (PADERBORN)

In seinem Aruikel Anschauung und formaler Beweis (1981) analysiert Erik Stenius

u.a. folgenden Beweis des Satzes »In emem Parallelogramm sind gegem’iberliegende
Seiten gleichlang*:
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Abb. 1

Die Winkel BAC und DCA sind Wechselwinkel an parallelen Geréden ‘und da(l;(;{
(nach einem vorher bewiesenen Satz) kongruent. Entsprechend sind die Winkel B -
und DAC kongruent. Nach dem ebenfalls vorher bewiesenen Kongruenzsatz WSWBIE’
Dreiecke folgt dann, daf8 die Strecken AB und DC, sowie die Strecken AD und

kongruent sind.

Stenius bemerkt mit Recht, dafl bei diesem Beweis stillschweigend die Tatsache
benutzt wird, daff B und D in zwet verschiedenen Halbebenen beziiglich der Geradf{ﬂ
durch A und C liegen. Und zwar wird diese Tatsache der Figur entnommen, und dSlc
miifite eigentlich noch bewiesen werden (was bei einem systematischen Aufbau der

: : . der
Geometrie etwa aus den Hilbertschen Axiomen unter besonderer Benutzung
Anordnungsaxiome problemlos moglich ist).
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Dagegen hilt Rolf Struve in seiner Erwiderung Zur Rolle der Anschauung in
fOYmalen_ Beweisen (1986), daf der o. a. Beweis wortlich gelte und die zusitzlich
an§chaullch gewonnene Tatsache nicht erforderlich sei. Dazu verwendet er einen
Winkelbegriff, der nicht die Anordnung der Ebene benutzt, namlich: ein Winkel ist ein
Paar sich schneidender Geraden.

[?armt ‘geht Struve an Stenius’ Uberlegungen vorbei. Er stellt zwar indirekt fest, dafl
er sich mit seinem Winkelbegriff nicht gerade auf Euklid stiitzen kann, aber er meint, €s

»liefe sich der obige Beweis mutatis mutandis fuhren, wenn man Winkel auf andere Art

dEfmlert,' etwa als Paare von Halbstrahlen . . .© (gemeint ist: Halbgeraden). - Dieses
~mutandis* hat es jedoch in sich. In Hilberts (anordnungshaltiger) Begrifflichkeit mit
Paart?n von Halbgeraden als Winkel sind Stufen- und Wechselwinkel zwei verschiedene
Be.gnf'fe; Beim ersten sind die beiden Schenkel auf der gemeinsamen Geraden gleich
orentiert, und die beiden anderen Schenkel liegen in derselben Halbebene beziiglich
jener Geraden; beim zweiten sind die beiden Schenkel auf der gemeinsamen Geraden
entgegengesetzt orientiert, und die beiden anderen Schenkel liegen in verschiedenen
iHalblﬂz))enen (in Abb. 2 sind w; und w; Stufenwinkel und w; und v Wechsetwinkel fiir
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Wenn man bei dieser Begrifflichkeit mit Wechselwinkeln argumentieren mochte, so
muff man tatsichlich zunichst einmal nachweisen, dafl solche vorliegen. Und genau
dieses ist, wie Stenius feststellt, in dem von ihm analysierten Beweis nicht geschehen.

Es steht aufler Frage, daf Stenius mit dieser anordnungshaltigen Begrifflichkeit
arbeitet, und er kann davon ausgehen, daf der Leser das erkennt, auch und gerz}de
wenn diesem Leser die Verwendung dieser Begrifflichkeit nicht selbstverstindlich ist.

Es ist auch ein grobes Miftverstindnis, Stenius Zu unterstellen, daff er keinen
anderen Weg sicht®, als ,aus der Figur [zu] entnehmen, daft die Winkel BAC und ACD
Wechselwinkel sind“: Stenius konstatiert lediglich, daf (in seiner — anordnungshaltigen
- Begrifflichkeit) bei dem von ihm betrachteten Beweis eine Tatsache der Anschauung
entnommen wird und ,somit . . - die Anschauung der Figur eine entscheidende Rolle
in diesem Beweis® spielt. Er weiff schr wohl, dafl ,dieser Umstand den Bewets
unvollstindig macht“ (136), hebt auf das Axiom von Pasch ab, mit dem die Beweislucke
Zu_fﬁueﬂ wire (137), und erortert den epistemOIOgischen Status des Hilbertschen

Axiomensystems (137). Daher ist auch Struves belehrender Hinwes auf den ,in der

Mathematik Gblichen Weg®, einen Begriff zu definieren, unangebracht.

Zur Vermeidung von Mifiverstindnissen sei noch einmal Struves Anmerkung

unterstrichen, daf (sinngemafl) die chhselwinkel-Eigenschaft von BAC und CAD
folgert werden kann. Der

auch aus anordnungshaltigen Definitionen logisch ge

Abb. 2
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Beweis ist jedoch umstindlicher und erfordert eine groflere intellektuelle Anstrengung
(die bei Struves Definition bereits in der Begrifflichkeit steckt), wobei man auflerdem
Gefahr liuft, Sachverhalte heranzuziehen, die man nicht aus den Axiomen gefolgert,
sondern der Anschauung entnommen hat.

So etwas wie intellektuelle Anstrengung und der Akt des Erkennens ﬁberhz'iupt
spielen bei Struve keine Rolle. Er lafle die epistemologische, kognitive, s.ozmle,
didaktische Dimension des (formalen!) Beweisens aufler acht und beschrinkt sich auf
die formale Dimension (s. seine Einleitung). Diese Reduzierung wird jedoch dem von
Stenius erdrterten Problem nicht gerecht, was sich besonders deutlich am zweiten
Beispiel der Analyse zeigt:

Dort geht es darum, aus einem bestimmren Axiomensystem iiber Punkte, Geraden
und Inzidenz das Theorem _Es gibt wenigstens drei Punkte und drei Geraden® zu
folgern. Struve hat Recht, wenn er kritisierr, dafl bei Stenius der Beweis formal
eigentlich nicht gefihrt ist. Tatsichlich hat Stenius dieses Theorem nur unter
zusitzlichen Voraussetzungen (d. h. nur in bestimmten Modellen fiir das Axiomensy-
stem) bewiesen, indem er z. B. annimmt, ,daf} wir unter ,Punkten® Kreise und unter
»Geraden’ Quadrate verstehen und daf liegt auf als ,mit einer Linie verbpnden
gedeutet wird“ (138; Hervorhebung von mir). Dieser Mangel it sich jedoch,
wenigstens duferlich, ganz leicht beheben, indem man die zitierte Formulierung z. B:
ersetzt durch: ,Als Symbole verwenden wir: fiir ,Punkte’ Kreise, fiir ,Gerafien
Quadrate und fiir Jiegt auf* Verbindungslinien®. (Entsprechend wire bei den be_ldf-'rl
anderen von Stenius diskutierten Varianten des ,Beweisens® zu verfahren.) Damit ist
dem formalen Standpunkt Geniige getan, und Stenjus’ erkenntnistheoretische Analyse
wird in thren wesentlichen Aussagen von dieser Modifikation nicht beriihrt, _

Struves Darstellung des Beweises ist dann als vierte Variante eine vorziigliche
Erganzung und quasi ein vorldufiger Schluffpunkt dieser Analyse: Die Zuﬂehm.en_de
Abstraktheit der Symbolik in den drej von Stenius gelieferten Varianten wird mit 11"_1r
noch einmal gesteigert, und es wird zugleich deutlich, daf§ ein erkennendes Subjekt fi}f
das Verstindnis des Beweises nicht ohne Anschauung auskommt, die einmal durch die
Sprache (anschauliche Bedeutung von Begriffen wie ,Element’, ,Paar‘, ,und* usw.) und
zum anderen durch die Zeichen und dje Darstellung im Raum geliefert wird. Genau das
ist Stenius’ Aussage (s. sein Summary), .

Dafl man formale Beweise prinzipiell von Maschinen durchfiihren lassen kann (wie
Struve zutreffend schreibt), zeigt gerade, wie wenig die Reduktion des Beweisbegriffs

auf diese Facette geeignet ist, dem Kulturphinomen mathematischer Erkenntnis
niherzukommen.
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