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ZWEI “ZUGANGE” ZUM
INTEGRAL-BEGRIFF?

von

Peter Bender
Universitat - Gesamthochschule Paderborn

(Den Kollegen Werner Blum und Arnold Kirsch danke ich fur kritische

Anmerkungen zu einer ersten Fassung und eine produktive Diskus-
sion.)

Zusammenfassung

In der Analysis-Didaktik sind zwei Zugange zum Integral-Begriff gelaufig: Uber den Fla-
cheninhalts-Aspekt definieren und dann mit dem Stammfunktions-Aspekt konfrontie-
ren, oder umgekehrt. Bei sinnhafter, inhaltsreicher, anschaulicher Behandlung stimmen
aber die beiden Aspekte weitgehend Gberein. Es wird dafir pladiert, zuerst diese Uber-
einstimmung zu erarbeiten und darauf aufbauend das Integral einzufGhren.

Abstract

In school calculus there are mainly two views of the integral: as area and as anti-
derivative; and there are known twoways ofintroducing the concept: defineit by the area,
andthen confront it with the anti-derivative, or the other way round. lf those two views aré
taught in a meaningful, significant manner appealing the students’ intuitions, they
coincide largely. As a consequencs, this coincidence should be worked at beforehand,
and only then the notion of integral should be installed.

* Anschrift des Verfassers:

Prof. Dr. Peter Bender, U-GH Paderbomn, Fb17 - Mathematik-Informatik,
Warburger Str. 100, 4790 Paderborn

1. Problemaufrif3, Thesen

. o Mathe-
Es besteht heutzutage weitgehende Ubereinstimmung unter

iff i hul-
matikdidaktikern und -lehrern, da der .IntegraI-Begfzfrf‘ llgofg‘esr_ ASstekt
Analysis auf einen Flacheninhalts- und einen Stammb P ongogrindet
F-und S-Aspekt) und auf das Zusammenwirken derbei
wird.

L
Neben diesen beiden dominierenden Auffassqnge?( ‘;gme'nntiigézr
némiich als Flacheninhalt und als Stammfunktion, |0 1 (5. Danck-
Literatur weitere vor: vor allem die Auffassung als “gmggvﬁ Kﬁoche &
werls & Vogel 1986 [D&V], Blum & Torer 198 B

: i in der
Wippermann 1986 [K&W]). Dieser Aspekt spielt alerd 007 Ji, o
Schulpraxis eine nachgeordnete Rolle, da seine

. . ; de trivial
Statistik (mit der - u.a. - r gern gerechtfertigt wird) nich! 95

= . rvallange direkt auf
ist, und er als Quotient aus Flacheninhalt und Inteden kagnn. Die von

die Flacheninhalts-Auffassun zurl'Jth_Zlef!.Jhrt wer hnische
[K&W] dariiber hinaus behangelten “Zugénge’ S'ndh?ih?rsz/:verden.

Varianten und brauchen hier nicht explizit berijcksichlg kt. Die

- eKl.

Im folgenden geht es nur noch um den F- und umAiegEteAtngruht auf
Unterscheidung und Bezeichnung dieser beldench i:e)zbrauch, wie sie
¢inem allgemein geteilten Verstandnis _Und.Spra F.gAspekt: Fir eine
Sich in der didaktischen Literatur manifestieren- P R kann man
(stetige) Funktion f mit Definitions- und We_“ebf,' s Integral als inhalt
Kir gewisse Teilmengen des Definitionsbereichs a2

k-
g d Graph der Fun
der (orientierten) Flache zwischen erster Achse un Fur?ktion, deren

. ‘ s . t[die’
tion im e erklaren, S-Aspekt: ‘Das’ Integral IS 1 chgebrauch
Ableitung f ist. Dieser Unterscheidung und dem Sprachd

andlich formu-
4 iegen verstandhch_ _
schlieBe ich mich zunzchst an, um mein Anhegn Analyse relativieren.

ieren zu kdnnen, werde sie aber in der wel?e;esezeichnung unzurel
caesondere der F-Aspekt Wil QUrch selri‘n Apostrophe setze:
chend charakterisiert, weswegen ich diesé

Aspekt. - oi “Zugange”
In der deutschsprachigen Literatur werden dd‘zzr'r“j'%lz;\er der beiden
2um Integral-Begiff unterschieden, je nach CERL 0 o Tietze, Kiika
spekte den Primat hat, namlich (in def sgreh its.”Konzept”, beidem
&Wolpers 1982 [T K&W: 141]) das FIacheninZel b yom S-Aspekt
das integral als Fiacheninhalt eingefuhrt un "?(%nzep i
onfrontiert wird, und das Stammfunktions-

-

AANES



104

105

ten Rollen der beiden Aspekte.

Bei [B&T: 158ff] werden, teilweise mit anderer didaktischer Begrifflich-
keit, diese beiden “Konzepte” (“Grundverstédndnisse’) ebenfalls wohl
unterschieden. Fur [D&V] stellen sie verschiedene ‘“‘Sichten” vom
Integral dar, und sie lehnen sich insgesamt (nicht ausdriicklich bei
dieser Frage) an [B&T] an. [K&W:245ff] wiederum sprechen explizit
von verschiedenen “Zugangen”.

Auch wenn die Autoren sich nicht detailliert Uiber konkrete Auswirkun-
gen auf den Unterricht auslassen, so gehen sie offenbar doch davon
aus, daB mit den beiden “Zugéngen” bei ‘den’ Schulern unterschied-
liche Grundvorsteliungen und -verstédndnisse (GVV im Sinne von
Bender 1991) vom Integral ausgebildet werden. Gepragt werden diese
von demjenigen Aspekt, Gber den das Integral eingefihrt wird, wah-
rend sie von dem anderen lediglich ergénzt werden. Dabei 148t sich
eine (m.E. akzeptable) Bevorzugung des ‘F’-Aspekts feststellen.

In Absetzung von dieser herrschenden Meinung, zugleich aber auch
gewisse Tendenzen (zu mehr Sinnhaftigkeit und Anschaulichkeit)
unterstreichend, méchte ich folgende Thesen formulieren:

Erkenntnistheoretisch: Fir die Schul-Analysis stimmen ‘F’- und S-
Aspekt begrifflich stérker Gberein, als in der Didaktik und im Unterricht
weithin angenommen; denn die Essenz beider Aspekte ist das Kumu-
lieren, d.h. das Bilden von verallgemeinerten Produktsummen (vgl.
[B&T:159ff]).

Der Unterschied zwischenihnenreduziert sichi.w. darauf, ob es umdie
Neu- oder Rekonstruktion ‘der’ Integralfunktion geht (womit der Kern
der folgendenbeiden Alternativen gemeintist: zufist F gesucht, so daB
F ‘die’ Flacheninhaltsfunktion von fist; oder: zufist F gesucht, so dai
fdie Steigungsfunktion von Fist). Diese Unterscheidung istkaumnoch
mathematisch, wohl aber erkenntnistheoretisch relevant.

Far Didaktiker, Lehrer und Schiiler liefert haufig der Grad der Formali-
sierung das dominierende Trennungsmerkmal: der Flacheninhalt ist
eher auf einer anschaulichen und ‘die’ Stammfunktion eher auf einer
formalen Ebene angesiedelt.

Didaktisch: Will man im Mathematik-Unterricht sinnhafte Begriffe
ausbilden, so istIntegrieren essentiell als Kumulieren zu behandeln. In

assung entstehen dabei aus

der (m.E. friih wichtigen) funktionalen F keits-, Leistungs-,

Steigungs-, Langen-, Momentangeschwindigke 1 oy
Grer?zkgsten-Funl?tionen usw. die zugehdrigen Langelg-g,’zF)laﬁgzné?e
halts-, Weg-, Energie-, Kosten-Funktionen usw. (s. [B&T:S rln’existent
begriffliche Trennung von ‘F'- und S-Aspekt solite als nic
eingesehen werden (= Hauptsatz).

. . . i n Merkmale
Unabhangig davon, fiir wie wesentlich man die trenneenndgeaufeinan der

hétt, sollten die beiden Aspekte zeitlich und inhaitiich e |-
bezogen sein, so daB sie ;emeinsam das Fundament fu;1 dig Ill:]rthg; ]
Begriff legen und es nicht auf die Reihenfolge der Bleta ralund die
kommt. Zu diesem Zweck schiebt man die Rede vom 'n egrj1 g der
Verwendung des Integral-Zeichens auf, bis die Gleichberechtig

beiden Aspekte erkannt ist.

i X i sufig 1aBt sich nicht
Nicht alle der folgenden Uberlegungen sind neu. IT ilijrtgichendef Pra-

. : enm .
feststellen, wer einen bestimmten Gedaan:er oitze ich mich neben

gnanz erstmals ausgesprochen hat. D e auf
¢inigen Arbeiten ausg de?'a letzten beiden qahrze'h:;e'r(\a\rl‘cr)‘ri ;l‘ e
aktuelle didaktische Standardwerke. Fur die An_? r)ulemen or Analysis-
Erdrterung vieler grundsatzlicher und spezieller emen O erforder-
Didaktik verzichten; zur Begrindung der Thesen :j 1 e o szt
lich, auch einige wohlbekannte Gesichtspunkte
ren.

i hule
2. Unterschiede zwischen F- und S-Aspekt in der S¢
auf mathematischer Ebene?

21 Der Hauptsatz und seine Aquivalente!
Versionen

Ein wesentliches Problem beim A
Aufwerfen zweier Fragesteliungen, h
lun haben, und die Einsicht in inre (weitge
Namlich: “|st eine stetige Funktion f: [a,.b]—> der ersten Achse und
den Inhalt der (orientierten) Flache zwischen Funktion an, deren
dem Graph von f im IR?"; bzw.: ..., SO gib e";e des Flacheninhalts
Ableitung f ist”*. Bei einer funktionalen AUﬁas:geg, Satz gefaBt (wobel
wird diese Gleichwertigkeit pragnant in folge kt, aber nichtwesentlich
die Erganzung ‘mit Nullstellen’ in (i) Zwar koirtr:ufbenommen ist).
st und nur aus Griinden der Symmetrie

n verschiedenen

_Begyiffs ist das
ufbau des Integra] mi?einan derzu

; i weni N
die SChemr?:rr\de) (gieichwertlglgent,

W
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Satz A (i) Flacheninhaltsfunktionen sind Stammfunktionen (mit
Nulistelien).

(ii) Stammfunktionen (mit Nullstellen) sind Fidcheninhalts-
funktionen.

In vielen didaktischen Abhandlungenund Schulbichern ist die Klarheit
dieses Satzes getriibt, indem er von (fir ihn) nebensachlichen Zusam-
menhangen oder auch von (fir eine mathematisch saubere Formulie-
rung unvermeidlichen) Details iberwuchertist. AuBerdemiist, im Sinne
meiner o.a. These, einzurdumen, daB mit zunehmend genauer Analy-
se die begriffichen Unterschiede zwischen Flacheninhalts- und
Stammfunktionen sich sowieso in Nichts auflésen und der Satz sozu-
sagen trivial wird.

Ehe ich diese Analyse in Kap. 3 in Angriff nehme, mdchte ich zunachst
in einer starker formalisierten Darstellung idealtypisch die Unterschie-
de zwischen den beiden 0.a. “Zugangen’ (Versionen Ab und Ac) und
meinem Vorschlag (Aa), sowie deren Gemeinsamkeiten gegenuber
entfernteren Auffassungen (B und C) auf den Punkt bringen. Auch
wenn diese Ausfiihrungen vielleicht die Leistungsfahigkeit des mathe-
matischen Formalismus demonstrieren, so sind sie selbstredend nicht
fir eine direkte Umsetzung in den Unterricht gedacht. Indem sie aber
den jeweiligen (inner-mathematischen) ontologischen Status der be-
teiligten Begriffe bzw. Aussagen klar herauspraparieren, sind sie m.E.
eine unabdingbare epistemologische Grundlage fur die didaktische
Diskussion.

Die Stetigkeit einer Funktion f ist weder Voraussetzung fur die Existenz
einer Flacheninhalts-, noch fir die einer Stammfunktion. Auch als
Definitionsbereich kdmen andere Teilmengen von IR als lediglich
endliche Intervalle in Frage. Im folgenden geht es aber nicht nur nicht
um groBtmégliche Allgemeinheit, sie wirde sogar stéren. Deshaib
wird jetzt nur die Klasse C : = C[a;b] der auf einem endlichen, abge-
schiossenen Intervall [a;b]C IR definierten stetigen reellwertigen Funk-
tionen betrachtet.

Sei weiterhin C' die Klasse der einmal stetig differenzierbaren Funktio-
nen auf [a;b] und F die Klasse der Funktionen auf [a;b], die Flachenin-
haltsfunktion zu einem f € C sind. DaB C' & C und FCC gilt, ist
wohlbekannt, aber jetzt nicht wichtig. Sei weiter C',€C" die Menge der
stetig differenzierbaren Funktionen auf [a;b], die dort eine Nullstelle

haben, fiir r € [a;b] sei C' CC',, die Teilmenge derjenigen, dieinreine

= ) e Tei der Flachenin-
Mullstelle haben, und schiieBlich F & F die Te“mfvr;gihen rund dem

haltsfunktionen ab r, d.h. die den Flacheninhalt zwi o
Argument (etwa x) messen, fur die also trivialerweise r Nullstelle is
Dann ist -
SzA () F&C bzw. FCC',  bzw. F,EC'
(ii) C' EF bzw. C'&F, .
&

: -Inklusio-
Esgelten aber nicht nur diese (statisch formul|erte“)tMiggrewgnlgghéilei-
nen, sondern fiir einige natarliche Operatoren entSPreCiin. "2~y
chungen, die mehr funktionales Denken ansg-refheg- e chrieben), D,
(surjektive) Differentiations-Operator (auch “C —Tbi’ egktive) Einschran-
ieine (surjektive) Einschrénkugg ?;-f-g”’ D seine (bi] !

ung auf C', sowie A :C->F_der (bi] e L
sein% Fl'a‘ch"eif:mh;tsfunktioh ab r zuordnet (yvobzi g:f,'lé;?tivitét aller
von A und, so weit behauptet, die Injektivitat un J

i entifizierung
dieser Operatoren nicht trivial ist). Ztus:rrmgfl?l ;':,':,ggﬂs'?vasion Aa:
vonC', und F bzw.von C', und F hatm

Satz Aa (i) DoA, = id; bzw. DOA, = id. s
(i) AOD, = ide:
jons-Bildung,
Die Umkehr-Operation von D, bekannt als Stammfunktions-Bi

. tiq verstan-
wird haufig zunachst mitganz C' als Wertebereich mehrdeutig Ve

i ber die Um-
den. Fiir die beiden bijektiven Operatoren"DkltJ_nd ﬁ'd sg‘adtzaAa o etmit
kehr-Operatoren wohidefiniert und auch bijektiv, U
ihnen:

-— -1,
SazAa (i) D, =A bzw. A, =D,

. 3 " wi derEr
Beiden erwahnten “Zugangen” wird nun vor ' .
Aentweder (favorisiert) A, oder Dals Intergral (-Oper
und ! geschrieben. Die Sétze lauten nur.

Version Ab: Wenn “das Integral als Flacheninhal -
i onen.
SatzAb () Integralfunktionen sind Stammfunkt
(foy=tHrt€C.
]

rbeitung von Satz
2 r pezeichnet

it erklart” wird:
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(i) Stammfunktionen (mit Nulistellen) sind Integral-
funktionen.

F=F firFEC",.
Version Ac: Wenn *‘das Integral als Stammfunktion erklart” wird:
Satz Ac(i) Flacheninhaltsfunktionen sind Integralfunktionen.
{AMF) =F furFEF
bzw. (7\,(f))’ =f furf €C.

(i) Integralfunktionen (mit Nulistellen) sind Fldachen-
inhaltsfunktionen.

A,-f([f) =f furf EC
7
=F firF E€F.

bzw. A (F’)

Weil hier bei Satz Ac der Integral-Operator explizitvorkommen soll, d.h.
die Inversen der in Satz Aa(i) und (ii) und Ab verwendeten Operatoren,
treten bei (i) und (i) jeweils andere Definitionsbereiche auf. Das heifit
aber nicht, daB Ab und Aa sich begrifflich naher stinden als Acund Aa,
sondernlediglich, daB die fiir Aa zuerst eingefihrten Operatoren auf Ab
passen. Version Ab und die Operatoren D und A sind uns vertrauter als
Ac und die Inversen. Wie Satz Aa(jii) aber deutlich macht, 1aBt sich bei
Verwendung auch der Umkehr-Operatoren die Trennung der Opera-
tor-Gleichungen in (i) und (ii) nirgends stringent durchhalten.

Den bis jetzt vorgestellten Versionen ist gemeinsam, daB der ‘F’- und
der S-Aspekt unabhangig voneinander eingefiihrt und anschlieBend
als gleichwertig erkannt werden. Zu den Zeiten der Neuen Mathematik
wurden auch Integral-Begriffe diskutiert, bei denen einer der beiden
Aspekte mit Hilfe des anderen definiert wird, d.h. wo die Aspekte durch
Setzung gleichwertig werden. Wegen der Dominanz dieser definitori-
schen Abhangigkeit spielt es dann - anders als bei Version A - aus epi-
stemologischer Sicht keine Rolle mehr, wann und wie die Rede vom
Integral eingefuhrt wird, und ‘integral’-freie Varianten brauchen nicht
diskutiert zu werden.

Version B: Das “Integral wird als Stammfunktion erklart” und der FI&-
cheninhalt Gber das Integral definiert und damit Existenz (und Eindeu-

tigkeit) des Flacheninhalts durch Zuriickspielen auf die Differential-
rechnung erzwungen (z.B. Griesel 1970):

N . . i<t die Inte-
Def. B Die Fliicheninhaltsfunktionzu f€C ap r istdie
gralfunktion (= Stammfunktion) zu f mit Nullstelle 1.

A := j_f.
SazB (A() =f.

Version C: Aus systematischen Griinden sei _SCh“eB"C.r.‘ QOCh d“?
Variante angeﬁ]hrt,{iaB das “Integral als Flacheninhalt erklar dur;'cr’;iaer;t
schlieBend Differenzieren als Umkehrung des Integrierens ﬁIB bei
wird. Sie wire das (offenbar praxisfremde) Analogon zu Versmd " Dif-
dem durchaus diskutierenswerten Vorschlag, die '”te.gral- V\(/) rrs?:hlag
ferentialrechnung zu behandeln (s. [B&T:156f]). (Dieser ﬁ Sinas
wurde tatsachlich mit Version Ab gekoppelt, bei der dann aSeatz /g\Jb
von der Einfihrung des integrals bis zur Behandlung von

einige Zeit vergeht.)

i i ist diejeni ktion 1€C, die
Def. C Die Ableitung von F €F ist diejenige Funktion
Flals Integra?funktion (= Flicheninhaltsfunktion) hat.

( ! fyl:=f.
r .
SatzC { f ist Stammfunktion von {.

(Man beacht'é, daB Version B der Variante Ac und ve;ﬂ;"bgsgﬁf
Variante Ab entspricht.) Versionen Ac und C kommen e tologischen
ders fremd vor, und man muB sich bemuhen, der:zt o?es aguch bei
Status der beteiligten Begriffe und der Aussagen (letzte o daB der
Version B) dauernd zu beachten. Bei B wére noch zu Z'elr? Ableitung
so definierte Flacheninhalt, bei C, daB die so definie dewas in der
“verniinftig” ist, namlich letzten Endes, daB sie das ts Itr,‘z\;v im Unter-
Mathematik unter diesen Bezeichnungen gelaufig ';’ An. Beweisen
ficht vielleicht friiher schon einmal behandeit wur e'Satz i eine
Spart man also strenggenommen nichts, wenn man

Definition (B oder C) ummunzt.

N
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2.2 Wechsel des innermathematischen ontologischen Status als
Erkenntnisproblem

In den drei Varianten von Version A ist Teil (i) jedesmal eine simple
Konsequenz aus Teil (i) und umgekehrt; in den Versionen B und C ist
der Satz jedesmal eine simple Konsequenz aus der Definition. Mit
[B&T] sei aber unterstrichen, daB die Explizierung solcher einfacher
Folgerungen ihren Platz im Unterricht hat: nicht als ‘“groBartige”
Erkenntnis, sondern als operatives Durcharbeiten (ein didaktisches
Prinzip, das in der Oberstufe nicht weniger angebrachtist als in der Pri-
marstufe, wo es jedoch gelaufiger ist).

Wahrend Version C schon wegen ihrer mathematischen Abwegigkeit
sowieso nie zur Diskussion stand, hat sich auch Version B nicht
etablieren kdnnen, da mit ihr die meisten Schiler epistemologisch
Uberfordert sind.

Der bei ihr vorzunehmende Wechsel des ontologischen Status von
Begriffen ist sehr wohl eine wichtige Strategie des Mathematik-Trei-
bens, die m.E. zu dem Bild von Mathematik gehért, das wir Schulern
vermitteln sollten. Sie ist Teil einer allgemeineren Denk-, Verstehens-
und Kommunikations-Strategie, namlich des Perspektiven-Wechsels;
und zu deren Ausbildung beizutragen, ist eine genuine Aufgabe der
Schule. Die Beispiele fur diese Strategie sind aber sehr sorgféltig
auszuwahlen und ebenso sorgfaltig zu behandein. Denn je nach den
Umstanden (die von vielerlei Variablen und keineswegs nur vom Kurs-
oder Schultyp bestimmt werden) kdnnen tiefe kognitive Konflikte (was
noch kein Mangel sein muB) mit oder ohne hitzige Debatten, aber auch
absolute Ignoranz und auBerlicher unverstandener Mitvolizug die
Reaktion sein.

In den Zeiten der Neuen Mathematik mit der Strengewelle in der
Analysis hat man diese Probleme wohl unterschatzt, und die genannte
Strategie war geradezu ein Charakteristikum fir den Mathematik-
Unterricht mit Version B vom Aufbau des Integral-Begriffs als typi-
schem Beispiel.

Die erkenntnistheoretische Schwierigkeit von Version B liegt darin, daB
ein mathematisches Objekt neu eingeflhrt wird, das bereits vorhanden
ist (epistemologischer Widerspruch!) und von dem man Eigenschaf-
ten neu nachweist unter ausdriicklichem Verbot der Verwendung der

ohl diese genau dieselben sind
n man auch nicht dg—
Flacheninhalt’ vermei-

daB es sich um eine

bereits bekannten Eigenschaften, obwon
(kognitiver Widersprucht). Diesem Konflikt kan
durch aus dem Weg gehen, daB man das Wort
det; denn der springende Punkt ist ja gerade,
Neudefinition desselben handelt.

Selbstredend findet auch bei Version A in allen drel Varianten ein
Wechset des ontologischen Status statt, wenn die belc_ie':\ /;?t;i)elgﬁ
unabhangig voneinander eingebracht und dann als g|e|(:| \'Nhte? o
kannt werden. Diese Spielart der Strategie ist Schilern elginsamer
ganglich. weil dabei lediglich zwei Objekte aufgrund gem

Eigenschaften als wesensgleich zu erkennen sind.

; icht i i ine Rolle mehr
Da Version B in Didaktik und Unterricht inzwischen keine
spielt, wird auch sie von den weiteren Betrachtungen ausgeschlossen.

-Aspektauf didaktischer Ebene

n des Integral-Begriffs unter-

3.Unterschiede zwischen ‘F-und S

Wenn man dezidiert zwei Auspragunge . ) kt
scheidet, je nach dem ob dieser Uber den ‘F’- oder den S-Aspe

i i beiden Aspekte
eingefiihrt wird, dann setzt man voraus, daB diese on ASper
selbst deutlich unterschieden sind. Der Hauptsatz bzw. seine Aquiv

lente besagen, daB die Unterschiede nicht auf der rf?atggmafgrcnheer:
Ebene liegen. Fur die Ausbildung des |ntegraI-BegnhS ielen allerlei
den st aber nicht nur diese Ebene bedeutsam, vielme ésP(;asT eiben
Merkmale aus dem meta-mathematischen Bereichi.w.S. ( g allge
Anwenden, Lernen von Mathematik und Erkenntnisgewin

mein betreffend) eine Rolle.

ird fO Merkmale untersucht, ob
n e Ausp e aon SOICS; beiden Aspekten ublicher-

unterschiedliche Ausprégungen, die d¢ achlicher
weise -zugesprochenpwerden (und sei es aufgrur&?'tgrti):r:ﬂ zava:irr;lécend
Vorstellungen undVers'(émdnisse),nIchzr?iIfz\a/alrr::zrriI slich ahen. Die
Sind und_unterschiediiche Integra® dgrwenigerengzusammen,ihr

Merk sngeninhaltlich alle mehroder wi v
Gewi::?\at“\?ar:ﬁergt] stark, undeine natarliche Reinenfolge der Betrachtung

eéxistiert nicht.

Das Fazitwird sein, daB die beiden Aspekt
stimmen als gemeinhin angenommen.

e viel umfassender tberein-
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3.1 anschaulich-elementar vs. formal-analytisch

Mit seiner richtungsweisenden Arbeit (1976) [Ki] hat Kirsch die Didaktik
der Integralrechnung nachhaltig beeinfluBt, insbesondere auch den
vorliegenden Aufsatz. Ein grundlegender Gedanke in [Ki] ist der “un-
reflektierte” Einsatz des Flacheninhalts-Begriffs bei beschrankten
Punktmengen imIR* mit stiickweise stetigem Rand zum Aufbau des
Integral-Begriffs.

Auf diesen Ideen basiert z.B. folgende Metapher, mit der die funktiona-
le Auffassung vom Flacheninhalt forciert wird und Probleme mit dem
Auftreten negativer Werte entschérft werden:

Die erste Achse ist eine befestigte StraBe. Oberhalb von ihr befindet
sich ein gleichmaBig nasser Sumpf, der durch die StraBe und den
Graph der zuintegrierenden Funktion begrenztist. Auf der StraBe fahrt
ein Entwéasserungs-Fahrzeug ab einer bestimmten Stelle nach rechts.
Es hat Giber dem Sumpf senkrecht zur Fahrtrichtung einen hinreichend
langen Arm ausgefahren, mit dem es Uber einen (im Prinzip uninteres-
santen Mechanismus) den Sumpf entwéssert. Es fiihrt einen Behalter
mit sich, in dem das Wasser gesammelt wird. An jeder Stelle des Wegs
ist die Hohe des Wasserspiegels im Behalter ein (Langen-) MaB fir die
bis dahin Gberstrichene Flache.

Kommt man nun an Stellen, wo die Funktion negativ ist, dann muB die
Metapher erweitert werden: Unterhalb der ersten Achse liegt Wuste,
ebenfalls durch die StraBe und den Funktionsgraph begrenzt; und
diese wird mit Hilfe eines zweiten Arms senkrecht zur Fahrtrichtung,
jetzt Uber der Wuste, bewdssert. Nach wie vor ist die Hohe des
Wasserstands im Behalter an jeder Stelle ein MaB fir die uberstriche-
ne Flache. (Zur Weiterfihrung s. Bender 1991.)

Wenn man im Kontrast zu einem solichen anschaulichen Einsatz des
‘F’-Aspekts des S-Aspekt als ausgesprochen formal einschétzt, so
Ubersient man, daB Stammfunktionen ebenfalls ganz anschaulich
gewonnen werden kénnen: Man interpretiere die Ordinaten einer ge-
gebenen Funktion als Steigungen, zeichne das Richtungsfeld und
folge von einem bestimmten Punkt aus dem Pfad durch das Feld (vgl-
Bium & Kirsch 1979 [B&K]).

Existenz und Eindeutigkeit der so konstruierten Stammfunktion er-

scheinen allerdings weniger zwingend als bei der F!échgnnnhaltsfunk-
tion (s. [B&K:17])? obwogl man beidesmal beim graph|scheg_vrc‘)trugne-
hen an jeder Stelle dasselbe Problem hat, namlichin welcher Iq'nde?t
man weitergehen muB: denn auBer bei konstanten Funktlor|1en :n o
sich ja die einzuschlagende Richtung sofort (nlj(_qem Verlass de
Stelle. Der Grund fir diese geringere Plausibilitat liegt dam;’effekt
Steigungen (lokale Anderungsraten) und damit ihr 'Ges?lrgrénde-
weniger konkret sind als Strecken, die durch kontinuierliche

rung eine Flache erzeugen.

Hier gibt es aber ebenfalls erfolgversprechende Metaphgﬂzéeﬁ\)'\éen'
Fahrzeuge, die im Koordinatensysteman derselben Stelle |r‘: e o Stelle
Richtung losfahren und deren Lenkradeinschlage sich far emhfahren
des Definitionsbereichs voneinander unterscheiden, gurrionstan-
genaudenselben Graph. Dahinter stehtletztlich derSatzu te0 Sann ist
te Funktionen (ist die Ableitung in einem Intgr\{a!_l konstan D emand
die Funktion dort konstant), an dessen Plausibiltat wiederu

Zweifelt.

Solche anschaulichen Uberlegungen zu _Stammfunktlﬁn:: fs\:\tlllgig
sich auf eine entsprechende Basis in der Differentialrec nmfgnktions-
kénnen. Wenn bei Beginn der Integralrechnung der S';ta[[n dies nicht in
Kalkiil iblicherweise doch unanschaulich wirkt, SO lieg vlgrséu i
dessen Wesen begriindet, sondernin einem didaktischen

wahrend der Differentialrechnung.

Umgekehrt kann der F'-Aspekt bekanntlich beliebig wet formerCicy

. iff. Er
und prazisiert werden, z.B. mitdem Rieman?st(:jl’:ns ['ngé‘a(i-sv%%ﬁﬁ s
istin seinem Wesen nicht weniger formal als S SRy daiur u.a

haufig zu dieser Formalisierung nicht kommt, der
curricgulare Grunde maBgebend: da die lnt_egfa!'?ch';‘.";ﬁa’,f,a}g? jain
Differentialrechnung behandelt wird, fehlt die Zeit, un egangen, und
dieser schon einmal ausgiebig formal-analytisch ;o:,ngrnens leich-
auf eine Wiederholung kann, im Sinne exemplarische '

ter verzichtet werden.

i i der
3.2 Zwingende Reihenfolge? Zwingendes Schwergewicht bel

Behandiung?
en historischen Gri nden) innerhalbde

rIntegral-
Esistklar, warum (neb
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rechnung der ‘F’-Aspekt, zumindest gem&B der herrschenden didak-
tischen Meinung, intensiver behandelt wird: Er ist, im Rahmen des
Analysis-Unterrichts, das Neue; und es gilt, ein Gegengewicht zu
schaffen gegen die Neigung zu formalerem Vorgehen, wie es ja doch
i.a. mit dem S-Aspekt verbunden wird.

Eine naturliche Reihenfolge bietet sich m.E. nicht an: Tatsachlich
gehort der S-Aspekt zunachst einmal in die Differentialrechnung; z.B.
die sog. partielle Integration ist Teil dieses Operator-Kalktls. Es mag
sein, daB Schulbucher diese Einordnung nicht so vornehmen und
damit auf eine abgerundete Durcharbeitung des Differentiations-Be-
griffs verzichten.

Zwar liegt der Begriff des Flacheninhalts genetisch noch viel friher;
aber bei seiner Verwendung in der Integralrechnung erféhrt er eine
erhebliche Ausweitung, wahrend der S-Aspekt frisch und unverandert
aus der Differentialrechnung Ubernommen und ihm deswegen der
zeitliche Primat nicht von vorneherein streitig gemacht werden kann.

3.3 Kumulieren, verallgemeinerte Produktsummen, Gesamteffekt

Ob man sich mit der naiven Uberzeugung von der Existenz einer Fla-
cheninhaltsfunktion zufrieden gibt oder diese Uberzeugung in Rich-
tung ‘Riemannsches Integral’ tiefer legen und erst noch ohne Stamm-
funktionen rechnen kénnen will: Den Fldcheninhalt unter dem Graph
ermitteln ist Kumulieren. Bei endlicher Betrachtung liefern die Werte
der gegebenen (stetigen) Funktion f multipliziert mit einer kleinen
Schrittweite (natlirlich nur ungefahr) die absoluten Anderungen ‘der’
(d.h. unabhangig von der Anfangsstelle r) Flacheninhaltsfunktion F
beim Durchlaufen dieser Schrittweite:

F(¢)-F(x,) = f(x) - (x,-x,) flr x, <x<Xx,. Die Werte von f selbst liefern die
relativen Anderungen (sprich: mittlere Anderungsraten) von F, nam-
lich: (F(xﬁ)-F(x')) /(%,-x.) = f(x). Die Fldcheninhaltsfunktion zur Anfangs-
steller (also F=A (f)) gibtschlieBlich fir jedes x den Gesamteffekt der
Kumulierung von r bis x an.

Bei infinitesimaler Betrachtung ergibt sich die Aussage: Die Werte der
stetigen Funktion f sind die lokalen Anderungsraten samtlicher
(d.h. mit beliebiger Anfangsstelle r) zugehérigen Flacheninhalts-

. - . 56 fr i lle x den Ge-
funktionen F. (Wobei diese definitionsgeman far jede Ste

samteffekt bei %/:r Kumulierung der Werte von f von der Anfangsstelle
rbis dahin angibt.)

; i hne Heranzie-
Dieser Zusammenhang steckt von vorneherein '(als_o o
hung des S-Aspekts) ir?'l ‘F’-Aspekt und sollte mit due_semdvog&/?g;ang
an inhalttich ausgefiillt und expliziert werden (vg!. [Ki] un [B&K])-

Auch die Stammfunktionen entstehen durch Kumulieren: Benf eglci;l :)czieé
Betrachtung tut man so, als seien die Werte der Funktion Al
lokalen Anderungsraten der gesuchten Stammfun_ktlonenﬁtl e
einer kleinen Schrittweite ungefahr konstant. Dabei ents’teS e ij o
Stammfunktion an jeder Stelle x beim Durchlaufen derS Chrittweite
éine Anderung um ungefahr f(x) multipliziert mit d!ezerrn ittclere weite,
also: F(x,) - F(x,) = f(x) - (x,x,) filr X, < X<, und enn) e o ht
rungsrate von ungefahr f(x) selbst: (F(x,) - F(x))/ (xé-tx1 ~ 100, M et
dann wie bei den Flacheninhaltsfunktionen: Jede ammf fon gt
fiirjedes x den Gesamteffekt der Kumulierung von der Anfang

bis x an.

Faktisch bin ich hier auf eine naive Weise mit D‘lﬁeren_'glalfen #rg%z%ta:t.
gen und habe dies immer durch das Beiworl unge;‘ég‘r; Ia -gauch die
Die Physiker haben mit dieser Vorgehepsvyelse vie ?’n QIt enauen
Numeriker arbeiten mit diesem ‘ungefanr’, allerqln?s Im ugnterricht
Abschatzungen, und zwar oft mit analytischen Mittelr, = -

sollen solche Uberlegungen aber n
ersetzen, sondern sie nur durch de

unterstitzen.

Jedenfalls ergibt sich bei infinitesimaler B

analo ‘F’-Aspekt) dann die Aussage: 4 ainh fiir iede
sier stgt‘izgg:l Funkgon)f ab einer Stelle r, dann ergibt sich fur je

) o9 ist.
Stelle x derWert derjenigen StammfunktionF, fun:nen rggl\lﬁ;erzlee\:zn
(Wobei definitionsgeman deren lokale Anderungsrate

fsind.)

i - kt
etrachtung beim S Aspe
Kumuliert man die Werte

" i i its und
zwischen Ableiten einerseils o
ht?:v%. Stammfunktionen andererscc,ai:fse\;gﬁ
noch sinnfalliger durch die Bemerkung, da8 das alldteguvsoir': D
zenquotienten (zuerst die Differenz, danach Quotlelr:t s et
genau umgekehrt wird durch das Bilden von Produktsu.

Der inhaitliche Zusammen
Ubergang zu Flacheninhalts-
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das Produkt aus dem Quotient von vorher und A x, danach die
Summe). Der Grenziuibergang liefert dann verallgemeinerte Differen-
zenquotienten, namlich Differentialquotienten, denen veraligemeiner-
te Produktsummen entsprechen (s. [B&T:159ff]).

3.4 global vs. lokal

Es fragt sich, wo der globale Charakter der Produktsummen her-
kommt, wo doch der der Differenzenquotienten lokal ist. Tatsachlichist
auch das Bilden von Produktsummen zuniachst eine lokale Angele-
genheit: Zum Wert F(x) wird f(x) - Ax addiert, um ungefahr F(x+Ax) zu
erhalten. Erst die Kumulierung der Produkte von der Anfangsstelle aus
bis x ruft den globalen Charakter hervor. Entsprechend kdnnte man
auch das Bilden der Differenzen von der Anfangsstelle r aus bis x global
verstehen, wenn man von Stitzstelle zu Statzstelle weitergeht: An
jeder (Stiitz-) Stelle x ergeben die kumulierten Differenzen gerade den
Wert F(x)-F(r). Mit dem Dividieren durchAx werden die Differenzenquo-
tienten dann jedoch zu einem lokalen Begriff (vgl. [Ki]).

(Diese Uberlegungen kann man bei folgendem einfacheren Beispiel
verdeutlichen: dem Zusammenhang zwischen Folgen und Reihen.
Von einer Folge (a,) kommt man zu ihrer Reihe (s ) durch Partialsum-
menbildung:s_=a_+a,+...+a_;undjedeFolge (a ) kannman als Reihe
ihrer Differenzenfolge (d ) mitd =a -a_, (n>0) und d_ =a_ auffassen.
Die Summenbildung stellt man sich also global vor, jeweils beginnend
bei a; die Differenzenbildung dagegen sieht man lokal; es werden
dabel immer nur zwei Nachbarn herangezogen. Naturlich kdnnte man
auch die Summierung als lokale Operation, namlich rekursiv:
s =s_,+a_(n>0) und s_=a_; und die Differenzenbildung als globale
Operation verstehen: d =a -d_,-d_.-...-d_; aber diese Verstandnisse
sind sekundar, und bei ihnen werden die Folgen selbstbezuglich
definiert.)

Flacheninhalts- und Stammfunktionen haben gleichermaBen globalen
Charakter, weil fir jede Stelle x der Funktionswert den Gesamteffekt
der Kumulierung ab der Anfangsstelle angibt. Der /okale Charakter
kommt den Werten der Ausgangsfunktion zu.

35 Definition von Umkehr-Operatoren

Eine Unsymmetrie zwischen ‘F’- und S-Aspekt besteht darin, daf nur
beiletzterem eine Umkehr-Operation gelaufigist. Selbstredend konnte
man auch zum Flacheninhalts-Integral den Umkehr-Operagor_betrach-
en (s.0.: A"). Wenn man aber nicht gerade Absuchten wie in Kag. 2
ierfolgt, bestehteigentlich kein AnlaB, diesen eigens zu definieren. Aus
systematischen Grinden sollte er durchaus erwahnt yverden. Sobald
Satz A in irgendeiner Variante eingesehen ist, etwa mittels des Kumu-
ierens als gemeinsamem Wesenszug, hat man dann auch fur QIe Fla-
theninhaltsfunktionen den Differentiations-Opgrator zur Verfugung,
der beim Gblichen Curriculum ja begrifflich bereits voll ausgebaut ist.

3.6 praktisch vs. theoretisch, Einzelwerte vs. Funktion

. . o-
Oem ‘F’-Aspektwird gerne ein gewisser Anwendungsbezug zugespr
then, wéhr%nd der S-Aspekt eher in Verbindung mit theoregschim
nteresse gesehen wird; bei ersterem geht es um _prakhsche ?_re "
ungsprobleme, beiletzterem mehrum mathematisch-systematisc

Fragen.

n der Tat wird der Flacheninhalt haufig nicht s_ofc_;rt (und in mqnchen
Lehrgiangen nie) funktional betrachtet; aber die in 3.1 besqhnebizgg
Metapher und zahireiche Vorschlage in der Literatur (z.B. [.KI]) w?stre-
sinen elementaren Weg zur Funktions-Auffassung. DaB diese el e
benswert ist, steht auBer Frage: Sie liefert hier ein weiteres Beui‘plg el
die universelle mathematische Idee der Funktion; sie tragt erB e en
2ur Anwendbarkeit der Integralrechnung bel, indem sie viele 'irceh o
ungsprobleme Uberhaupt einer, zumindest einer okogorr:ll_; ol
Wsung zufiihrt; und sie erschlieBt die"Fert_l‘gkelten delr c s,
Differential- (Stammfunktions-) Kalkdl fur Flachen-Probleme (i.w.S.;

. 3.8).

ichti Funktio-
Es ist inzwischen nicht mehr ganz so wichtig, zu vorgelegten Fu
Nen ‘die’ Integralfunktion in geschlossener Form gngegez z:nl:ﬁgr?gg;
nvielen anwendungs-relevanten Fallen e)_astnert diesebe aur tich oe
Nicht. Aber es gibt leistungsfahige numerische Verfahren n7:| itvustal
lung bestimmter Integrale; und in Anbetracht der be.quf? n Verflg-
barkeit von Computern heutzutage erweist es sich (hau E)”gun ono-
mischer, diese Verfahren einzusetzen, als geschlossene LO g
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suchen und im Falle des Erfolgs (den man wiederum mit dem Compu-
terforcierenkann) diese dann doch wieder (compter-intern) numerisch
zu bearbeiten.

Auch im Gefolge grundsatzlicher Rechtfertigungs-Uberlegungen
haben Fertigkeiten im Kalkul zugunsten der Ausbildung von geeigne-
ten GVV an Bedeutung verloren. Wie weit sich dieser Paradigmen-
Wechsel im faktischen Unterricht niedergeschlagen hat, sei dahinge-
stellt, zumal bei Standardfunktionen die Beherrschung dieses Kalkuls
nach wie vor nétig ist.

Die integralrechnung profitiert hierbei von der vorausgegangenen Dif-
ferentialrechnung. Dies ist m.E. der Hauptgrund, wieso die Suche nach
einem geschlossenen Term flr ‘die’ Integralfunktion als an den S-
Aspekt geknupft gesehen wird. Beim ‘F’-Aspekt ist diese Aktivitéat aber
genauso relevant oder nicht. So wenig man in diesem Aspekt eine
eigene Umkehr-Operation definiert (s. 3.5), so wenig braucht man
einen eigenen Kalkil fir geschlossene Integralfunktionen (obwohl
man ihn aufgrund von 3.3 separat entwickeln kdnnte), dank der Fast-
Identifizierung mit dem S-Aspekt.

Zugleich haben auch bei diesem wiederum die Werte der Integralfunk-
tionen von vorneherein eine inhaltliche Bedeutung: Sie geben den
jeweiligen Gesamteffekt der Werte der Ausgangsfunktion an, die als
lokale Anderungsraten aufgefafit sind.

3.7 bestimmtes vs. unbestimmtes Integral

Auch der unglickliche Begriff des “‘unbestimmten Integrals’ gehort zu
beiden Aspekten gleichermaBen. Beim S-Aspekt entsteht die Mehr-
deutigkeit, indem man den Wert eines Konstanten-Summanden offen
1aBt, beim ‘F’-Aspekt, indem man offen |1aBt, an welcher Stelle angefan-
gen wird. DaB diese beiden Arten von Mehrdeutigkeit (fast) aquivalent
sind, ist auf dem Weg zur Fast-ldentifizierung der beiden Aspekte eine
wichtige Einsicht. Zu dieser gehort die Erkenntnis, daB es Stammfunk-
tionen ohne Nulistellen gibt, aber jede Flacheninhaltsfunktion an ihrer
Anfangsstelle den Wert 0 hat (zur Begriindung s. 3.9).

Die Rede vom unbestimmten Integral gehért m.E. nicht in die Schule
(@hnlich Griesel 1970). Der Integral-Operator solite eindeutig definiert

verden, d.h. die unvermeidliche Abhéngigkeit von einem Parameterist
w beriicksichtigen, und das einfache, aber Irrtumer suggengrende
Symbol * § * maBte aufgegeben werden. Es entfiele der Begriff des
bestimmten Integrals; und es brauchten nur noph die Integralfun.ktu?-
nen und das Integral als Zahl (im Zuge funktionalen Denkens: ais
Differenz der Werte einer Integralfunktion an zwei bestimmten Stellen)
unterschieden werden. Schreibweisen (mit der Variablen x und der

Stelle s):

i) = [T (= fHoet= ff'(x)dx 0.4),
F {t (={fydt usw,),

Fs) ?f (=i'f(t)dt usw.) .

i i i i - kt ein. Dort
Wohigemerkt, diese Schreibweisen schlieBen den S-Aspe .
bezeichnet r eine Nullstelle der in Frage steh_enden Stan(wjr_nflért\:s]omn:
Allerdings entsteht hier eine systematische Liicke durch ;g ol
unktionen ohne Nullstelien, die wohl nur mit einer umstan

Symbolik geschlossen werden kann.

i i i Be-
Nernach der Schule in Studium und Beruf mitder kqnveqtlonellen :
eichnungs-Vielfaltinder Integralrechnungkonfrontiert wnr%, kaqr;tsilﬁ:]\
dann, frih genug, damit auseinandersetzen. Die Schule erefelv et
mit einer sparsamen, aber klaren Begrifflichkeit besser c_!ar:aun oy
mit einer enzyklopadischen Darbietung von.vnelen Bezeic nu'nge Swer
sen. In diesem Zusammenhang ist auch die Vewyer_u_dung elbzuleh-
teichnung wie “Stammfunktionsintegral” bei der Elnfphrun% a i
%en. Sie ist bei beiden “Zugéngen” (und bei me:nerg ?; ineA?t
sowieso) nicht nur Uberflissig, da das lnt.egra_l aufeine un r)(u o
Yingefihrt wird, sondern sogar schadlich, indem sie Un erg v
»etont, die mit dem Hauptsatz bzw. seinen AqU'Va‘e"t,e"”ae?n o-
verden sollen und hochstens wieder bei Vertiefungen mit allg
n Funktionen fur ‘Spezialisten’ eine Rolle spielen.

1.8 geometrische Interpretation vs. Vverkérperungen in vielen
Sachbereichen

Die Interpretation der Begriffe der Schul-A
GréBen, namlich hauptsachlich Steigung,

nalysis als geometrjsche
Lange und Flacheninhalt
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bezogen auf Funktionsgraphen, liefert dem Lernenden die unentbehr-
liche Anschauung, einfache Sinnhaftigkeit und in deren Gefolge lei-
stungsfahige GVV. Zugleich besteht aber die Erfordernis, die Schiiler
nicht auf solche Interpretationen zu fixieren, sondern die Begriffe auch
in anderen Sachbereichen zu verkorpern. Diese Verallgemeinerung ist
zwar auch durch die Anwendungsorientierung des Mathematik-Unter-
richts motiviert und steht in deren Diensten, vordringlich ist aber ihre
Funktion, die mathematische Begriffsbildung zu férdern (vgl. Freuden-
thal 1973, [Ki:98] u.a.).

Die umfangreiche Liste von solchen Verkérperungen in [B&T:92], von
der ich in Kap. 1 bei Formulierung meiner Thesen einen Auszug
gebracht habe, halte ich fir ein zentrales Kapitel der Analysis-Didaktik.
Ein Ziel des Unterrichts sollte sein, die Schiller zu befahigen, in die
verschiedensten Gegenstandsbereichen, sofern sie ihnen sachlich
zuganglich sind, die Begriffe der Schul-Analysis einzubetten.

Bei diesen Aktivitaten 16st sich die Unterscheidung zwischen ‘F’- und
S-Aspektin Nichts auf; dennbei der Verkérperung der Kumulation mu
man deren Spezialisierung auf den Flacheninhalt iberwinden und auf
ihre bereichs-unabhéangige Bedeutung zuriickgehen: Angabe der
Gesamtanderung der (kumulierten) GréBe bis zu einem bestimmten
Ort, Zeitpunkt, einer Menge usw. - Und dies ist genau auch die
Bedeutung ‘der’ Stammfunktion.

DaB diese Uberwindung so schwer falit bzw. nicht geleistet wird, ist mit
Schuld der Namensgebung, die geeignet ist, den Aspekt durch Veren-
gung zu verfdlschen. Beim S-Aspekt hat man neben der geometri-
schen ‘Steigung’ schéne neutrale Namen wie ‘Ableitung’, ‘Stamm-
funktion’, ‘lokale Anderungsrate’, die verschiedene Verkorperungen
geradezu herausfordern. Beim ‘F’-Aspekt miiBte man eine umstandii-
che Wendung wie ‘im weiteren Sinn’ hinzufligen und trotzdem gewar-
tig sein, daB er immer noch zu eng verstanden wird.

Man bréuchte fiir den ‘F-Aspekt einen allgemeineren Namen wie
‘Integral-Aspekt’, ‘Kumulierungs-Aspekt’, ‘Gesamteffekts-Aspekt’
o.4., aber: der Tenor der ganzen Arbeit ist ja, daB diese Namen mit
demselben Recht dem S-Aspekt zugehdren.

3.9 konstruieren vs. rekonstruieren

Ein Unterschied zwischen beiden Aspekten kénnte in der Interpreta-
ion der Werte der Ausgangsfunktion liegen: Versteht man sie als
GréBen (i.w.S.) eines primér gegebenen GroBenbereichs, oder ver-
steht man sie als lokale Anderungsraten eines funktionalen Zusam-
menhangs mit Werten in einem anderen GréBenb_c_arelch? Im ersten
Verstandnis wiirde Kumulieren zum ‘F’-Aspekt gehoren und die Neu-
konstruktion eines funktionalen Zusammenhangs bedeuten. Im zwei-
ten wiirde es zum S-Aspekt gehoren und die Rekonstruktion (s.
[B&K:16]; auch von [D&V] hervorgehoben) eines solchen Zusammen-

hangs bedeuten.

Interessanterweise ist es gerade der so vertraute geomqtnsche_ Be-
reich, bseaid:m es einem leight unterlaufen kann, daBman diese belder}
Interpretationen nicht sorgféltig genug auseinanderhalt und dann (ajy
ritationen stoBt wie: Wieso ist der Ubergang zum Fldcheninhalt die
Umkehr-Operation zur Ableitung, mit der man doch zur Ste/gug_g
ibergeht? Das Irritierende daran ist, daB Ableiten bz{_w. Intggrnergnh |ﬁ
(GréBen-) Dimension nur um 1 vermindgrt bzw. erhoht', Flaphennn tar-
und Steigung sich aber um die Dimension 2 (Langeneinheiten) unte

scheiden.

Bei jedem Gegenstandsbereich bedeutet das Zeichnen eines r;u)n::
ionsgraphs eine Transformation der.gegebc_enen GroBefn (Iktw'n.( A
Langen. Nimmtman dasfur eine Funktionundihre Integ__ral unktio )
zusammen vor, dann werden eben beide Typenvon GroBenin Lange
transformiert, und deren Ersatz-Charakter ist i.a. klar.

kommt es vor, daB dieser Charak(tjgé
il j i i ich ist, wenn di

verwischt wird, weil ja keine Transformation erforde_rhch ist,
Werte der Ausganés- oder die ‘der’ Integralfunktion sglbst sgh?er:
Langen sind. Die Folge ist, daB dann bei der Transformation San. eun-
geometrischer GroBen deren urspriinglicher Charakter (als Steig
gen oder Flacheninhalte) auBer Acht gerét.

i ¥ die
kann man sich (und den Schiilern)
nd aufidsen. Links ist der Zusammenhang

i i ion in ei peliebigen Sachbe-
awischen Funktion und Integralfunktion in einem ; _
leich, ohne Transformation in Graprgen, dargestetlt,' recrixtt-sr,r a:rr:s?oert
Schieife, der Zusammenhang im Bereich der Geometrie, M

Im Bereich der Geometrie jedoch

An folgendem Diagramm
Problematik verdeutlichen u
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mation in Graphen (= Zeichnen): Hat man Steigungen, so werden
diese durch Hinzeichnen zu Langen (Ordinaten). Diese werden durch
Integrieren in Flacheninhalte Uberfihrt, und diese durch Zeichnen
wieder in Langen (als Funktion des Ortes wie alle diese GréBen). Die
Ableitung dieser Funktion ist gerade wieder die Steigungsfunktion, von
der man ausgegangen ist.

F Sach- Graph von F zeichnen Fi{x) Flachen-
Funktion F(x) L3ngen inhalte zum
Graph von f

Able. Integ. Able. Integ.
f Sach £ (x) Steigungen zeichnen Graph von f
Funktion des Graphs von F f(x) Langen

An den vier Kastchen der Schleife kann man auch schén den Unter-
schied zwischen dem Neu- und dem Rekonstruktions-Aspekt aufzei-
gen. LaBtman einmal das Zeichnen ganz auBer Betracht, dann stelien
die beiden linken Kastchen den Rekonstruktions- (S-) Aspekt und die
beiden rechten den Neukonstruktions- (‘F’-) Aspekt dar (vorausge-
setzt: zu ein- und demselben Sachverhalt). Die Spezialisierung auf die
Geometrie kann man noch beseitigen, indem man ‘Steigungen’ durch
‘lokale Anderungsraten’, ‘Langen’ durch ‘primare GréBen’ und ‘Fl&-
cheninhalte’ durch ‘kumulierte GroBen’ (0.4.) ersetzt.

Traditionell werden die meisten Regeln und sog. zentralen Sétze der
Schul-Analysis (s. [B&T:146ff]) als Teil der Differentialrechnung behan-
delt. D.h. sie werden von vorneherein als Aussagen (iber GroBen und
deren lokale Anderungsraten interpretiert und mit Ordinaten(langen)
und Tangenten(steigungen) mit 2.T. méaBigem Erfolg veranschaulicht.

Nimmt man nun die zweite Interpretationsméglichkeit hinzu, d.h.

versteht die Aussagen als solche Gber GréBen und deren kumulierte

GroBen und veranschaulicht sie mit Ordinaten(langen) und

Flachen(inhalten), dann gewinnt man Uberraschende, zumindest

ungewohnte Einsichten (s. Jahnke 1990). Diese ergeben sich sowohl

gt;% der neuen Sichtweise allein, als auch aus der Zusammenschau
ider.

Wohigemerkt: Der beschriebene Perspektivenwechsel erdffnet sich
war erst mit der Integralrechnung, aber er stellt nicht etwa einen
Ubertritt von der Differentialrechnung zu dieser dar, sonderndie Ergan-
wng der GréBen /Anderungsraten-lnterprete_xtion durch die GréBen/
kumulationsgroBen-Interpretation. Die Erweiterung, die mit der Inte-
gralrechnung stattfindet, liegt woanders, und zwar da_[nn, daf gewisse
Aussagen nun als ihr zugehérig erkannt werden bzw. Uberhaupterstin
den Blick kommen, namlich im Zusammenhang mit der Umkehrung
des Differentiations-Operators.

3.10 Resiimee

Inden meisten der analysierten Merkmale stim_men ‘F- ur_id S-A_spgkt
wveitgehend Uiberein. Eine deutliche Unterscheidung hat sich lediglich
n3.9 beim Merkmal ‘Neu-/Rekonstruktion’ ergeben. Alsin engem Zu-
sammenhang damit stehend erweist sich nun die Be‘n"\erkung in3.1,
JaB Existenz und Eindeutigkeit von Flacheninhalten (_F -Aspekt) zwin-
jender erscheinen als von Pfaden durch das RICh‘l'UﬂgSfe|d (S-
Aspekt). Natiirlich hat auch das faktische Curriculum mit der vor_hzrl!-
fen ausgiebigen Behandlung der Differentialrechnung untergch:e li-
the Auswirkungen auf die Ausbildung der GVV bei den Schilern, jg
nach dem welchen Aspekt manzugrundelegt. Diese EinfluBgroBe, L;)n

urst recht die sonstigen identifizierten Unterschiede beruhen aber

iberwiegend auf exogenen Konventionen.

i P y . o der
Dies stellt die beiden “Zugénge” ernsthaft in Frage, da bei ihnen de
ntegral-Begriff mit einem der beiden Aspekte und damit mit Ausprﬁi
Jungen der diskutierten Merkmale identifiziert wird, die ihm ntlcell
wkommen und die bei Einbringung des anderen Aspekis eventu

licht griindlich genug revidiert werden.

. i i t auBer
daB ‘F’- und S-Aspekt zunachst sehr verschlgd_en wn_rken. steht é
lweifel. Ihre weitgehende Wesensglejchhelt ist mit anschaul:cggz
Aktivitaten mit Graphen, Herauspréparieren der Idee der Kumuaarbei-
ind Verkorperungen der Begriffe in vielen Sachbereichen zu er

en. Der so entstehende Begriff ist dann das Integral.

Auch wenn man die Wesensgleichheit weniger ausgepragt einschatzt

ind daher dem Hauptsatz (bzw. seinen Aquivalenten) eine bedeuten-
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dere Rolle beim Zusammenspiel von ‘F’- und S-Aspekt einraumt,
spricht das obige Argument immer noch fir eine Einfihrung des
Integral-Begriffs erst nach dem Satz. Dabei handelt es sich nicht bloB
um eine Verzégerung bei der Verwendung des Worts ‘Integral’, son-
dern um die Ausbildung eines wirklich anderen Begriffs.

3.11 Zum Hauptsatz und seinen Aquivalenten

Bei einer sinnhaft-anschaulichen Einfiihrung in die Integralrechnung
stellt der Hauptsatz (bzw. seine Aquivalente) keinen besonderen Er-
kenntnisgewinn dar (dhnlich [Ki:98f]), und er kann ‘den’ Schilern nicht
als der fundamentale Satz vermittelt werden, als der er in der didakti-
schen Literatur diskutiert wird; denn er lautet (wobei wie immer die
Existenz der kumulierten Funktion vorausgesetzt ist):

Zu einer Funktion f ist die kumulierte Funktion F dieselbe,

- ob man die Kumulierung als Neukonstruktion auffaBt mit An-
fangsstelle r von F (mit r als Nulistelle von f) oder

- ob man die Kumulierung als Rekonstruktion auffaBt mit r als
Nulistelle von f (mit Anfangsstelle r von F).

Mehr sagt der Hauptsatz nicht, auch wenn er mit den Gblichen Bezeich-
nungen ausgesprochen wird. Seine Rolle kdnnte die einer prdgnanten
Fassung und Unterstreichung des erarbeiteten Sachverhalts sein.
Dieser sollte eine schlichte Form gegeben werden, ahnlich der hier
vorgelegten, wie gesagt, auch wenn sie mit anderen Bezeichnungen
erfolgt. Getrennt davon kdnnten dann weitere Aussagen, Folgerun-
gen, Anwendungen formuliert werden, etwa: ‘... und das bedeutet
(A(N)=fund A(F)=F .” oder: “Zur Ermittiung des Flacheninhalts

zwischen rund s nimmt man irgendeine Stammfunktion F und berech-

net F(s)-F(r) .” usw.

Entsprechend verlieren Beweise i.e.S. ihre Bedeutung. Wenn, wie in
der Studie von Breuker (1991), “der Grund fir den erstaunlichen
Zusammenhang zwischen Flache und Ableitung” bzw. ... Tangente”
einsichtig gemacht wird, so ist der ontologische Status dieser Aktivitat
traditionell wohl der eines Beweises. Demgegenuber handelt es sich
bei meinem Ansatz dabei eher um ein Durcharbeiten, bei dem gefragt
wird: “Wie sind die Objekte, Aussagen und Schliisse des Hauptsatzes

(der Wesensgleichheit zwischen ‘F’- und S-Aspekt) bei dieser oder
jener Verkdrperung zu interpretieren?”

4. Einige grundsatzliche Bemerkungen zur didaktischen Theorie
und Praxis

Ob einer der in der Literatur gelaufigen “Zugange” oder mein Vor-
schlag “statistisch signifikant”’ bessere Erfolge zeitigt, wird sich nicht
feststellen lassen. Schon wegen des erforderlichen Aufwands ist eine
grindliche empirische Untersuchung mit einer dermaBen sp_emellf_n
Fragestellung kaum zu rechtfertigen. Selbst wenn man eindeutig
festlegen kénnte, was “bessere Erfolge” sind, wirde man den ange-
strebten Vergleich nicht erhalten. Da Uben so viele dominante \{ﬁna-
blen (Lehrer-, Schiilerperson, Unterrichtsmethode q.v.a..m.) inren
EinfluB aus, die kaum kontrolliert werden konnen, daB sngh die subtilen
Unterschiede der Zugénge letztlich nicht in einem grenfbaren_Un’ge‘l(':
richtsergebnis niederschlagen konnen (ingbe_sorpeye, wenn sie ;{lrk-
lich alle ordentlich durchgefiinrt werden). Dies ist Ubrigens das Schic

sal der meisten statistischen Untersuchungen zu konkurrierenden

vergleichbaren didaktischen Ansatzen.

Nach wie vor ist die didaktisch orientierte Sachanalyse, verbundent ml:
informellen Unterrichts-Erfahrungen, ein unerse'tzhcheg Instrumec? zun
Auswahl von Unterrichts-Inhalten (in sehr weitem $mn). tﬁlsdee:;e !
empirische Absicherung kommt m.E. vor allem die Metho

Fallstudie in Frage.

Darliber hinaus ergaben sich wichtige Frag ) Analy-
SiS-Unterricr?t weitgim Vorfeld der hier vorgelegten Analyse, n;rimulci::r.‘
Urde eine Betonung inhaltlicher Vorstellungen das Lzrnlegnun on
erleichtern (wenn man einmal einen Lernznel;}ggtalqg in Anle e t?eja-
[B&T: 1961f] unterstellt)? So ganz zweifelsfrei 148t sich dies kr':!ker Deie-
hen: Denn was mir als mathematisch souveranem Dldat n'is fioe
Lehrer mit einigem eigenen Aufwand einen echten Erkennnocg owinn
bringt, muB bei Schiilern unter iblichen Voraussetzungen

nicht anschlagen.

Der Praktiker wird dariiber hinaus Zeit
daB der Analysis-Unterricht mit inhaltiiche

estellungen fir den Analy-

i i den
itmangel dagegen einwencer,
n Vorstellungen und Ver-
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standnissen angereichert werden soll. Allerdings ist hier schon die
Annahme eines “Anreicherns” im Ansatz verfehlt. lch meine vieimehr,
daB der Analysis-Unterricht auf solche GVV aufgebaut und bis zum
SchiuB von ihnen durchdrungen sein muB. In allen Abschnitten des
Curriculums ist Sinnhaftigkeit und Anschaulichkeit (natirlich ohne
Verfalschung, was immer eingehalten werden kann) einem instrumen-
tellen Absichten verpflichteten, kalkiil-orientierten oder symbol-mani-
pulierenden Vorgehen vorzuziehen.

Darauf haben nicht nur Grundkurs-Schiiler ein Recht ([Ki], [B&K],
[T,K&W], [B&T] u.v.a.). Auch die Leistungskurse sind keine Doméne-
von Wéchtern Uber abstrakte und formale Mathematik. Der Universi-
tats-Mathematiker ist ndmlich dankbar fur Studenten mit gut ausgebil-
deten GVV; und wenn paradoxerweise in Fachern, in denen Mathema-
tik ‘nur’ angewandt wird, auf solche GVV oft weniger Wert gelegt wird,
dann ist das eine Konsequenz daraus, daB sie bei ‘den’ Studenten
nicht vorausgesetzt werden kdnnen. Und dies ist keine Rechtfertigung
far die Abwesenheit im Schul-Unterricht.

Umden zeitkostenden Aufbau inhaltlicher GVV zu ermdglichen, miBte
einiges vom traditionellen Stoff geopfert werden, mehr noch: der
Analysis-Unterricht in fast allen Grundkursen und in vielen Leistungs-
kursen miBte stark verandert werden: Es miBte SchluB gemacht
werden mit der stillen Ubereinkunft zwischen vielen Lehrern und ihren
Schilern, daB kein Verstandnis der Begriffe erwartet wird, sondern
lediglich auBerliches Bewaltigen eines Kalkuls.
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