d) Bis auf ein Ausklammern von 1016+ 172l ynd Hilfs-
variable, mit denen man Doppelberechnungen cinsparcn
kann, ubertragt man die Formeln in ¢) direkt in ein Pro-
gramm: es wird hier nicht noch einrnal aufgeschrieben. Aller-
dings ist fiir spz eine Funktionsprozedur zu schreiben; sie
arbeitet intern die Ziffern einer gegebenen Zahl v stellen-
weise von rechts ab und baut dabei die Spiegelzahl von v ent-
sprechend von links auf. Die Programme werden hier in einer
PASCAL-dhnlichen Notation aufgeschrieben; auch die
GauBklammer und die Hochzahlschreibweise werden der
Lesbarkeit wegen verwender.

procedure spz(v :integer): integer;

vars, v, gh, rest, restsiz : intcger;

hegin
si=[lg(n)] + 1; (Stellenzahl)
gh:=[(s+1)/2}; (gut-halbe Stz.)
resti=v; (wird im folg. stcllenw. abgebaut)

reststz ;= gh; (zahlu diesen Stellenabbau)
spz:=(:

wdh spz:=spz ' 10 + rest - [rest/10] - 10;

resistz ;= reststz — 1;

if reststz >0 goto wdh:

end spz;

¢) Erlduterungen zu dem folgenden Programm: gh zahlt

die gut-halbe Stellenzahl wic oben. ¢ durchliuft Jeweils die
natlrlichen Zahlen von einer Zchnerpotenz bis zur nichsten.
Das Programm wird mit einer if-Bedingung gestoppt, sobald
die erzeugte Palindromzahl grofier als die vorgegebene Zahl

zu werden droht. Es besteht »hauptsiachlich« aus der Pro-
zedur entoderweder, welche entweder (hilfe = 1) die Palin-
drome mit 2 - gh - 1 Stellen oder (hilfe = @) diejenigen mit
2 - gh Stellen erzeugt. Die Funktionsprozedur spz aus d) wird
hier weiter verwendet.

program palindromaufstellung;

var n, 1, k, gh: integer;

procedure spz ...... wie in (4) ... end spz;
procedure entoderweder (hilfe: integer);

begin
ioi=108h-1
nacchst ki< i 1080y gpy (37100 ),

(Erstellung der Palindromzah! durch Spiegelung
der vorderen Hélften nach hinten)

if k>n goto stop;

write (k);

i i=1+1;

ifi<108h goto naechst; (i besitzt immer gh Stellen)

end entoderweder;

begin
read(n} (die »Grenzezahl n ist einzulesen)
gh :=1;

anfang cntoderweder (1); (Pal.zahlen mit2 - gh -1 Stellen)
entoderweder (0); (Pal.zahlen mit 2 - gh Stelien)
gh :=gh+1;
goto anfang;

stop  end palindromaufstellung. -

Zur Diskussion gestellt

Fehlvorstellungen und Fehlver-
stindnisse bei Folgen und Grenz-

len Schiilern erhebliche Fehlvorstellungen und  den Kern der Analysis ausmadl?"vl
~eerstandnisse (FVV) vor. die zum Teil auf  falls wenn diese nicht nur als rein m
ehensalche bei Lehrern zuriickgehen und schon in

eden-
athe-

matisches Gebiet aufgefafit wird, som

werten!

Verfasser: Prof. Dr. Peter Bender, U-GH Puder-
born, Fb Mathematik. Warburger Strafie 100,
790 Paderbarn

Auch wenn Folgen und Grenzwerte in den
Analysis-Kursen heutzutage knapper behandelt
werden, spielt die Begrifflichkeit nack wie vor
eine zentrale Rolle im Zusammenhang mit infi-

Lest] Denken. Bek lich liegen bei vie-

! Herm Professor Fxirz NEsTLE zum 60. Geburts-
tag gewidmer
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der 81 angelegt werden. Unter Beriicksichtigung  dern etwas von dem Geist der Anwe

der Luteratur dber die empirische Forschung wer-
den im Artkel diese FVV analysiert. Sie lie-
gen vor im Zusammenhang mit u. a formaler
Schreibiweise; Begriff des Hauptsticks; letztem
Foigenglied, Durchlaufen einer Folge; Schreib-
und Sprechweisen.

1 Vorbemerkungen

Im klassischen Analysis-Kurs wer-
den zuerst Folgen und der Grenzwertbe-
griff behandelt und darauf aufbauend
nacheinander Stetigkeit, Differentiation
und Integration. Es sind cigentlich die
letzten beiden der genannten Kapitel, die

dungsbezogenheit ausstrahlen soll. d‘ﬂel:
sie ihre iiberragende Bedeutung ve a
dankt. Bei dieser Reihenfolge bcsmhlJfr
doch die Gefahr, daf sie zugunsten d;
ersten beiden Kapitel zu kurz kom’geui
Daher rdumt man inzwischen in den "
Curricula diesen weniger Umfang '”_SC
Gewicht ein bzw. verlagert si€ '_lﬂl""s‘
nach hinten. Verschiedene Ansatz_ga‘l‘(‘;‘i_
Argumente dazu sind in dem d:{ e
schen Lehrbuch [5] ausfiihrlich darg
stellt.

Erginzend sei noch fo
stand genannt, der es Schul
und Lehrern erleichtert hal

Jgender UM
\buchautore®
t, die unter
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richliche Bedeutung von Folgen und Ste-
tigkeit niedriger anzusetzen: Es fchlt bei
diesen Themen ein umfangreicher Kal-
kiil, mit dessen Beherrschung allen Betei-
ligen Begriffsverstandnis vorgetauscht
werden kann; und die involvierten ma-
thematischen Situationen sind weniger
komplex und lassen weniger direkte An-
wendungen zu, s0 daf die am Unterricht
chm‘llgtﬂn unausweichlicher sich mit der
infinitesimalen Begrifflichkeit selbst be-
fassen mussen; kurz: bei den Gebieten
‘Folgen« und »Stetigkeite tritt ein Unrer-
richts-MiBerfolg deutlicher zutage als bei
‘Differentiationc und >Integrati0;1<,
Allerdings stellt der Abbau der ersten
be‘{den Gebicte cine didaktische Milch-
mad('he_n»Rcchnung dar, jedenfalls wenn
man meint, dafd sich ohne einen eigens und
ordentlich behandelren Grenzwertbegriff
{inirgendeiner Form) als Fundament spa-
ter mehr als nur vage und lecztlich falsche
“'}d un_gecignele Vorstellungen und Ver-
stindnisse von den zentralen Fragen, Me-
thoden und Begriffen der Analysis wie
lokale Anderungsrate u. v. a. m. ausbil-
ien. Em. extremes Beispiel wird in der
Sl?}]gﬂ-_l’hllosophie geliefert, wenn die
kt wiche, nur Streckenziige und keine
Z‘UI;nmcn Linien zu kennen (weswegen
\«Lird.) der I'ircis als 36_0-Eck eingefithrt
sl ]131 eine gbsnchtllche Vorpragung
wirdlev leferenualgcornetrie umgeminzt
feren&’\-g] NENN Qb Grundschiiler auf Dif-
SOll‘enh{ geometrie vorhereitet  werden
e n ,;e]x’dah_mgcstelh. Dafi Mathemati-
dcnkn kklymkcr, wenn sic infinitesimal
sche ;Ill kénnen, sich Differentiale als
. eine __Grql&cn vorstcllen, ist fiir sie
GrenmmI nmzlgch. Aber wenn noch kein
\'“rstle«{enbegnff_ dg ist, konnen solche
Au‘bﬁdmgcn. mit ihrer Robustheit die
hmﬁ ung dieses Begriffs auf Daucr be-
ern (vgl. [2], [7]).
Zun[Cll;lbmochte nun die Auseinanderset-
“'eiiger Y€r das Analysis-Curriculum nicht
dalmsc}\]erfolgen, sondern auf einige di-
eyt 1e Pmblem:z beim Thema »(Zah-
Tatséfhig'en l{nd Qrenzwer[e' eingehen.
o ich wird dieses Thema itblicher-
behang‘elgewmscx.u Umfang nach wie vor
plizit an'v:rdlf}(;h in der S I wenigstens im-
Puter in SC led;nen Stellen. Sel! _Cum»
en S, len Bereich d_er allgemcinbilden-
didak:isuhen gelgngt sind, erlebr es in der
cine, chen  Diskussion sogar wieder
“_Enengewlssen Aqfschwung: Das Aus-
e v von Zahlenfolgen, d.h. das Erzie-
Efgcbn? im Prinzip .belifebig genauen
rChlasan dur({h hinreichend weites
ohne uten (endlicher) Anfangsstiicke ist
unmg, 1‘_";1131“5_1‘ i. a. sehr mithsam bzw.
2 digsr » mit Computer aber trivial,
A s iterative (inklusive rekursive)

rhej A
iten gerade seine Spezialitit ist.

Die Hauptthese der vorliegenden
Arbeit lautet aber, da$ diese sog. dynami-
sche Aulfassung von Folgen, die Schilern
schon immer, also unabhingig vom Ar-
beitsmittel Computer, nahegebracht
werden sollte, mit verantwortlich ist far
verbreitete Fehlvorstellungen und -verstind-
nisse (FVV) vom Begriff des Grenzwerts.
Mit dieser These ist nicht die Konse-
quenz verbunden, die dynamische Sicht-
weise ginzlich zu eliminieren, die ja als
Einsticg und bei Anwendungen tiberaus
erfolgreich ist. Aber es gibt eine (nicht
zeitliche, sondern epistemologische) Phase
bei der Ausbildung des Grenzwertbe-
griffs, wo cine eher statischc Betrach-
tungsweise geboten ist, weil die vorder-
griindig dynamische in dic lrre fihrt.

Der Computer, die Inkarnation dyna-
mischer Vorgehensweisen und damit
eincs gewissen Zeitgeists in der westlichen
Welt, verscharft die Problematik mit sei-
ner Suggestion, die Unendtichkeit mhe-
los in den Griff zu kriegen. Wenn man
Schiiler an infinitesimales Denken heran-
fithren will, kann die Arbeit mit dem
Computer dafiir zundchst nur unterge-
ordnete Bedeutung haben. 06 man Schii-
ler (bzw. welche man) an infinitesimales
Denken heranfithren will, ist seit der Ver-
breitung des Computers nicht mehr und
nicht weniger fraglich als vorher. Jeden-
falls kénnen die numerischen Verfahren,
die sich auf die Schul-Analysis heziehen,
nicht ohne infinitcsimales Dcnken ver-
standen und auf Korrektheit gepruft wer-
den. Eine ausfihrliche Diskussion von
Maglichkeiten und Grenzen des Com-
puter-Einsatzes im Analysis-Umcrrichl
findet man in [4].

Es st nicht ausgemacht, daf es ge-
lingt, in den Lernprozessen der Schuler
die dynamischen Vorstellungen in den
entscheidenden Phasen der Begriffshil-
dung auszuschalten und sie dann wieder
suzulassen. Dics ist m. E. di¢ Hauptaufgabe
des Analysis-L'merrichls, mit deren 1.0-
sung dieser stcht und fallt und die derzeit
weltweit in der allgemeinbildenden Schule
nicht gelst zu sein scheint, Divse Auf-
gabe sollnunam Stoff>Folgen und Grenz:
werte«, dem Prototyp fur dicse Proble-
matik, dargestellt werden. Das dabei
verwendete didaktische Konstrukt:Grund-
vorstellungen und _verstandnisse (GVV):
ist in [2] austithrlich erlautert, erklirt sich
in erster Naherung aber auch von selbst.

2 Formalismus

Folgen sind ein klassisches Anwen-
dungsfeld fiir das Prinzip der vollstandi-
gen Induktion und andere Beweisverfah-
ren oder auch singuldre Beweise. Indieser
Funktion stellen sie an Schiiler und Stu-

denten z. T. hohe intellekruelle Anforde-
rungen. Die Schwierigkeiten liegen aber
eher beim Verstehen des Beweisens, be-
stimmter Beweisprinzipien und einzel-
ner Beweise und das hauptsichlich im
arithmetisch-algebraischen und weniger
im infinitesimalen Bereich. AuBerdem
spielt diesc Funktion, wenigstens  n
Grundkursen, heute keine grofie Rolle
mehr, so daff ich nicht weiter auf sie ein-
gehe. Es soll vielmchr die Begrifflichkeit
im Zentrum der Betrachtungen stchen.

Bei der symbolischen Schreibweise
va heifit Grenzwert der Folge (a,), falls
ge>03pNn 2 poa, —al <e« erschwert
offenbar das gchdufte Auftreten von
Quantoren und deren Reihenfolge sowie
das Auftreten von Ungleichungen mit Be-
triagen den Zugang ([8]).

Problematisch ist zunachst ¢cinmal dic
formale Schreibweise, weil man ihr nur
mit Mithe einen Sinn entnchmen kann.
Viel giinstiger ist eine Definition wie:
w. .., falls in jeder, noch so kleinen, Umgebung
von a ein Hauplstiick der Folge liegt« (mit den
diversen bekannten Varianten): nach
dem wohlbekannten Prinzip des Quan-
toren-Versteckens. Natiirlich sind die
Quantoren noch da, die Definition ist die-
selbe (eben!). und bei einem konkreten
Konvergenz- Nachweis st nicht anders
als vorher vorzugehen. Aber der Forma-
lismus und der Abschreckungseffekt sind
weg. und cinige Begriffe sind ausgelagert:
Umgebung und Hauptstiick.

3 Das Wesentliche einer Folge: die
Hauptstiicke

Fir GVV viclleicht noch glnstiger
wiire einc Sprechweise wier ». . falls das
Wesentliche der Folge in jeder, nock so klewnen,
Umgebungron a liegt« (wobei €5 auf den Sin-
gutar und nicht auf das Substantiv an-
kornmt) . a., obwohl diese mathema-
tisch ahnlich ungenau ist wie ndie Stamm-
funktion einer Funktione. Fur eine Folge
(a,) gibL s Ja nicht nur ein Hauptstiick,
sondern fir jedes natirliche g ist dic
Folge (aulazp ein Hauptstick von ihr
{(und dies sind auch alle). Aber dic Rede
von einem Hauptstick (unter vieleny ver-
leitet dazu. sich eine ¢ in verschiedene
Hauptsticke eingereilt vorzustellen, die
vielleicht abschnittsweise hintereinander
liegen 0.a. Das Wesentiiche dagegen ist die
gemeinsame Figenschaft aller Haupt-
stitcke, namlich daf ihnen an der ganzen
Folge nur endlich viele Glieder fehlen. Es
ist eigentlich nichts anderes als die Folge
selbst, bei einer beliebigen Nummer an-
fangend, fiir das man also, in Abhiangig-
keit vom vorgegebenen £, eine passende
Nummer auswahlen kann, so daf es in
der e-Umgebung von a licgt.

e s e Spesaacin._Fonkion sellen e on ST WE R, —
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In der Mengen-Sprache 148t sich das
Wesentliche einer Folge nicht direkr defi-
nieren; man muf dafir wohl doch die
Begrifflichkeit der Hauptstiicke verwen-
den; und es ist fraglich, ob die Vermen-
gung dieses vagen Konstrukts mit mathe-
matisch prizise definierten Objekten wie
in der o. 2. Formulierung in den Unter-
richt gehért. Aber zu GVV von Folgen
und Kovergenz gehort dieses Konstrukt,
ob man es nun mit dem Begriff des Haupt-
stiicks operationalisiert oder nicht.

Fiir konvergente Folgen (besonders
deutlich bei Reihen) ist charakteristisch,
dafl das numerisch Wesentliche am Anfang
sgeschieht- und die Folgenglieder sich mit
wachsenden Nummern immer weniger
voneinander unterscheiden. Gegen die-
ses numerisch Wesentliche ist das infinste-
simal Wesentliche (s. 0.) einer Folge deut-
lich abzugrenzen: Ersteres ist an An-
fangssticke, letzteres {insbesondere auch
die Eigenschaft der Konvergenz selbst)
an Haupustiicke der Folge gebunden.
(Der Ausdruck »Haupistiick: 0. . ist m. E.
der Wendung Endstiick. vorzuzichen,
damit nicht wieder der Gedanke an ein
Ende der Folge autkommr.)

4 Betragsstriche topologisch verstehen!

Die Betragsstriche rithren ungeeig-
nete GVV an, namlich: zu den beiden ge-
gebenen Zahlen 4, und 4 soll eine dritte,
mit diesen gleichberechtigle, ermittelt
werden: Deren Rolle als Abstand tritt in
den Hintergrund, da der Betragsterm
dem Bereich der Arithmetik (Rechnen in
R), und nicht der Topologic zugeordnet
wird. Eine Schreibweise wie d(a,, a) wiirde
wohl eher auf topologische GVV  zie-
len. Gegen diese spricht aber die Uber-
frachtung mir Symbolen, du ja keine
andere Ausfillung als chen die absolute
Differenz vorliegt. Wiirde man im IR™
(m > 1) arbeiten, hitte man es einfacher
(Y. sogar noch mit ila, — ail, weil auch
diese Symbolik iiblicherweise zuerst topo-
togisch und nicht als Rechenanweisung
aulgefat wird.

5 Das letzte Glied: ciner Folge?

Offenbar licgen die Schwierigkeiten
tiefer als nur im Formalismus. In [6] ist
herausgearbeitet, daf bereits fiir den
scheinbar einfachen Folgen-Begriff un-
geeignete Vorstellungen vorliegen, die
man i. w. darunter subsumieren kann,
dall eine Folge ein letstes Glied {mit der
Nummer ®) hat oder dafs man mit ihr 2u-
mindest ein solches erreichen kann {was
immer hier mit -erreichen. gemeint sein
soll). Mit verantwortlich fir diese FVV
ist cine kritiklose Ubernahme mathemari-
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scher Rede- und Schreibweisen in den
Unterricht und unzureichende Sorgfalt
bei der Pflege der GVV.

Das fangt an in der S1, etwa bei der
Approximation von z: Da wird cine Folge
von Polygonen betrachtet, dic immer
mehr Ecken haben, bis sie sehlieflich zum
Kreis werden. Selbst wenn der Lehrer
solche fehlerhaften Sprechweisen vermei-
det, entsteht bei den Schiilern leicht der
Eindruck, dafl der Kreis das letzte Ele-
ment dieser Folge sei; zum cinen aus opti-
schen Griinden; zum anderen, weil es ja
erklirrermafien um die Ermittlung eines
Grenzwertes durch einen Grenzprozefl geht:
Auch die verbale Beteuerung, dai man
den Grenzwert nicht erreicht, verhindert
nicht die Vorstellung, daf er am &nde der
Folge steht, da ja das ganze Unterrichts-
geschehen genau dieses nahelegt; und
wenn die Unerreichbarkeit  akzeptiert
wird, dann wird sie mit begrenzicr Zeit
und begrenzter Arithmetik von mensch-
lichen und elektronischen Rechnern er-
klart. =

Die unterschwellige Uberzeugung,
daR o cine Art letztes Element einer
Folge sei, findet man nicht sclten sogar
bei SII-Lehramtsstudenten der Mathe-
matik. Diese mag durch Erfahrungen mit
Kompakiifizierungen in der Topologie
verstirkt worden sein; sie geht m. E. aber
auf ungeniigende GVV aus der Schule
zuriick, wo mit dem >Wert« oo recht grofi-
2gig umngegangen wird. Es ist schon fas-
zinierend, wie leicht man dieses Monster
»Unendlichkeit:, ndmlich mittels einer lie-
genden Achr, in den Griff kriegt.

6 Der Grenzprozef fiihrt nicht zum
Grenzwert!

Ein anderer Typ von GrenzprozeR in
der STistdie Dezimalbruch-Entwicklung
rationaler Zahlen. Da wird ja iiblicher-

weise hergeleitet, dafl —;— = 0,3333.

ist, postuliert, daf dic Gleichung gilt,
wenn man nur unendlich weit geht, schlieg-

. 1 =
lich 3 - 0,3 geschrieben und dies mori-

viert als eme Abkiirzung fiir die unendlich vie-
fen Dreien. Hier wird mit einfachen Wor-
ten und Symbolen, aber unverfilscht, die
Doppelnatur zum Ausdruck gebracht,
die die Mathematikdidaktik in ihrem
Streben nach sdynamischen: Vorstellun-
gen, dem Grenzwertbegriff unterstellt:
Jlim. |« st eine Anweisung zur Durch-
fihrung eines Grenzprozesses und zu-
gleich dessen Resultat ([51)-

Nun ist diese Doppelnatur eines
algebraischen Terms, gleichzeitig eine
Rechenanweisung und deren Ergebnis
darzustellen, eine gangige und niitzliche

Auffassung, aher sie versagt, wenn dic
Anwcisung mit dem Durchlaufen einer
(unendlichen) Folge verbunden ist. Ein
Crenzpirozef3 fihrt nicht zum Grenzwert, weil
er kein Endc hat und setbst wenn er eines
hatte, dieses nie erreichen wiirde.
Deswegen haben Schiiler recht, wenn

NP
sic sich weigern, die Gleichheit 0,3 = T

bzw. dic noch paradoxerc 0,9 = 1 zu
akzeptieren. Sie nehmen hier den pro-
zeRhaften Teil der ihnen beigebrachten
Doppelnatur wértlich und bestreiten mit
Recht, dafl dieser Prozefl zum Grenzwert
fahrt. In [7] findet sich die Bcnbacl_ltung.
dafi Schiller sogar die Symmetrie d;r
Gleichheitsrelation leugnen, indem sie
zwar % = 0,3 anerkenncn, weil beim
Tesen von links nach rechts der Prozef

= 1
wiedergegeben ist, nicht aber 0,3 = e

weil der Prozef} nie becndet wc?rden kann
und damit keine Gelegenheit besteht,

1
»= g7« 2u sagen.

Wirklich verstanden werden kimn die
Gleichung 0,9 = 1 wohl nur auf hoherem
Niveau. Das Hinschreiben einer uncnd.-
lich langen Dezimalzahl ist nicht so tri-
vial, wie es die drei Punkte suggerieren.
die man nach cinigen Stellen hinter dem
Komma setzt. Vielmehr hat man ene Folge
von abbrechenden Dezimalzahlen mit 1mmer
mehr Stellen. Bei jedem Hinzufigen
ciner Stelle hat man eine neue Zahl. Nun
muf man nicht jede dieser Zahlen in den
Rang cines Folgenglieds erheben, son-
dern kann beim Aufbau der Folge auch nj
sehr grofen Schritten vorgehen. A'?bl’f‘r
chende Dezimalzahlen kann man 50 "}
einem einzigen Schritt Crha]lc‘n, und;{z;
wegen spielt bei ihnen diese Folgen- el
fassung keine Rolle. Aber zur Day"g]fﬂ
lung nicht-abbrechender Dezimalzab i
braucht man bei noch so grofien (abﬂll‘nh
mer endlichen!) Schritildngen unendllifEr
viele Glieder (d. h.: endlich \"lElC GhDeezi'
reichen niemals). Bei periodxsd‘len o
malbriichen hat man fir den (Jrc'm;em
dieser Folge dic Schreibweise mit s
Querstrich.  Niemand bczwexfe‘l!“ o
lm (0.9; 0,99; 0,999: ...) = 1 XSIHrgjb-
0,9 = 1 ist dann nur einekar:dtrt‘ Sc
weise fiir diesen Sachverhalr. o

Insgesamt firchte ich, daft Y;DC[};[;
sorgfaltige Bemithungen, mit »kon re( "
Handlungen und Handlungsfb]gen_ l;e"“
infinitesimale Prozesse [zu] mdu_ztlﬂwsi[_
(s. [10]) widerspriichlich und datf;: i)
gehend zum Scheitern verurtel - Be-
und ich méchte mich eher denj?ﬂlgz it
merkungen des Autors ansch]leﬁel L.
denen er selbst zur Vorsicht mahn
auf Probleme hinweist.

-—
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7 Ungiinstige Schreib- und Sprech-

weisen
Schreibweisen wie Jlim« mit dem Spe-
Py =y
zialfall ;E(; unterstiitzen die Vorstellung

vom letzten Element. Dabei ist diese
Schreibweise iiberfliissig; slim< genigt

(passend: lim k};G) Selbst wenn man

meint, den Laufindex n schreiben zu mis-

sen, was man bei (a,) in der Form (a,),

0<l:\er (4)nemn+ auch nur macht, wenn er

nicht eindeutig ist, dann gibt eine Form

wie >]inm< oder >lier\x; weniger Anlaf zu
e

Migverstandnissen, ist aber genausoklar.
.Ethfs anderes ist es mit der Schreib-
weise :‘h«rr: bei der Analyse von Funk-

tionen: die Angabe eines Grenzwerts im
Definitionsbereich  (einschlieBlich ~ sei-
nem Rand) ist erforderlich. Zwar wird da-
durch wieder die Vorstellung vom letzten
Fﬂlgenglled genihrt, aber diese Schreib-
weise hat, im Folgen-Konzept, sowieso
eine wesentlich komplexere Bedeutung:
F\{r all«_z Folgen (x,) im Definitionsbe-
reich mit Grenzwert xg sind die zugehori-
gen Folgen (f(x,)) auf Konvergenz zu
i‘t’\lfgnrusw. - Wer so weit fortgeschritten
l;e;n 3}; er diese Bedeutung erfaflt, sollte
eineE] robleme mehr mit der Annahme
- s letzien Folgenglieds haben, so daf8
4'ir?l?l '-h_m wohl die iibliche Schreibweise
{nklusive xg = a0y zumuten kann.
i _S()gar aus sachlichen Griinden ist
rigens die Schrcibweise slim< minde-

;:nf ffégW'ﬁrdig, da die Folge (n) nicht
xli:erglen’ so dafl die korrekte Aussage
B ﬂu(") ex. nicht« widerspriichlich wirkt.

:i?ag:'“lﬂ Si? retten, indem man a > &

enan ?“j\ “’Vachscn {iber allle %chranken

and nic}nmm Agffass'ung ist {iberhaupt,
nur hier, die adaquate.

8 Durchlaufenc einer Folge

d?n]g?;' Pﬂrghlaufcn ciner Folge muﬁ
%‘fmaghu ern in der $1 zu einem Erlebnis
Augdm;kwkellfdt'n (so altmodisch dieser
nichst in N:lngen mag), und zwar zZu-
durn-,]?\; man die natiirlichen Zahlen
mag ein t, kommt man an eine Zahl, wo
Zehner ganzes Buch braucht, umn sie 1m
nachs;j){)slcm aufzuschreiben. Fir die
Buch ralvlcht“man wieder ein ganzes
omune ur die nichste wieder usw. Man
ganc qua'r an Zahlen, fiir die man eine
der Erdel }mth}ek, samtliche Mole_ki'xle
Sums byg samtliche Molgkiile des Univer-
endlich :}mht, und hat immer noch erst
Men, iele, also nichts im Vergleich zur
“*ngederer, die noch fehien, dem Wesent-

—

lichen. Wenn man bedenkt, daf das alles
schon bei der Menge der Primzahlen so
ist, die im Vergleich zu IN verschwindend
klein ist, wo es vorkommen kann, daf
zwischen zwei Primzahlen Trillionen
und Abertrillionen Nicht-Primzahlen lie-
gen! Nun betrachtet man einmal cine

wo dieselben

1
10"/
Effckte aufireten. Usw. - Ohne einc sol-
che GVV von Folgen, die auch spiter
jmmer wieder verlebendigt werden muf,
ist eine adaquate GVV von Grenzwerten
m. E. kaum méglich.

Nullfolge, etwa (

9 Erleben« der Konvergenz mit dem
Computer?

Auf dem Computer lassen sich diese
GVV nur ungeniigend srealisierens, da
dessen tbliche Arithmetik nicht fiir das
Schreiben grofer nattrlicher Zahlen vor-
geschen ist. Insbesondere lafit sich mit
ihm nicht Konvergenz rerlebens; denn er
kann noch so viele Glicder einer Folge
ausgeben — es sind immer nur endlich
viele. Abgeschen von den Unzulinglich-
keiten, die seine normale Arithmetik mit
sich bringt, nimlich stagnierende Folgen
unabhéngig von dem Wert bzw. sogar un-
abhingig von der Existenz des Grenz-
werts (vgl. [9] u. v.a.), birgt ein solcher
Computer-Einsatz aber noch folgende
Geefahr: Indem er das Bildungsgesetz
eincr Folge mittels eines meist simplen
Programms scheinbar miihelos in eine
prinzipiell beliebig lange Aufzihlung um-
setzt, suggeriert er, daff er sirgendwie
den Grenzwert im Griff hatte. - Hat er
aber nicht.

Nach der Ausbildung eines ordent-
lichen Grenzwert-Begriffs ist der Com-
puter heutzutage unverzichtbar fir Be-
rechnungen aller Art in der Analysis und
jhren Anwendungen, aber auch niitzlich
zum Erlebenlassen nurmerischer Effekte
wie die oben genannten oder auch un-
terschiedlicher Konwrgnge;chwindigke(lm,

en (0 5))

und ( Z —1—>, nachdem man sich durch
Ko k!

2. B. bei den beiden Folgen

theoretische Argumentation  von der
Gleichheit ihrer Grenzwerte iberzeugt

hat.

10 Folgenals Abbildungen von INinIR

Ob man lediglich drei oder mit Hilfe
des Computers drei Trillionen Glieder
der Folge betrachtet; im Vergleich zu
dem, was man jewcils hinter sich hat, hat
man noch alles vor sich; und das, was
man noch vor sich hat, wird (bei diesem
Vergleich) nie weniger. Man kommt dem
Grenzwert im topologischen Raum R

M
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zwar beliebig nahe, aber beim Durchlau-
fen der Folge (abgesehen von den kinst-
lichen Fillen, wo der Grenzwert selbst
Folgenglied ist) kommt man ibm keine
Spur niher, weil er in der Folge gar nicht
enthalten ist.

DaB hier zwei Arten von Néhern vorlie-
gen, wird erst richtig durchsichtig, wenn
man Folgen als Abbildungen von IN in IR
auffabt. Der Grenzwert ist ein Hau-
fungswert der Wertemenge; aber er hat
(abgesehen von den 0. a. kiinstlichen Fal-
len) kein Urbild im Definitionsbereich
IN, und es kann keine Rede davon sein,
daR man sich ihm (via Urbild) durch
irgendein Durchlaufen des Definitionsbe-
reichs irgendwie nihert. Wenn Jjedoch
einc Zahl ein Folgenglied ist, dann hat sie
ein Urbild in IN, und wenn man sich ihr
(via diesem) nahert, dann erreicht man
sie auch in endlich vielen Schritten, und
die Rede von einem Nahern ist erneut be-
deutungslos. (Das weiter unten zu bespre-
chende Paradoxon von ZENOK beruht ge-
nau auf dem Konflikt zwischen dem Na-
hern in IN und dem in IR.)

Die Auffassung von Folgen als Funk-
tionen kann nicht am Anfang stchen.
Aber sie sollte schon cin Unterrichrsziel
sein, zumal sie auf einer elementareren
Begrifflichkeit beruht als mancher Sach-
verhalt, der den Schilern im Analysis-
Unterricht spiter noch begegnen wird
(z.B. die Ableitungsregel fur die Hinter-
cinanderausfithrung von Funktionen).

Mit dieser Auffassung wird auch klar,
dafs die Grenzwert-Eigenschatt einer Zahl
beziiglich einer Folge gar nicht von der
Abfulge der nariirtichen Zahlen abhingt,
sondern nur von der Wertemenge dieser
Folge. Jede Folge, die aus einer gegebe-
nen konvergenten Folge durch Permuta-
tion der Glieder hervorgeht, hat densel-
ben Grenzwert wie diese. - Diesc iiber-
raschende Tatsache stellt die Bedeutung
der dynamischen, prozcﬁhal‘tcn, iterativen,
algorithmischen (und was der Schlagwor-
ter mehr sind) Sichticetse vom Grenzwert
doch tiefgehend an Frage.

Solche Sichtweisen, die auf irgend-
cine Weise zeitliche Abliufe in die Mathe-
matik bringen, wohnen dicser nicht von
vornehercin inne (fiir diese Uberzeugung
muft man nicht Bourbakist sein), son-
dern es sind Anthropomorphismen (vgl.
{11]). die ihr aufgepragt werden, weil mit
deren Hilfe sich (auch beim Mathemati-
ker!) hiufig geeignete GVV ausbilden las-
sen. Ihre Eignung steht aber nicht auto-
matisch fest, sondern mufl von Mal zu
Mal gepritft werden; und beim Grenz-
wertbegriff falle diese Prifung negativ
aus. Ist dieser jedoch einmal ordentlich
ausgebildet, kommen sie durchaus wieder
in Betracht.
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11 Der Grenzwert als Abbildung aus
der Menge der konvergenten Fol-
gen nach IR

Auch in direktem Zusammenhang
mit dem Grenzwert kommt [unktionales
Denken ins Spicl, nimlich wenn man
slime als eine Funktion aus der Menge der
konvergenten Folgen nach IR auffafit und
{fragt: Was passiert im Wertebereich, wenn
man den Definitionsbereich in gewisser
Weise durchwandert bzw. Elemente des
Definitionsbereichs verkniipft u. 4.7

Bekannte Vorschlige wie die Na-
mensgebung >Beiwert 0. 4. zielen darauf
ab, diesen Zuordnungscharakter zum Aus-
druck zu bringen. Aber ich meine, dieser
Charakter sollte formal expliziert werden.
Da wird nicht Formalismus um seiner
selbst willen getrieben, sondern die Uni-
versalitat des Funktionsbegriffs erfahren
sowie die Grenzwertsatze strukturiert
und Gleichungen durchsichtig gemacht,
in denen >lim« auftrit.

Schreiben Schiler solche Gleichungen
auf, so herrscht haufig cin arges Durch-
einander(vgl. [3]u.a.): Ob lim:voreinen
Term geschrieben wird, f3llt der Belicbig-
keit anheim. Schon die Rede vom Term
ist eigentlich nicht korrekt und tragt zur
Verwirrung bei. Es sind Folgen, von
denen da der Grenzwert gebildet wird, und
dies sollte grundsiitzlich in der Schreib-
weise zum Ausdruck gebracht werden,
namlich ]durch die Klammern. Etwa
lim %) bedeutet Grenzwert der

140+ 67
Folge (W)‘ Streng genommen
mifite noch ein weiteres Klammernpaar
geschricben werden, namlich diec Funk-

tionsklammern, also lim ( lt 6 "))
7n=+5

Diese it man aber weg, und die iibrig-
bleibenden sind die Folgenklammern.
Durch den sog. Grenziibergang wer-
den Bezichungen zwischen Folgen zu
Bezichungen zwischen Zahlen, ectwa

6
. 140+ 6n . I+ n
lim = = lim = =
in~+5 2
(a2
14

7 - 2. Die Rede vom Grenzitbergang

unterstitzt FVV, wenn man dabei an das
Ergebnis des Durchlaufens der Folge
denkt; sie ist nur treffend als Bezeich-
nung far den Ubergang von der Menge
der konvergenten Folgen (Definitionsbe-
reich) in die Menge der Grenzwerte (Wer-
tebereich).

So dkonomisch eine lim-Gleichungskeite
wirkt, in die samtliche Rechnungen hin-
cingesteckt sind (z. B. die Herleitung der
Produktregel fir die Ableitung), so ver-

schleiert sie oft, aufgrund welcher Bezie-
hungen die einzelnen Gleichheitszeichen
gelten. Meistens wird der Grenziber-
gang nur bei ciner einzigen Gleichung ge-
braucht, und alle anderen sind alge-
braisch-arithmetischer Natur, die zwar
auch =zwischen Folgen, aber zunichst
zwischen den Folgengliedern bestehen.
Um dies zu betonen, sollte man vor dem
Hinschreiben der lim-Gleichungskette
zuerst diese elementaren Beziehungen
fixieren (ein allgemeines Prinzip der Infi-
nitesimalrechnung), etwa: Weil fir jedes

6
144+ —
. 142246n t
nelN gilt — = —————, des-
Tn°+5 5
7+ v
wegen ist ..., wobel man die Gleichung
14

7 = 2 wohl nicht mehr extra vorher

aufschreiben braucht.

12 Paradoxa

Zenox: Natiirlich holt AchiLies die
Schildkrote trotz zehnfacher Geschwin-
digkeit nie cin, wenn der Abstand die
Strecke betragt, fir die er 1 Zeiteinheit
braucht und wir den Wettlaufzu den Zeit-
punkten i; 1,1;1,11;1,111; .. . beobach-

ten: Der Einholzeitpunkt 19—0 ist zwar

Grenzwert dieser Folge, aber wird in
ihr nicht errcicht. AcHiLLEs kommt der
Schildkrite noch nicht cinmal beliebig
nahe, wenn wir z. B, als Zeitpunkte
%; %; %; ... withlen. Diese Wahl der
Zeitpunkte kann man sich als Drehen
eines Films vorstellen, wobei zu jedem
der gewahlten Zeitpunkte ein Bild belich-
tet wird. Dabei wird das Prinzip der Zest-
lupe verwendet: Die Abstinde zwischen
den Aufnahmen werden kiirzer gemacht,
hier: immer kiirzer, und der Film dann
mit konstanter Geschwindigkeit abge-
spielt. lm Film werden beide Laufer
immer langsamer, der Einholzeitpunkt
wird durch die Zeitlupe immer weiter hin-
ausgezdgert und bei beiden Filmen nie er-
reicht, egal wic lang man sie laufen lafi;.
In der realen Zreit und im Film bei vielen
andercn Folgen von Zeitpunkten (es muf}

10 . .
nur — liberschritten werden) iiberholt

AcHILLES selbstverstandlich die Schild-
kréte. 10
Zwischen 0 und 5 gibt es eben

itberabzahlbar viele Zeitpunkte, unter
denen man sich nur abzihlbar viele her
aussuchen und diese als Folge auffassen
mufl, um den Effekt zu erreichen, daf
man, wenn man diese Folge von Zeit-
punkten (als Beobachter) durchliuft, nie

den Zeitpunkt 19—0 erreicht und damit

nie die Situation, wo AcHiLLEs die Schild-
kréte einholt oder ihr gar voraus ist.
Diese Folge von Zeitpunkien mufl weder
monoton sein, noch konvergent sein,
10 . .
noch gegen <5 konvergieren, sie I;l(;lﬁ
nur im halbotfenen Intervall {0; —9—[
liegen.

Nun ist das schiine Paradoxon von
ZENan fast ganz entblitiert. Man braucht
keinen Wettlauf, sondern nur ein Objekt,
das sich vermoge der Funktionsglcichung
s=~10+ 9 - ¢ (wa s der Ort, ¢ die Zeit und
9 die konstante Geschwindigkeit ist)
gleichformig geradlinig bewegt, und

10
fragt dann, ob fir ein ¢ < <5 der Ort

s(f) = 0 erreicht werden kann. (Im_Paxa-
doxon ist s die Ortsdifferenz und 9 die Ge_-
schwindigkeitsdifferenz zwischen den bei-
den Laufern.) _
Noch cklatanter ist das Beispiel des
hiipfenden Balls, bei dem jeder beol?aqh-
ten kann, daf er nach endlicher va 1.1.e—
gen hleibt. Wenn man einmal alle Stér-
effekte der Realitit und quantenphysika-
lischen Argumente ausschlieRt und nur
cine geometrische Abnahme der Hohe
(etwa mit dem positiven Faktor p<1) und
eine geometrische Abnahme der Zc-“.
(etwa mit positivem ¢ < 1) Z\«_uschcn e
zwei Bodenberiithrungen annimmt, 0
haben sogar noch viele SI1I-Lehramts:
studenten der Mathematik im Hauptst-
dium die Vorstellung, daf ein Ball, den
ein Neandertaler hipfen lief, _nOCh
heute und in alle Ewigkeit hiipfen mifte.

der geo-

obwohl sie den Grenzwert 5— 7

metrischen Reihe sehr wohl kennen.

Sie unterscheiden nicht zwischen der
realen Zeit (die hier als ideales me_nhen?g:
tisches Objekt auftritt und mit R ‘dﬂ;u(a‘
ziert ist) und einer Zeit auf der Nt" -
Ebene, die beim gleichformigen Durchlfi\;
fen der Folge, also von IN._ Vgrgch;f(‘gié
[11]). Auch bei diesem Beispiel hilft .
Vorstellung von einer Filma.ufnahmf?_ "
Zeitlupe und erst recht eine ge“'si“
Formalisierung: Selbstredend konYnE;%ne
endlicher Zeit unendlich vl?le Vorl .-
(Bodenherithrungen) himere!nandé}l; flie
schehen: Wird die Gesamtzeit durf e
Bodenberithrungen in lauter In"]ns o
zerlegt und hat das erste die Lénge i
wie jedes folgende die 0,8fache L:ﬂ"i vor-
nes Vorgingers, dann ist in J 8 e
bei.

13 Zusammenfassung

er
Die beschricbenen_ Parad_m‘(iaml?d .
auch die Gleichheit 0,9 = 1 s\
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Priffsteine fiir wirkliches Durchschauen
des Folgen- und des Grenzwertbegriffs.
Wer meint, solche Probleme $II-Schii-
lern nicht zumuten zu koénnen, der kann
mit seinem ganzen Analysis-Unterricht
2u Hauge bleiben, weil er den (meisten)
Schitlern damit die Fithigkeit zum infini-
tesimalen Denken abspricht. Dafl fortge-
schrittene Mathematikstudenten an sol-
chen Problemen scheitern, wendet sich
gegen die klassische universitire Mathe-
matik-Aushildung, die bei aller "Tiefe
unq formalen Griindlichkeit versaumt,
GVV zu erzeugen, die angehendc Lehrer
und Mathematiker brauchen koénnten.

Ich habe hier keine Didaktik von Fol-
gen und Grenzwerten vorgelegt und auch
die Literatur nicht systematisch gesichtet,
sondern lediglich einen kleinen Aus-
schn?tt erkenntnistheoretischer Fragen
u d1e§em Thema betrachtet. Allerdihgs
erschfemt mir dieser Ausschnitt far die
Ausbildung infinitesimalen Denkens fun-
damental. Vielleicht missen nicht alle an-
gesprochenen Gesichtspunkte im Unter-
richt expliziert werden. Zumindest aber
der Lehrer sollte volle Klarheit iiber sie
haben, damit FVV nicht schon deswegen
Enltstehen, weil er sie selbst hat und, ob er
will oder nicht, sie mit seinen Aufierun-
gen auf die Schiiler iibertragt.

Diskussion und Kritik

%“ »Energieinderung beim
HMnschieben eines Dielektrikums
;ldas homogene Feld eines

; lattenkondensators«

30- Schmidt in MNU 43 (1990)
47—349)

I
(;’ﬂ”mfmf Dr. Ulrich Kipf, Fachhochschule
urg, Badstrafie 24, 7600 Offenburg

m;zilstelle immer wieder .fes(, daf selbst
ren Emﬂ'l der Elekt!-otec}‘mlk §elrcn er}di-
Diclekn?:n’ wo beim Einschieben eines
sator d; ums in einen Plattenkonden-
b ie fehlende Energie hinkommt.
diesese;:halb ist es sehr zu begriifien, daff
Sriffen wroblem von O. ScuminT aufge-
iedoch urde. Nach der Lektitre kam mir
der Satz aus dem anschliefienden
x—

—
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dann umso deutlicher den grofien Nutzen
des Energicsatzes bzw. der Bezichung
F. = dWidy bei praktischen Rechnungen.
Schlieflich verstehe ich nicht, warum
der Autor die grundlegende Gleichung
(1) nicht kurz ableitet; vielleicht so: der
Kondensator besteht aus 2wei parallel
geschalteten Teilen C=Cy+Cyp=.. . mit
dem Energieinhalt W(y) = QR0 = . ..
Die Differcntiation dWidy = d(QZ/(Q (%)%
dy = F, ist dann auch nicht mehr allzu
schwierig.
Erwiderung von Otto Schmidt

Die Einwande von U. K&pr bezichen
sich auf zwei Punkte:

1. Eine anschaulich-qualitative Er-
Klarung fir die Kraft auf das Dielektri-
kum wurde in meinem Artikel nicht ge-

eben.
2. Es fehlt eine kurze Herleitung der

Formel (1).
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