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1. Einleitung - Problemaufrif}

Der Wert des internen Zinssatzes, der Rendite, fiir die Investitions- oder Finanzplanung
wird immer wieder in Frage gestellt.! Er kann gewi nicht die einzige Entscheidungs-
grundlage, aber doch eine Entscheidungshilfe sein. Ein Teil der Bedenken resultiert
daraus, daB unter bestimmten Umstinden Existenz und Eindeutigkeit des internen Zins-
satzes bei der auf Boulding? zuriickgehenden Definition nicht gesichert sind.

Durch eine leichte Modifikation und Verschirfung dieser Definition kann man errei-
chen, daB der interne Zinssatz fiir alle denkbaren Investitionen eindeutig existiert, und
zwar so, daB er isoton ist, d. h., daB zu offensichtlich giinstigeren Investitionen - z. B. mit
héheren oder fritheren Einzahlungen - auch héhere Zinssitze gehoren. Allerdings erhilt
man dabei nicht zugleich auch noch die Stetigkeit des internen Zinssatzes als Funktion
auf der Menge aller Investitionen; man st68t vielmehr auf Investitionen, bei denen selbst
marginale Anderungen im Zahlungsstrom jeweils zu groen Anderungen beim internen
Zinssatz fithren. Fiir solche Investitionen (Unstetigkeitsstellen) ist der Begriff des inter-
nen Zinssatzes nicht mehr aussagekriftig. Sie treten in einem bestimmten Teilbereich
der Menge aller Investitionen verbreitet und dabei nicht leicht erkennbar auf. Dieser
Teilbereich 148t sich jedoch - auch formal - recht einfach beschreiben; er besteht aus In-
vestitionen, in denen sich Ein- und Auszahlungen zu héufig und mit zu groBen Betrigen
abwechseln.

Nach Meyer® und anderen kommen Investitionen mit mehreren Vorzeichenwechseln in
der Praxis zwar dauernd vor, aber so gut wie nie mit solchen Zahlenwerten, die diese
Uneindeutigkeits- bzw. Unstetigkeits-Phinomene nach sich ziehen. Daher liefern diese
Phiinomene kein Argument gegen die praktische Brauchbarkeit des internen Zinssatzes.
Dennoch sind die folgenden Untersuchungen nicht nur von theoretischem Interesse, da
es u. a. darum geht, die Grenzen, innerhalb derer diese Phinomene nicht auftreten,
méglichst weit zu ziehen und einfache Kriterien dafiir anzugeben, wann eine Investition
innerhalb dieser Grenzen liegt. Dariiber hinaus werden Investitionen mit negativen

Renditen einbezogen.

Wichtig ist vor allem die Diskussion der Eigenschaften, die ein Wirtschaftlichkeitsmab,
wie der interne Zinssatz, erfiillen sollte, namlich insbesondere Eindeutigkeit, Isotonie
und Stetigkeit.* Bei der Priffung verschiedener Modifikationen zeigt sich, daB nie alle
drei Eigenschaften zugleich erfiillbar sind, wenn man die Klasse der untersuchten Inve-
stitionen nur grof} genug wihit.

1 Siehe beispielsweise: Die Diskussion in Kilger, W., Kritik; die Auseinandersetzung zwischen L. Haber-
stock einerseits und E. Hosterbach, dem sich im wesentlichen anzuschlieBen ist, andererseits - siche
Hosterbach, E., Kapitalwert; Meyer, H., Fragwiirdigkeit; Norstrém, C. J,, Kritische Wirdigung, mit der
jeweils genannten Literatur,

2 Vergleiche Boulding, K. E., Time and Investment. Diese Definition wird in der vorliegenden Arbeit in

Abschnitt 2.2. eingefithrt und ab dann verwendet.

. Vergleiche Meyer, H., Die interne Verzinsung, Heft 8, S. 59.

Siche Definition 2.

11



Fir diese Analyse ist der dezidierte Einsatz mathematischer Methoden el_'forderlich, und
einige der Beispiele und Gegenbeispiele sind im Hinblick auf eine m('ighchs_t klare Illq-
strierung des jeweiligen mathematischen Sachverhalts und nicht auf praktische Reali-

sierbarkeit ausgewihlt. - Man erhlt folgende Ergebnisse:

Mit Hilfe einfacher arithmetischer Beziehungen 148t sich eine noch umfangreichere
Menge von Investitionen angeben als in der Literatur bisher beschrieben, fiir die Boul-
dings Definition ohne weiteres eindeutig einen isotonen und stetigen internen Zinssatz
liefert.’ Durch eine geringfiigige Erweiterung jener Definition wird die Menge der Inve-

stitionen mit eindeutig definiertem isotonen und - eingeschrinkt - stetigen internen
Zinssatz nochmals erheblich vergroBert %

2. Grundlegende Begriffe und wesentliche Ergebnisse
2.1. Der Zahlungsstrom

Aus finanzmathematischer Sicht ist die Investition eines Investors X in ein Investitions-
objekt Y7 vollstindig durch den Zahlungsstrom

(1) (ao; a5 .52 ) =: (ak)k =:a, neN, a eR,

.” Zahlungen 3, mit a,20 sind Einzahlungen, also Betrige,

. nzahlungen liegen vor, falls
4,>0 gilt. Zahlpngen, fir die a,<0 gilt, sind Auszahlungen, also Betrige, die aus dem
erfiigungsbereich des Investors flieBen. Sie sind echte Auszahlungen, falls a <0 gilt.

SchlieBlich heiBen Zahlungen, fiir die 3,=0 ist, Nullzahlungen. - Die iibliche Ein-
SChfaIJkung ,30*0*% wird aus systematischen Griinden zunichst nicht vorgenommen,;
auch iiber die Vorzeichen der a, werden vorliufig keine Annahmen getroffen.

F;ine wichtige Rolle fiir die weiteren Uberlegungen spielen der kumulierte Zahlungs-
strom,

@

(@ga’; wyal)) =1@ ) =2’ mit a’k:=j

1l
OM*‘

aj ,

der transformierte Zahlungsstrom,

H o, n L " H k =]
3) (ao,al;...;an)=:(ak)k=:a" mit a“k:=_20(2_} ‘o,
]2
5 .
S int Abschu;
3 s:::?agéxmmgmdw&mnmsnmw
8 ZDlmcsekannzuglcichalsF'mannerungvonYdurcthnfgcfaBt werden.



n
die Gesamtsumme, a’_ (=a",), und daneben auch das Volumen, 2 |3k|- der Investition.

Eine Investition heit gunstlg, falls dle Gesamtsumme positiv 1st, neutral falls sie null
ist, und ungiinstig, falls sie negativ ist.?

Jedem urspri‘mglichcn bzw. kumulierten bzw. transformierten Zahlungsstrom ist die Zahl
vi=v, bzw. v'i=v, bzw. v':=v, seiner Vorzeichenwechsel zugeordnet An der
Stelle i liegt ein Vorzc1chenwechsel vor, wenn eine Nummer j mit 0<i<j<n, a;+a. <0
und a, =0 fiir i<k<j existiert. Esist 0<v .<v, <v,<m. 10 Eine herkémmliche Investi-
tion a ist eine solche mit a,<0 und v=1, d. h, bei ihr erfolgen zunidchst lauter Aus-
zahlungen und dann lauter Einzahlungen.

2.2. Der interne Zinssatz als Nullstelle des Bestimmungspolynoms

Fiir eine beliebige Investition (ay), wird der interne Zinssatz iiblicherweise!!l als "die’
positive reelle Losung X, folgender Glclchung m x definiert, die das Gleichgewicht
zwischen allen auf einen bestimmten Zeitpunkt!? aufgezinsten Aus- und Einzahlungen
reprisentiert und durch Nachvollzug der Kapitalentwicklung iiber die Laufzeit entstan-
den gedacht werden kann.

4) gy (1+x)" + al-(1+1n()“'1 +..+ta ~(1+x)+2 =0

Scheinbar wird also so getan, als ob jedes frei werdende Kapital zu jeder Zeit zum selben
Zinssatz wieder angelegt und jedes zu bindende Kapital zu jeder Zeit zu genau diesem
Zinssatz finanziert wiirde. Dies ist die sog. Wiederanlage-Pramisse. Die offensichtliche
Realititswidrigkeit dieser Fiktion ist aber kein Argument gegen die Sinnhaftigkeit des
Begriffs des internen Zinssatzes. Wie sein Name schon sagt, soll der interne Zinssatz
einen Zahlungsstrom allein aus dessen innerer Struktur heraus charakterisieren, und
zwar genau aufgrund der Problemstellung im vorigen Absatz, die zu Gleichung (4)
fiihrte. Dagegen sind reale Moglichkeiten der Wiederanlage und der Refinanzierung,
wie iiberhaupt exogene EinfluBgroBen, definitionsgeméB irrelevant.

DaB der interne Zinssatz einer Investition kaum Aussagekraft fiir die Rentabilitit des
gesamten Unternehmens besitzt, ist trivial. Wenn aber die Bedingungen fiir frei werden-
des oder zu bindendes Kapital an den jeweiligen Zeitpunkten bekannt sind, dann sind
die aus dieser Kenntnis resultierenden Zahlungsstrome selbstredend in die Investition
einzubeziehen. Fest steht zumindest, daB in die Entscheidung iiber die Realisierung
einer Investition nicht nur der interne Zinssatz einflieBen kann, sondern unter vielen
anderen Gesichtspunkten auch die Moglichkeiten der Wiederanlage und der Refinanzie-
rung beriicksichtigt werden miissen. '

?  Diese Bestimmung entspricht der Priifung einer Investition auf Rentabilitt mit der Kapitalwertmetho-
10 de beziiglich eines Kalkulationszinssatzes von 0.
Siche Abschnitt 3.1.
1 yn Sinne Bouldings; vgl. Boulding, K. E., Time and Investment.
2 Hier: das Laufzcitende.
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Durch Ausmultiplizieren wird Gleichung (4) zu
(5) a'y+x® + a"l-x‘“1 toota g ex+ a’, =0.

Mit Induktion nach n zeigt man leicht, daB es sich bej den Koeffizienten a", gerade

um die Eintriige des transformierten Zahlungsstroms handelt. Es geht also um die Null-
stellen des Polynoms

6) p'(x):= py(x) := a'gex" + a"l-x“‘l tootaex+al
bzw.

() p(1+x):=p (1+x):= 4y (1+x)" + aj«(1+x)+1 4 4 a,
wobei p(1+x) =p"(x) gilt. Die Nullstellen von P" bzw. p werden auch als die Null-
stellen des Zahlungsstroms (a,), bzw. der Investition bezeichnet,

Das Polynom p bzw. p" ist folgendermaBen zu interpretieren: Fiir jeden Zinsfaktor
1+x, bzw. Zinssatz x, gibt es den Endwert der Investition bzw. des Zahlungsstroms als
Summe der Endwerte aller Zahlungen an. Durch Abzinsen auf den Zeitpunkt 0, d. h.
durch Division durch (1+x)" bzw. x®, erhilt man den Barwert, auch Kapitalwert ge-
nannt, in Abhingigkeit vom Zinssatz. Anders als bei der Kapitalwertmethode ist hier
aber nicht die Hohe des Barwerts von Interesse, sondern lediglich, ob er positiv, null
oder negativ ist, was fiir den Endwert jeweils gleichermaBen erfiillt ist. Der interne Zins-
satz ist dann dadurch bestimmt, daB mit ihm der Kapitalwert der Investition gerade 0ist.

€n wiirde, ist eigentlich absurd und wird bei den folgen-
zundchst - ausgeschlossen,



Beispiel 1:  Der Zahlungsstrom  (100.000.000; -1.410.000.000;  8.932.000.000;
=33.475.000.000; 82.193.170.000; -138.151.549.000; 160.976.515.800;
-128.395.279.600; 67.085.492.352; -20.733.613.056; 2.878.267.392)
hat die Nullstellen x1=0,1;x2=0,2;x3=0,3; X =0,4;x5=0,5 und x.=0,6;
wobei X3 und Xs doppelte, Xg dreifache Nullstelle ist. Als Werte t%r den

internen Zinssatz kommen nur x,; x; und x, in Betracht.

p"

T

1,50 4

1,00 4

050 4+

x Xy X Xg
t I\ xz\ : 5\7‘ + +
-0,100 0100 0200 0300 0400~ 0,500 0,600 0,700 0800 X
-0,50 4
Abbildung 1

Definition 1: Fiir eine Investition a heiBen folgende Nullstellen x, zuldssig, und nur sie
kommen als interner Zinssatz in Frage:

(a) Ist a giinstig, dann muB x, in R* liegen, und p" muB (fir ein x,
mit 0<x,<xy)in [x;;X;] streng monoton fallen,

(b) Ist a neutral, dann muB x,=0 sein.

(c) Ist a ungiinstig, dann muB x, in ]-1;0[ liegen, und p" muB (fiir ein
x; mit xy<x;<0)in [x5x,] streng monoton fallen.

Dadurch, daB die strenge Monotonie nur in einer halben und nicht in einer ganzen Um-
gebung von x, verlangt wird, sind bei giinstigen Investitionen noch mehrfache Nullstel-
len vom Typ wie x, in Beispiel 1 und bei ungiinstigen Investitionen solche vom Typ wie
Xs in Beispiel 1 z::i‘ﬁssig. Solche Nullstellen werden beim kontinuierlichen Ubergang zu
giinstigeren (bzw. ungiinstigeren) Investitionen nicht-reell komplex, d. h. als reelle Nuil-
stellen verschwinden sie, und der interne Zinssatz geht dann u. U. in » (bzw. -1) iber.
Insgesamt ergibt sich: Besitzt eine Investition die Laufzeit n, dann weist sie hochstens
(n+1)/2 zulissige Nullstellen auf.
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Wenn nun der Zinssatz ~1 in den folgenden Ausfiihrungen dennoch vorkqmmt, dann
nur zur Charakterisierung solcher ungiinstigen Investitionen, bei denen kelp noch so
kleiner positiver Zinsfaktor 1+x bzw, Zinssatz x >-1 existiert, mit dem Glelchl'll"lg 4)
erfiillt werden kénnte. Analog werden mit dem Wert « solche giinstigen Investitionen
charakterisiert, bei denen kein noch so groBer Zinssatz ausreicht, damit die Endwerte

der Auszahlungen den Endwerten der Einzahlungen das Gleichgewicht halten kénnen,
d. h. Gleichung (4) erfiillt werden kann,

Investitionen mit einem internen Zinssatz o sind durchaus realistisch; z. B. wenn die
Auszahlungen, wie beim Bausparen, erst nach einer ganzen Reihe von relativ hohfm
Einzahlungen erfolgen. Auch negative Renditen kénnen von vornherein geplant' sein;
etwa als bestmaégliche unter mehreren Alternativen zur Leistung eines Deckungsbeitrags.

2.3. Eigenschaften des internen Zinssatzes

Als Funktion auf der Menge der herkémmlichen Investitionen mit Wertebereich R>-1

besitzt der interne Zinssatz folgende Eigenschaften, die ihn formal zu einem brauchba-
ren Instrument zur Bewertung dieser Investitionen machen. Er liefert fiir jede her-
kémmliche Investition eindeutig eine reelle Zahl: positiv fiir
und negativ (> -1) fiir ungtinstige Investitionen (Existenz, Eindeutigkeit, Ordenbarkeit).

Ist eine Investition offensichtlich giinstiger als eine andere,* dann hat sie auch einen

hoheren internen Zinssatz (Isotonie). Kleine Anderungen eines Zahlungsstroms bewir-
ken kleine Anderungen des internen Zinssatzes (Stetigkeit).

in einer Note von Cuninghame-Green!® 7y finden, Allerdings
» Wie iiberhaupt weithin, der Sinn fiir die Bedeutung der Stetigkeit. - DaB der

14
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Definition 2: Eine Abbildung von einer Menge von Investitionen in Ry {e} ist als
interner Zinssatz brauchbar, wenn sie

I. jeder Investition dieser Menge genau eine reelle Zahl >-1 oder den
Wert o zuordnet (Existenz, Eindeutigkeit, Ordenbarkeit);

II. auch auf der Menge der giinstigen herkdbmmlichen Investitionen defi-
niert ist und dort mit dem {iiblichen internen Zinssatz, der positiven
reellen Losung von Gleichung (4), iibereinstimmt (Permanenz);

IIL. einer Investition, die offensichtlich giinstiger ist als eine andere,1®
einen hoheren Wert als jener zuordnet (Isotonie) (wobei die Moglich-
keit eingeschlossen ist, daB beide den Wert © oder beide den Wert
-1 erhalten);

IV. fiir jedes neN, als Funktion von R®™*! nach Ru{w} !7 mindestens
in denjenigen Bereichen stetig ist, wo sie nicht o, nicht 0 und nicht
-1 ist (eingeschriinkte Stetigkeit).

Will man Mehrdeutigkeiten durch die Verwendung von Zahlen-Tupeln, Intervallen oder
dhnlichen Konstrukten auffangen, so muB man diesen zum Zwecke der Ordenbarkeit
doch wieder eine einzelne reelle Zahl zuordnen (o. 4.). Die Forderung der Permanenz
legt nahe, auch fiir beliebige Investitionen den internen Zinssatz mit Hilfe der Losungen
von Gleichung (4) zu definieren. Ist keine positive reelle Losung vorhanden, mufl man
bei giinstigen Investitionen « verwenden; ist keine Losung im Intervall ]-1;0[ vorhan-
den, muB man bei ungiinstigen Investitionen -1 verwenden.18 Zwei Investitionen kén-
nen beide den Wert « oder beide den Wert -1 erhalten, auch wenn eine im Sinne der
Definitionen 6, 8A oder 8B giinstiger ist als die andere.

Dehnt man den Definitionsbereich fiir den internen Zinssatz (innerhalb R®*! fiir ein
festes neN) weit genug aus, treten Unstetigkeitsstellen auf. Zur Erhaltung der Brauch-
barkeit sind aber nur Unstetigkeitsstellen mit einem der Werte «, 0 oder -1 in jeder
ihrer Umgebungen zugelassen. Diese Werte sind ndmlich nur als qualitative Charakteri-
sierungen zu verstehen, wie fiir die Werte © und -1 in Abschnitt 2.2. ausgefiihrt wurde
und wie dies auch fiir neutrale Investitionen, mit dem internen Zinssatz 0, gilt. Denn
neutrale Investitionen stellen die Grenze zwischen giinstigen und ungiinstigen Investitio-
nen dar, die ja recht unterschiedlich zu behandeln sind. Unstetigkeit ist an den genann-
ten Stellen unvermeidlich; sie ist aber akzeptabel, weil sie dort jeweils einen Ubergang
zwischen qualitativen und quantitativen Betrachtungen markiert und durch die besonde-
ren Werte deutlich gekennzeichnet ist.

Man kénnte den Begriff "Brauchbarkeit’ noch enger definieren und keinerlei Unstetig-
keitsstellen zulassen, also von der Anwendung des internen Zinssatzes z. B. solche Inve-
stitionen ausschlieBen, die nur aus Auszahlungen bestehen. Zwar wird i. d. R. wohl kaum
eine derartige Investition geplant, aber auftreten kann sie durchaus; und es ist offen-

' Siche die Definitionen 6, 7, 8A und 8B.
17" Wobei eine Investition mit Laufzeit n als reclles (n+ 1)-Tupel aufgefaBt wird.
Siehe die Definitionen 3 und 5B.
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. - ieser
sichtlich, daB sie ungiinstiger ist als Investitionen, die Einzahlungen enthalten. Die

o . . A "
qualitative Vergleich wird durch die Setzung -1 fiir den internen Zinssatz zum Aus
druck gebracht.

» LN ) . . . f
Verstindlicherweise ist die Brauchbarkeits-Definition (Deﬁmtlon. 2) im len!)hck t;l:;?ile
gewihlt, da8 der in diesen Ausfiihrungen verwendete Be.:.grlff des internen ms_s:«ix] o S
auf einer méglichst groBen Klasse von Investitionen erfiillt. Auch wenn man SiC

Definition nicht anschlieBen will, so liefert die folggnde Analyse dennoch Gesichts-
punkte fiir eine Evaluation bzw. fiir eine eigene Definition,

24. Giinstige Investitionen (Sitze 1 und 2)

Satz 1: Fiir eine giinstige Investition1® (ap), mit

(a) V.- =1 (der kumulierte Zahlungsstrom hat genau einen Vorzeichenwechsel)
oder sogar nur

(b) v,.=1 (der transformierte Zahlungsstrom hat genau einen Vorzeichen-
a wechsel)

hat Gleichung (4) genau eine positive Losung Xy » die dariiber hinaus im Sinne

von Definition 1 Zulassig ist; d. h., der interne Zinssatz ist ohne weiteren Zusatz
eindeutig definiert.

wechsel im transformierten Zahlungsstrom ist der interne Zinssatz als positive reelle Lo-

Sung von Gleichung (4) wohldefiniert, isoton ynd stetig.

Lockert man die Bedingungen in Satz 1, indem man giinstige Investitionen mit v"¢ 1 be-
trachtet, so kann es passieren, daf Gleichung (4) keine, genau eine oder mehrere zulas
sige Losungen hat. Eg treten Investitionen auf, die bei mehreren verschiedenen zulissi-

gen Zinssitzen den Endwert 0 besitzen.? Es bestehen unterschiedliche Moglichkeiten,
diese Mehrdeutigkeit 2y berﬁcksichtigen:

Erstens kann man sich darayf beschriinken, daBl man den internen Zinssatz nur fiir
solche Investitionen definiert, fiir die h

namlich diejenigen, die in dep S
Zinssatz eben nur noch praktisc ehr theoretisch universe|] zur Bewer-
tung von Investitionen heranziehbar,

C., A Sufficient Condition; in Bernhard, R. H.,
n A More General Sufficient Condition; sowie i Pratt, J. w, Hammond, J. g 11, Evaluating Projects.
» Siche Witten, P_, Zimmermann, H-G, Eindeutigkeit, S, 105,

18



Als zweites kann man den internen Zinssatz als die Menge samtlicher zuldssiger Lo-
sungen oder als das Intervall von der kleinsten bis zur groBten zulissigen Losung
definieren. Fiir die in den Sitzen 2, 3A und 3B erfa3ten Investitionen ist der interne
Zinssatz dann nach wie vor eine Zahl, und man kann mit ihm dort wie gewohnt
umgehen. Als letztlich mengenwertige Funktion wiirde der interne Zinssatz sogar
eine verallgemeinerte Ordenbarkeit, Isotonie und Stetigkeit besitzen, die man aber
kaum noch inhaltlich interpretieren konnte. Die Mengenwertigkeit ist nimlich ein
mathematischer ’Kniff’, mit dem lediglich formale Eindeutigkeit erzwungen wird.
Die Informationen iiber die jeweilige Investition wiren in diesem Fall sehr vage, und
verschiedene Investitionen lieBen sich nur in Ausnahmefillen zwingend vergleichen
- wohlgemerkt, dieses Problem entsteht nur, wenn die Investitionen nicht die Vor-
aussetzungen der genannten Sitze erfiillen.

Die dritte Moglichkeit ist die, dab man als internen Zinssatz die kleinste aller positi-
ven Nullstellen bzw. gegebenenfalls « wihlt, wenn die Investition giinstig ist, und
die groBte aller Nullstellen im Intervall ]-1;0[ bzw. -1 wihlt, wenn die Investition
ungtinstig ist, womit man direkt die Forderungen I bis IIl aus Definition 2 erfiillt.23

Diese Wahl ist plausibel, denn bei der Suche nach dem internen Zinssatz einer giin-
stigen Investition?* als Nullstelle des Polynoms p" fingt man natiirlicherweise mit
dem Wert x=0 an und erhilt dabei als Endwert der Investition die Gesamtsumme
p(1)=p"(0)=a", . Dann 1d6t man x kontinuierlich wachsen, bis man erstmals einen
Wert x, erreicht, fir den p(1+xy)=p"(x;)=0 ist. Dieser Wert ist zuldssig, wie sich
in Abschnitt 3.5. zeigen wird; daher besteht kein AnlaB, nach weiteren Nullstellen zu
suchen. Wie schon die nicht-reellen komplexen, die negativen und die falsch auf
Verinderungen reagierenden® Nullstellen als Kandidaten fiir den internen Zinssatz
eliminiert wurden, werden nun auch diejenigen zulissigen Nullstellen ausgeschlos-
sen, die groBer sind als diese kleinste positive Nullstelle, und die Regel lautet: Zwei
giinstige Investitionen werden verglichen, indem man ihre kleinsten positiven Null-
stellen vergleicht.

Neben diesem formalen Prinzip kann man fiir die Wahl der kleinsten positiven Null-
stelle folgendes inhaltliche Argument ins Feld fithren: Die im Falle der Uneindeu-
tigkeit sowieso schon ausgeprigten Schwankungen zwischen den Zahlungen sollten
nicht noch durch eine hohe, wenn auch nur fiktiv angesetzte, Verzinsung verstirkt
werden; die (fiktiven) Reaktionen auf Anderungen im Zahlungsstrom sollten nicht

zu kriftig sein.

Der "Pferdeful’ befindet sich an anderer Stelle. Auf der Menge aller giinstigen Inve-
stitionen (mit bestimmter maximaler Laufzeit n) ist die kleinste positive Nulistelle
nicht stetig, d. h. es existieren Investitionen, bei denen marginale Anderungen im
Zahlungsstrom sprunghafte Anderungen der kleinsten positiven Nullstelle mit sich
bringen. Zwar sind deswegen immer noch konsistente qualitative Vergleiche ver-
schiedener Investitionen moglich, aber nicht mehr quantitative Einschitzungen, wo-
durch der Wert des internen Zinssatzes erheblich geschmilert wird. Er ist im Sinne
von Definition 2 nimlich nicht mehr brauchbar.
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Siehe Abschnitt 3.5.
Bei ciner ungiinstigen Investition geht man analog vor.
Siche Definition 1.
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Definition 3: Fiir eine giinstige Investition a ist der interne Zinssatz

o , falls sie keine positive Nullstelle besitzt,
X i=

X, , falls dies die kleinste positive Nullstelle ist.

o o Ba 28
Satz 2: (a) Auf der Menge aller giinstigen Investitionen mit héchstens zwei

Positiven Nullstellen it der interne Zinssatz aus Definition 3 im Sinne
von Definition 2 brauchbar.

(b) Auf der Menge aller giinstigen Investitionen erfiillt der interne Zins-
satz zwar die Forderungen I, I1 ynd IIL, nicht aber die Forderung IV
aus Definition Z; erist in diesem Sinne also nich¢ brauchbar.,

Es ist wohlbekannt, dag die Zahl m der positiven reellen Nullstellen einer Investition
nicht gréBer ist alg g

le Zahl v' der Vorzeichenwechsel ihres transformierten Zahlungs-
stroms und sich von dieser y i

cine gerade Zahl unterscheidet 29 Insgesamt gilt die
Ungleichungskerte

Priinglic hstens zwei Vorzelchenwechsel aufweisen, - Analoges
gilt fiir die Sirze 3A und 3B,

; Siehe die Beispiele 5 yng 15

=

» istundl;r;sen die Viclfachheitey der Nullsfellen mige2ihlt werden, :

n o o mcgeLthebeaspnckwcuHemm,P,ComaaAmms.ﬂﬁf

s



2.5. Neutrale und ungiinstige Investitionen (Sitze 3A und 3B)
Definition 4: Fiir eine neutrale Investition a ist der interne Zinssatz X, := 0.

Die Ubertragung des Begriffs des internen Zinssatzes auf ungiinstige Investitionen ist
prinzipiell in zwei Varianten moglich, die im folgenden mit A und B bezeichnet werden.

Definition 5A: Fiir eine ungiinstige Investition (ay)y ist der interne Zinssatz derjenige,
der nach Definition 3 der Investition (-a;), zukommt, wobei die Rollen
von Investor und Investitionsobjekt vertauscht sind.

Definition 5B: Fiir eine ungiinstige Investition a ist der interne Zinssatz

-1, falls sie keine Nullstelle im Intervall }-1;0[ aufweist,

Xo:=

Xq falls dies die groBite Nullstelle im Intervall ]-1;0{ ist.
In Variante B iibernimmt bei ungiinstigen Investitionen der Wert -1 die Rolle, die der
"Wert’ » bei giinstigen spielt. -1 ist das Infimum3! aller moglichen negativen Zinssatze;

der zugehorige Zinsfaktor ist 0, der ’Kehrwert’ von «.

Die Definitionen SA und 5B liegen den entsprechenden Varianten A und B zugrunde.
Diese schlieBen sich gegenseitig aus, d. h. bei der Bewertung von Investitionen mu man
entweder ausschlieBlich nach Variante A oder ausschlieBlich nach Variante B vorgehen.

Satz 3A:; Auf der Menge aller picht neutralen Investitionen mit hichstens zweis?

positiven Nullstellen und aller neutralen Investitionen ist der interne
Zinssatz aus den Definitionen 3, 4 und 5A im Sinne von Definition 2

brauchbar.

Satz 3B: Auf der Menge aller giinstigen Investitionen mit hichstens zwei positi-
ven Nullstellen, aller neutralen Investitionen und aller ungiinstigen Inve-
stitionen mit hochstens zwei Nulistellen im Intervall ]-1;0[ ist der in-
terne Zinssatz aus den Definitionen 3, 4 und 5B im Sinne von Defini-

tion 2 brauchbar,

Der interne Zinssatz nach den Definitionen 3, 4 und S ist also weder in Variante A noch
in Variante B in brauchbarer Weise auf die Menge aller Investitionen iibertragbar, da er
nach Aussage (b) von Satz 2 schon auf die Menge der giinstigen Investitionen nicht ent-

sprechend iibertragbar ist.

A ] .
Das Infimum ist die Untergrenze, dic jedoch sclbst nicht angenommen wird. _ - -
Hier misssen wicderum die Viclfachheiten der Nullstellen mitgezahlt werden. Gleiches gilt fur die ent-
sprechenden Passagen in Satz 3B.
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3. Definitionen, Hilfssatze, Beweise der Sitze und Erliuterungen

Wahrend Gleichung (4) eine Beziehung zwischen den _Endwerten der. Ejntl"éige eines
Zahlungsstroms (), mit Laufzeit n ist, wird in der Fmanzmath_ematlk iiblicherweise
die im wesentlichen dquivalente Gleichung p(1+x)/(1+x)"=0 zwischen den Barwerten
betrachtet. Gleichung (4) hat jedoch den Vorteil, eine Polynomgleichung zu sein.

Der herkémmliche Fall ist dadurch charakterisiert, da a5<0 ist und der .Zahlungsstrom
genau einen Vorzeichenwechsel aufweist (v=1). Es ist also mindestens eine echte Aus-
und mindestens eine echte Einzahlung vorhanden, und simtliche echten Auszahlungen
liegen vor simtlichen echten Einzahlungen. Es ist plausibel und auch matl}ematlsch
leicht zu zeigen, daB bej herkdmmlichen Investitionen Gleichung (4) genau eine reelle
Losung Xo>=1 liefert. Zum Beweis benutzt man die Tatsache, daB, wenn die letgte
echte Auszahlung in der Periode m (0sm<n; oft m=0) stattfindet, die Fl..lnktls)ﬂ
P+x)/(1+x)™™ | die in R>-1 dieselbe Nullstellenmenge wie p(1+x) besitzt, in
diesem Bereich streng monoton fallend ist, fiir x gegen -1 positiv und fir x gegen «

negativ wird. Diese Nullstelle ist im Sinne von Definition 1 zuldssig, und fiir sie gilt, weil
p( 1)=a’n ist, auBerdem

©) %20, falls 2’2

Al

wie man sich anhand von Abbildun
Nullstelle bei herkémmlichen Inves
‘ungiinstig’, und die Nullstelle ist da

g2 leicht verdeutlichen kann. Das Vorzeichen der

titionen paBt also zum Typ ’giinstig’, *neutral’ bzw.
her automatisch der interne Zinssatz >3



1+x 1+4x

1 I+xy
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/é‘
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“‘K“q

Abbildung 2

3.1. Die Anzahl der Vorzeichenwechsel im transformierten Zahlungsstrom

Das Polynom (7), p(1+x), kann man als endliche Potenzreihe in x , entwickelt um den
Punkt -1, auffassen. Zwecks Entwicklung um den Punkt 0 multipliziert man die bino-
mischen Produkte (1+x)¥ einfach aus und erhélt nach Zusammenfassung der Summan-
den das Polyngm (6), P'(x)=a’gex"+a" -x"1+ 42" -x+a", wobei die Beziehung-

en(3), a", = = (lr(1 -J!) "3, bestehen. Die Riicktransformation wird iiber die Beziehungen
j=0 7%

k f
= n-J. of = k'j- " ] =
(10 &= G (D fir k=01 .0

bewerkstelligt. Die Transformation von (), in (a"y), 4Bt sich numerisch sparsam mit
dem erweiterten Horner-Schema®* durchfiihren, wobei folgende Schar von Koeffizien-
tenfolgen entsteht;3

* Alle Zeilen nach der 1. Zeile crgeben sich durch Kumulierung (Partialsummenbildung) aus ihrer jewei-

ligen Vorgangerzeile und werden nach der 2. Zeile jeweils ein Glied kiirzer; also a(i)k = a(“)j (fiir
i=0,1,..,n und k=0, 1, .., n-1). Siche auch Henrici, P., Complex Analysis, S. 433 ff.

Eine Variante dicscs Tableaus wurde bereits von Pratt, J. W., Hammond, J. S. I11,, Evaluating Projects,
$. 1234 ff, aalysicrt.

j=0
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1

(a(‘I)O ; a('l)l 3 s s a( )n )
CONPOR 2, )
@Dy ;a® ;.. ), )

(11)

(a(n- 1)0 . a(n-l)l)

(a(n)o )

In der 1. Zeile, die die Nummer -1 trigt, ist a(‘l)k i=ay (fiir k=0,1,..,,n) ge§et22t, ge lllle’:
sie besteht gerade aus den Eintrigen des urspriinglichen Zahlungsstroms. Die 2.

(mit der Nr.0) liefert die Eintrige des kumulierten Zahlungs;trqm& d.h, esdist
a’,=a® (fiir k=0,1, n). Die transformierte Folge (@', schlieahcrj wird von den
letzten Gliedern der Zeilen Nr. n bis 0 gebildet, nimlich a"k=a("' )k (fir k=0,1,...,n).

Man zeigt mittels Induktion nach . dag al), = 2 (Gly )+a; ist, und erhilt so die Be-
ziehungen (3). 1=

Von oben nach unten nimmt die Anzah] der Vorzeichenwechsel ab, oder genauer: sie
immt nicht zu, Liegen namlich in

der Zeile Nr.i (~1<i< n) die Vorzeichenwech§el an
den Stellen ip Jgs s Iy, (05vi<n bei i=-1 und 0.<_vi<n—i sonst), dann kanq S{Ch 1
der nichsten Zeile héthstens je ein Vorzeichenwechsel an den Stellen von j; bis j,-1,

von j, bis j,~1 usw. und von Jy bis n~1 bzw. n-1- befinden. Ist allgemein v; die
Anzah] der Vorzeichenwechsel in der Zeile Nr, i » dann gilt also

(12) nzv_lzvoz...zvnzo

Dariiber hinaus folgt v' <y

» denn wenn die Folge (a"
chenwechse] aufweist d.h "

i an der Stelle j einen Vorzei-
» 0. 0.a"#0, eventuell 3" -
all.. " . . .

s aufweisen, wo-

i de besitzen diese
beu?en Zeilen aber zwej Glieder mit verschiedenen Vorzeichen, nimlich a"j und %y,
Weil Vair 2vn_j 1st, gilt also sogar Vagor > Vai-
%

Ein solches existiert, da @, Voraussetzungsgemia einen Vorzeichenwechse] aufweist,
24



Fiir jeden Vorzeichenwechsel im Zahlungsstrom (a",), , etwa zwischen a". und a", ,
nimmt somit die Folge (vy; v;; ...; v,) der Vorzeichenwechsel-Anzahlen in $chema 11),
nimlich jedenfalls zwischen v . und v ., um mindestens den Wert 1 ab. Wenn al-
so (a"), genau v' Vorzeichenwechsel aufweist, dann ist vy-v" 2v, =0 und damit
vi=vy2vh.

Falls a’ #0 ist, dann ist die Differenz zwischen v’ und v" eine gerade Zahl; denn es

ist a’y=a"; (bzw.a’ =a")und a’ =2" ,sodaB v’ und v' entweder beide gerade
oder beide ungerade sind. Bei a’ =0 kann diese Differenz jedoch auch ungerade sein.

Beispiel 2: Fir (ay),=(1; 1; -5; 3) ergibt Schema (11):

i (a(i)k)k v;

-1 1 1 -5 3 2=v

0 1 2 -3 0 1=v

1 1 3 0 0

2 1 4 0

3 1 0 ’

und es ist (a"),=(1;4;0; 0) mit v'=0.

Die Transformation von (a;), in (a",), stellt demnach eine Glittung dar; die Aus-
schlige der Koeffizienten nach oben und unten werden geringer; die Anzahl der Vorzei-
chenwechsel nimmt ab (bzw. nicht zu). Die induzierte Transformation des Polynoms
p(1+x) in das Polynom p"(x) bringt mit sich, daB die zu betrachtende Grundmenge von
R>! auf Rt =R>0 verkleinert wird, die Zahl der Nullstellen also abnimmt (bzw. nicht

zunimmt),

3.2. Formale Verlingerung von Laufzeiten

Eigentlich briuchte man eine Investition (a), nur in der Zeitspanne zwischen der
ersten und der letzten tatsichlichen Zahlung zu betrachten. Man konnte also die Lauf-
zeit n stets so annehmen, daB grundsitzlich a,#0+#a  vorausgesetzt werden kann. Zum
Zwecke des direkten Vergleichs der Zahlungsstréme zweier Investitionen (a,), und
(b,), » die in verschiedenen Zeitriumen abgewickelt werden, kann es jedoch nétig sein,
eine der beiden Investitionen ohne Hinzufiigen von Zahlungen zu verldngern, d. h. den
Zahlungsstrom mit Nullen aufzufiillen. Werden dariiber hinaus keine externen Einflu8-
groBen mit einbezogen, spielt es aus finanzmathematischer Sicht keine Rolle, ob die



beiden Investitionen zu verschiedenen Zeiten beginnen. Man benétigt demnach keine
Nullen am Anfang von Zahlungsstrémen und kann prinzipiell

(13) a;,+0

(und b, # 0) voraussetzen.3’

Die Verlingerung eines Zahlungsstroms a mit der Laufzeit n um t (teN) Nullen am
Ende bedeutet den Ubergang zu einem Zahlungsstrom a* mit der Laufzeit n* = n+t
und den Eintrigen a+k= a, (firk=0,1,.., n) und a+k= 0 (fir k=n+1, .., +1). Dabei
wird das Bestimmungspolynom p(1+x) in P(1+x)+(1+x)! und P'(x) in p"(x)-(1+x)!
verwandelt, wobei sich die relevante Nullstellenmenge nicht verandert, da nur x,=-1
als t-fache Nullstelle hinzukommt., Der pneye kumulierte Zahlungsstrom entsteht aus
dem alten durch Anhiingen von t-mal a’,d. h,er hat dieselbe Anzahl von Vorzeichen-

d 0 = aO s
+n — "n .
(14) d k ak +ak fur k=1,2, , 11 ’
a+“ + 1

] neuen Zahlungsstrom héchstens je ein Vor-
zeichenwechse] i bic i SR J :
3;3: Sel an den Stellen von J; bis j»~1, von J bis j3~1 usw. und von j, bis n

ungen aufzufiillen. Fir die Ermittlung
ungsstrom (c, ), betrachtet



mierten Zahlungsstrom nicht zu; und wenn sie abnimmt, dann offenbar um eine gerade
Zahl. Diese Anzahl sinkt niemals unter die Zahl m" der positiven Nullstellen, und wenn
tatsichlich v"<2 erreicht wird, dann ergibt sich insbesondere m"<v"<2 3%

3.3. Die Relation “giinstiger’ bei giinstigen Investitionen

Ublicherweise spielt fiir die (rein finanzmathematische) Bewertung einer Investition ihr
Volumen keine Rolle, es kommt nur auf das Verhiltnis der Zahlungen untereinander
an. Eine proportionale Anderung all dieser Zahlungen éndert nichts an der Rendite,
d. h,, es ist gleichgiiltig, ob der Zahlungsstrom a=(ak)k oder rea:=(r-a,), , fiir eine
beliebige positive reelle Zahl r, betrachtet wird. Zwei Investitionen a und b sollen &hn-
lich heiBen, wenn eine positive reelle Zahl r existiert, fiir die a=r-b gilt.%0

Eine Investition a ist offensichtlich mindestens so giinstig wie eine Investition b, wenn
jeder Eintrag ihres Zahlungsstroms mindestens so hoch ist wie der entsprechende (d. h.
in derselben Periode liegende) Eintrag von b ,41 in Zeichen: a 2b, (fiir k=0,1,..,n),
wobei n das Maximum der beiden zu den Investitionen a und b gehorenden Laufzeiten
darstellt.

Unterscheiden sich die Investitionen a und b allzu sehr in ihren Volumina, dann fiihrt
nur selten eine direkte Gegeniiberstellung, aber hiufig noch ein Vergleich von a mit
einer zu b dhnlichen Investition r-b (mit geeignetem r) zu einer einheitlichen Abschitz-
ung der Eintrige. In diesem Fall ist Investition a mindestens so giinstig wie b, wenn
ein reR* existiert, so dal

(15) a 2r-b, fir k=0,1,..,n

gilt. Zu beachten ist in diesem Zusammenhang die scheinbar paradoxe Maglichkeit, daf
zwei Investitionen mindestens so giinstig wie die jeweils andere sein kénnen, ohne da8
sie dhnlich sind. Dies trifft z. B. zu, wenn beide - aus welchen praktischen Griinden auch
immer - keine Auszahlungen und nur echte Einzahlungen enthalten.

Nach dieser allgemeinen Begriffsbestimmung fiir beliebige Investitionen beziehen sich
die Betrachtungen im Rest dieses Abschnitts nur auf giinstige Investitionen. Nicht nur
hdhere Ein- und niedrigere Auszahlungen, sondern auch friihere Ein- und spitere Aus-
zahlungen machen eine Investition a giinstiger als b, obwohl moglicherweise die Un-
gleichungen (15) mit keinem Faktor r simultan erfiillt werden kénnen. Diesen Sachver-
halt kann man mit Hilfe der kumulierten Zahlungsstrome definieren.

Das hier entwickelte Prinzip der formalen Verlingerung von Laufzeiten unterliegt auch dem bei Pratt

und Hammond angegebenen Verfahren, Siehe Pratt, J. W., Hammond, J. . II1,, Evaluating Projects,

S. 1236 ff.

“ Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation, d. h. insbesondere: Wenn a und b dhnlich sind und b und ¢
dhnlich sind, dann sind auch a und ¢ dhnlich.

" Fiir dic Absolutbetrage der Auszahlungen bei Investition a heiBt das, daB sic kleiner oder gleich den

entsprechenden Eintriigen bei b sein miissen.
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Definition 6: Fiir zwe; gunstige Investitionen a und b mit dem Maximum n ihrer bei-
den Laufzeiten heiBt

= @ mindestens s giinstig wie (mgi) b, wenn eine positive reelle
Zahl r

existiert, so daB fiir die (u. U. verldngerten) kumulierten Zah-
lungsstrome gilt:

(16) a’'y zr-b'k fir k=0, I,..n
a gleichgiinstig wie (geii) b, wenn amgii b und bmgiia;
a ginstiger als (g%) b,wenn 2 mgi b und nicht a ggib;
4 unginstiger als (ugi) b, wenn b gia.

Beispiel 3:  (a) (10;-11;3) g G-153) g (s ~10; 3)
(b) (8; -10; 3) ugi (8; -10; 3; 1) ggli  (16; -20; 6;2)

(c) L) w2 gi  (1;,-1;1)

(@ (100 -400; 310) ynd (10; -41; 33) stehen in keiner der vier

Relationen,

. h amgib sowie bmgiic,
' = %L, max(n,n,), max(n,n,,n)) und
b 28§e¢ (fﬁl’ k= a8 “hlreeny p Ny, 1, f
k k 0,1,..., max 0. " _
"SR dan i ) m ) T ges

oy max(na,nb,nc)), also a mgif ¢ k (fir k=1, -»Max(n,,n),

Kumalicy n Zeige SElte:‘dt--ﬁnumwlllfl dkwnehﬁog g unter Be A der transformierten statt der
A (vergciche Fusloote 40) g “""“““N‘w,wsredmmdmm-
3



(b) Gilt fiir zwei giinstige Investitionen a und b, daB amgiib mit dem
Faktor r und b mgiia mit dem Faktor s ist, dann besitzen die ku-
mulierten Zahlungsstrome a’ und b’ ihre positiven, ihre Null- und
ihre negativen Eintrige jeweils an denselben Stellen. Ferner gelten
fir alle Stellen k, mit positiven Eintrigen die Ungleichungen
a’y b’kIZr sowie l/sza'k/b'k , und fiir alle Stellen k, mit
negativen Eintrigen gelten die Ungﬁeichungen a’y Jb’koz 1/s so-
wie rxa’, /b’, . Existieren (auBer den sowieso vorhandenen posi-
tiven Eintrigen, z. B. a’ ) auch negative Eintrige, dann istr=1/s, alle
Quotienten a’kl/b’k stimmen mit allen Quotienten a’kO/b’kO iiber-
ein, und die Investitionen a und b sind dhnlich.

Ahnliche Investitionen sind trivialerweise gleichgiinstig. Dariiber hin-
aus sind auch zwei Investitionen gleichgiinstig, deren kumulierte Zah-
lungsstréme keine negativen Eintrdge besitzen und deren Null-Ein-
trige an denselben Stellen liegen, da sie mit hinreichend kleinen r
und s gegenseitig “mindestens so giinstig wie’ sind.®3

Fiir die Relation ’gii’ gilt folgende Aussage: Eine giinstige Investition a ist genau dann
glinstiger als eine giinstige Investition b, wenn ein reR* existiert, so da8

a’, 2r-b’y fir k=0,1,..,.n und
(17)

, The " . )
a K, >r+b K, fiir mindestens ein k0

ist; es sei denn, die kumulierten Zahlungsstrome enthalten keine negativen Eintrége und
etwaige Null-Eintrige an denselben Stellen. In diesem Falle sind die Ungleichungen (17)
notwendig, aber nicht hinreichend fiir 'a gii b’ . Auf der Menge aller ggii-Klassen indu-
ziert 'mgii’ eine Ordnungsrelation, was sich direkt aus der Definition von ’ggii’ und aus
der Transitivitdt von 'mgii’ ergibt.

Der hier entwickelte Begriff von giinstigeren Investitionen ist naheliegend. Das minde-
ste, was ein brauchbarer interner Zinssatz leisten muB, ist, daB er diesen Begriff respek-
tiert. Damit ist gemeint, daB er giinstigeren Investitionen hhere Werte zuordnen mu8,
d. h., daB er isoton sein muB. Man kann die Begrifflichkeit im Zusammenhang mit ’mgiy’
aber noch in verschiedene Richtungen verallgemeinern, ohne das Prinzip, Eintriige von
Zahlungsstrémen direkt zu vergleichen, aufgeben zu miissen.

Beispielsweise konnte man festlegen, daB jede giinstige Investition ohne negative Ein-
trage giinstiger ist als jede Investition mit negativen Eintrdgen - auch wenn sie Null-Ein-
trdge an Stellen hat, wo bei dieser positive Eintrige vorliegen. Eine noch umfassendere
Definition kdnnte lauten, da8 eine giinstige Investition a mindestens so giinstig wie eine

“  Die Investitionen mit der Laufzcit n (n€N) ohne ncgative Eintrage im kumulierten Zahlungsstrom
sind also in 2*! ggii-Klassen eingeteilt. Dicse Zahl ist gerade die Anzahl der Moglichkeiten, Nullen auf
a,,..,a py A verteilen.
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giinstige Investition b heiBt, wenn die Ungleichungen (16) fiir die transformierten (statt
fiir die kumulierten) Zahlungsstrome gelten, d. h,

(18) a" 2r-b", fir k=0,1,..,n undfirein reR*

ist. Diese Definition wire zwar inhaltlich nicht mehr direkt interpretierbar, aber flen-
noch einfach handhabbar, weil man die transformierten Zahlungsstréme im allgemeinen
ohnehin bestimmt. Sie ist umfassender als Definition 6. Durch die Aufstel]ung von
Schema (11) fiir die Investitionen a und b zeigt man leicht, daB aus den Ungleichun-
gen (16) die Ungleichungen (18) folgen. Da jede Zeile dieses Schemas (ab der Nr. 0) aus
ihrer Vorgiingerzeile durch Kumulierung entsteht, ergeben sich folgende Zus(zii)rnme{l-
hinge: Gelten in der Zeile Nr. i (~1<i<n) die Ungleichungen a(‘)kzr-b. , (fir
k=0,1,..., min(n,n-i) fiir ein reR*), dann gelten die entsprechenden Ungleichungen
alle auch in jeder spiteren Zeile Nr. j (i<j<n). Gilt dariiber hinaus fiir ein sogar
das Zeichen *>’, dann hat dieses Zeichen auch in den spiiteren Zeilen (bis zur Nr. n-kp)
an der Stelle k Bestand, insbesondere gilt auch a"k0> b", .- Eine gemiB den Unglei-
chungen (18) definierte Relation ‘mgii’ wiire allerdings nicht transitiv.

Beispiel4: Fiir 5 = (-3; 10; -8; 3) ist a" =(-31;3; 2),

a¥ =(-3;10;-8;3;0) und at" = (-3;-2;4;5;2);
fir b =(-414-147-1) ist b = (s, -2, 4;5;2);

und fiir ¢ = (-5; 17, -18; 7) st ¢ = (-5; 2;1;1),
¢t =(=5;17;-18; 7; 0) und c*" = (-5;-3;3:2; 1).

Esist a gunstiger als b und b giinstiger als ¢, aber zwischen a und ¢
besteht die Relation ‘mindestens so glinstig wie’ nicht.

Die Verletzung der Transitivitdt rijhrt daher, daB die Zahlungsstrome a und ¢ zum
Zwecke des Vergleichs mit Investition b verldngert werden miissen und die Unglei-
chungen (18) zwar zwischen den transfo

N 2 rmierten Zahlungsstromen a*" und c*" der
verlingerten Investitionen, nicht aber zwisc

: . hen den transformierten Zahlungsstromen a"
und ¢" selbst bestehen, - Die Transitivitit lieBe sich erzwingen, indem man das Verlin-
gern von Investitionen ausschlieBt und nur Investitionen gleicher Laufzeit miteinander

nige iiber die Ungleichunge
reR*), d. h. in der n-ten Di

wobei n das Maximum der
ter liegende n+

: U’ noch allgemeiner wire als dieje-
n (18). Gilt nimlich a"kzr-b"k (fir k=0,1,..,n fiir ein

agonalen a®™) > b0 (fir k=g,
Laufzeiten von au
-te Diagonale a(ﬂ+-k)k >r.pn*k

s+ 11 ; fiir dieses r;
nd b ist), dann gilt auch fiir jede darun-

)k (fiir k=0,1, «»1*), Dies folgt daraus,
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daf bei jeder Verldngerung um eine Periode mit einer Nullzahlung in den kumulierten
Zahlungsstromen als letzte Glieder konstant a(® )n a’ =a" und b© )n- b’ =b", hin-
zukommen, fiir die a(o) >r-b(0) gilt. Auch die Giiltigkeit des chhens > an einer
Stelle in der n-ten Dlagonalen pflanzt sich auf jede so erzeugte n*-te Diagonale
(n*2n) fort.

Man kann leicht zeigen, daB die kleinste positive Nullstelle des Polynoms (7) auch be-
ziiglich dieses weiteren Begriffs von 'mgii’ isoton ist. Vergleiche von Investitionen kén-
nen dann jedoch aufwendig werden, insbesondere wenn man sicher gehen mochte, da
die Relation ’mgii’ nicht besteht. In diesem Falle rentiert es sich nicht mehr, analyti-
schen Methoden aus dem Weg zu gehen und auf die Ermittlung der beiden relevanten
Nullstellenmengen zu verzichten. Mit deren Hilfe kann man nimlich unmittelbar fest-
stellen, ob die Relation *mgii’ (in diesem Sinn) besteht oder nicht. Allerdings sind damit
zugleich die internen Zinssitze bekannt, und man kann sich die Uberlegungen sparen,
die sich direkt auf die Eintrage der Zahlungsstrome beziehen.

3.4. Die Relation “giinstiger’ bei nicht giinstigen Investitionen

Definition 7: Eine Investition a heiBt giinstiger als (gii) und mindestens so giinstig wie
(mgii) eine Investition b, wenn

- a ginstig (a’_>0)und b nicht giinstig (b’ <0) ist oder
- a neutral (2’ =0)und b ungiinstig (b’ <0) ist.

Eine Investition a heilt unginstiger als (ugii) b, wenn b gii a ist.

Zwei neutrale Investitionen sind immer gleichgiinstig.

Die Relation ’gii’ ist bereits gegeben, wenn die "Vorzeichen’ der Gesamtsummen® der
beiden Investitionen verschieden sind - unabhéngig davon, ob die Ungleichungen (16)
fiir alle Eintrége der Zahlungsstrome erfiillbar sind.

Bei vielen Paaren neutraler Investitionen erscheint eine der beiden doch giinstiger als
die andere, so z. B. die Investition (=2;3; -1) gegeniiber der Investition (-2;2). Dieser
Einschitzung liegt die Annahme zugrunde, daB beispielsweise durch frithere Ein- und
spitere Auszahlungen eine Investition giinstiger wird, wie dies bei giinstigen Investitio-
nen der Fall ist. Diese schwache Form der Wiederanlage-Pramisse ist wohl unumstritten.
Bei neutralen Investitionen besteht hingegen kein AnlaB, von einer (fiktiven) Wieder-
anlage mit positivem Zinssatz auszugehen, jedenfalls dann, wenn man keine exogenen
GroBen einbezieht. Dann spielt es auch keine Rolle, wann die Ein- bzw. Auszahlungen
stattfinden, da diese ohnehin mit ( verzinst werden.

Es bleibt der Fall, daB man zwei ungiinstige Investitionen miteinander vergleichen méch-
te. Bei Variante A kommt man mit den bisherigen Definitionen zurecht. Die globale

“ Analog zur mathematischen Signum-Funktion gibt es fiir das "Vorzeichen’ drei Moglichkeiten: +, 0
(ncutral) und -.
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Zur formalen Beschreibung dieses Sachverhalts so Tun zum Zahlungsstrom a der
ricckwiirts kumulierte Zahlungsstrom

. k
(19) a» = (avy; a*;; ~58%)  mit =%

definiert werden, Es bestehen die I 0=3, und ar = atqta,  (fir
k=1,2,.. n); auBerdem gilt ap=a’

und ar = a'u~a’n_k_1 (fiir k=0, L..,n<1),

Definition 8B; Fir zwej ungiinstige Investitionen a und

b heift 4 mgii b (entsqre-
chend ggij, 8U, ugii), wenp e ein reR* 8ibt, 50 daB fiir die riickwirts
kumulierten Zahlungsstrﬁme gilt:

chungen (20) mj demselben Ahnlichkeitsfaktor I erfiillt
enn fiir irgendeine Stelle ' 1

riinglichen Zahlungsstrsmen sogar ’>’ statt
> 2utrifft, danp gilt auch ip de Rickwirts i =



Lemma 2: Auf der Menge aller Investitionen gilt sowohl bei Variante A als auch bei
Variante B :

(a) mgii’ ist transitiv.

(b) Zwei Investitionen a und b sind genau dann gleichgiinstig, wenn sie
- dhnlich sind oder
- ihre kumulierten (riickwirts kumulierten) Zahlungsstrome beide
keine negativen (positiven) Eintriige und etwaige Null-Eintrige an
denselben Stellen aufweisen oder
- beide neutral sind.

(c) Auf der Menge der Klassen gleichgiinstiger Investitionen induziert ‘mgi’
auf natiirliche Weise eine Ordnungsrelation*

Beweis:  Unter Beachtung der Definitionen 7, 8A bzw. 8B ergeben sich die Aussagen
(2) und (b) wie bei giinstigen Investitionen (Lemma 1), Aussage (c) folgt
direkt aus der Definition von ’ggii’ mit der Transitivitiit von ‘mgii’ .

3.5. Die Isotonie des internen Zinssatzes

Bei giinstigen Investitionen (a,), ist fiir die Nullstellen der Bereich R* , bei ungiinsti-
gen Investitionen (in Variante B) der Bereich ]-1;0[ relevant. Sollten liberhaupt Nuli-
stellen im jeweils relevanten Bereich existieren, ist die am nichsten bei 0 liegende x,
im Sinne von Definition 1 zulissig. Dies gilt, weil fiir das Polynom p_ bei einer giinsti-
gen Investition P,(1)=2’ >0 und damit p (1+x)>0 fiir 0<x<x, ist und bei einer
ungiinstigen Investition p (1) =a’ <0 und damit p_(1+x)<0 fiir Xp<x<0 ist. %

Lemma3: a und b seien zwei Investitionen mit ihren Polynomen P, bzw. p, sowie
ihren internen Zinssdtzen x, bzw. x, .

(a) Wenn die Investitionen a und b beide giinstig sind und fiir alle xeR*
die Beziehung p,(1+x)>py(1+x) gilt, dann ist X,> X, oder x, =x =o,

(b) Wenn die Investitionen a und b beide ungiinstig sind und fiir alle
xe]-1;,0[ die Beziehung p (1+x)>py(1+x) gilt, dann ist x,> X, oder
Xa= Xb= -1 .

Beweis:  (a) Ist x, =, dann hat b keine Nullstelle in R* . Es gilt P,(1+x)>0 fiir

alle positiven x und erst recht p_(1+x)>0 fiir alle positiven x, d. h.
also x,=w.
Bei endlichen x,, gilt: Fiir alle x mit 0<x<xy ist p,(1+x) >py(1+x)
20. Dies bedeutet, daB Investition a entweder keine positive Nullstelle
besitzt und x =®>x ist oder positive Nullstellen aufweist, diese alle
rechts von x, liegen und damit x_>x, gilt.

“  Das heift insbesondere, daB zwei Klassen mit Investitionen, die gegenseitig *mgii’ sind, Gbereinstim-
men.
% Siche auch Abbildung 2.
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(b) Ist x, =-1, dann hat a keine Nullstelle in ]-1;0[ . Es ist p,(1+x)<0
und ::rst recht p (1+x)<0 fiir alle x in diesem Intervall, d. h. also
Xb=-1 .

Bei x,>~1 gilt: Fir alle x mit X,<x<0 ist pb(1+x)<Pa(1+x)s0. I?as
bedeutet, daB Investition b entweder keine Nullstelle in ]-1;0[ besitzt

und Xp = =1<x_ ist oder Nullstellen in diesem Intervall aufweist, diese
alle links von x, liegen und damit Xp<X, gilt.

Die Ungleichungen zwischen den Polynomen zweier Investitionen in Lemma 3 gelten
z.B., wenn

4 2 b, fir k=0,1,.,n
(21)  und
3y > bko fir ein kg
ist (so daB a gii b gilt). Dies folgt daraus, da8 im Berej

immer positiv ist und daher der Graph von P,
von py liegt.

ch R*1 das Argument 1+x
in diesem Bereich iiberall hoher als der

P, und p,, aber sicher noch zwischen den Polynomen p. und Pr.p, - Da jedoch die
beiden Polynome Pp und p ., identische Nullstellenmengen besitzen, gelten fiir die

Investitionen a und b auch in diesem Fall die Aussagen von Lemma 3 und die Uberle-
gungen, die am Anfang von Abschnitt 3.6. stehen,

Die Relation ‘g’ ist jedoch noch allgemeiner definiert, wenn die Ungleichungen (21)
nicht zwischen den Zahlungsstromen selbst, sondern zwischen den kumulierten bzw.

rickwirts kumulierten Zahlungsstromen der Investitionen a und -} (fiir ein positi-
ves 1) bestehen.%? Aper auch in diesem Falje gilt:

Lemma4: 3 ynd p seien zwei Investitionen mit ihren Polynomen P, und p,, fiir die
die Relation 3 gi b gil. )

(a) Voraussetzung: a und b sind bejde giinstig, d. h. fiir die kumulierten
Zahlungsstrome st 'y 2r-b’, (fiir k=0, 1,..,n) und

a’k0> rob'k0 (fiir ein ky) fiir ein positives r .
Behauptung;  Fy;, alle xeR*

(b) Voraussetzung: 5 ypq 1, sind beide ungiinstig, . h., fiir die riickwiirts
kumulierten Zahlungsstrome ist a*y2rebvy (firk=0,1,
- 1) und a'k0> 1--b'ko (fiir ein ko) fiir ein positives r .
Behauptung:  F, alle xe I=L0[ st pa(1+")>Pr-b(1+") .

Siche die Definitionen ¢ und 8B,
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Beweis: n sei das Maximum der Laufzeiten der beiden Investitionen a und b. Die
Differenz-Investition c:=a-rb besitzt den kumulierten (bzw. riickwirts
kumulierten) Zahlungsstrom c¢’=a’-r+b’ (bzw. c¢*=a*-r+b*) und das
Polynom p_=p,~p,.;, » Wobei r der in der Voraussetzung angenommene
Wert ist. Dann gilt ¢’, 20 (bzw. ¢* 20) (fiir k=0,1,..,n) und ¢’ >0 (bzw.
¢*, >0) fir denjenigen Index k,, der in der Voraussetzung ausgoezeichnet
wurde. Zu zeigen ist noch, daB die Ungleichung p(1+x)>0 im Bereich R*
(bzw. ]-1;0[) gilt.

(a) Fir x>0 gilt p(1+) =k§0ck-(1+x)ﬂ-k =k§1ck-(1+x)"-k "
- k 1 - 5 k
c'pr(1+x)" 2 l(I=:1ck-(1+x)“' + ¢ (14x)™ =k§2ck-(l+x)“' +
n I
c’l-(1+x)“'1 2 k'g."__zck-(lﬂx)“'k + (:'1-(1+x)“'2 =k§3ck-(1+x)“'k +
c’2-(1+x)“‘2 > k§:3ck-(1+x)"'k + c'z-(1+x)"'3 =2=2.2=C +

1 ! —_ I — M ' :
¢’ (1+x) 2 c +c’ y=¢ 220. Ist ky=n, dann ist ¢’ >0, und ist

ky<n, dann ist c'ko- (1 +x)“'ko > c’ko- (1+x)““‘o’1 , weil x positiv ist.

n n-1
(b) Fir -1<x<0 gilt: p (1+x) = k‘z;.ock-(lﬂ()“'k = l(E()ck-(1+x)“'k +c*p 2

n-1 nk n-2 nk .
kEock-(1+x) + c*O-(1+x) =k§0ck'(l+x) + ¢y (1+x) 2
n-2 n-3

X . 2 _ ] RN .. 2
kgock-(ux)“k + oo = E g (4™ + ey (14x)? 2
n-3
k>=:0ck-(1+x)"'k +oege(x = o2 = 2 2 = ()t 4

c-n_l.(1+x)n-1 > ¢y (14x)" + ¢t o (1+x)" = c* +(1+x)" 2 0. Ist
=n, dann ist c*n-(1+x)“>0, und ist ky<n, dann ist c‘ko-(1+x)ko >
c* -(1+x)ko+1, weil x zwischen -1 und 0 liegt.
0

Aus Lemma 3 und Lemma 4 folgt die Isotonie des internen Zinssatzes fir die Fille, daB
die zu vergleichenden Investitionen beide giinstig oder beide ungiinstig sind.

3.6. Die Nullstellen-Mannigfaltigkeit fir Investitionen mit einer maximalen Laufzeit n
= Zur Stetigkeit des internen Zinssatzes

Geht man von globalen zu lokalen Uberlegungen iiber, lassen sich nicht nur die be-
tragsmiiBig kleinsten Nullstellen zweier Investitionen vergleichen, sondern man kann die
beiden Nullstellenmengen insgesamt einander gegeniiberstellen. Das Theorem iber
implizite Funktionen®® besagt, daB sich Nullstellen x, bei kleinen Anderungen der
Koeffizienten des Polynoms (7), p, stetig &ndern, jedenfalls wenn sie einfach sind, d. h.
dp/dx(1 +x,)#0 gilt. Im Normalfall liegen lauter einfache Nullstellen vor, und es wech-

®  Siehe Heuser, H., Lehrbuch der Analysis, S. 286 ff.
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seln sich zulissige (dp/dx(1+xk)<0) mit nicht zulissigen (dp/dx(1 +x;)>0) Nullstel-
len ab.

Nach wie vor sejen a und b zweij Investitioneq, die gie Voraussetzupgen &l')on :::}111111:113:
erfiillen. Im folgenden werden kontinuierlighe Ul_)ergange"vor! Investition dndamit g
stition a betrachtet, bei denen die Investinoqen Immer gumtlgcr wer(}en un Fall) der
jedes x im relevanten Bereich (R* im giinstlggn uncl ]-5,0[ _im ungunstlgqlz_ e
Wert p(1+x) wichst, Trifft man bei diesen U!)crgangen nicht auf Iflvestld io hent
mehrfachen Nullstellen, dann werden die zulissigen ..Nullstellen fortwahrend groBer.
Das Umgekehrte geschieht bei entsprechenden Ubergingen von a nach b.

und dlp/dxj(xk) #0 gegeben. Das Theorem tiber implizite Fur‘lktionen 148t sich mﬁ(:llee'
Sem Zusammenhang nicht mehy hutzen. Aber wenn man mede_rum nur Ubergl_ %
betrachtet, bei denen die Investitionen ausschlieBlich immer glnstiger pder aussch 1em
lich immer ungiinstiger werden, so dag insbesondere im relevanten Bereich das Polyno

P(1+x) fiir alle x cntweder nur zu- oder nyr abnimmt, dann verindern sich die zulas-
sigen Nullste]len immer noch in der ob

= Wenn Investition 4 glinstig ist, dann ist x, eine zuldssige Nullstelle, falls sie
(lokale) Minimalstelje i R*

ergang zu ungiinstigeren Investitionen
wird eine soiche Nullste]le kleiner; beim Ub li

’verschwindet’ sie. Ist X,
keitsstelle vor. Entweder

€1t n(neN wird nup g;
deren Laufzeiten hg { n(neN) un die Mcl}ge aller

. Investitionen studiert,
n besnzen, wobei jetzt a
Q@ )

uch 3,=0 und an=0



zugelassen sind. Mit Hilfe der Koeffizienten a“, des transformierten Zahlungsstroms
wird diese Menge mit R™*1 identifiziert. 0

Im Raum R™*IxR werden alle Punkte (a";x) betrachtet, fiir die x eine Nullstelle des
(transformierten) Zahlungsstroms a"=(a"j;a"j;..,a",) ist. Die Menge aller dieser
Punkte ist die genaue Nullstellenmenge des Po]l;moms p(a;x):=p..(x) in den
n+2 Variablen a"ya";,..,a",x. Der Gradient®! (x";x™1;..;x; l;dpa./adx(xP) dieses
Polynoms verschwindet nirgends in R™*IxR, und daher ist diese Menge pI(0) eine
(n+1)-dimensionale Manm'gfaltigkeit.52 Der Raum R®*IxR wird nun zweimal einge-
schrinkt: Es werden nur positive Nullstellen und nur giinstige Investitionen betrachtet.
Es sei also B:={a"|a" >0} (=R"xR") Basis und M:=p1(0)nBxR"* die Einschriin-
kung der o. a. Mannigfatitigkeit, die ebenfalls eine (n+ 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
ist.

———— -k

Abbildung 3

Nach Ausscheiden des Zahlungsstroms (0; 0; ...; 0) konnte man stattdessen auch die Klassen dhnlicher
Investitionen betrachten und mit der Sphire S” identifizieren. Diese Unterscheidung zwischen lnvc:iii
tionen und Abnlichkeitsklassen ist jedoch im folgenden nicht wesentlich, so daB mit dem Raum R

5, und nicht mit S" gearbeitet wird. . -
' Das ist der Vektor, dessen Eintrige von den Ableitungen des Polynoms nach den Variablen a’,a"),

s5; =@, und x gebildet werden. o = . . I
Damtit ist i. w. ausgesagt, daB dic lokale Struktur der Fliche p'(0) iberall gleichwertig zum gowdhnii-
chen Raum R®*! ist, daB also keine Singularititen auftreten. Die Begriindung ergibt sich unmittelbar
aus dem Theorem tiber implizite Funktionen. Siche Heuser, H., Lehrbuch der Analysis, S. 286 ff.
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Diese Mannigfaltigkeit kann man sich, wie in Abbi]du_ng 3zu .sehen, als Blitter iiber (ie:lr
Basis B liegend vorstellen. Uber einem Punkt in B liegen h(')(,:hstens 0 Punkte von 1.
Hat man einen stetigen Weg>in M festgelegt, so ist auch seine PrOJektlpn auf B elll}
stetiger Weg. Einen stetigen Weg in B kann man aber nicht immer zu einem eberll;f)

chenin M liften. Es ist moglich, daB sich iiber a"¢ B kein Punkt in M befindet. Dies

Beispiel 5: Ein solcher in B stetiger, aber nicht stetig liftbarer Weg (mit n=3) ist die
Schar a’, 1 =(~1.000; 400; -50; 2" )[, wobei a';>0 stetig wachsen 'soll. Beim

Liften zum Weg (-1.000; 400; -gO; a" ;x)[ in M tritt fir a" zw15ch6_n de_n

Werten 50/27 und 2 eipe Unstetigkeitsstelle auf. Fiyr a";< 50/27 ist die

Nullstelle Xy :=x eindeutig bestimmt und hangt stetig, streng monoton wach-

send, von a’y ab. Fir 50/27 < a'3<2 sind mehrere Nullstellen vorhanden.

Wihlt man in diesem Bereich immer die kleinste Nullstelle aus, dann kal}ﬂ

man damit die Funktiop xy(a"y) stetig bis a'y=2 fortsetzen. Fiir a",>2 Ist

=X ebenfalls eindeutig bestimmt und hingt stetig, wic-

derum streng monoton wachsend, von a’y ab. Wihlt man im Uneindeutig-
keits-Bereich zwischen 50/27 und 2 gie groBte Nullstelle aus, dann kann

man damit die Funktion X(@"y) stetig vom Wert a";=2 aus bis nach SQ/ 27
fortsetzen. Fiir alle a"y innerhalb dieses Bereichs gi?t aber x,(a";) > x,(a"),
50 daB x, nicht Stetig mit x, fortgesetzy werden kann. Dies wire aber not-

wendig, wenn man @'y, ausgehend vop einem Wert in der Nihe von 0 , liber
2 hinaus wachsep lassen mochte (vgl. Abbildung 4),

—

F 0,200

0,167

15 ay

e Einbeitsinteryall oy ung I-M:t- (g X), » Wobei I das oﬁcnc, halboffene oder ab-



Folgende schwache Form der eingeschriinkten Stetigkeit kann man erreichen, wenn man
den internen Zinssatz als Intervall [xy;x,] von der kleinsten bis zur groBten zulissigen

Nullstelle (von x; bis x,) definiert. Ist a eine Investition mit dem internen Zinssatz
[Xa» Xk o) » dann gilt fiir jede, beliebig kleine, positive Zahl ¢ : Investitionen b in der

Nihe EEler Investition a besitzen entweder den internen Zinssatz «, oder es ist
(X1 xkbb] N [Xo,~ €5 % a+ €] # ¢ . - Stetige Abhiingigkeit der Intervallgrenzen vom Zah-

lungsstrom ist nur dann gesichert, wenn diese keine Nullstellen gerader Ordnung sind,
d. h. im Normalfall.

Das Liften von stetigen Wegen in B nach M ist aber in solchen Punkten (a";x) unpro-
blematisch, d. h. wiederum stetlg moglich, in denen dpa Jdx(x) # 0, d. h, in denen x ein-
fache Nullstelle von p,. ist. 3 Denn dort existiert eine offene Umgebung des Punktes
(a";x), die durch die PI'O_]ektIOIl auf B homoomorph auf eine offene Umgebung von a"
abgebildet wird.

B (fiir eine natiirliche Zahl m mit 0 <m< n) sei nun die Menge der giinstigen Investi-
tionen mit Laufzeit n (also a"y# 0) und hochstens m Nullstellen.’ B, ist offene Teil-
menge in B, was sich folgendermaBen einsehen 14Bt: a'e B sei ein transformierter
Zahlungsstrom mit hochstens m Nullstellen, und sein Polynom p,. sei faktorisiert, d. h.
als maximal zerlegtes Produkt von m Linearfaktoren mit positiver reeller Nullstelle, z
Linearfaktoren mlt negativer reeller Nullstelle und (n-m-z)/2 reellen quadratischen
Faktoren geschrieben.>’ Mit einer kleinen Anderung der Eintriige a", , bei der insbe-
sondere a'y#0 bleibt, konnte man m nur vergroBern, wenn sich dabei ein quadrati-
scher Faktor in das Produkt zweier linearer Faktoren verwandeln wiirde. Dazu miifiten
die Imaginirteile der konjugiert komplexen Nullstellen des quadratischen Faktors gegen
0 gehen, wodurch an der Stelle des Ubergangs zwei gleiche Linearfaktoren, d. h. eine
doppelte Nullstelle, entstiinden. Dies bedeutet, daB eine ganze Umgebung von a" exi-
stiert, in der m nicht groBer ist als in a" selbst.

Nun werde die Menge B noch weiter eingeschrinkt, und zwar auf B,. Dort kommen
neben Investitionen ohne positive Nullstellen (mit dem internen Zinssatz «) nur solche
Unstetigkeitsstellen vor, die genau zwei identische positive Nullstellen haben. In beliebi-
ger Nihe einer solchen (transformierten) Investition a" liegen nur Investitionen mit
genau 2 und solche mit genau 0 Nullstellen, Jeder stetige Weg in Bz, der von dieser
Investition a" seinen Ausgang nimmt und auf dem die Investitionen immer giinstiger
werden, fiihrt direkt auf solche Investitionen, die keine positiven Nullstelien besitzen,
und damit auf den internen Zinssatz «. Im Teilraum B, schlieBlich ist der interne

Zinssatz komplett stetig.

Geht man nun zur Menge der nicht giinstigen Investitionen iiber, brauchen neutrale In-
vestitionen nicht weiter untersucht zu werden, da ihr interner Zinssatz einheitlich 0 ge-
setzt ist. Bei ungiinstigen Investitionen schlieBlich ergibt sich in Variante A gegeniiber
giinstigen Investitionen nichts Neues. Auch in Variante B ist dhnlich wie bei giinstigen

54

o Sichc Abbildung 3.

Dieser Sachverhalt ist die Essenz des Theorems iiber implizite Funktionen. Vergleiche Heuser, H,,
Lehrbuch der Analysis, S. 286 fX.

Mit der Vielfachheit gezihlt.

Wegen a" >0 kommt 0 als Nullstelle nicht in Frage.

56
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. . . : 4 RnXR- L]
Investitionen vorzugehen. Nur ist die Basis B Jctzt. 1den.nscl} mit dem }ﬁa:g]d hat dio
und der Gesamtraum, in dem die Nullstellen-Mamngfalu.gkflt 1.mtcrsuc titionc".n
Form Bx]-1;0[ , mit prinzipiell derselben Struktur wie bej gunstigen Inves '

3.7. Beweise und Erliduterungen der Satze
3.7.1. Satz1

Beweis: Unstige Investition, d_ b, a';>0, und ohne Beschrénkung der All-
i

a sei eine ) ,
gerneinheitg;]e' a9# 0. Nach Abschnitt 3.1, gilt die Unglelchungskt;ti I:l?l’ i ‘&s
2m20, und die Differenzen Vy =V, Sowie Vo= sind g_eradeq ;1 (b)- und
der Voraussetzung Vo =1 (a) folgt daher dle Gleichheit Var= dane hat
daraus m=1. st al50 eine der Voraussetzungen (a) oder (b) erfiillt, dan

! . itt 3.5.
die Investition genau eine positive Nullstelle, und diese ist nach Abschnitt 3
zuliissig,

stens bei der Transformation ‘verschlucke werden. Aus Satz 1 folgen sofort die "Ein-
deutigkeitsbedingungen 2", "3a"

_ 58
und "3b" aus der Arbejt von Witten & Zimmermann.
Er ist aber scharfer a)g diese Bedingungen, wie die folgenden Beispicle zeigen.

Beispiel 6: Der Zahlungsstrom (-L;4;-2; 1; =2, 1) mit 5 Vorzeichenwechseln erfiillt alle
diese Eindeutigkeitsbedin

gungen nicht. Da der kumulierte Zahlungsstrom
-1;3;1;2 0; 1) nur 1

orzeichenwechsel aufweist und a’;#0 ist, existiert
dennoch nur ejne zuldssige Nullstelle.

Beispiel 7; Kriterium (a) reicht jedoch manchmal njchy aus, und man benétigt fiir den
Nachweis, daB nur eip

¢ zuldssige Nullste]e vorliegt, zusitzlich Kriterium (b).
Bei dem Zahlungsstrom (=1; 4; -7. 6: I; 1) weist der kumulierte Zahlungs-
Strom (~1;3; -4;2: 3. 9 i

Beispiel 8: Auch Kriteriy

streng monoton fallend ist,

N

Siche Witten, P, Zimmermann, H.G, Eindeutigkcit, S.105und §, 107.
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Beispiel 9: SchlieBlich kann man auch Fille angeben, bei denen der Ubergang zum
transformierten Zahlungsstrom keinen Informationsgewinn mit sich bringt,
etwa weil die Zahl m der positiven Nullstellen mit der Zahl v, . der Vorzei-
chenwechsel im ursprunghchen Zahlungsstrom iibereinstimmt und sich dar-
unter mehr als eine zuldssige Nullstelle befindet. Der Zahlungsstrom
(100.000; -450.000; 758.750; -568.125; 159.390) z. B. mit 4 Vorzeichenwech-
seln besitzt die 4 Nullstellen 0,05; 0,1; 0,15 und 0,2 , darunter die beiden
zuldssigen Nullstellen 0,05 und 0,15 .

3.7.2. Satz2

Beweis fiir Aussage (a): Besitzt eine giinstige Investition genau zwei verschiedene posi-
tive Nullstellen, so ist die kleinere der beiden zulissig und die groBere nicht
zuldssig. Weist sie genau eine doppelte positive Nullstelle auf, so ist diese
zulissig.>® Ist genau eine einfache positive Nullstelle vorhanden, so ist diese
zuldssig. Gibt es endlich iiberhaupt keine positive Nullstelle, so wird nach
Definition 3 der interne Zinssatz « gesetzt.

Damit ist Forderung I (Existenz, Eindeutigkeit, Ordenbarkeit) aus der
Brauchbarkeits-Definition erfiillt. Forderung Il (Permanenz) ist die Grund-
lage von Definition 3 und damit automatisch erfiillt. Die Isotonie (Forde-
rung III) wurde in Abschnitt 3.5. iiberpriift. Auch die Frage der einge-
schrinkten Stetigkeit (Forderung IV) ist in Abschnitt 3.5. abschlieBend dis-
kutiert worden. Unstetigkeitsstellen kénnen nur dort auftreten, wo doppelte
positive Nullstellen vorliegen; an diesen Stellen geht aber der interne Zins-
satz bei kleinen Verinderungen in Richtung giinstigerer Investitionen direkt
in den Wert « iiber, weil keine weiteren positiven Nullstellen vorhanden

sind.

Beweis fiir Aussage (b): Aussage (b) ist mit Beispiel 5 verifiziert.

Bei einer herkdmmlichen giinstigen Investition ist ein interner Zinssatz in Hohe von e
nicht méglich. Durch einen Grenziibergang kann man sich jedoch das Auftreten dieses
Wertes plausibel machen.

Beispiel 10: LiBt man im Zahlungsstrom (2j; 101) den Eintrag 38 vom Wert -100 aus
wachsen, dann wichst der interne Zinssatz x, = -1 1/a0—1 von 0,01 aus
liber alle Grenzen. Fiir a;20 ist er © zu setzen, da Investitionen mit einem
solchen a, nur aus Einzahlungen bestehen und damit giinstiger als jede
Investition mit einem endlichen internen Zinssatz sind. Dieser Sachverhalt
folgt nicht nur formal-mathematisch aus Definition 6, sondern auch aus

inhaltlich-6konomischen Uberlegungen.

3 Siche Definition 1 und Abschnitt 3.5.
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lungsstrom, bei dem keine negativen Eintrige vorkommen, nicht realistisch. Er !1egnt %l:;r
sehr wohl im Bereich des Maéglichen, Beispielsweise treten dann ke}'rle' no::gatlv}t:.1 o
trage auf, wenn ein Investor schon Einzahlungen erhilt, eh_e er planmiBig Ausza ungl_ti
leistet, und dieser Plap durch plotzliche Zahlungsunféihxgkelt des Investors vorie ds
abgebrochen wird. Auch infolge der in Abschnitt 4.3. diskutierten Verrechnungsmetho

ann ein solcher Zahlungsstrom entstehen, obwohl

namlich =(1~t)-2.800 :
0<t<1). Der Zahlungsstrom lautet somit (1.000-t+2.800 ; —1.800+1-2.800;
1.000)

: und _hat die Nullstellen (25 fir t=5/14%03571 ugd
(14+1-1 + /196-t1+28-t-1§)/(10-28-t) fir t45/14. Fir 1>1>5/14 155
eine der beiden Nullstellen negatiy, fiir /14>t > (/20-1)/14 = 0,248

sind beide Positiv, fiir ¢ = (V20-1)/1

4 ist die Nullstelle doppelt
(=(2+/20)/ 8), und fiir klejnere Positive t gibt es keine reellen Nullstellen.

027 | o025 |~0,2480 | <
02001 03417 | 04477 | 06667 | 0,8090 | @

Dies ist eip typisches Beispie] fiir eine Schar giinstiger Investitionen mit
konstantem Einzahlungsstr ich
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3.73. Satz 3A

Geht man bei der Einbeziehung nicht giinstiger Investitionen nach Variante A vor, so
macht man die Entscheidung dariiber, ob X oder Y 80 als Investor aufzufassen ist,
allein vom Zahlungsstrom abhingig und nicht von irgendwelchen exogenen Status-Defi-
nitionen der Beteiligten. Bei allen Investitionen a mit a’ ,>0 ist X der Investor, bei
allen Investitionen a mit a’n< 0 ist Y der Investor, und bei neutralen Investitionen
sind beide Setzungen maglich, wobei es keine Rolle spielt, welche Wahl getroffen wird.
Ist Y z. B. eine Maschine, so muB diese fiktiv personifiziert bzw. verselbstindigt werden.
Gilt nun fiir eine Investition, daB a’ <0 und damit Y der Investor ist, so bedeutet
dies, daBl im Zahlungsstrom die Rollen von Ein- und Auszahlungen zu vertauschen sind,
d. h., daB der ganze Zahlungsstrom mit -1 zu multiplizieren ist. Damit hat man die un-
giinstige Investition in eine giinstige Investition mit Y als Investor verwandelt und kann
die entsprechenden Abschnitte sowie die Sitze 1 und 2 wortwortlich anwenden.

Beispiel 12: Fiir den Zahlungsstrom (-100;90) ist n=1 und a’_ =-10 < 0. Bei Varian-
te A ist er mit -1 zu multiplizieren, und der neue Zahlungsstrom (100;
-90) wird als giinstige Investition fiir Y aufgefaBt. Da dieser keine zulassige
Nullstelle besitzt, ist der interne Zinssatz fiir Y als Investor (!) folglich «
zu setzen. In der Tat liegt eine vorziigliche Investition fiir Y vor, wenn Y
am Anfang eine Einzahlung in Héhe von 100 erhdlt und am Ende nur eine
Auszahlung in Héhe von -90 leisten muB. Diese Investition ist z. B. we-
sentlich giinstiger als eine Investition, bei der die Auszahlung am Anfang
und die Einzahlung am Ende stattfindet und bei der der interne Zinssatz
bereits 0,1111 betrigt. Man betrachte dazu die Schar von Zahlungsstromen
(=90+190-t; 100-190-t) (fiir 0<t<1), in der die Investitionen von (-90;
100) bis (100; -90) immer giinstiger werden und der interne Zinssatz streng
monoton wichst, bis bei t = 9/19 die Investition (0; 10) erreicht ist, ab der
der interne Zinssatz ® betrégt.

Nimmt man neutrale Investitionen hinzu, so entstehen beim Ubergang von giinstigen zu
unglinstigen Investitionen Unstetigkeitsstellen:

Beispiel 13: Man betrachte eine Schar von Investitionen, deren transformierte Zah-
lungsstrome (100; -100; a",) lauten, wobei a", in einer kleinen Umgebung
von 0 variiert. Bei Variante A liegen eine neutrale Investition mit (100;
-100;0) bzw. (-100; 100;0) sowie zwei Scharen mit (100;-100;a",) und
(-100; 100; a",) vor, bei denen immer a’,>0 gilt. Die internen Zinssitze
lauten in der ersten Schar 0,5-./0,25-0,01-a°, und in der zweiten Schar
0,5 + /0,25+0,01-a",. Wenn a", gegen 0 geht, dann nihern sich in der
ersten Schar die Zinssitze dem Wert 0, und in der zweiten Schar nihern
sie sich dem Wert 1 (vgl. Abbildung 5).

% Siehe Abschnitt 2.1.
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Beweis von Satz 3A:

- . B e e o Inve-
Eine Investition, die fii; das Investitionsobjekt gunstig 1st, ist fiir den

O : 61 dieser
Stor ungiinstig. Sie hat dang ZWar einen positiven internen Zinssatz,
ist aber fiir den urspriinglichen In

bgetragen, die ungﬁnstigep Investitio;]l:g
nicht mit ejnem Minuszclch'eﬂ Vﬁrs‘:nei_
und als negative Zahlen auffassen, da mijt ihnen Gleichung (4) im g eg:; age-
nen nicht erfiillbar iy, Zur Unterscheidung von den nach rechts abg

X n
ie mit dem Zusatz ’mit vertauschten ngl_ll‘;e
von Investor ypg Investitionsob'ekt’ 0.4. bezeichnen. Mit der au

, ) “Vari A
Weise hergestellten Ordnung ist dann der interne Zinssatz bei Variante
isoton,

Wie in Beispiel 13 dargesteljt, treten
neue Unstetigkeitsstelle

jetzt die neutralen Investitionen als
1 auf. Fordery
bleibt dabej erfiillt,

ng IV der Brauchbarkeits-Definition

3.74. Satz 3B

a d 4. Zu den Unstetigkeitsstellen mit dem Wert « oder 0
kommen jetzt noch solche mit dem Wert =1 hinzy,

N

Das ist gerade das Weseq von Variante A
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Beispiel 14: Der Zahlungsstrom (-1.000.000; 6.700.000; -18.570.000; 27.245.000;
=22.309.400; 9.664.080; -1.729.728) mit der Gesamtsumme -48 und v=6
Vorzeichenwechseln hat den transformierten Zahlungsstrom (-1.000.000;
700.000; -70.000; -35.000; 5.600; 280; ~48) mit v"=4 Vorzeichenwechseln.
Im Bereich ]-1;0[ existieren nach dem Satz von Fourier-Budan®? hichstens
2 Nullstellen.%® Der interne Zinssatz ist brauchbar. Die beiden Nullstellen
lauten -0,2 und -0,1 ; folglich betrigt der interne Zinssatz ~0,1 .

4. Anwendungen

4.1. Die praktische Bestimmung des internen Zinssatzes

Fiir die Bestimmung eines internen Zinssatzes geniigt es nicht, die kleinste positive Null-
stelle des Zahlungsstroms zu berechnen. Man muB vielmehr vorher feststellen, ob die
Investition giinstig ist oder nicht, und nachher, ob sie mehrere zulissige Nullstellen
besitzt, d. h., ob die kleinste Nullstelle im Sinne von Definition 2 brauchbar ist oder
nicht. Um dies zu bewerkstelligen, ermittelt man zunichst mit Hilfe des Zahlungsstroms
(ak)k die Gesamtsumme a’_ . Je nachdem, ob diese positiv, null oder negativ ist, ist die
Investition giinstig, neutral oder ungiinstig.

~ Bei neutralen Investitionen ist der interne Zinssatz 0 zu setzen, und man erhilt so-
mit keine weitere Information.

- Bei nicht neutralen Investitionen beginnt man giinstigerweise nicht direkt mit dem
Ausrechnen von Nullstellen, sondern verschafft sich mit Hilfe der Vorzeichen-Krite-
rien® zunichst einen Anhaltspunkt, ob iiberhaupt Nullstellen in den relevanten Be-
reichen ]-1;0[ bzw. R* existieren und ob dort mehrere Nullstellen liegen knnen.

~ Bei giinstigen Investitionen ermittelt man die Zahlen v, v’ und v" der Vorzei-
chenwechsel im urspriinglichen, kumulierten und transformierten Zahlungsstrom
und die Zahl m der positiven Nullstellen (in dieser Reihenfolge).% Sobald sich
eine dieser Zahlen als <2 erweist, ist die Brauchbarkeit des internen Zinssatzes
festgestellt. Sobald eine dieser Zahlen 0 ist, ist der interne Zinssatz « zu setzen.
Andernfalls ist die kleinste positive Nullstelle als interner Zinssatz zu wihlen. Fir
m>3 sollte man sich einen Uberblick iiber alle zuldssigen Nullstellen verschaffen
und beachten, daB die Brauchbarkeit durch das Fehlen der Stetigkeit relativiert
ist.

Zur Berechnung der Anzahl m der Nullstellen und der einzelnen Nullstellen
selbst kann man z. B. die Vorzeichenwechsel-Anzahlen in der Sturmschen Kette

g Siehe Henrici, P., Complex Analysis, S. 443.
o Der Wert 2 ergibt sich als Differenz aus v und v-.

Wie im allgemeinen zur Ermittlung des internen Zinssatzes vorzugehen ist, wird in Abschnitt 4.1,
6 beschrieben.

Diese sind: Dic Kartesische Vorzeichenregel - siehe beispielsweise Henrici, P., Complex Analysis,
S. 439 ff. - und der Satz von Fourier-Budan - siche Henrici, P., Complex Analysis, S. 443,
Mit ihrer Vielfachheit gezihit.
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fiir das Polynom p" und dessen Ableitung dp”/dx besfimmc:n. Dies fuhn'ntfrl
zuerstin x=1, dann an einer Stelle x , die so groB zu wa.hlc:} ist, daB man S;::Bi-
sein kann, daf sie groBer ist als alle Nullstellen, und sc‘hhe_thh an den duxl‘:f o
sektion ermittelten Stellen durch. Dabei erhlt man mit ciner ggglgneten ™W
terung dieses Verfahrens auch die Vielfachheiten, und damit m

~ Bei ungiinstigen Investitionen multipliziert man in Variante A den Zahlungs-

strom mit -1, vertauscht also die Rollen von Investor und Investitionsobjekt, und
geht dann so vor wie bej giinstigen Investitionen,

Machte man zwej Zahlungsstrome vergleichen, die als internep Zinssatz beide « oder
beide -1 besitzen di

. 1e also durch diesen nicht unterschieden werden, so sind weitere
Uberlegungen erforderlich. Wenp nich i

tionen 6 und § offensichtlich

ie Empfehlung ausgesprochen werden kann, die
ch, sondern moglichst realitiitsnah vorzunehmen.

Nmal, daB sich ejpe Wirtschaftlichkeitsprﬁfung iiber eine ein-

zelne Investition hinayg auf das gesamte Gefiige von Investitionen und Finanzierungen
€ines Betriebes ¢rstrecken mug,



aufweisen. Diese ’leichte’ Beseitigung der Mehrdeutigkeit ist fiir ihn ein Beleg fiir die
generelle Brauchbarkeit des internen Zinssatzes. Sein Beispiel’? lautet:

Beispiel 15: Die Investition a = (=1.000.000.000; 5.900.000.000; -13.923.500.000;
16.428.550.000; ~9.691.800.240; 2.286.936.288) besitzt die Gesamtsumme
186.048 , das Volumen 49.230.786.528 und die Nullstellen 0,16;0,17;
0,18;0,19; 0,20 , von denen die erste, dritte und letzte zulédssig sind. Eine
Erhohung bzw. Verminderung von as um lediglich 0,37 fiihrt zu Investi-
tionen mit nur einer positiven (zuldssigen) Nullstelle, nimlich 0,20121 bzw.
0,15879 .73

DaB, wie in Beispiel 15, bei einer Investition mit einem Volumen von iiber 49 Mrd. eine
Anderung von insgesamt knapp 0,74 eine Schwankung des internen Zinssatzes um iiber
4 % hervorruft,” spricht eher gegen die Brauchbarkeit des internen Zinssatzes bei sol-
chen Investitionen.

Wenn man sich an den finanzmathematischen Umgang mit Zahlungsstrémen mit kleinen
Gesamtsummen und groBen Volumina gewohnt hat, erscheint es moglicherweise plausi-
bel und akzeptabel, daB der interne Zinssatz in gewissen Bereichen auf kleine Anderun-
gen stark reagiert’ - jedenfalls so lange Stetigkeit herrscht. Falls allerdings Unstetig-
keitsstellen auftreten, so kann man diese wohl mathematisch erklidren; aber 6konomisch
ist es sinnlos, wenn z. B. bei einer Investition jede, noch so kleine, Steigerung’ einer Zah-
lung zu einem Wachstum des Zinssatzes um (wie hier) mindestens 4 % fiihrt. 6

Hosterbach & Seifert’’ betrachten einen bestimmten Zahlungsstrom, variieren diesen
und analysieren die Nullstellenmenge im Bereich x >-1, wobei sie mit Recht auf die
Isotonie abstellen und nur Nullstellen betrachten, die im Sinne von Definition 1 zulissig
sind. Allerdings gelingt ihnen keine vollstindige Systematisierung, weil sie im wesentli-
chen nur dieses eine Beispiel behandeln, vor allem aber, weil sie den ausschlaggebenden
EinfluB des Vorzeichens der Gesamtsumme iibersehen.

Beispiel 16: Die Investition a = (-3.000; 15mal 1.000) hat eine Laufzeit von 15 Peri-
oden und besitzt den transformierten Zahlungsstrom (=3.000; -44.000;
~300.000; -1.260.000; -3.640.000; ~7.644.000; -12.012.000; -14.300.000;
-12.870.000; -8.580.000; -4.004.000; -1.092.000; 0; 140.000; 60.000;
12.000). Nach 11 Jahren erfolgt nun eine zusitzliche (Aus-) Zahlung a,
deren Hohe von 0 bis -13.500 variiert. Der transformierte Zahlungsstrom

;23 Dieses Beispiel ist hier leicht abgewandelt, indem simtliche Eintrage mit 1.000 vervielfacht sind.
Vergleiche auch Abbildung 1 zu Beispiel 1: Bei einem Volumen von 644 Mrd. bringt eine Erhohung
vora,, umknapp 0,2 oder cinc Verminderung von a,, um knapp 1,3 dic Nullstellen x,, x,, x; und
X, zZum Verschwinden und iiberfithrt den Zahlungsstrom in einen Bereich, in dem der interne Zinssatz

7 br_auchbar ist. )

- D_lcs ist ein Hinweis auf Unstetigkeitsstellen im tangierten Bereich.

% Siche auch die Beispicle 5, 11, 18 und 23.

n Vergleiche die Erliuterungen zu Definition 2.

Siche Hosterbach, E., Seifert, O., Zur Mehrdeutigkeit, S. 867 fT.
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lautet dann (a"o; a'; .y a“m; a"11+a; a"12..+ 4.q; a"13+ 6-'a; a 14t 4-0{ ;
"5+ a) mit der Gesamtsumme " ta. Fir a>-12000 1st. die Igves}n—
tion giinstig, fir @ =-12.000 neutrzlf und fiir @ <-12.000 ist sie ungiinstig.
Man kann diese drei Fille zwar kontinuierlich ineinapder iberfiihren, sie

sind aber prinzipiell verschieden gelagert; bei diesem Ubergang éindert sich
der interne Zinssatz nicht stetig.

0,3286 bis 0,2132 ab, wenn a von 0 bis -12.000 sinkt. Fiir & =-12.000

ist der interne Zinssatz »und fir @<-12.000 ist folgendermaBen zu ver-
fahren (vgl. Abbildung 6):

Variante A: Bej vertauschten Rollen von Investor und Investitionsobjekt ist

v'=2. Wenn a von -12.000 bis -13.283,9848504... _sinlft,
wachst der interne Zinssatz von 0 bis 0,134475 und ist fiir
noch kleinere e schlieBlich w Zu setzen.

Variante B: Es ist v=3 ynd y"= 2. Demzufolge liegt im Intervall 1-1,0f
genau eine Nulistelle, und der interne Zinssatz ist brauchbar.

Sinkt @ von ~12.000 bis -13.500, dann fillt der interne Zins-
Satzvon -0,2326 bis -0,2924 78,7

E

0,2132

0.1345

0
~=12.000
\

=6.000 a




Beispiel 17: Hosterbach & Seifert® betrachten schlieBlich noch den Zahlungsstrom
(~100.000; 280.000; -267.240; 98.168: -11.024) mit der Gesamtsumme
=96 sowie den Nullstellen -0,8;~0,5;0,04 und 0,06. Von diesen sind
zwar -0,5 und 0,06 isoton, aber nur die Nulistelle -0,5 ist zuldssig. Da
die Autoren das Vorzeichen der Gesamtsumme nicht beachten, kommen sie
zu dem offensichtlich unrichtigen Ergebnis, den internen Zinssatz 0,06 zu
setzen.

Tatséchlich liegt eine ungiinstige Investition vor:

= Bei Variante A muB man den gesamten Zahlungsstrom mit -1 multi-
plizieren. Dann erhilt man eine positive Gesamtsumme und dieselben
Nullstellen wie bisher. Allerdings sind jetzt die Nullstellen -0,8 und
0,04 isoton, und nur 0,04 ist zuldssig. Diese Nullstelle und nur diese ist
der interne Zinssatz (bei vertauschter Rolle von Investor und Investiti-
onsobjekt).

- Bei Variante B ist als interner Zinssatz direkt -0,5 zu wihlen.

In beiden Varianten ist der interne Zinssatz brauchbar.

In den Beispielen 16 und 17 erhlt man bei Variante A und bei Variante B Ergebnisse
mit erheblich unterschiedlichen GroBenordnungen. Es ist hierbei jedoch zu beachten,
dal die beiden Varianten nicht dafiir gedacht sind, miteinander verglichen zu werden.
Jede fiir sich ist stimmig; man muB sich fiir eine von beiden entscheiden und alle Uber-
legungen in dieser durchfiihren. Variante A hat den Nachteil, daB hier u. U. Maschinen
als Investoren interpretiert werden miissen. Variante B hat den Nachteil, da negative
Zinssitze mit einigen Konsequenzen unseren Vorstellungen vom Kapitalwachstum
zuwiderlaufen. Ein interner Zinssatz «, d. h. die Existenz giinstiger Investitionen, bei
denen mit keinem noch so hohen Zinssatz die aufgezinsten Einzahlungen durch die auf-
gezinsten Auszahlungen ausgeglichen werden kénnen, ist nicht so abwegig, wie es nach
Beispiel 10 zunichst erscheinen mag.

Beispiel 18: Es wird eine Schar von Investitionen betrachtet, deren Einzahlungsstrome
alle gleich sind; von der Periode 0 bis zur Periode 10 betragen die Einzah-
lungen jeweils 1.000 . Diesen steht eine Auszahlung von ~8.000 gegeniiber,
die in zwei Teilzahlungen zu zwei hintereinander liegenden Zeitpunkten
zerlegt ist und deren Schwerpunkt sich in der Schar immer weiter nach hin-
ten verschiebt. Notiert man diese Verschiebung in 1.000er-Schritten, ergibt

sich die folgende Schar:

(=7.000; 1.000; 1.000; ..; 1.000)
(-6.000; 0; 1000; .. ; 1.000)
(-5.000; -1.000; 1.000; .. ; 1.000)

————

Siche Hosterbach, E., Seifert, 0., Zur Mehrdeutigkeit, S. 878 f.
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( 1.000; -7.000; 1.000; .. : 1.000)
y e s 1.000)
( 1.000; -5.000; -1.000; .. ; 1.000)

( 1.000; 1.000; L000;, .. : =7.000)

Offensichtlich werden die Investitionen immer ginstiger. Findet die Aus-

zahlung komplett zu einem einzigen Zeitpunkt k statt, dann betrigt der
interne Zinssatz Xy

k, 0 , 1 , 2 'z3
x, | 0,0707 | 00937 | 0,1465 | w

Verteilt man hingegen die Auszahlung auf die Zeitpunkte 2 und 3, wobei @
(-8.000<a <0) zum Zeitpunkt 3 upd -8.000~a zum Zeitpunkt 2 ausge-

zahit wird, dann belduft sich der interne Zinssatz Xo » wie Abbildung 7 ver-
anschaulicht, ayf:

@] 0 | -2.000 | ~4.000 | -4.700 —4.757,-4.757,085915..[ <-4.757,085916
% IO'”GSI"’”T“’QT%;'QTM—I 03301] om0 | w :

F\_

04

+ 03314

}o3

5 0'2

401

~4.757,085...
Ve

-3.000 =4,000 =3.000 ~-2.000 -I:WO J

\ B

Abbildung 7




Den dargestellten Effekt kann man auch fiir die folgende Schar von Investi-
tionen beobachten, bei der die Auszahlungen nicht nach hinten verlegt,
sondern betragsmaBig verkleinert werden. Wieder findet vom Zeitpunkt 0
bis zum Zeitpunkt 10 jedesmal eine Einzahlung in Hohe von 1.000 statt.
AuBerdem erfolgt zum Zeitpunkt 2 eine Auszahlung von 3243 und zum
Zeitpunkt 3 eine variable Auszahlung @ »-6.000 . Die Schar hat unter die-
sen Bedingungen die Gestalt (1.000; 1.000; -2.243; 1.000+a; 7mal 1.000).
Vom Parameter e hingt der interne Zinssatz folgendermaBen ab:

@ | =6.000| ~5.500 | -5.000 | -4.800 | -4.757 [>~4.757
x, |0,0954] 01414] 02163 02809 03301] w0

Das Bausparen ist fiir Bausparkassen eine Investition vom Typ des Beispiels 18. Nach
jahrelangen Einzahlungen (sog. Ansparphase) erfolgt eine Auszahlunggq und danach
wieder eine Reihe von Einzahlungen (sog. Darlehensphase). Auch wenn der Bausparer,
das Investitionsobjekt, die Einzahlungen vertragsgemi leistet, steht der Termin der
Darlehens-Auszahlung dennoch nicht von vornherein fest, sondern hdngt von den Mit-
teln ab, die die Bausparkasse jeweils zur Verfiigung hat, und damit von deren unterneh-
merischen Qualitat.

Bis Anfang der achtziger Jahre waren die Wartezeiten bis zur Darlehens-Zuteilung noch
50 kurz, daB der interne Zinssatz im allgemeinen gerade noch endlich war. Allerdings
war er deutlich iiber 10 % angesiedelt. Danach erfolgte (aus der Sicht der Bausparer)
eine rapide Verschlechterung, so daB der interne Zinssatz durchweg « betrug. Auch
wahrend der Konsolidierung in den letzten Jahren haben sich die Wartezeiten nicht wie-
der so weit verkiirzt, daB man mit den Zinssitzen bereits aus dem Bereich « herausge-
kommen wire. - Mit einer hohen Einzahlung am Anfang kann der Bausparer zwar
seine Wartezeit verkiirzen, aber prinzipiell den internen Zinssatz nicht verringern, da
der Vorteil der kiirzeren Zeit durch die friihen hohen Einzahlungen eliminiert wird.

Fiir Bausparkassen stellt ein Bausparvertrag eine vorziigliche Investition dar - mit dem
Bausparer als Investitionsobjekt. Diese Investition hat auBerdem die Vorteile, daB der
Bausparer das Darlehen manchmal gar nicht in Anspruch nimmt und die Forderungen
grundsiitzlich gut abgesichert werden. Allerdings ist es fiir eine Bausparkasse letztlich
sinnlos, die Rendite fiir einen einzelnen Vertrag in Betracht zu ziehen, da dessen Moda-
litdten, néimlich im wesentlichen der Zeitpunkt der Darlehens-Auszahlung, von ihren
iﬂs&esamt zur Auszahlung zur Verfiigung stehenden Mitteln abhéngt. Fiir den Bausparer
ISt der interne Zinssatz jedoch ein Anhaltspunkt fiir die Giite seines Vertrags bzw. des
Bauspar-Wesens iiberhaupt.52

.

" Dies s das Bauspardarlehen, Es wird meistens nicht genau an einem Laufzeit-Jahresende ausgezahlt
und ist daher rechnerisch auf zwei Perioden zu verteilen.
Da beim Bausparen innerperiodische Zahlungen iiblich und einfluBreich sind, wird ein konkretes Bei-
spiel erst in Abschnitt 4.3. (Beispiel 23) gerechnet.
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. " " , 3
Als weiteres Beispiel fiir eine Investition mit v=2 (und i, a. Vv'=2) fiihrt ;Ia}llllﬁlsristil)l:;
Geldanlage im Rahmen der $0g. Berlin-Forderung an. Dabei besteht der Zahlu % ey
zunéchst 15 Jahre lang nur aus Auszahlungen und danach 1'0 Jahre lang nur _aull)s ehong
lungen. Das Entscheidende sind aber steuerliche Vergiinstigungen, deren Einbezi

in den Zahlungsstrom dazy fiihrt, daB im ersten Jahr als Saldo letztlich doch eine Ein-
zahlung vorliegt 84 85

Beispiel 19: Stehen sich zwe; Investitionen gegeniiber, die beide’ den in_temen__Zins]satz :
aufweisen, muB man ihre Wirtschaftlichkeit mit Hilfe weiterer Uberlegu

gen vergleichen. In Fortsetzung von Beispiel 18 konnten diese Uberlegun-
gen folgendermaBen lauten:

Zwischen den beiden Zahlungsstromen g = (3mal 1.000; —7.0Q0; 6Hllal
1.000; 2.000) und b = (3mal 1.000; ~7.000; 7mal 1.000) besteht die Rela-

tion agiib, aber nicht bgia, und daher ist 3 die Investition, die man
realisiert,

Zwischen den Zahlungsstromen ¢ = (3mal 1.000; ~7.000; Smal 1.000; Oh’
3.000) und b besteht die Relation "gi’ nicht. Hier kénnte man noch nac

der Kapitalwertmethode vorgehen. Fiir Kalkulationszinssiitze bis 100 % st
Investition ¢ und fiir héhere Zinssitze Investition b vorteilhafter. Man
muf abschétzen, welchen Zinssatz man fiir realistisch hélt, und sghon hat
man ex%%ene GréBen einbezogen und das Wesen des internen Zinssatzes
verletzt.

Eine weitere Maglichkeit, wie man
einander vergleichen kann, ist die
weiteren fiktiven Zahlungstrom in der Weise, daB der Schwerpunkt der
Auszahlungen nach vorne riickt und

den Investitionen und ¢ jeweils

en Zahlungsstrom (=7.000; 3mal 2.000; 7mal 1.000)
ngsstrom (-7.000; 3mal 2.000: Smal
dtzen 0,1637 und 0,1718 . Folglich

.
8 Siehe HauBler, w. M, Unterjihrige Zahlungen, 5. Bj16 f
84 . - . . . .
Emﬂ analoges Beispiel, bei dem die Einbezichung steverlicher Gesichtspunkte im Zahlungsstrom
lz’lrlsa}tzhché: l\éc;rzelchenwcchsel hervorryft, diskutieren Pratt, J. w, Hammond, J. §, I, Evaluating
Ofects, S. 1231 ff.
8 . .
Fiir den gewghnlichen Bausparer spicien heutzutage stcuerliche Gesichtspunkte lange nicht die Rolk,
5 dic hiufig suggeriert wird. epunkee "
Zur Probje

matik der Kapitaiwertmcthode siche Abschnitt 4.4,
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4.3. Innerperiodische Zahlungen

Das Auftreten innerperiodischer Zahlungen scheint zunichst ein Problem minderen
Ranges zu sein. Fiir die Zwecke der Investitionsplanung kann man die Ungenauigkeiten,
die entstehen, wenn man einfach so tut, als ob die Zahlungen immer an Periodenenden
stattfinden, meistens vernachlissigen. Méchte man trotzdem die genauen Zahlungszeit-
punkte beriicksichtigen, dann setzt man am einfachsten die (Zins-) Perioden kiirzer an;
anstelle von Jahren wihlt man z. B. Quartale, Monate, Tage. Bekanntlich kommt man
damit wegen der Wirkung der Zinseszinsen bei den einzelnen Zahlungen mit niedrige-
ren nominalen Zinssétzen zu denselben Endwerten wie beim Ansatz lingerer Perioden.
Hat man die Periodenlinge jedoch ein fiir allemal festgelegt, gelten die Ausfiihrungen
bis einschlieBlich Abschnitt 4.2. ohne Abstriche.

Im Bankgewerbe werden effektive Zinssitze von Kreditend? tiblicherweise sehr genau
angegeben. Gegeniiber Privatkunden besteht dazu sogar eine Pflicht nach der Preisan-
gabenverordnung (PAngV). Diese Verordnung legt auch fest, wie der effektive Zinssatz
zu berechnen ist: Die Laufzeit beginnt mit der ersten Zahlung. Die Zinsperioden dauern
genau 1 Jahr, anfangend mit dem Laufzeitbeginn - sie sind also unabhingig vom Kalen-
derjahr - | das Jahr gerechnet zu 360 Tagen. Ist die Gesamt-Laufzeit nicht ganzjihrig, ist
die letzte Zinsperiode entsprechend kiirzer. Jede Zahlung vor dem Ende einer Zinsperi-
ode wird bis zum Periodenende zunichst einfach aufgezinst.38

Diese Vorschrift iiber die Verrechnung innerperiodischer Zahlungen hat folgende Vor-
ziige: Durch sie ist eine einheitliche Periodenlinge festgesetzt, wobei das Jahr als
Grundperiode wirtschaftlichen Handelns angenommen wird. Insbesondere kann die Be-
rechnung des effektiven Zinssatzes leicht anhand einer Staffelrechnung - wie bei einem
normalen Sparkonto - nachvollzogen werden. Wenn die Zinsen tatsichlich in kiirzeren
Zeitabstinden kapitalisiert werden, was bei vielen Kreditformen der Fall ist, so werden
diese Abweichungen von der (fiktiven) Norm als solche genau durch den effektiven
Zinssatz erfaBt. Unterschiedliche Zinsperiodenlingen werden auf diese Weise iiber-
haupt erst vergleichbar gemacht.

Diese Argumente gelten zwar auch fiir andere Standard-Periodenlidngen, aber das Jahr
hat den rechnerischen Vorzug, daB die Zahlungsstréme im Sinne von Abschnitt 2.1. nicht
Zu umfangreich werden, daB der Grad der zugehorigen Polynome nicht zu groB wird und
insbesondere daB sich Zahlungen innerhalb eines Jahres gegenseitig ausgleichen kénnen,
50 daB die Zahl der Vorzeichenwechsel u. U. klein gehalten wird. In der Tat treten in-
nerperiodische Zahlungen in der endgiiltigen Form des Zahlungsstroms nicht mehr auf,
wie man sich anhand einer einfachen mathematischen Umrechnung verdeutlichen kann:

@ sei eine Zahlung, die um die Zeitspanne t vor dem niichsten Zinszeitpunkt stattfindet
(O<t<1). Wird die Zahlung a bis zu diesem Zinszeitpunkt mit dem Zinssatz x einfach
verzinst, so ist ihr Wert danach durch den Term a-(1 + t-x) beschrieben, den man fol-
gendermaBen umformen kann:

Ein Kredit ist cine Investition der Bank in den Kreditnehmer, und der effektive Zinssatz dieses Kredits

ist nichts anderes als der interne Zinssatz dicser Investition. _ “ '
Dies alles sind fiktive GroBen als Basis fiir dic Berechnung einer weiteren fiktiven GroBe, des effektiven
Zinssatzes,
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(22) a-(1 +1i+x) = a(1-t+t+tex) = tras(1+x) + (1-t)+a

gewahrt, und zwar unabhingig von der Periodenlange, d;::
auch kiirzer als 1 Jahr angenommen werden kanp, Entweder spielt der genaue Zeltpll(fjlcr
der Zahlungen in ejner Periode keine Rolle - dann sing diese ein'fach‘zu saldieren - o A
dieser Zeitpunkt (t vor Periodenende) ist von Bedeutung, dann js¢ eine Zahlung. a ﬂ;lu
den Betriigen ( 1-t)+a auf das Periodenende ung ta auf das Ende der VO!'PCI‘]OdC o
verteilen, Rechnung (22) zeigt, dag der numerische Aufwand fiir djese Verteilung S'eht
gering ist, und an Beispiel 20 sjeht man, daf8 der resultierende Zahlung_sstrom nl‘:j N
komplizierter aufgebaut ist, als wenp die Zahlungen ejper Periode ohne innerperiodi

den beiden Zahlungsstromen, - ohne und mj; Beriicksichtigung der genauen innerperi-
odischen Zahlungszeitpunkte ~ nur dann so einfach, wenn in jeder vollen Periode die-
selbe Abfolge von Zahlungen vorliegt.

Die Verteilung der Zahlung -8.000 X
Verrechnung innerperiodischer Zahl Intergrund. Wenn der Zahlungstermin
vom Anfang einer Periode kontinuierlich b;

die Restzeit bis zum Periodenende von 1 auf ¢

Beispiel 21. Das Prinzip der innerperiodischen linearen Verzinsung bringt gewisse merk-
Wiirdige Phinomene mit sich:
Einer Auszahlung von 3.000 am Anfang stehen innerhalb eines Jahres vier
inzahlungen in Fyghe vonje 2.000 an dep Quartalsenden gegeniiber, Der
Zahlungsstrom lautet danp (-3.000 + 2.0003/4 + 2.000. 1/2 + 2.000- 1/4;
2.000-1/4 +2.000-1/2 + 2.000-3/4 +2,000) = (0; s,

den internen Zinssatz o ]

Die Saldiemng der Einza m Jahresende, hitte den Zah-
lungsstrom (-3.000: 8.000) mj i i



die Vorzeitigkeit der Zahlungen nicht beriicksichtigt hitte. Mit der Verkiir-
zung der Perioden auf Quartale wire der Zahlungsstrom (~3.000; 4mal
2.000) mit dem internen Quartalszinssatz 0,55166 und dem Jahreszinssatz
4,7968 (=1,55166* - 1) entstanden.

Daf} die Werte fiir den internen Zinssatz bei den beiden Berechnungsweisen "innerperi-
odische lineare Verzinsung’ und *Verkiirzung der Perioden’ so stark auseinanderklaffen,
geht auf die gezielte Wahl dieses extremen Beispiels zuriick. Der Zahlungsstrom (0;
5.000) ist so zu interpretieren, daB fiir den Investor zu keiner Zeit ein negativer Saldo
besteht, da als Zeitrdume nur ganze Perioden in Frage kommen und die Einzahlungen in
der ersten Periode so friih liegen und so hoch sind, daB sie die Auszahlung am Anfang
schon innerhalb dieser Periode ausgleichen.

Da der Wert o an anderen Stellen unvermeidbar auftritt, kann er auch hier in Kauf ge-
nommen werden. Er darf, wie gesagt, nur nicht mit unendlich hohen Zinsen in Verbin-
dung gebracht werden, sondern muB als *besonders giinstig’ verstanden werden.

Fiir nicht ganzjihrige Gesamt-Laufzeiten sieht die Formel fiir den effektiven Zinssatz
nach der PAngV vor, daB die letzte Zinsperiode entsprechend zu verkiirzen ist und die
Zinsen mit der letzten Zahlung, d. h. vor Ablauf eines Jahres nach dem vorletzten Zins-
zeitpunkt, zu kapitalisieren sind.® Abgesehen von der erheblichen Komplizierung der
Formel, fiihrt diese Regel auch zu der Inkonsistenz, daB spiitere Einzahlungen zu giinsti-
geren Zahlungsstromen und damit zu hoheren effektiven Zinssitzen fiihren kdnnen.

Beispiel 22: Einer Auszahlung von -100 zum Zeitpunkt 0 stehen Einzahlungen von ins-
gesamt 102 gegeniiber. Bei Fall (a) soll dieser Betrag komplett zum Zeit-
punkt 1-t, also um die Zeitspanne t vor Ablauf des Jahres (0 <t < 1),
eingezahlt werden. Bei Fall (b) soll nur ein Betrag von 101 zum Zeitpunkt
1-t und der Rest in Hohe von 1 zum Jahresende eingezahlt werden. Of-

fensichtlich ist (a) vorteilhafter als (b).

Dagegen ist der effektive Zinssatz nach der PAngV bei Fall (a) niefiriger.
Er ergibt sich aus der Gleichung -100+(1+(1-t)-x_) + 102 = 0 und ist

x, = 0,02/(1-t) ,

wihrend bei Fall (b) der Zahlungsstrom (-100+101-t;101-(1-t)+1)=
(101+t-100; ~101 -t + 102) lautet und der effektive Zinssatz

0,02/(1-101-t) fir t<1/1,01
Xy =
L fir t>1/1,01

betrégt. Fiir alle t gilt offensichtlich x> x, .

Diese Inkonsistenz konnte dadurch beseitigt werden, dfiB man nur gmh—
lige Laufzeiten zuldBt, so daB Zinsen in der letzten Periode zwar nur bis zur
letzten Zahlung anfallen, aber ihre Kapitalisierung u. U. erst nach Ablauf

e,

Diesc Verrechnungsweise richtet sich nach der Bankpraxis, der sog. Sparkassenkonvention.
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i im Falle
des vollen Jahres vorgenommen wird. Bc_:lm _Zahlung§s;rorr:1wl;r g::lﬁwahrend
dieser Modifikation der Berechnungsweise nichts gedn ea' W (-100, S 102
sich aus Zahlungsstrom a2 de.r neue Zahlungsstrom
102+ (1-t)) mit dem internen Zinssatz

002/(1-1,02+t) fiir t<1/1,02

) fir t21/1,02

” = =x ﬁir
ergibt. Nun gilt die Beziehung Xy > %, flir t<1/1,01 und X, ==Xy
t21/1,01, wie es sich gehort,

—_ ioe) Zah-
Wohl bezieht sich die Brauchbarkeits-Definition (Definition 2)_ nur auf (fil;tslﬁfgchend
tungsstréme mit einheitlichen Periodenlingen, es leuchtet aber ein, daB sie e

: itpunkte
erweitert werden muB, wenn, wie bej der Formel zur P.AfngV, die genal.le!.l. Efiltglinve-
innerperiodischer Zahlungen eine Rolle spielen sollen, Liegen z. B. zwei giinstig ,

» die sich lediglich dadyrch unterscheiden, daB a (innerperi-
odisch) frithere Einzahlun i

ektive Zinssatz nach der Formel der PAngv nicht isotorel
' i i dem Verfahren, nicht-ganz
ie letzte Zinskapita]isierqu mefief
ngs-Verfahren), der effektive Zins

zurunden ung damit auch g

nach einer vollen Periode Vorzunehmen (Aufrundy

satz isoton wire.

In der Praxis unterscheiden sich die beiden Verfahren in ihren Ergebnissen so gut \t‘:i
nicht, so daB man gje diskutierte Unstimmigkeit in der Formel der PAngv Zuguns 0
einer genauen Nachbildung der Bankpraxis vielleicht in Kayf nehmen kann. - Fu.rde m
stimmiges System einer Bewertung von Investitionen mit dem internen Zinssatz, bei de

innerperiodische Zahlungen (fiktiv) bis zum Jeweiligen Periodenende linear verzinst
werden sollen, kommt die Formel der p

AngV aber nicht in Frage, sondern z. B. das Auf-
rundungs-Verfahren.

Beispiel 23; Ejj, Bausparvcrtrag sei durch folgende
Sparsumme 120,009

» Monatliche Einzahlungen in Hohe von 500 bis zur
Zuteilung, Zuteilung nach 8 Jahrep

, danach 10 Jahre 5 Monate lang monat-
liche Einzahlungen in Héhe von 7

zahlung {iper 240 AbschluBgeb
biihr, Nominale Hape

ch samtliche Vertragsbe-
d diese Umsetzung kann
der Zuteilungstermin, der

ungsstrom Umsetzen; yp,
letztlich ey dann v,



nicht von vornherein feststeht, sondern von den Mitteln der Bausparkasse
abhingt, bekannt ist. Mit den angenommenen Merkmalen ergibt sich ein
Zahlungsstrom von (2.750; 7mal 6.000; =112,790; 9mal 8.640; 7.500; 1.020)
mit der Gesamtsumme 18.240 und dem internen Zinssatz o .

Zur Vermeidung eines Zinssatzes "unendlich’ kann man das Bauspardarle-
hen fiktiv mit einer Vorfinanzierung koppeln und so insgesamt eine her-
kommliche Investition erhalten:’! Nach einer Auszahlung in Hoéhe von
120,000 am Anfang, folgen 8 Jahre lang monatliche Einzahlungen® in
Hohe von 800 und danach die Tilgung durch das Bauspardarlehen. Dem
obigen Zahlungsstrom ist jetzt noch der Zahlungsstrom (-115.600; 7mal
9.600; 125.200) mit der Gesamtsumme 76.800 hinzuzufiigen, so da man
schlieBlich den resultierenden Zahlungsstrom (-112.850; 7mal 15.600;
12.410; 9mal 8.640; 7.500; 1.020) mit einer Gesamtsurnme von 95.040 und
dem internen Zinssatz 0,0895 erhilt. Durch Kopplung mit dem gesamten
Bausparvertrag erhéht sich also der interne Zinssatz der Vorfinanzierung
fir den Bauherrn von 0,0830 auf 0,0895. Dies bedeutet, daB er seine
Finanzierung giinstigerweise ohne Bausparen durchfiihrt, jedenfalls wenn er
fiir die gesamte Laufzeit dieselben Bedingungen erhalten kann wie fiir die
Vorfinanzierung allein.

44. Formaler Vergleich mit der Kapitalwertmethode

In der finanzwissenschaftlichen Diskussion®> werden immer wieder die Kapitalwertme-
thode und die Methode des internen Zinssatzes zur Bewertung von Investitionen in
einen - vermeintlich ausschlieBenden - Gegensatz gebracht. Tatsdchlich stehen die bei-
den Methoden begrifflich in einem sehr engen Verhiltnis. Insbesondere treten die for-
malen Probleme des internen Zinssatzes in entsprechender Form auch bei der Kapital-
wertmethode auf, und dies nicht nur bei denselben Typen von Zahlungsstrémen, sondern
b_ereits bei solchen, bei denen der interne Zinssatz mit den oben diskutierten Modifika-
tionen noch brauchbar ist.

In der Reinform funktioniert die Kapitalwertmethode folgendermaBen: Zu einem vorlie-
genden Zahlungsstrom (a)), wird der Barwert unter einem vorgegebenen Zinssatz x,
dem Kalkulationszinssatz, bestimmt, d. h., simtliche Eintrige des Zahlungsstroms wer-
den auf den Zeitpunkt 0 abgezinst und dann saldiert. Ist der Wert positiv, ist die Inve-
Stition rentabel, % und sie wird durchgefiihrt; ist er negativ, unterliBt man sie. Bei zwei
Investitionen entscheidet man sich fiir diejenige mit dem groBeren Kapitalwert, oder
man bestimmt den Kapitalwert der Differenz-Investition und entscheidet sich je nach
dessen Vorzeichen fiir eine der beiden in Frage stehenden Investitionen. Fiir die grund-

9 . . . . . . .
Diese Modifikation hat jedoch nicht nur theoretische Bedeutung; sie stellt vielmehr eine gangige Praxis

bei der Hausfinanzierung dar.

Dicse sind als Zinszahlungen (bei cinem effcktiven Zinssatz von 0,0830) deklariert.

Vergleiche v. a. die in FuBnote 1 genannte Literatur.

Die hier verwendete iibliche Bezeichnung ‘rentabel’ darf nicht mit dem in Abschnitt 2.1. eingefihrtcn
formalen Begriff ‘giinstig’ verwechselt werden.

£ES8S
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' ie di i iablen
satzlichen ﬂberlegungen hierbei miissen Varianten, wie die Annahme eines vari
Kalkulationszinssatzes o. 4., auBler acht bleiben,

Auch der Kapitalwert muB als WirtschaftlichkeitsmaB entspre,chc_:nde f’o,réi;rgélfgni(g:’e
die in Definition 2 fiir den internen Zinssatz genannten - ‘I‘Emstenz‘, in beﬁ sicI;
"Ordenbarkeit’, "Permanenz’, *Isotonie’ und ’Stetigkeit’ - | erfuller.l. Dlese ergeZinssatz.
beim Kapitalwert scheinbar einfacher und vollkommener als beim internen

Zur Uberprﬁfung braucht man nur die Kapitalwert-Funktion q zu betrachten, die je-
dem Zahlungsstrom a=(a,), seinen Kapitalwert

(23) q(1+x):= Q(1+x):=ag + a,-(1+x)1 + . 4 a +(1+x)™®

in Abhingigkeit vom Kalkulationszinssatz x > =1 zuordnet. Fur e.i.nen festen stsatzels(
(und eine feste Laufzeit n) ist q eine lineare Funktion der El'n.trage ag, 24 ,"--]-, ztle div.
Zahlungsstroms, und fiir q sind die genannten Forderungen trivialerweise erfiillt, lgt
lich der Beweis der Isotonie erfordert die folgende Zusatziiberlegung: Weil x>-1 gilt,

sind die Terme (1+x)!, (1+x)=, .., (1 +x)™ positiv; deswegen wichst mit wachsenden

Eintragen ap auch der Kapitalwert, d. h, eine Investition, die offensichtlich giinstiger ist

als eine andere, besitzt einen hoheren Kapitalwert als diese. Im Normalfall, nimlich }:::
Ansatz eines positiven Kalkulationszinssatzes, gilt (1+x)‘k<1 (fiir _alle k>1), und ei °
Investition besitzt Sogar schon dann einen hgheren Kapitalwert als eine andere, wenn s

dieselbe Gesamtsumme wie diese aufweist und bei ihr lediglich Einzahlungen friiher
bzw. Auszahlungen spéter als bej dieser Stattfinden,

- insbesondere bei Zahlungs-
beit diskutierten Mehrdeutigkeitsprobleme auftre-

g auf die Auswertung der Kapitalwert-Funktion ¢
fiir einen einzigen Kalkulationszinssa i

orgehen, da8 map
mit der Kapitalwertmethode

prinzipiell nur zufillig keine
Diese Inkonsistenzen werden i

m folgenden diskutiert.
Bei der Kapitalwertmethode tritt zur Unsicherheit Uber den Zahlungsstrom einer Inve-
stition noch die Willkiir der Setzung des Kalkulationszinssatzes, und man tut in der Pra-
xis gut daran, dje Kapitalwerte der i Frage stehenden Investitionen fiir verschiedef_'.e
Zinssitze 7y bestimmen ung Zu vergleichen, Insbesondere empfiehlt es sich immer, fiir
jede Investition auch den 'Mmaximalen’ Zinssatz auszurechnen, fiir den der Kapitalwert

Der Hauptgrund, warum man dje Abhﬁngigkeit des
Kalkulat

ionszi Gicks; Kapitalwerts von einem variablen
lonszinssaty beruckmchtigen muB, liegy

aber im Prinzip der Kapitalwertme-
: somﬁnzﬂﬁcdcrinNmm

_ , C. J, Kritische Wiirdigung § 717
D. b. mit mehreren Wechseln zwischen Ejp. und Auszahlungen,
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thode selbst. Dieser wird ja ein Funktionieren, d. h, ein Herbeifiihren der richtigen’” Ent-
scheidung, aufgrund folgender Einschitzung unterstellt: Der Kalkulationszinssatz ist eine
Art Hiirde, die vor einer Auswahl méglicher Investitionen aufgestellt wird. Bei jeder die-
ser Investitionen gibt der Kapitalwert dann an, ob bzw. wic gut sie diese Hiirde iiberwin-
det. Je hoher diese Hiirde von vornherein gewihlt wird, d. h., je hoher der Kalkulations-
zinssatz angesetzt ist, desto knapper ist der Abstand, mit der sie von den einzelnen Inve-
stitionen genommen wird, d. h., desto geringer ist deren Kapitalwert bzw. desto geringer
ist die Anzahl der Investitionen, die die Hiirde noch nehmen, d. h. die keinen negativen
Kapitalwert besitzen.

Diesen Vorstellungen liegt der Sachverhalt zugrunde, daB beim Ab- oder Aufzinsen mit
steigendem Kalkulationszinssatz x das Gewicht 1 der Anfangszahlung eines Zahlungs-
stroms gegeniiber dem Gewicht (1+x)¥ spiterer Eintridge (mit k >0) groBer wird. Ist
die Anfangszahlung negativ, d. h., stellt sie eine Auszahlung dar, und sind die spiteren
Eintrage positiv, d. h., handelt es sich danach ausschlieBlich um Einzahlungen, d. h., liegt
der 'Normal'fall vor, so muB der Kapitalwert einer Investition mit steigendem Kalkulati-
onszinssatz sinken. Formal korrespondiert diese Feststellung mit der Eigenschaft, daB
die I&apitalwert-Funktion q im Bereich x>-1 dann streng monoton fallend sein
muB,

Véllig absurd erschiene es, wenn bei einer Investition mit steigendem Kalkulationszins-
satz auch der Kapitalwert stiege; denn, um im Bild zu bleiben, eine Investition verhilt
sich nicht wie ein Mensch, der durch hohere Anforderungen zu hoheren Leistungen
angespornt werden kann, sondern ihr Zahlungsstrom ist absolut unabhingig vom Kal-
kulationszinssatz. Man muB sich darauf verlassen kénnen, daB eine Investition, die bei
einem bestimmten Kalkulationszinssatz unrentabel ist, auch bei jedem hoheren Kalkula-
tionszinssatz unrentabel ist.”® Wenn Investitionen existieren, die sich anders verhalten,
briuchte man lediglich den Kalkulationszinssatz hinreichend hoch anzusetzen, um solche
unrentablen Investitionen wieder als rentabel auszuweisen. Derart iibersteigerte Ansitze
wiirden nachtriglich dadurch gerechtfertigt, daB man sie ja gerade mit den betrachteten
Investitionen realisieren kann. Man sieht, daB das Auftreten solcher Investitionen die
Kapitalwertmethode entwertet.

FaBt man diese Erorterungen etwas formaler, dann sind an die Kapitalwertmethode
- wieder in Anlehnung an Definition 2 - die folgenden weiteren Forderungen zu stellen.
Bei nunmehr festem Zahlungsstrom a muB der Kapitalwert q in Abhingigkeit vom
Kalkulationszinssatz x folgende Eigenschaften erfiillen: Existenz, Eindeutigkeit, Orden-
barkeit, Permanenz und Stetigkeit, die alle leicht nachzuweisen sind, sowie auBerdem

——————

Vergleiche dazu Abbildung 2, in der zwar das Verhalten der Funktion p dargestellt ist, von dem sich

g 9as Verhalten von q aber qualitativ nicht unterscheidet. N _
Auch beim Vergleich zweier Investitionen a und b mittels der Differenz-Investition a-b muB mit
wachsendem Kalkulationszinssatz der Kapitalwert von a-b kleiner werden, und wenn anfangs Rentabi-
litét vorlicgt (Entscheidung fir Investition a), dann darf dies hochstens einmal in Unrentabilitat
(Entscheidung fiir Investition b) umschlagen. Daher gehort das Beispiel von Norstrgm, C. J., Kritische
Wirdigung, S. 112 f,, wic viele andere in der Literatur, in den Bereich, in dem die Kapitalwertmethode
nicht anwendbar ist.
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. a * nk_
Antitonie,” die jm aligemeinen nicht gilt! DaB es be:l d;r Kapltalwertr'nctho;ie. tzi:)vr?zﬁént-
tionale Abhingigkeiten sind, die Brauchbarkeits-Knt'enen wie dengn in Dt?_ 1ni o & e
Sprechen miissen - nimlich die multilineare Funktion q= q(a) in Abhingig

Die Analyse des Kapitalwerts von Investitionen ip Abhingigkeit vom Kalkulationszins-
satz ist mit ¢ i

em Studium des internen Zinssatzes in den bisherigen Kapitelp E{r ?t]ft‘;ce?
schon geleistet. atsdchlich hitte dep interne Zinssatz ohne weiteres auch mit Hilfe

i i i kon-
i -Funktion (23) anstaty mit der Endwert-Funktion (7) definiert werden
ren Das Poponion( 4 der Funktion q aus Gleichung (23)

Gleichung q(l1+x) =0 geschieht mjt
Verfahren, fiir deren Durchfiihrung m
schen Rechner un.

notigt - zwej Voraussetzungen

- Mur noch Blnstige Investitionen 01 betrachtet, d. h. solche, f“r
die der Kalkulationszinssatz 0 einen positiven Kapitalwert ergibt. Fiir diese Investit.lo'
fen werden auf Basis der oben durchgefiihrten, Studien des internen Zinssatzes einige

. ' N mit knapper, Begn'indungen, aufgezeigt und an Bei-
spielen verdeutlicht: pie KapitalwenmethOde ist Prinzipiell nyp dann brauchbar, wenn
es um llfvestitionen geht, di n Spezialfajj darstellen, die nimlich
¢ine einzige Augy), ur noch Einzahlungen aufweisen. Nur

o .
Dic Kapltalwcn-Funkuon ist in i eit vom ionsz: streng) mo fallend. Ver-
. tionszinssag, noton fallend.
gleiche Abbugumg 2 und Fubnote 97, p;e geforderte Antitonie deg Kap(itai:cgr)ts hat jhre genauc Eat-
Wnngferm mlernen Zinssaty day; daB fiir diesen hur Nullstellen i Frage kommen, dic nach
100 . . g
Siche auch die Ausfiihrungep, i 122 i
101 und am Anfang vop Kapite] 3,
Die Ttragung der folgenden Ausfiihrungen auf nicht giinstige lnvestitionen licgt auf der Hand.
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fiir solche Investitionen ist gewhrleistet, daB sich der Kapitalwert bei variablem Kalku-
lationszinssatz antiton verhélt.

Sobald die Kapitalwert-Funktion q mehrere Nullstellen hat, d. h. sobald beim internen
Zinssatz Eindeutigkeitsprobleme entstehen, ist sie nicht mehr monoton fallend, und es
treten Bereiche von Kalkulationszinssitzen auf, in denen der grofere Zinssatz einen
groBeren Kapitalwert ergibt. Abbildung 1102 zu Beispiel 1 zeigt den typischen Sachver-
halt: alle Zinssitze zwischen X, und x, (auBerx;) und rechts von x, ergeben groBere
Kapitalwerte als z. B. der Zinssatz X, , obwohl sie groBer als dieser sind.

Aber auch in Bereichen von Investitionen, in denen der interne Zinssatz im Sinne von
Kapitel 3 noch brauchbar ist, erweist sich die Kapitalwertmethode als prinzipiell un-
brauchbar. Beispielsweise hat die Investition (50; -115; 66) mit dem internen Zinssatz
10 % fiir Kalkulationszinssitze bis 10 % und ab 20 % einen positiven Kapitalwert, Die-
ser ist fiir Zinssitze bis 15 % fallend und ab dann mit dem Grenzwert 50 wieder stei-
gend. Sogar bei herkémmlichen Investitionen (a,), mit mehr als einer Auszahlung am
Anfang, also mit a5, a,<0 , gibt es Intervalle, in denen mit wachsendem Kalkulations-
zinssatz auch der Kapitalwert wichst! Die Ableitung dq/dx(1+x) der Kapitalwert-
Funktion lautet niimlich

=(1+x) ™ (a - (140" + 200, (14+x)"2 + . + nea) ;

das Polynom in der Klammer besitzt genau einen Vorzeichenwechsel und damit im Be-
reich x>~1 genau eine einfache Nullstelle x, . Fir Zinssitze x zwischen -1 und x,
gilt dq/dx(1+x) <0, d.h,, die Kapitalwert-Funktion q(1+x) ist fallend, und fiir Zins-
sdtze x>x, gilt dq/dx(1+x)>0,d.h. q(1+x) ist steigend - die Kapitalwertmethode ist
nicht brauchbar. Bei der Investition (-1; -100; 102) zum Beispiel ist x,=104 %, und fiir
groBere Kalkulationszinssitze hat die Kapitalwert-Funktion eine positive Steigung.

Wohl erscheint bei einer solchen Investition der Ansatz eines derart hohen Kalkulations-
zinssatzes von vornherein sinnlos, aber er ist theoretisch und praktisch nicht unméglich.
DaB der Kapitalwert hierbei negativ wird, ist jedenfalls kein Hinderungsgrund. Die Ent-
scheidung kann fiir eine so schlechte Investition sogar positiv ausfallen, nimlich wenn
die Alternativen noch schlechter sind. Um die Kapitalwertmethode zu retten, kdnnte
man versucht sein, solche Kalkulationszinssatz-Intervalle zu verbieten, in denen sich der
Kapitalwert nicht antiton verhilt. Dies konnte selbstverstindlich nicht in der Weise ge-
schehen, daB sich bei der stetigen VergroBerung des Kalkulationszinssatzes - anfangend
bei -1 - verbotene und erlaubte Bereiche abwechseln. Sobald die Steigung der Kapi-
talwert-Funktion einmal positiv wird, miite vielmehr der Bereich rechts von dieser
Stelle komplett verboten werden.

Mit solchen Beschrinkungen hitte die Kapitalwertmethode aber ihre angebliche Ein-
fachheit und Universalitiit verloren. Bei jeder Investition miiBte ndmlich die Ableitung
der Kapitalwert-Funktion gebildet und analysiert werden, wobei der begriffliche und

102 - . . . .
Zwar ist in Abbildung 1 der Graph der Endwert-Funktion p und nicht der der Kapitalwert-Funktion q

g'ckennzcichncl; aber p und q haben, wie oben ausgefithrt, dasselbe Vorzeichenverhalten, d. h., sie
sind jeweils an denselben Stellen positiv (null, negativ), und der Graph der Funktion q hat qualitativ
Ibe Ausschen wie der von p.
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neigte, den Kapitalwert als In.dikat?r:
N dem internen Zinssatz vorzuziehen. Allerdings ist dieser i

axis nach wie vor weit verbreitet, vor allem auch als effek-
tiver Zinssatz in der Kreditwirtschaft.

zahlung aufwejst

Eine Ursache fijr das Favorisieren der Kapitalwertmethode diirfte darin liegen, daB ihre

formal-mathematischcn Eigenschaftep zu allen Zejten noch weniger griindlich unter-
Sucht waren afg die des internen Zinssatzes, Tatséichl;

ich st sie nur fiir den Spezialfall von
Investitionen brauchbar, pe; denen einer einzigen Auszahlung zum Zeitpunkt 0 lauter
Einzahlungen folgen. Die formal motivierte Empfehlung, beim Auftreten mehrerer N“"'
stellen nicht dep internen Zinssatz, sondern dje Kapita]wertmethode der Investitions-
Entscheidung 2ugrunde zu legen is - formal gesehen - geradesy widersinnig,
Man mug sicp, damit abfipg X

ig’ - selbst bei hiiufiger wecl.l'
UNgen - | 5o dag der interne Zinssatz auch fiir die Praxis
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