Injektive Tensorprodukte und Slice-Produkte
cewichteter Riume stetiger Funktionen

Von Klaus-Dieter Bierstedt in Kaiserslautern

o

Ergebnisse der beiden Arbeiten [1] und

bei man allgemeine Aussagen iiber die
onen in zwei Variablen durch

einer V eriinderlichen erhalt. Es

Dieser Artikel bringt eine Anwendung der
[2] des Verfassers auf skalare Funktionen, wo
App?oximierbarkeit stetiger oder holomorpher Funkti
endliche Summen von Produkten von Funktionen in je
werden z. T. neben den Resultaten iiber vektorwertige stetige Funktionen auch Methoden
V.e‘rwandt, die sich bei der Betrachtung von Rdumen vektorwertiger Funktionen als
nitzlich erwiesen haben. Deswegen wird angenomimen, daB der Leser mit den Artikeln
(1] und (insbesondere) [2] vertraut ist, auf die wir auch fir alle yorkommenden Begriffe

und Bezeichnungen verweisen.
Am Anfang der hier entwickelten Theorie standen 1m wesentlichen zwel bekannte
fiir das injektive Tensorprodukt

TheOremei Der Darstellungssatz von W. H. Summers [16]
CUO(%(l) &, CV,4(X,) zweier gewichteter Riume CUy(X,) und CV,(X,), der als eine
?Oftfuhrung des von L. Nachbin [11] bewiesenen gewichteten Dieudonnéschen Satzes
iiber die Dichtheit des T ensorproduktes angesehen werden kann, und der auf A. Grothen-
dieck zuriickgehende Slice- Produkt-Satz bei L. Eifler [7] iiber Raume stetiger Funktionen
auf kompakten Mengen (und mit der sup-Norm), der den Satz von J. Diendonné [18];
déﬁ C(K) ¢ C(K') fir kompakte K und K’ dicht in C(K X K') Jiegt, in einer anderen

ichtung verallgemeinert und die Grothendiecksche Approximationseigenschaft voraus-
sefzt. Es gelingt nun in dieser Arbeit, mit den Methoden von [1] und [2] etnen Satz (3. 3)
“ beweisen, der beide angegebenen Theoreme enthilt und sich auf vtele weitere Spesialfille,
Wie etwa auf gewichtete Riume holomorpher Funktionen, anwenden laft.

In den ersten beiden Paragraphen werden zundchst Tensorprodukte von R
d.es Typs CV,(X) baw. CV(X) behandelt; in diesen Fillen ist die Approximations-
“igenschaft der behandelten Riume bekannt (11, 5.5 und [2], 1. 1) und mub nicht, wie
I dritten Teil, gesondert unter die Voraussetzungen aufgenommen werden.

Als eine Art Einleitung ist in §1 ein einfacherer Beweis eines Teils des Summers-
Schen Darstellungssatzes gegeben, der zudem den V' orteil hat, eine Reihe von Voraus-
Sebzungen fiir dieses Theorem zu eliminieren oder abzuschwichen (1. 9). Der Satz liefert

ann auch jm einfachsten Spezialfall das bestmogliche Ergebnis (1.3)- Eine Betrachtung
der Riume vom Typ CV(X) scheint stets schwieriger zu seil und wird hier 1n §2 zum

?.Sten Male im vorliegenden allgemeinen Rahmen vorgenommen. Wir gre%fen flabei auf
¢ Ergebnisse von [2] guriick und stellen die Verbindung her, indem wir zeigen, daB
16
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unter sehr allgemeinen Voraussetzungen ein Isomorphismus zwischen einem gewichteten
Raum stetiger Funktionen mit Werten in einem anderen gewichteten Raum und einem
entsprechenden Raum von Funktionen in zwei Variablen existiert (2.3). Mit einem
Resultat aus [2] folgt dann ein Darstellungssatz fiir das Tensorprodukt CU(X)) @, CV(X,)
(2. 4). Hier benétigen wir noch etwas stirkere Voraussetzungen als in § 1, die aber in
den meisten Fallen erfiillt sind; insbesondere gelingt es fiir den Raum der stetigen be-
schrinkten Funktionen mit der sup-Norm leicht, aus 2. 4 die eine Richtung des Satzes
von Glicksberg und Tamano zu folgern (2.6). In §3 werden der bereits erwihnte all-
gemeine Slice-Produkt-Satz (3.3) und anschlieBend ein Korollar iiber gewichtete Riume
holomorpher Funktionen (3. 5) bewiesen; zum SchluB geben wir noch ein interessantes
Beispiel in dieser Richtung (3. 7).

Ein Teil dieser Arbeit beruht auf der Dissertation des Verfassers an der Johannes Gutenberg-Universitit in
Mainz unter Leitung von Herrn Prof. Dr. B. Gramsch.

L. Ein allgemeiner Darstellungssatz fiir C Up(X)) ®,CV,(X)

Im folgenden seien U/ > 0 und V > 0 Nachbin-Familien auf den vollstindig regu-
liren Riumen X, bzw. X,. Bezeichnet u® v fir u€ U und € V die Funktion
(24, 2) > u(z,)v(x,) auf dem topologischen Produkt X, x X, und

W=U@V={uovuclU,ve¢ 43
so stellt W eine Nachbin-Familie auf X, x X, dar mit W > 0.

Der vim folgenden bewiesene Darstellungssatz fiir das mjektive (e-)Tensorprodukt
CUNX) @, CVo(X,) der gewichteten Réume CUy(X,) bzw. CV,(X,) stetiger Funk-
tionen auf X, bzw. X, ist eine Verschirfung von W. H. Summers ([16], Theorem 5. 1).
Obwohl das Ergebnis auch aus den Resultaten von [1] iiber vektorwertige Funktionen
hergeleitet werden kann, ziehen wir es vor, der Beweismethode bei Summers (vgl. [15], 4) zu
folgen — diese Methode verwendet den gewichteten Dieudonné-Satz von L. Nachbin [11]
—und dabei die Teile von Lemma 4. 2 in [15], die eine Charakterisierung der Extremal-

punkte von gleichstetigen Mengen im Dual von CUy(X,) bzw. CV,(X,) benutzen,
durch ein einfacheres Argument zu ersetzen,

L. Lemma. Bei der kanonischen Einbettung T, definiert durch
7

T:_Azl'fi®gi_> (), 2,) 2 filzy)g(x,)
i= i=1

(REN, [ € CUO(XI),giECVO(XQ), t=1,...n, 2, € X, z,€X,),
ist CUO(XI) @’eCVo(Xz)
topologisch isomorph einem dichten Linearen. Unterraum von CWy(X, x X,).

Be:weis. In [11], 23, Proposition 1 wurde bewiesen, daB T eine lineare Abbildung
von CUG (X))@ CVy(X,) in CWo(X,x X,) angibt, deren Bild nach dem gewichteten
Dzeu'donn.é-Satz von Nachbin ([11], 23, Theorem 1) dicht in CW (X, x X ) liegt. Offen-
?Jar st T auch elneindeutig. Wir identifizieren das Tensorprodukt rlnit dém algebraisch
1somorphen Unterraum von CWo(X, X X,).

Es blelbt. zu zeigen, daB die von CWo(X, x X,) auf CUNX,) ® CVy(X,) indu-
produkt-Topologie zusammenfallt. Diese
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Mengen der Form S x T3 (° = Polare), wobei

S, ={f€CU(X); bu(f) = sup u(z)) [ f(z)) | <1},

5€ X,
T,= {g €CV,(X,); br(g) = sup v(z,) | glx,) | < 1}, n€lUud o€V,
2,€ Xy

Jede Halbnorm p,, (u€ U, t€V) in CUy(X)) ®,CV,y(X,) hat also die Gestalt

Puolh) = sup {| <u © v, h) | (%) €5, 5 T3}

== Sllp{

fir b = Z"fl ©g €CU(X) @ C'V,4(X,), und man sieht, daB hier das Supremum statt iiber
i=1

; mE€S,vE Tﬁ}

Zulfrie)

82X T? zunichst iiber Produkte von schwach dichten Mengen in §¢ bzw. T, genommen
werden darf. Dann kann man aber dieses Supremum auch durch das @ber E,x F, er-
setzen, wenn nur die absolutkonvexe Hiille I'E, baw. I'F, von E,, bzw. F,

a(CUL(X,), CU,(X,))-baw. o(CVy(X,), CV,(Xy))- dicht
in 8 bzw. T9 liegt. Nach dem Bipolarensatz folgt (s. [1], 4. 2), dal
E, = {u(z,)0,; ¢, € X, mit u(z,) + 0},
F, = {v(2,)0,; 7,€ X, mit v(z,) =+ 0}
die geforderten Eigenschaften besitzen, also fir h € CUy(Xy) @ CVo(Xo)
Pup(h) = sup {u(@)v(zs) | R(21, 22) |3 (25,,) € X, x X} = bu(h)

mit w=u®v€W, w. z b. w. .
9. Theorem. Sind U > 0 bzw. V >0 Nachbin-Familien auf X, baw. X, und ist
W=UwV,so gil
CVVO(XI X Xz) = CUO(XI) é; CVO(XZ)

genau dann, wenn CWo(X, % X,) vollstindig ist.
3. Beispiel. Aus 2 folgt insbesondere fir v = Topolog

(C(Xl X X2)7 T) = (C(Xl), T) és (C(Xz)a T)

ie der kompakten Konvergenz:

dann und nur dann, wenn X, X X, kg-Raum ist. "

Denn bekanntlich (Warner [17], Theorem 1) ist fiir vollstindig regulgres kX 1der
Raum (C(X),t) genau dann vollstandig, wenn X kp-Raum, d. h. w;enn eine s alare
Funktion auf X, deren Restriktion auf jede kompakte Teilmenge von X stgtlg ist, immer
Sthon zu ¢ (X), gehort (jeder lokalkompakte oder metrisierbare Raum ist rkﬁ-;’\azun'l)f;
Beispiel 3 wurde zuerst bei H. Buchwalter ([5], 2. 1) dlrek't l?evnesen. In [a], ( f l) 1s—
gezeigt, daB fiir k,-Riume X, und X, das Produkt X, x X, in jedem der beiden folgen

den Fille kg-Raum ist:

(1) X, oder X, lokalkompakt,

(2) X, und X, hemikompakt

<hemik0mpakt heiBt: Es existiert eine abzéhlbare Basis kompakter Mengen).

16*
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4. Korollar. Bezeichnet Z(X) fir vollstindig regulires X die Nachbin- Familie aller
positiven. Konstanten auf X und ist W(X) = {dyg; 4 >0, K kompakt} (35 = charakte-
ristische Funktion von K), dann ist

CWo(X, % X,) = CUL (X)) &, CVo(X,)

richtig fir Z(X, x X,) < W oder fir W(X,x X)) <W und Xy x Xy kp-Raum
(vgl. etwa [1], 1. 6).

Theorem 5. 1 von Summers [16] ist gerade Korollar 4 unter den stirkeren Voraus-
setzangen X, X, lokalkompakt und U < C* (X)), V < C*(X,). Bei Summers [15] sind
viele Beispiele angegeben. Wir erwahnen noch ein weiteres: Es ist nicht schwer zu sehen,
daB bei lokalkompakten und im Unendlichen abzihlbaren Riumen X, und X, fiir eine
Funktion ¢€C*(X,x X,) Funktionen n€C" (X)) und v€CT(X,) existieren mit
£ = uc v. Daher gilt CH(X)@ CH(X) ~ CH(X,;x X,), und aus [1], 2. 8 folgt:

3. Beispiel. Sind X, und X, lokalkompakt und im Unendlichen abzihlbar und ist
t die Topologie des strikten induktiven Limes, dann erhilt man:

(CC(XI X X2)7 L) = (Cc(X1)7 L) ée (Cc(X2)7 L)

Bezeichnet fir vollstéindige lokalkonvexe Riume £ und F zunichst E, das Dual
von £ it der Topologie der gleichméBigen Konvergenz auf den kompakten Teilmengen
von ' und ist auflerdem E & F das vervollsténdigte projektive Tensorprodukt von
Eund F, so beweist I1. Buchwalter (131, (2. 7)), daB fiir (F)-Réume E und F, von denen
wenigstens einer die Grothendiecksche Approximationseigenschaft besitzt,

(E®, F). = E;&,F,
gilt. Damit ergibt sich als eine weitere Folgerung aus Theorem 2 (und [1], 5. 5. (3)):

6. Korollar. Sind CU (X)) und CVo(Xy) metrisierbar und ist z. B. (1) Z(X,) < U.
Z(Xy) = Vooder 2) W(X)) < U, W(X)) =V ound X, x X, kg-Raum, dann gilt
(WX, X)) = (CUNX) B, (CV, (X))
Spiter bewiesene Darstellungssiitze fiir das injektive Tensorprodukt erlauben
ahnliche Folgerungen wie 6, die wir dann aber nicht mehr gesondert notieren.

2. Das injektive Tensorprodukt von Riumen des Typs CV(X)

Die \nrmxssomulgerl an X X,, U und V sind wie zu Beginn von § 1. Es soll nun

das injektive Tensorprodukt CU(X) ée CV(X,) ahnlich wie CU(X) (;DSCVO(Xz) mn
L. 2 als gewichteter Raum stetiger Funktionen auf X, > X, dargestellt werden. Hierzu
\'fxr\\'mnh\n wir die Ergebnisse von [2] itber Raume CU (X, E) vektorwertiger Funktionen,
die ebenso wie die in [1] und [2] eingefithrten Bezeichnungen als bekannt vorausgesetzt

werden, und identifizieren CUMXLE) fir E = CV(X,) mit einem Raum von Funk-
tionen in zwei Veriinderlichen.

'1. Lemma. Die Abbildung  I: f-[(,, ) = (f(x) (xy)], fe€ C(Xl,(C(Xz)’T))’
08Xy 2 € X, definiert einen topologischen Isomorphismus von (C(X,, (C(Xph D)
auf (C(X, x X,).7), wenn X, x X, kp-Raum ist.

Lemma | 148t sich direkt wie 5. 3 bei Chapter XIT von Dugundji [6] zeigen; ein an-
dfeu}r Beweis (iiber das Tensorprodukt) ergibt sich aus 1. 3 und [1], 5. 4. (1). Wir benotiger
eme analoge Aussage fiir gewisse stetige beschrinkte Funktionen mit der Topologie @
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der gleichméBigen Konvergenz, wenn X, und X, nur vollstiandig reguldr sind. Bezeichne
dazu, fiir eine Funktion g von zwei Variablen und festes 2; € X,g(x,,.) die Funktion
1, g(%, ;) (und sei g( ., r,) analog definiert).

9. Lemma. Fiir beliebige X, und X, liefert die Abbildung I aus 1 einen Norm-
isomorphismus von

(CBY(X,, (CB(X,), ), 0)
= {f€CB(X,,(CB(X,),0)); [(Xy) relativkompakt in (CB(X,), 0)}

auf
(CBI,(XI X X2)7 G)
={g€CB(X, x Xy); {glrr,- )s x, € X,} relativkompakt in (CB(Xy), o)}

Offenbar bleibt fiirr Lemma 2 nur

1(CB?(X,, (CB(X,),0))) = CB* (X, x X,)

2 zeigen, und dies kann man mit den Gblichen elementaren {berlegungen direkt be-

weisen: Benutze z. B. fiir die Inklusion
CBP(X, X X,) < I(CB’”(XI, (CB(X,), a)))

zunichst Chapter X11, Theorem 3. 1. (1) von [6] und beachte dann, daf 'eine Funktion
fEC(X,,(C(X,),7)), fiir die f(X,) In CB(X,) liegt und dort (bzgl. G.) relatlvk?mpakt 1sﬂt,
auch zu C(X,,(CB(X,),0)) gehdrt. A. Grothendieck ([9], p- 18) 'erwahnt bereits, daf} fir
nicht kompakte X, und X, dagegen I 1. a. keine Normisomorphte von

(CB(X,, (CB(Xy), 0)), o) auf (CB(X;X X,),0)
bildet.

Nach diesen Vorbereitunge
Isomorphiesatz bei gewichteten Réumen beweisen, wobel

n kénnen wir den fiir das folgende fundamentalen
wiederum W = U @ V ist:

3. Satz. Die Einschrinkung der Abbildung I auf

CUP(X,, CV(X,))
= {f€CU(X,, CV(Xy); (af)(X,) relativkompakt in C'V

nterrauin

(X,) fir jedes u € U}

] ] . . T
st etn topologischer Isomorphismus dieses Raumes auf den U

CWP (X, % X,)

Y X)) fir jedes ut o)
= {g€CW (X, x X,); {n(x)g(x,, ) (X,) fir | )

AP relativkompakt in C'V

on CW (X, % X,), falls entweder (1) Z(X)=U and Z(Xy) =V ode falls (2) X, )

(
kR“RdLUIl und ”(‘Xl) \; U, ”(“2) é vV ist.
Hierzu langt es, den Beweis von

1(CU*(Xy, CV(Xy) = CWP(X, X Xy)

: infac i geicen wir nur
anzugeben — der Rest ist ebenso einfach —, und dabel zeig

(1) I(CUI@(X“CV(XZ)))<C(X1 X Xo)

und daf
(ii) jedes o€ CW”(X'1 X Xﬁ) in bekannter Weise ein fE C(XI,CP (“2)) definert.
L] <
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Zu (i): Man kann sich mittels
CUP(X,,CV(X,)= C(X,,(C ,7)) baw. CUP(X,CV (X)) < CB*(X,,(CB(X,),0))

— letzteres bei (1) — auf Lemma 1 bzw. 2 zuriickziehen.

Zu (ii): Zunéchst ordnet man, wiederum nach 1 bzw. 2, g€ CWP(X; X X,) —
dieser Raum ist enthalten in €'(X, x X,) bzw. bei (1) sogar Teilmenge von CB*(X, X X,)
— ein fe€ C(Xl, (C(X,), 1)) bzw. f€C(X,,(CB(X,),0)) mit I(f)=g zu. Wegen
{u(x,)g(zy,.); 2, € X} relativkompakt in CV(X,) fiic beliebiges u € U fillt auf dieser
Menge bel W(X,) <V bzw. Z(X,) <V die Topologie mit der von (C(X,), 1) bzw.
(CB(X,), ) induzierten zusammen. Fiir f bedeutet dies, daB f bei Z(X,)< U in
Cc(X,, C’ X,)) liegt, und fiir W(X,) < U ist ebenso die Restriktion von f auf jede
kompakte \Ienge in X, stetig als Abbildung nach CV(X,). Da die Bedingung X;X X,
kgp-Raum impliziert, daB auch X, kp-Raum ist, folgt (ii), q. e. d.

Jetzt setzen wir Satz 3 und [2], 2. 6 zu dem gewiinschten Darstellungssatz zusam-
men: Erfillen X, und U oder X, und V Bedingung (A) aus [2] — diese verlangt im
wesentlichen nur, daB alle Gewichtsfunktionen, eingeschrinkt auf ihren Tréger, stetig
sein miissen —, dann hat CU(X,) oder CV (X,) die Grothendiecksche Approximations-
eigenschaft, und aus [2], 2. 6 folgt unter den Voraussetzungen von 3 die Isomorphie

CU(X,, CV (X)) = CU(X,)) &, CV(X,).
Da im Tensorprodukt CU(X,) und CV(X,) vertauscht werden diirfen, ist dann
CUP(X,, CV(X,)isomorph zu CV*(X,, CU(X,)),
und man erhilt symmetrischer:
CWP(X,;x X )
={g€CW (X ); {u(z)g(x,,.); =, € X} relativkompakt in CV(X,) und

fr(zy)el( ., 2), r, E X,} relatlvkompakt in CU(X,) fiir beliebige u € U und v € V}.
Somit haben wir bewiesen:

4. Theorem. Es ist
CUX) ®,CV(X) = CWP(X, X Xy) <« CW (X, X X)),
fa[ls X und U oder X, und V Bedmgung (A) aus [2] erfiillen und entweder Z(X,) = U,

Dabel hat der topologlsche Isomorphlsmus in 4 auf dem nicht vervollstindigten
Tensorprodukt CU(X,) @ CV(X,) dieselbe Gestalt wie in 1.1 fiir CU o( X)) ® CV ol X))

und CW(X,x X,) angegeben. Als Spezialfall ergibt sich (ohne Benutzung der Stone-
Cech- Rompaktifizierung):

5. Korollar. Es gilt (CB(X)),0)8,(CB(X,),s) = (CB*(X,x X,), o) fir belie
bige vollstindig regulire Raume X und X,
In diesem Sonderfall ist es nun trivial, Beispiele dafir anzugeben, dal}
(CB(X), 0)&,(CB(X,), o)

i a. ein echter Unterraum von CB(X,x X,) ist, falls X, und X, nicht kompakt sind.
Dagegen besteht ja fiir lokalkompakte X, und X, stets die Isomorphie

(CB(X), B)®, (CB(X 2 B) = (CB(X 2 B)

fiir die schwdchere strikte Topologie # (s. Summers [10], Theorem4 7, ein Spezmlfall
von 1.2). Wihrend somit i. a. CW?(X, x X,) echt in C W(X,x X,) enthalten ist, kon-
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nen doch in gewissen Féllen diese beiden Réume zusammenfallen, so daf dann das
injektive Tensorprodukt CU(X,) &, CV(X,) mit ganz CW (X, x X,) ibereinstimmt.
7. B. trifft dies natiirlich zu, wenn U und V zu den Voraussetzungen von 4 noch Be-
lingung (%) aus [1], 1.3 genugen, also CU(X,) = CU,(X,) und CV(X,) = CV,(Xy)
gilt. Wie man sofort sieht, erfiillt namlich in diesem Fall auch W die Bedingung (%),
d.h. nach 4 und 1. 2 gilt

CW(X,X Xq) = CWo(X X Xo) = CU (X)) échO(X2)
— CU(X)®, CV(X,) = CWP(X; X X,).

I. a. muB die Gleichheit von CW(X;x X,) und CW?(X,x X,) fur jedes Tripel
(X,, X,, W) gesondert untersucht werden, und dies kann auf schwierige topologische
Probleme fithren. Wir betrachten dazu noch den interessanten Spezialfall von 5 und

folgern daraus einen Teil eines bekannten Satzes:
6. Korollar. Die Gleichheit
(CB(X)), 9) &, (CB(Xy),0)= (CB(X,x Xy), a)

gilt fir X, X X, pseudokompakt.

X, X X, ist z. B. stets dann pseudokompakt, wenn dies fiir X, und X, gilt und X,
oder X, k,-Raum ist (s. Noble [19], Theorem 2. 1 dort wird auch cine allgemeinere
Bedingung angegeben).

Der Beweis von 6 ist gefiihrt, wenn wir zeigen,
die Menge {g(x,, . ); 1 € Xy} relativkompakt in (CB(
gleichmiiBig beschrinkt und nach Lemma 1 von Glicksberg [8]
sind wir fertig, weil fiir pseudokompakte Riume X der Satz von Asco
algebra (CB(X), o) richtig bleibt (vgl. [8], P 369).

Allgemeiner als Korollar 6 sagt der Satz ¢on Glicksberg und Tamano (vg?. etwa
Buchwalter [5], (5. 7)) — der Beweis dieses Satzes benutzt andere Methoden, wie z. B.

die Stone-Cech-Kompaktifizierung —:

(CB(X,X X)), 0)= (CB(Xy), 7) &.(CB(X,), a)
n X, x X, pseudokompakt
(ech- Kk ompaktifizierungen

daf fiir jede Funktion g€CB(X, X Xy)
X,), o) ist. Diese Menge ist offenbar
gleichstetig auf X,. Damit
li in der Banach-

und X, genau dann, Wen

gilt fiir pseudokompakte Raume X,
u, wenn fur die Stone-

ist, und dies trifft dann und nur dann z
die Relation (X, X Xg) = BX, X BX, besteht. ‘ .
Der obige Beweis von 6 zeigt das Problem von einer aynd.erer} Seite: Lemryna 1 X}n
Glicksherg [8] beweist gerade, daB fir pseudokompaktes X, % )s ,die einem¢g € Céﬁ (k X, Xt; }z
2ugeordnete Funktion f von X, in CB(X,) zu (X, (CB(X,), a))‘gehort. ei irtm ‘}ccm
gibt es aber pseudokompakte Riume X, und X, deren toPologlsc.hes. PI‘O(;J 2 n}) !
Wieder pseudokompak® ist, vgl. [8}, P- 375. Fiir solche Raume X,und X, gilt nach [ 1, 2.

zwar (bei Identifizierung)

(CB(X,), o) & (CB(Xy, 0) = (CB(X,, (CB(X3), ), 9);
aber
CB(Xy, (CB(X), )5 CBX:X X,).
Das Problem liegt also hier bei der Giliigheit eines Isomorphismus zwischen. einem BIZZ)IZ
vektorwertiger Funktionen und einem Raum von stetigen skalaren Funktionen n 2

Variabien,



128 Bierstedt, Tensorprodukte und Slice- Produkte gewichieler Riume

Ahnlich ist es bei der von Buchwalter [5] betrachteten allgemeineren Isomorphie
(C(Xl)v b) ée (C(X2)7 b) = (C(Xl X X2)7 b)

fir die Topologie b der gleichmifigen Konvergenz auf allen beschrinkten Teilmengen.
(Eine Menge M in einem topologischen Raum X heifit dabei beschriinkt, wenn jede Funk-
tion aus C'(X) auf M beschrankt ist.) Hierbei ergibt sich aus [2], 2. 7 némlich:

7. Bemerkung. Sind (C(X,), ), (C(X,),b) und (C(X}, (C(X,), b)), b) vollstindig,
so besteht die Gleichung

(1) (CLX0),0) &, (C(X,), 8) = (C(X, x X,), b)
dann und nur dann, wenn
(2) (C(Xy (C1XY), b)), b) = (C(X, % X,), b).

In [5], (5. 6) wird (1) bewiesen, wenn (C(X)), b) und (C(X,), b) vollstindig sind,
wenn in X, und X, abzihlbare Basen von beschrinkten Mengen existieren, die pseudo-
kompakt sind, und wenn zusitzlich das Produkt beschrinkter Mengen in X, und X, stels
beschrinkt in X, x X, ist.

3. Slice-Produkte

Ein interessantes Problem im Hinblick auf Anwendungen ist die Frage, ob eine
Tensorproduktzerlegung wie bei 1.2 (und 2. 4) auch fir geeignete Unterrdume gewichte-
ter Riume stetiger Funktionen gilt, z. B. fir gewichtete Rdume holomorpher Funk-
tionen. Das Problem erweist sich als komplizierter als die bisher behandelten, weil die
Approximationseigenschaft der betrachteten Riume eine Rolle spielt und nicht wie
vorher fiiv die Riume CV(X) (und CV (X)) bewiesen werden kann. Eine Verallgemeine-
rung von 1.2 und 2. 4 gelingt aber mit Hilfe des Begriffes des Slice-Produktes, der fir
kompakte Riume und sup-Normen z. B. bei Birtel [3] und Eifler [7] auftaucht.

L. Definition. Seien X}, X, U, V und W wie bisher, seien ¥, und Y, lineare
Interriinnvle von ('Uy(X)) (bzw. CU(X))) und CVo(Xy) (baw. CV(X,)). Das Slice-
Lrodukt ¥y = Y, von Y und Y, ist der topologische lineare Unterraum

{FECW (X, % X,) (baw. CWP (X, x X,));
flo.r) €Y, und fley,.) € Y, fir alle (zy, 2,) € X X XQ}
von CH(X, w0 X).

» Dazu ist zu bemerken, dal bei U >0 und V >0 ja fECW, (X, x X,) (baw.
CHON - X)) stets f(L, )€ CUGX) (baw. CU(X)) und f(x,,.)€CV,(X,) (bzw.
V(X)) fiie beliebige (), 1) € X, X, beinhaltet, s. Nachbin [11], 23, Lemma 1.

Die Verbindung des in | eingefiihrten Begriffes zu dem Tensorprodukt geschieht
mit Hille des L. Sehwartzschen - Produktes (s. [14]). Firr zwei lokalkonvexe Riume E
und F set hier das e-Produkt EeF von E und f definiert als der lokalkonvexe Raum
LAF Ey aller vom dualen Raum Fy von F (versehen mit der Topologie der gleich-
méiBigen KNonvergenz auf allen prikompakten Mengen in F) in den Ra:;m E stétigeﬂ
hne;.aren Abbildungen unter der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz auf allen gleich-
stetigen Mengen in F', Unter Benutzung von Sitzen aus (1] und [2] folgt dann:

o Satz. Seien U bsw. V- Nachbin-Familien auf den vollstindig reguliren Raumen
X, baw. Xy, sei £(X) = Uund Z(X) <V oder X, X, ky-Raum und W(X,) = U
WX = V.o Ist Y, bsw. Y, abgeschlossener linearer Unterraum von (1) CU,(X,) bz
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CV,(X,) oder von (2) C U(X) bzw. CV(X,), dann erhalt man im Sinne eines topologischen
Isomorphismus Y 3 Y, = Yie 1.

Beweis. Zieht man zum bisher Bewiesenen (vgl. 2. 3) noch [1], 5.5 (bzw. [2], 2. 4)
in Betracht, so ist CT (X, % X,) (bzw. CWP(X; X X,)) auch kanonisch topologisch
isomorph zu CU,(X,)eCV,(X,) (baw. CU(X,)eCV(X,). Die Tsomorphie hat jeweils
die Gestalt

= Lo (21~ paf (21 - )]

fie FECW,(X, » X (baw. CW (X, X)), g € CV (X (baw. CV'(X,) und z, € X},
wobei p,f(x,,.) bedeutet, dab u, auf die Funktion f(zy,.)€CVo(Xy) (bzw. CV(X,)
angewandt wird, vgl. [2], 2. 1. Wegen [1], 3. 4 kann man

Y ¥, e YyeCVy(X,) = CULX)eCVy(Xy) (baw. Yie o CUX)eCV (X))

als linearen und topologischen Unterraum von CW, (XX Xy) (bzw. CW? (X, % X))

betrachten. Dabei gilt offenbar:

YoV, = {[€CW, (X, x Xy (baw. CIVF(X, X Xo);
gehort zu Y, und 2y g f( s ) gehort zu Y,
)€ CUHX,) X CVo(Xy) (bzw. CU (X)X CV' (X))}

womit Y,eY,= Y, 4 Y, klar ist, weil fiir alle {xy, 2,) € Xy X Xy die Deltafunyktionrale
(Punktauswertungen) 8, und 8, zn CUg(Xy) (b2 U (X,) und CV(Xg) (baw. OV (X))
gehoren. Andererseits follgt aus der Stetigkeit der Abbildung u,~ (0, af (@1 - ) von
(CV(XY) in CUL(X,) (bzw. von (CV (X)), In CU(X,), der Abgeschlossenhglt von ).1
und aus der schwachen Dichtheit der Linearkombinationen von Punktfunk‘lxonralgp in
Polaren von Nullumgebungen aus CV,(X,) bzw. CV(X,) ({11, & 2), da[} fi‘n*' fey, :») )
die Abbildung @, — pof (21, - ) die nach Definition bei g, = 8,0 %2 € X,, ene Furlkt“lon
aus Y, darstellt, auch fiir beliebige 1, € CVi(XY) bzw. CV'(X,) Element von Y, st
Aus Symmetriegriinden also Y, 3 Yy < Y,eY,, q e d o

Bekanntlich ([14], § 1, Proposition 11, Corollaire 1) fallt das g-Prgdukt v?llstand.l-
ger Riume mit dem e-Tensorprodukt zusammen, wenn einer der }.)elden 'Raqme d}e
‘4ppr0$imalionseigenschaft besitzt. Damit ergibt sich der angekiindigte Slice- Produki-
Satz:

@y paf (2, +)
fiir alle (uy, 2

7, zu den Vor 5 on 2 die Approximalions-
3. Theorem. Hat Y, oder Y, Zt den Vorausselzungen von PI

tigenschaft, so gilt Y, ®, Y,= Y, -F Y,. . 't von L. Eifler

Theorem 3, das fiir kompakte X, und X, und §up—;\om.1@n zuerst( ‘f);ll(, ‘.1 ,;;m,t
(7],2.2 angegeben wurde (Eifler schreibt seinen Satz Gl’(3t11f311<11(}(*k Zu)’,‘?m ""lmt,t -
tatsichlich 1. 2 und 2. 4, weil die Raume OV, (X) und CF (}) nach [1-],. ;).;)‘.Llflt [.}J.ei.m)
die Approximationseigenschalt haben. Satz2 zeigt Lusiilzlich, daB die Irage, ob €lit
G.leich“”g Yo h, - Y, &, Y, besteht, e
eigenschalt fiir die Raume Y, und Yy zusal
fiir jedes vollstindige lokalkonvexe E, so besitz
(5. etwa [1], 3.9).

Als erste Anwendung von 3 notieren Wir:

4. Korollar. Seien die Vorausselzunser wie in (1) '
einen Modul iber CB(X,

ne mit dem Problem der Approximations-
fad v E

mmenhingt: Gilt n

dmlich Y,eE = Y12,
t Y, bereits die .—\ppl‘oximationseigenschaft

bei Satz?2 und sei zusdtslich etwa
) bildet, derart. daf fir

Y u ) ,, . v : |
L1 Modul iber M, wobel M= C(Xy) ‘ e - b T
Jedes x, € X, fiir das y,(x,) * 0 fiir ein ¥, € Y,, auch ewn g € M existiert mil g(xy)
Dann folgt Y, & ¥, = ¥, 8, Ve .

Journal fiir Mathematik. Band 268
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Es ist dazu nur zu bemerken, dafl Y, wegen [2], 3. 4 die Approximationseigenschaft
besitzt. Korollar 4 steht in engem Zusammenhang mit einer skalaren Version von Theo-
rem 3. 4 bei J. B. Prolla [12], wo Slice-Produkte von Moduln vektorwertiger Funktionen
der in 4 angegebenen Art behandelt werden, ohne die oben entwickelte Methode mit der
Approximationseigenschalt zu verwenden.

Besonders interessant erscheint es aber, 3 auf gewichtete Riume holomorpher Funk-
tionen anzuwenden. Dazu fithren wir folgende Bezeichnungen ein: Ist X offene Menge
im C"(r = 1) V Nachbin-Familie auf X, so werde fiir H(X) = holomorphe Funktionen
auf X definiert:

HVo(X) = H(X) ~ CV(X), HV(X) = H(X) ~ CV (X),

jeweils mit der von C'V(X) induzierten Topologie. Bei W < V sind HV j(X) und HV (X)
in CV(X) abgeschlossen, also vollstindig.

Weil nach dem Satz von Hartogs eine auf einer offenen Menge X im C™*"(n, m = 1)
definierte komplexwertige Funktion f von n + m Variablen genau dann holomorph
auf X ist, wenn fiir jedes Paar (z,,2,) € C"x C" = C"*" die partiellen Funktionen
f(zy,.) und f(., z,) holomorph sind als Funktionen von m bzw. n Variablen auf

{2, €C™; (21, 3,) € X} baw. {z,€ C*; (z,,2,) € X}
(s. etwa Hervé [10], II. 2. 1, Theorem 2), folgt aus 3:

5. Satz, Seien X; < C* und X, = C" offen. (n, m = 1), U bzw. V Nachbin-Familien
auf X, bzw. X, mit W(X) < U und WXy)<V.Mit W=Uq V gilt dann:

(1) HU (X)) ©,HVy(X,) = HW, (X, % X,),
falls. HU (X)) oder HV,(X,) die Approximationseigenschaft hat,

(2) HU(X)) ©.HV(X,) = HW*(X, x X)) = H(X, x X,) ~ CW"(X, x X)),
falls HU(X,) oder HV (X,) die Approximationseigenschaft hat.

6. Bemerkung. Theorem 3 kann in ihnlicher Weise wie bei 5. (1) fir einen Satz
liber das Tensorprodukt gewichteter Riume (reellwertiger) harmonischer Funktionen auf
X, <R" und Xy < R"(n, m = 2) benutzt werden. Dort liegen jedoch etwas andere Ver-
haltnisse vor; immerhin ist nach dem Satz von Lelong (vgl. etwa Hervé [10], II.2. 4,
'l;heorem) jede Funktion aus dem Slice-Produkt solcher Raume auch harmonisch auf
XX,

Dal} es schwierig sein kann, die Approximationseigenschaft fiir einen Raum HVy(X)
oder /11 (X) zu beweisen, zeigt bereits das einfache Beispiel V = Z (D), HV (D) = H*(D)
= Raum aller beschriinkten analytischen Funktionen aul dem Einheitskreis D der kom-
p!exen Ebene mit der sup-Norm. Das Problem, ob dieser Raum die Approxzimations-
ergenschaft besitzt, scheint nimlich nach wie vor offer zu sein (vgl. Birtel und Dubinsky [4])-

Versieht man H* dagegen mit der (schwiicheren) strikten Topologie g (fir X < C*
a'lso H7(X) = HV (X) bei } -= Cy(X) = Menge aller nichtnegative: stetigen Funk-
tonen auf X, die auferhalb kompakter Teilmengen von X beliebig klein werden), so
konnte in [2], 3.9 die Approximationseigenschaft fiir den Raum (;IQ(X) f) bewiesen
werden, falls X einfach zusammenhéngendes Gebiet in der komplexen Ebene st (H*(X),B)
wu'rde in vielen Arbeiten untersucht, weil die strikte Topologie zu dem Begriff der punkt-
wexsg beschrankten Konvergenz analytischer Funktionen fithrt und sich bei Approxi-
mationsfragen wesentlich besser als die sup-
den Ubersichtsartikel [13] von L. A. Rubel.
mers [15], 4. 6):

Norm verhilt; wir verweisen dazu nur auf
Aus 5. (1) folgt nun (zusammen mit Sum-
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. 7.. K'Orol]ar. Ist X, einfach susammenhéingendes Gebiet der komplexen Ebene und X
cine beliebige offene Menge im C"(n = 1), so gilt 2
(H= (X)), B) &, (H* (Xy), f) = (H* (X, x X, B)-

_ Insbesonde?re erhilt man (H*(D), ) & (H*(D), B) = (H*(D X D), f), wahrend
Blvrtellund Dubinsky [4] an vielen Beispielen gezeigt haben, daB fiir sup-Normen das
injektive Tensorprodukt H”(D) & H=(D) ein echter Teilraum von H®(Dx D) ist
(was nach @em Vorhergehenden nicht mehr iiberrascht, weil man auch ohne Kenntnis

der Approximationseigenschaft von H® (D) nach 2 bereits sagen kann, daf

H®(D) & ,H" (D) < H*(D) = H®(D) < H*(D X D) » CB*(D x D)).

. Nach L. Schwartz ([14], § 1, Corollaire 9 von Proposition 11), hat das vervollstin-
digte s-Tensorprodukt sweier Raume, die beide die Approximationseigenschaft haben,
selbst die Approximationseigenschaft. Deshalb ergibt sich aus 7:

' 8. Korollar, Ist X = G, x X G, mit G, einfach susammenhdngendes  Gebiet
in der komplexen Ebene (i=1,... n), dann stellt auch (H*(X), B) einen Raum mit
Approximationseigenschaft dar.

Offenbar 148t sich 7 nun dahingehend v
Menge wie in 8 angegeben genommen werden darf.

erallgemeinern, dab dort fir X, auch eme
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