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Bemerkungen zu den Minimumsatzen von H. BAUER

Yon

B. FUCHSSTEINER

Ist ¥ eine Menge unterhalb stetiger Funktionen auf einem kompakten Raum X
mit Werten in R U {4 oo}, so machen die Minimumsétze von H. BAUER Aussagen
iiber Mengen L c X, so daB die f ¢ ¥ auf L ihr Minimum in X annehmen. Eine solche
Menge ist zum Beispiel der Choquet-Rand von X beziiglich ¥.

In der vorliegenden Arbeit wird ein einfacher, allgemeiner Satz angegeben, der die
verschiedenen Minimumsiitze als Spezialfille enthilt.

L. Ein allgemeiner Satz. Im folgenden sei X ein kompakter Raum und ¥ eine
Menge unterhalb stetiger Funktionen auf X mit dem Wertebereich R U {+ oo}.
K sei eine beliebige nicht-leere, kompakte Teilmenge von X. Fiir f ¢ ¥ bezeichnen
wirmit f[K]:

W JIK]: = e K | fle) = inf f )}
yEe

Da unterhalb stetige Funktionen auf kompakten Mengen ihr Minimum annehmfzn,
gilt f[K]+0, auBerdem ist f{K] kompakt und f[K]c K. Sei @c ¥ und g eine
Wohlordnung von @ und fy € @ das minimale Element beziiglich o, d.h. (fo,f)}€p
Vied.

Wir definieren induktiv:

K;, = folK],

Kf:f[ N Kf] VieP\{fo} .
(fDee
f+f

Aus der Kompaktheit von K folgt, daB die K nichtleere kompakte Mengen sind.
Weiter setzen wir:

fed
K ist wieder nichtleer und kompakt. AuBerdem gilt fiir alle fe @

Durch vollsténdige Induktion sieht man leicht, daB fir x€ K, und z€ KcK, K
kompakt, gilt, daB z € R,. Es sei nun ¥~ die Menge aller Wohlordnungen von '

Wir setzen:

B(EK) ¥ JK,.
(K) OLEJre
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Satz 1. Jedes f € ¥ nimmt auf B (X) sein Minimum in X an.

Beweis. Wir fixieren ein beliehiges f € ¥. Es gibt dann cine Wohlordnung o von
¥, so daB f minimales Element von o ist. Also X, cf[X]. Mit (1) ergibt sich
[@) Sfly) VeeX,, yeX. Aus § + X, ¢ B(X) folgt dann die Behauptung. ||

Es gilt folgende Charakterisierung von B(x)

N

Satz 2. » € X ist genaw dann Element von B(x), wenn fiir jede kompakte Menge K
mit z € K c X entweder ein f € ¥ und ein y € K existieren mit

f) =inf{fG)ze K} <fly), oder g(x)=q)Vyek, ge¥.

Beweis. Aus der Konstruktion von B (K) siecht man, daB fir xe B(X) und
reK c X (K kompakt) folgt € B(K). Damit folgt unmittelbar die Notwendigkeit der
obigen Bedingungen. Wir nehmen nun an, fir ein festes z € X sei die obige Bedingung
erfiillt, und wir betrachten die Menge # bestehend aus allen Paaren (@, p), so dall

Dc¥ und g Wohlordnung von @ ist mit « e Xo. & wird mit folgender Ordnungs-
elation ausgestattet

(@,0) <(9',0") <> D@ und o' Fortsetzung von g ist.

Diese Ordnung ist induktiv. Sej (®, g) ein maximales Element in #. Es sind nun
alle f € @ konstant auf der kompakten Menge X,. Fiir Y\@ 4 0, giibe es auf Grund
der Annahme ein g ¢ Y\@ mit g(x) = inf g(y), dann wire aber

yeX,

@V igh o {f.g)|fed)) Z(@,0).

Dies widerspricht der Maximalitit von (D, 0). Also ist W == @. Damit ist alles be-
wiesen. J ’

Bemerkung. Ist X eine konvexe kompakte Teilmenge eines lokalkonvexen
Vektorraumes B und ist ¥ gje Menge der stetigen reellen lincaren Funktionale in E ’
s0 folgt aus Satz 2, dap B(X) eine Untermenge der Extrempunkte von X ist. Mlt
dem Satz von Hahn-Banach folgt aus Satz 1 dann unmittelbar der Satz von Kre:n-
Milman.

Man kann nun die diversen Minimumsitze (1], [2], [3], (6] mit Satz 1 oder auch
mit Satz 2 beweisen. Wir wollen dies an zwei Beispielen zeigen.

2. Ein Minimumsatz vop H. Baukg.
di_e Menge aller Radonschen Wahrsch
wird die Menge .#, zugeordnet,

X und ¥ seien wie eingangs definiert. A4 S;
einlichkeitsmafBle auf X. Jedem Punkt z €

A= ek | [jdu < i) view),

Der Choquet-Rand Ch(X)

von X beziiglich ¢ : ist die Menge aller
Punkte z € X, so daB alle ugheh dger Funktionen ¥ ist die

HEMzvon {yc X[ f(x) = f(y) Vfe P} getragen werden.
Lemma 1. Ch(X)> B(X),

_Beweis. Sei g eine Wohlordnung von W, & ¢ ¥, cin festes Eloment und K ¢ X\¥e
eine kompakte Menge. Wir betrachten dag Minimum ¢ beziiglich o von folgender
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Menge @ = {fe ¥'| X; D Ky}. @ istnicht leer. Es gilt dann: inf ¢ (y) — ¢ (z) = 2>0.
Mithin folgt fiir alle y € A vek

ap(K) = j!:ocdu < [lg—p)du=0.
Also gilt fiir alle y € .4, und alle kompakten K c X\X, p(K)=0;d.h. g wird von
Xoc{yeX|flw)=fly) Ve P} getragen. Mithin xeCh(X). 1

Aus Satz 1 folgt sofort:

XSatz (BAUER). Jedes | € ¥ nimmt sein Minimum auf X auf dem Choquet- Rand von
an.

Im allgemeinen gilt jedoch nicht B(X) = Ch(X). Dafiir ein einfaches Beispiel.

Beispiel. Sei X = {a, b, ¢} ausgestattet mit der diskreten Topologie, und sei
¥ = {g1, g2}, wobei g1 = {(@,1),(5,2). (¢, 1)} und g2 = {(,4), (b,2), (¢, 1)}. Dann
ist B(X) = {a, ¢} c Ch(X). Wir wollen feststellen, ob b € Ch(X). da, dy, dc seien die
PunktmaBe auf X. Jedes u € # hat die Form p = adq + s+ v, mit «, f,y =0
und o - f 4+ y = 1. Wenn pe.#y, sofolgt: a-+2f+4y =2, 4a 2f+y=2.
Mithin 8 =1, also .#; = {0} und beCh(X).

Von W. HackeNerocH wurden mir die folgenden Satze mitgeteilt.

Satz (Hackexsrocn). Wenn ¥ punktetrennend st und {f+9g|t, ge¥P}c¥, dann
gilt: B(X)cCh(X)c B(X).

Beweis. Lemma 1 liefert die erste Inklusion. Mit den Voraussetzungen ist Ch(X)
bekanntlich der Silov-Rand von X beziiglich ¥ [4]. Nach Satz 1 ist aber B(X) ein
abgeschlossener Rand, mithin haben wir: B(X)2 Ch(X). §

Korollar. Wenn ¥ c C(X) und {f + g| f, g€ ¥} c ¥, dann gilt fiir Cly{
abgeschlossene Hiille von B(X) in der ¥-schwachen Topologie, daf Cly(B(X))

5 Ch(X).

Beweis. Wir betrachten die Aquivalenzrelation 7= {(x, @) =fly) ¥fe¥}
und die natiirliche Abbildung »: X - X/7. Xz ist kompakt unter der Quotienten-
topologie und ¥'c C'(X/x). Fir die abgeschlossene Hiille Cly(B(X/x)) von B(X/x)
in der ¥-schwachen Topologie, die grober als die Quotiententopologie in X/ ist, gilt
nach dem angefiihrten Satz Cly( B(X/n)) > Ch(X/x). Man sieht aber sofort, dal
v 1(Cl,(B(X/a)) = Cly(B(X)), und eine einfache Anwendung des Hahn-Banach
Satzes ergibt y~1 Ch(X/a) = Ch(X). Daraus folgt dann Cly(B(X)) > Ch(X). |

Minimumsétze von BAUER ist der
fir die Anwendbarkeit von Satz 2
h vorausgesetzt, daB ¥
z € [2, y]), wenn:

3. Satz von Ky Fan. Eine Spezialisierung der
Satz von Ky Fan. Wir wollen ihn als Beispiel
benutzen. Sei X, ¥ wie cingangs definiert. Von ¥ wird noc
die Punkte in X trennt. Man sagt, 2 € X liegt zwischen z und ¥ (
(@) < 1) 1 () < flg) = flo) = Fy) =@ VTP

_KY FaN nennt einen Punkt Extrempunkt von X (€ E
mit xelz, y] folgt: v =y =2

Lemma 2. B(X)c E(X).
Archiv der Mathematik XXII
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Beweis. Sei v € B(X) und y, € X mit 2 €[y, z]. Wir betrachten K = {‘x,'y, z}.
Aus z € [y, 2] folgt, daB es kein { € ¥ geben kann, welches auf x ein echtes Mlmmlll.ll
in K annimmt. Mit Satz 2 folgt dann, daB alle f e ¥ konstant auf K sind. Da ¥ die
Punkte von X trennt, erhalt man: » — y=z || _

Auch hier gilt im allgemeinen nicht, da B (X) = E(X). (Beispiel in Abschnitt 2.)

Daraus folgt sofort mit Satz 1

Satz (Ky Fax). Jedes f € ¥ nimmt in B (X) sein Minimum auf X an.

Herrn Dr. W. Haoruxeroom und Herrn Prof, Dr. H. K06n16 von der Universitit Saarbriicken
méchte ich fiir ihre Hinweise und Anregungen herzlich danken.
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