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Extrempunkte und Minimumsatze bei Hiillenbildungen

Yon

Bexryo FUCHSSTEINER

Hiillenbildungsoperation, die durch eine
ben ist, bewiesen. Dieser Extrempunkt-
d diverse Verallgemeinerungen
strakter Minimumsatz an-
tz iiber den Choquet-Rand

Es wird ein Extrempunktsatz fiir eine
durchschnittsstabile Familie von Mengen gege
Si?tz enthiilt den bekannten Satz von Krein-Milman un
dieses Satzes als Spezialfille. Als Anwendung wird ein ab
gegeben, und auf den Zusammenhang mit dem Minimumsa
von H. BAUER hingewiesen.

Menge, und & sei eine durchschnitts-
T e &, Durch # kann man dann eine
Weise definieren:

Em Extrempunktsatz. 7 sei eine beliebige
Sti'!jbﬂe Familie von Teilmengen von I' mit
Hiillenbildungsoperation @ in T auf folgende

P:pd)= () X VAcT.
AcXeF

Da # -stabil ist, ist P(4) € F. Auberdem sei eine weitere Familie
mengen von 7 mit folgenden Eigenschaften gegeben.

W) #n7 =11

@) fiiralle X e gilt: X = (D),

3 . Xcae¥

(8) ist Sc . linear geordnet beziiglich C, 50 ist Jo€ &
€S )

] A, wenn eine der beiden Bedin-

Ist A c 7, so sagen wir, a € A liegt auf dem Rand von
gungen (i} oder (ii) erfillt ist.
(i) es gibt ein fe & mit: 4N J+0, a¢p und 04,
(ti) fiir alle X € & mit X N A+ ¢ folgt X0 4.
Menge A c T & -kom-

% ist die Menge aller Vereinigungen in . Wir nennen eine (
pakt, wenn fiir jede durch c linear geordnete Teilmenge @ von & mit:A\g+ O VgEG

folgt, dag A\U g+ 9. &-kompakte Mengen sind zum Beispiel 8, endliche Teilmengen

e
von 7, oder auch Mengen, die die Eigenschaft haben, daB jede Uberdeckung durch

eine Teilmenge von ¥ eine endliche Uberdeckung enthalt. '
_ Einen Punkt ¢ € 4 nennen wir Extrempunkt von A, wenn & au3 dem Rand einer
jeden, ¢ enthaltenden -kompakten Teilmenge vor 4 ist. Die Menge der Extrem-

punkte von A bezeichnen wir mit Ex(d). '
Nach einigen Vorbereitungen werden wir folgenden Satz beweisen:
Sats 1. Pir jede -bompalie Teilmenge K von T gilt: B(K) = P(Ex(E)

& von Teil-
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Mit @(8) = 9, ergibt sich daraus sofort:

Satz 2. Jede nichtlecre & -kompakte Teilmenge K von T hat mindestens einen Brlrem-
punkt,

Hilfssitze,

Lemma 1. Ist K -kompakt und 0E€YF, 50 ist K\o S -kompakt.

Beweis. Sei G eine Kette beziglich der Inklusion in Z mit: (K\o)\g+0 VgeG.

Dann ist G = {9V 0|ge6} eine Kette in & mit - K\g+0VYje(. Da K &-kompakt
ist, folgt: (K\a)\Uy = K\Ué* 6. 1
geq {;eé
Ist K eine ¥ kompakte Menge, so nennen wir X ¢ K eine streng- & -kompakte
Untermenge von K, wenn es ein g9 gibt mit: £ = K\g.

Lemma 2. Sei K S -kompakt wnd R eine durch linear geordnete Menge von sireng-
L -kompakten Untermengen von K, auflerdem seien die Elemente von R nicht leer, dann
ist (") eine nichtleere streng-&-kompakte U ntermenge von K.

reR

Beweis. Zu jedem r e R gibt es ein g, ¢ @ mit K\g, = r. Da R linear g(?ordnet
beziiglich c ist, erhalten wir fiir 9 =\J g, daB E\gr = r. G = {j,|re R} ist also

rcreR

cine Kette in @ beziiglich ¢, mit K\g+9V¥ge . Also ist mr — K\Ug nichtleer
und .¥-kompakt. | <R €6

Lemma 3. s s¢; K F-kompakt und X € F mit X A K + 0 und K\X =+ 0. Dann
gibt es ein f e F mit: Bo2X, E\f+0 und DB oK.

Beweis. Seialso X € # mit X A K+ und K\X + ¢. Dann ist nach (2) di_e Menge
§S={fcs|poX, K\B + 0} nicht leer. Nach dem Zornschen Lemma existiert emf
beziiglich ¢ maximale Kette § in g, Da K #-kompakt ist, ist p=JzeS und damit

2e8
maximales Element. Wir wollen un zeigen, daB @(8) 5 K also K \§ zum Rand V(;)n
K gehort. Wenn K\@(g) + 9,50 gibt es nach (2) ein z € % mit 2 5@ (f) und K\P () V-
Mithin ist K\z + 6 und mit (1) folgt 2 + @ (p), also ist 2 & § echte Obermenge von -
Dies widerspricht aber der Maximalitit von 8. ]

Damit ist auBerdem gezeigt, daB der Rand einer nichtleeren &-kompakten Mer}ge
nichtleer ist. Wir miissen noch einen weiteren Hilfsbegriff einfiihren. Sei X emt;
&-kompakte Menge, S ¢ & und ¢ eine zweistellige Relation in S. Wir nennen (S, €
eine K-Ordnung, wenn folgendes gilt :

(i) o ist eine Wohlordnung in §,

(i) K\_Uﬁw VBes,
_ \@hee .
(iid) ¢(ﬁ)3K\~U B VBeS mit g4y,
(Efee
B+p g
Daa Minimum von § beaiiglich o bezeiohnen wir mit b (8), also (Min(8), B) e YPE
Fiir jedes K + ¢ gibt es mindestens eine K-Ordnung, namlich (4, 9).
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In der Menge der K-Ordnungen fithren wir die Ordnungsrelation < ein:
(81, 01) < (Sz2, 02) < [S1C Sz, 01 C 02, (@, y) €02 VYzeS8 VyeSa\Sil.
Lemma 4. Sei K beliebi S ) ]
na 4. liebig und (8, o) eine K-Ordnung. Dann ibt es eine beziiglich
< mazimale K-Ordnung (8*, g*) mit: (8, ¢) < (8%, 0*) d e e

B ol . .
. a;:w eis. Sei ¢ = {(4,2)|(S, 0) < (4,2) und (u, 2) st K-Ordnung}. Da (S, p) €0,
st also ¢ + ¢, Nach dem Zornschen Lemma existiert in ¢ eine beziiglich < maximale

Kette o. Sei
(S*,e*)=( U U_?/)-
(z,2)€q  (4,4)€0
?/[an priift leicht nach, daB (S%, o¥) eine K-Ordnung mit (S, 0) < (8%, e*) und
1,2) < (S, 0%) Y (i, 2) €  ist. Mithin isb (3%, o*) € & maximales Element in .
Beweis von Satz 1.
Lemma 5. Es sei K & -kom
. - pakt und (S: 0
K\ﬂUﬂcEx(K).
es
Beweis. Wir fixieren ein aEK\Uﬂ und es sei y eine beliebige #-kompakte
fes

Untermenge von K mit @ cy. Wenn nun y cKo= K\U p, so kann es kein Xe¥F
BeS
nst erhielte man nach Lemma Jeinde.

) eine maximale K-Ordnung, dann gilt:

m%t X Ny +0und p\X + 0 geben, denn so
mit K\§+ @, Ko N o+ 0 und B(9) 2 Kp. Dann wiire aber

(U {8}, U {(B. 0)| B SV {31) = (5%

eine K-Ordnung mit (S, ¢) < (5%, o*) und (S, 0) (8%, 0*); dies widerspricht aber
der Maximalitat von (8, p). Also ist y fiir y c Ko sein eigener Rand und damit a aus
dem Rand von y. Wir nehmen nun an, €S gebe ein g€ mit y N p0. Sei
Sp= Min {OL e§ I aNy+ 0} Dann ist Y CK\ } U, ﬂ. Also folgt, da (S, 0) eine K-
Ordnung ist, ‘ (6, Su)ee. B+ 5o
L, Sany + 8, a¢ 8pe S und @ (8p) > y- Mith
¥, und da 3 beliebig war, ist @ € Ex(K). 1
Wir wollen nun Satz 1 beweisen. Sei also K ¢ine beliebige #-kompakte Menge. Da
¢s immer eine maximale K-Ordnung (S, 0) gibt, folgt aus K Lg A+ (Lemma 2) die
Be
Wir haben also @(K) > ®(Ex(K))> Ex(K)+0.
+0. Dann gibt es nach Lemma 3 ein d € s
Also ist (4, (9, 8)) eine K-Ordnung. Wir
(S*, o*) mit (3, (3, 8)) < (5%,2%)-

in ist @ aus dem Rand von

Eflstenz von Extrempunkten in K.
Wir nehmen jetzt an @(K)\® (Ex(K))
mit - Ex(K), K\d+9 und ®(9)2 K.
nehmen dann (Lemma 4) eine maximale K- Ordnung

Mit Lemma 5 erhalten wir:
¢+K\ﬂgﬂcEX(K)-

Da § € §*, erhalten wir den ‘Widerspruch:
9= (K\gﬂ)naa(x\gﬂ)nm(lﬂ -

Also gilt & (K)\® (Ex(K)) = 9. Mithin &(K)= @ (Ex(K)). 1
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Der Satz von Krein-Milman. Es sei 7 ein lokalkonvexer Haussdorffscher Vektor-
raum. # sei die Menge der abgeschlossenen konvexen M engen in 7'; und & die Menge
der offenen konvexen Mengen. Dann treffen fiir % und & die Bedingungen (1), (2)
und (3) zu. Da T lokalkonvex ist, ist 4 dann die Menge allcr offenen Mengen, und
die kompakten Mengen sind &-kompakt. Seicn a + b zwei beliebige Punkte aus 7'
und [a,b] = {la + (1 — )b o< 1} die Strecke mit den Endpunkten a und b
Man priift leicht nach, daB der Rand von [a, b] genau die Punkte @ und b sind. Em
Extrempunkt « einer Menge K muB also nach unsercr Definition Endpunkt einer
jeden in K liegenden und « enthaltenden Strecke sein?).

In diesem Fall ergibt Satz 1 den bekannten Satz von Krein und Milman, der be-
sagt, daB die abgeschlossenc konvexe Hiille einer kompakten Menge K gleich der
abgeschlossenen konvexen Hiille der Extrempunkte von K ist, [7], [8], [9].

Auch diein [4] und {5] angegebenen Verallgemeinerungen des Krein-Milman-Satzes
sind Spezialfille von Satz 1

Minimumsitze. Wir wollen zuerst einen abstrakten Minimumsatz als S}‘)eZialfaH
von Satz 1 angeben. Sei ¥ cine beliebige Menge und 7' die Menge der Abblldl:lngen
von ¥in RU {+ o, — oo}, Fiir #1, ts € T verwenden wir folgende Schreibweise:

W=t [tilp) <ta(g) Ve P].

Die von § verschiedenen Elemente von & seien nun die X ¢ 7, fiir die es ein f€ T
gibt mit:

X={t€T|to§t}.
Und die von 0 und 7 verschiedenen Elemente von % seien die ¥ ¢ 7, fiir die es €l
€ ¥ und ein « ¢ R gibt, so daB

Y={teT|t(g)>«}.
Es gelten dann fiir # und & die Voraussetzungen (1), (2) und (3). Als Mﬁ@um'
punkte einer Untermenge K von 7' bezeichnen wir die Punkte a € K, die die Elgen-
schaft haben, da8 fiir jedes & kompakte £ c K cine der beiden folgenden Bedingu?-
gen (i) oder (ii) erfillt ist.

(i) Es gibt ein ¢y e ¥ und ein & € K mit.

a(po) < ti(po) und al{po) <t(po) Vte K .
() alp) =tg) Ve PVick,. \
Aus der Definition der Extrempunkte folgt sofort, daB Extrempunkte au¢
Minimumpunkte sind.
Mit Satz 1 und 2 erhalt man dann:

Satz 3. Ist K ¢ T eine &-kompalte Menge, dann gibt es fiir jedes g € P eimen M
mumpunkt a von K mit: a(p) <t(p)Vick.

Wenden wir diesen Satz auf einen konkreten Fall an. Sei " ein kompskter Ba‘“}n
und ¥ eine Menge von unterhalb-stetigen Funktionen auf " mit Werten in R U {0}

1) Im allgemeinen st unsere Definition des Extrempunktes sogar strenger als die ﬁbﬁﬁ
Dies wird dureh ein Beispiel in einer noch unverdffentlichten Arbeit von W. Ha
dem Autor gezeigt,




Vol. XXII, 1971 Extrempunkte bei Hiillenbildungen 527

S‘fltz 4. Fiir jedes po € ¥ gibt es ein a € A mit folgenden Eigenschaften:
i) po(@) < goly) Vye L

. (ii) auf jeder kompakten Untermenge & von A sind entweder alle Funktionen g € ¥
onstant, oder es gibt ein y € K und ein pe¥ mit P = PRV ek und g(z) < @ly).

Beweis. Wir betrachten wieder 7, die Menge der Funktionen von Yin RU {+ oo,
oo} und betten # in T vermittels der Abbildung /T ein

[ (a):11(a) (p) = p(a) VYoeP]Vae X

II;T {I@)|xe 7} ist dann &-kompakt, da fir ein beliebiges Se ¥ die Menge
(8) = {we A'| [ (x) € S} eine offene Menge in A ist, denn die g € ¥ sind ja unter-
halb stetige Funktionen auf . Die Urbilder der Minimumpunkte von K sind aber
genau die Punkte von 2 mit der in Satz 4 beschriebenen Eigenschaft. Also ist Satz 4
eine direkte Folge von Satz 3. ||

Sf‘tz 4 wurde bereits in [6] bewiesen. Es wurde dort insbesondere gezeigt, dab die
Urb.ﬂder der Minimumpunkte von K eine Untermenge des Choquet-Randes von X
beziiglich ¥ ist**), Es folgt also aus Satz 4 der Minimumsatz von H. BAUEE, der be-
sagl, dafl die ¢ € ¥ ihr Minimum auf dem Choquet-Rand von ¢ snnehmen [3]. Aufer-
dem ist in [4] auf die Zusammenhinge mit anderen Minimumsatzen von H. Baurr
und Ky Fax ([1], [2], [7)) hingewiesen.
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