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ESPACES VECTORIELS TOPOLOGIQUES‘. — Sur les faces exposées.

Note (*) de M. Besxo FucassTenver, présentee par M. Jean Leray.

Nous donnons ici une nouvelle notion de face exposée d'un
compact. Cetle notion est utile dans I'étude des convexes comp
supportées par leurs frontieres.

ensemible convexe
act et des mresures

Soit X un sous-ensemble convexe compact d'un espace localement
convexe E; on dit que ®C X est une face de X si

Vi, 0<i<l, VyyeX, ta+(1—-2yed = zyed.

Nous divons que la face ® est faiblement exposée quand il existe une
fonetion > définie sur X, concave et semi-continue supérieurement, telle

que

b =11eX 5(x) =max9®)!.
{ Fex {

Si 2 appartient & la premicre classe de Baire on dira que ® est faiblement

exposce de premiere classe. Enfin nous dirons que @ est exposée chaque
fois que 2 est affine et continue (1)

‘) Lt * e s . , . ’
n voit aisément qu'une face ® faiblement exposée est non vide, fermee

el mn{m, et que ses points extrémaux sont aussi des points extrémaux
pour N\,

Une pm-[ie Y de Noes S .

' de X est une partie ¥ c dafiny TR

Tune fanille de e partie F;, par définition, quand Y est union
amle denombrable de compacts convexes.

Provostriox, — Si ® est une fuce non vide de X telle que son complément

dans X est une partie B J '
dans \ est wne partie Yo, alors © contient une face faiblement exposée de
premiére classe.

Yoo . .- "
Pour démontrer la proposition on utilisera le lemme suivant. 7

' et
déno ‘env convex ] /
tent enveloppe convexe et la fermeture respectivement.

Lemye. — Soit { X, : : :
Soit { X, n€N' une famille de parties compacles consvexes

"11‘ ‘1 t itne i(lC@ non Hd

LCe L VLe teUe que POU Cha(ue ﬂeN

[‘ (7. (])- ' re on @ X,ﬂ”*“'
lltﬂrb‘ ll existe une f(UN[”L’- 1 ) ] :

hy n€N: de foncti -
' . onctions continiies \ 7
telle que ¥ neN on q s et affines sur E

.

hy ¥ IEUXA», hn (z) < — 127

kgn

(i, sup h,(y) = 0;
e

Y

W) VOLeZ (1~ 112, V20T,

b
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bl =g = hGat (=g, ]
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Démonstration. — D’apres le théoréme de Hahn-Banach, on peut choisir &,
qui vérifie (1) et (i1). Soit { k| n <2 M | une famille qui vérifie, les propriétés
(1), (1) et {11) pour chaque n " M. Considérons
1

T avi )
M1
o1 |

W=la X ().
v= |J lt-agw4:00

M+

U = \'VUX)[_H:/.

Le maximum de &, sur W et V est mineur de 0, donc ® — W =0 et
® — V£ @, Pour voir que ® — U= @ 1l suffit de se rappeler que la
face ® n’intersecte pas Xy, ,. U élant fermée et convexe, il existe h€15*
telle que

sup h (z) —max h (y) > z—‘,lf,

retd TEU

Si on définit hy., = h — sup h(x), on a que la famille | h, n M4
reEP
satisfait (i), (i) et (iii) pour chaque n = M + 1. Par induction, on obtient

le résultat désiré.

Démonstration de la proposition. — Soit ® une face de Xet X—®= U X,
nEN

ot les X, sont des compacts convexes. Il esiste [ b, |n€N, une famille
de fonctions allines ct continues avec les propriétés (i), (i1) et (ut}. doit

. 1
9(;t)7;1nfih,, @ + g0s |nEN

alors  est supéricurement semi-continue et concave ct elle appartient
i
" ] . v - X r . ’ ‘
a la premiére classe de Baire. Le maximum de 7 sur X est égal & 0 ct
o7 (0)cd est, dapres (iii), une face contenue dans ®.

Conorrate 1. — Chaque face ® de X, non pide et dont le complément

dans X est un B, contient des points extremaul de X.

Nous montrerons dans la suite la haison de la proposition avec le théo-

reme de Choquet-Bishop-de Leeuw.

Soit Y une partie F, de X et sotent

_{¥ = 1,2,€Y],
[Y;]ngzh,x“u,,;o,z:/ ey,

axi

[Y] :.(Z).ﬂzn < LzeX, 20 Y h=17eY (=1,
”fl 0 )

P
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Puisque [ Y[ est un Ko et son complément une face, on déduit

Corotuatre 2. — St Y est une partie ¥ de X qui en contient lous les poinls
extrémauz, alors X =[Y[.

Par un argument de maximalité, on obtient

CoroLLAIRE 3. — St Y est une partie ¥, de X qui en contient lons les ponlts

cxtrémaur, alors X = [Y].
Quand X est métrisabl

¢, le complémentaire d’un poimt extrémal de N
est 1.

CoroLLARe & — Quand X est métrisable tous ses points exlrénur sonl
des fuces faiblement exposées de premiére classe.

in général, les points extrémaux ne sont pas exposts, méme da

ns le
cas métnsable,

CoroLuatre D. — Soit [ une fonction continue sur X telle que fly)>0

pour lous les po?nts extrémaug; on @ alors que ¥ z€X, f (z) > 0, oit f dénote
["enceloppe semi-confinue supérieurement concave de £ (1), et ().

: drah o i i e
Démanstration. — ® = z€X f(z) =01 est une face dont le complé-
ment est F,. ® ne contient pas de points extrémaux de X, done ® est vide
{corollaire 1),

| ..\‘nus appliquons le corollaire 5 pour démontrer le théoreme de Choquet-
Rishop-de Leeuw,

Tuionine (Choquet-Bishop-de Leeuw). — Soit v. une mesure de probabt-

Lite sur X qut est maxt eb : .
Jue est maximale sur le- cone des fonctions continues et convexes;

ulnrs. +(B) = 1 pour chaque ensemble de Baire B qui contient tous les poinis
extrimauy de X.

Démonstration. — Soit B une partie qui contient tous les points extré-
maux et dont le complément est un compact G;. D’aprés le théoréme
«%g \\zr}'snn. on peut trouver une fonetion continue f telle que Vz€X — B
[ - Wet f{x) > 0 pour tous les points extrémaux. Car . est maximalé’a
:n voit t{’aprés Je théortme de Hahn-Banach que (f)l:'l« \ﬂ (M. La
onell — f est strieleme 1t | ‘
e o

J nous permet dobtenir la conclusion.
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