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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Sur les mesures de Jensen supportées
par une frontiére plus fine que la frontiére de Chilop. Note (*) de M. Bexvo

Fucusstees, présentée par M. Jean Leray.

d'une frontitre plus fine que la

Obtention pour une algébre de fonctions A
tre de A admette des mesures de

frontitre de Chilov telle que chaque point du spec
Jensen supportées par cette frontiére.

Soit A (X) une algébre de fonctions complexes sur un compact X,
contenant les constantes, séparant les points de X et fermée pour la

convergence uniforme. Nous appelons frontiére faible de Choquet de X

P’ensemble {noté Ch (Xﬂ des points 7€ X, tels que gappartienne au support
compact de chaque mesure de probabilité qui représente le point . On dit

qu’une mesure représente 7, 3!
fq dp. = q)(.’r), v QGA(X).
X

(X)cCh (X)cCh (X, ot Ch (X) est Ta frontiére de

On a toujours Ch
e. Les exemples suvants montrent que

Choquet et Ch (X) sa fermetur
nt pas triviales.

¢ un swiss cheese et A (X) = R(X), alors
le o Chy (X) =X ¢ Ies algébres nor-
males (*). Mais on peut donner qusst des exemples ot Ch, (X) = Chy (X)-
Soient A le disque unité du plan complexe, X = Ax[0, 1] et Al X) les
fonctions continues dans X et ho'omorphes dans Ax 01, alors

T, (X) = CH, (X) = 310, 1]l (2 0), 2€C. 21 =1k

de probabilité ¥ SUT X, est une mesure de Jensen

ces inclusions ne $0

Exemples. — Quand X es
EEA X)=X (*). Un autre exemp

On dit qu'une mesure
pour z, si
lnlqo(x)l,éflnl?ld.'*v v geA(X)
X

et que [ est supportée par Ch (X), si u(B) = 0 pour chaque ensemble
de Baire B avec BNCh (X) = 9.
ensen supportée

TatoriME. — Pour chaque zeX il existe une mesure de J

ar Ch (X). _ , . .
’ Pour (la)démonstration nous étudions d’abord les différentes notions
de frontiére. _ ,

_ Soient X compact €t V' une

gs pg (HOQUET. : pe. _
-] semi-continues supérieurement, qu!

{. Les FRONTIER
Jensemble des mesures de proba-

famille de fonctions X RV
sépare les points de X. Notons Prob (X)
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bilité sur X. Pour 5€Prob (X), z€X, définissons

o est W-représentant de z <« f vde >0 (x), Voel.
X

Chy (X) = {z€X]|o W-représentant =5 =2,| est la frontiere de
Choquet de X par rapport & W (5, est la mesure de Dirac pour z). Nous
appelons

Chy (X) = {zeX |7 U-représentant x = zesupp () |,

o supp (5) est le support compact de o, la frontitre faible de Choquet.
A Taide du théoreme de Hahn-Banach on obtient les caractérisations

suivantes de Ch (X) et EH(X) données dans (*).

Lesme 1. — Soit W4+ WV, 5 appartient & Chy (X) st et seulement
st pour chaque compact non vide KC X — t x| il existe une p€W telle que
9 (z) > max 9 (K) (condition de mazimum).

Lewme 2. — Soient o, 3 arbitraires avec 1 > 3> et ' contenant les
constantes, tel que pour tous les 7., positifs et rationnels, W+ ¥c¥
(¥ est un cine rationnel). Alors x appartient & Chy (X) si et seulement sv

pour chaque compact non vide KX — x| U exisie un 9€W telle que
[condition (x, 3] :

lgmaxqﬂ(X)é@(x)§,3>a§maxcp(K).

Remarques. — L'inclusion (ﬁ;w (X)2Chy (X) est toujours valable. Par le
lemme 2 on voit aisément que la frontiere de Chilov existe et

contient Chy (X) dans cette situation. Quand on remplace ¥ par le cone
positif contenant les constantes et engendré par W, les frontiéres de
Choquet ne changent pas. Et si W est une famille de fonctions continues,
et si Pon prend au lieu de ¥ la fermeture de W' par rapport a la conver-
gence uniforme, les frontiéres de Choquet ne changent pas non plus.

Nous disons que €Y est presque continue quand pour chaque k€R,
7, défine par o, (z) = max (k, 7 (), Yz€X, est continue. Quand
s€Prob (X) vérifie 5 (B) =0 pour chaque ensemble de Baire avec
BNY = @, nous disons que 5 est supporté par Y.

Prorosition 1. — Soient les éléments de V' presque continus, alors pour
chaque z€X il existe un o Wereprésentant x, qui est supporté par Chy (X).

Démonstration. — Soient J,, J, les cones positifs contenant les cons-
tantes, engendrés par ¥ et {9, | keR, p€W}. Daprés E. M. Ablfsen
('), p- 53] il existe un o Jrreprésentant ¢ supporté par Ch, (X)-
Le lemme 2 donne Ch,, (X)2Ch,, (X), done Chy (X) € Chy, (X). Et puisque
Jy-représentant entraine Y-représentant, on déduit la proposition. ®
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9. LES ALGEBRES DE FONCTIONS. — Soit A (X) une algebre de fone-
tions complexes sur X, contenant les constantes et séparant les points

de X. Re (A), ' AJ,| AP, In] A sont Jes parts réelles, les valeurs absolues,

les puissances p des valeurs absolues et les Jogarithmes des valeurs absolues,

LemME 3 :
s () = Gy (X) = s (%) = Ch (K
Démonstration. — Puisque In|A|DRe(A) et Re (A)-représentant

duit Gy, (X)€ Chy (X)€ Chiy o (X)

entrainent | A|-représentant, on dé
Pour z€Chy, (X) et K compact cX — izl 1l existe (lemme 1) une
v ZIn|fl, J€EA, avec

n|f(z)| > maxIn|f(K)"

ue z vérifie la condition de

Done | | (z) > max|f (K)|. Cela veut dire q K
Al, donc 2€ Chiy (X). ®

maximum par rapport au cone engendré par |

Démonstration du théoréme. — La proposition 1 fournit des mesures de

Jensen (mesures In |A l-représentantes) supportées par
Chipys) (X)C (jlﬂlln!‘\! X)= Ch (X). ®

¢ Ch,y, (X). — On peut atiliser Jes lemmes 1

3. CARACTERISATION D tilise]
(X) sjmilaire de la carac-

et 2 pour donner uné caractérisation de Chya,
térisation des points pies pour A (X).

Soit J, (A) le cone positif engendré par A
I itions suivantes sonl

Propostrron 2. — Soit 12 4> 2> 0. Les cond

équivalenes d
(i) La mesure de Dirac %, st lo seule mesure de
de KCX — %

(i) Pour chaque compact non ¢%
un mEN tels que

Jensen pour T
il existe une YEN ¢

~ S s, g x {K).
Lomax |9 (X) 2 2 @1=7 s am. max 7 (B)

on vide KCX — T i1 egiste une g€J, 1

(iii) Pour chaque compact 1
telle que ”
lémaxg(X);gg(I)\:f3> 2> max g (K).
::>(ii):Soit5:1n(3)—!—1,§=1n(7.){-1 15>,

Démonstration. — (1 ,
onnel; done lemme 2)

U(i/m) In|A| est un cone ratl

pour chaque

m - . q , mEN
mZNCh,,,M] X o K compact cX -z, il existe une g€ln A
telle que

max g (K).

1
1 T
1;%maxg(x);ﬁg(x)>.5>“>-m
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Donc 9€A avec g=1In|e" 9| vérfie

(1) = (ili) est triviale.
(m)= (i) : la condition (2, 3) implique que z€Ch,,, (X) = Chy (X),

ot W=|_JIA " Mais W-représentant z = In| Al -représentant z, est
P>

un résultat bien connu [Browder (*), p. 126], done Chy: (X) = Ch,, , (X). =

(*) Séance du 5 juin 1972,

(') E. M. Anvrsen, Compact convez sels and boundary infegrals, Springer, Berlin-
Heidelberg-New York, 1971,

(*) A. BrowpEg, Infroduction to funetion algebras, Benjamin, New York-Amsterdam,
1969.

() B. FucussTEINER et W. HACKENBROCH, Mazimumpunkte (Arch. Math,, 1972).

(") R. Mc Kissick, Bull. Amer. Math. Soc., 69, 1963, p. 391-395.
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ANALYSE FONCTIONNELLE. — Caractérisation des traces dans les

espaces de Sobolev-Orlicz. Note (*) de Mme Marie-Tuinise Lacroix-

SoNRiER, présentée par M. Jean Leray.

On étend aux espaces de Sobolev-Orlicz, définis sur un ouvert borné de R7, le
notion d’espace « intermédiaire », et on obtient une caractérisation des espaces

de traces pour une classe assez vaste d’espaces de Sobolev-Orlicz.

1. Soient Q un sous-ensemble ouvert borné de R muni de la mesure

de Lebesgue, M une fonction de Young. On note Ly () Vensemble
des (classes d) applications 4 mesurables de ( dans R vérifiant

f M[u (7)) do < 40, ¢t F, (Q) D'espace LOrlicz associé, plus grand
0

espace vectoriel contenu dans Ly (@), qui est un espace de Banach pour

la norme
@74, 1!
Hu”n=Inf§k>0:fQM[T]dxﬁl‘.

On considére ’espace de obolev-Orlicz associe

Hy (Q) =1 ned (2):V aeNn o 21, D? ueExy ()
de Banach pour la norme

jufu= D"

M

qui est un espace

le classe d0rlicz produit Ly, . x4

— On appel
it Bes de QA8 dans R,

Dérmvrrron 1.1 |
applications mesurd

Pensemble des (classes &)

vérifiant
dzdy .
o Myn— 1) =[ Mple =y
0xQ i ‘

X Q) le plus grand espace pectorte
de Banach pour la norme

+ 0,

| inclus

et espace d’Orlicz produit Ex-v (@

dans Ly (@xQ). (Cest un espace

Lyl
=Inf§k>0,p(%,M,n-—l)élj.

[0 {pwin-

1

e sur &, on associe Ja classe

A toute classe d’application ; mesurab!
d’application it définie sur Qx4 par

. u(z) —ul

169 =70
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