Widerspruchsfreiheit und Unabhiingigkeit
von Jan Felix

Einer der groflen Meister zeitgendssischer franzodsischer Mathematik, J.
Dieudonne, duferte vor einiger Zeit in einem Vortrag die Vermutung, dafl
die Mathematik kiinftig zu Gunsten anderer Axiome auf das Auswahlaxiom
als Beweisprinzip verzichten kénnte. Was verbirgt sich dahinter? Eine er-
neute Hinwendung zu Intuitionismus, Konstruktivismus oder Semiintuitio-
nismus? Wohl kaum! Hier deutet sich nur eine Verzweigung der Mathe-
matik durch das Arbeiten mit verschiedenen Axiomensystemen an —
Axiomensysteme, die entstehen, indem man den einsehbaren klassischen
Axiomen der Mengenlehre neue unabhiingige Axiome hinzufiigt.

Eine solche Entwicklung war seit der Entdeckung des Unvollstindigkeits-
satzes durch K. Gédel (1931) zu erwarten. Daf diese Entwicklung trotzdem
SO spat einsetzt, liegt wohl vor allem daran, daf® erst mit der Erfindung der
s,;Forcing-Methode‘ durch P.J. Cohen (1963) wirkungsvolle beweistheoreti-
sche Hilfsmittel zur Entdeckung unabhingiger Axiome zur Verfiigung stehen.

Der Intuitionismus konnte sich wohl deshalb bei vielen Mathematikern
nicht durchsetzen, weil bei strenger Beachtung der intuitionistischen Grund-
sitze die Begriindung mancher mathematischen Disziplin (und das Arbeiten
mit dieser Disziplin) zu kompliziert wurde. Im Gegensatz dazu zeichnet

sich die heutige Situation dadurch aus, da® durch Hinzunahme neuer un-
abhingiger Axiome — die zum Teil dem Auswahlaxiom widersprechen —
einzelne Teilgebiete der Mathematik erheblich vereinfacht werden. So wird
fur den Mafitheoretiker das Axiom:

Jede Teilmenge des IR” ist Lebesgue-mefbar

etnen groflen praktischen Wert haben, so da er zu Gunsten dieses Axioms
gerne auf das Auswahlaxiom verzichtet. Derjenige, der viel mit Operatoren
zu tun hat, wird dem Axiom:

Jede lineare Abbildung, die einen Banachraum in sich abbildet,
ist stetig

sicher den Vorrang gegeniiber der Kontinuumhypothese geben. Es besteht
also die Gefahr einer Verzweigung der Mathematik derart, daf in Zukunft
jeder mit dem ihm gerade genehmen Axiomensystem arbeiten wird. Lafit

man also die Logiker bei der Auffindung neuer unabhingiger Axiome ge-

wihren, so kénnte die daraus folgende babylonische Axiomenverwirrung

durchaus zu einem spiiten Sieg intuitionistischer und konstruktivistischer

Gedanken fiihren.

Egal wie man zu solchen Entwicklungen stehen mag, einer immer stirkeren
Durchdringung der verschiedensten mathematischen Gebiete durch modell
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theoretische Erkenntnisse wird man sich nicht entziehen _k('jnnen. Em.B;:
spiel fir diese Tendenz ist durch die Nonstandard-Analysis gegeben (sie

[12]).

Nur an wenigen Universititen werden Kursvorlesungen iiber axiomatische
Mengenlehre oder iiber Modelltheorie angeboten. Deshalb freug ich mich
uber die hier gebotene Gelegenheit, in einige Ergebnisse der ax1omat1§0hen
Mengeniehre seit 1963 einzufithren. Der Leser sollte mit den Grundziigen
der naiven Mengeniehre vertraut sein. Beweise werden wegen der_gebo'tenen
Kiirze kaum gegeben. Hiufig werde ich aber versuchen, das Verstindnis
durch verkiirzte und simplifizierte Argumente zu erleichtern.

I Die Kontinuumhypothese

In seinem Bemiihen, ei

ne Theorie transfiniter Zahlen zu begriinden, gab
Georg Cantor (1845

- 1918) die vielzitierte Definition:

»Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von wohlurﬂ:l"
schiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens (welche
die Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen®*.

Um auch bei unendli

chen Mengen die ,Anzahl der Elemente* betrachten zu
kdnnen, fiihrte Cant

or den Begriff der Michtigkeit ein.
1. Definition: Ejpe Menge A ist von
eine Menge B (Schreibweise: | 4 | >
f:B >4 gibt, die B in A abbildet.

Gﬂt[A|‘>’|B{und|Bl>|Al,soschreibenwirIAi=IBI.IA|>|B|

steht ﬁir|A|>lB|und1A|¢|B|. Durch | A | =| B| wird in der Klasse

aller Mengen ein }\'quivalenzbegriff definiert. Man iiberzeugt sich sofort,
daBaus4 C B folgt |41 < B| (4|

groBerer oder gleicher Mdch tigkeit_wie
| BI), wenn es eine injektive Funktion

2. Satz (Schrc')’der»Bemsrein-
ve Funktion fF:B—> A4 yon

Beweis: Nach De

Cantor): Gilt
Bauf A,

finition 1 gibt es in;

l41=1|B]|, so gibt es eine bijekti-

¢ :B_—*A. Setzen wir X = wo Y(4), Y =¢(B), so git X CYC A. AuBer-
dezll)st)tp cY=g:-A->x bijektiv. Nun definieren wir Do =A\Y, D, =
—&8Wy),... D, = &(D,). Die durch x > g~ 1(x) fur
xEU{D,,ln=l,2 ‘

L oM LS >+ - - Jund X > x sonst gegebene Funktionh : Y—> 4
ist bijektiv. Also ist auchh-p=f.p 4 bijektiv. m
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Sofort erhebt sich die Frage, ob alle unendlichen Mengen die gleiche Mich-
tigkeit haben. Dem ist nicht so:

3. Satz: Es bezeichne P(A) = { X| X C A } die Menge aller Teilmengen von
A. Dann gilt: | PA)] > A

Beweis: ¢ = { a } (fiir a € A) definiert eine injektive Funktion 4 - P(4),
also | A | <|P(A4)]. Gibt es ein injektives [ : P(4) > 4, so betrachten wir
B={a€A|la®E X wenn f(X) =a}. f(B) € B kann nicht gelten, sonst wiir-
de die Definition von B zu f (B) € B fithren. Aber auch f(B) & B kann nicht
gelten, denn dann folgt aus der Definition von B ja gerade f(B) € B.

Also haben wir einen Widerspruch erhalten. Das angenommene f existiert
deshalb nicht. ®»

Als Beispiel fiir eine weitere unendliche Menge fillt einem IR ein. Die Frage
nach der Michtigkeit dieser Menge ist leicht zu beantworten. Um die Ant-
wort zu finden, ordnen wir jedem A C IN einen Dualbruch

AKA) =0, ayazas ... zu, wobeiag, = (1 wenn n € 4, 0 sonst). Manche Zah-
len in IR besitzen aber zwei Dualbruchentwicklungen, zum Beispiel
0,0111111...=0,10000 . .. Deshalb definieren wir Y{(4) = p(4) + 2

fiir solche A C N, fiir die es ein mg mit { n € IN[ n = mg } C A4 gibt. Fiir

alle anderen A setzen wir Y(A4) = w(4). ¥ : P(IN) > IR ist nun injektiv,
deshalb gilt | P(IN) | < |R|. Die Menge / = ]0,1{ liegt aber im Bild von ¥,
also ist y—1 : 7 > P(IN) injektiv. Dies ergibt | 7| < | P(IN)|. Schulkenntnisse
reichen aus, um eine bijektive Funktion zwischen / und IR zu finden, daraus
folgern wir | /| = | IR|. Wir haben also erhalten: | R = || < |P(IN)| < | R
Dies fiihrt zu:

4. Satz: |IR| = [PB(IN)I.

Mathematische Neugier treibt damit zur Frage, ob es Mengen gibt, deren
Michtigkeiten echt zwischen IR und IN liegen. Der Leser mdge sich nicht ab-
mithen, er wird keine solche Menge finden. Cantor ging es ebenso, deshalb
vermutete er 1884:

Kontinuumhypothese: Es gibt keine Menge M mit | IN| < | M| <|IR].

Wir wissen aber, daf | P(IN}| = | R|. Deshalb liegt es nahe zu verallgemei-
nern:

V_erallgemeinerte Kontinuumhypothese: Ist A eine unendliche Menge, so
gibt es keine Menge M mit | A | <|M|<|PA)I.

Der von Cantor bereits angekiindigte Beweis fur diese Behauptung blieb aus.
Der Losung dieses Problems wurde in der Folgezeit eine immer groflere Be-
deutung zugemessen, da man sich davon einen Aufschluf iiber das Wesen
des Kontinuums, welches soviele Mathematiker und Philosophen beschif-
tigt hatte, erhoffte. Hilbert setzte dieses Problem auf seine Liste der wich-
tigen im 20. Jahrhundert zu 16senden mathematischen Fragen. Wir werden
sehen, daf die Losung ganz anders aussieht, als Cantor und Hilbert es sich
wohl vorgestellt haben. Durch Beispiele widerlegt wurde die Vermutung je-
denfalls nicht. Deshalb zog man diese Hypothese auch mehr und mehr zur
»»Konstruktion* merkwiirdiger Mengen und von Gegenbeispielen heran.
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Auch andere mathematische Behauptungen, die sich hartnickig einem Be-
wels entzogen hatten, konnten mit dieser Hypothese verifiziert werQen. So
bewies W. Sierpinski (1947) in recht einfacher Weise das Auswahlaxiom
aus der verallgemeinerten Kontinuumhypothese.

Auswahlaxiom: /st M eine Menge, 5o gibt es eine Funktion (genannt Aus-

wahlfunktion) f : B(M) > M mir F(X) € X fiir alle nichtleeren Teilmengen
Xvon M :

Damit sind wir jedoch der Zeit vorausgeeilt, Denn zundchst einmal solite
Cantors Mengenlehre durch die Entdeckung ihrer Widerspriiche erschiittert
werden. Das Cantorsche Mengenkonzept stellte sich ndmlich als zu allge-
mein heraus. Nach Cantors ,»Definition** scheint es durchaus mdglich, von
M, der Menge aller Mengen zu sprechen. Jede Menge von Mengen wiire
dann Teilmenge von M, also B(M) C M. Damit hétten wir im Widerspruch
zu Satz 3 | PM)| < | M |l. Eine andere widerspriichliche ,,Menge** ist

{X | X Menge mit X & X} (Russelsche Antinomie).

X1,X3,X3,. .. (abzihlbar v

ielen Subjektvariablen)
RI , Rz . Rg, e (abzﬁhlbar

vielen Relationsvariablen)
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sowie den logischen Symbolen:

1 A v = = =
(nicht) (und)  (oder) (impliziert) (dquivalent) (gleich)
v 3 (,)

(fur alle)  (existiert) (Klammern).

Die umgangssprachliche Bedeutung haben wir jeweils unter die Symbole ge-
schrieben. Mitunter nimmt man noch Konstante hinzu, dies ist fiir unsere
Zwecke aber nicht nétig. Jeder Relationsvariablen R; ordnen wir noch eine
Stellenzahl n; zu. Wir haben keinen Wert darauf gelegt, mit moglichst wenig
Zeichen auszukommen. Durch Aneinanderreihung entstehen nun Worte.
Genau wie in der Umgangssprache kénnen wir sinnvolle und sinnlose Worte
bilden. Die sinnvollen Worte unserer formalen Sprache nennen wir Formeln,
sie entstehen aus Grundformeln durch Anwendung bestimmter Bildungsge-
setze, die wir nicht alle aufzihlen wollen. Zum Beispiel konnen wir die
Grundformeln x; oder R;(xy,...,x,) ... durch Bildungsgesetze der Art:

sind 4, 8 Formeln, so sind auch (14), (4 = B), (4 v B),
(4 = B),V x4 usw. Formeln

Zu neuen Formeln verbinden.

Wir kommen nun zur semantischen Bedeutung unserer Sprache. Dafiir be-
ndtigen wir eine Interpretation.

5. Definition: (J, M) heift Interpretation, wennx, x5, ... vonJ in M und
Ry, Ry, ... vonJin die Menge der Relationen in M so abgebildet wird, daB
fuiri=1,2 ... J(R;) ni-stellig ist.

Betrachten wir einmal die Formel Rixy, ..., xp,). Diese wirde man sinn-
vollerweise in J(Rp (J(x)), J(x3), . .. ,J(x,,,.) ubersetzen. Nun erfulit

(J(xy),. .., J(x,)) entweder die Relation J(R;) oder nicht. Im ersten Fall
sagen wir

Ri(xy, ... ,x,,'.) gilt unter der Interpretation (J, M),

im zweiten Fall sagen wir R{x, ..., x,) gilt bei (J, M) nicht. Da sich die
Formeln nun aus Grundformeln durch Anwendung gewisser Gesetze auf-
bauen, kann man induktiv fir alle Formeln F die Giiltigkeit von F beziiglich
der Interpretation (J, M) definieren. Dies geschieht, indem man die Wir-
kungsweise unserer Formelaufbaugesetze auf die Giiltigkeit unserer Formeln
erklirt. Einige Beispiele:

(1} TVF gilt, wenn F nicht gilt
(2) A vBgilt, wenn 4 gilt oder wenn B gilt
3) V},'A (x;) gilt genau dann, wenn A (x;) fijr jede Interpretat,io.n
', M) mitJ’ = J gilt. Dabei bedeute J 57, daB Jund J” sich
I
hdchstens im Bild von x; unterscheiden.

IS_t nun F eine Menge von Formeln, dann heifit die Interpretation (J, M)
ein Modell fir F, wenn alle F € F unter (J, M) gelten. Existiert fur F ein
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' ‘ i For-
Modell, so nennen wir F (semantisch).wu.ierspmchsfr_ez. 'E]Sjlst(zﬁé?)_ gOl-
meln, die bei jeder Interpretation gultig sind, zum Beispie

che Formein F nennen wir aligemeingiiltig und wir schreiben I F.

Wir sagen, 4 148t sich aus der Formelmenge F (semantisch) aflgle;tli;lg .
(Schreibweise: F I—A4), wenn 4 in jedem Modelvl W, M) v'onF gb}eiten
Ist F nicht widerspruchsfrei, dann Lift sich also jedes 4 aus F a .

. TRy s 1: (13 Sein-
Die intuitive Bedeutung von »»-allgemeingiiltig*‘ soll natiirlich _,,vs}/lahdraﬁ an
ier sollte man verwundert sein! Es ist doch sehr problematisc

3

sind4 und 4 = B ableitbar, so ist B ableitbar,

und Vorschriften, welche die Behandlung der Quantoren ¥, 3 betreffen.
Fiir ableitbare Formeln F schreiben wir hinfort i—F. Sind

F={F,, ... JF, ) Formeln, so heifit 4 aus F (syntaktisch) ableitbar,
wenn b= (Fya Fya . .. AFp) = 4. Wir schreiben dann F A,

Ist F eine beliebige Menge von Formeln, dann heidt 4 aus F (Sy;'taketisFC];i)bt
ableitbar (Schreibweise ebenfalls F =4), wenn es FiFy, ..., m -
mit {F,, . . +Fon } A F heiit (syntaktisch) widerspruchsfrei, wenn

F kein Widerspruch abzuleiten ist, wennp also fiir keine Formel 4 gilt
FHAaA(I4 ).

le fir F. Wir nennen (J, M) ein Un ter.modell
i) =J(x;) firj = 1,2,. .., und wenn fiir alle

Relationsvariablen R; T(ki) die Beschrinkung von J(R;) auf M ist. Nun der
angekiindigte Satz-

7. Satz (Lé’wenheim-Skolem}: Sei (J, M) ein Modell fiir
=1F L P Ry )

- - 1. Dann existiert ein Untermodeil (7. M) mit abzihi-
barem M.
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Die Beweisidee ist recht einfach. Man beginnt mit abzdhlbarem N C M, so
dad V das Bild aller Subjektvariablen enthilt. Dann geht man alle unter

(/, M) geltenden Formeln der Reihe nach durch. Jedesmal wenn man dabei
zu einer Formel ¥ kommt, die in NV nicht gilt, erweitert man N um endlich
viele Elemente bis F gilt. Die daraus mit abzihlbar vielen Konstruktions-
schritten entstchende Menge nennen wir NV*. N* ist ebenfalls abzihlbar.
M=U {N"*| n € N} (wobei N1* = N* und N+ D* = (yn*)¥) it

dann eine Menge mit den gesuchten Eigenschaften.

Wir wenden uns nun der Frage zu, ob man die Widerspruchsfreiheit einer
widerspruchsfreien Formelmenge F ,beweisen® kann. Dafir sollten wir zu-
erst zeigen, daf die mathematische Aussage F ist widerspruchsfrei‘ durch
eine Formel unserer formalen Sprache ausgedriickt werden kann. Wir be-
merken zuerst, da es nur abziihlbar viele Formeln W, W, W3, ... gibt.
Diese lassen sich durch Verwendung der Bildungsgesetze in ,verniinftiger*
Weise durchnumerieren. F bestehe nun aus den Formeln Wn,, W, Wn3, e
und wir nehmen an, da die Funktion k - ny eine sehr ,elementare‘ Funk-
tion sein soll, genauer eine primitiv rekursive Funktion. Dies sind Funk-
tionen, die sich durch einfache Regeln bilden lassen und durch gewisse For-
meln unserer Sprache beschrieben werden. Es gibt nun offensichtlich ab-
zdhlbar viele syntaktische Ableitungen aus F, die man wie oben so durch-
numerieren kann, dafy die Funktion

R : k> Nummer der mit der k-ten Ableitung abgeleiteten
Formel

ebenfalls primitiv rekursiv ist. F ist nun widerspruchsfrei, wenn sich nicht
Sowohl Wy als auch (71 W,) (welches sagen wir die Nummer m trigt) aus F
ableiten lassen. Wir miissen also kidren, ob nicht 1 und m gleichzeitig im
Bild von R liegen. Dies it sich aber durch eine einzige Formel ausdriicken,
die wir wegen ihrer Bedeutung mit Consis(F) (consistent = widerspruchs-
frei) bezeichnen. Wir nehmen nun noch an, da®® F ein reichhaltiges System
ist, d.h. die bei der Bildung primitiv rekursiver Funktionen vorkommenden
Formeln sollen in gewisser Weise in F jenthalten® sein. Dann 146t sich unter
Verwendung eines speziellen Resultats der Theorie rekursiver Funktionen
(Existenz einer primitiv rekursiven Funktion mit nicht rekursivem Bild) zei-
gen, dab Consis(F) nicht aus F ableitbar ist. Dies ergibt den berithmten

8. Unvollstiindigkeitssatz (Gddel 1931) Consis(F) ist nicht aus F ableitbar,

Die itberraschenden Konsequenzen dieses Satzes werden wir im nichsten
Kapitel diskutieren.

Zuerst noch ein weiterer Begriff, Wenn F ein widerspruchsfreies Formel-
System ist, dann nennen wir eine Formel 4 von F unabhdngig, wenn sich
weder 4 noch (T1A4) aus F ableiten lassen. Gibt es solche unabhingigen For-
Ipeln? Ja, Satz 8 zeigt, daR Consis(F) von F unabhingig ist. Denn Consis(F)
1aBt sich nicht aus F ableiten und ("1 Consis(F)) kann wegen der Wider-
Spruchsfreiheit von F nicht gelten.
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Il Das Axiomensystem von Zermelo-Fraenkel

Ublicherweise unterscheiden wir zwischen ,Mengen® und ,Elementen’. Jﬁ;;
doch 14t sich die ganze Mathematik ohne Elementbegnt_’f aufbauen. Dafir
beginnt man mit der leeren Menge @ und definiert nacheinander

1=1032= {0, {0}1,3= {0, (0}, {0, {00, . .n+1=nuU {n)

Aus den natiirlichen Zahlen bauep wir dann alles weitere wie iblich auf.
Diese Schreibweise ist zwar verwirrend aber begrifflich einfacher. Eine sol-
che Mengenleere nennt man atomlos. Der Elementbegriff ist dann ein ab-
geleiteter Begriff,

Die nun anzugebenden Axiome bestehe
,Mengenlehre ausfithrbaren Konst

Wir geben jeweils die tmeangssprachliche Bedeutung der Axiome an, bei

den meisten Axiomen auch die entsprechenden Formeln unserer formalen
Sprache. Um Indizes ZU Sparen, schreiben wir w, X, ¥,z statt

X1, X2, X3, x4. Weiterhin brauchen wir statt Ry das Symbol €, dies soll eine
zweistellige Relationsvariable sein,

Axiom 1: Enthalten zwei Mengen gleiche Elem
VxVy(Vz(z€x¢=>zEy))=>x =

Fir die Formel Vv z(z€Ex =€
intuitive Bedeutung ist natiirlich

ente, so sind sie gleich.
y.
¥) fithren wir die Abkiirzung x C y ein. Die
die Teilmengenrelation.
Axiom 2: Eg gibt eine Menge ohne Elemente.

IxVy (A ex).

VxVyBsz(w€z¢=='(w=x)v(w=y))).

3-Tupel, 4-Tupe! etc.
bauen. Zum Beispie] ¢

urch (x, y) = {x, {x, }}. Hierbei 18t sich die Rol-
le von x und ¥ nicht

mehr vertauschen, wir haben also ein geordnetes Paar.

Vx3 YV ((zEy) = HW(zew».wEx)).
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Axiom 5: Es gibt eine unendliche Menge.
Ax(PEXA(Vy PEX=yU {y}Ex).
Dabeisteht y U {y } firU {w|lwe {y, {y}}}.

Mit der eingangs dieses Kapitels getroffenen Definition sieht man, daf IN
die obige Bedingung erfiillt.

Axiom 6: Die Teilmengen einer Menge diirfen wir zu einer neuen
Menge zusammenfassen.

Vx Ay Vz(z€Ey <=z Cx).

Axiom 7: Es sei F(z, y) eine Formel derart, daB fiir jedes z genau
ein y = y(z) existiert, fiir welches F(z,y) gilt. Dann ist fiir jede
Menge x {y(z)|z € x } eine Menge.

Axiom 7, bei dem wir auf eine Formalisierung verzichtet haben, ist eigent-
lich kein einzelnes Axiom, sondern eine abzihlbare Menge von Axiomen.
Denn jede Formel F(x, y) mit den genannten Eigenschaften fithrt zu einem
selbstindigen Axiom. Dieses sogenannte ,Einsetzungsaxiom‘ kommt Cantors
Begriff der ,Zusammenfassung® am nichsten. Da wir dadurch jedoch nur
Bilder einer vorher vorgegebenen Menge zusammenfassen diirfen, ist sicher-
gestellt, daf die Michtigkeit der neuen Menge nicht zu groB wird, und des-
halb werden Widerspriiche vermieden.

Mehr aus technischen Griinden nimmt man hiufig das folgende Regulari-
tdtsaxiom hinzu:

Axiom 8: In jeder Menge x # @ gibt es ein y, welches kein Element
von x enthilt.

Vx({(x=0)v3Iy((yEx) AVz(zEx)=(1zEy)).

Dieses Axiom legt also fest, daf® jede Menge ein beziiglich € minimales Ele-
ment enthilt. Intuitiv kommt dies unserer eingangs erkldrten Absicht ent-
g€gen, alle Mengen aus der leeren Menge aufzubauen.

Mit ZF (System von Zermelo und Fraenkel) bezeichnen wir die durch die
Axiome 1 - 7 gegebene Formelmenge. ZFC steht fir ZF vermehrt um
Axiom 8 und das Auswahlaxiom.

Wie steht es nun mit der Widerspruchsfreiheit von ZF. Die Mengenlehre
selbst diirfen wir zum Beweis der Widerspruchsfreiheit wohl nicht heranzie-
hen, da sie ja erst durch die Axiome prizisiert werden soll. Eine syntakti-
sche Ableitung der Formel Consis(ZF) ist wegen des Unvollstindigkeits-
Satzes nicht méglich. Die Behauptung der Widerspruchsfreiheit von ZF ist
also ein Glaubenssatz. Keiner zweifelt zwar daran, ein formaler Beweis ist
aber nicht moglich.

Als nichstes erhebt sich die Frage, ob ZF (oder gegebenenfalls ZFC) die in
unserer Vorstellungswelt (was immer das auch sein mag) gegebene Mengen-
lehre vollstindig beschreibt. Keineswegs! Denn jede Aussage iiber die Men-
genlehre unserer Vorstellung ist ja entweder wahr oder falsch. Aus dem Un-
vollstindigkeitssatz geht aber hervor, daB es von ZF unabhingige Formeln
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gibt, die sich also nur unter Zugrundelegung der d_urch ZF beschriebenen
mathematischen Systeme weder beweisen noch widerlegen lassen.

Es ist aber auch sinnlos, nach einem vollstindigen Axiomer!system' Zu su-
chen. Denn jedes Axiomensystem, welches sich in vernﬁnftlger Weise auf
eine unendlich lange Papierrolle aufschreiben liele, hitte ja denselbfzn
durch den Unvolistindigkeitssatz beschriebenen Mangel. Trotzdem ist es
vielleicht sinnvoll, durch Hinzufiigung neuer Axiome unser System zu ver-
bessern. Fatal wiire es natiirlich, wenn fiir jede Erweiterung des S}fstern_s em
erneuter Glaubenssatz iiber die Widerspruchsfreiheit vonnoten wire. Dies

1st gliicklicherweise nicht notig, denn hiufig ist fiir ein neues Axiom 4 die
Formel

Consis(ZF) = Consis(ZF + A)

beweisbar, obwohl Consis(ZF) allen Beweisversuchen trotzt. In diesem__Fff_lll
nennen wir ZF + A4 relativ widerspruchsfrei. Ein einfaches Beispiel dafiir ist
das Regularititsaxiom. Denn aus der Annahme der Giiltigkeit von ZF .ijlgt

die Existenz eines Modelles (J, M) fiir ZF und die Beschrinkung auf di_e]e-

nigen x € M, die dem Regularititsaxiom geniigen, ist ein Untermodell in _
welchem das Regularititsaxiom erflllt ist. Also ist ZF + 4 widerspruchsfrei
wenn nur Consis (ZF) gilt.

Dem kritischen Leser wird b
lehre ein (scheinbarer) Wide
von Lowenheim-Skolem exi
lehre! Dies steht anscheinen
(deren Bildung ja nach Axi
Dieser Widerspruch 15st sic
auch die Relation [P (IN) |

ei der Einfihrung von Modellen der Mengen-
rspruch aufgefallen sein. Denn nach dem Satz
stiert ja ein abzihlbares Modell der Mengen-

d im Widerspruch zu Satz 3, nach dem P (IN)
om 6 erlaubt ist) eine iiberabzihlbare Menge ist.
h gliscklicherweise auf, wenn man beachtet, daf
> |IN| innerhalb unseres Modelles interpretiert
werden muf, das also der Beweis von Satz 3 innerhalb des Modelles gefiihrt
werden mufl. Der Beweis besagt dann ja nur, daR es innerhalb des Modelles
keine injektive Funktion von der Interpretation von PB(IN) in die interpre-
tation von IN gibt. Auferhalb des Modelles kann es eine solche Funktion

Interpretation von PB(IN) im Modell etwas anderes
als die Menge PB(IN) unserer (existenzabsolutistischen) Vorsteilungsyvelt-
Axiom 6 sagt ja nur, dab man die Elemente des Modells, welche Teilmengen
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geordnet heifdt dabei, da eine lineare Ordnung derart vorliegt, daf’ jede
Teilmenge ein minimales Element hat. Beispiele fiir Ordinalzahlen sind
wiederum @, n, Nund NU {IN}, NU {{IN}, { INU { N }}}. Ordinalzah-
len werden wir mit kleinen griechischen Buchstaben a, §8, v, . . . bezeichnen.

Die getroffene Definition hat den Vorteil, da jeweils in einer Klasse ,iqui-
valenter' wohlgeordneter Mengen genau eine Ordinalzahl liegt. Weitere Vor-
teile sind, daB jedes Element einer Ordinalzahl wieder Ordinalzahl ist, oder
daB zwei Ordinalzahlen entweder gleich sind, oder eine Element der ande-
ren ist. Auflerdem fiihren Vereinigung und Durchschnitt im Bereich der Or-
dinalzahlen wieder auf Ordinalzahlen.

Beginnend mit einer Menge T = T; betrachten wir nun wie in [ 3] die fol-
gende mit Ordinalzahlen a (wobei 1 € @), ausgefiihrte induktive Konstruk-
tion,

Wir setzen S, = { T3| BE a}. T, bestehe dann aus den durch die folgenden
Regeln ,konstruierten* Mengen:

(1) Wennx,y€S,, dann ist {x,y}erT,
(2) Wennx€S,, dannist {y|3 w mit y € w € x } Element von T,
(3)  Wennx €5, dannist {y|y €S, mit y Cx } Element von T,
(4)  Es sei F(x, y) eine Formel derart, da fiir jedes z € S, genau ein
Y =y(z) €8, existiert, fiir welches F(z, ), S, gilt. Dann ist fiir jedes

x €8, die Menge { y(z)| z €x } Element von T,. Dabei ist F(x, y)iSa

die Formel, die aus F(x, y) entsteht, indem man die Quantoren V x;
und 3x; durch Vx; €5, und dx; €S, ersetzt.

Fiir das folgende nehmen wir nun an, dafd T eine abzihlbare transitive Men-
ge mit IN € T ist. Mit M[T] bezeichnen wir die durch Zusammenfassung
aller Elemente von allen T,, fiir beliebige Ordinalzahlen «, gegebene Klasse.
W_ir mussen mit der Bezeichnungsweise vorsichtig sein, da wir noch nicht
wissen, ob M[T] eine Menge ist.

Unsere Definition ist nun so angelegt, daf’ alle gemifl ZF ausfiihrbaren Kon-
St_ruktionen auch ausgefihrt werden, dies allerdings jeweils nur im Bereich
eines S,. Die Vereinigung iiber alle T, beseitigt aber den durch diese Be-
schrinkung gegebenen Mangel. Das heifdt, in M[T] sind alle nach ZF mogli-
chen Konstruktionen ausfihrbar. Ist M[T] eine Menge, dann liegt also ein
Modell fiir ZF vor. Se;j nun andererseits M ein transitives Modell fiir ZF mit
MDT Man iberzeugt sich leicht, daB in der obigen Definition von M[7]
nur Konstruktionen ausgefithrt wurden, die in M ausfithrbar sein miissen.
Also gilt fiir jedes a, dafl T, C M. Daraus folgt M[T] C M. M[T] mu8 also
eine Menge sein. Nach dem Satz von Lowenheim-Skolem kdénnen wir M
S0gar als abzihlbar annehmen, mithin mu® auch M[T] abzihlbar sein. Wir
halten unsere Betrachtungen in einem Satz fest:

9. Satz [3]: M[T) ist ein transitives Modell fiir ZF. Fiir jedes transitive Mo-
dellM D T yvon ZF gilt M[T] C M. M[T) ist also minimales transitives Mo-
dell D T fiir ZF.
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Die urspriinglich von Gédel ausgefiihrte Konstruktion war der %bei beschrie-
benen sehr dhnlich. Er betrachtet die Mengen T=IN U { N }, o~

=U { T3l BE a}, wobei Ty durch die Regeln (1) - (4) unter Zusatz von
(5) S, €T,

konstruiert wurde. Dadurch ging allerdings die in Satz 9 beschriebene Ml_m'
maleigenschaft verloren. Auferdem war das daraus entstehende M[T] kemi
Menge, sondern eine Klasse, M[T] ist namlich die in der Klasse aller Menge
durch das folgende Konstruierbarkeitsaxiom ausgezeichnete Teilklasse.

Konstruierbarkeitsaxiom: Fiir jedes x existiert ein a mit x € T,.

Offensichtlich ist das Konstruierbarkeitsaxiom in M[T] erfillt. Damit wis-
sen wir:

10. Satz: Das Konsrruierbarkeitsaxiom ist relativ widerspruchsfrei

Godel zeigte nun, daf sich aus ZF +
meine Kontinuumhypothese ableite

tierten Ergebnis von Sierpinski ist d
Wir halten also fest:

,Konstruierbarkeitsaxiom" die qllge-‘
n lieB. Nach dem im ersten Kaplt?l Zi1-
ann auch das Auswahlaxiom ableitbar.

11. Satz: Die aligemeine Kontinuumhypothese und das Auswahlaxiom sind
relativ widerspruchsfrei,

ordnet, auBerdem lassen sich die Konstruktions-

nverwendet werden — ebenfalls intern wohlord-
nen. Deshalb ist einleuchtend, dafl jedes x € M[7] intern wohlgeordnet
werden kann. Eine einfache Anfingeriibung zeigt aber, da das Auswahl-
axiom Folge des

schritte — da Ordinalzahle

r Cohen’schen Forcing-Methode offen. Der
arin zu suchen, daf sich diese Frage nicht durch Verwen-

inneren) Modelle 15sen LiBt (J.C. Shepherdson

6 Cohens Modelle
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ubrigen Axiomen von ZF hinzunehmen. Die Mehrzahl der Mathematiker
(Godel eingeschlossen) befand aber, dafd dieses Axiom intuitiv nicht so ein-
sichtig sei wie die {ibrigen Axiome von ZF. Aufierdem befiirchtete man, dafl
man durch dieses Axiom bei der Betrachtung neuer Mengen unnédtig einge-
schrinkt wiirde.

Das Problem blieb also bis zur Erfindung der Cohen’schen Modelle offen.

Da die Cohen’schen Methoden komplizierter Natur sind, kénnen wir nur

auf einige Aspekte eingehen. Relativ ausfithrlich werden wir die Unabhiin-

ig:igkeit des Konstruierbarkeitsaxioms behandeln. Dies ist auch die einfachste
rage.

Man kann recht einfach beantworten, in welchem Rahmen man die ent-
sprechenden Modelle zu suchen hat. Wir betrachten dafiir

M=M[IN U { N }] das minimale Modell fiir ZF, welches durch Satz 9 ge-
geben ist. Sei nun o =VU { a| ®€E M, a Ordinalzahl } die Vereinigung der
Ordinalzahlen von M. Qg ist selbst Ordinalzahl, aber kein Element von M,
denn sonst wire ag U { ag } im Widerspruch zur Definition von &g eine in
M enthaltene Ordinalzahl. Da M Modell fiir ZF ist, ist die Gesamtheit der
mit den Ordinalzahlen von M durch die Regeln’(1) - (5) konstruierten Men-
gen wieder Modell von ZF. Wegen der Minimalitiit von M muf dieses gleich
M sein. Wir erhalten alsoM = U { T, a € ay }. Zur Konstruktion von Mo-
deflen muf man also nicht alle Ordinalzahlen verwenden. Man kénnte nun
vermuten, dafl durch Heranziehung groferer Ordinalzahlen weitere inter-
Ssante Modelle entstehen. Dem ist aber nicht so, wie der folgende Satz
zegt.,

12. Satz: Sei T eine beliebige transitive Menge mit N € T. Dann ist die Aus-
sage:

. Fiir alle Ordinalzahlen § mit ag € f ist Zg(T) =U { Tol a €8}
kein Modell fiir ZF*

relativ widerspruchsfrei.

Beweis: Wir nehmen an, es gibe B mit ag € f, so daB® Zz(T) Modell von ZF
ist. Mit o) bezeichnen wir das Minimum der Ordinalzahlen a mit

% € a, so dad ,(T) Modell fiir ZF ist. @, ist dann nicht Element von
Z4,(T). Deshalb gilt in Z, (T), daB fir jede Ordinalzahl & mit ag € a die

Menge Zo(T) kein Modell fiir ZF ist. Also existiert ein Modell fir ZF ur_id
d1.e oben angegebene Aussage. Die betrachtete Aussage ist deshalb relativ
Widerspruchsfrei, m

Es hat also gar keinen Sinn, Modellkonstruktionen mit gréBeren Ordinal-
Zahlen als ag zu versuchen. Denn wenn dies zu einem Modell filhren wiirde,
S0 hitten wir den Beweis der Negation einer relativ widerspruchsfreien Aus-
Sage gefiihrt. Dies ist nicht méglich. Wir kénnen also nur hoffen, durch
raffinierte Wahl der Ausgangsmenge T zu einem Modell zu gelangen, in wel-
chem das Konstruierbarkeitsaxiom nicht gilt.

Die Grundidee fiir ein solches Modell ist sehr einfach. Wir nehmen einev
Menge 4 mit 4 & M. Eine solche Menge gibt es sicher, da M abzahlbar ist.
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. : i d be-
Dann setzen wir T, fiir die kleinste transitive Menge, die A enthilt, un
trachten 2, (T4) = Z(4).

Nehmen wir einmal an, dies sei ein Modell fiir ZF E(_A) enthilt fenlftlilo(ille
selben Ordinalzahlen wie M, denn andernfalls wiirde ja die Kons .rtzm Yo
mit den Ordinalzahlen aus 2(A) im Widerspruch zu Satz 12 zu elrri1 T )
dell fiir ZF fithren. Da nun 4 & M und die konstrule{baren Meng? bar. Das
genau die Elemente von M sind, ist also 4 in 2(A) nicht konSt?‘leUnaiﬁ)-
Konstruierbarkeitsaxiom ist in diesem Modell ;,:1150 falsch, und_ }1:: fir jodes
hingigkeit wire bewiesen. Ungliicklicherweise ist 2(4) aber Hcllc 8 T(A) im-
A & M ein Modeli. Cohen ging dieser Frage nach und bewies, a s Filter
mer dann ein Modell von ZF ist, wenn 4 ein sogenannter generisc

ist.

13. Definition: Sei 7 € M versehen mit einer internen Teilordnung <, (d.h.

: n M).
die Relation <, oder besser {(x, X,y €M, x <y}, ist Element vo
A C 7 heibt generischer Filter, wenn gilt:

(i)  Istx,y €4, dann existiert &€ 4 mitx <z und y < z.
(i) Istxe€A4 und y € 7 mit y <x, dann istyeE A4,
(ili) Wirhaben4 N x # ¢ fiir alle X € M mit X C 7 und
(a) x € X, y € 7 mit x Syemgibtyex
(b) fiir jedes y € 7 gibt es ein x € X mit y<x.
Diesen Begriff haben Wir angegeben, um die Komplexitit der (_Iohen Sfihe“
Methoden zy illustrieren: wir wollen ihn deshalb einstweilen nicht weiter
diskutieren,

Das Ergebnis unserer Betrachtun

g ist aber auf alle Fille:
14. Satz:

Das K onstruierbarkeitsaxiom ist unabhdngig von ZF.

fgumentation dafiir, da® in M das Aus
Modell £(4) giiltig bleibt. Es ist also

struierbarkeitsaxiom von ZFC unabh

wahlaxiom gilt, auch fir unser

gleichzeitig gezeigt, dafd das Kon-
angig ist,

F, wenn fir alle generischen Filter 4 C 7
mit p € A gilt (4) k£ F, wir kis

rzen dies durch p |> F ab. Ein fundamen-
tales Ergebnis der Cohen’schen Methode ist nun:

15. Forcing-Satz: Sei 4 C T ein generischer Filter mit Z(A) = F. Dann
gibt es einp € 4 mitp b F

Da die Relation p b F i einem gewissen Sinne auch induktiv in der Menge
aller Formelp definiert werden kann, erlaubt einem der Forcing-Satz nach-
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»ahnlicher' Weise verfahren, Mit Hilfe solcher Konstruktionen bewies
P.J. Cohen im Jahre 1963:

16. Satz: GCH ist unabhingig von ZFC. AC ist unabhingig von ZF.

Die Kontinuumhypothese ist also weder beweisbar noch widerlegbar, so-
fern man nur solche Manipulationen mit Mengen erlaubt, die zu den
Axiomen von ZF fiihrten.

VI Weitere Axiome, Solovays Modell
Hiufig werden stirkere Unendlichkeitsaxiome bei mengentheoretischen

Uberlegungen betrachtet. Ein solches Axiom ist das Axiom der unerreich-
baren Michtigkeit (inaccessible cardinal):

(IC): Es gibt cine iiberabzihlbare Menge x derart, daf fiir jede
Menge y mit | y | <|x| gilt PO <|x]|.

Verwendet man das Auswahlaxiom, so sieht man, daf es bei Giiltigkeit von
IC auch eine Ordinalzahl & mit denselben Eigenschaften geben muﬁ.. Dann
bilden die Elemente von a aber ein Modell fiir ZFC. Also erhalten wir:

ZFC = (IC = Consis(ZFQ)).

Da nach dem Unvollstindigkeitssatz Consis(ZFC) nicht aus ZFC ableitbar
ist, kann auch IC nicht ableitbar sein. IC ist also entweder unabhiingig oder
nicht widerspruchsfrei. Die Mehrzahl der Mathematiker glaubt an die Unab-
hiingigkeit .

Auch noch starkere Unendlichkeitsaxiome werden hiufig zugelassen. Man
verbindet damit die Hoffnung, ein grofies ,,Mengenuniversum* sicherzustel-
lgn. In Bezug auf GCH bringen diese Axiome allerdings nichts, GCH lifit
Sich daraus nicht ableiten.

Weitgehend im Dunkel liegt die Frage nach einer mefbaren Michtigkeit
(measurable cardinal). Man sagt, eine Menge x habe das Mafi Null, wenn
Jedes endliche o-additive Ma u auf der 0-Algebra P(x) mit u({ y P = 0 fiir
alle y € x Null sein mufl. Man betrachtet:

(MC): Es gibt eine Menge x, die nichr das MaB Null hat.

Ulam [20] bewies, daB die Negation von MC relativ widerspruchsfrei zu

ZFC ist, Auch hier herrscht die Meinung vor, da8 MC sich als unabhingig
von ZFC herausstellen wird, Auf alle Fille muB} die Michtigkeit einer Menge,
die nicht vom Maf Null ist, die Michtigkeit von IN, 8; = { a| a abzihlbare
Ordlnalzahl}, - - . usw. iibersteigen. Mit GCH kann man sogar zeigen, da

ein; solche Michtigkeit die kleinste unerreichbare Michtigkeit iibersteigen
muf,

Ein auch fiir Anwendungen auferordentlich wichtiges Ergebnis erzielte
R.M. Solovay (1970)

17. Satz: Es gebe ein transitives Modell fiir ZFC + IC. Dann gibt es ein
transitives Modell fiir ZF mit
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(i)  jede Teilmenge von IR ist Lebesgue—me{ﬁbar _
(i)  jede Teilmenge A C IR hat die Baire-E igenschaft, d.h. es gibt
ein offenes U C IR, so daf (A\ U) U (U\A) mager ist.

In diesem Modell von Solovay kann man sogar IR durch jeden'vollst_é’ig-dleg:ﬂ
separablen metrischen Raum 'S und das Lebesguemafl durch ein bel.le 1g
0-endliches Ma} ¢t auf S ersetzen. Fiir solche § und y gilt dann also:

(S81) Jede Teilmenge von § ist u-mefbar. '
(82) Jede Teilmenge von S hat die Baire-Eigenschaft.

In diesem Model| ka
Null verschiedenem
Mengenleh

nn GCH nicht gelten, da IR ja eine Michtigkeit miE‘_-fOen
MabB ist. AC gilt in diesem Modell ebenfalls nicht. Ilzre
rein der ZF + S1 +S2 gilt, nennen wir Solovaysche Mengenlehre.

Diese Mengenlehre ist fiir den Praktiker von grofer Anziehungskraft, denn

der Praktiker hat ja Untersuchungen iiber die Lebesgue-Mefibarkeit von
Mengen schon immer fiir unnétig gehalten.

Auberdem kann man in dieser Mengenlehre iiberraschende Sitze be.wease;i]
So zeigte H.G. Garnir [8] mit Hilfe von 17(i) und J.D. Maitland anht_ [
mit Hilfe von (S2), daf jeder lineare Operator, der einen Banachraum in
einen normierten Raum abbildet, stetig ist. Die durch solche Sitze gegebe-
nen Vorteile werden allerdings durch einige Nachteile erkauft. Viele der
mit AC bewiesenen Sitze gelten in dieser Mengenlehre nicht mehr.

Welche Mengenlehre ist nun die richtige? Nun, diese Frage kann man nur
stellen, wenn man von der Exi

Stenz eines , wirklichen** Mengenuniversums
ausgeht; wenn man also Gedanken hegt, die den Konstruktivisten und
Intuitionisten schon seit jeher verwerflich erschienen. Vielleicht werdqn ge-
rade die spektakuliren Erfolge der axiomatischen Mengenlehre dazu fiihren,
daB man dje Objekte der

Mathematik im Sinne der Semiintuitionisten wie-

der als ein Feld konstruktiver Mdoglichkeiten ansieht. Wobei die konstrukti-
ven Méglichkeiten fiir den

Axiomatiker durch die Hinzufiigung unabhingi-
ger Axiome gegeben sind.
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Auch glaubt Cohen, daft die Kontinuumhypothese falsch ist. Er‘meint, daf®
man eines Tages ZFC durch intuitiv einsehbare Axiome so erweitert, dafd
in diesem System dann GCH nicht mehr gilt.

VII Was hingt von AC und GCH ab?

Es ist hinreichend bekannt, daf das Wohlordnungsaxiom oder auch das' .
Zornsche Lemma in ZF dquivalent zu AC sind. Wir wollen dafiir noch eini-
g¢ andere Beispiele geben:

(AC1) Fiir beliebige Mengen x, y gilt | x| Slyloderlyl<ix|
(AC2) Injedem Verband mit mindestens zwei Elementen und mit Ein-

heitselement gibt es ein maximales Ideal.

(AC3) Das Produkt quasikompakter Ridume ist unter der Produkttopolo-
gie quasikompakt (Satz von Tychonoff).

(AC4) Kannx wohlgeordnet werden, so kann auch P(x) wohlgeordnet
werden.

(ACS) Die Einheitskugel des Dualraumes eines normierten linearen Vek-
torraumes iiber IR hat einen Extrempunkt [1].

Fiir alle Aussagen (ACn) gilt also:
ZF = ((AC) == (ACn)).

Diese Liste ist natiirlich unvollstindig, nihere Einzelheiten findet der Leser
in[17].

A_}lcj‘h bei vielen anderen Aussagen wird das Auswahlaxiom zum Beweis be-
notigt. Zum Beispiel bei-

(HB)  dem Satz von Hahn-Banach

(KM)  dem Satz von Krein-Milman

(BI) dem Satz iber die Existenz von Primidealen in Booleschen
Algebren.

(TC)  dem Satz von Tychonoff fiir kompakte Riume.

Alle diese Aussagen sind von ZF unabhingig, und keine gilt in der Soloyay-
schen Mengenlehre. In ZF 138t sich fiir sie die folgende Abhingigkeit zeigen

[14]:

AC=TC <= Bl = HB.
Auerdem gilt [1]:

Bl + KM <= AC.

Keiner der Pfejle = laBt sich umkehren. Schwicht man zum Beispiel BI zu
HB ab, 5o gilt nicht mehr HB + KM <= AC.*

Wir wollen noch einige Beispiele fiir Anwendungen von GCH angeben.

18. Beispiel: Sei S ein vollstindiger metrischer Raum. Mit M(S) bezeichnen
Wir die Menge aller endlichen BairemaBie auf S. Dies sind MaBe beziiglich

P —— .
Dies wurde bisher allerdings nur in ZFA, einer Mengenlehre mit Atomen, gezeigt.
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- ar
der kleinsten o-Algebra auf S, die alle stetigen reellgn Funktﬁnenén;ﬁbs)’
macht. Man interessiert sich besonders fiir M(S), die MengeD eSr IMnteresse
die von einer separablen Teilmenge von § getragen werden. at affen MaRen
an diesen Mafen rithrt daher, daf diese mit den sogenannten str b st lbaren
ibereinstimmen. Dabei heifdt ein Maf} straff, wenn es von emerbasczmders gut-
Vereinigung kompakter Teilmengen von § getragen wird, also_ :en werden,
miitige Approximationseigenschaften hat. Es konnte nun .beWI'e Teilmen-
das fiir jedes 4 € M(S), welches nicht Element von M(S) ist, eine

. i Iche
gex C§ existiert, die MC geniigt. Damit folgt aus GCH, daf fiir §, we
geringerer als unerreichbarer Michtigkeit sind, gilt:

M(S) = M(S) = {ue M) M ist straff }.

) . H die
Dies gilt dann also insbesondere fiir | $| = | R|. Nimmt man statt GC

Negation von MC, so gilt dies fuir alle vollstindigen S. (Siche [7] fur Lite-
raturangaben),

i igen
19. Beispiel: Sej X kompakt und C(K) die Menge der stetigen reeg“:;gflo_
Funktionen auf K Lange Zeit war die Frage offen, ob jeder Algebr

. io beziiglich
morphismus von C(K ) in eine Banachalgebra automatisch stetig beziiglic
gleichmiBiger Kop

vergenz ist. Aquivalent dazu wite, dafl alle Algebra-Nor-
men auf C(K) stetj

g beziiglich gleichmiBiger Konvergenz sind. In der Solo-
vayschen Mengenlehr.

- lta-
¢ ist dies natiirlich wegen der weitergehenden Resu

te von Garnir und Maitland Wright der Fall. H.G. Dales konnte neulich un-
ter Verwendung von G

CH einen nicht-stetigen Algeb1*ahomomorphisn_';;lS
auf C(K) konstruieren. Damit weil man wenigstens, da?: es zwecklos lisérl.
in ZF zy versuchen, die Stetigkeit solcher Homomorphismen zu bewe
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