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Gruppenalgebren mit zentralem Radikal

Von

Hart™UT SP1ncEL

Einleitung, Inhalt dieser Arbeit ist ein ringtheoretischer Beweis des folgenden
Satzes:

Satz 0.1. Ist K ein Kirper, G eine endliche Gruppe, deren Ordnung von der Charak-
teristik p > 0 des Kerpers geteilt wird und P eine p-Sylowgruppe von G, so sind folgende
Bedingungen gleichwertig:

(A) Das Radikal liegt im Zentrum der Gruppenalgebra K.

(B) p teilt nicht die Ordnung von G, und die K -Dimension des Radikals der Gruppen-
algebra iiber G' P ist |P| —1.

(C) G'Pist Frobeniusgmppe 2 Pmit G als Frobeniuskern,

Es handelt sich um eine Verallgemeinerung von Ergebnissen von WaLrace ([7];
[8]). Der Beweis stiitzt sich nicht auf Ergebnisse aus der modularen Darstellungs-
theorie, die Gruppenalgebren {iber Kérpern der Charakteristik 0 betreffen. Auch I.K&.ﬂn
auf die Voraussetzung, daf K algebraisch abgeschlossen ist, verzichtet werden. Elnlz‘:,fe
Hilfssitze gehen auf Warrace zuriick, nur wurde ihr Beweis so modifiziert, dal} sie
en. Bei dem Beweis der Aquivalenz von (B) und (C)
geht der Begriff Defektgruppe eines zentral primitiven Idempotents ein, wie er von
ROSENBERG ([6]) definiert wurde. Daher kann an dieser Stelle ein Satz von MICHLER
([4]) iiber die Struktur der Blécke vom Defekt p-nilpotenter Gruppen angewandt

Ich danke Herrp G. MicHLER fiip die Anregqu zu dieser Arbeit und seine zahl-
reichen Ratschlige wihrend threr Entstehung.
Bezeichnungen. Iy folgenden ist K ejp kommutativer Kérper. Jeder betrachtete
Korper hat Primzahleharakteristik P > 0. G ist eine endliche nicht-abelsche Gruppe
der Ordnung P'm, woa > 1 und p* die héchste p-Potenz ist, die die Gruppenordnung
Orgruppe und P ejpe P-Sylowgmppe von €. KG bzw. K(G)

-Modul, so ist dim 7 die K —Vektorraumd
b der Terminologie wird auf Gugpss.Remes (1]) W
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Der Beweis des Satzes 0.1 zerfillt in zwei Teile: Mit Hilfe von 1.1 und 1.2 wird in
1.3 gezeigt, dafl (A) und (B) aquivalent sind. Danach wird in 2.1 die Aquivalenz von
(B) und (C) — unter der Annahme, daff K Zerfallungskorper fir ¢ ist — bewiesen und
anschlieBend in 2.4 mit Hilfe von 2.2 und 2.3 gezeigt, daB der allgemeine Fall auf
diesen zuriickgefithrt werden kann.

1.1. Hilissatz. Ist JKG C ZKG, dann sind gleichwertig:
(1) JKG + sKG, wo s = Zy ist,
@) p1]6']. ve6

Beweis. Ist JKG + sK@, so ist nach ([11}2.4) JKG C sKG. Wire p ein Teiler von
6], so wiirde folgen: s2 = |G'| s = 0 und daher s € JEG und sKG C JKG. Das ist
ein Widerspruch zu (1). Also gilt (2).

Sei JKO — sKG. Da G endlich ist und ' <@, folgt aus ([2] Th. B) JKG =
— JKG N KG' und deshalb JKG' = sKG'+0. Nach dem Satz von Maschke gilt

dann: p| |G'].

Im folgenden Hilfssatz wird das Ergebnis von WALLACE ([9] Theorem) verwendet,
daB aus (JKG)2 = 0 folgt: p? = 2. WALLACE formulierte diese Behauptung fir

algebraisch abgeschlossene Korper K, aber der Beweis lalit sich wortlich auf beliebige

Korper iibertragen.

1.2, Hilssatz. Ist JKG CZKG, so ist JKG +sKG (s => y) .

yeG’
Beweis. Angenommen JKG = sKG. Dann ist JKG' = sKG', dim JKG' =1 und
p| 1G], Also ist 2 = 0. Deshalb ist (JKG)> =0 und p¢ = 2. Es folgt: G| = 271'.,
n ungerade. G besitzt daher {[3] 6.7, S. 30) einen Normalteiler vom Index 2”}1nd wir
erhalten: 2 1 |G”|. Sei Po eine p-Sylowgruppe von G’: Dann ist Py NG = {e},
(" Py <G und pr |GG Pol. Mit (2] Th- B) ergibt sich:

dim JKG' = |G 6" Py dim JKG" Py,

al
"’ { = |G':G" Po| dim JKG" Po.
__ 9. AuBerdem gilt: 2 1 |GG’ | V=[G ist

folglich eine normale Untergruppe der Ordnung 2 in der Gruppe S: = G|G” und

18 : V[ ist ungerade. Nach dem Satz von Zassenhaus {[3] .S' 126) ex_istiert-. dann. eine
Untergrappe U von S mit 8= VU, 7 AU = {e} \_V1fe man 1g1€ht sieht, -1st S
abelsch. Das ist aber ein Widerspruch zu @ c G'. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Im weiteren Verlauf der Beweisfithrung wird mehrmals folgende Tatsache ge-
it p-Sylowgruppe P und normalem p-

braucht: Ist H eine p-nilpotente Gruppe M :
Komplement N, dann ist K H direkte Summe der Ideale I und 4, wobei fKH=A~K P

' ist dim JKH = | P|—1.
ist (f = ﬁ- ZNy) Dies folgt aus ([10] Th. 2.1). Insbesondere ist dim JKH = |P|
ye

1.3. Satz, JKG CZKG «dim JK(G'P) =p°

Daher ist (' = G Py und |G : 6"

—1 und pt|G']
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Beweis. Ist JKG C ZKG, so wissen wir aus dem Vorangehenden: pt|@|,
JKG csK@, wo s — Zy ist. Also ist

vew
(1) dim JKG < dim sKG' = |+ 7]
Wegen PN G = {e}, ¢' PG und p1|G:G" P| folgt nach ((2] Th. B)
@) dim JKG = |G: ¢/ P| dim JK (¢ P).

(1) und (2) ergeben:

. 1@
dim JK (¢ P) < IIG?:G’PII = |6'P:¢7| = |P|,
Nach der obenstehenden Bemerkung ist daher dim JK(¢' P)=|P| — 1.

Sei nun dim JK (6" Py=pr— 1 und p1|G'|. Dann ist wegen K(G'P)=1D4

JE(@P)=J(4)CsK (@ P)

Nach ([2] Th. B) folgt JK¢ = J& (g P)KG C sKG. Mit ([11] 2.4) erhilt man dann:
JKGCZKG,

Im nachstehenden Abschnitt werden — ohne daB es jedesmal besonders erwihnt
wird — folgende Voraussetzungen iber die betrachtete endliche Gruppe H gemacht:

H ist p-nilpotent mit normalem p-Komplement N und p-Sylowgruppe P der Ord-
nung pe,

2.1. Satz. Se; K Zerfdllungskdrper vor H. Dann sind dquivalent:
(1) dim JKH = pa _ 1,

(2) H= NP st Frobeniusgmppe zu P mit Frobeniuskern N.

Beweis. i) Es ist gy — I®A, 4= fKH~ gp (,:: lTifT Z”)- Also ist
. neN
A<+ yein Block von K mit Defekt a. Es gelte nun (1). Dann ist wegen dim JKH =

= | P | —1= di{:n J(4) I halbeinfach Diein I liegenden Blocke von KH sind daher
emfach- und .b.esutzen nach ({4] 2.4) Defek () Folglich gibt es nur einen Block von
KH mit positivem Defekt. Ist weiterhin |P| = p, so ist wegen ([5] Cor. 9) {e} die

einzige p-regulire Konjugiertenklasge von H mit positivem Defekt, d.h. P operiert
fixpunktfrei auf ¥ ynq NP ist daher Frobeniusgruppe.

i) Angenommer?, es gilt (1), aber nicht (2). Sei H ein Gegenbeispiel mit minimalem
a. Dann folgt aus 1), daB a > 1 jst, Dy g nicht Frobeniusgruppe zu P ist, existiert
emde P mit d+e, go e, das nicht fixpunktfrei auf N operiert. Ist D die von d

. ; ormalteiler Hy mit ND < H, <| H und
|H:Hi| =p H, is p-nilpotent yngd folglich ist dim JKH, > pe-l—1. Sel

={g1=¢, 92,...,4p} C P ein Nebenklassenvertretersystem von H) in H. Nach
({8] Lemma 2) ist

P
8= _2169 uJKH,CJKH .
=

P
Weiter ist § ﬂgz@f €—)K=0,da kg freier KH\-Modul mit Basis T ist, und

G(ewqf)li=2,...,p>c=?JKH, da
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(le—q)|e+qePy=fJKP=[JKHCJKH

ist. Also ist dim JKH = pdim JKHy +p— 1. Ware dim JKH) > prt—1,
dann folgte
pi—1=dimJKH > pprt =)+ (p—)=p"—1.

Folglich ist dim JKH; = p* 1 —1 und H, ist nach Konstruktion keine Frobenius-
gruppe zur p-Sylowgruppe Pp. Das ist ein Widerspruch zur Minimalitit von a.
Also gilt: (1) = (2).

iii) Gilt (2), so besitzt jede p-regulire Klasse C + {¢} von H Defekt 0 und daher
auch ([5] Cor. 6) jeder von fKH verschiedene Block von KH Defekt 0. Da diese
Blocke alle einfach sind ([4] 2.6), folgt: dim JKH = dimJKP = p* — 1.

2.9, Hillssatz. Ist E ein Brueiterungskorper von K, so0 gult:
dimg JKH > | P| — 1= dimgJEH > |P|—1.

Beweis. Wegen KH =1® 4, A ~ KP folgt:
(1) EH::E@KKH:(E@KI)@(E®KA)%(E®KI)@EP-

Radikals von EP in EH ist ein nilpotentes Ideal in EH
von der Dimension |P|—1. Ist nun dimgJKH > |P|—1, s0 existiert wegen
JKH = JI @ JA ein nilpotentes Ideal X + 0 in I. Dann ist 04+ F Qg X ein nil-
potentes Ideal in B ) xI und wegen (1) folgt: dimg JEH > |P| - 1.

| P| — 1, 0 st H eine

Das isomorphe Bild des

2.3, Hiltssatz. Ist K ein perfekter Korper und dim JKH =
Frobeniusgruppe zu P mat Frobeniuskern N.

Beweis, Nach ([1] 69.11) existiert eine endliche Erweiterung £ = K, die Zer-
fallungskérper fiir H ist. & ist separabel, da K perfekt ist. Da dimJKH = | P| — 1
ist, ist das Ideal I der Zerlegung KH = I @ A eine halbeinfache K-Algebra. Dann
ist auch E Q) I eine halbeinfache Algebra iiber B ([1169.4). Esist EH = (E Qk IGEP
und daher dimgJEH = | P| — 1. Aus Satz 2.1 folgt nun die Behauptung.

2.4. Satz. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0 und H = NP eine endliche
p-nilpotente Gruppe. Dann sind dquivalent:

(1) dim JKH = | P| — 1,
(2) H ist Frobensusgruppe zu P mit Frobeniuskern N.
bschluB von K. Ware dimJKH>{P|—1,

Beweis. (2) = (1): Sei F der algebraische A
__ 1. Der Widerspruch zu (1) folgt dann

80 Wire nach Hilfssatz 2.2 dimJFH > | P |
aus Satz 2.1.
+ nach Hilfssatz 2.2 dimJQH =

(1) = (2): Sei Q der Primkorper von K. Dann is : !
= | P| — 1. Da jeder endliche Korper perfekt ist, folgt mit 2.3 die Behauptung.
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