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Blockkorrespondenzen und p’-Normalteiler

Von

HARTMUT SPIEGEL

' F G (bzw. F(@®)) sei die Gruppenalgebra der endlichen Gruppe G iiber dem be-
liehigen kommutativen Kérper F, dessen Charakteristik p > 0 ein Teiler der Ordnung
von ( ist. Ist N ein p’-Normalteiler von G, so ist bekanntlich F(G/N) =~ {F(@, wobei

ist (vgl. [6]). Der Isomorphismus 7 wird induziert durch den natiirlichen Homo-

morphismus von G auf G/N.
In dieser Arbeit wird zunachst gezeigt, in welcher Beziehung die Defektgruppen

der durch » einander zugeordneten Konjugiertenklassen bzw. Blockidempotenten
Zl}einander stehen (Lemma 2). Da die Blockideale von FG, die in fFG liegen, gerade
diejenigen sind, deren Kern K(B) den Normalteiler N enthélt (Lemma 3), kann
mit Hilfe von Lemma 2 das Hauptresultat dieser Arbeit, die folgende Erweiterung
des 1. Hauptsatzes iiber Blocke von R. Brauer (vgl. [5]) bewiesen werden:

Satz, Sei N ein p’-Normalteiler vor G,
1
f= v o
¥ &
op der Brauer-Homomorphismus beziiglich D
liche Isomorphismus von {FG auf F(G/N)
Dann ist das folgende Diagramm kom-

I? eine p-Untergruppe von G, op bz
bzw- D = DN|N und n bow. mp der nabir
. von ap(f) FNg(D) auf F(Na(D)N/N).
mutatiy;

Z({FG) ;—jZ(O’D(I)FNG(D))

% 2

Z(F(GIN)) ;?Z(F(NG(D)N/N))

D, N) = np0dp = 057 eine ein-
on FG mit Defekigruppe D
N¢(D)N|N) mit Defekt-

D.abei vermittelt der - Algebrahomomorphismus B=pI
¢indeutige Korrespondenz zwischen den Blicken B < ¢ < A
und Kern K(B) = N und den Blicken brg o p von F{
gruppe DN / N. - .

Als weitere Anwendung von Lemma 2 and Lemma 3 ergibt sich:

31*
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Korollar 1. Sei B« ¢« 1 ein Block der Gruppenalgebra FG mit Defektgruppe D
und Kern K (B). Ist N der maximale p'-Normalteiler von K(B), dann gilt: K (B)|N
ist der normale Kern von NDIN in GIN.

Beziiglich der Terminologie wird auf [2] verwicsen. Dem Beweis des Satzes stellen
wir Bezeichnungen und Hilfssitze voran:

N ist stets ein p’-Normalteiler von ¢ und § — /N. ¢ baw. & sind die Klassen-
summen der Konjugiertenklassen € bzw. K von G bzw. G. Ist D eine p-Untergrappe
von G, so ist Ip (bzw. Ip) der F-Unterraum des Zentrums ZF ¢ von F@, der auf-
gespannt wird von denjenigen Klassensummen von Konjugiertenklassen von FG,
deren Defektgruppen konjugiert sind zu Untergruppen (bzw. echten Untergruppen)
von D. I, und Ip sind Ideale von ZF ¢ und das Blockidempotent e besitzt genau
dann D als Defektgruppe, wenn e ¢ Ip und e ¢ Ip ist ([2] 3.9). K(B) ist der Kern
des Blocks B¢« 1, d.h. der Durchschnitt der Kerne der irreduziblen Darstel-
lungen von @, die zum Block B o ¢ < v gehoren. Ist x e F, so ist ]Cg (x) der Koef-
fizient von g in der Darstellung

¥ == kg(x)g und Tr(x) = {gc G| ky(z) & 0}.

gett
Mit Cg(X) baw. N¢(X) wird der Zentralisator bzw. der Normalisator der Tejlmenge
X von G in G bezcichnet und mit Op{@) der maximale p’-Normalteiler von G.
Lemma 1. Sei C eine Konjugiertenklasse von G und ¢ ihre Klassensumme. Dann sind
dquivalent:
(1) fe+0.
(2) =(fe) 0.
(3) Ist D eine Defektgruppe von C, 50 ist D = DN|N eine Defekigruppe von .
Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar, da Tsomorphismus ist.
(2) = (3): Ist K = C, s0 ist (vgl. [2] 44) = (fc) = nk mit
|G Cg ()| L Cq(
n= [GC’(;(J-‘); =|N]| ;CZEJ;II fir xeC.
Ist D eine p-Sylowgruppe von Ca(r), so ist D — DN|N = (z(F). Daher gilt:
n=0 = prn o D st P-Sylowgruppe von (' ().
Also gilt die Behauptung.

Definition. Sci & ein p'-Normalteiler von ¢ und M die Menge derjenigen K?“‘
jugiertenklassen C von @, fiir die gilt: fe = 0. Auf M wird die N-Aquivalenzrelah®
erklart durch: €y ~ ¢ « ¢, — Cy. Die zugehorigen Aquivalenzklassen heifien -\”
Aquivalenzklassen von G und werden mit Ky (C;) bezeichnet.

Der nichste Hilfssatz ist eine direkte Folgerung aus Lemma 1:

Lemma 2. Sei N ¢in P'-Normaltei
{FG auf F(G/N). Dann gile:

a) 7w induziert eine eineindeutige Abbildung zwischen den Konjugiertenklasser vﬁ
G|N und den N-Jquivalenzldassen von G. Die Klasse K von GIN besitzt genat da

. on
ler von G wnd 7 der natiirtiche Isomorphismus ¥
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Defektgruppe DN|N , wenn jeder Vertreter der ugehirigen N-Aquivalenzklasse Defekt-
gruppe D besitzt.

}3) winduziert eine eineindeutige Abbildung zwischen den Blockidempotenten aus {F'G
mit Defektyruppe D und den Blockidempotenten von F@ mit Defekigruppe D.

_Lemma 3. Sei B < ¢ < 1 cin Block der Gruppenalgebra FG mit Kern K (B) und N
ein p'-Normalteiler von G. Dann sind dquivalend:

1) NS K(B).

(2) B=fB ist ein Blockideal von jFG.

Der Beweis folgt aus ([3] Lemma 2).

Als erste Folgerung crgibt sich nun:

Korollar 1. Sei B <> ¢ < A ein Block der Gruppenalgebra FG mit Defektgruppe D
und Kern K (B). Ist N der maximale p'-Normalte'iler von K (B), dann gile: K(B)/N
ist der normale Kern von ND|N in G[N.

Beweis. P/N seider normale Kern von ND/NinG/N. Nach Lemma 3 istee fFG.
Ist 77 der natiirliche Isomorphismus von fFG auf F(G/N), so ist ND/N nach Lemma 2
Defektgruppe von 7 (e). Da aber K (B)/N ein p-Normalteiler von GYN ist ([3] Theo-
rem 1), folgt mit (2] 4.7) K(B)/N = ND/V. Andererseits ist nach dem Satz von
Dickson (vgl. [2] 4.3) P = K(B). Also gilt die Behauptung.

Bevor eine weitere Anwendung von Lemma 2 bewiesen werden kann, zitieren wir
der Vollstandigkeit halber das folgende gruppentheoretische Lemma:

Lemma 4 ([4], S. 79). Set N ein p’-Normalteiler pon G und D eine p-Untergruppe

von . Dann gilt:
a) Ng(D)N|N = Ng,x (DN[N),
b) O¢(D)N|N = Cen(DN/N).

Korollar 2. Sei N ein p'-Normalieiler von ¢, D eine p-Unfergruppe von G und

op: ZFG —ZFNg(D) = ZFNe(D)

der Brauer-Homomarphismus beziiglich D. Dann gilt: .

a) Ist O eine Kony"ugiertenklasse yon G mit Defeklgruppe D in_d__f_r ;'0, so ist
Tr(opa(fe)) = L, wobei L eine einzige Konjugiertenklasse 101 N (D) mit Defekt-
gruppe D ist.

b) Ist L eine Konjugiertenklasse von Ne : '
tine N-Aquivalenzklasse Ky (C) von G mit der Eigenschaft: D ist
Klassen aus Ky (C) und Tr(opn(fe) = L.

+ ¢ und K = C ist. AuBer-

Beweis. Nach Voraussetzung ist 7z(fc) = rk, wobei r = - Auber-
flem ist nach Lemma 2 D Defektgruppe von K. Da nach Lemma 4 Ng(D) = Ne (D)
ist, folgt mit ([2] Lemma 4.8) die Behauptung 2)- e

Da D Defektgruppe von L ist, existiert nach ([2] 4.8) genau €Ine Ixon]ugl;er en-
Klasse K von @ mit op(k) = 1. Daher gilt nach Lemma 2 die Bfaha?phmg ).

Den Beweis des Hauptsatzes stiitzen wir noch auf folgende Hilfssdtze:

(D) mit Defektgruppe D, so existiert genai
Defektgruppe aller
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Lemma 5. Ist ac {F@, dann gilt:
a) geTr(a) = gneTr(a) fir alle » ewn,
b) geTr(a) = geTr(x(a)) und kz(m(a)) = | N| ky(a).

Der Beweis folgt aus eincr einfachen Rechnung.

Lemma 6. Sei N ein p'-Normalieiler von G,

1
(P

zeN

I} eine p-Untergruppe von G und ap der Brauer-Homomorphismus beziglich D. Dann
gilt fiir jede Uniergruppe H von G mit CeD)<H < NgD):

1

op(f) = —-——— x.
D(f) |I\1Y!'\H| IEL\/ZP.II
1 .
Beweis. Nach Definition von op ist op(f) = — z. Nun ist aber:

[N sexBeom)
NN Ne(D) 2 0p(Ne(D)) < Crep) (D) < Ce(D),
also NN Ng(D)=Nn Ce(D)=NNH. Da gp ein Algebrahomomorphismus von
ZFG in ZFH ist, ist op(f) Idempotent von ZFH. Also gilt:

) INnH| _
1] it =0 =P = 0 5 e

Daber ist |[N|=|NnH | mod p, und es gilt die Behauptung.

Bezeichnung. Mit Zp wird von nun an der nach Lemma 6 existierende Iso-
morphismus von ¢ (HhFH auf F{HN[N) bezeichnet,

Lemma 7. Ist C eine Konjugiertenklasse von ¢ mit fc == 0, so gilt:
Tr(opz(fc)) = Tr(nntm(fﬂ))-

Beweis. Tst TeTr(opa(fe)), dann folgt aus Lemma 4b)
ZeTr(n(fe)) A CHD).

Also ist = § fiir ein geTr{fc)und & = } fir ein h e Cg(D). Wir el‘halterfi_h = y:
fir ein ne N und b ¢ Tr(fe) N C¢(D) nach Lemma 5a). Da nach Definition vo_
op Tr(fe) N Co(D) = Trop(fe)) ist, ist b ¢ Tr(op(fc)). Nach Lemma 6 kann Lem)
ma 5 auf op(f) FNg(D) angewendet werden, und daher ist  — & e Tr(zp0n{fe)-
Ist andererseits geTr(mpop(fe)), so ist ¥ = go fiir ein
goeTr(m(fe)) = Tr(fo) n Ce(D).
Also ist nach Lemma 5b) und Lemma 4

§=goeTr(n(fc)) N Ce(D) = Tr (z(fe)) N Cq(D)
und folglich: §eTr(opm(fc))
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sjeI}?:Zl:,ls (vl'esf Haupvtsatzes. Dall 'das angegebene Diagramm kommutativ ist,
o intvne olgt: l\ach.Lem@a 7 ist Tr(op7(fc)) = Tr(zmpop(fc)), wenn C eine
It g] egTer enkla.ss? von @ ist mit fc == 0 Daher braucht nur noch gezeigt werden:
o3 don rI{(fC)fén'lt ge Tr(opz(fe)), d:_mn‘ ist & (opm(fe)) = k;(mpop(fc). Da op bzw.
e l())e zienten von g bzw. § nicht verindert, folgt diese Behauptung aus
- 5b) gnd der Tatsache, daB |N| =[N N N¢(D)| mod p ist. Der Rest der
chauptung folgt aus dem 1. Hauptsatz iiber Blocke (vgl. [5]) und Lemma 3.

Korollar von Lemma 2 und Lemmsa 3 ist folgendes

Bemerkung. Ein einfaches
ssen Beweis Methoden der

Frgebnis von Feit (vgl. (1], Kap. V. 43, S 276), bei de

Vertexth.eor.ie und der Charaktertheorie verwendet werden:

Ke;rf IS{GI ein “p’-NormaltciIe.r von G. By, ..., Bm seien alle Blocke von &, deren

wion ol 0%’0}"1&11:, und Dy sei Defektgruppe von By farj =12 ....,m B, ... B

o alle logke?. von G0 = G/K. Dann ist m = 2 und nach geeigneter Umnumerie-
ng B; = BY fiir alle j. Weiterhin ist D} = D;K/K Defektgruppe von B«
nHerrn Q. Michler danke ich fiir die Anregung dieser Arbeit und seine Ratschlige

wihrend ihrer Entstehung.
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