T

1

I

!

T

|

I

1

—— J,
!

] 1

— 1 1

T

I

1

i

T

J

|

|

T

1

i

i

o
o

M. H.: Gruppen- und Partnerarbeit bieten sich nach den ersten Wortern an.

Sch:  legen an. Erstimmer nur zwei Karten zueinander, bis sie selbst die Wortkette finden.

L: Sucht fiir die Arbeit einen Namen |

Sch:  finden den Begriff ..Worterschiange’ oder Wortkette™". )

L: Spielt noch einmal! Welche Gruppe braucht die kiirzeste Zeit ? (Das ist notwendig
fur die Alleinarbeit.)

L: Schreibe nun den Anfang der Kette auf!

Sch:  Apfelbaum Baumkuchen

L: Nun darf jeder die Wortkette allein bilden,

Hausaufgabe: Suche selbst eine solche Kette und schreibe sie auf!

Hartmut Spiegel

~Zauberschlangen”:
Ubung in Arithmetik einmal anders

Einleitung

Nachfolgend wird ein Problemkreis und ein zugehoriger moglicher Unter-
richtsablauf dargestelit, der inhaltlich in das Ubungsprogramm zum_.Re:chne'n
m 3.und 4. Schuljahr paBt, dariiber hinaus aber dem Schiiler die Maglichkeit
gibt,

— Vermutungen aufzustellen und zu uberprifen,

— selbstandig Lﬁsungswege zu finden, )

— Entdeckungen zu machen und die damit verbundene Freude zu spuren,
und insofern zur Férderung der von der Reform des Mathematikunterrichts
intendierten allgemeinen Lernziele beitragen kann. AuBerdem 1Rt er Frage&
stellungen und Losungswege mit unterschiedlichem Anspruchsniveau zu un
kann einen Beitrag zur inneren Differenzierung leisten.

Urp den Unterschieden hinsichtlich Interessen und zur Verfugung Stehe"de‘;
Zeit der Leser Rechnung zu tragen, ist der Beitrag so in beschreibende un
kommentierende bzw. analysierende Abschnitte gegliedert, daB die Lektire
der Abschnitte 2.1,3.1, 3.3 notfalls ausreicht, wenn man das Thema im Unter-
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richt aufgreifen will. Wer Zeit und Freude fiir eigene Untersuchungen und
Entwicklung von unterrichtlichen Ideen zum Thema hat, solfte nach Lekture
des Abschnitts 1.1 zunédchst nicht weiterlesen.

Die den Problemkreis tragende Idee hat der Autor auf dem 3. Internationalen KongreB uber
Mathematikunterricht 1976 in Karlsruhe auf einem Poster britischer Lehrer unter dem Stich-
wort ,,happy numbers” kennengelernt. Die Erfahrungen bei der Erprobung einer selbst
entwickelten Unterrichtsvorlage zu dieser Idee lieBen es ihm sinnvoli erscheinen, sie auf
diesem Wege einem breiteren Lehrerpublikum in der Bundesrepublik zugéanglich zu machen.

1. Der sachliche Hintergrund

1.1 Angaben zur Untersuchung der Operation
Auf jede natiirliche Zahl (dargestellt in dezimaler Schreibweise) kann fol-
gende Operation angewendet werden: Man bildet die Summe der Quadrate
der einzelnen Ziffern. Beispiele:

42 —> 20(=4-4+2-2)

70—> 49(=7-7+0:0)

88—>128(=8-8+8-8)

M7— 51 (=1-1+1-1+7-7)

3— 9(=3-3)

Diese Operation wurde im Unterricht , Zahlen verzaubern” genannt. Durch
wiederholte Anwendung der Operation kdnnen sogenannte .Zauberschlan-
gen” gebildet werden, z. B.:
45—-—>41 —>17—>50—>25—2>29—...

Aufgabe:

Der Leser wihle einige ein- oder zweistellige Zahlen als Anfang und rechne die dazu-
gehdrigen Zauberschiangen so weit, bis ihm etwas auffalit.

Fragen:

— Was kann alles passieren? o .
— Welche Fragen kénnen zu dieser Operation gestellt werden und wie konnte man sié im
Unterricht des 3. oder 4. Schuljahres einbringen ?

1.2 Ergebnisse der Untersuchung

Wer sich der Miihe der Untersuchung unterzogen hat, wird festgestellt haben,
daR es im wesentlichen zwei Méglichkeiten gibt:

— die Schlange endet bei 1 (die 1 wird in sich selbst verzaubert)

— die Schlange miindet bei einer der sieben Zahlen in den Zyklus

4—>16-—>37 —>58 —>89 —> 145 —>20

Diejenigen unter den Zahlen von 1 bis 100 (diese Einschrér}kung wird aus
Praktikabilititsgriinden gemacht), deren Zauberschlangen bei 1 enden, nen-
nen wir in Anlehnung an die englischen Kollegen .gluckliche Zahlen

(.happy numbers*).

Frage: Welches sind die gliicklichen Zahlen? (es gibt 20) |
Diese Frage, deren selbstindige Beantwortung dem L:aser. empfoh{en sei, kann ﬂ-—dr:ach
entsprechender Vorbereitung — die Ausgangsfrage far die unte.rnchthch’e Behandlung
dieses Problemkreises sein. Eine andere fruchtbare Fragestellung, die a}'lch einen wmht;g:an
Bezug zur ersten Frage hat, betrifft die Umkehrung der Operation (,,rickwérts zaubern”).
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In der hier benutzten Sprechweise kann man z. B. fragen: , Welche Zahlen werden in die
Zahl 50 verzaubert ?* {Symbolisch: O -> 50).

Um die Anzahl der Lésungen iiberschaubar zu halten und weitere sinnvolle
Fragen stellen zu kdnnen, erscheint es zweckmaRig, folgende generelle Ein-
schrankung zu machen: Wir untersuchen nur Schlangen, in denen nur die
Zahlen von 1 bis 100 vorkommen. Anders gesagt: Nicht verzaubert werden
konnen Zahlen gréRer als 100 sowie solche, bei denen das !Srgebqts dgr
Operation eine Zahl groRer als 100 ist. Die Folge ist, daB beispielsweise die
Zahl 41 gezaubert werden kann aus 45 und 54, nicht aber aus 162. Und auch
bei obiger Aufgabe zur Zahl 50 fallen die Zahlen 345, 1236 und viele weitere
als Losungen aus. AuRerdem endet die bei 84 beginnende Schlange bei 89,
denn die 89 kann nicht weiter verzaubert werden.

(Bei der,,Definition”derglﬁcklichen Zahlen wurde die Einschrankung nur fiir die Sch_lang(?n-
antange gemacht. Macht man — wie im Unterricht geschehen — von Anfang an die obige

Einschrénkung, so gibt es nur 14 gliickliche Zahlen. Die Zahlen: 7, 49, 70, 79, 94, 97 fallen
weg, da sie alle Gber 130 auf 1 fihren.)

Unter dieser Einschrénkung kann man dann auch mit Erfolg nach solchen

Zahlen suchen, die aus keiner Zahl gezaubert werden kénnen. (Ohne die
Einschrankung hat jede Zahl einen ~Vorgédnger".)

2. Dieerste Stunde zum Thema: Einfithrung und Suche nach ~gluck-
lichen Zahlen”

Im folgenden wird Unterricht beschrieben und kommentiert, wie er in etwa im Juli 1978 in

. . . . H n
Zwei vierten Klassen in Worms abgelaufen ist. Der Lehrer hatte vorher in den betreffende
Kiassen noch nicht unterrichtet.

2.1 Beschreibung des Verlaufs

Der Lehrer erklirt den Kindern, daR er mit ihnen eine Ubungsstunde im Rech-
nen durchfihren wolle und daB er dazu eine ,,Geschichte” erfunden habe,
Um es etwas spannender zy machen. Er erzihlt ihnen von einem Zauberer,
der die Zahlen (von 1 bijs 100) nach einer ganz bestimmten Regel verzaubert

habe. Die 5 habe der Zauberer in die 25 verzaubert, die 7 in die 49. Das wird
SO an die Tafel geschrieben

5->25
7—>49

Den unruhig werdenden Kindern teilt er mit, daB er sich denken koénne, welche
Regel sie vermuteten, aber sie soliten einmal abwarten, denn der Zauberer
konne ja auch zweistellige Zahlen verzaubern.
Es folgt:

583—3

16 —> 37

29— 85

80— 64

Ratlosigkeit bei den Kindern. Das Tafelbild wird erganzt:
53 —>34 (25 + 9)
16—337 (1+ 36)
29 —>85 ( 4+ 81)
80 —> 64 (64 + 0)
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Aber erst die Erganzung des Tafelbildes um jeweils einen weiteren Klammern-
ausdruck: (6-5+ 3-3), (1:1+ 6-6) etc. und der Hinweis, diesen mit der
Ausgangszahl zu vergleichen, bringt fir die meisten Kinder die Erleuchtung.
Der Lehrer schreibt zwei weitere Zahlen an die Tafel (z. B. 46, 38), die die
Kinder selbst verzaubern sollen. Nach dem Vergleich der Lésungen werden
die Kinder aufgefordert, die Zauberregel zu erklaren.

AnschlieBend teilt der Lehrer den Kindern mit, daR der Zauberer gewisse
Zahlen nicht verzaubern kénne, da er ,,nicht Gber 100 rechnen kann’. Zwei
solche Zahlen (z. B. 78, 59) nennt er den Kindern, oder er 1aRt sie gleich selbst
solche suchen und den Sachverhalt begrinden.

Nun kénnen die Zauberschlangen angesprochen werden: Nachdem der Zau-
berer eine Zahl verzaubert hat, verzaubert er das Ergebnis gleich wieder und
macht immer so weiter. Gemeinsam wird eine Zauberschlange aufgebaut:

53—>34—>25—>29—>85—>89
Da die 89 nicht verzaubert werden kann, hort die Schlange hier auf.

Die Kinder bekommen den Auftrag, nun selbst auf einem Blatt die Schiange,
die mit 32 beginnt, aufzuschreiben. Es dauert nicht lange, bis an den Re-
aktionen der Kinder zu merken ist, dafd sie den fiir sie duBerst amiisanten
Tatbestand festgestellt haben, daB die Schlange ab einer bestimmten Stelie
nur aus Einsen besteht:

R2-——>213—>10—o21—31—>1...

Es wird vereinbart, die Schlange bei der ersten Eins abzubrechen und die
besonderen Zahlen, deren Schlange bei Eins aufhoren, , glickliche Zahlen”
zu nennen. (Natirlich kann die Klasse auch eine eigene Namensgebung vor-
nehmen.) Im AnschluR daran werden die Kinder aufgefordert, bis zum Ende
der Stunde und moglicherweise zuhause weitere glickliche Zahlen — von
denen es 14 gibt — zu suchen.

2.2 Kommentar

2.21 Methodische Anmerkungen

— Der beschriebene Verlauf ist gekennzeichnet durch eine mittlere Steuerung de§ Unter-
richtsgeschehens: Einerseits wurde eine Reihe von Vorgaben gemacht unq eine fest-
gelegte Folge von Schritten eingehalten, andererseits gab es einige Spielrauﬂme:‘ Ent-
decken der Regel; keine Angabe, welche Methode beim Suchen von .gliicklichen
Zahlen'* anzuwenden sei. Es ist klar, daB je nach Voraussetzungen bei der Kl-asse ur'1d
beim Lehrer mehr oder weniger Steuerung und entsprechend mehr oder weniger Zeit-
aufwand maglich ist. o '

— Die Einkleidung ,,verzaubern” ist eine unter vielen Mdglichkeiten und mogl‘ucherwels.e
nicht besonders originell. Sie hangt u. a. damit zusammen, dal der Autor die Art, wie
in Schulbiichern und im Unterricht das fiir die Reprasentation von Operatoren gebra_uch-
liche ,,Maschinenmodell” gehandhabt wird, nicht sonderlich schét.zt. Das Mas‘t':‘hmen-
modell hat prinzipiell auch nicht mehr echten Realitatsbezug als die ,,Zauberei’”’, auch
wenn es — vordergriindig betrachtet — so scheint. .

— Kaum ein Kind oder auch ein Erwachsener wird in der Lage sein, die Regel a!lem aus
vorgelegten Beispielen ohne jede Art von Hilfestellung zu erkennen. Andererseits solite
sie auch nicht einfach mitgeteilt werden. Eine giinstige Schreibweise (statt der Klam-
mern hinter der zweiten Zahl) fiir die Operation ist auch folgende:

6-6+5-5
66 ————— 61,

36 + 25
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waobei man sich ggf. auch auf den Ausdruck tiber dem Pfeil oder unter dem Pfeil be-
schranken kann,

— Der Grund fiir die Einschrinkung: ,.der Zauberer kann nicht iber 100 rechnen”, wurc!e
unter 1.2 erlautert. Sie ist an dieser Stelle noch nicht ndtig, wurde aber gemacht, .um die
»Spielregeln’ nicht nachtraglich dndern zu miissen, Denkbar ist ein Unterricht, in dem
die Kinder von sich aus beim Umkehrproblem den Sinn einer solchen Einschrankung
erkennen. Etwas schmerzlich war dieses Vorgehen fiir den Autor schon wegen der Ahn-
lichkeit zu der kiinstlichen Einschrankung auf die Zahlenraume 1—10, 1—20, 1—100
im Unterricht des 1. und 2. Schuljahres.

2.22 Anmerkungen zu Reaktionen der Kinder

— Am auffélligsten war die Hilflosigkeit vieler Kinder nach der Aufforderung: Findet noch
weitere gliickliche Zahien| Viele saRen vor ihrem leeren Blatt und starrten in die Luft oder
an die Tafel und schienen auf einen Einfall zu warten. lhre Schwierigkeit bestand offen-
sichtlich darin, daB sie keine prazise Angabe bekommen hatten, was zu tun sei, um das
Problem zu Iosen. lhre Vorstellung von mathematisch zuldssigen und sinnvolien Methq-
den schloR das Probieren als Maglichkeit aus. Es fehite ihnen das Kriterium (oder ein
Algorithmus), eine Schlangenanfangszahl zu finden, von der aus man dann aber aut{h
mit Sicherheit bei der 1 landete. Sie hatten kein Arbeitsblatt (Formular) vor sich, das sié
nur auszufillen brauchten, um eine richtige Losung zu bekommen, sondern ein leeres
Blatt (Gber das sie sich beim Austeilen sehr verwundert hatten), und niemand sagte
ihnen, wie und was sie aufschreiben sollten.

Dies alles zeigt die Notwendigkeit, den Unterricht mit Problemen dieser Art anzureichern.

— Es wurden aber auch unmittelbar Vermutungen produziert, mit denen sich die Kinder
oft zufrieden gaben, ohne selbst ihre Allgemeingultigkeit nachzupriifen. Die Primzahle'n
oder die ungeraden Zahlen waren Kandidaten fir die gliicklichen Zahlen. Ketten wie
6 -> 36 - 45 oder 15 — 26 > 40 wurden abgebrochen und nicht weitergerechnGP da
die Kinder annahmen, die Zahlen wiirden weiter immer groRer werden und daher kénne
man nicht zur Eins kommen.

— DaB aufgrund des Zusammenhangs 32 -+ 13 - 10 -» 1 auch 13 und 10 (sowie die !

als Extremfall) gliickliche Zahlen sind, war einigen Kindern sofort klar. Andere sahen
dies nicht unmittelbar ein.

3. Fortsetzung: Riickwirts zaubern
3.1 Die zweite Stunde in Klasse A

In einem Unterrichtsgespriich werden die Schitsselbegriffe der vorausgegan-

genen Stunde in Erinnerung gerufen: Welches ist die Zauberregel ? Wie be-

kommt man die Zauberschlangen ? Was sind glickliche Zahlen ? Die Schlangée
3-3+2-2 1-1+3-3 1-1+0-0

32 —> 13 > 10 > 1

wird in diesem Zusammenhang an die Tafel geschrieben. Frage: Wie kénnﬁ"
wir weitere gliickliche Zahlen finden? Vorschlag der Kinder (und auf Nach-

frage auch Begriindung) : Bei den glicklichen Zahlen, die wir schon kennen,
die Ziffern vertauschen. Das Tafelbild wird erganzt:

3-3+2-2 1-1+3-3 1-1+0-0
32 7\/13 — 10 > 1
/!

23 31
Nun hilft vertausc
Kindes sehr geleg

hen nicht mehr weiter. Insofern kommt der Vorschlag ein(:}rs|
en, das erklart, 32 sei ja 16 + 16 und daher werde die 441
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die 32 verzaubert und sei auch eine glickliche Zahl. Das Tafelbild wird um
diesen Sachverhalt und die sich natirlich anschlieRende Fragestellung er-
ganzt:

44

16 + 16

32—>13—>10—>1

A
23 31

Kénnen wir eine Zahl finden, die in die Zahl 44 verzaubert wird ? Die Zerle-
gung 22 + 22 kommt ins Gesprich, wird aber ebenso wie andere nicht
brauchbare nach entsprechender Klarung verworfen. Die ergebnislose Suche
wird abgebrochen nicht ohne den Hinweis, daR die Tatsache, daB keine sol-
che Zahl von uns gefunden wird, allein nicht ausreicht, zu behaupten, es
gebe keine solche. Aber das Problem — mit Unterstiitzung des Lehrers —
ist klar geworden: Wir muissen versuchen, eine Zahi in zwei Quadratzahlen zu
zerlegen. Da das Unterrichtsgesprach schon iibermaRig lang geworden war,
werden entsprechende Aufgaben zur Stillarbeit angeschrieben:

40 =]+
und ebenso: 97, 53, 85, 52, 74, 68. Die Losungen werden am Ende der
Stunde angeschrieben und verglichen:

40=6-6]+[22

pg 40 =[6-6] +[2:2

3.2 Anmerkungen

~ Auch in dieser Stunde konnte man beobachten, daB die Kinder zuféllige Beziehungen,
die in diesem Zusammenhang ohne Bedeutung sind, zu Verallgemeinerungen b“enutzen:
Die Beziehung 32 = 16 + 16 fiihrt zur Vermutung, beim Riickwartszaubern musse man
immer halbieren. Ein anderes Kind entdeckt bei der Schlange 23 -~ 13 ~10 1 die
Beziehung: 23 = 13 + 10 und will sie ausnutzen, weiB aber nicht recht wie.

— Die Aufgaben des Typs 85 = [J + [J. wobei in die Leerstellen nur Quadratzahlen ein-

getragen werden diirfen, sind deswegen fruchtbar, weil sie verschieden anspruchsvolie

Losungsstrategien zulassen und es Aufgaben mit keiner, genau einer {bis auf Vertau-

schung) und mehreren Losungen gibt. Beispiele:

39 = 0 + O unlésbar

T4 =49+ 25

85=36+49:85 =81 +4 )
Verschiedene Losungsstrategien werden an anderer Stelle erwahnt.
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3.3 Die dritte Stunde in Klasse A
Der Lehrer schreibt an die Tafel:

[]—> 61

Die dazugehorige Fragestellung im Zusammenhang mit dem Zaubern ist den
Kindern kiar, nicht jedoch — jedenfalls nicht allen — die Lésungsmethode
der vorausgegangenen Stunde, wie man am Vorschlag , Teilen” erkc_ennen
kann. Die Methode der Zerlegung in Quadratzahlen wird gemeinsam wieder-
holt und an Aufgaben zu den Zahlen 98, 54, 45 gemeinsam erprobt. Dabel
legt die Aufgabe ohne Losung ein systematisches Vorgehen nahe, das von
einem Kind vorgeschlagen wird: Man nehme die nichst kleinere Quadratzahl,
bilde die Differenz zur gegebenen Zahl und schaue, ob diese eine Quadratz_ahl
ist. Falls ja, hat man eine Lésung, anderenfalls fahre man fort. Der Schiiler
Reinhardt merkt an (sinngemilR wiedergegeben), daR man das nur fiir die
Quadratzahlen tun musse, die groBer oder gleich der Halfte der gegebenen
Zahl sind. Im zweiten Teil der Stunde arbeiten die Schiiler an der Aufgabe,
von der Zahl 52 soweit vorwirts und riickwarts zu zaubern, wie es geht. Die

48
v
84 ~80 46

v ¥
22> 8 >64 >52 »29 -85 > 89
Abb. 1

Losung wird notiert (vgl. Abb. 1) und am Ende der Stunde vergiic‘hen- Pie
Schuler, die vorzeitig fertig sind, bekommen den Auftrag, durch , ruckwarts
Zaubern” von der Zahl 1 aus alle gliicklichen Zahlen zu finden. Der Anfang

wird so vorgegeben:
10 100
\ 1 /

3.4 Anmerkungen

Die von den Kindern vorgeschlagenen Losungsmethaden zeigen, in welchem MaBe Auf-
gabenstellungen zu diesem Problemkreis bei Kindern mit entsprechenden Voraussetzung_en
mathematisches Denken mobilisieren kénnen. Reinhardts Vorschlag kam moglicherweisé
aufgrund einer Analogiebildung zu dem Verfahren zustande, mit dem in dieser Klasse alle
Teiler einer Zahl bestimmt worden waren. Dennoch ist es eine erstaunliche Leistung.

3.5 Die zweite Stunde in Klasse B

In Klasse B konnten aufgrund der zur Verfligung stehenden Zeit nur 2 Stupden. gehal.trzfj
werden. Wegen des etwas anderen Verlaufs und Einsatzes eines anderen Hilfsmittels (
belle) soll auch diese Stunde kurz beschrieben werden.

EinfGhrendes Unterrichtsgespriach zur Wiederholung der Zauberregel. Tafel-
bild:
6:-6+3-3

63 ——— 345
36+9

2.2+7-7
27 > 53
4+ 49
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AnschlieRend das Stichwort ,,Riickwarts zaubern’” und Frage, welche Zahl
in die Zahl 52 verzaubert wird.

[J—>52

Vorschlage der Schiler:

1) 26 (wegen 27 —> 53)

2) Teilen:5:5 und 2:2; ,,aber da kommt ja immer 1 raus”
3) Teilen: 52:5 und 52: 2

4) ,Minus-Nehmen, aber was ?*'

Der Hinweis des Lehrers auf 36 + 9 beim 1. Beispiel fiihrt dann auf die Me-
thode des Zerlegens in zwei Quadratzahlen.

Aufgaben zum riickwarts Zaubern zu den Zahlen 74, 85, 65, 78, 98 werden
in der Gblichen Form an die Tafel geschrieben. Die Schiiler ermitteln die Er-
gebnisse in Stillarbeit. Die Ergebnisse werden durch gemeinsame Vgrvoll-
standigung des Tafelbildes verglichen. Dabei erhebt sich die Frage, wie tge-
grindet werden kann, daR es bei 78 keine Lésung gibt. Ein Schiiler schlagt
vor, alle Quadratzahlen nacheinander von 78 abzuziehen:,,Wenn dann keine
Quadratzahi rauskommt, geht’s nicht"’.

Der Lehrer fishrt in diesem Zusammenhang die Additionstabelle fur die Qua-
dratzahlen (Abb. 2) als Hilfsmittel ein. Am Overhead-Projektor zeigt er qurch
Eintr*'=‘SEIUngen in ein leeres Schema, wie diese Tabelle entsteht, und prasen-
tiert anschlieRend die fertige Tabelle:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
+ 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81
T

ol off o 1 4 9 16 25 36 49 64 81
"1 101 2 5 10 17 26 37 5 65 82
2| 4) 4 s g8 13 20 29 40 53 68 85
31 9 9 10 13 18 25 34 4 5 13 90
4 116 16 17 20 25 32 41 52 65 80 97
502525 26 29 3¢ 4 50 61 74 8% 106
6 |3 | 36 37 40 45 52 61 72 8 100 117
7014949 50 53 58 65 74 8 98 13 130
8 |64 64 65 68 73 80 89 100 113 128 145
9 g1 lgr g2 8 90 97 106 117 130 145 162

Abb. 2

Die Schiller stellen fest, dak 78 nicht in der Tabelle vorkommt. Am Beispiel
der Zah| 50 wird erarbeitet, wie man mit der Tabelle ruckwarts zaubern _kan?.
AnschlieRend werden die Tabelle und ein Arbeitsblatt mit folgenden drei AL& -
9aben ausgeteilt, das die Schiiler wihrend der restlichen Zeit der Stunde
bearbeiten,

1. Schreibe in den Kasten iiber jede Zahl alle Zahlen, die in diese Zahl ver-

Zaubert werden! (Abb. 3) Konnen!
2. Schreibe fiinf Zahlen auf, die aus keiner Zahl gezaubert werden konnen:
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65 34 50 84
Abb.3

3. Schreibe eine moglichst lange Schlange auf, in der die Zahl 17 vorkommt!
(Sie hat zehn Zahlen.)

3.6 Anmerkungen

— Die Schiilervorschlage zeigen, welche Schwierigkeiten hinsichtlich der Umkehrung die'-
ser zusammengesetzten Operation bestehen. Die Kinder versuchen, das Problem mit
Hilfe von ihnen bekannten Operationen bzw. Zusammenhdngen zu losen (gewisser-
malen ein Versuch der Assimilation im Sinne Pjagets). Sie machen auch nicht immer
durch,,vorwérts Zaubern” von sich aus die Probe, ob ihr Ergebnis des riickwarts Zauberns
stimmt.

— Nach dem Stellen der anderen Aufgaben begann ein Schiiler spontan, alle Quadratzahlen
von 1 bis 100 auf ein Blatt zu schreiben. Diese Lésungsstrategie wird durch den Eins_atz
der Tabelle aufgegriffen, die bei einer umfangreicheren Untersuchung der Operathn
eine erhebliche Hilfe darstellt. Sie war auch niitzlich bej der Erstellung der Abb. 4, die
dem Lehrer fiir Unterrichtszwecke eine schnelle Ubersicht verschatfft. Ein Schiiler, der
den Zusammenhang zwischen Suche nach gliicklichen Zahlen und riickwérts Zauberg
erfaBt hatte, reagierte richtiggehend dankbar fiir die Tabelle: Jetztkann ich dasselbst!

— Im Hinblick auf den Stoffumfang dieser Stunde ist zu bemerken: Sie dauerte etwas
langer als 45 Minuten und fand in einer besanders leistungsstarken Klasse statt.

4. Andere Fragestellungen; Variation der Situation

Ausgangspunkt der Untersuchungen im Unterricht war die Frage nach' den
~glicklichen Zahlen”. Dieses Problem kann durch systematisches Probieren
oder durch ,riickwarts Zaubern" gelést werden. Dabei ergibt sich eine
Reihe neuer Fragen, die, unabhéngig vom Ausgangsproblem fiir sich allein
genommen, Gegenstand einer Untersuchung sein kénnen, z. B.:
— Welche Zahlen kdnnen nicht verzaubert werden ?
— Welche Zahlen kénnen aus keiner Zahl gezaubert werden ?
— Welche Zahlen konnen aus genau einer (zwei, mehr als zwei) Zahlen ge-
zaubert werden ?
— Welches sind die lingsten Schlangen?
— Welches sind die kuirzesten Schlangen?
(Schnittmenge der Zahlenmenge zu den ersten beiden Fragen!)
LaRt man die Einschrankung (nur bis 100 rechnen) fallen, so kann man auch
die Schlange suchen lassen, die sich in den Schwanz beift. .
Die obigen Fragen wecken dann vielleicht auch das Bedurfnis, sich eine
Ubersicht iiber den gesamten Zusammenhang zu verschaffen und ihn so dar-
zustellen, wie es in Abb. 4 gemacht wurde. Damit diese Darstellung ?uch fur
denjenigen niitzlich ist, der ohne Einschrinkung arbeitet, wurde sie in dieser
Form erstellt. Mit Einschrankung entfallen die eingerahmten dreistelligen
Zahlen,
Es dréngt sich natdirlich auch die Frage nach méglichen Variationen auf. Ab-
gesehen davon, da die zugrundeliegende Zahlenmenge erweitert werden
kann, kénnen auch andere Operationen betrachtet werden. In dem Buch von
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T 70

N

44 49 19 91

23 32 97 82 28

31 13 68 86 € 60
10 100 99 36 63
88 1 es[162] 45 54
|
128 27 712 | 2|2 48 84
96 69 3 30 39 93 35 53 71 17 55 21 12 8 L!o/
BN NNV 7
33 9 90 57 715 34 43 50 5 46 64
15 51 18 81 7|4 a7 \\2|5/52//
N NIZS |/
| 63\2'|5 59 95 SIS/SG 3‘8/83 9:(\ 79/}76 7|7
T 4<|) [106] 61 73 85 a8 24
4 —> 16 3|7 5|8 gy ———>[145]—> 42 —> 20
Abb. 4

G. Mdller und E. Wittmann: ,,Der Mathematikunterricht in der Primarstufe”’
(Braunschweig 1977) findet sich ein shnlicherVorschlag zum ,,Querprodukt™:
3:6 7-5 8-1 0-8

36— 18,75 —> 35,81 ———> 08,08 —> 00;
Eine andere Maglichkeit, die besprochene Operation zu variieren, ist die fol-
gende: Statt der Summe der Quadrate nehme man den Unterschied zwischen
ihnen, d. h. die absolute Differenz:
03 16—9 16 —1 49—9

X 7.14 15,73 —————=> 40.
Hier gibt es nicht nur eine, sondern drei Zahlen, die in sich selbst verzaubert
We.rden (Welche?) und es gibt zwei Schlangen, die sich in den Schwanz
beiRen (Welche ?).
Die nihere Untersuchung sei dem Leser Uberlassen.

5-. SchiuRbemerkung
Die Vorziige dieses Problemkreises liegen m. E. auf der Hand, so daB der
V°’§Ch|ag, den Unterricht durch ihn zu bereichern, keiner weiteren lang-
atmigen theoretischen Begriindung bedarf. Festgehalten sei abschliefend
nur, daB mit ihm ohne Aufwand an Medien (Material, Arbeitsblatter) und
ohne Uberzogenen Anspruch an die Vorbereitungszeit des Lehrers den K_m-
dern ein Lernangebot gemacht werden kann, das sie mit viel SpaB und Eifer
aufnehmen werden und von dem jedes Kind trotz unterschiedlicher Lern-
Voraussetzungen profitieren kann.
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