so bekommen wir die Ungleichung

6 —
32 (@) 221 3, Ta;+a,Ta,+...+a,Tas+a, Ta,).
i=1

. U -
Dabei haben wir die Beziehungen TaTb=ab, aTb=—bTa benutzt. Die erhaltene Un
gleichung kénnen wir in der Form

. : ist eine

schreiben, wobei wir mit F den Flicheninhalt des Sechsecks bezelghncn. I[)Jals l;ichung
. . . . . .

modifizierte isoperimetrische Ungleichung der klassischen isoperimetrischen g

)
13y [4;4; P2 4F fur Sechsecke.
=1
Wiihrend in der klassischen Un
Sechseck regelmiBig und kony
heitszeichen genau dann, wenn

gleichung das Gleichheitszeichen genau dann gilt, WCGHF liﬁ’
ex ist, gilt in der oben abgeleiteten Ungleichung das Gle

G taytag=o, ﬂz=%V5T(a1-a3)- 04;%1"5 T(az—as) und
“n:%l’i T(as—a,)
gilt. Das heiBt aber, daf der

Dreieck 4,4, 4, zum Dreiec
haben,

. ; das
Schwerpunkt des Dreiecks 4,454 im _Punkt P liegt unl‘—jkl'zirt
k 4,4,4; dual in dem Sinn ist, wic wir ihn am Anfang ¢
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Zwei elementare Abzihlungen der Quadrominosteine mit n Farben

Von Hartmut Spiegel in Paderborn

> gelb, rot) gefirbt.

atikun-
on interessanten Problemstellungen fiir den Mathematik
rich ' 1. (3)). Dazu gehdrt auch die Frage: . vier,
Wieviel verschiedene QS gibt es, wenn zur Fdrbung der Teildreiecke nicht drei, sondern 3 zu
finf oder ganz allgemein: n Farben zugelassen sind? — (Als verschieden sind solche Q 1aB
betrathen, die man nicht so aufeinanderlegen kann — F arbseite nach oben —,
iiberemanderliegende Dreiecke dieselbe Farbe haben.)
Dieses Problem ist S

. . i i jlyas
czialfall eines allgemeinen Problems, das sich mit Hilfe von Poly
Abzihl-Theorie 16sen 14

tischen Standpunkt aus ersch
tigen Losungen 7y suchen.

Die QS erméglichen eine Fiille v
terricht aller Stufen (vgl. 11, 2

. ) ich-
eint es sinnvoll, fiir Spezialfille nach elementaren, dur?'lS]Zie
Im folgenden werden zwei Herleitungen einer Formel fur
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1

N

H3 HL

Anzahl der QS mit n Farben angegeben,
die mit — bzw. bei geeigneter Anleitung

4% & von — Schiilern der Sekundarstufe (etwa ab

10. Schuljahr) erarbeitet werden kann.

AN AN
H HZ/

A Fig.2

/\

2. Ausgangspunkl der ersten Uberlegung ist
folgender Sachverhalt: Zerschneidet man
einen QS lings einer Diagonale, s0O erhilt

man ein ,,Hilftenpaar. In der Regel erhilt

- AA AL man dabei fiir die beiden Diagonalen zwel
verschiedene Halftenpaare. Fig. 1 zeigt,

welche Fille auftreten konnen. Aus ihr ist
auch ersichtlich, da} durch den umgekehr-

ten Vorgang, das Zusammensetzen zweier
der Hilfe o ‘ I_{iilft_en, ci_ne Abbildung von dg:r_Mer}ge H
bild) abcrnpé'u-ige {IlldlelMe;x]ge der QS definiert ISF, die Sul:_]Ck[lV (Zerschqelden lletqrt ein Ur-
ein '(ZB ! rtlxl*L t m_]ekgv (Zerschneiden auf zwei ve_rschledene Arten). 1st.'AlleFdlng§ kann
Beziek;lmoc stens zwet Hilftenpaare als Urbild besitzen. Daraus ergibt sich ene einfache
QS mi g zwischen der An;ahl h, der Elemente von H und der gesuchten Anzahl q, der

it n Farben: Ist namlich ¢, die Anzahl der QS mit genau einem Urbild, so haben

9»—~e, Quadrominosteine genau zwei Urbilder, und es gilt:

1)

h,,=2(qﬂ—eﬂ)+eﬂ

ﬁa?ezmzd\lgehen, daB es nur die einfarbigen QS sind, die genau ein Héilf?enpaar“als Urbild
abgebilder. daB e,—n ist, betrachte man Fig. 2. Dort sind die beiden Halftenpaare
et, aus denen ein QS zusammengesetzt werden kann, dessen Dreiecke wie angegeben

ilt entweder H,

mv -
;;{den Farben x, y, v, w gefirbt sind. Sind diesc Hilftenpaare identisch, so g1
sund H,=H, oder H,=H, und H,=H;. In beiden Fillen ergibt sich:

Man mul} nur beriicksichtigen, daB es
en Hilften bestehen konnen. Da
mbinatorische Formel (Kombi-

Sé; E;eshnuﬂg von h,, ist eine Routir.leangelegenheit.' _

es n? Versnﬁ?ordnetc _l_)aare h‘ande.lt, die guch aus zwei gleich

nationey c 1cder}e Hilften gibt, llefert die entsprechende ko
zu zwei Elementen mit Wiederholung):

ho— (n2+2—1) i+ 1)n?
n 2 —_ 2 .
M .
(Man kann diese Formel auch umgehen,

Hilf
Paa:eﬂpafire aus allen zweielementigen Teilm
en mit zwei gleichen Halften besteht, also

ot, daB die Menge aller

wenn man sich iiberle; :
ller Hilften sowic allen

engen der Menge 2
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(nz') o zﬂl(nz—l)

> +n® Elemente besitzt.)
2 2

Setzt man die Werte fiir ki, und e, n (1) ein, so erhilt man:
q,=%n*+n?+ 2n).

Daraus ergibt sich fiir n=3 und n=4: g, =24, q4=T70.

3. Die zweite Abzihlmethode beruht auf einem dhnlichen Vorgehen, Der Al{sgangs};]rzztullf:
eine Zuordnung zwischen der Menge der QS und dem vierfachen cartesischen on O
K=CxCxCxC (C ist eine Menge von n Farben), dessen Elemente als Namen ‘ordnen
gedeutet werden kénnen. Jedem QS kann man ein solches Quadrupel. als Ni}me Zu’chnun:
indem man bei einem Feld beginnend und im Uhrzeigersinn fortschreitend d}e Bezct e
gen der Farben, die die Felder tragen, notiert. Wie man leicht sieht, kann ein QS mau it
Namen (und zwar héchstens vier) besitzen. Umgekehrt gehort zu ]edeI.n Namcr_l geri—'ekti"v
QS. so daB dadurch eine Abbildung von K in die Menge der QS deﬁmer} ist, dlc‘slljrjbi]del'
aber nicht injektiv ist. Analog zu (1) gilt daher: Ist t; die Anzahl der QS, die genau i
besitzen, so ist

(2) |K|=r,+2r2+3t3+4t4.
. . . . ; dieser

Da |K|=n* ist und ¢,, f; und t; leicht bestimmt werden kénnen, liBt sich aus

Gleichung 7, und damit auch

dn=1I,+1,+154+1, bestimmen.

Hat nimlich ein QS mit dem Namen (

X w) weni i i miissen
X, J,t,w) weniger als vier Namen (Urbilder), so
mindestens zwei der vier

s woxy) k
Quadrupel: k, =(x, y,0,w), ky=(y,v,w,x), ky=@wx.0h K
=(w.x, y,r) gleich sein. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn

A X=y=r=w also k., =k

2=ky=k, oder
bj

NEyund x=r¢ und y=w also ky=k; und k,=k, ist. hin
. . . . = feiterhl

Daraus folgt, daB nur die cinfarbigen QS genau einen Namen besitzen, als'o L, =n We;uber-

folgt, daB die QS mit genau zwei Namen diejenigen zweifarbigen sind, bei denen gege

. . . . n . ; 1 Namen

liegende Dreiecke diesclben Farben besitzen, also r, = (7) Da es keinen QS mit drei N

gibt st ¢

=0. Mit diesen Werten folgt aus (2): ty=i(n*~n—nn—1)) und damit

qp=n+5in(n— D+dtrt —nd) =Lt 4 02 +2n).
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