GEWICHTETE RAUME STETIGER VSKTORWERTIGER FUNKTIONEN

UND DAS INJZKTIVE TENSORPRODUKT

Dissertation
Zur Erlangung des Doktor grades

bei der Naturwissenschaftlichen Fakultat
der Johannes Gutenberg-Universitit

in Maingz

Klaus-Dieter B i er s t e d t

geb, in Bad Eilsen (Schaumburg-Lippe)

Mainz 1970



Gewichtete Ridume stetiger vektorwertipger Funktionen

und das injektive Tensorprodukt

Dissertation
zur Erlangung des Doktorgrades
bei der Naturwissenschaftlichen Fakultit
der Johannes Gutenberg-Universitit

zu Mainz

Klaus-Dieter Bierstedt

fgeb. in Bad Eilsen

Mainz 1971

Dekan: Prof.Dr.V.Risler
1. Berichterstatter: Prof.Dr.B.Gramsch
2. Berichterstatter: Prof.Dr.1.G.Tillmann

Tag der miindlichen Priifung: 19.4.1971



-i=

Inhaltsverzeichnis:

Seite

Einleitung und Ubersicht ii
Vorbemerkung vi
§ 1 Definition gewichteter Riume stetiger vektor- 1

wertiger Funktionen
§ 2 Beispiele 17
§ 3 Deltafunktionale und €-Produkt 27
§ 4 Tensorprodukt und Approximationssitze 38
§ 5 Die Approximationseigenschaft fiir gewichtete

Raume stetiger Funktionen 50
§ 6 Folgerungen aus der Darstellung als §-Produkt 60
¢ 7 Unterrdume 70
9 8 Algebren und Moduln 79
% 9 Anwendung auf ein Beispiel 90

Literatur 95



-ji-

Einleitung und Ubersicht

Von W.H., Summers wurden (in den beiden Arbeiten [39] und [40])
gewichtete Raume CV,(X) stetiger komplexwertiger PFunktionen
auf vollstandig regularen Hausdorffraumen X betrachtet, wobei
in [40] auch Systeme V von oben halbstetiger Gewichtsfunk-
tionen zugelassen sind.

Eines der interessantesten Beispiele fiir einen solchen gewich-
teten Raum ist die von R.C. Buck in [B] eingefihrte strikte
Topologie p auf der Algebra CB(X) der stetigen beschridnkten
Funktionen auf X. H.S. Collins und J.R. Dorroh [9] haben mit
einem direkten Beweis gezeigt, daB (CB(X),p) stets die bekann-
te (Grothendiecksche) Approximationseigenschaft besitzt; L.A.
Rubel und A.L. Shields [31] betrachteten mit Vorteil die strik-
te Topologie auf dem Teilraum H*™ (G) der beschrinkten holomor-
phen Funktionen auf dem Gebiet G der komplexen Ebene ¢.

In [2] sind mit Hilfe der Theorie der topologischen Tensorpro-
dukte topologische Vektorrdume und Algebren stetiger vektor-
wertiger Funktionen auf einem kompakten Raum untersucht worden.
Als Anwendung ergab sich eine Form des Approximationssatzes
von S.N. Mergelyan fir Funktionen mit Werten in lokalkonvexen
Raumen bzw. Banachalgebren.

Im AnschluB daran hat A.M., Davie mit einer von H.G. Vitushkin
stammenden Methode (die bei der rationalen Approximation be-
nutzt wird) gezeigt, daB der Raum A(K) der auf einer kompakten
Menge K der komplexen Ebene stetigen und im Innern von K holo-
morphen Punktionen die Approximationseigenschaft besitzt. Damit
wurde ein Satz von L. Eifler [15] verbessert, der - auf dem Be-
weis des Mergelyanschen Satzes basierend - die Approximations-
bedinguﬁg fir A(K) nachwies, wenn K der Bedingung C~\K zusammen-
héngend geniigt.

Im Hinblick auf diese Brgebnisse erschien es interessant und
lohnend, als Ausgangspunkt der Arbeit das folgende zentrale
Problem zu betrachten: Definiert man in kanonischer Weise den
Rdumen CV,(X) entsprechende Raume CVeo(X,8) E-wertiger Funktionen
(E ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum), unter welchen
Bedingungen (an V, X und E) gilt dann CV,(X,E)zEtCVo(X)zﬁiéCV,(X)
als topologischer Isomorphismus, wenn € das Schwartzsche &-
Produkt und i& das injektive Tensorprodukt bezeichnet? Mit
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einer Verbesserung der Methode aus [3] sollte es gleichzeitig
mdéglich sein, die Frage der Approximationseigenschaft flur den
Raum CV, (X) skalarer Funktionen unter diesen Bedingungen posi-
tiv zu beantworten und die Betrachtung auch auf Unterrdume von
(Ve (X) auszudehnen.

Die vorliegende Arbeit, die sich in neun Paragraphen teilt, be-
schaftigt sich daher mit Approximationsfragen beil topologischen
Vektorraumen stetiger (bzw. holomorpher) Funktionen, deren Topo-
logie durch ein System von Gewichtsfunktionen erzeugt wird. Sie
zeigt, daB fir einen solchen Raum skalarer Funktionen die Appro-
ximationseigenschaft dquivalent zu der Approximation gewisser
Funktionen mit Werten in lokalkonvexen Rdaumen E durch solche mit
Bild in endlichdimensionalen Unterraumen von E ist (§7, Th. 2
und 4)., Damit gelingt es, fiir eine groBe Klasse gewichteter
Raume stetiger komplexwertiger Funktionen (nédmlich fiir CV,(X)
unter sehr allgemeinen Voraussetzungen an V und X) die Approxi-
mationsbedingung nachzuweisen (§5, Th. 3 und 11), AuBerdem wird
ein Zusammenhang mit der Approximation von stetigen (bzw. holo-
morphen) PFunktionen in zwei Variablen durch Linearkombinationen
aus Produkten von Funktionen in je einer Veranderlichen herge-
stellt (§7, Kor. 12) und dies auf beschrankte holomorphe Funk-
tionen angewandt (§9, Satz 7).

s ergeben sich neue Krgebnisse (und neue Beweise bekannter
Sdtze) fiir vektorwertige Funktionen (z.B. fiir Funktionen mit
Werten in Banachridumen), filir skalare Funktionen in mehreren Va-
riablen und flir Raume komplexwertiger Funktionen in einer Ver-

anderlichen.

In § 1 der Arbeit sind zundchst die Bezeichnungen und allgemei-
nen Voraussetzungen eingzufilhren. Flir ein System V von oben halb-
stetiger Gewichtsfunktionen auf einem vollstdndig reguldren
Hausdorffraum X - das gewissen Bedingungen genigt; ein solches
System wird nach Summers als Nachbin-Familie bezeichnet - und
einen topologischen Vektorraum ¥ werden u.a. die Raume CV(X,E),
CVI(X,E), CV,(X,E) und CV4 T(X,E) stetiger E-wertiger Funktionen
auf X definiert.

In § 2 schlieBt sich eine Sammlung der wichtigsten Beispiele an,
die sich in die allgemeine Theorie einordnen lassen, wie C(X,E)
(alle stetigen Funktionen mit kompakter Konvergenz),
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(CB(X,E),p) (stetige beschrankte Funktionen mit strikter Topo-
logie; E lokalkonvex), C,(X,E) (im Unendlichen verschwindende
Funktionen mit gleichmdBiger Konvergenz; in beiden Fallen X
lokalkompakt), C.(X,E) (Funktionen mit kompaktem Tridger in der
induktiven Limes-Topologie; hier muB X lokalkompakt und im Un-
endlichen abzdhlbar und E ein normierter Raum sein).

§ 3 geht als erstes auf die Beziehung zwischen den Punkten des
Grundraumes X und den entsprechenden Deltafunktionalen auf CV(X)
bzw, CVq(X) ein. Nach Definition des g- bzw. t-Produktes (das
fir lokalkonvexe Rdume zuerst von L. Schwartz [36] und fiir den
nicht lokalkonvexen Fall in [2] behandelt wurde und sich bei
Ubergang auf Unterrdume gut verhialt) gelingt es dann in vielen
Pdllen, mittels eines topologischen Isomorphismus EeCV(X) bzw.
EeCVqy(X) als Teilrdume von CVI(X,E) bzw. CV,T(X,E) zu erkennen
(Th. 11).

Dies liefert in § 4 nach Definition des injektiven Tensorpro-
duktes - &-Produkt, injektives Tensorprodukt und Approximations-
eigenschaft stehen, wie bekannt ist, in enger Beziehung guein-
ander - unter gewissen Voraussetzungen eine Isomorphie von
E&CV(X) bzw. E@CVe(X) in CVI(X,2) bzw. CVe,T(X,2) (Th. 8).

Bei dieser Gelegenheit werden zwel Approximationssdtze von A.H.
Shuchat [37] verbessert und ihr Zusammenhang mit der vorliegen-
den Theorie aufgezeigt (S&tze 9 und 10).

Nach Spezjialisierung auf lokalkonvexen Bildraum E vereinfachen
sich in § 5 die Untersuchungen. Man erhdlt so (mittels einer
Zerlegung der bins) fiir vollstédndig reguldren k-Raum X, voll-
gtandigen Raum & und jede gewichtete Topologie, die stérker als
die Topologie der kompakten Konvergenz auf X ist (so daB CVg(X)
vollstdndig wird), topologische Isomorphismen zwischen den drei
Réaumen ﬁi&CV.(X), BECV4(X) und CVg(X,), Damit kann man bewei-
sen, daB (unter den angegebenen Voraussetzungen) CVgo(X) immer
die Approximationseigenschaft besitzt (Th. 3). Diese Sdtze um-
fassen als Spezialfdlle u.a. bekannte krgebnisse von Dietrich
[11], Grothendieck [20], Schwartz [34], [35] sowie das zitierte
Theorem von Collins und Dorroh [9].

Durch eine modifizierte Beweismethode 1la8t sich anschliefBend
zeigen, dad fiir lokalkompaktes X CV4(X) sogar stets der (i.a,
etwas schwicheren) Schwartzschen Approximationsbedingung geniigt,
wenn nur zu jedem Punkt von X eine Gewichtsfunktion aus V ex-
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istiert, die in diesem Punkt von Null verschieden ist (Der Raum
CVo(X) braucht dazu nicht einmal vollstdndig zu sein; Th., 11.).

Y 6 untersucht das €-Produkt u8CV(X) bzw. EECV,(X) als Teilraum
von CV4(X,2) bzw. CV&(X,2) (das sind Riume schwach stetiger
Funktionen) genauer, wenn X nur vollstidndig reguldr und = lokal-
konvex ist. Zine Frage, die in § 6 gestellt und beantwortet wird,
1st, wann sich die Rdume CV4(X,E) "schwach" definieren lassen
(wie dies L, Schwartz in [35] flir seinen Fall getan hat).

In § 7 werden die Lrgebnisse aus § 5 auf Unterriume gewichteter
Rdume stetiger Funktionen angewandt. Auch fiir Unterridume von
CVe(X) gilt eine Aquivalenz zwischen der Tensorproduktdarstellung
vektorwertiger Funktionen und der Approximationseigenschaft fiir
den Raum skalarer Funktionen (Th. 2 und 4). MKittels Zerlegung der
Bins werden dann Sdtze vom Stone-WeierstraB-Typ fiir CVe(X,B) be-
wiesen, was Resultate von wells [47] und Todd [43] ausdehnt

(Th. 7). Die Approximationseigenschaft hangt auch mit einem ver-
allgemeinerten "Slice"-Produkt-Problem bei stetigen Funktionen

in mehreren Variablen zusammen, und das Slice-Produkt ist nichts
anderes als das Schwartzsche g-Produkt (Satz 11).

In § 8 kann man Satze fir den Fall herleiten, daB CV,(X) eine
topologische Algebra darstellt. lMan erhdlt eine Verallgemeinerung
und einen neuen Beweis flir ein Theorem von C. Todd [43].

Amn Ynde der Arbeit ist es in § 9 mdglicha, die Ergebnisse fiir den
interessanten Fall (H® (G,E),B) der beschrinkten holomorphen i-
wertigen Funktionen auf dem einfach zusammenhingenden Gebiet &

der komplexen Ebene mit der strikten Topologie P zu benutzen:

Ls 1l4Bt sich hier relativ leicht beweisen, daB (H[“(G),F) die
Approximationseigenschaft besitzt (Satz 2). Damit erhdlt man

aus dem vorhergehenden sofort die Tensorproduktdarstellung
(H**(G,8),B)=c&(H = (G),p) (& vollstéindig; Satz 3), die dazu be-
nutzt werden kann, einen topologischen Isomorphismus von
(H“(G-G'),P) auf (H”(G),F)ée(H“’(G‘),[&) herzustellen, falls G
einfach zusammenhdngend und G' ein beliebiges Gebiet in € ist
(Satz 7). Dieses einfache Beispiel ist etwa fiir den Fall

G=G'=D (Einheitskreis in €) besonders interessant, weil F. Birtel
und E, Dubinsky [4] gezeigt haben, daB sich H® auf dem Polydisk
nicht in ein injektives Tensorprodukt H“(D)ésH”(D) zerlegen
ldB8t, wenn man auf H® die iibliche sup-Norm einfiihrt,
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Zum Schlufl mochte ich den Herren Dr. L. Eifler, Dr, J.
Garnett, Dr, H, Shuchat und besonders Herrn Dr. W.H. Sum-
mers flir die Ubersendung von Vorabdrucken ihrer im Litera-
turverzeichnis aufgefiihrten Arbeiten danken.

Herrn Privatdozent Dr. B. Gramsch und Herrn Dr. D. Vogt
danke ich fir ihr Interesse und einige Bemerkungen zu der
vorliegenden Arbeit (insbesondere auch fiir Hinweise zu
Lemma 5. von § 3 und Satz 1. von § 9).

Vorbemerkung:

Alle betrachteten Vektorrdume und Algebren sind lineare
Réume iliber dem Korper € der komplexen Zahlen. Ein groBer
Tell der Sdtze bleibt auch richtig, wenn € durch den Kor-
per R der reellen Zahlen ersetzt wird. Topologische R&dume
und topologische Vektorrdume werden stets (nichtleer und)
separiert vorausgesetzt.

Verweise auf Literatur sind (i.a. durch den Namen des Autors
und) durch eine Nummer in eckigen Klammern gegeben, die

sich auf das Literaturverzeichnis am <nde der Arbeit be-
zieht, £s wird durchweg die Terminologie von [2] benutzt.
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§ 1 Definition gewichteter Rdume Stetiger vektorwertiger
Funktionen

Im folgenden seien stets X ein vollstédndig reguldrer (Haus-
dorff-) Raum und E#{0} ein (separierter) topologischer Vek-
torraum liber €, nicht notwendig lokalkonvex. Die Topologie
von E werde o0.B.d.A. durch das gerichtete System {q.; x€a}
von (F)-Halbnormen gegeben (s. Kelley, Namioka [23], Ch.2,
Sec.6, Problem C).

B(X,E) sei der lineare Raum iiber ¢ (bzgl. punktweiser Defi-
nition der linearen Operationen) aller beschrinkten E-wer-
tigen Funktionen auf X, d.h, aller Funktionen f:X—E, fiir
die f(X) eine beschrénkte Menge in E ist. Setze B(X):=B(X,().

BI(X,E) bezeichne die Teilmenge derjenigen E-wertigen PFunk-
tionen f auf X, fiir die die absolutkonvexe Hiille T'(f(X))

des Wertebereiches f(X) von f noch beschrdnkt in E ist. Auf
Grund elementarer Eigenschaften ist BT(X,E) linearer Teil-
raum von B(X,E). Da in einem lokalkonvexen Raum die absolut-
konvexe Hilille jeder beschrdnkten Menge beschrinkt ist (was
bekanntlich in beliebigen topologischen Vektorrdumen nicht
mehr richtig bleibt), gilt fiir lokalkonvexe E immer
B(X,E)=BT(X,E).

Unter der Topologie der gleichmdBigen Konvergenz auf X ist
B(X,E) ein topologischer Vektorraum und vollstdndig, falls
E vollsténdig ist (s. [23), Ch.2, 8.1 und 8.6). Die Topo-
logie auf B(X,E) kann durch das System {b,;« €A} von (F)-

Halbnormen gegeben werden, wobei b (f)= su§ Q. (f(x)) fir
X€

alle feB(X,E). Ist E metrisierbar (lokalkonvex, normiert),
so ist auch B(X,E) metrisierbar (lokalkonvex, normiert).

BI(X,E) versehen wir mit einer Topologie, die im lokalkon-
vexen Fall mit der von B(X,E) zusammenfdllt, i.a. aber echt
starker ist. Es ist dies die sog. Topologie der gleichmdBi-
gen Konvergenz bzgl. der absolutkonvexen Hiille des Wertebe-
reiches, die durch das gerichtete System {by,.; <€A} von (F)-
Halbnormen gegeben wird: Pir feBT(X,E) sei

by (f) = sup {q,.(e); eeI'(f(X))} =

sup {q.‘(figif(xi)); ¢; €C, x;€X (i=1,...,n), ) l¢;l=1, neav}.

i=i
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Dabei ist by, (f)3 b, (f) fir alle <€A klar und by.(f)=b.(f),
falls q, eine Halbnorm ist, d.h. .(de)=irlq (e) fiir alle
Ael, eeE,

Von den Eigenschaften einer (F)-Halbnorm fir by« (%€A bel,):
>by (£)20, by, (£+8) $ by (£)+by.(g), by (Af) s by (£)

fir de€ mit |Al€1 und lim by, (1f)=0 fiir beliebige f und

R e o0

g8€BT(X,E) zeigen wir nur die letzte:
Wire fir «eh, fe€BT(X,E) nicht lim bg‘(%f)=0, so miiBte g»0
» = QD

existieren, derart daB es fiir jedes neN ein k,» n gibt mit

br_‘(ﬁ-;f); 2¢. Dabei ist br,(il—‘f)=sup {a.e); eel‘(i—nf(x))} -
sup {a (e); ee,l—:r‘(f(X))}= sup (q..(}(-’-‘e); eelz(x)},

und man findet fiur jedes solche k, ein e,€T(f(X)) mit

1 1 . .

(p~e,)> €. Dann geht aber die Folge e, in E nicht gegen
LWk n) g ge ex geg

O im Widerspruch zur Beschranktheit von T(f(X)), s. Kothe
[24], §15, 6.(3).

BI(X,E) ist also mit der angegebenen Topologie ein topolo-
gischer Vektorraum und metrisierbar, wenn E es ist. BI(X,E)
ist vollsténdig, wenn E vollstandig ist; zum Beweis bendti-
gen wir das folgende Resultat:

1. Lemma: Sei {f,; PeB} ein gerichtetes System von Punktio-
nen aus BT(X,E), so daB fir jedes xeX

{f,(x); (BEB} in E gegen f(x)€E konvergiert. Ist dann

{f,; PGB} ein Cauchysystem in BI(X,E), so konvergiert

{f'; PGB} gegen [ in der Topologie der gleichmdBigen Konver-

genz bzgl. der absolutkonvexen Hiille des wertebereiches,

Beweis: Konvergiert fiir xeX das System [fp(x); Pe€B} in E
gegen f(x), so konvergiert wegen der Stetigkeit der Addi-
tion und der Multiplikation mit Skalaren in E fir bel. ¢;eC,

n
x;€X (i=1,...,n; nelN) das System {E i fp(xi); PGB} in E
n
gegen Y. ¢, f(x;). Da [f,; FEB} ein Cauchysystem in BT(X,E)
1=t

ist, gibt es fiir jedes «€A und jedes £>0 ein P,GB mit
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q_( g 8; (fﬂ(xi)-fp, (x;))) <€ fiir alle g;ec, x;eX

n
(i=1,...,n), J_ |¢;l« 1, neN und B, p'gp, (f!° hdngt nur von
ix14

« und € ab). Aus dem vorhergehenden folgt, daB
"
Q‘(Egi (fp(xi)-f(xi)))‘e fir P;p,, d.h., es gilt auch
n
bx‘(f’—f)= sup {q‘(g gi(fp(xi)-—f(xi))); $;€C, x;eX

n
(i=1,-'09n)’ g'gi|‘1’ nslN}sg
fiir alle p;ﬁ,. W.Z2,b.w, *

Ist nun {f’; FGB} ein Cauchysystem in BT(X,E), so ist {f’}
erst recht Cauchysystem in B(X,E) und konvergiert als solches,
wenn E vollstdndig ist, gegen eine Punktion feB(X,E), Nach

1. konvergiert {f,} dann in der Topologie von BI'(X,E) gegen
f. Es bleibt noch zu zeigen, daB feBI(X,E), d.h, daB T(f(X))
beschrédnkt in E ist; dann ist die Vollstdndigkeit von BI(X,E)
bewiesen.

Sei dazu U beliebige Nullumgebung in E. Es gibt eine kreis-
formige Nullumgebung V in & mit V+VeU. Nach dem Beweis von

1. gibt es weiter zu jedem «€A und &£>0 ein p=p(«,e)eB, so
daB T((f~£p)(X))cUy ¢ = {eeE; de(e)ge}. Da {Uwe ; a€a, €>0}
eine Nullumgebungsbasis in E bildet, existiert p.€B, derart
dag T'((f-f,,)(X))cV. Wegen der Beschrénktheit von T‘(fP.(X))
existiert ¢>0 mit T(fg,(X))cgV. Dann gilt T(£(X)) =
T(((£-£p, )+Ep, ) (X))D((£-£5,) (X))+T(£p, (X))cV+gV  max(1,)U,
d.h. T(f(X)) ist in E beschrénkt.

Sei feB(X,E). Jetzt sagt man, f verschwindet im Unendlichen,
wenn fiir jedes €>0 und jedes «€A eine kompakte Menge
K=K(f,e,x)cX existiert mit g (f(x)) <€ fiir alle xeX~K. Die
Menge aller im Unendlichen verschwindenden PFunktionen
feB(X,E) bildet den linearen Teilraum B.(X,E) von B(X,E).
Als Trdger Tr f einer Funktion feéB(X,E) bezeichnet man die
abgeschlossene Hiille aller Punkte xeX mit f(x)#0. Die Menge
der Funktionen feB(X,E) mit kompaktem Triager bildet den
linearen Unterraum B¢ (X,E) von B (X,E). Man definiert
Bo(X):=Bg¢(X,€) und Bc(X):=B(X,T).

Bemerkung: Eine Funktion aus B,(X) verschwindet auBerhalb
einer @-kompakten Menge, d.h. fiir f€B_(X) exis-
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tiert Sp= UK, mit K,=K,(f) kompakt in X (X\K,c{xeX; It(x)i<l}),

mzt

so daB f(x)=0 fiir xﬁSf. Dies bleibt ebenfalls noch fiir
feBo(X,E) richtig, falls E metrisierbarer Raum ist.

Bo(X,E) ist in der von B(X,E) induzierten Topologie abge-
schlossen (also vollstdndig fiir vollstidndiges E) und enthdlt
B¢(X,E) als dichten Unterraum.

Wir definieren noch B,T'(X,E)=B (X,E)nBI'(X,E),

BeI'(X,E)=B¢ (X,E)nBT(X,E) und versehen diese Réume mit der
von BI'(X,E) induzierten Topologie. Fiir lokalkonvexe E gilt
wieder B,T'(X,E)=B,(X,E) und B.T(X,E)=B.(X,E), wobei auch
die kanonischen Topologien der Raume iibereinstimmen.

AuBerdem sei BeeI'(X,E) die Menge der Funktionen feBI'(X,E),
fiir die zu jedem €>0 und jedem «€A eine kompakte Menge
K=K(f,¢,a)cX existiert mit qo(e)<€ fir alle eeT(f(X\K)).
BoeT'(X,E) ist linearer Teilraum von B,T(X,E). Flr lokal-
konvexe E fallen B T(X,E) und B, (X,E) zusammen. Weiterhin
gilt: B,T(X,E) und B,,I'(X,E) sind abgeschlossen in BT(X,E)
(daher vollsténdig fiir vollstdndiges E); B(T'(X,E) ist dicht
in B, .T'(X,E).

C(X,E) sei der lineare Raum aller stetigen E-wertigen Punk-
tionen auf X, auch C(X,R) wird eingefiihrt; C(X)=C(X,C).
Definiere CB(X,E):=C(X,E)nB(X,E) und CBI(X,E):=C(X,E)nBI'(X,E)
sowie CB(X):=CB(X,€). In den von B(X,E) bzw. BT(X,E) indu-
zierten Topologien sind CB(X,E) und CBI'(X,E) abgeschlossene
lineare Unterraume von B(X,5) bzw. BI'(X,E) (vgl. [23], chn.2,
8.10).

Bemerkung: An dieser Stelle sollen zwel Beispiele dafiir
notiert werden, daf fiir nicht lokalkonvexe E

i.a, CBT(X,E) ein echter Teilraum von CB(X,E) ist.

1. Sei E=1" (O<p<1) und X={xel®?; lixll, = 1}, versehen mit der

von 1’ induzierten Topologie, so daB X zu einem vollstédndig

reguldren Raum wird. Die Einschridnkung der Identitdt von 1P

auf X ist dann ein Element von CB(X,E), das nicht zu CBTY{X,E)

gehdrt, weil {xel’; Nx"r‘-1} in 1* zwar beschrédnkt, aber die

konvexe Hiille unbeschriankt ist (vgl. [17], B.2.3.).
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2. Es wurden verschiedene Beispiele von stetigen Funktionen
auf kompakten Raumen mit Werten in einem nicht lokalkonvexen
topologischen Vektorraum angegeben, die nicht im Riemannschen
Sinne integrierbar sind. Betrachtet man etwa das einfache
Beispiel von Gramsch [17], 2.7.3. einer stetigen Funktion

13
auf dem Intervall [O,g:]c R wit Werten in 1 =~ , deren Rie-
mannsche Zwischensummen divergieren, so stellt man fest, daB

3
f([O,%—]) zwar kompakt, aber dennoch T(f([O,%i])) unbe~

schrinkt in l‘L’ ist. Es gibt also sogar kompakte Mengen in
nicht lokalkonvexen Riumen, deren absolutkonvexe Hiillen nicht
beschréankt sind; die angegebene Punktion f gehdrt zu

c(fo,£] ,1")=cB([0,E],1"), aber nicht zu cer([o,F], 1*).

Eine Funktion feCB(X,E) verschwindet genau dann im Unend-
lichen, wenn fiir jedes £>0 und jedes €A die abgeschlossene
Menge A, (f)={xe€X; q (£f(x))se} kompakt in X ist. Man defi-
niert C,(X,E):=C(X,E)nBg(X,E) und C,(X):=C,(X,t).

Hinweise: (1) Ist feC,(X), so verschwindet f auBerhalb einer
reguldr 6 -kompakten Menge (vgl. Buck [8],
Lemma 1): £(x)=0 fur x#Sp= UK, mit K.={xeX; I1£(x)I> } }

[-]
kompakt in X, K <K, ., (m=1,2,...).

(2) Es kann der Fall eintreten, daB C,(X)={0}. 2.B. ver-
schwindet jede Funktion aus C,(X) identisch fiir X= ratio-
nale Zahlen des Intervalls [0,1] mit der von R induzierten
Topologie. Jedoch trennt fir lokalkompaktes X bereits der
Unterraum der stetigen Punktionen mit kompaktem Trédger die

Punkte,

Ce(X,E) ist abgeschlossener linearer Unterraum von CB(X,E),.
Setze CoT(X,E):=Co(X,E)nBI(X,E). Dies ist ein abgeschlossener
linearer Unterraum von CBI(X,E), der fiir lokalkonvexes E mit
Co(X,E) zusammenfdllt. In analoger Weise werden die Réume
CooT(X,E)=C(X,E)nB,I'(X,E), Cc(X,E)=C(X,E)nB.(X,E),
Co(X)=Cc(X,€) und C,T(X,E)=C(X,E)nB,T(X,E) eingeflihrt,
Co,I(X,E) ist abgeschlossener linearer Unterraum von C,T'(X,E)
und fiir lokalkonvexes E gleich Co(X,E).
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Cc(X,E) liegt in C,(X,E) dicht: Sei feC,(X,E) bveliebig,
€>0 und x€A vorgegeben. Dann ist die Menge
K={xeX; g, (f(x))=e} genauso wie die abgeschlossene Hiille

der offenen Umgebung G={xex; q,(f(x)):»%} von K kompakt in

X. Nach Kelley [22], Ch.5, Theorem 11 gibt es eine PFunktion
$EC(XR) mit Osd(x) 1 fir alle x€X, ¢(x)=1 auf K und
$(x)=0 auBerhald G. Setze g(x)=¢(x)f(x). Wegen der Stetig-
keit der Multiplikation mit Skalaren in E ist g stetig auf
X mit Werten in E, geCc(X,E), und es gilt
f(x)-g(x)=(1-d(x))£(x), also b (f-g)= sup Qe ( (1=-P(x) )£ (x))=

sup q ((1-¢(x))f(x)) € sup g (f(x))s¢.
x€X\K xeX~NK
Ahnlich ist C.T(X,E) dichter linearer Unterraum von
CeeT(X,E), wenn X lokalkompakt ist: Sei feC,.,T(X,E) beliebig,
€ >0 und #€A vorgegeben, Dann existiert eine kompak te Menge
KeX mit q.(e)<€ fiir alle e€T(f(X~K)). Da X lokalkompakt ist,
glbt es eine offene relativkompakte Umgebung G von K, Sei
¢ zu K und G wie oben gewdhlt und setze wieder g(x)=¢(x)f(x),
geCc (X,E), wegen T'(g(X))eT(f(X)) sogar geC . T(X,E), und
by (f-g)= sup {a,(e); €I ((f-g)(x))}= sup {q.(e);

e€T(((1-¢)£) (X~K))}
€ sup {q.(e); e€l(£(X\K))} s €.

Wag bisher bewiesen wurde, sei nun zusammengefaBt:

2. Satz: Das folgende Diagramm zeigt die Beziehungen zwischen
den oben eingefiihrten Funktionenridumen,

Dabei bedeutet:

AcB A ist linearer Teilraum von B.

A C© B A ist abgeschlossener linearer Teilraum von B und

abg.
! trdgt in kanonischer weise die von B induzierte

Topologie.
AsB A€B und A dicht

A < B AcB und A dicht, wenn X lokalkompakt ist
d.(ik)
Ac B A ist linearer Teilraum von B mit stdrkerer Topologie

als der von B induzierten; im Falle eines lokalkon-
vexen E ist hier A=B als topologischer Vektorraum.

A v(E) A ist vollstidndig, wenn E vollstidndig ist (analog
fiir metrisierbar, lokalkonvex bzw. normiert),
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B.(X,E) cC B,(X,E) c B(X,E) v(B)
U d. U oby, sby U oy,
Ce (X,E) % Co(X,E) CB(X,E)

< c

t R e C(X,E)
C‘P(X,E)‘ﬁu C oo T(X,E) S, C.T(X,E) < °oBI(X,B) <

n N abg, ‘ N abg. cl N aby.
B, I(X,E) < BooT(X,E) BoT(X,E) BT(X,E) v(E)

d. obg. .

Gewichtete Ridume stetiger skalarer Funktionen wurden von
Nachbin [26], 22, und Summers [39] eingefiihrt. Wir defi-
nieren im folgenden entsprechende Riume stetiger E-werti-
ger Funktionen auf X.

Sei V ein (nichtleeres) System reellwertiger, nichtnega-
tiver, von oben halbstetiger (i.a. nicht identisch ver-
schwindender) Funktionen auf X, das in dem Sinne gerichtet
ist, daB zu Ves V3€V und A 30 stets ein veV existiept mit
Avy, AV, € v (punktweise auf X). Dann heiBt V eine Nachbin-
Familie auf X.

Sind U und V zwei Nachbin-Familien auf X und existiert zu
Jedem ueU ein veV, derart daB u=v, dann schreibt man UsV,
Dies ist eine reflexive und transitive Relation aurf der
Klasse aller Nachbin-Familien. Gilt UsV und V=U, s0 wollen
wir UsV schreiben; = ist eine Aquivalenzrelation (vgl.
Summers [39]).

3. Definition: Ist V Nachbin-Familie auf X, so bezeichnet
man als zugehdrige gewichtete Riaume stetiger

E-wertiger Funktionen auf X die linearen R&ume

CV(X,B):= {f€C(X,E); vfeB(X,E) fiir alle veV},

CVL(X,E):= { feC(X,E); vfe€BT(X,E) fiir alle vevicCv(x,z),

die zusammenfallen, wenn L lokalkonvex ist, vf bezeichnet

dabei die Funktion (vf)(x)=v(x)f(x) von X in E.

4. Lemma: Die Systeme {bv.; ®€A, veV} und {byvy; sen, VEV}):
Ve (£)= sup q(v(x)f(x)) fir alle feCV(X,m),
xeX
byve(f)= sup {q.(e); e€l((vf)(X))} fir alle
feCVP(X,E) sind gerichtete Systeme von (F)-Halbnormen auf
CV(X,E) bzw. CVIP(X,E). Sie geben auf diesen Riumen Topologien,
die mit den linearen Strukturen vertrédglich sind ung ijber-
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einstimmen, wenn E lokalkonvex ist. Es ist fiir alle veV
und ot€d: byv,(f)» bvy(f) (feCVI(X,E) beliebig), und = gilt
fir «eA, wenn q, (und damit bv,) Halbnorm ist.

Beweis: Z.B. ist das System [byv;; «eld, veVl gerichtet, weil
fir «, ,«,€ A und v,, v,eV ein «&e€A und veV existieren mit
Guy(€)y Qu, (e) = qe(e) fiir alle e€E und v,, v, €v. Aus
P((vi £) (X)), T((vaf)(X))eT((vE)(X)) folgt dann

br(v,),‘(f), bg(v‘)da(fﬁ € byve(f) fir beliebige feCVI(X,E).
DaB etwa {byve; *€A, veV} ein System von (F)-Halbnormen auf
CVI(X,E) ist, folgt daraus, daB das System {by.; «€A} ein
System von (F)-Halbnormen auf BT(X,E) war und daB fur jedes
veV und jedes f€CVI(X,E) gilt byve(f)=by (vf).w.z.b.w.

Hinweis: Ist feCVI'(X,E) und veV, so ist T(vf(X)) beschrinkt
in E. Die abgeschlossene Hiille I'=T}, =T (vE) (X))
ist wieder absolutkonvex und beschrdnkt in E; das Minkowski-
Funktional von T ist eine Norm auf der linearen Hiille
L=Lg, =LH(T'; , }E, mit der L normierter Raum - sogar Banach-
raum, wenn I quasivollstédndig ist - wird, dessen Topologie T
stdrker als die von E induzierte ist (vgl. Horvath [21], 3,
§5, Prop.6; diese gilt auch fiir beliebige - nicht notwendig
lokalkonvexe - topologische Vektorridume). Fir quasivoll-
stdndiges © ist also jedem feCVI(X,E) und jedem veV ein
Unterraum Lf,v von E, Banachraum unter stdrkerer Topologie T,
zugeordnet, so daB vf eine beschrankte Funktion von X in

(L £ ,T) ist.

Ist umgekehrt feC(X,E) und existiert fir jedes vV ein
Unterraum L, von E, der unter einer stdrkeren Topologie T
als der von E induzierten zu einem normierten Raum wird, und
mit der Eigenschaft, daf vf eine beschridnkte Funktion auf X
mit Werten in (Lg,,,T) ist, so zeigt man leicht vf€BT(X,E),
d.h. feCVI(X,E) (vgl. in diesem Zusammenhang Gramsch, Vogt

[181, 1.).

Bemerkungen: 1. CV(X,E) und CVI(X,E) sind Moduln iiber CB(X),
d.h. fiir feCV(X,E) (bzw. geCVI(X,E)) und
ueCB(X) gilt ufeCvV(X,E) (bzw. ugeCVI'(X,E)).
2. Ein System {fp; PeB} cCV(X,E) konvergiert genau dann (in
CV(X,E)) gegen feCV(X,E), wenn fiir jedes veV das System
{vf'} in B(X,E) gegen vf konvergiert; analog fiir CVI(X,E).
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Die Topologie von CV(X,E) bzw. CVI(X,E) ist i.a. nicht
Hausdorffsch, Sie ist aber bestimmt separiert (die R&dume
sind dann topologische Vektorriume und lokalkonvex, wenn E
lokalkonvex ist), wenn zu jedem xeX ein veV existiert mit
v(x)> 0 (man schreibt nach Nachbin V>0). Das folgende Lemma
gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
CV(X,E) bzw. CVI'(X,E) separiert ist (vgl. Summers [39]).

5. Lemma: Die Topologie von CV(X,E) (bzw. CVI(X,E)) ist

genau dann separiert, wenn es fiir jede offene
Menge UcX, U#@, ein veV gibt, dessen Restriktion auf U
nicht identisch Null ist.

Beweis: 1, Sei feCV(X,E) von O verschieden. Wir zeigen, daB
€A und veV existieren mit bv,(f)#0. Da f von O verschieden
ist, gibt es x€X mit f(x)#£0. Da f stetig auf X ist, gibt es
eine offene Umgebung U von x mit f£(y)#0 fiir alle yeU. Nach
Voraussetzung existiert dann veV, das auf U nicht identisch
0 ist, d.h., fiir gewisses yeU v(y)#0 und damit auch
v(¥)£(y)#0. Daher gilt erst recht bv,(f)#0 fir gewisses weA.

2. Ist die Topologie von CV(X,E) bzw. CVI(X,E) separiert
und U#g offen in X, so ist die Existenz von veV mit v#O auf
U zu zeigen. Seien e€E, e#0, und xeU, dann gibt es wegen
der vollsténdigen Regularitdt von X ein $€C(X,R) mit O=de1,
$(x)=1 und $(y)=0 fir alle yeX\U, g: x—»¢(x)e gehdort zu
C(X,E), g#0, aber O auBerhalb U. Ist g¢ CV(X,E) baw.
CVI(X,E), so muB fiir gewisses veV vgg€B(X,E) bzw. BI(X,E)
gelten, d.h, v#0 auf U, Wenn andererseits geCV(X,E) bzw.
CVTI'(X,E), so kann ebenfalls nicht fiir jedes veV die Glei-
chung v&0 auf U erfiillt sein; sonst wire fiir jedes v die
Punktion vgm0 auf ganz X, bv (g) bzw. byve(g)=0 fiir alle
aeA und alle veV: Dann wiare CV(X,E) bzw. CVI'(X,E) nicht
separiert.w.z.b.w.

In Zukunft werden wir nur noch solche Nachbin~PFamilien V
betrachten, fiir die CV(X,E) (bzw. CVI(X,E)) separierte
Topologie besitzt, und setzen daher (nach 6.) voraus, daB
V stets den Voraussetzungen von 5. geniigt.

Sind andererseits gewisse Nachbin-Familien V fest vorge-
geben, so bedeutet die Separiertheit von CV(X,E) eine Ein-
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schrankung an X und ist der Bedingung, daB X lokalkompakt
sein soll, recht nahe (wie 6, geigt). Ist U linearer Unter-
raum von C(X), so ist die Familie U* der nichtnegativen
Funktionen #0 aus U (sofern diese nichtleer ist; ansonsten
Ut={0}) eine Nachbin-Familie auf X; dies trifft insbesondere
auf Cg(X), CH(X) und CB*(X) zu. Es gilt:

6. Satz: Ist V Nachbin-Familie auf X mit C}(X)s Ve C*(X),

so ist CV(X,E) bzw. CVI'(X,Z) genau dann Haus-
dorffsch, wenn X einen dichten lokalkompakten topologischen
Unterraum Y enthdlt (der daher offen in X ist).
Der Beweis ist &hnlich wie im skalaren Fall bei Summers f40],
Theorem 2.1.

Das folgende Lemma zeigt den Zusammenhang zwischen CU(X,E)
und CV(X,E) (bzw. CUr'(X,E) und CVI(X,E)) fiir zwei verschie-
dene Nachbin-Familien U und V (vgl. Summers [39] , Theorem
3.1 und Cor. 3.2),

7. Lemma: Seien U, V Nachbin-Familien auf X, und es gelte
U€V, Dann ist:

(1) CV(X,E)eCU(X,E) und CVI(X,E)cCUM(X,E),

(2) die vom groBeren auf dem kleineren Raum induzierte
Topologie ist jeweils schwdcher als die kanonische

Topologie auf dem Unterraum.

Ist sogar UmsV, erhdlt man CU(X,E)=CV(X,E) und

CUr(X,E)=CVI"(X,E) (Gleichheit als topologische Vektor-

rdume). CV(X,E) bzw. CVI'X,E) ist metrisierbar, wenn E

metrisierbar ist und zu V eine abzdhlbare Nachbin-Familie

U existiert mit U=V,

Dies ist unmittelbar klar. Fir die von ihm betrachteten
Rdume hat Summers [39], Theorem 3.3 (bei skalaren Funk-
tionen) eine teilweise Umkehrung von 7. gezeigt.

Wir wenden uns nun dem Problem zu, hinreichende Bedingungen
fir die Vollstdndigkeit der Raume CV(X,E) und CVI(X,E) her-
Zuleiten, Es gilt ein analoges Vergleichskriterium wie in
[39], Theorem 3.6:

8. Satz: Sei V Nachbin-Familie auf X. Dann ist CV(X,E) bzw.
CVI'(X,E) vollstdndig, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:
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(1) E ist vollstandig,
(2) es existiert eine Nachbin-Familie U auf X mit
(a) UV, U>0, (b) CU(X,E) bzw, CUI(X,E) ist vollsténdig.

Beweis: Sei {fp; PeB} ein Cauchysystem in CV(X,E) bazw,
CVI(X,E). Nach 7.(2) ist {fF} erst recht Cauchysystem in
CU(X,E) bzw. CUT(X,E). Wegen (2)(b) gibt es also eine Funk-
tion feCU(X,E) bzw. CUT(X,E) - f ist insbesondere stetig -,
so daB fp in CU(X,E) bzw. CUT(X,E) gegen f konvergiert. Sei
nun veV beliebig; dann ist {vfg; Pe€B} nach Definition der
Topologie von CV(X,E) bzw, CVI(X,E) ein Cauchysystem in
B(X,E) bzw. BT(X,E). Wegen der Vollstdndigkeit von E kon-
vergiert vfy gleichmédBig auf X bzw. gleichmidBig bzgl. der
absolutkonvexen Hiille des Wertebereiches gegen eine Funktion
f,€B(X,E) bzw. BT(X,E). Insbesondere konvergiert fir belie-
biges xeX das System {v(x)fp(x); @feB} in E gegen fy(x). Zu
x€X existiert nach (2)(a) ein ueU mit u(x)> 0. DasB fp in
CU(X,E) bzw. CUP(X,E) gegen f konvergiert, impliziert die
Konvergenz von {u(x)f}(x); ﬂeBs in E gegen u(x)f(x), Daher
muB wegen der eindeutigen Bestimmtheit des Limes in E fiir
jedes x€X gelten f,(x)=v(x)f(x), d.h. f,=vf, Daraus erhdlt
man feCV(X,E) bzw. CVI(X,&). Bs ist nun klar, daB {f; peB}
in CV(X,E) bzw. CVI'(X,E) gegen f konvergiert.q.e.d.

Dieses Vergleichskriterium sichert die Vollstdndigkeit von
CV(X,E) bzw, CVI’(X,E) fiir vollstédndiges E, X=vollstdndig
reguldrer Raum und U€V mit U=CB*(X).

Um aber ein @hnliches Korollar wie [39], 3.7 anschlieBen zu

konnen, miissen wir zundchst eine vektorwertige Form von

Warner [46], 1., p.267 herleiten.

9. Definition: Ein Hausdorffraum X heiBt k-Raum, wenn fiir
eine Menge McX daraus, daB MnK eine abge-

schlossene Menge fiir jedes kompakte K in X ist, bereits

die Abgeschlossenheit von M in X folgt.

Jeder lokalkompakte und jeder metrische Raum ist k-Raum
(s. Kelley [22], Ch.7, Theorem 13).
Sei W={My; A>0, K kompakt in X} (xy, die charakteristische

Funktion von K, ist von oben halbstetig sogar fir jede abge-
schlossene Menge K.). Dann ist W Nachbin-Familie auf X, w> 0,

CW(X,E) stimmt als Menge mit C(X,E) iiberein; die Topologie
auf CW(X,E) bezeichnet man als Topologie ¥ der kompakten Kon-

vergensz,



-12-

10. Lemma: Sei W wie angegeben, X ein (vollstdndig regu-
larer) k-Raum und E vollstdndig. Dann ist
CW(X,E) bzw. CWI'(X,E) vollstéandig.

Beweis: Sei {fp; QEB} Cauchysystem in CW(X,E) bzw. CWI'(X,E)
und K eine kompakte Menge in X. Pir fpu=fp|, ist {fax; peB}
€in Cauchysystem in CB(K,E) bzw. CBI(K,E). Wegen der Voll-
standigkeit von E konvergiert fpk gleichmdBig auf K bzw,
gleichmédBig bzgl. der absolutkonvexen Hiille des Wertebereiches
gegen ein f€CB(K,E) bzw. CBI'(K,E). Definiere f(x) =L, (x)
fir xeK, K kompakt in X. Dann ist f eine wohldefinierte
Funktion von X in E, die auf jeder kompakten Menge K aus X
mit f, lbereinstimmt und daher auf K stetig ist. Weil
X=k~-Raum, ist f auf ganz X stetig; fe€CW(X,E) bazw. CWI(X,E),
und fg konvergiert gegen f.w.z.b.w.

Aus 8. und 10, folgert man:

11. Korollar: Ist X k-Raum, E vollstindig und V Nachbin-
Familie auf X mit WSV fiir die oben definierte
Pamilie W, so sind CV(X,E) bzw. CVP(X,E) vollstdndig.

Bemerkung: Man kann folgende allgemeinere Tatsache benutzen:
Ist X beliebiger topologischer Raum, E vollstdn-
diger topologischer Vektorraum und S ein System von Mengen
in X mit der Eigenschaft, daB jedes xe€X innerer Punkt einer
Menge aus S ist. Dann ist C(X,E) vollstdndig in der Topolo-
gie der gleichmdBigen Konvergenz auf den Mengen aus S (vgl.
Schubert {33], 1I, 4.4.Satz 3 und 4.6.Satz 3).
Wenn men dies zusammen mit dem Vergleichskriterium anwendet,
erhdlt man:
Ist X vollstédndig reguldrer Raum, E vollstdndiger topolo-
gilscher Vektorraum und V eine Nachbin-Familie auf X mit der
Eigenschaft, daB zu jedem x€X eine abgeschlossene Umgebung
U=U(x) und v=v(x,U)€V existieren, so daB das Infimum der
Restriktion von v auf U von O verschieden und jede PFunktion
aus C(X,E) auf jedem U beschrdnkt ist. Dann ist CV(X,E)

vollstandig.

Fir lokalkompakten Raum X erhdlt man den oben betrachteten
Pall aus dieser Verallgemeinerung, weil jeder Punkt in X
eine relativkompakte Umgebung besitzt. Man vergleiche in
diesem Zusammenhang auch Michael [25], Appendix D.
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Hinwels: Gilt O«<Vc C*(X), so gibt es fiir jedes x€X eine

offene Umgebung U, von x, €x>0 und veV mit
v(x)>g, auf U,. Weil V Nachbin-Familie ist, folgert man
daraus mit einem KompaktheitsschlusB W€V, d.h, CV(X,E) ist
fir X=k-Raum und vollstandiges E vollstandig.

Interessanter als CV(X,E) und CVI(X,E) sind im Hinblick auf
die Anwendungen die in der nichsten Nummer definierten Unter-
réume,

12, Definition: Flir eine Nachbin-Familie V auf X werden fol-
gende gewichtete Rdume stetiger E-wertiger

Funktionen auf X definiert:

CVo(X,E) = {feC(X,E); vie€B4(X,E) fiir alle veV},

CV,I(X,E) = {feC(X,E); vieB,I'(X,E) fir alle veV},

CV, T(X,E) = {feC(X,E); vfeB,,T(X,E) fiir alle vev}.

Dies sind Vektorridume iiber €; CV,(X,E)cCV(X,E),
CVooT(X,E)eCV,T(X,E)eCVI(X,E). Wir versehen sie mit der von
CV(X,E) bzw, CVI(X,E) induzierten Topologie; sie sind dann
topologische Vektorrdume (vgl. die Bemerkung nach 5.). Ist

E lokalkonvex, so fallen CV,(X,E), CV,I(X,E) und CV,,I’(X,E)
als topologische Vektorrdume zusammen. Setze CV,(X):=CV,(X,C).

Hinweis: Im Hinblick auf 5. sei erwdhnt, daB bei Summers
[41], 3.1 ein Beispiel eines Raumes CV,(X) ange-

geben wird, der separierte Topologie (stédrker als die der

punktweisen Konvergenz auf X) hat, ohne daB V>0 gilt,

Bemerkungen: 1. CV4,(X,E), CV,T(X,E) und CV,,T(X,E) sind
Moduln iiber CB(X).

2., Ist veV, feCVy(X,E), so ist fir beliebiges a€d die
Funktion q,vf, (q.vf)(x)=q.(v(x)f(x)) fir jedes x€X, von

oben halbstetig auf X.

3. feCV(X,E) gehort genau dann zu CV (X,E), wenn fiir jedes
V€V, jedes €A und jedes €=>0 die abgeschlossene lMenge

{xeX; q (v(x)f(x))> e} kompakt in X ist.

4. QeVvf nimmt fir veV, «eA und feCV,(X,E) auf jeder nicht-
leeren abgeschlossenen Teilmenge Y von X ein Maximum an

(vgl. Nachbin [26], 22., Prop.3).

Beweis: 2., Zu zeigen ist: Fir jedes x€X und jede Zahl
a>(quve)(x) gibt es eine Umgebung U(x) mit a> (g, vf)(y)
fiir yeU(x).
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Setze £=a-(quvf)(x)> 0. Zundchst findet man $§0 mit
2 (82(x))<%. Sei nel mit n 2v(x)+§ gewdnlt. Wegen der Halb-

stetigkeit von v und der Stetigkeit von f existieren Unge-
bungen U,(x), U, (x) mit v(y)<v(x)+$ fir yeU,(x) und

A (f(y)-f(x))e gﬁ fiir yeUt(x). Ist nun yeU(x)=U1(x)nUL(x),

50 gilt q (v(¥)f(y)) gau([v(x)+§] [(f(y)-f(X))+f(X)]) <
q‘(n[f(y)-f(x)])+q‘(v(x)f(x))+q“(8f(x))<:n§ﬁ+q“(v(x)f(x))+%

=(qeVe) (x)+E=a.

3. Dies folgt direkt aus 2.

4. Sei A= sup Qe(v(x)£(x)). Wenn A=0, so ist nichts zu be-
xeY

weisen, Andernfalls ist nach 3, die nichtleere Menge
K={xeY; q‘(v(x)f(x))atg} kompakt. Die nach 2. von oben halb-

stetige Punktion Qe Vf nimmt auf K ihr Maximum an; dies ist
auch ihr Maximum auf Y.

Man beachte: Ist f eine Funktion aus CVe(X), dann ist f fiir
jedes veV eine d-kompakte lenge S,=S,(f) zugeordnet, so daB
vf auBerhalb S, identisch verschwindet, Ist V abzéhlbar, so
verschwindet auch f (fiir V>0) auBerhalb einer’&-kompakten
Menge.

13. Lemma: Seien U, V Nachbin-Familien auf X und gelte UsV;
dann ist CVy(X,E)eCUy(X,E), CV,T(X,E)cCU,T(X,5),

CVeoT(X,E)cCU,,T(X,E).

Die Rdume sind jeweils gleich (als topologische Vektor-

rdume), wenn sogar UsV,

Dies ist analog zu 7.
14, Lemma: (1) CVo(X,E) ist in CV(X,E) abgeschlossen.

(2) CV,T(X,E) und CV4,T(X,E) sind in CVIP(X,E)
abgeschlossen.

Beweis: Sei etwa {fp; BeB} ein in CV(X,E) gegen recv(x,E)
konvergentes System aus CVy (X,E). Pir jedes vevV konvergiert
dann [vf'; PeB} in B(X,E) gegen vf. Da B,(X,E) in B(X,E)
abgeschlossen ist und {vfp}cB,(X,E), liegt auch vf in B,(X,E),
d.h. feCv,(X,E),
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15. Lemma: Sei X lokalkompakt. Dann gilt:
(1) Ce(X,E) liegt dicht in CV,(X,E),
(2) C.T(X,E) ist dicht in CVo T(X,E).

Ist VeC*(X), aber X nur vollstdndig reguldr, so gilt (1)
ebenfalls,

15. 1ldBt sich &dhnlich beweisen, wie vorn gezeigt wurde,
daB Cc(X,E) in C4(X,E) und fiir lokalkompaktes X C.I(X,E)
in C¢,I"(X,E) dicht liegt.

Wir erlidutern die Ergebnisse wieder an einem Diagramm,
Dabei sind U, V Nachbin-Familien auf X, und es gilt UsV,
Av+B bedeute: A ist linearer Teilraum von B mit stédrkerer
Topologie als der induzierten.

CU.(X,E) c CU(X,E) v(B,U)

Ce(X,E) 4B t aby. t I
At VLB CV(KE) v(E,V)
‘\0 ’

ov, I(X,E) = CV,T(X,E) « CVI(X,E) v(E,V)
¢ T(X,E) 4T I “r ] f

Gy CUL T(X,E) ;-_;s,cu.m,E) E,. CUT(X,E) v(E,U)

Als besonders wichtig erweist sich im weiteren

16. Lemma: (1) Seien veV und feCVq(X,E) beliebig. Dann ist
(vf)(X) prakompakt in E (also relativkompakt,
wenn E quasivollstdndig ist).
(2) Sei zusdtzlich X lokalkompakt und VeC*(X). Dann ist
(vf)(X) fiir beliebiges E relativkompakt in E.

Beweis: Die Behauptung ist klar, wenn X kompakt ist, 0.B.d.A.
kdnnen wir im folgenden annehmen, dal X nicht kompakt.

Zu (1): Sei U eine beliebige Nullumgebung in E und wiahle

eine kreisformige Nullumgebung T mit U+UeU. Nach Definition
von CV,(X,E) gibt es eine kompakte Menge K in X mit

(vf) (x~K)cTU. Da X nicht kompakt, gibt es x.€X~K, so daB

(vE) (XNK)e(vE) (x,)+U. Auf K ist v beschréankt; mit v(x)s M
flir alle x€K und X=¥f(K))=kreisférmige Hiille der kompakten
Menge f£(K) ist K'=MR kompakt, B=(vf)(K)eK' relativ-, also
auch prdkompakt., Es gibt dann endlich viele Punkte e; in B

n
(i=1,...,n) mit Bec ‘U"(ei+U). Somit gilt
1=

n+d

(vE) (X)e(vE) (K)u(vE) (XNK) € ) (e;+U) fiir e, =(vf)(x,).
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Dies war zu zeigen.

Zu (2): Bezeichne X o =X u{s} die Alexandroff-Kompaktifi-
zierung des lokalkompakten Raumes X und definiere g(eo )=0

und g(x)=v(x)f(x) fir xeX. Da x —»v(x)f(x) fir veC*(X) stetig
von £ in E und vf€B,(X,E), ist g eine stetige Funktion von

Xoo In E. (vE)(X)cg(Xoe), und dies ist eine kompakte Menge

in E.w.z.b.w.

Im Zusammenhang damit empfiehlt es sich, gewisse Teilriume
von CV(X,E) und CVIP(X,E) zu betrachten:

17. Definition: Unter den Voraussetzungen von 3. seien
CVP(X,2)=(feCV(X,E); (vf)(X) prikompakt in E
fir alle veV},
CVPT(X,E)={feCVI(X,E); T'((vf) (X)) prikompakt fiir alle veV},
CV I T(X,5)={feCcV, ,T(X,E); T((vf)(X)) prikompakt fir alle vevl,
versehen mit der von CV(X,E) bzw. CVI(X,E) induzierten

Topologie.
Nach 16. gilt CV,(X,E)cCVP(X,E), und fiir lokalkonvexe E ist

CV g T(X,E)=CV, (X,E) (weil dann die absolutkonvexe Hiille
einer prdkompakten Menge in E wieder prakompakt).

Man beweist mit einem dhnlichen SchluB wie bei Kelley, Na-
mioka [23], Ch.2, 8.3, daB die in 17. definierten linearen
Rdume in CV(X,E) bzw., CVI(X,E) abgeschlossen sind.
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§ 2 Beispiele

Hier geben wir eine Reihe von Beispielen an.

1. Beispiel: Sei W die vor §1, 10. definierte Nachbin-Fa-

milie w:{A«K; A>0, K kompakt in X}. Dann gilt
W>0 und CW(X,E)=(C(X,E),T) mit T=Topologie der kompakten
Konvergenz. CW(X,E) ist separiert und Ffiir vollstédndige E und
X=k-Raum vollstdndig. Man sieht leicht CW(X,E)=CW,(X,E) und
CWI'(X,E)=CWo,T'(X,E).

2. Beispiel: Weniger interessant ist die Nachbin-Familie
W={Axg; A>0, E endliche Menge in X} mit

W'> 0, BEs gilt nimlich Cw'(X,E)=(C(X,E),p) mit der sepa-

rierten Topologie p der punktweisen Konvergenz; der Raum

ist selbst fiir vollstédndige E und kompakte X i.a. nicht

vollstdndig. Man erhilt CW'(X,E):CW'T‘(X,E):CWL,T’(X,E) als

topologische Vektorrdume, auch wenn E nicht lokalkonvex ist.

3. Beispiel: Sei V={Av; A>0} mit einer stetigen Gewichts—

funktion v, fiir die v(x)>0 fir alle x€X. Dann
ist CV(X,E) ein (separierter) topologischer Vektorraum, den
man auch mit Cv(X,E) bezeichnet (vgl. Nachbin [26], 22.,
Remark 2). Da auf jeder kompakten Menge Ke€X die Funktion v
ein Minimum groBer als O annimmt, sind die Voraussetzungen
von §1, 11, fiir X=k-Raum und vollstandiges E erfiillt, also
Cv(X,E) und Cv,(X,E) (=CV4(X,&)) vollstandig; ist B normiert,
so ist Cv(X,E) ein normierter Raum.

Spezialfdlle: 1. X=$, eine offene Teilmenge des ¢* (n=1),
und v(x)=(1+4x)* (ke® fest, J|. || die ka-

n

nonische Norm des €*: ||x|= X%qul).
1=

2. X=¢ und v(x)=exp |x|.

4. Beispiel: Sei X=¢™ (n»1), E lokalkonvex und
V:{x__,k(wllxll)"; A>0, k=O,1,...}. Dann zeigt

man CV(X,E)=CV,(X,E); der Raum ist separiert und vollstédndig

(sofern E vollstandig ist).

Fiir jeden linearen Unterraum U von C(X) stellt die Menge U*
(vgl. §1, 6.) eine Nachbin-Familie auf X dar. Spezialfdlle

hiervon sind:
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5. Beispiel: Sei U=K(X) der lineare Raum der auf X konstan-
ten Funktionen., Dann ist V=U*:>O, und man er-

halt sofort CV(X,E)=CB(X,E) (Topologie & der gleichmidBigen

Konvergenz auf X). Analog ergeben sich CVI(X,E)=CBI'(X,E),

CVa (X,E)=Co(X,E), CVeT(X,E)=C,T(X,E) und CVooT(X,E)=CooT(X,E).

Die Rdume sind alle separiert und fir vollstdndiges E voll-

stdndig.

6. Beispiel: Sei V=CJ(X); es 148t sich §1, 6. anwenden. Als

Mengen stimmen CV(X,E) und CV,(X,E) mit C(X,E)
Uberein. In Summers [39], Ex. 3.4 ist gezeigt, daB X genau
dann lokalkompakt ist, wenn VW (W wie in 1.), d.h. nach
81, 13. in diesem Fall CV(X,E)=CV4(X,E)=(C(X,E),T).

Eines der wichtigsten Beispiele ist das folgende:

7. Beispiel: Sei X lokalkompakt und E lokalkonvex, sei

V=C3(X)> 0., CVo(X,E) stimmt als Henge mit
CB(X,E) iiberein (vgl. Buck [8], 2. Lemma 4). Das System
{bv;; veCt(X), «€ A} von Halbnormen erzeugt auf CB(X,E) die
strikte Topologie B, CVo(X,E)=(CB(X,E),B). §1, 14. liefert
die Vollstdndigkeit von CVo(X,E) fiir vollstdndiges E; nach
§1, 15, ist Cc(X,E) dicht in CV4(X,&) (vgl. die Teile (ii)
und (vi) von 3. Theorem 1 in [8]). Summers [40], 5.3 fr.
zeigt, daB die Menge ¥ aller nichtnegativen von oben halb-
Stetigen Funktionen #0 auf dem lokalkompakten Raum X, die
im Unendlichen verschwinden, eine Nachbin-Familie auf X ist
mit vaac:(X); daraus ergeben sich Folgerungen fiir die

strikte Topologie.

Bemerkung: Wegen der groBen Bedeutung von 7. sei noch ange-
figt, daBd sich Bucks Lemma auf lokal p,-konvexe

Rdume £ ausdehnen 148t (In einem solchen Raum existiert fir

jedes «€A ein O<p, €1 mit q.(k8)=|MP‘ q.(e) fiir alle e€xr,

AeC.). Auch fiir solche E ist also CVo(X,E) als Menge gleich

CB(X,E),

8. Beispiel: sei V'=CB*(X)> 0., Dann ist CV'(X,E)=CB(X,E)

und VxV' flir die in 5, mit V bezeichnete

Nachbin-Pamilie.

Ein weiterer interessanter Fall, mit dem wir uns eingehender
beschaftigen wollen, ist V=C*(X) fir lokalkompaktes X.
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9. Lemma: (1) Es gilt Ce (X,E)cCV4(X,E)eCo(X,2); die Topo-
logie von CV4(X,E) ist feiner als die der
gleichmdBigen Konvergenz auf X.
(2) Ist zusdtzlich (E,{ pe; «€A}) lokalkonvex, so ist die
(stets separierte) Topologie i des induktiven Limes auf
Ce(X,E) (vgl. Bourbaki [6), III, $1, p.40/41) feiner als die
von CV4(X,E) induzierte.

Der Beweis von (2) verlduft analog zu Summers [40], 3.2.

Nun ist i.a. selbst CVa(X)#(Cc(X),i), denn die Vollstdndig-
keit von CVy(X) ist immer gesichert, wihrend Bourbaki (6],
III, §1, Ex.2 ein Beispiel eines lokalkompakten (nicht para-
kompakten) Raumes X angibt, so daB (C¢(X),i) nicht einmal
quasivollsténdig ist. Andererseits erwdhnt Schwartsz [35],
p.99, daB fir X=R": CV4(X)=(C¢(X),1i). Unser Ziel ist es inm
folgenden, fiir gewisse stédrkere Voraussetzungen an X und &
die topologische Isomorphie CVg(X,E)=(C¢(X,E),i) herzuleiten
(ohne 8roBtmogliche Allgemeinheit anzustreben). Es darf dazu
angenommen werden, daB X nicht kompakt ist.

10. Lemma: Sei X lokalkompakt und im Unendlichen abzdhlbar,
(E, #.}) normierter Raum. Eine Funktion feC(X,E)

gehdrt genau dann zu Cg(X,E), wenn flir jedes veV=C*(X) gilt

vi€B,(X,E); d.h. als Menge ist CV_ (X,E)=C.(X,E).

Beweis: Es ist klar, daB fir feC.(X,E) und veC*(X) gilt
vieB,(X,E), Die Umkehrung ist zu zeigen, und nach 9. wissen
wir bereits feC,(X,E),

Da X im Unendlichen abzdhlbar ist, gibt es eine Folge offener
relativkompakter Mengen U, in X mit U,cU,,, (n=1,2,...) und

(-}
X= 1 U, (vgl. Schubert [33], I, 7.7, Satz 2). Nehmen wir an,

ns4
fir feCV,(X,E) sei Tr f nicht kompakt. Fir n=1,2,... gibt
es dann x,eX~U, mit £(x,)#0, A :=lf(x,)ll=0; es gilt

lim A,=0. 0.B.d.A. (bis auf Umnumerierung) sei x,€U,,,~U, .
el X

- 1
Nun existiert eine Funktion ¢,€C.(X,R) mit O<,, ?n(xn)zﬁ
n

und Tr f,CU—m‘Uu sei vn:=2 ¥+ In der Topologie der kom-
k=4

pakten Konvergenz von C(X) konvergiert die Folge {vn} gegen
eine Funktion veC*(X). Pir v gilt v(x,)=¢,(x,), also
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nv(x,l)ﬂx,)u:v,,(x,,)lf(x,)u=%--m (n—s00), und

n

Vi¢B(X,E)2B,(X,E) im Widerspruch zur Voraussetzung.w.z.b.w.

11. Lemma: Seien die Voraussetzungen wie in 10. und bezeichne
{Un; n=1,2,...} die dort angegebene Folge von

Mengen, Ug:=f. Definiere fiir ¢ ={€,; n=0,1,2,...} (e,>0

monoton fallend) Vé::{fecc(X,E); sup If(x)l =¢, (n;0,1,...)}.
xeX~U,

Durchlauft € alle Folgen dieser Art, so bilden die Mengen Ve
eine Nullumgebungsbasis in (C¢(X,E),i) - hier i= Topologie
des strikten induktiven Limes, s, Bourbaki [6], III, §1, 1.,
po 4’3 e

Zum Beweis (vgl. Schwartz [35], «y Prop.2, p.95): Sei V eine
belieblge Nullumgebungsb331smenge in i; wenn
:= {feC(X,E); Tr fecT,,, sup I£(x)|l € n,} unda n,>0
xeX

geeignet gewdhlt wird (n=0,1,...), so 14Bt sich darstellen

>
v=I"( U V,,) (auch die Umkehrung gilt). Ohne Einschrénkung
x=0

kann {qm} monoton fallend vorausgesetzt werden.

Somit ist jedes Ve eine Nullumgebung in i, da l:LV'"CV
n

fir 3 =€, und Vg absolutkonvex.

ned

Sei umgekehrt V—T(LJ V ) eine Nullumgebungsbasismenge in
nsd

(Ce(X,E),1). U,,~T, (n=0,1,...) bilden eine (lokalendliche)
offene Uberdeckung von X; da X parakompakt ist, gibt es eine
dieser Uberdeckung untergeordnete Zerlegung der Eins (vgl.
Schubert [33], I.8.6, Satz 4 und 8.7, Satz 3): ¢ eC.(X,R)
“ —
mit ¢, #0, O€ ¢ <1, 2oy, (x)=1 auf X, Tre, c U,,,5U, (n=0,1,...).
L} To)
o
.s . 1 ned B . . .
Fir feC,(X,E) gilt f= E 57‘7‘(2 ¢.f) - die Summe ist in
Wirklichkeit endlich -, so daB wegen der absoluten Konvexi-
tdt von V f zu V gehort, wenn nur jede Funktion 2%y, feV ist.
Gilt aber feVgp, &= {tn; n=0,1,...}, so ist Tr(2™'¢ f)cU,,~T,cT,.,
und sup f[2™"(¢, ) (x)l|= =2™! sup p, () E(x)l € 2™ £ sup ¢,(x)=k,€,
xe&X xeX\U, xeX

(n=0,1,...) mit k=2 ! sup P.(X)> 0. Wdhlt man die Folge ¢,
xeX

(monoton fallend) so, daB k,t, €v, fiir jedes n, so folgt
chVlWchblw.
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12, Satz: Sei X lokalkompakt und im Unendlichen abzdhlbar,

E normierter Raum. Dann gilt fir V=C*(X):
CVo(X,E)=(C¢(X,E),1); insbesondere ist CVe(X)=(C (X),1).

Beweis: Nach 9. und 10. bleibt nur zu zeigen, daB die Topo-
logie von CVq(X,E)=C.(X,E) (als linearer Raum) stdrker als
1 ist. Dazu sei V eine beliebige Nullumgebungsbasismenge

in i; nach 11, V=Vg mit einer geeigneten (monoton fallenden)
Folge €= {En, n=0,1,...} . Wir konstruieren eine Nullumgebung
V' in CV4(X,E) mit V'cVe.

Sei ¢,€C (X,R) eine Funktion mit O s<w,, *e,,(x)~—— auf U,,,~U,,

Tr ¢, ¢ Un, U et (0=0,1,..05 U_, :=@). Setze Vi gw Es

gilt Tr v,cUpp , v, 20, vn(x)a-z— auf U, U, (k=0,1,...,n).
k
In der Topologie der kompakten Konvergenz konvergiert {v,}

gegen eine Funktion veC*(X) mit v(x)a;g: auf X~U, (n=0,1,...).

Betrachte die Nullumgebung V' in CV4 (X,E):
V'={feC,(X,E); sup v(x)|£(x)l = 1}. Gilt feV', so gehort £ zu

xeX
Ve» weil &~ sup Hf(x) & sup v(x)If(x)l € sup v(x)f£(x)l 1,
e' xeX~U, xeX~\U, xeX
also auch sup |f(x)§ =¢, (n=0,1,2,...).q.e.4d.
XEX\U

T

13, Satz: Sei X lokalkowmpakt und parakompakt, E normiert.
Dann gilt fir V=C*(X) noch CV,(X,E)=C.(X,E) als
linearer Raun.

Beweis: Ein lokalkompaktes parakompaktes X ist topologische
Summe von lokalkompakten €-kompakten Rdumen Xa (Vgl Dugundji

[13], XI, 7.3), d.h. X=U X, mit X, paarweise disjunkt, X,
«eR

offen in X (die Topologie von X4 ist die von X induzierte
fir jedes a€i). Ist feCV4(X,E), so zeigen wir feC.(X,E),

Da f, .-flhec (Ve ) (XayB) mit Ve=C*(X,), folgt aus 10,

Ta€Cc(Xg,E); Kg:=Tr f, ist kompakt in X4 (also auch in X).
Nehmen wir an, es gidbe unendlich viele verschiedene «€A mit
Ke#0, und sei etwa {o;; i=1,2,...} eine Folge von paarweise
verschiedenen «; mit x;€Kg, , Ap =l f(x; 1 > 0. Wegen der paar-
. . X ) N1
weisen Disjunktheit der X«; gibt es ein veC*(X) mit v(xl)-aT
3

(1=1,2,...); da jede kompakte Menge K in X nur mit endlich
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vielen X, nichtleeren Durchschnitt hat, existiert zu jedem
solchen K ein Punkt xeXNK mit |lv(x)f(x)ll =v(x)£(x)||=1. Das
besagt vigBe(X,E) im Widerspruch zu feCVge(X,2), Also kann
nur fiir endlich viele o = o (j=1,...,n; nel) K"‘i #0 gelten,
L}
Ir f= L)K‘j ist kompakt in X.q.e.d.
Jx"
Hinweis: Bzgl. der Voraussetzung der Normiertheit vorn &
vergleiche den Hinweis am SchluB von § 6.

Bemerkungen: Durch Zusammenfassen der zuletzt angegebenen

Beispiele erhdlt man folgendes Schema fir
Nachbin-Familien V=UY mit U=linearer Unterraum von C(X)
und zugehdrige CVqe(X), wenn X lokalkompakt ist (und im
letzten Fall X=parakompakt vorausgesetzt wird):

U I Ce(X) € Col(X) € CB(X) € C(X)

CVq (X) I C(X) > CB(X) D Co(X) D Ce(X)

Ist X lokalkompakt und nicht kompakt, dann gibt es keinen
linearen Unterraum U von C(X), so daB mit V=U*: CVy (X)=U
(als linearer Raum). Es miiBte nimlich sonst ein veUt exis-
tieren mit ve#CY(X), aber v'=vveC}(X), was zunm Widerspruch
fihrt. Dagegen gilt fir U=CB(X) und V=U*: CV(X)=U.

Hinweis: Fiir X=R" betrachtet L. Schwartz in [35] gewichtete
Raume m-fach differenzierbarer Funktionen auf X
(Osmsoo). Es ist interessant, flir m=0 seine Riume H™ und
ihre vektorwertigen Analoga H™(E) bzw. H™(E) (E=lokalkon-
vexer Raum) mit den hier eingefiihrten zu vergleichen:
Schwartz 148t nur stetige Gewichtsfunktionen zu, und seine
welteren Bedingungen sind nicht von jedem unserer Beispiele
erfiillt, Bei der Definition der Raume CV(X,E) und CV,(X,:)
werden dagegen Nachbin-Familien aus unstetigen (nur ober-
halb stetigen) Funktionen zugelassen. DaB dies eine echte
Verallgemeinerung darstellt, wird fiir E=C von Summers [40],
3.4 gezeigt: Dort ist ein Beispiel eines lokalkompakten X
und eines Raumes CVo(X) mit V& C¥(X) angegeben, so daB V zu
keiner Nachbin-Familie U aus stetigen Funktionen dquivalent
ist, d.h., daB die Topologie von CVe(X) nicht durch ein
System stetiger Gewichtsfunktionen erzeugt werden kann,
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Beispiele von Teilrdumen gewichteter Riume stetiger Funk-
tionen sind:

14. Beispiel: Fiir X=Gebiet in €, E quasivollstandiger lokal-
konvexer Raum sei H(X,E) der lineare Raum der

auf X holomorphen Funktionen mit Werten in E (im Sinne von

A. Grothendieck [19]). HV(X,E) (bzw. HV,(X,E)) bezeichne

den Teilraum derjenigen auf X holomorphen E-wertigen Funk-

tionen, die zu CV(X,E) (bzw. CV4(X,E)) gehdren. Dieser

Raum kann trivial werden, d.h. nur aus konstanten Funktionen

oder der Null bestehen.

Fir spezielle Nachbin-Familien V ist HV(X,E)=(H™ (X,E),d)=
Raum der auf X holomorphen und beschrankten E-wertigen
Funktionen mit der Topologie  der gleichmidBigen Konvergenz
auf X, HVo(X,E)=(H* (X,E),p), HV(X,E)=HV,(X,E)=(H(X,E),T).
Diese drei Réume sind jeweils in CV(X,E) bzw. CVe(X,E) ab-
geschlossen, wie sich aus [19], §4, 1. folgern 148t.

15, Beispiel: Sei X=C" (nz21). Im Falle E=€ hat B.A. Taylor
[42] fiir eine spezielle Klasse von Nachbin-
Familien K Unterrdume von CK,(X,E)=CK,(€™) aus ganzen Punk-
tionen betrachtet. Er nennt diese Rdume E(K); sie sind voll=-
standig und enthalten alle Polynome (unter gewissen Bedin-
gungen an K auch die Exponentialfunktionen). In [42] wird
der duale Raum von E(K) charakterisiert, und es werden hin-
reichende Bedingungen dafiir hergeleitet, daB E(X) tonneliert
und bornologisch ist, In § 6 der Arbeit sind viele Beispiele
angegeben; es ist leicht, analoge Rdume vektorwertiger

ganzer Punktionen einzufiihren.

Nach dieser Aufzahlung von Beispielen wenden wir uns damit
im Zusammenhang stehenden Folgerungen und Fragen zu. Zu-
nachst werden zwei Sdtze von Buck Uber die strikte Topologie
verallgemeinert.

16, Lemma: Sei V Nachbin-Familie auf dem lokalkompakten Raum
X und gelte V1:=C:(X)s\f$CB*(X)==Vg; sei &

lokalkonvexer Raum. Dann sind in CVe (X,E) die beschridnkten

Mengen genau die in der Topologie é der gleichmdBigen Kon-

vergenz auf X beschridnkten Teilmengen von CV4(X,E).

Beweis: Nach §1, 7. und den Beispielen 7. und 8. ist jede
é-beschrinkte Menge erst recht in CV4(X,E) beschrankt und
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jede in CV,(X,E) beschrdnkte Menge B-beschrankt. Die
Behauptung folgt somit aus Theorem 1 (iii) von Buck [8].

Die Bedingung CY(X)«V in 16. kann nicht durch CH(x)=vV
ersetzt werden, da die Aussage des Lemmas fir V=C}(X) falsch
wird: Es gibt in der Topologie der kompakten Konvergenz be-
schrankte lengen von stetigen Punktionen auf einem lokal-
kompakten Raum X, die nicht in der Topologie der gleich-
médBigen Konvergenz auf X beschriankt sind.

17. Lemma: Seien X und E wie in 16., fir V gelte aber dieses

Mal WsVsC}(4). Dann fdllt auf 4-beschrinkten
Mengen in CV4(X,E) die Topologie mit der Topologie T der
kompakten Konvergenz zusammen.

Beweis: Es gilt CB(X,E)cCVy(X,E)eC(X,E), und auf é-beschrink-
ten Mengen aus CV,(X,E) ist die Topologie von CVe(X,E) star-
ker als T und schwicher als B. Da T und P nach [8], Theorem
1.(iv) auf jeder é-beschrinkten Menge in CB(X,E) zusammen-
fallen, folgt die Behauptung.

In 17. kann die Bedingung V<C}(X) nicht durch Vg CB*(X) er-
setzt werden, da die Aussage des Lemmas fiir V=CB*(X) i.a.
falsch wird: Dorroh [12] bewies sogar, daB auf CB(X) p=p',
der stdrksten lokalkonvexen Topologie, die mit T auf allen
gleichmdBig beschridnkten liengen iibereinstimmt,

Fir V=C}(X) hat also der Raum CVo (X)=(CB(X),p) die dem
Schwartzschen Axiom H,) (vgl. [35], p.98) entsprechende
Eigenschaft: Auf jeder beschriankten ienge in CV, (X) fdllt
die Topologie mit der von (C(X),r) induzierten zusammen. Da-
gegen erfiillen viele der hier behandelten Riume CV(X), CVg(X)
nicht H,), z.B. fiir V=CB*(X). Dorrohs Theorem beweist, daB
jedes CV(X) mit C!(X) Vg CB*(X), dessen Topologie echt stidr-
ker als p ist, Hy) verletzt (Der zugehdrige Raum CVy(X) muB
wegen Summers [40], 5.4 dann echt in CB(X) enthalten sein;
Beispiele sind leicht zu konstruieren.).
Wir geben als ndchstes eine hinreichende Bedingung fir die
Gleichheit der beiden Rdume CV(X,E) und CV,(X,E) an (vgl.
dazu das Lemma bei Nakamura [28]):
18, Lemma: Sei (E, {q‘; dEA}) topologischer Vektorraum, X
vollstdndig reguldarer Raum und genlige die Nachbin-

Familie V auf X der Bedingung:
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(#) Pir jedes veV gibt es v'eV, derart daB gilt: Zu jedem
€>0 findet man eine kompakte Menge K in X mit der

Eigenschaft, daB fiir alle xe€X~K: v(x)<§v'(x).

Dann ist CV(X,E)=CV,(X,E).

Beweis: Seien feCV(X,E) und veV beliebig vorgegeben; es ist
zu zeigen, daB vf im Unendlichen verschwindet, d.h, sind
«€A und €>0 beliebig, so miissen wir eine kompakte Menge K
in X finden mit q ((vf)(x))=€ fir alle x€X\K.

Wahle nach (#) zu v ein v'eV. Wegen feCV(X,E) ist (v'f)(X)
beschrénkt in E, d.h. es gibt A>0 nit

AU(v'E)(X))eUy e = {e€E; qule) e} (E=kreisformige Hille).
Nach (#) existiert dann zu £=A>0 ein kompaktes K in X mit
v(x)<Ev'(x) fir xeXsk, also (VvE)(XNK)eM((v'f) (X))l ¢ -
W.z2,b.w,

Die Bedingung (w) hingt nur von X und V, nicht aber von E
ab. Fir beliebiges X gilt bei der Nachbin-PFamilie V=C¥(X)
stets CV(X,E)=CVq(X,E); ist némlich veCy(X) beliebig, so
kann mit v'eCH(X), definiert durch v'(x)::[v(xﬂ‘a, eine
Funktion gefunden werden, die der Bedingung (%) geniigt. Ins-
besondere ist fiir lokalkompaktes X und lokalkonvexes E:
CV(X,E)=CB(X,E) (als linearer Raum). Dagegen sind, wenn X
nicht kompakt ist, fir V=CB*(X) CV(X)=CB(X) und CV,(X)=C,(X)
stets verschieden.

Sind die Gewichtsfunktionen iiberall von Null verschieden,

so ist (&) dquivalent zu:

(#%) Zu jedem veV gibt es v'eV, derart daB die Funktion %‘r
im Unendlichen verschwindet.

(e %) ist z.B. im Falle 4. gegeben.,

Wir gehen noch kurz auf V=C*(X) ein: Fir X=C" sieht man
wegen (#) CV(X,E)=CV,(X,E) (E beliebig). Andererseits gilt
sicher nicht CV4(X)=CV(X) fir jeden vollstdndig reguldren
Raum X, da es vollstdndig reguldre, pseudokompakte (vgl.
Dugundji [13], Ch.XI, 3.7), nicht kompakte X gibt; in einem
Raum dieser Art ist C*+(X)=CB¥(X), aber CV(X)=CB(X) verschie-
den von Cq(X)=CVgq(X). Jeder lokalkompakte, abza&hlbar kom-
pakte, aber nicht kompakte Raum X liefert ein Belspiel, s.

Ex.1 von [13], XI, 3.
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19, Koroliar; S3ei X vollstandig reguldr, V=C+(X) und ¥
topologischer Vektorraum.

(1) Existiert feC*(X) mit 1lim f(x) = @ (d.h. fir jedes
X —» 00

Nell gibt es eine kompakte Menge Ky in X mit f(x)2N
fiir alle X€XNK, ), so gilt CV(X,32)=CV,(X,5).
(2) (1) ist insbesondere erfiillt, wenn X lokalkoampakt und

im Unendlichen abzihlbar ist, Fiir normiertes E erhalt
man dann CV(X,E)=C.(X,E).

Beweis: (2) folgt aus (1), weil im Beweis von 12. eine
Furktion feC*(X) mit der in (1) geforderten Eigenschaft
konstruiert wurde.

Zu (1): Existiert cin solches feC*(X), so wihle man zu
veV=C*(X) die Funktion v'eV: v'(x)=v(x)f(x); damit ist (%)
in 18. erfiillt. w.z.b.w.

Die Bedingung unter 19.(1) besagt fur einen lokalkompakten
Raum X, daB es eine positive stetige Funktion f auf X gibt,
die auf die Alexandroff—Kompaktifizierung Xo=X viwl durch
f(o)=c0 stetig fortgesetzt werden kann. Dies ist nach
Schubert [33]; 1.7.8, Satz 1 &dquivalent dazu, daB f eine
elgentliche Abbildung ist, d.h. jede kompakte Menge in R,
hat ein kompaktes Urbild bzgl. f. Daraus folgt sofort,

daf X im Unendlichen abzdhlbar ist.
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§ 3 Deltafunktionale und €-Produkt

Zundchst leiten wir hinreichende Bedingungen dafiir ab, daB
Jede prakompakte Menge stetiger Funktionen in einer gewich-
teten Topologie gleichstetig ist,

1. Lemma: (1) Sei X vollstdndig regulédrer (Hausdorff-) Raum,
E (separierter) topologischer Vektorraum und
V eine Nachbin-Familie auf X mit der Eigenschaft, daB zu
Jedem x€X eine Umgebung U=U(x) und dazu v=v(x,U)eV exis-
tieren, so daB das Infimum der Restriktion von v auf U von
Null verschieden ist. Dann ist jede in CV(X,E) bzw. CV,(X,E)
préakompakte Menge K von Funktionen gleichstetig.
(2) Sei X lokalkompakter Raum, E wie oben und V eine Nach-
bin-Familie auf X mit W&V. Dann ist jede in CV(X,E)
bzw. CV,(X,E) pridkompakte Menge gleichstetig.

Bemerkung: Lemma 1. gilt analog fiir CVI(X,E), CV,I"(X,E) und
CVeoT(X,E) anstelle von CV(X,E) und CV,(X,E).

Beweis: (1) Es gilt CV,(X,E)eCV(X,E)cC(X,E), und die Topo-
logie von CV(X,E) ist starker als die Topologie T' der
gleichmdBigen Konvergenz auf dem System'uu=[U(x); XEX}, das
eine Uberdeckung von X darstellt. Jede in CV(X,E) prdkom-
pakte Menge K ist daher erst recht in (C(X,£), ') prakom-
pakt. Nach dem Satz von Ascoli (s. Bourbaki [5], Ch.X, §2,
5., Theorem 2) sind die Restriktionen der Funktionen aus K
auf jeder Menge aus W gleichstetig, d.h, die Funktionen aus
K sind gleichstetig in jedem Punkt xe€X.

(2) Hier sind die Voraussetzungen von Teil (1) erfillt, weil
jeder Punkt xeX eine relativkompakte Umgebung U besitzt und
die charakteristische Funktion X der AbschlieBung U zu
gehort, w€V, w.,z.b.w.

Sei V eine Nachbin-Familie auf dem vollstéandig reguldren
Raum X (und sei ausnahmsweise in 2.(1) die Separiertheit
von CV(X) nicht vorausgesetzt)., PFir xeX definiere das Del-
tafunktional 8, durch §&(f)=f(x) fir alle feCV(X); & ist
lineare Abbildung von CV(X) in €. Y sei linearer Unterraum
von CV(X) mit der induzierten Topologie (z.B. Y=CV,(X)).

2. Lemma: (1) Wenn V>0, so ist jedes S‘ Element von CV'(X),

d.h., stetig.



-28-

Ist umgekehrt {8,; xEX}cCV'(X), dann ist die Topologie von
CV(X) separiert. Gilt &, €CV'(X) baw. CV!(X) fir x,eX und
gibt es feCV(X) bzw. CVg(X) mit f(x,)#0, so existiert ein
VEV, dessen Restriktion auf jede offene Umgebung von xg, von
Null verschieden ist,
(2) Ist V>0, so ist die Abbildung I: x—+8  stetig von X
in Y} = Y'[é(Y',Y)]. I ist eineindeutig, wenn Y die
Punkte trennt (d.h. fiir Xy, X,€X, x,#x,, gibt es yeY mit
¥(xg) Ay (x,)).
(3) I ist fir V>0 stetig von X in Y (=Y', versehen mit der
Topologie A(Y',Y) der prdakompakten Konvergenz, vgl. [2])
genau dann, wenn jede pridkompakte Menge in YCCV(X) gleich-
stetig ist.
(4) CV(X,E) (bzw, CVI(X,E)) hat fir V>0 separierte schwache
Topologie, wenn E separierte schwache Topologie besitzt.
Die Umkehrung gilt fir CV(X,Z) bzw. CVo(X,E), wenn CV(X)
bzw, CVa(X) eine nicht identisch verschwindende Funktion
enthalt.

Bemerkung: Ist V>0 und hat E separierte schwache Topologie,
S0 besitzen nach 2.(4) erst recht CVo(X,E),
CVeI(X,E) und CV,oT(X,E) separierte schwache Topologie,

Beweis von 2.: Fiir (1) bis (3) sei jeweils x,€X ein belie-
biger Punkt.

(1) Der erste Teil der Aussage ist klar; allgemeiner gilt:
Gibt es zu x,€X ein veV mit v(x,) >0, so gehsrt &, zu CV'(X).
Zum zweiten Teil: PFiir { &; xeX}cCV'(X) hat CV(X) bereits
separierte schwache Topologie. Ist fiir x, eX &“eCV'(X) bzw.
CVe(X), so gibt es C>0, veV mit

|f(x°)|=18,°(f)|:s ¢ sup |v(x)f(x)| fiur alle feCV(X) bzw.
x€X

CVg(X). Existiert reCV(X) bzw. CV,(X) mit f(x,)#o, dann gibt
es wegen der vollstdndigen Regularitdat von X (Konstruktion
einer geeigneten Abschneidefunktion) zu einer beliebigen
offenen Umgebung U von X, fy€CV(X) bzw. CVo(X) nit
fu(x°)=?(x°)#o und fy(x)=0 auBerhalb U. Da ?urﬁgedes fy

Sup |V(x)fu(x)|>-0 sein muB, kann die Restriktion von v auf
€

keine offene Umgebung U von X, identisch Null sein.
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(2) Eine Umgebung von 8,. in I(X)cY} hat die Form
Uty oo fas e ()= {€T(X); 155 (x)-£;(x,)| <€, i=1,...,n}

fur gewisse f;€YeCV(X)eC(X) (i=1,...,n) und €>0. Aus der
Stetigkeit der fi auf X folgt die Stetigkeit von I in Y;.
(3) Sei in Y jede prakompakte Menge gleichstetig. Fir £>0
und prakompaktes K in Y gibt es dann eine Umgebung
U=U(x,,€,K) von Xo in X mit Iy(x)-y(xo)ls-e fiir alle xeU

und alle yeK., Damit existiert zu Jedem prakompakten K in Y
und jedem €>0 eine Umgebung U von X, in X, deren Bild unter
I in &, +eK® (K°=absolute Polare von K) liegt, d.h. als Ab-
bildung in Y; ist I stetig im Punkt xeX.

Die Umkehrung folgt genauso einfach.

(4) Betrachte das im folgenden erlduterte Diagramm:

CV(X,E) - I o7 »C

E — CV(X,B) —5—¢

1. Nach Definition der Topologie auf CV(X,E) bzw. CVI(X,E)
und wegen V>0 ist flir festes x€X f —f(x) eine stetige
lineare Abbildung von CV(X,E) bzw. CVI(X,E) in E, Daher ist
fir beliebiges xeX und e'€E' die Abbildung

z(x,e'): £f—e'(f(x)) Element von (CV(X,E))' bazw.
(CVI(X,E))'. Ist f eCV(X,E) bzw. CVI(X,E), f,#0, so gibt es
X,€X mit f,(x,)#0. Besitzt E separicrte schwache Topologie,
existiert el€E' mit el(f,(x,))#0.

Zo=2(Xg,e}): £ —ee!(f(x,)) ist Element von (CV(X,E)) "' bzw.
(CVI(X,E)) " und z,(f,)#0; CV(X,E) bzw. CVI'(X,E) haben sepa-
rierte schwache Topologie.

2. Besitze umgekehrt CV(X,E) bzw. CVo(X,E) separierte
schwache Topologie und sei e,eE, €,#0, beliebig. Nach Vor-
aussetzung enthidlt CV(X) bzw. CVe (X) eine nicht identisch
verschwindende Funktion f, und jede Funktion fe: x—sf(x)e
(eek) gehort zu CV(X,E) bzw. CVo(X,E), fe #0. Wegen der
Separiertheit der schwachen Topologie existiert 1e(CV(X,E))’
baw., (CV,(X,E))' mit 1(fe,)#0. Definiere e' dur?h e'(e)=1(f,)
fiir beliebiges e€E, Nach Definition der Topologlf V:?k' )
CV(X,E) ist die lineare Abbildung e —f, Vf? £ %? iJEX,n)
bzw, CV,(X,E) stetig; somit ist e'ek’ ?it e‘\“o)ff e fun-
den: E hat separierte schwache Topologie. W.z...w.

i
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Hinweise: (1) Natlirlich ist jedes 8‘ Element von CV!(X),
falls nur die Topologie von CVo(X) starker
als die der punktweisen Konvergenz auf X ist. Das im Hin-
wels nach §1, 12, zitierte Beispiel von Summers zeigt also
auch, daB aus {8 ; xex}cCVi(X) i.a. nicht V=0 folgt. Aur
die damit verbundene mogliche Abschwichung der Voraus-
setzungen soll aber im weiteren nicht eingegangen werden.

(2) Der Beweis zeigt, daB 2.(3) auch in der folgenden
lokalisierten Form giiltig ist:

Seli V>0, Dann ist die Abbildung I von X in 1! genau dann

im Punkte X,€X stetig, wenn jede prikompakte Menge in YeCV(X)

im Punkte x, gleichstetig ist.

3. Satz: (1) Betrachte folgende Voraussetzungen:

(a) Sei X vollstédndig reguldr, V>0 Nachbin-
Familie auf X mit VeB*(X) und Y=CV(X).
(b) Sei X lokalkompakt, V>0 beliebige Nachbin-Familie auf
X und gelte C¢ (X)eYeCV(X),
Dann ist unter jeder der beiden Voraussetzungen (a) oder (b)
die Umkehrabbildung I~': 8,—ex der in 2.(2) definierten
Abbildung I stetig von Y} in X, also I Homdomorphismus in Yo

(2) (1) gilt insbesondere fiir Y=CVo(X) bei V=0 und lokal-
kompaktem X. Plir weV ist I dann auch HomSomorphismus
in Y/,
Beweis: (1) Ist V=0 und trennt Y die Punkte (dies gilt fiir
Y=CV(X) bei VeB¥*(X) und fiir ¥YaCc(X) bei lokalkompaktem X),
S0 ist I nach 2.(2) stetig von X in Yy und eineindeutigy,
d.h, I* existiert als Abbildung von I(X)cY' in X. Sei
X.€X beliebig und U:U(xo) eine feste offene Umgebungizo§ Xe
(von der wir im Falle, daB X lokalkompakt, annehmen: U kom-
pakt). Dann ist eine Umgebung V von 8y, in I(X) (bzgl. der
Restriktion der Topologie von Y}) zu finden, so daB
I (V)eU; aus §,€V soll also xeU folgen. Wegen der voll-
stdndigen Regularitdt von X gibt es eine Funktlon“fec(x)
mit f(x,)=1, O=f(x)s 1 fir alle xeX und”f(x)zO fir xg)F\U
(Fiir lokalkompaktes X hat f kompakten Trag?rj)t In beiden
Fallen (a) und (b) gehort f zu Y. Nach Definition d?r Frnk-
tion folgt aus §,€V={d; x'€X, Hur (£)- 8, (D) =11 (x 1)1”1 <1}
(V ist Umgebung von §,, in I(x)e¥}): £(x)#0, d.h. xeU,
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I-1(V)cU.
(2) Dies ergibt sich aus 1,(2) und 2.(3). g.e.d.

Wegen 3.(2) fallen filr lokalkompaktes X und weV auf I(X)
die Topologien von (CVq(X))} und (CV4(X))! zusammen. Wenn
V die Funktion, die auf X identisch 1 ist, enthdlt, so ist
dies fiir beliebiges X trivial; auch fiir (C(X),v) (X lokal-
kompakt) erhdlt man das Resultat leicht, s. Bourbaki [7],
Ch.VI, §1, no.6, Remarque 1, Allgemeiner sind flir weV auf
jeder Menge I(K), K kompakt in X, die Topologien von (CVO(X))
und (CV, (X))' gleich, da I(X) in einer gleichstetigen Menge
von CV'(X) liegt; die Abbildung I ist dann auf jeder kom-
pakten Menge von X stetig in (CV4,(X))!. Wenn X=k-Raum, so
folgt daraus die Stetigkeit von I in (CV,(X));.

4. Hilfssatz: Seien X, V und Y wie vor 2. Fir V>0 ist das
Bild I(X) total in Y}.

Beweis: I(X)*={feY; i(f)=0 fir alle ieI(X)}={0}, also
I(X)LL=Y', was gerade die Behauptung war (vgl, Horvath [21],

3, 93, Prop.3(e))-

Flir das folgende benotigen wir schidrfere Aussagen als 4.
liber gleichstetige Mengen im Dualraum Y' von YeCV(X) bzw.

Cvy (X).

5. Lemma: Seien X, Y und V wie vor 2., V> 0. Dann gibt es
fiilr jede gleichstetige Menge G in Y' ein veV, so
daB feste skalare Vielfache von endlichen absolutkonvexen
Linearkombinationen von gewichteten Deltafunktionalen (d.h.
Funktionalen der Form v(x)&8; fiir xeX mit v(x)#0) schwach

dicht in G liegen.

Beweis: Bekanntlich ist jede gleichstetige Menge G in Y'
enthalten in der Polaren U® einer Nullumgebung U in Y. Be-

zeichne va:={v(x)&; x€X nit v(x)#O}cI',‘ o )
Uv":zfer; bv(y)gggingv , und sei o.B.d.i. U=Uy ¢ fiir
s gilt U, 4= =(va)®, also

geeignete veV, €> 0.
, Nach dem Bipolarensatz (vgl. Horvath

Uo (€U ) % (VA)O X
[21]s 3, §3, Theorem 1) folgt die Behauptung.

Ohne Beweis geben wir zum besseren Verstdndnis einen Satz
vgl. [40], Theorem 4. 6), der urspriinglich

von Summers an (
jt war (jetzt aber nicht mehr be-

Ausgangspunkt dieser Arbe _ .
nétigt wird) und aus dem sich 5, mit Hilfe der S&tze von
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Alaoglu-Bourbaki und Krein-Milman flir den Spezialfall
¥=CVy(X) sofort herleiten 14Bt:

6. Satz: Sei X lokalkompakt und V€ C*+(X). Dann gilt fiir
Uy ¢ ={recv,(X); bv(f) <= 1} : Die Menge €(U,°, ) der

Extremalpunkte vonljz, ist identisch mit

{XV(X)S‘; x€X mit v(x)#0, A€C mitl)|=1}.

Hinweis: Summers [40], 3.5 zeigt, daB die Bedingung V<C*(X)
nicht Uberflissig ist, d.h., er g1bt ein Beispiel

eines Raumes X sowie eine nichtnegative oberhalb stetige

Funktion v auf X an, fiir die kein feC*(X) existiert mit ve L,

Nach diesen Vorbetrachtungen iliber Deltafunktionale auf ge-
wichteten Rdumen stetiger skalarer Funktionen kehren wir zZu
vektorwertigen Funktionen zuriick. Bei der Betrachtung vek-
torwertiger Funktionenrdume haben sich das im lokalkonvexen
Fall von L. Schwartz [36] eingefiihrte € -Produkt und das in-
Jektive Tensorprodukt als geeignete Mittel erwiesen (vgl.

[21, [31).

7. Definition (vgl. [2]): Sei E topologischer Vektorraum mit
dem gerichteten System {q«; x€4}
von (F)-Halbnormen, Y lokalkonvexer Raum mit dem gerichteten
System {pp; pGB} von Halbnormen. Das €-Produkt LegY von E und
¥ ist der topologische Vektorraum Lo(Y!,E) der stetigen
linearen Abbildungen von Y! in £, versehen mit der Topologie
der gleichmidfBigen Konvergenz auf allen gleichstetigen Mengen
von Y', Das §-Produkt EZY sei definiert als der topologische
Vektorraum £,(Y!,,E) der stetigen linearen Abbildungen Yon
Yio (=Y', versehen mit der Topologie %(Y',Y) der gleichmis-
sigen Konvergenz auf allen absolutkonvexen kompakten lMengen
von Y) in £, ebenfalls versehen mit der Topologie der gleich-
mdBigen Konvergenz auf allen gleichstetigen liengen von Y',

S - kt" eichnete
Hinweis: Der von L. Schwartz als "g froduxt ?ez ' )
Raum ist fiir lokalkonvexes E topologisch isomorp

unserem g -Produkt.

Die Topologie x(Y',Y) auf Y' ist stets mit der Dualitédt Yon'

Y und Y' vertriglich. Fir quasivollstdndiges Y”hat ma? Ye=téo
also EgY=EgY (als topologische Vektorrdume), wahrend i.a. nur
gilt: EFY ist linearer und topologischer Unterraum von EeY,
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Wir beschranken uns hier meist auf das ¢ -Produkt; viele

der Ligenschaften des §-Produktes sind dhnlich denen des
€E-Produktes. Es werden nur solche Sdtze fiir das ¥-Produkt
angegeben, die sich von den fiir dag € -Produkt hergeleiteten
unterscheiden und fiir die Anwendungen von besonderem Inter-
esse sind.

Der ndchste Satz faBt die Ergebnisse von Schwartz [36] und
[2] tber das abstrakte ¢-Produkt zusammen (Der Beweis von
Teil (4) benutzt den Grothendieckschen Vollstdandigkeitssatz
sowie den Satz von Banach-Dieudonné):

8. Satz: (1) Die (separierte) Topologie des topologischen
Vektorraumes EgY wird durch das gerichtete
System {q,'; ax€A, psB} von (F)-Halbnormen gegeben:

q‘P(u) = sup qﬁ(u(y')) = sup qd‘(u(y')) fir alle ueEgY
y'ekg y'elg

mit E; = Polare von Ep:={yeY; pp(y) =1} und

Tp:=T(€a )= absolutkonvexe Hiille der Menge €p=€(Ey) der

Extremalpunkte von E;.

(2) Ist q, Halbnorm, so gilt qap(u)= sup q(uly")),

y'eEp
und Qep ist ebenfalls Halbnorm.
(3) Ist E lokalkonvex, so ist €Y lokalkonvex. Sind E und Y
metrisierbar, so ist beY metrisierbar, Sind E und Y
normiert, so ist £gY normierter linearer Unterraum von

oY s = sup fu(y"H
x(ngb) mit der Norm Iu"z(Y‘,X) HY'"Y%‘1 ’ X

(Y£=Y', versehen mit der Normtopologie).
(4) Ist (a) E vollstdndig und Y metrisierbar oder“ |
ist (b) & lokalkonvex und sind = und Y vollsténdig,

80 ist ZgY vollstidndig.
Sind B und Y (B)-Réume, so ist beY der mit der Operatornorm

vVersehene Banachraum der linearen Abbildungen von Y' in E,
deren Restriktion auf die Zinheitskugel von Y' als Abbil-

dung von Y'[¢(Y',Y)] nach E stetig ist. | |
(5) Pir lokalkonvexes E ist E€Y beim Transponieren kanonisch

topologisch -isomorph zu YEE.

: jeder gleichstetigen
Bemerkung: Da eine Abbildung ueE€Y ?uf J . tg wann 1 o)
Menge in Y' stetig von Yg in E 1st, ka .

20 .
bei der Darstellung von Qup als Supremum bp durch eine
Schwach dichte Teilmenge ersetzi werden.
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g, 2@2@25 (1) Sei Ez linearer Unterraum des topologischen
linearen Raumes Ey, versehen mit der Relativ-
topologie, so ist Ey4€Y eingebettet in E,eY und tragt die
Einschrankung der Topologie dieses Raumes.,
(2) Sei Y, linearer Unterraum (versehen mit der Relativ-
topologie) des lokalkonvexen Raumes Yy. Dann ist LEY,
in EgYy eingebettet und tridgt die von EeY, induzierte To-

pologie.

Beweis: Die algebraischen Eigenschaften wurden in [2], §71,
11, gezeigt. Nur die Behauptung iiber die Topologien - und
hier nur (2) - ist noch zu beweisen.

Dazu bendtigen wir den

Hilfssatz: Sei E lokalkonvexer Raum, Y linearer Unterraum
von E, Die Topologie von E (bzw. Y) werde durch
das gerichtete System {py; *€A} von Halbnormen gegeben,
Ve={e€E; p.(e) g1l (bzw. U ={yeY; p«(y) < 1}) bezeichne die
Einheitskugel bzgl. pg in E (bzw, Y). Dann gilt: Ein Ele-
ment y'eUScY' kann stets zu einem 1l€VgcE' fortgesetzt werden.

Beweis des Hilfssatzes: y'eY' geniigt als Element von Ug der

Ungleichung |y'(y)| « pg(y) fiir die stetige Halbnorm pe auf

E und alle yeY., Nach dem Erweiterungssatz (Hahn-Banach, s.
.

Kéthe [24], §20, 1.(1)) gibt es eine Fortsetzung 1€E' von
y' mit|l(e)|€p,(e) fiir alle eeE, d.h. leVy. w.z.b.w.

Betrachte nun das im folgenden erkldrte Diagramm:

- i:€
Yy 1
4 2 (
X < u (Y‘)c'f T \Y,)c'

. ) = ) £y
Ist yj€eY), so sei y}leY; die Einschrédnkung v?n y, au z'
die zugehdrige lineare Abbildung von Y/

und Z: y! —sy!
g T in EgY¥, wird gegeben durch

auf Y!, Die Einbettung I von EeY, ;
I: vy~ (y] —uy (¥, ), 4o I uy ——-uyel Hiralle .
u,€EeY, . PFiir die (F)-Halbnormen d.p in BeY, bzw. Gep 17 Eg¥,

))= sup , Qa(us(¥qy))s
V4 €Epa
)) mit E;, = Polare in Y 5 von

)
gilt nach 8.(1): qup(I(uy

(e 1)
QQF(U.;)-"— sup° q,(u‘(Y;'
Ye€Eps

in) = Polare in Y' von
Epa={yely; pply, )1 3

©
} bzw. Eﬁ';
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E”‘ = {y"e Y"; pF(yz)sﬂ. Nach dem Hilfssatz kann ein Ele-
ment y;eEP;,CY"' stets zu einem y"eEp;cY" fortgesetzt wer-
den; man erhdlt die Ungleichung q:;(I(uz))h q:};(u,_). Umge-

kehrt gehdrt fiir beliebiges y'eE;‘CY' die Linearform
W)

2(y;)=y,, 2zu By, CYl; es gilt also auch q‘P(I(u )< q p( ).
W.z2.b,w,

Im folgenden soll das g-Produkt gewichteter Ridume stetiger
Funktionen mit einem topologischen Vektorraum (E, {das oeal)
nédher untersucht werden.

10. Lemma: Unter den Voraussetzungen von 5. seien die (F)-
Halbnormen auf E€Y mit Ao, v (€A, veV) bezeich-

net, Dann gilt flir jedes ucEE€Y:

q‘,’v(u) = sup {q‘(a); a,e]"wv(u)} y WO r'wv(u) die absolut-

konvexe Hiille von Wy(u) = {v(x)u(8,); xeX mit v(x)#0} angibt.

Ist g4 Halbnorm, so qav(u) = sup {a.(a); ae¥,(u)}.

Dies folgt aus 5., und der Bemerkung nach 8.

11. Theorem: Sei V Nachbin-Familie auf dem lokalkompakten
(allgemeiner: vollstdndig reguldren k-) Raum X
mit W=V, E topologischer Vektorraum und Y linearer und
topologischer Unterraum von CV(X). Betrachte die lineare
Abbildung A: u ~—»(x +u(4d,)) (ueleY, xeX). Dann gilt:
(1) A ist topologischer Isomorphismus von Z€Y in CVPTY(X,Z).
(2) Piir feA(EeY) und veV stellt T((vf)(X)) eine relativ-

kompakte lenge in £ dar,
(3) Ist YOV, (X), so gilt A(EEY)ECVoT(X,E).

Beweis: Wegen 9,(2) ist fir (1) und (2) nur {=Cv(X), fiur

(3) Y=CV,(X) zu untersuchen.
) e x —+u(8,) eine

1. Ist ue=gCV(4) beliebig, so stellt A(u . :
Punktion asuf X mit Werten in £ dar; fiir die Hinbettung . von

£ in CV'(X) aus 2.(2) gilt A(u)=ueI. Nach 2. (3) und 1.(2)
(bzw. allgemeiner analog zu der Betrachtung vor 4.) ist I
Stetig von X in (CV(X)){, d.h. A(u) ist als Zusamazensetzung

stetig von X in E. .
2. Ist veV beliebig, 80 gehort {V(x «; XeX mit V(x)#O} Zu

2 1
der absolutkonvexen Menge UH . Bekanntllch (vgl. [2], §1,
5.) ist die Restriktion von u auf Uy, 4 stetig von



~36=

cv'(x)[€(cV'(X),CV(X))] in E und das Bild u(U,’,) in E
kompakt, I'((v[A(w)])(X))=T{v(x)u(&,); x€X mit v(x)#0jcu(u,’,)
relativkompakt.

3, Piir die (F)-Halbnormen in EgCV(X) und CVI'(X,E) gilt nach
10.: byva(4(u)) = sup {aule); e€T((v[a(w)]) (X))} =

sup {au(e); e€Ti,(u)} = Qea,v(u). Daraus liest man ab, das

A eine kinbettung von LeCV(X) in CVPI(X,£) und da3 die Topo-
logie auf E€CV(X) die gleiche ist wie auf A(LCe&CV(X)) als
Unterraum von CVPT(X,E).

4, Seien acA, € >0, veV beliebig; dann ist fir (3) zu zeigen:
Es existiert zu ueblgCV,(X) eine kompakte lMenge X in X mit
e(e)<g fir alle eeT{(vI[A(u)l)(X~K)).

Betrachte die Nullumgebung 0,={e€E; ge(e)<€&} in E und die
Restriktion u, von u auf U@:,. u, ist stetig bzgl. der
schwachen Topologie; es gibt eine (CV4(X),CVq(X))-Nullum-
gebung O, , so daB das Bild von OanJ; unter u in 04 liegt.
Mit f4,...,£,€CV (X), nel, T>0 hat man

N0, > {pelly ; |u(£i)l< T (i=1,...,n)} (Diese Menge ist
absolutkonvex.). Wegen f;€CVo(X) (i=1,...,n) gibt es kompakte
Mengen Kj (i=1,...,n) mit |v(x)fj(x)l<T fur xex~K;.

n
K= K, ist in X kompakt, und fur xeX~K gilt Iv(x) & (f;)l <t

sui
(i=1,...,n). Pir jedes T{v(x)s‘; x€X~K} ist also téOﬂ\va‘,
u()eo,, d.h. fiir jedes eeT((v[A(u)]) (XNK)) erhalt man
o (e)<e ; A(u)ecVE T(X,E). q.e.d.

Analysiert man den Beweis von 11., S0 erhalt man unter

schwicheren Voraussetzungen einen Teil der Aussagen in ab-

geschwachter Form:

1. Ist X vollstdndig regular u
Abbildung A definiert werden.

2. Ist in CV(X) jede prakompakte Menge i
A(u) fur jedes ueBgCV(X) stetig von X in =. .

3. Ist E lokalkonvex und CV(X) quasivollstdndig, so 1ST ‘
WEEECV(X) stetig von CV' (ME(CV'(X),cV(X))] in E["(.E,b')]

(vgl. [2], §1, 5.). Mit 2.(2) ergibt® sich: A(u) ist fir

jedes u€EeCV(X) stetig von X in glé(£,2')1 . '

4. Es 148t sich fiir V=0 immer T((v[a(w)])(X)) relativion=
pakt in E und bei u€BeCVo(X) auch v[4(u)1€B o T(,E) be-

weisen (veV).

nd V>0, dann kann die lineare

gleichstetig, SO ist
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Unter den Voraussetzungen von 10. ist ein KElement ueleCV(X)
bzw. EECVe(X) durch seine Werte auf [S,‘; xeX} festgelegt.
Sind X, V und B wie in 11, und hat feCVPT(X,E) bzw.

CVE T(X,E) die Eigenschaft, daB B(f): &, —f(x) (xeX) zu
einer (eindeutig bestimmten) stetigen linearen Abbildung
B(f): (CV(X))! —E baw., (CV,(X))! —>E fortgesetzt wer-
den kann, so gehdort £ zu EeCV(X) bzw, EECV,(X).

Bine einfache Anwendung von [2], §1, 5. und Horvhth [21],
3, §11, Lemma 1 (das auch fiir nicht notwendig lokalkonvexen
Bildraum richtig bleibt) zeigt dann:

12. Lemma: Seien die Voraussetzungen von 11. erfiillt und
sei CV(X) metrisierbar und E vollstandig oder
sei E vollsténdig und lokalkonvex; sei feCVPT(X,E) bazw.
cvP T(x,E). Ist dann die Restriktion Lya(f) der linearen
n n )
Abbildung T(f): & A S,i——*_:)‘if(xi) (neli, A;e€, x;eX,
isi

171

i=1,...,n) auf AT{v(x)§,; xeX mit v(x)#0} fiir jedes veV und

jedes A>0 stetig in O von 8(Cv'(X),CV(X)) oder
A(CV'(X),CV(X)) baw. 8(CVL(X),CVq(X)) oder ACV(X),CV, (X))
in 2, so gehort f zu SECV(X) bzw. BECV4(X).

Bemerkung: In 12. kann statt f€CVPT(X,2) bz, cvl,r(«,5) nur
feC(X,E) gefordert werden. wenn jetzt noch die
Voraussetzung W&V durch V=0 ersetzt wird (X=vollstédndig
regular), dann zeigt man, daB B(f)GEECV(X) baw., EECV4(X)
gilt, wenn E lokalkonvex und entweder CV(X) bzw, CVq(X)
- falls dieser Raum nicht schon metrisierbar - vollsténdig
oder die Stetigkeit von B(f) von cv (x)[8(cv! (X),CcV(x))]
bzw, CV1(X)[4(CV{(X),CV,(X))] in E[¢(8,2')] anderweitig be-
kannt ist.
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§ 4 Tensorprodukt und Approximationssatze

Wir gehen iliber zu dem zweiten wichtigen Hilfsmittel bei der
Behandlung vektorwertiger Funktionen, dem sog. injektiven
("bigleichstetigen" oder g-) Tensorprodukt.

1. Definition: Sei E topologischer Vektorraum und Y lokal-
konvex. Dann definiert die lineare Abbildung

e n
1: u=) e; @y; ~>(y' —2__e;7'(y;)) (neW, e €, ye¥,
i=1 14

i=1,...,n, y'e¥') eine Einbettung des algebraischen Tensor-
produktes E@Y von £ und Y in BeY (vgl. [2], §2, 1.). Die
auf E@Y von £gY induzierte Topologie wird als injektive
Topologie bezeichnet. E@Y sei der topologische Vektorraum
E®Y, versehen mit der injektiven Topologie. Die Vervoll-
stdndigung von £@gY heiBit injektives (topologisches) Tensor-
produkt von E und Y, und man schreibt E&.

Die in 2. und 3. folgenden Ergebnisse (vgl. Schwartz [36]
und Gramsch, Vogt [18]) sind in [2] bewiesen:

2. Satz: (1) E@Y ist isomorph dem linearen Unterraum von
EgY aller von Y'[J(Y',Y)] nach E stetigen
linearen Operatoren von endlichem Rang.
(2) EégY ist vollstédndiger topologischer Vektorraum, Die
Topologie wird von dem auf E§¢Y fortgesetzten System
{Q.‘P; ®€A, PeB} (vel. §3, 8.(1)) von (F)-Halbnormen gegeben.

(3) Ist E lokalkonvex, dann auch BQY.
sierbar, so ist E&Y metrisierbar.
(4) Ist £ vollsténdig, so kann £ als linearer ?eilrafum
von L(Y',E) (= lineare Abbildungen von Y' in &) aufge-

faBt werden. Die tlemente von EﬁtY sind, auf gleichstetige
stetige Abbildungen von

5ind E und ¥ metri-

Mengen in Y' eingeschrankt,

r'[g(y',Y)] in E.

(5) Ist (a) E lokalkonvex un
ist (b) E vollstdndig und ¥ metrisierbar.:

Eﬁiy die AbschlieBung von E@Y in wgY. Sind E und ¥ (F)-

bzw, (B)-Riume, so auch EEhY-

d sind & und Y vollstandig oder
dann ist

v
-

YGEE bzw. c,GEY und
licher Isomorphiesatz
tzungen (E ]okalkonvex) .

Uber die Beziehung zwischen E@ Y und

YélE gilt beim Transponieren ein &hn
wie §3, 8.(5) unter denselben Vorausse
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3. Satz: (1) Ist Y quasivollstdndig und liegt Y@ Y' dicht
in Y€Y!, so geniigt Y der (Grothendieckschen)

Approximationseigenschaft.

(2) Besitzt Y die Approximationseigenschaft, so ist Y@&Z
dicht in YEE fiir alle quasivollstdndigen lokalkonvexen

Réume E,

(3) Sind E und Y lokalkonvex und vollsténdig und genugt
einer von beiden der Approximationseigenschaft, dann

ist BEY identisch EY.

(4) Ist Y quasivollstédndiger lokalkonvexer Raum, E belie-
biger topologischer Vektorraum und genigt Yl der

Approximationseigenschaft, dann liegt ©@Y dicht in KeY.

Ist zusdtzlich E vollstdndig und ¥ metrisierbar, so gilt

EK;Y = BEY,

Teil (1) des néchsten Satzes ist bei Schwartz [36], §1,

Prop.11, p.46/47 bewiesen:

4. Satz: (1) Der quasivollstdndige 1okalkonvexe topologische

Vektorraum Y besitzt genau dann die Approxi-
mationseigenschaft, wenn der topologische lineare Unter-
raum Y@,E von YEE dicht in YEE ist fur jeden lokalkonvexen

Raum E,
(2) Ist Y quasivollsténdiger lokalkonvexer Raum und i
jeden lokalkonvexen Raum & E@Y dicht in £€Y, so erfilllt

T die Approximationsbedingung.

st fir

Bei Schwartz [36], Préliminaires, Prop.4, Cor. 1 und 2 siné
Beispiele von Raumen Y angegeben, derart daB Y¢ die Approxi-
mationseigenschaft besitzt. Da dies im Zusammenhang mit Bi
(4) von Interesse ist, schreiben wir noch eine hinreichenae

Bedingung dafiir auf:

tandiger 1okalkonvexer Raum = 80

5. Lemma: Sei Y quasivolls -
— -y -, und sei ¥g

daB (Y¢)' als 1inearer Raul
quasivollstdndig (Dies gilt insbesonde
8. Schaefer [32], IV, $6, 6.1). o
(1) Dann sind die folgenden peiden Aussagen aqulvalenfz
(4) Y@ liegt dicht in TeY, (woraus nach 3.(1) folgt:
Y besitzt die Approximationseigenschaft.) und
(B) Y'@Y liegt dicht in Y¢€¥. tee von

. . S
(2) Besitzt Y aie Topologie y 11 jer Bezeichnung et
[36]. d.h. (Yg)e=Y als topologischer Vektorraum,

3 i i jonsei enschaft.
Tolgt aus (B): Y} pesitzt die Approx1matlo &

re fir tonnelierte T,
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Bemerkung: Unter den Voraussetzungen von 5,(1) besitzt Y
die Topologie { stets, wenn es Mackey-Raum ist;

notwendig und hinreichend fiir Y=(Y¢)! ist, daB es einen

lokalkonvexen Raum E gibt mit Ed=Y, vgl. [36], p.17.

Beweis von 5.: (1) folgt beim Transponieren.

Zu (2): Nach [2], §2, 8. ist - wegen der Quasivollstindig-
keit von Y¢ - L (Y¢,Y!) linearer und topologischer Unter-
raum von Yge(Y!)!. Wegen (Y!)J=Y gilt 1'@Yel (Y!,v!)eY!ey,
Ist Y'@Y dicnt in Y!eY, so ist die Identitdt IeL (Y,Y!)
Beriihrpunkt von YT'@Y bzgl., der Topologie von YleY, Diese
induziert die kanonische Topologie von L. (YL,Y!), so daB

I Berlihrpunkt von Y'@Y=Y'®@(Y.)"' in &.(Y!,Y¢) ist. w.z.b.w.

Hinweis: Ist Y Schwartz-Raum (erst recht, falls Y Semi-
Montelraum), so ist in Y jede beschrdnkte Menge

prakompakt, d.h, Ye=Y! (Y/=Y', versehen mit der starken

Topologie B(Y',Y); vegl. Horvath [21], 3, §15, Prop.4(i)).

Definiert man fiir nicht lokalkonvexe topologische Vektor-
raume E dije Approximationseigenschaft wie bei Grothendieck
[20]: Die Identitdt von E ist Beriihrpunkt von E@E' in dem
Separierten topologischen Vektorraum &£ (E,E) der von E in
E stetigen linearen Abbildungen, versehen mit der Topologie
der gleichmiBi,en Konvergenz auf prdkompakten Mengen (vgl.
[2], Hinweis auf S. 16), so muB ein Raum mit Approximations-
eigenscharft notwendigerweise separierte schwache Topologie
besitzen,

6. Lemma: Sei Y quasivollstédndiger lokalkonvexer Raum, E
E die Approxima-
topologischer Vektorraum. Wenn

tionsbedingung erfiillt, liegt E@Y dicht in EEY.

X ; Prop. 3.
Der Beweisg ist analog zu 21, s2, 9.(2),”we1% ;:w& tweidig
(2) aus §12 von 3 in Horvata [21] auch fir fTCJ(E?OE)])%E
lokalkonvexen Bildraum richtig bleibt und (& [ '

hat.
81lt, wenn E nur separierte schwache Topologie

die Ap-
Da8 der Pall eines nicht lokalkonvexen Raumes, der p

. mmt, zeigt
Proximationseigenschaft besitzt, {iberhaupt vorkzend;n Laots
der folgende Satz, der sich auf 1P (O<p<1) an

her

P 5 isierbarer topologisc

7. §§£§: Sei E vollstandiger metrls. '} (in Sinne von Arsove
Vektorraum mit Basis {ei; 1€ } Part

[1])- Dann hat & die Approximationseigensc y
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Beweis: Sei ¢. (i=1,2,...) das i-te (lineare) Koeffizienten-

(. -]
funktional, e = E?i (e)ei (in eindeutig bestimmter Weise)
i=1

fur jedes e€E. Jedes ¥; ist auf E stetig, d.h. {e;} ist

eine Schauderbasis (vgl. Arsove [1], Theorem 2). E besitzt
separierte schwache Topologie, E ist Bairescher Raum, Nach
dem Satz von Banach-Steinhaus (s. Schaefer [32], III, Theo-

rem 4,6) konvergiert die Folge A,eL(E,E), A,‘(e)=z: g (ele;,

isf

gleichmdBig auf jeder prakompakten Menge von E gegen die

n
Identitat. Da A, = }  ¢;@¢p; EE@E', ist die Behauptung be-

1=4
wiesen.

Wir kehren zuriick zu gewichteten Rdumen stetiger Funktionen.

8. Theorem: Seien die Bezeichnungen und Voraussetizungen wie
in §3, 10. (YeCV(X)).

(1) Bei Identifizierung gewisser isomorpher Rdume gilt
E@YCCYPT(X,E) und filr YcCVo(X): E@eCVIT(X,E).

Pir X=vollstandig reguldrer k-Raum und W&V ist

E@YcieYeCTPIN(X,E) bzw., E@YcEeYeCVET(X,E) fir YeCVo(X).

(2) Pir vollstdndig regularen k-Raum X, vollstédndigen topo-
logischen Vektorraum E und W<V ist

E@YcEY YcCVPT(X,E) bzw. ¢CVE,T(X,E) (falls YcCV..('X))- )

Pir auBerdem noch metrisierbares CV(X) und vollstdndiges o

(ebenso fiir vollstindiges lokalkonvexes I ohne weitere

Voraussetzungen an V auBer wsV, X=k-Raum, wenn nur Y abge-

Schlossen in CV(X) ist) erhdlt man:

EQ@YCE®, YcEEYeCVPT(X,B) bzw. CVsy T(X,E

logie auf Ei&Y jeweils die von CVT(X,E) induzierte. L

(3) E@CV(L) bzw. E@®CV, (L) ist der Raum der szmktion "
CVI(X,%) bzw. CVe,TH(X,E) mit endlichdimextlsmr‘la emend_

bereiCh, d.h. das Bild jeder Funktion liegt in e1n:m -

lichdimensionalen linearen Unterraum von E (Dasselbe g

Hir CV(X,E) bzw. CV.(X,E) anstelle von CVI(X,E) baw.

Ve T(x,E).),

). Dabei ist die Topo-

von | ne von Y'[(Y',Y)] in E

80

Beweig; Der zweite Teil
2um ersten Tejil: u€p@,Y liefert el

i .n §3 11.’
Stetige Abbildung. Definiert man A(w) wie ir 37s
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ist A(u) stetig von X in E. Aus 4. nach §3, 11, liest man
A(u)echr(x,E) bzw. CVE T(X,E) (fiir YeCV (X)) ab, und aus
$3, 10, folgt, daB A E@Y eineindeutig in CVPT(X,E) abbildet
gnd daB die Topologien auf beiden Riumen zusammenfallen. Die
ginbettung von EQ,Y in CVPT(X,E) bazw. CVE I'(X,E) hat die

n
Form u=Y) e; @f. - ;

12’_7 i ; ~——(x -—»Eeifi(x)) (nel, e;€E, f;&Y
(i=1,...,n), xX€X).
Zu (2): wegen der Voraussetzungen an X und V ist CVPI'(X,E)
bzw, CVP'P(X £) o 4 . ’
° o0 yZ) vollstdndig, d.h. E@,Y die AbschlieBung von
E®Y in diesen R&dumen.
Zu (3): E®@CV(X) enthdlt nur Funktionen, deren Bild in einem
endlichdimensionalen Teilraum von E liegt. Besitze umgekehrt
feCV(X,E) (bzw. CV4(X,E)), f#0, endlichdimensionalen Werte-

. n
bereich. Dann ist fiir alle xeX: f(x)=) e f; (x) mit

1=1
{e i=1,...,n} linear unabhéngig in E, fj:
(i=1,...,n), nelN. Der von den e§ aufgespannte n-dimensionale
lineare Unterraum U von E ist dem C" topologisch und alge-
?raisch isomorph. Aus der Stetigkeit der Projektionen auf
9ede Komponente des €™ und der Stetigkeit von f folgt die
Stetigkeit der f; von X in €. Analog zeigt man fUr jedes
VeV VE;€B(X) baw. Bg(X) (fiir £€CV,(X,E)), d.n. f€CV(X) baw.

X —=(

n
OVg(X), i=1,...,n, £=Y 'o; @ ;EE@CV(X) bzw. E@CVe (X).

q.e.d, i=1

Sei V>0 (bzw, W€V) Nachbin-Familie auf dem vollstandig

Féguldren (k-) Raum X; sei Y (abgeschlossener) linearer
und sei schliebBlich

aum. Das folgende
henden

3nd topologischer Unterraum von CVe (X)
f (VOIISténdiger) topologischer Vektorr
?Chema zeigt einige der in diesem und dem vorherge
Paragraphen bewiesenen Einbettungen. Die Zahlen in Klam-
mern geben die Nummer des entsprechenden Satzes an; dori
Konnen die genauen Voraussetzungen nachgelesen werder.

Bc
18 auf Isomorphie gilt also:
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4.1 EAY)]
E@,0V(X) - ¢ — E@,CV(X) c-
~-c E )—— c—p -
tu§ ECV(X) c-+-CVPI(X,E)eCVI(X,E)
o 5 c:.ucn
) l N
‘ (11 u(§3,s.0)
@0V, (X)-c —E@,CV, (X) it Y
™t Q344.31] v
c EeCV,(X)—c-
(1] a
J U [“g]
l v (43,30 L oy” 7 )
e [?_Eaty , [“é’f CVoo T(X,E)eCV, (X, E)
~ ~[e.
C
43 41.0)
— o sl
-~ 2.6}
N “ e

er‘wenden uns jetzt der Frage einer gewichteten Approxi-
::Zlgreln};‘.;wertiger stetiger Funktionen durch Elemente aus
lorer Fun;irOdukt von E mit dem entsprechenden Raum ska-
e iibl.ionen 21.1. Dak')ei lassen sich Raume vom Typ CVo(X,E)
teln ichen w?lse mit einer Zerlegung der Eins behan-

, und man erhdlt besonders interessante Ergebnisse fur
i:i::eRR'aume (Entsprechend beschrénken wir u

esultaten oft auf CVg(X,2), CVeoT(X,E).).

e Ergebnisse von

ns in den wei-

S}llr beginnen mit zwei Sdtzen, die ahnlich
v uchat (vgl, [37], Theorem 1 und 2) verallgemeinern. Sel
>0 eine Nachbin-Familie auf dem vollstandig regularen

R : .

aum 4 und 1 ein beliebiger topologischer Vektor
9. Satz: Sei X lokalkompakter Raum mit deT endlichen Uber-

; deckungsdimension d (vgl. Nagata [27] , insbesondere
Pifft dies fiir geeignetes d=d(n) 2 falls xc€", neli).

D ) i
ann liegt E@CV,(X) dicht in CVe(K,E).
m Tensorprodukt 1i.a.

raulll.

?Vi .
flan beachte aber, daB CVo(X,E) auf de
nj . .
icht die Topologie von EOECV,(X) induziert.

) dicht in CVe(X,E). 8
Fiir jedes feC (X,E),

U in &

Beweis: Nacn §1, 15.(1) ist Ce(X,B
IfluB daher wegen 8.(3) bewiesen werden:
Jedes veV und jede (kreisf'drmige) Nullumgebung
existiert eine Funktion geCV,,(X,E) mit endlichdimensionalem

]
€rtebereich, so da8 (vE-vg) (X} U.
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, 4
Sei v auf der Abschlieflung K der offenen relativkompakten
Umgebung K der kompakten Menge K = Tr f durch N beschrankt;
wihle eine KkKreisformige Nullumgebung 0 in E, so daB die

(a+1)-fache Summe MU+...+MUcU. Sei schlieBlich U kreis-
A~ ]

formig mit U+UcU.

Das oystem {X\K, Wy 3 xeK} mit

W ={ x'eX; f(x')ef(x)+ﬁ} = f“‘(f(x)+§) fiir x€X und

Wy = W‘nﬁ bildet wegen der Stetigkeit von f eine offene
Uberdeckung von X. Wegen der Kompaktheit von K existiert
eine endliche Teiliiberdeckung {x~k, Wg; j=1,...,n} mit
WjcK. Da X Uberdeckungsdimension d hat, hat diese Uber-
deckung von X eine Verfeinerung der Ordnung € d+1. K wird
dabei von endlich vielen Mengen W; (i=1,...,m) tiberdeckt
mit WX (i=1,...,m).

Sei g;eC, (X,R) eine dieser Uberdeckung nach Nachbin 6],
23, Lemma 2 zugeordnete Zerlegung der Eins: gi(x)=0 auber-

halb W , 0< g (x)s 1 auf X (i=1,...,m), 3 g;(x)=1 aul K,

1wd

™ »
L& (x)€1 auf X. Sei x,€w; beliebig und g(x)=] f(x;)g;(x)-
i i}

€ 1st eine Punktion aus CVg (X,E) mit endlichdimensionalem
Wertebereich. Sowohl auf K als auch auf XzK ist

£(x) = T, (x)£(x), d.h.
114
V() (£(x)-g(x)) = §_ v(x)g; (x)(£(x)-£(x;)). Ist x€hi, 50
i=1
gehory f(x)-f(x;) zu U, also v(x)g;

st x€W; , dann gilt V(X)gi(x)(f(x)’f(xi)) '
U+ L+MU, wo k die Zahl der lMengen

nan v(x)f(x)—v(x)g(X)EEL_—E—ﬂ—J

R (] d+1 ist
Woist mit xgh; . Da die Ordnung der Uperdeckung € '

liegt jeges v(x)f(x)-v(x)g(x) in der (d+1)-fachen Summe

M0+, 4mBeU. q.e.a.

(x)(£(x)=£(x;))€NU;
=0, Somit erhalt

daB bereits die Punktio-

m Wertebereich und
icht liegen in
kann man das auch

§2E§£§5253 Der Beweis von 9. z€ig%,
nen mivy endlichdimensionale
kompaktem Trdger, also aus E@Cc (X), d
Yo (X,8) (Da C.(X) dicht in cv, (X) ist,
aus der Aussage des Satzes folgern.).
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10. : Sel B i
0. Satz ?ul £ topologischer Vektorraum und besitze E die
] Approximationseigenschaft. Dann liegen dicht:
E;; E@®CV(X) in CVP (X,E) bzw., CVIT(X,E).
E@CV, (X) in CV_(X,E) bzw. CVeoT(X,E).

Beweisg: Wi . )
is: Wir beweisen dies nur fiir E@CV, (X) und CV:,]'(X,E).

gle andiren Fialle lassen sich analog zeigen.

aniiz:r(éf) ’ Ve‘: und der Nullumgebung U in E ist eine

24 findengede;fr~yx’h) mit endlichdimensionalem Wertebereich

€ o (ot art das T'( [v(£-g)](X))eU.

£eCvy, T(X ;E;)){)) stellt eine in & prékonpatte Menge dar fir

L inesres 6 e. Zu K existlert.nach Voraussetzung ein stetiger

von E gleizhr?tor T von endlichem Rang, der die Identitdt I

Deraus fol-tﬁgﬁig auf K approximiert, so daB (I-T)(K)eU.

15t oine si t_(lv'(f-g)l.(X))cU nit g(x) = 7(£(x)) (x€X). &

dimensiOnale lg? Funktion auf X mit Werten in einem endlich-

keit vop T en %1nea?en Unterraum von E, und aus der Stetig-
ergibt sich auch gGCV,;F(X,E).

ht notwendig lokalkonvexen VO

stdndj C s
B ndigen metrisierbaren topologischen Vektorraum £ mit
5 .
v is richtig. Der erste Teil von 10.(2) 1ist somit eine
e .
rallgemeinerung und Verscharfung von shuchat [37], Th.2.

g.e.d.

We :
gen 7. bleibt 10, fiur nic 11-

r der Einfachheit

R
r den Rest des Paragraphen machen wi
Nachbin-Familie

h
alber folgende Voraussetzungen: V>0 seil

a
uf dem lokalkompakten Raum £ und & topologischer Vektor-
raum.

m von 13.

Der | .
er Beweis des nichsten Satzes is?t ghnlich de

je folgende Eigenschaft:
) Nullumgebung U in
zahl von Punkten

11
. Satz: Besitze feCeT(X,E) ¢
(#) Zu jeder (kreisformigen )
) gibt es eine endliche AR
Xy €K = Tr £ (k=T,..0993 qelN) und of fene Umgebungen
\
Uk = U, (x") von x, in X mit kel Uiy SO daB

L
I H, (f(Ug)—f(x:’ )))eU.
t von E®CVo

(X) in oV, T(X,E). Die

gann ist f Beriihrpunk
mkehrung gilt fur £#0 und W€V

Bemerkung: feC.T'(X,E) mit (w) ist
in CV,,T(X,E); mehr no

Beriihrpunkt von E@Cc (X)

ch, fur peliebig vorgege~
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bene offene relativkompakte Umgebung % von K = Tr f kann
man erreichen, daB die f approximierenden Funktionen aus
E@C,(X) ihre Trdger in der AbschlieBung ¥ haben.

12. Korollar: Sei K kompakter Hausdorffraum, B vollstandiger
topologischer Vektorraum, f eine Funktion aus

C(K,%) mit T(£(X)) beschrédnkt in E. Dann sind die folgenden

beiden Bedingungen an f dquivalent:

(1) fe3&C(K)

(2) Fir jede (kreisformige) Nullumgebung U in E gibt es eine

4
Zerlegung \J U, = K von K in offene Mengen Uy, und
ut

%
Punkte xy€U, (k=1,...,q; qelV) mit T(LJ (£(U)~f(x,)))cU.

13. Satz: Betrachte die zwel Bedingungen an eine Funktion
fECV, T(X,E):
(1) £ ist Beriihrpunkt von £®CVe(X) in CVeoT(X,E).
(2) Pir jede (kreisformige) Nullumgebung U in E und fiir je-
des veV gibt es eine kompakte llenge K in X mit
T((vf)(XNK))cU, eine endliche Anzahl offener Mengen Uy in X

*
und Punkte xi €U, (k=1,...,q; qell) mit KeU U und

%
TOY {v(x) (£(x)-2(xg )5 xeUcFleU

Es gilt: (2) impliziert (1), und (1) und (2) sind dquiva-

lent, falls WeV,

Beweis: 1, (2) impliziert (1).
Sei U Nullumgebung in E und Ve
umgebung ¥ in E mit G+0+0+0cU. Zu
kompakt mit T((vE)(X~K))cU, Ux offen in 4y

das KCCJU. und T'(C) {v(x)(f(x)-—f(x‘:’ )); xeU.t)eU. Sel
k=y kel
%

{gk; k=1,.00,q}CC‘(X'B) eine H'U
g.‘(X) , BEL® CVo(X).

V beliebig. wahle eine Null-
¥, v gibt es nach (2) KeX
x‘:eU,‘ , derart

2K zugeordnete Zerlegung

y w Es ist
der Eins. Setze g(x) = ;f(xg )

fir jedes xe€K: f(x) = g‘_“__gk(x)f(X), also
4 @ ), Daraus folgert man
(vi-vg) (x) = T g (x) V(R (E(R)-L(xe )

T (vtmrg) (00 )e T ) 4v(x) (£(R)-£x7))5 xetid T man 2e-

k=1
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achte gk(x)v(x)f(x:‘”)zO, wenn x€U,, d.h., flir xeX\K ist

gu(x)v(x)f(xg¢")#0 nur, wenn xeUg~K. Dann gilt

v(x)£(x @ )=v(x) £ (x)+v(x) (£(x)-1(x))
e(vf)(X\K)+f{v(x)(f(x)-f(xé")); xeUp}, somit

9
T((vg) (X7K) )eT((vE) (X\K))+T'(kU {v(x) (£(x)-£(x")); xeU })
=1

cU+l; T((vE-vg) (X)) =T((vE-vg) (K)u(vE-vg) (X\K) )<
T((vE-vg) (K))+T((vE-vg) (X2K) e T+ (vE) (X7 K) )+T((vg) (X\K) )e
ﬁ+ﬁ'+ff+ﬁcU.

2. Aus (1) folgt (2) fir W=V,

Sei U Nullumgebung in £ und veV beliebig. Wahle eine Null-
ungebung U in E mit U+U+UcU. Sei dann K kompakt in X mit
T((vf) (x\K) )eTeU. Sei v auf der offenen relativkompakten
Umgebung § von K durch M beschrénkt - o.B.d.A. M>1 - und
sei ﬁ eine kreisformige Nullumgebung in E mit MﬁCﬁ. Wegen
WgV gibt es zu T v'eV mit v'(x) =1 auf ¥; da V Nachbin-
Familie ist, existiert VeV mit v, v'=¥. Weil feCVoT(X,E)
Beriihrpunkt von E@CVe(X) in OV T(X,E) sein soll, gibt es
zu ¥ und ¥ gek ®CV,(X) mit I'((¥0-%g) (x))eT, also

T((f'g)(’f) )cTJ und T((vf—vg)(x))cﬁcﬁ. Nun existieren zu der
stetigen Funktion g von X in einen endlichdimensionalen
Unterraum von £ (der topologisch isomorph dem lokalkonvexen
Raum €™ fiir geeignetes neW ist) und der kompakten Menge K
in X endlich viele offene Mengen Uy und Punkte X €Uy

®)

b ] ~ ) 4 ~
(k=1,...,q; quN) mit KCH UKCK, T(H (g(Uk)'g(Xk )))CU’

damit auch T g {v(x)(g(x)-g(x;") ); x€U} yeMUeT .

Fir xel, ist dann v(x) (£(x)-f(xs )=
(vE-vg) (x)+v(x) (g(x)-g(x"))+v(x) (g-f) (x" ) €
(Vf—Vg)(X)+{v(x)(g(x)—g(x}°’)); er.,}-kMt((f-g)(K)), so daB

r(g {v(x) (£(x)-£(x))s xeGh)e
Plve=vg) 0+ U {v(x) (g00)-g(xy"))i xeleh e (£-g) ®)]<
r'((vf-vg)(x))+]"(gjl {v(x)(g(x)-g(xf’)); erk})+MT((f—~g)(z))c

~ e~ N v oo
U+U+MUcU+U+UcU. q.e.d.

Bemerkung: In 13.(2) kann man noch x;:’GK (k=1,..,q9) erreichen.
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14, Korollar: Sei £ vollstandig. Eine Funktion feC.,T(X,ﬂ)
gehort genau dann zu EE&C,(X), wenn gilt:

Fiir jede (kreisformige) Nullumgebung U in E gibt es eine

kompakte Menge K in X (mit T(f(X\K))ecU), dazu eine endliche

. 9
Uberdeckung U U>K von K durch offene Mengen Uy in X,

[ 3 )

schlieBlich Punkte x,&Ux (k=1,...,a), so daB

%
T\ (£(U,) -2 (x)))eU,

Satz 13, charakterisiert E@CV, (X) in CVeeT(X,E). Er ist
gleichzeitig der erste Schritt auf dem Wege zu einer ein-~
facheren Charakterisierung des injektiven Tensorproduktes
als Punktionenraum, wie sie nach 10, mdglich erscheint
(auch ohne vom Bildraum & die Approximationseigenschaft

vorauszusetzen).,

Da eine solche Darstellung von EG&CVO(X) bisher nicht be-
kannt ist, erscheint es interessant, daB sich unter gewissen
Bedingungen genauere Aussagen als 8,(1) iiber die Beziehung

zwischen £@CV, (X) und EeCV,(X) fir nicht lokalkonvexes b
machen lassen.
15, Satz: Hs sei W V.
(1) Ist (CVg(X))¢ quasivollstédndig und vesitzt
CV,(X) die Topologie Y, SO gilt:
E@CV, (X) liegt dicht in EECVe(X).
(2) Pir vollstdndiges E und metrisierbare
E@CV, (X)=EECV(X).

s CVgq(X) hat man

Die Voraussetzungen von (1) sind insbesondere erfiillt, wenn
CV4(X) tonneliert ist. Deshalb ergibt sich (2) direkt aus
(1).

Beweis von (1): Dies folgt aus 3.(4
(CVa (X)) die Approximationseigenschaft
ist wegen 5.(2) nur zu zeigen, dal cval(
(CVe(X))JeCVo(X) liegt. Im nichsten Para ‘
allgemeiner bewiesen, daB fir jeden lokalkonvexen Raum E
schon X @CV,(X) dicht in EECV,(X) ist.
<V ein 15.(1) analoger Satz,
pbedingung genugt;

), wenn gezelgt ist, daB
besitzt. Zum Bewels

L)@ CVq(X) dicht in

graphen wird aber

g.e.d.

Bemerkung: Wegen 6. gilt fir W
wenn nur £ der Approximations
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CV, (X) kann dann im ibrigen beliebig sein. Insbesondere 1st
1’ @CV, (X) dicht in 1PECV,(X) (O<p<1).

16. Korollar: Sei E vollstédndig; dann gilt:
(1) E&Co(X)=EECq(X),
(2) EE&(C(X),?)=E£(C(X),T§, wenn X zusdtzlich im Unendlichen
abzdhlbar ist.

Sei (E, W.#p) (p)-Raum (O<p <1, s. Gramsch [17]) und Y

Banachraum. Man sieht wie in [2], §1, 6.(2) ein, daB

EEY={u linear: Y'—5; die Restriktion von u auf die abge-
schlossene Einheitskugel von Y' ist stetig von d(y',Y)
in B}, versehen mit der Operator-p-Norm

bl Tyl 4 buly By

Damit erhdlt man aus 16.(1):

Jede lineare Abbildung von C}(X) in den (p)-Raum E, deren
Restriktion auf die Einheitskugel von Cy(X) stetig von
‘(C;(X)-CQ(X)) in E ist, ist ILimes bzgl. der Operator-p-Norm
von stetigen linearen Abbildungen von (C,(X))} in £ von

endlichem Rang,
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§ 5 Die Approximationseigenschaft filr gewichtete Rdume

stetiger Funktionen

wahrend fir nicht lokalkonvexen Bildraum E im vorhergehen-
den Paragraphen iiber die Charakterisierung des injektiven
Tensorproduktes als gewichteter Raum stetiger E-wertiger
Funktionen nur unter einschriénkenden Voraussetizungen Resul-
tate hergeleitet werden konnten, gelingt es bei lokalkon-
vexem £ jetzt relativ leicht, dieses Problem vollstédndig
und in voller Allgemeinheit fiir E&CV, (X) zu losen.

n-Familie auf dem vollstandig
ein lokal-

X,E).

1. Theorem: Sei V>0 Nachbi
reguldren Raum X und (E, {P«; ae i} )
konvexer Raum. Dann liegt E@®CV,(X) dicht in CV,(

Beweis: Zu feCV,(X,E), veV, «€A und & »0 wird geE®CV, (X)

angegeben mit bv,(f-g) = sup pe((vE-vg)(x))&e.
xeX

Wegen £eCV,(X,5) ist K = {x€X; pe((vE)(x))27} kompakt in

; . € oo
X (vgl. §1, Bemerkung 3. nach 12.) mit p,((vf)(x))= 7 fur

X€XNK und v auf K durch M> 0 beschrénkt. Weil v von oben

Balbstetig vorausgesetzt wird, existiert eine offene Menge
R in X mit Ke¥ und v(x)<M auf K fir H>M. 2u feC(X,E) gibt
qell)

es endlich viele offene Mengen Uk und xx€Ux (k=1,000,33

: K € i
it Ke LJUyeK und pa (F(x)=f(x)) <2q fiir jedes x€Ux.

) iiber cs(x) (vel. $1, Bemerkung

ndet man 2u jedem
£t mit el(£(xe))#0
Die Voraus-

CVo(X) ist Teilmodul von C(X
'. nach 12.), und nach Definition Vol K fi

Xe€K ein f, € CVqo(X) mit f.,(x,);éO: Ist o€
S0 setze £, (x) = eg(f(x)) fir peliebiges X&X.
Setzungen von Nachbin (261, 23.» Lenma 2 sind erfiillt, und

s gibt eine Zerlegung der Bins {eks k=1,,..,q}cCV0(X) mit

y
‘ Py -
_ Yo, (x)s ]
8 =0, g,=0 auBerhald U, k:;gn(x)'1 auf R unt wgk( )

= éf(xk)gk(x); geE®CV, (X).
kst

auf X, Definiere fir x€X g(x):

= i:f(x)g“(x), also p,((vf-—vg)(x))=
k=i

(x)v(x)pe (£(X)

Ist xeK, so gilt £(x)

% 9
pc(zgk(x)v(x)(f(x)—f(xk)))é gg.

Kat
(x)£(xg)#0 nUTY wenn

3
£ _¢ ' K ist
Esk(x)mm =5<€. piir »€K ist &k

~f(x)) €
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xeU,~K; dann erhdlt man wegen Ukcf(’: pd.(gk(x)v(x)f(xk))‘

g () [ e ( (vE) (%)) +7 (3) puc (£ () = (x) )] < () (&) =ex (x)3¢,
so daB p*((vf-vg)(x))<.p*((vf)(x))+p,((vg)(x))<

¢ %
e (vl 3 g (0 2(xe) & o P @IV E(x0))s
=4

knd

g
3
vggk(x)%e <t fir jedes xeXnK, a.e.d.

Nimmt man V = {'Axk; A>0, KeR} fiir ein System X kompakter

Mengen in X, das unter Bildung endlicher Vereinigungen ab-

geschlossen ist und fiir das L{KK - X gilt, so ergibt sich
Ke

aus 1, Proposition 3 von Johnson [491 (die hier also wesent-

lich verallgemeinert wird).

2. Korollar: Ist X vollstdndig regularer k-Raum, erfiillt

die Nachbin-Familie V WV (dies ist insbe-
sondere richtig fiir 0<VC c*(X), s. den Hinweis vor §1, 12.)
und ist E vollstéandiger 1okalkonvexer Raum, SO gilt

Vo (X,E) = EGCV,(X).

Hinweis: Als Spezialfélle von 2.
Tensorproduktdarstellungen

konvexer Raum):

C(X,3)=EQC(X)  Jjeweils mi
X=vollstdndig regulérer kK
[11], Th.3 und Johnson [49], Prop.5),

CB(X,E)=E&,CB(X) jeweils mit strikter Topologie, X=1lokalkom-
pakt (vgl. dazu etwa Wells [471, Th.2 und

Todd [43], Th.3),
C, (X,E)=E@Cq (X) (s. Grothendieck (20, Ch.I, §3, mo.3 Ex. T
insbesondere also c,(E):Eﬁlc, mit
¢ (E)=Raum der Nullfolgen in E) und
C‘(X'E)=EGEC¢(X) jewells mit induktiver Limes-Topologie,
B=Banachraull und ¥=1okalkompakt und im Un-
endlichen abzdhlbar (vgl. Schwartz (351,
nach Prop.10, p.110).

cht fiir die gleichmés—

erhdlt man die bekannten
(E=vollsténdiger lokal-

t kompakter Konvergenz—Topologie,
—Raum (s. Dietrich

Remarque 2°)

Dagegen gilt cB(X,E)=E@CB(X) i.a. ni
sige Topologie (s. 3], p.110, Remarque 2%)).
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Bemerkung: Da der Dualraum von CVq(X) bekannt ist (s. Summers

otehstes: [40] , Theorem 3.1; in Th. 4.5 sind auch die

sich etigen lengen von CV!(X) charakterisiert), 1a8%

iiber Z:: gzleeésOrp?oéukt?erlegung und allgemeinen S&étzen

Sohacter [35] eéiés injektiven Tensorproduktes (vgl. etwa

Sbimmen und ef .;IV, 9.2) éer Dualraum von CVo(X,E) be-

([49]) : e e?allgemelnerung der Arbeit von Johnson

danit izrzzzchen. Wir gehen hier aber nicht ndher auf die
ammenhang stehenden Probleme ein.

Teil
(1) des folgenden Satzes wurde vereits in §4, 15. be-

nutzsg,

3, T . Qo .
Theorem: Seien die Voraussetzungen wie in 1., X ein k-

Raum und W=V,

2;; ?::nwist E@ gvogx) dicht in EV§CV°(X).
(3) v (;)Vollste'mdlg, so gilt EQ;CVo(X)=EECVo(X)=CVQ(X,E)-
(4) B °' hat die Approximationseigenschaft.
esitzt CVo(X) die Topologie y und ist (CVe (X))¢ quasi-
vollstdndig, so hat auch (CVO(X))' die Approximations-
eigenschaft. c

) aus §3, 8. (4)(b), (3)

1
(1) folgt aus 1. und §4, 8.(1), (2
eBlich aus (1) und

aus (1) und §4, 4.(2) und (4) schli

§4" 50(2).
4. Korollar: Die folgenden Raume pesitzen die Approximations-

(1 eigenschaft:
) (C(X),r) fiir X=vollsténdig reguldrer k-Raum, (CB(X) )y

fiip ;Co(x)-‘) jeweils fir lokalkompaktes X und (CC(X),i)
=lokalkcmpakt und im Unendlichen abzdhlbar.
(2) (C°(X)[‘])é fiir lokalkompaktes X, (C(X)[t]); und
(Ce(X)[i])' fiir X=lokalkompak Unendlichen ab-
zdhlbar, ¢

t und im

,6) und (Cc(X),1) (vgl. Bour-

D . ..
enn die Raume (C(X),t), (Co(¥)
nter den Voraus-

b .
:kl (6], III, §1, 1., Prop. 2(i))
etzungen von 4.(2) tonneliert.

sind ja u

aus §2 anwendbar.

3. ist auch auf Beispiele 3, und 4.
Hinweis: 4.(1) liefert neué Beweise DZW. Verallgemeinerungen
1taten bei Schwartz [35) und [34], Exp. 1O-

von Resu
[9] , Theoren 3.1.

15, Theorem 4, Collins und Dorroh
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Unter den Voraussetzungen von 2, erhdlt man nun das fol-
gende Schema:

Y
E@CV, (X) « E@CV, (X) = E§CVq(X) = CVo (X,B)
v 1% v
EQ,Y c  £@y < EeY,

wobei das Gleichheitszeichen zwischen E@,Y und B€Y jeden-
falls dann steht, wenn der abgeschlossene Unterraum Y von
CVo (X) die Approximationsbedingung erfiillt.

Wir wollen jetzt den Fall betrachten, daB nicht mehr W€V
gilt. Es ist auch hier mdglich - z.T. unter der Voraus-
setzung, daB X lokalkompakt sein soll -, dhnliche Resultate
wie z,B. 3. herzuleiten,

5. Definition: PFiir vollstdndig reguldren Hausdorffraum X,
eine Nachbin-Familie V>0 auf X und lokal-

konvexen Raum (E, { pe; *€A}) seien
CV:(X,E) :={fec(x,E[¢(2,E')]); vfeB(X,E) fiir jedes veV} und
Ve (X,E) :={rec(x,2[¢ (8,E")]); vieBo(X,E) fiir jedes veVicCVé(X,E).

Man beachte, daB nach dem Satz von Mackey (die beschrédnkten
Mengen in E und E =E[é (E,E')] sind identisch) vf€B(X,E)
dquivalent zu vi‘eB(X Eg) ist, also CV¢(X,E)=CV(X,Eq).

CV‘(X E) und CV, (X E) sind llneare Raume. Offensichtlich

gilt CV(X,E)kCVS(X, E), CV, (X, E)cCVE(X,E),
Ce (X,E)eCp (X,Eq)cCVE(X,E) und CV(X)=CVé (X,E), CV,(X)=CVq $x,c).

Pir jedes feCV$(X,E) ist

OV (f) = sup p (v(x)f(x)) =
xeX

niert; wie in §1 zeigt man,
tetes System von Halbnormen
sehen CVé(X,E) und CV3(X,E)
zierten (kanonischen) separierten lokalkonvexen Topologie,

die CV(X,E) bzw. CVq(X,E) zu einem linearen und topologischen

Unterraum von cv3(x E) bzw. CV‘(X E) macht.

sup v(x)p, (£(x )) ebenfalls defi-
xeX

daB {bv&; x€h, veV} ein gerich-

auf CV8(X,E) darstellt. Wir ver-
mit der von diesem System indu-

6. Hilfssatz: Ist X lokalkompakt, so liegt Ce (X,B3) dicht

in CV8(X,E).
Dies gilt analog zu §1, 15.(1).
l.a., sind CV‘(X,E) und CVﬁ(X,E) nicht vollstdndig.
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7. Satz: Seien X, V und £ wie in 5. Definiere die lineare
Abbildung A: 0 ~——(x —0(8)) (JeEECV(X), xeX).

Dann erhdlt man:

(1) A ist topologischer Isomorphismus von E€CV(X) in
CVé(X,E).

(2) Fir feX(£eCv(X)) und veV stellt T{(vf)(X)) eine rela-
tivkompakte Menge in E dar.

(3) A“definiert einen topologischen Isomorphismus von
E¥CV, (X)eEECV(X) in CVI (X,E).

Beweis: Es gilt 4({)=leT, wobei I die Einbettung von X in
CV'(X) bezeichnet, die nach §3, 2.(2) X stetig in (Cv(X))y
(=CV'(X)[& (CcV'(X),CV(X))]) abbildet. Nach Schwartz [36],
Prop.5 von §1, p.35/36 ist GEEECV(X) stetig von (CV(X)),
in By, so da8 A(#) als Zusammensetzung zu C(X,E) gehdrt.

Die restlichen Teile beim Beweis von §3, 11. lassen sich
nun wegen der zitierten Proposition von Schwartz direkt
auf diesen Fall iibertragen und beweisen 7. g.e.d.

8. Korollar: (1) Unter den Voraussetzungen von 7. gilt bel
Identifizierung:
E@,CV(X)eEECV(x)eCVé (X,E) und Ee‘CVo(X)cEECV,(X)cCV:(X,E).
(2) E@CV(X) vzw. E@L Vo (X) ist der Raum der Funktionen aus
CVé(X,E) bzw. CVS(X,E) mit endlichdimensionalem Werte-

bereich,
Bemerkungen:

1. Es ist nicht etwa zu erwarten, daBd E@CVo (X)

allgemein in CVA(X,B) dicht liegt, da
vollsténdig

E@,CV, (X)cCV, (X,E)cCVE(X,E), und wenn CVq(X,5)
18t und sich von CVf,(X,E) unterscheidet, SO kann EO¢CV°(K)
nicht dicht im Raum CV:(X,E) liegen (vgl. aber §6, 6.(2)).

2. In 8, ist die Topologie von E@CV(X) bzw. £€,CVo (X)
wiederum die von CV4(X,E) induzierte. Sind 2 und CV(X)
h

bzw, CVe (X) vollsténdig, ergibt sic
EeeCV(X)CEiCV(X)c.E‘é‘cv(x)=EeCV()c)ccv‘(x,E) bzw.
ES;CV.,(X)CE‘;CVo(X)CE'ECVO(X)CCVf(X,E).
3. Fiir lokalkonvexes E erhdlt man elnen anderen Bewe
E@CV(X)cCV(X,E) bzw. E@CV, (X)cCVo(X,E) aus der Tat-
Sache, daB auf dem endlichdimensionalen 1inearen Unterraum
der das Bild von f€eE@CV(X) bzw. 5@CV, (X) enthédlt,
¢(E,E*) jdentisch sind.

is von

von E,

die Topologie von E und
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9. Hilfssatz: Seien dje Voraussetzungen wie in 7,,

f:X(ﬁ)eE?cv(x)ccv‘(x,E) baw. BECV, (X)cCve (X, k)
und veV beliebig. Definiere fiir €>0 A, ¢ :={xeX; v(x)me} .
Dann bildet f Av, stetig in E ab.

Beweis: f'n =ﬁol,n . Wenn gezeigt wird, dag 'f(Avc ) in
v, € v,€ »

einer gleichstetigen Menge von CV'(X) bzw, CVg(X) liegt,
folgt die Behauptung, weil UeEFCV(X) bzw, EECV,(X) auf jeder
Solchen llenge stetig als Abbildung von der schwachen Topo-
logie in & ist. Nun gilt aber in der Bezeichnungsweise von
§3 {v(x)$, ; x€A,  }e U, , daher T4y )={8,; xed, Jeu.’, .
W.z.b,w,
Bemerkung: Ist WeV (also BeCV(X)=EECV(X) fiir X=k-Raum), so
gibt es filir eine kompakte Menge K in X eine PFunk-
tion vev pjit v(x)= 1 auf K., Nach 9. bildet £=3(R) jede kom-
Pakte Menge in X stetig in E ab. Daraus folgt die Stetigkeit
von f gls Funktion von dem vollstédndig reguldren k-Raum X in
Ey d.h. EECV(X)eCV(X,E) baw. EECV, (X)cCVo(X,E) (was in §3,
1. auf etwas andere Art bewiesen wurde).

Wir beschrinken uns nun ermeut auf CVo(X), um 3, zu verall-
g€meinern,

10. Ineorem: Sei V>0 Nachbin-Familie auf dem lokalkompakten
Raum X und (E, { n,; «€A}) lokalkonvex. Dann

liegt 2@V, (X) dicht in HECV, (X).
Beweis: 7y fEEECV,(X), veV, weh und €>0 ist eine Funktion
BEE@®CV, (X) gesucht mit Pe((vE-vg)(x)) €€ fiir jedes xex.

Betrachte zur besseren Ubersicht das folgende Diagramm:

9,

3 . - 3 Al . t

Wegen fECVS(X,E) gibt es eine kompakte kenge K in X m:-
. K '

R‘((Vf)(x))<1§ fiir x€X~K., Sei v auf der AbschlieBung

K 0
der offenen relativkompakten Umgebung K' von K durch M?-
beschrénkt, Da f stetig von X in E¢ ist, stellt f“f) sine
in B¢ kompakte, daher in E beschrdnkte Menge dar: Sei fir
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N> 0 pe(f(x))€N (xeK beliebig). Setze X := Ay, g und

K := an; K ist kompakt in X, Da f nach 9, 1 stetig in E ab-
bildet, ist fir x€K und mit U:={eeE; Pe(€)< ﬁ} die Menge

Sy :=f|oﬁ.1(f(x)+U) offen in A, S,‘=O.J\K fir 0, offen in X.

Mit Ug=0,nK' erhidlt man durch (J U, eine offene Uberdeckung

e
’
~
von K, aus der sich eine endliche Teililiberdeckung H Uk
% i
auswahlen 148t (U =Uy, ): Kc UU,K', U offen in X,
k=4

e £ X . ~L
X€U,nK, so daB p, (f(x)-f(xy))<3zy fir jedes xelgnA. Sei
{gk; k=1,...,q}cCc (XJR) eine dieser Uberdeckung zugeordnete

q,
Zerlegung der Lins und setze g(x):=:f(xg)gg(x).
geS@ CV, (X). =
Pir jedes xeK gilt p ((vE-vg)(x)) = p,(;Sg(x)v(x)(f(x)‘f(xt)))

% 4
¢ I8 (@) v(x)pul £(x)-£(x6) ) & ;g.‘(xﬂ% =5 <e.

Pir xek~K ist xﬁ:, d.h. v(x)<§eﬁ, p.,((vf-vg)(x))s

% 3
v(x)(p,(f(x))+p,,()‘_:gk(x)f(xk))gé‘-ﬁ(mgg,(x)p.,(r(x,)))<
Soewee,

Ist xeXnK, so hat man gu(x)pelV(x)f(xk))#0 nur, wenn x€UgN K.
Dann gilt aver p‘(v(x)f(xk))‘p,(V(X)f(X))*V(X)P«:(f(xu)—f(X))

<%+M2£1\7'1 = %" somit p.c((vf-vg)(x))cpa((vf)(x))«tp,((vg)(X))

<%+p,<v<x>£t g (X)2(x,)) & §+i§gn<x>p¢<v<x>f<1~>>‘ e
"2 Kwt

fir jedes x€A~K.

Gehirt schlieslich x zu X~(Kul), 50 ist pe((vi-ve)(x))

e d
Pu ((vE) (x))+v(x) g ( é gk(x)f(x.‘))<§+§yq Egg(X)p..(f(Xu))

iRl <€. g.e.d.

11. Theorem: Seien die Voraussetzungen wie in 10.‘ .
(1) Dann hat CVo(X) stets die Approximatio

eigenschaft im Sinne von Schwartz [36],

Prélim., D&f., p.5 (d.h, die Identitdt von B=CV, (X) 1st
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Berihrpunkt von £ @®=£' in dem Raum X.,(E,E) der stetigen

linearen Operatoren auf E, versehen mit der Topologie der

gleichmdBigen Konvergenz auf absolutkonvexen kompakten

Mengen in E).

(2) Ist CV,(X) zusidtzlich gquasivollstédndig, so erfiillt CVo (X)
die Approximationsbedingung im iiblichen (Grothendieck-

schen) Sinne.

(1) folgt aus 10. zusammen mit Schwartz [36], §1, Prop.11,
p.46/47, wihrend fir quasivollstdndige Rdume allgemein die
Approximationsbedingungen von Schwartz und von Grothendieck

zusammenfallen.

Hinweis: Um eine Anwendung von 11. auf konkrete Rdume der
Analysis zu geben, betrachte man etwa die von W,B.
Jones in [53] eingefiihrten lokalkonvexen Raume H(X) und C(X)
mit der Topologie Ty. Dabei ist X ein Gebiet in der komplexen
Ebene, H(X) der Raum der holomorphen Funktionen auf X und Ty
die Topologie der gleichmdBigen Konvergenz guf dem System ¥
aller kompakten Teilmengen von X, die nur endlich viele
Haufungspunkte besitzen (dquivalent: Ty = Topologie der
gleichmdBigen Konvergenz auf je endlich vielen konvergenten
Folgen in X).
Mit szkxs; A>0, Ser} ist c(x) [ryel =CVq(X) vollstandig, soO
dad C(X)[ry] nach 11.(2) die Approximationseigenschaft be-
sitzt. wegen Jones [53], Cor.2.2 stellt C(X)[ry] die Ver-
vollstdndigung von H(X)[Ty] dar; nach Schwartz [34], Exp.
no,15, Th.7 hat also auch H(X)[ry] die Approximationseigen=
schaft. Man beachte, dail wegen der Bemerkung am Ende von
P.154 in [53] weder C(X)[ty] noch H(X)[ty] nukleare Raume
sind (Den Hinweis auf die Arbeit [53] von Jones verdanke

ich Herrn E. Dubinsky.).

daB zur Behandlung der RAume CVo(X,B) €-
il herangezogen werden
h dann liefern, wenn

%ir haben gesehen,

Produkt und Tensorprodukt mit Vorte
kénnen und interessante Ergebnisse auc
CV, (X,E) nicht vollstandig ist.

ktive Tensorprodukt fiir Raum
wie sich etwa aus §4, 10.(1)
xer Raum mit Approxi-

-Raum und gilt

Dagegen erscheint das inje e des
Typs CV(X,E) nicht so geeignet,
zeigt: Igt E vollst&ndiger 1okalkonve
mationseigenschaft, X vollstdndig reguldrer k
W€V, g0 erhdlt man eine Isomorphie von E@,CV(X) auf
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CVP(X,E), einen in vielen Fdllen ecchten Unterraum von
CV(X,2). Dazu erlauben es die Funktionen aus CV(X,E) nicht,
sich auf kompakte lMengen in X zufuckzuziehen, so dafl i.a.
nicht mit einer Zerlegung der Eins gearbeitet werden kann.

wir wollen deshalb nur an dem Beispiel (CB(X),6) (= CV(X) fir

V=CB*(X)) untersuchen, in welcher Beziehung £ @®CB(X), keCB(X)

und CB(X,&) zueinander stehen, wenn £ ein lokalkonvexer

Raum ist und stets die Topologie d betrachtet wird., Es ist

zundchst klar, das Cp(X,z) sich i.a. von

CBP(X,1)={feCB(x,5); f(X) prdkompakt in £} unterscheidet:

Man nehme X=N (mit der diskreten Topologie ein lokalkom-

pakter Raum), #=H, ein separabler unendlichdimensionaler

Hilbertraum, und beachte, daB fir ein Orthonormalsystem

{ex; neW} in H die Funktion f(n)=e, fiir jedes nell zu CB(X,E),

nicht aber zu CBP(X,E) gehort.

Durch leichte Modifizierung des Argumentes mit der Zerlegung

der Eins zeigt man (vgl. Grothendieck [52], Ch.1, no.9,

Exercice 2):

12, Satz: Sei (B, {pas ¥€A}) lokalkonvexer Raum, X voll-
stdndig reguldr und f eine Funktion aus CB(X,E)

mit £(X) relativkompakt in B. Dann ist f Beriihrpunkt von

E@CcB(X).

Beweis: Zu «€A, €> 0 wird ceE@CB(X) gesucht, so daf

Pe((f-g)(x))€e fiir jedes xeX. K:=F(X) ist kompakt in E

und U (£(x)+U, ¢ ) eine offene Uberdeckung von K -

xeX
U :={e€E; pele)<el.
! i R ' s mit Upg=f{x,)+U
Sei QJ U, eine endliche Peiliiberdeckung mit Up=1{Xy “E s
ka4

xy€X (k=1,...,q), derart daB py (e-f(xx))<€ fiir jedes ?EUk-
Weil E gls separierter topologischer Vektorraum vollstédndig

regular, existiert eine Zerlegung der Eins {gx; k=1y...+4}

4
::1 Uf K-
aus CB(E) mit 0g,, gx=0 auBerhalb Uk, Z:—;: = ®

Setze g(x)::jﬁlhk(x)f(xk) fiir x€X, hk=gk°féCB(X),

gei®@CB(x).,
Fiir jedes xeX erhalt man dann p‘((f-g)(x))=
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P, th(x (f(x)-f(x))) & qu )) P (£(x)-1£(x¢)) =

k=4 k=4

K
£y g, (f(x)) =€. g.e.d.

Wegen §3, 11, und da {8,; xeX} in einer gleichstetigen Menge
von CB'(X) enthalten, also I: X —4&, stetig von X in
(CB(X)).!, und fiir beliebiges vollstédndig reguldres X
EeCB(X)eCB(X,z) ist, folgt sofort:

13. Korollar: Seien X und E wie in 12.
(1) E@CB(X) liegt dicht in E&CB(L).

(2) CB(X) hat die Approximationseigenschaft (evenso

(CB(X),8)¢).
13.(2) ist bekannt (s. Schwartz [34], Exp. no.15, Th.2, Cor.2):
CB(X) ist ja isometrisch isomorph C(pPX) fir PX= =Stone-fech-
Kompaktifizierung von X. Hier wird aber ein direkter Beweis
angegeben, der ohne diese Isomorphie auskommt und sofort
Resultate fiir vektorwertige Punktionen liefert.

Ebenso einfach ergibt sich:

14, Korollar: Ist E vollstdndiger lokalkonvexer Raum, so
gilt fir jedes vollstdndig reguldre X:

v -

E@CB(X) = £eCB(X) = CBP(X,E)cCB(X,E).
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§ 6 Folgerungen aus der Darstellung als E€-Produkt

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir unser Interesse auf
das injektive Tensorprodukt E@&CVO(X) konzentriert und Fol-
gerungen filr das E-Produkt HECV, (X) erhalten. Wir wenden uns
jetzt einer direkten Behandlung der Riume EECV(X) und EECV, (X)

Zu.

1. Satz: Sei X vollstédndig regulédr, V>0 Nachbin-Familie
auf X, E lokalkonvexer Raum.
(1) sei fecv¥(X,2) bzw. CVE(X,E) und definiere

fqr (x):=e'(£(x)) fir xe€X, e'eE'. Dann findet man
fe-€CV(X) bazw, CV4(X).

(2) Erfiille f zusdtzlich die Bedingung:

(%) Piir jedes veV ist T((vf)(X)) relativkompakt in E.
(oder: (#w Fir jedes veV ist (vf)(X) priakompakt in E.)
Dann gehdrt die Abbildung L(f): e'——Tg, fiir alle e'ek!’
zu CV(X)FE baw. CV, (X)FE (oder CV(X)EE Dbzw. OV, (X)eE).

Im ersten Falle gilt also: L(f) ist
(i) stetig von E'[¢(E',E)] in ev(x)[¢ (CV(X),CV'(X))] baw.

CV,(X) [€(CVe (X),0Vg (X))

(i1) auf jeder gleichstetigen Menge von E! stetig von
d(E',E) in CV(X) bzw. CVe (X).

(iii) Das Bild unter L(f) jeder gleichstetigen lMenge aus B!

ist relativkompakt in CV(X) bzw. CV, (X).
(3) PUr f mit der Bedingung (w) wie in (2) ist die transpo-
nierte Abbildung B(f)=*L(f) von L(f) Element von

E¥CV(X) bzw. BEECV.(X); es gllt e (B(£)(p))=p(fer) fir alle

e'ek’, eeCV'(x) bzw. CV}(X) und B(f)(S.)=f(x) fiir jedes xeX.

(4) Man erhalt bei Identifizierung:

CV(X)ZE=EECV(X)={recvé (X,2); [((vf)(X)) relativkompak?
in B fiir jedes veV},

Cvo(X)EE=E;CV°(X)={féCVf(X,E); T((vf) (X)) relativkompakt in
B fiir jedes veV}.

(5) L: f—=DL(f) liefert eine winbettung von CVP(X,E) baw.
CVo(X,E) in CV(X)eE bzw. CVo (X)eE (oder eine topologische
Isomorphie in CV(X)EE baw. CVe(X)¥E, wenn E quasivollstandlg).

reg' auf E[¢(E,E')] stetig ist, folgt

Beweis: Zu (1): Da e s :
vé(X,E) bzw. CVg(X,E).

(1) nach Definition von C
Zu (2): Seien €>0, veV beliebig, ' ol el

¢ = viX X €EL ..
Uy,e = {geCv(X) bzw. CVe (X); bv(g) ilé}iz (x)g
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Zu zeigen: Es gibt eine absolutkonvexe kompakte (oder pra-

kompakte) Menge K in E, so daB L(f)(K®)eUy, , d.n. fir jedes
1a W@ Tt n ’

Seh cE' erhdlt man bv(f,- )€ €. Nach Voraussetzung ist

% = T((v£) (X)) absolutkonvex und kompakt (oder X = (vf)(X)

prékompakt) in B; gleiches gilt fir die Menge K = =K. Fir
£

e'ek® ergibt sich
I(vf,:)(x)l:ie'((vf)(x)H:eIe'(%(vf)(x))l <€ fiir alle x€X,

d.h.“bv(f;,):ss. Der Rest folgt aus Schwartz [36], Prop.5
von 91.

Zu (3): Der erste Teil ist wegen §3, 8.(5) klar. Es gilt
<B(f)(e).e'>:<"L(f)(t;),e'>=<e,L(f)(e')>=<v,f¢a> fir alle
e'eE', p€CV'(X) bzw. CVi(X), insbesondere mit e=5, (x X)
<B(£)(8,),e" =< &,fe>=<f(x),e'> fir alle e'€E', daher
B(£)(8,)=£(x).

7u (4): Ist NeEECV(X) (=CV(X)EE) bzw. EECVe(X) (=CV, (X)EE),
S0 Tolgt aus §5, 7.(1) baw. (3) L(H)ECV(X,E) baw. CVE(X,E)
und T"((vf) (X)) relativkompakt in E fur jedes V€V und £=A(0).

Die Umkehrung ist nach (2) richtig; die Hintereinander-
f —»L(f), L(f) —+tL(f)=B(f) und der Ein-

»
.

schaltung von
bettung aus §5 ergibt nach (3) wieder f.

Zu (5): L bildet wegen (2) CVP(X,E) bzw. OV, (X,E)eCVP(X,E)
in CV(X)eE bzw. CVe(X)eE ab; die fineindeutigkeit dieser
Abbildung sieht man sofort. Ist E quasivollsténdig, S0
stimmt CV(X)eE bzw. CVq(X)eE mit CV(X)EE=EECV(X) baw.

CV, (X)¥E=E€CV, (X) iiberein, und die Topologie auf diesem

Raum ist nach §5, 7.(1) jdentisch mit der von CV‘(X,E) in-

duzierten. q.e.d.
bzw. CVf(X,E) und ()

Bemerkung: Die Bedingungen £eCVe(X,E)
-Rzum X und

(2) implizieren fur einen k
(X,E) bzw,. CVe(X,Z): Fir jedae kom-
Vv mit v(x)=1 auf K, d.h.
auf f(K) fallen
ist stetig auf

aus 1.
W&V natiirlich schon f€CV
pakte Menge K in X existiert Ve
£(K)e€((vf) (X)) ist relativkompakd in B;
die Topologie von E und 4 (E,E') zusammen; f
jeder kompakten lMenge sus X in Z.

fir quasivollsténdiges B, vollstéandig re-

Wir haben nach 1.
guldres X und V>0 folgende Situation:
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E@LV(X) e CVP(X,5) e CV(X)er = CV(X)EE = EECV(X) ¢ Ve (£, 1)
V) 9] V) v u u

E®CV,(X)c CV (X,B) € OV, (X)EB=CV,(X)EE = E¥CV,(X)cC cvj(x,E)

H

1

2. Theorem: Seil X vollstéadndig reguldr, V>0 und E quasi-
vollstandiger lokalkonvexer Raum.
(1) Dann gilt im sinne von topologischen Isomorphien:
CV(X)EE=CV(X)ZE=EFCV(X)={feCVd (X,E); (vf)(X) prakompakt
in E fir jedes veV},
CVo(x)eE=cv,(x)?E=E?cvo(x):{feovf(x,a); (vf)(X) prédkompakt
in E fir jedes VEV}.
(2) Ist zusdtzlich W=V und X k-Raum, so ergibt sich:
OV (X)e BE=CV ()€ E=EECV (X)=E€CV(X)=CVP(X,E),

~

CV, (X)EB=CV o (X)EB=EECV,(X)=EECV, (X)=CV, (X,E).

Bemerkung: 2.(2) gilt ohne die Voraussetzung X=k-Raum, wenn
CB*(X)= V.,

2. ist eine einfache Folgerung von 1.(4), (5) und der Be-

merkung nach 1,

3. Satz: Seien die Voraussetzungen wie in 2.(2).

Dann ist die Trilinearform
(fye,e') —e' (B(£)(p))=p(fe) flr alle feCvP (X,E) bazw.
CVo (X,1), p€CV'(X) baw. Cv)(X), e'el' hypostetig auf
CVP(X,E)=(CV(X))I=E! bzw. OV, (X, E)=(CVo (X)) =1l bzgl. des
Systems der (relativ-) kompakten lengen in CVP(X,E) baw.
CVe (X,E), bzgl. des Systems der gleichstetigen Mengen in
CV'(X) bzw, CV}(X) und bzgl. des Systems der gleichstetigen

Mengen in E'.

Interessanter sind gewisse Spezialisierungen dieses Satzes:

4. Korollar: Seien X, V und E wie in 2.(2).
(1) Die bilineare Abbildung (f,e') ——efes VoOR

VP (X,E)=E{ bzw. CVe(X,E)=El in CV(X) baw.

CVo(X) ist hypostetig bzgl. des Systems der (relativ-) kom-

pakten Mengen in CVP(X,E) bzw. CVe(X,E) und bzgl. des ?ys-
tems der gleichstetigen Mengen in b'. Das Bild unter éleser
Abbildung des Produktes einer relativkompakten M?nge 1? |
CVP(X,E) bzw. CVe(X,E) und einer gleichstetigen Menge in E
ist relativkompakt in CV{(X) bzw. cv, (X).
(2) Die bilineare Abbildung (f,@)-———vB(f)(e) von

CVP (X,£)=(CV(X))! bzw. Vo (X,B)=(CVa(X))g in E ist hypo-
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stetig bzgl. des Systems der (relativ-) kompakten Mengen

in CVP(X,5) bzw. CVe(X,5) und bzgl. des Jystems der gleich-
stetigen Mengen in CV'(X) bdzw. CV/(X). Das Bild unter die-
ser Abbildung des Produktes einer relativkompakten Menge in
CVP(X,E) bzw. CVo(X,E) und einer gleichstetigen Menge in
CV'(X) bzw. CV}(X) ist relativkompakt in E.

3, und 4. folgen aus CVP(X,E)=EECV(X) bzw. CVo (X, E)=EFCV, (X)
und sus Cor.1 von Prop.4 in §1 von Schwartz [36] . Man kann

analoge Aussagen fiir (CV(X)), bzw. (CV, (X)), und £y anstelle
v?n (CV(X))d bzw. (CVo(X))S und Eg beweisen, wenn man rela-
tivkompakte Mengen durch beschrinkte ersetzl (vgl. [36], §2,

Prop.18, Remarque 3).

Es soll jetzt die Beziehung zwischen oV (X,E) und CV (X,E)

genauer untersucht werden.

5. Lemma: Sei & Semi-Montel-Raum, X vollstdandig reguldrer

k-Raum.
(1) Dann gilt: C(X,E)=C(X,2¢)-
(2) PFir beliebige Nachbin-Familien
cvé(X,E) und CV(X,z) baw. evi(

v> 0 auf X fallen
X,5) und CVo(X,E) zusammen.

11, kxercise 36.4 oder

Hinweis: Man vergleiche Treves [44],
nt zu der Bedin-

Prop.36.11; feCc(X,Ee) ist dquivale

gung: PFiir jedes e'eE' gehdrt fos 2 c(x).

wir geben einen Beweis an, da in dem gena
fort ein Gegenbeispiel

Voraussetzung fehlt, so0 da3 man 80
. ein Montel-Raum,

3 n ]

findet: Sei in den Bezeichnungen von [44] =

dessen Topologie von é(E,u") verschieden 18t und sei T der
n ist dle Identitatsapbil-

topologische Raum & [6(2,E'). Dan
dung von T auf & ngkalar" stetig,

nnten Buch eine

aber nicht gtetig.

Beweis von 5.(1): Pur peliebige kompakte Nenge ¥ in X und

f€C(L,nq) sei fK:=f‘Kec(K,£g). Jie Menge f(K) ist (e, )
sackey in o peszcnrankt. Nmch

n auf £(K) 4(£,E') una dle

d.n. fKeC(K,E). Die Re-

n X ist stetig in

kompakt und nach dem Satz von
Horvath [21], 3, %9, prop.2 falle
Ausgangstopologie von £ gusammen,
striktion von f auf jede wompakte Menge 1
£, so daB feC(X,3) folgt, weil X K-Haum. WeZ:0.W.
(1) Aus dem Beweis von 3.
e Funktion jes topol

Lo}

srsieht man: Ist
ogischen kaumnes

P

Bemerkungen:

ein
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in den sSemi-kontel-Raum E, so daB fo-€CB(X) fiur jedes
e'ek', so gehdrt f zu CB(X,E).
(2) 5., gilt allgemeiner fiir einen lokalkonvexen Raum &, in
dem auf jeder peschrankten Menge die Ausgangstopologie
und é(E£,E') zusammenfallen (Diese Bedingung schlieBt den
trivialen Fall & [4(E,E')] ein.), Man beweist nun, dal das
gegau dann der Fall ist, wenn jede beschrinkte lenge in b
prakompakt:
1. In &(s,5') ist jede beschrankte renge prakompakt (vgl.
Horvath [21], 3, $15, fxample 1).
2. Ist in & jede beschrankte lenge B prakompakt, so 1st das
Bild j(B) unter dem Isomorphismus j von B in seine Ver-
vollstdndigung % pelativkompakt (s. [21], 2, §10, Theoren 2);
auf der Abschlielung 5?53 in % fallen die von 2 induzierte
Topologie und die schwédchere Hausdorfftopologie 3(§,E')
(B) von j(B) ist aber die von

n E und die von (5,85
(vgl., Cor. von Prop.1

fysammen. auf der Teilmenge ]
? induzierte Topologie gleich der VO
induzierte Topologie identisch d(8,2")
in 3, §13 von [21]).

fiillt jeder Schwartz-
wahrend nur jeder
~lMontel-Raum ist.

Die gzuletzt angegebene Bedingung €T
Kaum E (vgl. [21], 3, §15 Prop.4(i)),
quasivollstédndige Schwartz-Raum auch Semi
wir werden jedoch in Zukunf? nicht mehr au

schwachung der Voraussetzung eingehen.

f eine solche ADb-

6. Korollar: Seien X, V und : wie in 5. und gusdtzlich B

quasivollsténdig. Dann gilt:
(1) CV(X)EE=EECV(X)=CV'(X,E):CV(X,E):CV‘(X,E),
CVo(XJEE=EEcv°(x)=cv,(x,E)=cvﬁ(x,E).
(2) £@CV, (k) liegt aicht in cVo v (X,£), und 5@ CB(X)

(XyE):C ®
liegt dicht in CB(X,8)

Hier ist nach dem Schema VOT 2., 5.(2), §5, 1. und §5, 1.

nichts mehr zu beweisen.
Wir wollen nun die pereits vorliegenden Ergebnisse ausnutzen,
« cparakterisierung de¥ Réume CV(X,E) und

um eine "schwache
reguldare X und 1okalkonvexe o 2

CVo(X,8) fir vollstdndig
geben,
ch zeigen wird) etwas unprazisen

In einer (wie sich glei
t darunter die

Weigse verstehen wir gundachs
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Frage: Gehort eine Funktion f von X in E, fiir die ., €CV(X)
,bzw. CVe(X) fiir jedes e'er' gilt, bereits automatisch
zu CV(X,2) bzw., CVo(X,E)?

Man s%eht sofort, daB keine Aussicht auf eine positive Ant-

wort in geniligend breitem Rahmen erwartet werden kann, 2.B

schon C(K,£) fiir unendlichdimensionalen reflexiven Banach:

;ameE[?if %%nSkugel E4 und den kompakten Raum

Abbil:iun(bi"h . ll?feft ei? Gegenbeispiel: Die identische

fQIEC(K)gfurV?n £ ngehort nicht zu C(K,E), erfiilllt aber
jedes e'eB’'.

Di .
e folgende modifizierte Frage hat mehr Aussicht auf krfolg:

Fr :

frage: Unter welchen Voraussetzungen an X, V und E gehort

o jede Funktion feC(X,E), fir die fg€CV(X) bazw.
o{X) fir jedes e'€E' gilt, zu CV(X,E) bzw. CVe(X,E)?

F” 3 ~ .
d?r einen Semi-Montel-Raum £ zeigt 5.(1), daB dann die Be-
i oy s .
.ngung feC(X,E) unnotig ist, sofern X=k-Raum vorausgesetzt
wird,

Di o . ..
ie Frage fiir die Riume CV(X,E) und CV(X) ist nun sehr ein-

fach positiv zu beantworten:

7. Eil£§§é£&= Sei E lokalkonvexer Raum, V Nachbin-Familie
auf dem vollstidndig regularen Hausdorffraum

L. Gilt fir feC(X,£) (bzw, fur eine Funktion f von X in £,

wenn X k-Raum und B Semi-Montel-Raum) und jedes e'ed!

fe- €CV(X), so gehort f zu CV(X,E).
vf)(X) (veV belie-

Nach Voraussetzung ist namlich die Menge (
on Mackey die Be-

big) € (§,E£')-beschrdnkt, so daB der Satz Vv
hauptung liefert.

die den Voraussetzungen der Frage
in CV(X,E); mehr 148t
insbesondere nicht
jel zeigt:

Jede Funktion feC(X,E),
mit CV,(X) geniigt, liegt nach 7.
sich im allgemeinen nicht aussagen,
feCV,(X,E), wie folgendes einfache Gegenbeisp
Sei V=CB+(X) mit X=t (diskrete Topologie). Dann ist
CV°(XrE)=C,(E), der Raum der in der Topologie von E gegen O
konvergenten Folgen. Jede in B schwach gegen O konvergente,
aber nicht gegen O konvergente Folge (z.B. ein Orthonormal-
System in einem unendlichdimensionalen geparablen Hilbert-

raum) liefert ein Beispiel eines fEC(X,E) mit fo€ OV, (X)
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fii .
tur alle e'eE', so daB zwar fe€CV(X,E) (also eine beschrank-
e Folge in E), aber nicht feCV, (X,E).

Das.Gegenbeispiel 148t sich nur konstruieren, wenn B kein
iiﬁ;jM:?te;-Raué ist (Ygl. gorvéth [21]1, 3, §9, Cor. von
Vorausse;zuz zelgf glelchz§1tig, daB eine &dhnlich starke
g an £ notwendig ist, wenn weiter liber die
Nachbin-Familie V nichts vorausgesetzt wird.

8 . L . . . wr o :
emma: Sei X vollstdndig reguldr, V>0 Nachbin-Familie
auf X, £ Semi-Montel~-Raum. Gilt fiir die Funktion

feC(X,E i B
- éi, ) (bzw, f von X in E, wenn X=k-Raum vorausgesetzt
rd) f,.€CV, (X) fir alle e'eE', so gehort £ zu CVo(X,E).

:::il:;r:?tzeigen ?sf vieB, (X,E) flir vorgegebenes veV; es
S aifsdfeCVgx,b). (vf)(X) ist eine beschrdnkte Menge
fallen’ ° er die Topolégie von E und 6(E,E') zusammen-
. . Da fsnwegen Vit € Bo (X) flr jedes e'€E' zu einer be-
igen €(E,E')-Nullumgebung U in E eine kompakte Menge K
in X gibt mit (vf)(X\K)cBaU, gibt es auch zu jeder Nullum-
gebung V in £ eine kompakte Menge K' in X mit
(vE) (X\K')cVnBeV. w.z.b.w.

Bei 5
schwicheren Voraussetzungen an E und ohne Einschrédn-

K 1 .
ung fiir V muB nach geeigneten 7usatzbedingungen an f ge-

sucht werden; dann garantiert 1. eine LOsung.

Dazu sei fiir feC(X,E) mit fe'€CVo(X) (e'eE! peliebig) die

lineare Abbildung L(f) von E' in CVe(X) durch ! —»fq/
definiert, Ein allgemeineres Problem als das bisher betrach-

tete lautet:
bbildung L von E' in CVe (X)

F . . . .
frage: Wann wird eine lineare A
d.h, wann

durch eine PFunktion feCVq (X,E) erzeugt,
hat sie die Form L=L(f) mit f&CVe(X,2)7
Dies ist nach 2. bzw. 6. gelost:

g regulérer k-Raum, sei

9. Korollar: Sei X vollsténdi
lokalkon-~

(A) W€V und B quasivollsténdiger
vexer Raum oder

(B) V>0 und E quasivollsténdiger
Genau dann ist eine Funktion f von X in & Element von
CVe (X,E) (bazw. cvP(X,E)), wenn fiir jedes e'el' fo € cV, (X)

(bzw. CV(X)) gilt und L(f): zu CV, (X)EE (bzw.
CV(X)FE) gehort.

Semi-Montel-Raum.

e! ——-—’fe:
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Man darf 9. (in gewissem Sinne) als allgemeinste schwache

Charakterisierung von CVy (X,E) ansehen,

Wir geben zum SchluB eine Voraussetzung an das System V von
Gewichtsfunktionen an, unter der eine einfachere Losung des
Problems moglich ist und die Bedingung L(f)€CV.(X)EE elimi-
niert werden kann.

Dazu bendtigen wir einen Satz, der auch von eigenem Inter-
esse ist und auf einer anderen (von L., Schwartz stammenden)

Methode berunt.

10, Satz: Sei X lokalkompakt, V>0 Nachbin-Familie auf X und
% vollstidndiger lokalkonvexer Raum. Cv(X) bzw,

CVo (X) besitze die Eigenschaft:
(S') Auf jeder beschrénkten Menge von CV(X) bzw. CVo(X) ist
die Topologie hdchstens so stark wie die Topologie der
kompakten Konvergenz ¥.
(1) Dann kann jede Funktion fe€C(X,E) mit fer€CV(X
CVe (X) fiir alle e'eR' zu einer (eindeutig bestimmten)
linearen Abbildung B(f)eZECV(X) bzw. EECVe (X) mit
B(f)(8,)=f(x) fortgesetzt werden.
(2) Diese Fortsetzung B: f ——B(f e
Einbettung von CV(X,E) bzw. CV, (X,E) in EECV(X) bzw.
EECVq (X), bei der CV(X,E) bzw. CVe(X,E) die induzierte Topo-
logie trdgt. Insbesondere gilt CV(X,E)=CV'(XvE)°
n.vi, §1, no.6, Prop.

) bzw,

) liefert eine (lineare)

] 14 und
Beweis (vgl, Bourbaki [7], C

Schwartz [35], 1.Prop.7):

1. Zu zeigen ist zundchst (im Hinb
anschlieBende Bemerkung bzw. die &
Schwartz [36]), daB die Abbildung

1ick auf §3, 12. und die

naloge Prop.5 von §1 in

o L . N:€EEC, i=1,e009Ny
Ly (£): Y 8 __.iL'zlif(xi) (x;€X, 2i€0) ;) "
ste
nelN) auf A= Al {v(x)8; xeX mit v(x)#0} (X:?,isz rot, wo
1n 0 von x(CV'(X),CV(X)) bzw. K (CVy(X),CVe (X

uf absolut-
' i . hwpipigen Konvergenz a
convaxen vomarion. e it Sei U abgeschlossene ab-

sovexen kompakten Nonee ane ot U=U% nach dem Bipo-
solutkonvexe Nullumgebung in & also U<
larensatz. Dann muB bewiesen werden,CV
Vexe kompakte lienge M in CV(X) bzw. “Ye

daf eine absolutkon-
(X) existiert mit

o
;":M&ieM‘nlr und e'e€U folgt
=1

der Eigenschaft: Aus @=
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!e’(Lv,;(f)(r))|< 1. Nach Definition von f,, ist die Be-
hauptung gleichbedeutend mit '( t‘ A Sxi) (far )] = 1 fur alle
" v=
e'eU® und (‘zg A S‘iem%xr. Dazu langt es zu zeigen, daf

die absolutkonvexe Menge M={fe.; e'€U°} relativkompakt in
CV(X) bzw, CV,(X) ist.

U® ist 6(E',E)~beschrinkt, damit auch fiir festes xeX
M(X)={fe:(x)=e'(f(x)); e'eU°} beschrankt in C. AuBerdem ist
M gleichstetig, denn fiir jedes X,€X, jedes £>0 und die
Nullumgebung U in E existiert zu feC(X,k) eine Umgebung W
von x, in X mit f£(x)-f(x,)eeU fiir alle xeW, so daB fir je-
des e'eU® und jedes xe&W | fo,(x)-Tor (x))=le' (£(x)-f(xa))I%E.
Nach dem Satz von Ascoli (vgl. Bourbaki [5], Ch. X, §2, no.5,
Cor.3 von Theorem 2) stellt daher M in der Topologie 11

eine relativkompakte und die T-AbschlieBung M von M eine
kompakte Menge dar.

Andererseits ist jede Halbnorm von CV
beschriankt: Pir beliebiges veV ist (vf)(X) nach 7. be-
schrinkt in E und wegen der Gleichstetigkeit der e'eU® dann
U {(vfe, ) (X)=e'((vE)(X)); e'eU®} beschrénkt in €. Es ist
nun leicht zu sehen, daB auch M in CV(X) bzw. CVo (X) be-
schrankt; wegen der Bedingung (s') ist M kompakt in CV(X)
bzw., CVg(X). o
2. Nach 1. ist B(f) definiert und stetig auf AUy, (¢l
(8=8(CV' (X),CV(X)) bazw. &(CV3(X),CVa(£))) in 2 (A>0, veV
beliebig), Daher sind E——»e'(B(f)((‘)) undo

t‘"""t‘(fe’ )=<fe' ’ (‘> (G'GE') stetig auf }Uv" [‘] in w.o
Die Abbildung e-———»e'(B(f)(&))‘P(fe’)’ auf der in AUy, [d]
dichten Menge AT Null, verschwindet somit identisch,

e (B(£) (p))=p(fer ) fir alle e'el!, pECV'(X) bzw. CVé(%)-

3. Es ist noch (fiir den Fall, daB CV(X) bzw. CVo(X) nicht
vollstdndig) zu zeigen, daB die durch Fortsetzung deT L,
(veV, "> 0) gewonnene lineare Abbildung B(f) stetig (in 0)

von 8(CV'(X),CV(X)) DPzw. 4(CV)(X),CV (X)) in B[ (E,E")].
i=h..”n}(s>0,eKEu nefy)

(X) bzw. CVg(X) auf M

Sei dazu U={e€E; lef (e)I &€ » ;
Nullumgebung in E B(E,E’)]. Nach Voraussetzung gehoren fof
(1=1,...,n) zu CV(X) baw. CVo(X), d:h. | o
b is

T = (pecv' () baw. Cvi(R); lp(Leg)lge s 3=toeees®
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G(CV'(X) CV(X))-
- cv'zx)( })= bzw. 4(CVL(X),CV,(%))-Nullungebung in CV' (X
o ot , und es gilt B(f)(ﬁ)cU nach 2 |
it is 5ndi '
e (1) vollstdndig bewiesen und (2) wegen (1)
chema vor $6, 2. klar. q.e.d "

Die Bedin i
gung (S') ist fir V<V¥ jedenfalls erfiillt. Fur den

f:?thsV‘geht sie iiber in:

A .

d?f jeder beschridnkten Menge von cv(X
ie Topologie mit T zusammen.

) bazw. CV,(X) fdllt

(8) en i

z.B. c$?§§102$ ?im eﬁWéhnten Axion Hy) bei Schvertz, den

(S) richtis fir cé fij Y:CB+(X)”niCht geniigen. Dagegen 1%
§2, nach 17.) und of 1 in den Tillen V-0 v=cs (1) (e
Livhon amriibar ,f”a 1s f (stets lo%alkompakt) in Unend-
6], o117, § ,n dr V=C*+ (%) (vel. §2, 12. und Bourbaki

CV, (X) Semiiwgn;elo§1’ Prop. 1(1) wnd 2(ii)). Is® We&V und

1 ~Raum, so erfillt eV, (X) ebenfalls die Be-

dingung
PaktengM(S)' Allgemeiner stimmt fiir WeV ja auf einer kom-
enge in CV,(X) die Topologie mit ¥ berein.

geben die

Wir keh
ren zu unseren Ausgangspunk? gurick und

aus 10, f
olgende schwache Charakterisierung vorn CVo(X,E) an:

11, Korollar: Seien X und E wie in 10., WV, und geniige

Eine Funktion EV(X{ EZW' CY°(X) der Bedingunt (s). B pilt:

baw. OV, (X,E €C(X,E) gehort genau dann 2zu CVP(X,E):CV(X,E)
o ,b), wenn fur jedes elelE! fe,ecv(x) bzV . CVO(X)-

es auf die Vollsténdi
unktion

Es ist s
ofort klar, daB gkeit von 2 bei
in die voll-

11, n-‘ -
icht ankommt (ban betrachte falsF

StEm A
téndige Hiille von E.).
nd im Unendlichen

Hinweis: Da fiur V=C*(X) (X 1okalkompakt U
aus 11 abzinlbar) die Bedingung (5) erfilllt ist, foit2
. und §2, 12.: Fir einen 1okalkonvexen Raum B gehdrt
edes €'€Z’

feC(x.,n
(X,8) zu CV,(X,E) genau cani wenn fir J

fe'ecc(x .
Dag
selbe Resultat 148t sich auch

Beispiel vofi Sch
§2, 12. nicht

ge vektorwerti
chne Xomp

aus 7. und §2, 19. herleiten.

wartz [35]» P-100
vollig weé-
ge Funktion
akten Tréger

EZEit-Sieht man an dem
die Bedingung @=normiert in
Eine stetl
ger haben,
£)G CVo(X,E)-

ielassen werden kann:
Zann nskalar® kompakten ITé
u besitzen, d.h. i.a. Cc(x’
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§ 7 Unterraume

i;zsdzz ?;Si)derdArbeit besc?rénken wir uns auf Réume des
barunge; u;g Vun machen zunichst generell folgende Verein-
o 1iragss?tzungenf Palls nichts anderes gesagt
auf’x - W<:V standig reguldrer k-Raum, V Nachbin-Familie
VOIISténdig;; R:nd Y abgeschlossener 1inearer Unterraum des
umes CVq (X) (mit der Relativtopologie).

1. Hilfssatz: Sei B beliebiger lokalkonvexer Raull.
(1) Bei geeigneter Identifizierung gilt
YE’E:{fecv,(X)EEccvo(x,E); foeY fir jedes
. 1 H
(2) Ift E guasivollstandig, SO erhdlt man e
TEE={1eCV, (X,E); fe.e¥ fur jedes e'eE'}.
{3) Y@E ist der Unterraun derjenigen Funktionen aus YEE,

deren Bild endlichdimensional ist.

;” wnd (2) folgen mit §3, 11. und §6, 2.(2).
u (3): Es ist zu zeigen: Ist fEY?EcCVo(X,E) eine Funktion

mi. R . .
t endlichdimensionalem wertebereich, f#0, SO gilt fe7@E.

Zu X3 R . o
nichst ist wegen %4, 8.(3) reCV (X)®E klar. Dann hat T

ai =
ie Form f(x):z:eifi(x) mit nel¥, {ei? i:'l,...,n} linear
i=1

unabhingig in B, {fy; i=1se.-
CVo(X). Wir erhalten einen Widerspruch, wenn wir €Y
(i,e{1,...,n}) annehmen: Han wihle (vgl. KOthe {24f’ 320,
1.(2)) e'eE' rit e'(e;)=0 fir ifies e' (e, )=1i €8 wire
for=f; €Y im Gegensatz 2Zu fefen.

gende Aussag

,n} linear unabhingig in

2. Theorem: (1) Fir XY gsind fol en dquivalent:

1. Y besitatl die

IT. Fiir beliebigen lokalkonvexen Raum
{fecv, (X,B); f€Y fir jedes e'eb',
e‘-————rfez gehbrt zu

ionen mit endlichd

r 4

Approximationseigenschaft.

B liegt in

und die Abbildung

£ (Bl Vo (X))}

der Unterraum der Funk?t jmensionalém

Bild dicht.

(2) Ist Y quasivollsténdig'(
1. und II. dquivalend Zu:

II! Fiir beliebigen quasivollsténdigen 1

E liegt in {feCV,(X,E); fo€Y fUr jedes e
terraum der Punktionen mit endlichdimensionale

z.B. Y tonneliert), so sind

pkalkonvexen Raun
1L’} der Un-

m Bild dicht.
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(3) Ist Y (F)-Raum, so sind I., II., II! dquivalent zu:
IT'! Plir beliebigen Banachraum E liegt in
{feCV, (X,E); fqs€Y fiir jedes e'eE'l der Unterraum
der Funktionen mit endlichdimensionalem Bild dicht.
(4) Ist Y (B)-Raum, so sind I.,, II., II!, II'! dquivalent
zZu:
II''! Fiir beliebigen abgeschlossenen linearen Unterraum B
von c, (=Raum der Nullfolgen) liegt in
{fecv, (£,8); fes€ ¥ fiir jedes e'€E'} der Unterraum der Funk-
tionen mit endlichdimensionalem Bild dicht.

(1) und (2) folgen aus 1., §4, 4.(1) und §4, 3.(1). (3) is%
nach Schwartz [34], Exp. no.14, Th.2.II und (4) nach Wael-
broeck [45], Prop.4 richtig (vgl. §3, 8.(4)).

Bemerkung: Insbesondere erhdlt man durch Anwendung auf X=N,
V=CB*(X) (also CV4(X,E)=co(E)=Raum der Nullfol-
gen aus ) und aus der bekannten Tatsache, daB jeder lokal-
konvexe Raum die Approximationseigenschaft besitzen wiirde,
sofern dies fiir jeden abgeschlossenen linearen Unterraum
von ¢, gilt (vgl. etwa Waelbroeck [(45], Prop.4), verschie-
dene dquivalente Aussagen der Approximationshypothese von
Grothendieck (daB jeder lokalkonvexe Raum der Approximations-

bedingung geniigt), darunter die folgende:
Fiir jeden abgeschlossenen linearen Unterraul Y von cg
beliebigen (B)-Raum E liegt in

{x=(x,)ece (E); e'x:=(e'(x,))el fur
raum der endlichdimensionalen Folgen (d.h,

in einem endlichdimensionalen Unterraum von E lie
kann dazu benutzt werden,
rdume Y von

und

jedes e'e€E'} der Unter-
der Folgen, die
gen) dicht.

Hinweis: Der vorstehende Satz 2.
die Approximationseigenschaft fiir Unter

Riumen stetiger Funktionen zu bewelsen, wenn Approximations-

sdtze fiir vektorwertige Funktionen pekannt sind.
So bemerkte A,M. Davie (nach Kenntnis von [3]), daB fur eine

beliebige kompakte Menge K der komplexen Ibene wegen der
1'! in 2. die Approximationseigen—

Aquivalenz von I. und I

schaft fiir den Raum R(K) (=AbschlieBung djer rationalen
Punktionen mit Polen auBerhalb K 1n c(K) bzgl. der gleich-
midBigen Topologie) direkt aus Gamelin, Garnett [16], Theorem
6.1 (und der Bemerkung vor 6.3 dort) folgt.
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Davie hat mit einer dhnlichen Methode gezeigt (schriftliche
Mitteilung), daB der Reum A(K) der auf X stetigen, im In-
nern von K holomorphen Funktionen ebenfalls der Approxima-

tionsbedingung genigt.

Manchmal liegt ein anderes Problem vor: Es ist ein konkre-
ter linearer Teilraum Yg von CVe(X,E) (E lokalkonvex) gege-
ben; man definiert den linearen Raum

Yo = {g€CV,(X); g=fer fir gewisse feYy und e'eE'} und fragt,
unter welchen Bedingungen Yg=Y, éeE, wenn Y, mit der von

OV, (X) induzierten Topologie versehen wird.

Betrachte dazu folgende Voraussetzung an Yp:
(%) Alle Funktionen feCV,(X,E) der Form f(x)=eg(x) (fir alle

xeX) mit e€E, geY, gehoren zu Yg.

3. Hilfssatz: Sei E lokalkonvex, YOV, (¥,E) und (%) er-
fillt.
(1) Definiere fiir beliebiges eek:

Yo ={feYg; f=eg mit geCV, (X)}. Dann sind fir e,, €€E
(eq, €,#0) die Unterrdume Y., und Ye, VOn cv, (X,E) topolo-
gisch isomorph (und zwar topologisch isomorph zu Y,).

(2) Ist Y. abgeschlossen in CV, (X,E), so ist Y, abgeschlos-

sen in CV, (X).
3 fiir eeE, e#0, Ye topo-

Beweis: Zu (1): Es ist zu zeigen, da
n Y, in

logisch isomorph Y. Man definiert I: f=eg ———rg VO
CVo(X) und stellt fest, daB aufgrund von (%) I wohldefi-

ge lineare Abbildung von Y, auf Yo . Nach
zw, CV,(X) (Yg und

ist I auch in

nierte eineindeuti
Definition der Topologie von CV (X,E) b
Y, sind lineare und topologische Unterrdume) i
beiden Richtungen stetis. Allgemeiner pildet 1: & —+C&
eine in beiden Richtungen stetise Abbildung von CVo(X) in

CV, (X,1) und Ye=1(Y¥,)- “ |
Zu (2): Ist Yg abgeschlossen in CVo (X,E), =0 ist filir belie-
biges eell Y, als Teilraum Von CVo (X,E) abgeschlossen,
abgeschlossen in OV, (X). w.z.D.v.

YE ab-

daher

nech dem Beweis von (1) Yo
6%a1konvexer Raum,
Unterraum von CV, (X,E)

genschaft. Ge-

4. Theorem: Sel E vollsténdiger 1

geschlossener linearer
und erfiille Y, (oder B) die Approximationsel

nau dann gilt YE=Y3§5E’ wenn (%) erfiillt ist.
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Beweis: Ist (%) erfiillt, so vesagt dies Y, @ EcYg, also we-

‘gen der Abgeschlossenheit von Ye YoéiEcYE. Andererseits ist
nach §5, 3.(2) YECCVO(X,E)=CVQ(X)?E, d.h. die Abbildung

e! ——»f,, ist fir feYg stetig von El, in CVo(X). Das Bild
dieser Abbildung liegt nach Definition in dem Unterraum Yo

von CVe(X), YgcY EE. Da Y, Dbzv. E die Approximationseigen-

schaft erfillt, gilt nach 3.(2) und §4, 3.(3)

Y,&,F = L,EE = Yp. q.e.d.

Satz 4. 148t sich dazu benutzen, eine Tensorproduktzerle-
gung fiir Unterraume stetiger vektorwertiger Funktionen zu
beweisen, wenn die Approximationseigenschaft fiir den ent-
sprechenden Raum skalarer Funktionen pekannt ist. 4. kann
so als Umkehrung von Satz 2. betrachtet werden.

Hinweis: L. Eifler {15] hat die Approximationseigenschaft

sofern K eine kompakte
4 ist. Ausgehend

des Raumes A(K) gezeigh,

Menge in ¢ mit gusammenhingenden Komplemen
[2] mit Hilfe einer sehr spe-~

daB der Raum A(K,E) der
im Innern von K holo-

von diesem Theorem wurde in
ziellen Fassung von 4. bewiesel,

auf einer solchen Menge KcC stetigen,

morphen Punktionen mit Werten in dem vollsténdigen lokal-
v
A(K,B) = A(K)8E gestattet,

konvexen Raum & die Darstellung
des Satzes von Mer—

und deraus eine vektorwertige Fassung
gelyan hergeleitet.
nseigenschaft von konkreten

) sind aufer den genannten
in der Litera-

Bemerkung: Uber die Lpproximatio
Unterriumen von eV, (X

nur wenige Resuliate bekannt. Dagegen gibt es

tur Kriterien fir die Nuklearitéat solcher Raume.
haben in unserem Zusammennang zuch eine Bedecutung, weil je-
der nukleare Raum deT Approximationsbedingung genligts wir

wollen daher kurz darauf eingehen.

C(X) mit der kompakten Konvergenz—Topol
wenn jede xompakte Peilmenge von X end-

und (CB(X),P) ist dann und nur
Collins [50], Th.4.
jnen nuklearen

peilrdume, Z.B- H(X)=holo-
Teilmenge X des C" mit

Fiir stetige Gewichts-

) hat Nekamurd

Diese Sétze

ogile ist bekammtlich

genau dann nukleaTr,

lich (s. Warner [46], Th.9)s
wenn X endlich (s.

dann nuklearer Raum,
) fast nie selbst €

10). Vviahrend also CV, (X
Raum darstellt, giBt es nukleare

morphe Funktionen auf der offenen
der kompakten Konvergenz—Topologie-
funktionen {M‘; deA} gnd $ offen cg” (n=1
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(28] mit Hilfe eines Satzes von Pietsch hinreichende Bedin-
gungen dafilir angegeben, daB die von Gelfand und Schilow ein-
gefiihrten Rdume 2 {Mp} holomorpher Funktionen auf R (die
unter gewissen Voraussetzungen Unterridume von C(Mg), (§2)
sind) nuklear werden,

Von einfacherer Art als eine Tensorproduktzerlegung fir
Unterridume stetiger vektorwertiger Funktionen ist nach §5
das Problem, vektorwertige Approximationssédtze vom Stone-
WeierstraBdschen Typ fiir CVe(X,E) herzuleiten, weil E@CV, (X)
in CVe (X,E) dicht liegt. Allein aus dieser Eigenschaft
folgt:

5. Lemma: Sei X vollsténdig reguldarer Raum, V>0 Nachbin-

Familie auf X und E lokalkonvex., Sei Yg abge-
schlossener linearer Unterraum von CVe(X,E) und Y, wie VOT
3. definiert. Gilt Yo=CVy(X) und geniigt Y der Bedingung
(%), so erhdlt man YE=CV°(X,E):

5. ist insbesondere dann von Vorteil, wenn fiir den skalaren

Kaum CV, (X) approximationssdtze bekannt sind. 50 ergibt

lgemeinerten Stone-weierstral3schen s5atz
unter

sich aus dem veral
flir die strikte Topologie von Glicksberg [51], Cor.

Benutzung von 3.(2):

6. Korollar: Sei X lokalkompakt, E lokalkonvex und Yg ab-
geschlossener linearer Teilraum von (CB(X,L),P),

der (%) erfiillt. Dann gilt Yp=CB(X,E), wenn .

(i) Y, selbstadjungiert, (ii) Y, Teilalgebra von CB(X)T

(iii) fir je zwei verschiedene Punkte X,, Xy€X f€f, exis-
tiert mit f(x,)=1, f(x,)=0.

' Teil
Bemerkung: Die Bedingungen an Y, in 6. kann man zum

durch solche an Ig ersetzen, Betrac
(iv) [(iv')] Mit felg, €l [peCB(X)] gehort ¢f zu Yg»
(v) fiir jedes x€X ist YE(x)={f(x); erE}¢{O}j‘
Zs folgt jetzt (ii) aus (iv) und (1ii) aus (iv

inen‘Approximationssat
auf die }iethode der

hte ndmlich:

) und (V).

Eine andere Moglichkeit, € z fur
CVe (X,Z) zu beweisen, besteht darin,
Zerlegung der Eins aus §5 zuriickzugr |
regulérer Raull, Vv >0 Nachbin-
acA}) 1okalkonvex.

eifen.

7. Theorem: Sei X vollstdndig
Pamilie auf X und (B; {p,;
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Der abgeschlossene lineare Teilra&m Ye von CVo(X,t) fallt

mit ganz CVe(X,E) zusammen, wenn e& den Voraussetzungen (i)

und (ii) genligt: ;

(1) Tg(x) = {f(x); feYg}l = B fur jedes x€X,

(ii) fir feYg und \peCV,(X) mit Werten in [0,1] hat man
efe¥g.

Beweis: Zu feCVe (X,8), veV, a€A und €> 0 wird geYg angegeben

mit bve(f-g) = sup Pa( (vE-vg)(x))&e. Daraus folgt die Be-
xeL

hauptung aufgrund der Abgeschlossenhelt vom Yg.

Wihle zu fe€CVg(X,n) wie beim Beweis von §9, 1. K kompakt in

< . ~ ~
£ mit p,((vE)(x))< % fiir xeXsK und K offen, derart dad Ke¥

und v(x) <M auf K (M>0).
Wegen (i) gibt es zu jedem
¥, (x)=f(x), so daB eine offene Umgebung

€K eine Funktion ¥x€YE mit

ILC% von X existiert

mit Pc(f(x')~y'(x'))<,§ﬁ fiir jedes x'eUg: Wegen der Kompakt-

heit von K findet man endlich viele Uy =Uy, und zugehdrige
Y ek (x))< %

Punktionen y, =y, €Yg mit Ke U Ueck und pe(£(x) =¥y (x))< 7R

.. k b
fir alle xeU,.
Wie in ¢5, 1. 1laBt sich eine Zerlegung de

=0 auBerhalb Uy éi;g.(x>

r Eins {&ki k=1,00 008}

=1 aufl £
aus CV, (X) mit O€gus 1» Bk

g » Iy
und ng(x) <1 auf X konstruieren. pefiniere fiir xeX

ket

-1‘ y
8(x):=) g (x)y,(x); wegen (ii)

k-‘ s

» § 1. erhalt

Durch eine Abschatzung wie peim Beweis VOR 9i.fﬁr o
man p, ((vi-vg)(x))<E€ sowohl fir X uc
Q.e.d,

gehort g 2Y g,
€K als 8

.- ti-
o . , rt den VngOrWGT
dinweig: ' inert und jmplizl€ . -1
dinweis: 7. verallgemein fiir die gtrikte Topologl®

gen Stone—WeierstraB-Satz .. igt von dem in [47)
von Wells [47] (Theorem 2). Der BGW?lS lzr de;n von Theoren
wesentlich verschieden und entsprich? #° jalfall
3 bei Toad [43] (wo evenfalls mor 7 Spez

Cvo(X,E)=(CB(X,E):P) petrachtet wird). . Jer shee
in (.
8. Korollar: Seien di€ Voraussetzungen Wiey o Ve (Ks2)
lineare Unterraull ‘&
schlossene Dann gilt

P L)
erfille (i) eus 7. und gei Modul uber cB(X)
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Bemerkungen: (1) Aus den Uberlegungen in §5 weiB man: Ist X
lokalkompakt, so kann Bedingung (i1) in 7.

ersetzt werden durch
(ii') fiir feYg und ¢€Cc(X) mit Werten in [0,1] hat man
pfeYg.

Analog braucht flir diesen Fall in 8. nur vorausgesetzt zu

werden, daB Yg Modul iber Ce(X) ist, unm YE=CV°(X,E) schlies-

sen zu konnen,

(2) 7. und 8. werden mit CV(X,E) anstelle von CVo (X,E)
falsch, wie der abgeschlossene lineare Unterraum Co

von CB(X,E) mit der gleichmdBigen Konvergenz-Topologie zeigt.

(X,E)

Wir schlieBen hier eine Betrachtung an, die in keinem direk-

ten Zusammenhang zum vorhergehenden steht.

B i — . . B
¥8 ist nach den Brgebnissen von §5 interessant, als Bildraum

bei einem Haum stetiger vektorwertiger Punktionen ei

Raum stetiger skalarer Funktionen zu nehmen und so das Ten-
me stetiger Funktionen mit-

nen

sorprodukt zweier gewichteter Rau
Man vermutet eine Isomorphie mit

einander zu untersuchen,
nen auf dem

einem gewichteten Raum stetiger skalarer Funktio

topologischen Produkt der Urbildraume.

hat Summers ohne Benutzung vektorwertiger

In dieser Richtung
ger sich auch aus

Funktionen den folgenden Satz vewiesen (
§5 herleiten 1d3t):

9. Satz ([40], Th.5.1): seien Xy L
Nachbin-Familien auf X,

CL(X,) € UcCH(X,) und CI(Xy) € VECT(Ka). 362
W= {uv; uey, veV}, wo uv die Funktion (uv)(x1,x1)=u(x4)v(x*)

auf dem topologischen Produkt Xy=X; pegeichnet, Dann gilt
CUu (X,)@CVo(Xy) = CWg (X Ky) i Sinne einer topologischen

Isomorphie.

lokalkompakt, U bzw. V
bzw. Xy @it

igt eine Nachbin-Familie auf

Gemeint ist der gachverhalt: W
(X,=Xy) vollstandig. Iden-

£,%X, mit Cr (X =X,) €W, SO daB CW,
tifisiert man CU, (X,)@CVe(Xy) in deT jblichen Weise mit
einem Raum stetiger Funktionen auf X,xX,, so liefer® dies
eine topologische Isomorphie vOT CU, (X, )@CVo (Xa) 1D
CwW,(X,xX,), und das Bild des Tensorproduktes 1iegt dicht in

CWO (X,u}(‘) .
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ibt sich eine neue Charak-
gewichteter Raume als

Als Polgerung aus diesem Satz erg
terisierung flr das ¢ -Produkt zweier

Funktionenrauim.

Bei einer komplexwertigen Punktion auf X=Xa wollen wir fir

festes x,€X, mit £(.,x,) die Funktion X, (X, yX,) VOD
X, in € begeichnen, analog fir £(Xy,.)-

U,V,W wie in 9., seien Iy bzw.
Unterrdume Vvon
_Produkt" von Yy

10, Definition: Seien X4, Xy
Y, abgeschlossene lineare
CUg (X4) bzw. CV,(Xy). Dann wird das "Slice
und Y, definiert durch -
Y, # Y, ={feCw, (X,=X,)5 £(,%, JeY, und f
feste (% X, Je X=Xy}
(X,*X,) induzierten Topologie

(4,0 )0y fUr jedes

Y, #Y, wird mit der von CW,o
versehen.

Diese Definition ist eine Verallgemeinerung auf gewichtete
 Rdume von sifler [15], 2.1; sie nacht es moglichy prop. 15
aus [3] auf diesen allgemeineren Jusammenhang 2u {ibertragen.

gen und Bezeichnungen wie

11, Satz: Seien die Voraussetzun |
= Y €1y als topologischer

in 10. Dann gilt Y, # 1,
Isomorphismus.

cowelo: we ’ (2) ergibt sich
. g8n 9. und §5 3' g “ |
’ (X~| )aecvo(xg)-"C\”‘,(x,nl(‘),

OV, (X, ,Cla (X, ) )=CUq (X, )ECTe ($2)=CUe

d
Die Isomorphie von Cho(X;<%y) 80F cu,(m)eCV.(X.)_wi; |
durch die Abbildung F— e;-——-*tsf) (feCho(Kemtalr
auB CUQ(A‘)

f die Funktion

pzgl. der zweiten variab-

LaeCV!(X,)) nergestellt, wobel {ha
ist, die man durch inwendung vorn th
len von f erhdlt (f(x“.)ecv,(){, fiir jedes ?c.eX:‘\)’.(x .
Mit §3, 9. findet sich Yt iy "&)CCUb(M{)Je:e;ra;m"’O“
man kann Y,¢ Y, als linearen un Togtsenen
C‘NO(XQ‘X;) betrachten. Daher gilt srt 2u 1y und
Y6, ={feCuq(Ky=Ly)s xf‘—‘"(f‘f)(x' i :1le peCUe
xx.————-'(thf)(x&) o
und  ,eCV (X))
womit Y, &Y,cY, # Yy klar ists V¥
und fiir jedes X €Xa S'LGCV;(X:,)' ;¢ der Abbilduné
Andererseits folgt au® : ; Apgesch1088®
&, '-—.tt._f von (CV,(X;))é ié O Y pereits
von Y, und aus §3s 9°7 . *

eil fur jede

phelit
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Xa“—-—-**(Ezf)(X4) Element von Y, nicht nur fir p,= &; (x,eX, ),

sondern fir alle tiecvg(xt). Aus Symmetriegriinden ist mit-

hin Y, # Y, cY,€Y, . g.e.d.

12. Korollar: Hat zu den Voraussetzungen von 10. Y, oder Y,

die Approximationseigenschaft, so gilt

Y, 8,7, = Y, %Y,.

Hinweis: Fiir kompakte X, und X,, Y,cC(X,), Y,cC(X,) mit der
gleichmdBigen Konvergenz wurde 12. in [15], Prop.

2.2 gezeigt.

Zwar ist mir kein Satz bekannt, wonach Y1éEYl = Y, # Y, die

Approximationseigenschaft fiir einen der beiden Réume impli-

ziert, doch hidngt das Problem der Gleichheit von injektivem

Tensorprodukt und Slice-Produkt fiir zweil Funktionenrdume

nach 11. sehr eng mit der Frage nach der Approximationsei-

genschaft von Y, oder Y, zusammen.
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§ 8 Algebren und Moduln

1. Lemma: Sei (B, {q,; «€A}) quasivollsténdige topologische
Algebra, so daB die Multiplikation in E eine bzgl.
des Systems X=X(i) der kompakten Mengen in E (x,k)-hyposte-
tige bilineare Abbildung ist. Sei X (vollstdndig regulérer)
k-Raum und V>0 Nachbin-Familie auf X, fur die
(A) zu jedem veV v', v''eV existieren mit vev'v'',
Dann ist CV, (X,E) unter punktweiser Multiplikation topolo-
gische Algebra (d.h. die Multiplikation getrennt stetig).
Ist die Multiplikation in E in beiden Variablen gleichzeitig
stetig, ergibt sich dasselbe fur CVe(X,E). Die Eigenschaft,
Kommutativ zu sein, ubertrigt sich von E auf CVe (X,E); eben-
so fir die Existenz eines Einselementes, sofern V€ CY(X).

Beweis: 1. Behauptung: CVe(X,E) ist Algebra.
Seien f, geCV,(X,E) und fg definiert durch (fg)
a) Zundchst ist fgeC(X,E) zu zeigen.

Dazu langt es, weil X k-Raum ist, daB fir kompaktes K in X

fg stetig auf K bewiesen wird.
Seien t,eK, «a€i, €>0 beliebig; zu den kompakten Mengen

f(K) und g(K) existieren wegen der (3%,x)-Hypostetigkelt
der Multiplikation Nullumgebungen V,, V3 in E mit

ClUq e t=]0€; Ag(e)s 55

(to) und

(x):=f(x)g(x).

£(K)V, ={e,es; e, @f(K), €€ v, 1
Da f, g€C(K,E), gibt es Umgebungen U,
~f(tg)eVy fir teU, (ty) und

so daB mit U=U, (to )aU, (o) flUr
(t)*f(t,))g(t)+f(t.)(g(t)-g(tc))

Vyg(K)eUa, .
Uy (to) in K mit £(t)
g(t)-g(t, )V, fur teU, (te) s
alle teU gilt: fe(t)-fg(te)=(f
eV, g(K)+f(K)VycUqg, asa +Uy, 20 a6 -

b) Es bleibt zu zeigen v(fg)eB, (X,8) fur veV.
v''eV mit vev'v'' gewdhlt und «eh,

Dazu seien nach (&) V',
Multiplikation

¢ >0 vorgegeben. Wegen der Hypostetigkeit der
in E gibt es nach §1, 16.(1) eine Nullumgebung U mit
(;TETTichU,ﬁ:. wegen v''geBp(X,2) existiert eimne kompakte
menge K in X mit (v''g) (XxK)eU, d.n. fiir xeX~K gilt:

(v'£) (x) (v' g) (x)e(v £) (X)Ueluye -

2. Aus Symmetriegrﬁnden langt beim Nachwels der getrennten
Stetigkeit der Multiplikation in CVo(X,E) der Bewels der
Stetigkeit im zwelten Faktor bei festgehaltenem erstem Pak-

tor f€CV, (X,E).
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delen wgh, gm0, veV vorgegeben und v', v''eV nit vgv'v'!
gewBhlt., wio obon cxistiert rur X=(v'f)(X) eine Nullumgebung
Us,e/ in & mit nUpescUs,e - Setze

Vs, e, v :={g€CV, (X,5); bvp'(g)= sup qp(v' ' (x)g(x)) s €'}
X€

Vg, e,y» ist Nullumgebung in CVy(X,E) und fiir alle xe&X,
g€Vp e, v gilt (v''g)(x)eUp es, also

bV, (fg)= sup qa(v(x)(fg)(x))« sup g ((v'E)(x)(v''g)(x)) e,
X€eX xeX

fVP’el’v” CV"t,v . W.Z.b.w.

Bemerkungen: 1, Die Voraussetzung der wuasivollstédndigkeit
von E kann gestrichen werden, wenn X lokal-
kompakt ist und VeC*(X) gilt (vgl. §1, 16.(2)).

2. Nach §1, 16.(1) bleibt das Lemma auch fir nicht quasi-

vollstandige E richtig, wenn man von der Multiplikation

in £ fordert, daB sie eine (P,P)-hypostetige bilineare Ab-
bildung ist, wo P=P(E) das System der prédkompakten Mengen
in K bezeichnet. Insbesondere kann man die Bedingung B
quasivollstdndig weglassen, wenn die Multiplikation in E in

beiden Variablen gleichzeitig stetig ist.

3. Die rigenschaft, topologische Algebra zu sein, gilt ge-
nauso fiir CV(X,%) anstelle von CVe(X,E) mit folgenden

Anderungen: Die Quasivollstandigkeit von B ist unndtig, die

Multiplikation in £ muB aber bzgl. des Systems B der be-

schrdnkten Mengen in E (B,B)-hypostetig sein (Dies ergibt
5 metrisierbar

sich nach einer Bemerkung von Neubauer, wenn
und das Produkt beschrdnkter lMengen in E beschriankt ist.).

Bedingung (A) ist erfiillt, wenn die Konstante 1 unter den

Gewichtsfunktionen ist oder mit v auch /v zu V gehbrt.

Man sient, daB etwa V=C{(X), ct(x), CB*(X), C*(X) oder die
sen.

Nachbin-Familie aus §2, 4. der Voraussetzung von 1. genig

Dagegen erfiillt z.B. Cve(X) aus §2, 3. fiir X=C,
v(x)=exp(-1x 1) nicht diese Voraussetzungen; Cvgy (X) ist auch

keine Algebra.

3atz: Seien die Bedingungen an X, V und Y wie zu Beginn
von §7 vereinbart. Weiter geniige V (A) aus 1., Y

sei Teilalgebra von CVg(X) und b vollstdndige lokalkonvexe

Algebra mit (x,x)-hypostetiger Multiplikation.

Dann ist EéeY vollstandige lokalkonvexe Algebra, und zwar

topologische Unteralgebra von CVe(X,E). Hat E in beiden Va-

riablen gleichzeitig stetige Multiplikation, SO auch EEY.
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Be‘aweis: Nach §4, 8.(2) ist der topologische Vektorraum EéY
eingebettet in CVy(X,E) und dies nach 1. topologische Alg:a-
bra. Die Einbettung der Algebra E®Y (vgl, [2], §5, 3.) ist
n‘mltiplikativ, so daB E@,Y topologische Teilalgebra von
CVo(X,%) wird, deren AbschlieBung EQ,Y darstellt. Man schlieft
daraus wie im Buch von Neumark, "Normierte Algebren", 8,

1.1, daB EéaY vollstdndige lokalkonvexe Algebra ist, deren
Topologie von CV,(X,k) induziert wird. gq.e.d.

3. Korollar: Unter den Voraussetzungen von 2. ist die Iden~-
tifizierung aus 85, 2. ein topologischer Alge-

bra-Isomorphismus von EétGVO(X) auf CV,(X,E).

Im folgenden werde flr eine lokalkonvexe Algebra E
MSE)=={G'EE'; e'£0, e' multiplikativ auf i} gesetzt. Man ver-
sieht M(E) mit der von (E',E) induzierten Topologie. Das
bekannte Beispiel L® zeigt, daB selbst fiir kommutative voll-
stdndige metrisierbare E mit Einselement M(E)=p eintreten
kann (vgl. Zelazko [48], (12.1.1.)).

Dann gibt es

4. Satz: Seien die Voraussetzungen wie in 2.
v
(E@,Y) auf

eine eineindeutige Zuordnung Z von M

M(E)»M(Y), ndmlich:

Jedes mel‘l(EétY) ist die stetige Fortsetzung m'@m'' eines

n n
nm'@m'' (definiert durch (m'Om")(EeLin )=Em'(ei)m"(fi)
321 1e4

”
fir alle ) e, ® f;€EE@®Y) mit n'eM(E), m''€M(Y) und

1T A
Z: nen'Qm' ' ——(m',u'') — s wird dabei nicht ausge-
schlossen, daB beide Mengen leer sind =-.
Versient man M(E)=M(Y) mit der produkttopologie, 80 i

Abbildung 2 stetig; sie ist ein Homdomorphismus, wenn 5éeY
lokal m-konvexe w-Algebra (vgl. fichael [25]).
Vervollstdndigung

st die

des Tensorproduktes Y - 4
n & und Y in einer schwa-
von Grothendieck. Daher
nehi(Z@ f) als
1eM(E) und
', das

Beweis: E@ Y ist
der beiden lokalkonvexen Algebre
cheren als der induktiven Topologie
148t sich nach Smith [38], 3.» Lemma 1 jedes
stetige Portsetzung von n'@n'' mit geeigneten m
m''eM(Y) darstellen, und umgekehrt ist jedes u'@m'"y
eine stetige Ausdehnung auf E@ Y hat, slement von M(E@I).

Nach Definition der injektiven Topologie pesitzt beliebiges
n'@m'' mit m'€M(E) und o' 'eh(1) eine stetige Fortsetzung
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auf die vollstdndige Hiille Eé&Y; auBerdem ist die Zuordnung
7: m=m'® m'' ———(m',m'"') wohldefiniert (vgl., [2], §6,1.).
Somit bildet 2 M(B@Y) eineindeutig auf M(E)«H(Y) ab und
stetig nach Smith [38], 3., Lemma 2. Der letzte Tell des
Satzes folgt aus [38] , Theorem 1. g.e.d.

Hinweis: Interessante Beispiele lokal m-konvexer Algebren,
die gewichtete R&ume aus stetigen Funktionen sind,

findet man bei Michael [25].

5. Korollar: Seien die Voraussetzungen wie in 2.
(1) Ist v#{0ol, so folgt aus
A {Kern m; nen(88¥)}={0}:
N {Kern m'; m'eM(E)} ={0}.
(2) G6ilt fir E: N {Kern m'; m'eki(E)}={0}, so gilt auch
N {Kern m; mEM(EétY)}={O}.

Beweis: Zu (1): Sei e€E und werde m'(e)=0 fiir alle m'eM(E)

angenommen; 2zu zeigen ist e=0.

Sei dazu fo€Y mit fo#0 fest gewdhlt. Dann gilt wegen 4.
m(e@ fy )=0 fiir alle meM(EétY), nach Voraussetzung also
e@ f,=0 in E@Y und somit e=0.
Zu (2): Dies erhdlt man aus 2. und §3, 2., weil 5@, eCVq(X,E)
und fiir m'eM(E), x€X jedes Funktional der Form f —m'(£(x))
(feE@.Y) zu M(E@Y) genort oder identisch Null ist. g.e.d.

Definiert man eine topologische Algebra A als sm-halbein-

n der Durchschnitt der Kerne aller stetigen multi-

fach, wen
m Nullelement be-

plikativen Linearformen auf ihr nur aus de

steht, dann folgt aus 5.1

Ist Y#£{0}, so ist E‘hY genau dann sm-halbeinfach, wenn dies
fir £ gilt.
Fiir E=CV4(X) Algebra, V>0 und X=lokalkompakt, ist X nach

93, 3. homdomorph einer Teilmenge Vou M(£). Es wird nun
re nichttriviale multi-

die Frage betrachtet, ob jede stetig

plikative Linearform die Form §, fiir gewisses xeX hat.

Zundchst untersuchen wir die wichtigsten spezialfédlle:

c(Xx) (hier £ ausnahmsweise nur vollstandig regulér)

1. PUr ==
mit der kompakten Konvergenz-Topologie ist X homSomorph

bei der Abbilaung I:
7.6 £) (wie Prop, 12.2 von [25] zeigt,
nicht die Stetigkeit der mul-

y /
dem vollen raull alz) x —8,., s.

wichael [25]1, Zxample

gilt dies j.a. nicht, wenn man
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tiplikativen linearen Punktionale fordert.).

2. Auch fiir £=Ce(X) ist X homdomorph M(E).

3. Pir E=(CB(X),B) gilt ebenfalls I(X)=M(E) (s. Buck (8],
Cor.1 von Th.4). Man beachte, daB dies fiir die Banach-

algebra CB(X) mit der gleichméBigen Topologie i.a. nichd

richtig bleibt.

4, I(X)=H(E) auch bei E=(C¢(X),i), wenn X im Unendlichen
abzihlbar ist: Seien Us (n=1,2,..., UncUpn.q ) offene re-

. o0
lativkompakte Mengen in X mit X= U U,. Die Ua sind mit der

»ui

induzierten Topologie wieder lokalkompakt, vgl. Schubert
{33], 1.7.5, Satz 2. Setze E,::Cc(ﬁ:,x)={fecc(x); rr fel, i,
versehen mit der Topologie der gleichmdBigen Konvergenz.
Im Sinne von Michael [25]1, Def. 15.2, stellen die En eine

m-vertrdgliche Folge lokal m-konvexer Algebren dar, und die

lokal m-konvexe Algebra E ist LF-Algebra. [25], FProp. 15.9
zu betrachten. O0f-

erlaubt, M(E) als Vereinigung der M(Ep)
fenbar ist C¢ (U, ,X) als Banachalgebra isomorph zu Co(U,), 80

QO
daB bei geeigneter Identifizierung b, )=Uy und M(E)=}{U‘=X-

6. Korollar: Sei X lokalkompakt (in (1): vollstédndig re-
guldrer k-Raum) und E wie in 2. Dann gilt im

Sinne von eineindeutigen Zuordnungen: (1)

(2) M(CB(X,E),P)=X~M(E), (3) M(Co(X,B))=Xul(E),

(4) fiir im Unendlichen abzdhlbares X und normiertes E:

M(G(X,E))=X=H(E),

M(Ce (X,E),1)=X<M(E).
6.(1) impliziert einen Teil von Theorem 4 bei
Dietrich [11]. Dort wird an Hand eines Beispiels

daB die Zuordnung von M(C(X,E)) auf X=}M(E) nur
omorphismus dar-

die dies

Hinweis:

gezeigt,
unter gewissen Restriktionen an bk einen Homdo
stellt. Auf eine Untersuchung von Bedingungen,
leisten, soll in dem allgemeineren hahmen hier verzichtet

werden,
, so beweist man zundchst

was den allgemeinen Pall anbelangt
( % vollstdndig reguldr, V>0 ):

(X) eine Algebra, die die Punkte von X

7. Lemma: Ist 5=CVo
) dicht in M(s5).

trennt, so ist I(X



-84~

Beweis: (Ve (X) ist selbstadjungierte Algebra stetiger Funk-

tionen auf X. Geniigt feCVe(X) der Bedingung inf |1-f(x)| =¢> 0,
xeX

S0 ist f quasireguldr in CVo(X): g, definiert durch

f " . .
g(x) = T xx_1 fir alle x€£, gehort zu CVO(X), und es gilt

f+g-fg=0, Rickart [29], Theorem (3.2.7) 148t sich anwenden
und liefert, daB I(X) dicht in dem Raum aller multiplika-
tiven Linearformen (#0) auf E ist (-versehen mit der von
£=CV, (X) induzierten schwachen Topologie); da I(X) in dem
Teilraum aller stetigen multiplikativen Linearformen auf B
liegt und die Topologie dort mit €(CVY(X),CVq(X)) zusammen
fdllt, folgt die Behauptung.

8., Satz: Ist X lokalkompakt, V=0 und E=CV4(X) Algebra, SO

ist X homdomorph zu dem vollen Raum M(8) in jedem

der bejden folgenden Fédlle:

(1) weVgCl(X), (2) CB¥(L)s V.

Beweis: Nach 7. und den Vorbemerkungen bleibt nur zu zeigen,
daB I(X) abgeschlossen in k(E) ist. Im Falle (1) folgt dies
aus Summers [40], Theorem 5.7, da unter der Voraussetzung
WeVeCl(X) I eine abgeschlossene Abbildung in
cv;(x)[a(cvg(x),cv,(x))] darstellt.

Im Falle (2) ist nach Rickart [29], Theorem (%3.2.4) I(X) ab-

geschlossen in dem Raum aller multiplikativen Linearformen

£0 (mit der von E induzierten schwachen Topologie). g.e.d.

Bemerkungen: 1., 8. umfaBt (im
her behandelten Beispiele.

2. [29], Cor. (3.2.8) zeigt (wie auch aus dem Bewels von
8. ersichtlich), daB im Falle (2) X homdomorph dem Raum
aller multiplikativen Linearformen #0 auf I ist. Dies gilt

wesentlichen) alle vier vor-

im Falle (1) durchaus nicht.
%, Moglicherweise bleibt 8. fiir alle Nachbin-Familien V>0

richtig; jedenfalls ist mir kein Gegenbeispiel bekannt.

Seien X, V und E wie in 2.; zusatzlich sei X
lokalkompakt und V erfiille entweder V& Ct(X)
V. Dann gilt (als eineindeutige Zuordnung)

9. Korollar:

oder CBY(X) <
H(cvb(x,s))=x~m(;).

n im weiteren untersuchen, wie sich CVq(X,z) als

Wir wolle
Modul iiber CVo(X) verhdlt.
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10, Lemma: Sei E topologischer Vektorraum, V>0 Nachbin~
Familie auf dem vollstdndig reguldren Raum X,

die (A) erfiillt. Dann ist CV(X,E) topologischer Modul uber

CVe(X), d.h. die Abbildung (g,f)—gf von CV, (X)=CVq(X,E)

in CV,(X,3) - (gf)(x):=g(x)f(x) fir alle xeX - stetig in

beiden Variablen gleichzeitig.

Beweis: 1. Zu zeigen ist: Piir beliebiges VeV, geCV, (X),

f€CV, (X,E) gilt v(gf)eBo(X,E).

Seien nach (A) v', v''eV gewdhlt mit VeV

beliebig, Da v'geB(X), gibt es Nell mit [(v'g)(x)I s N fur
X,E) existiert eine kompakte Menge

ry'! und €>0,4€4A

alle xeX; wegen v''feB,l(

Qa(v(gf) (%)) & au((v'8) (x) (v' 1) (x)) € Nag( (V' £)(x))<E.

2, Seien wea, ¢ >0, veV beliebig,

Va,s,v ={T€CVo(X,E); bve(f) = sup qd(v(x)f(x))se}. wahle
x€X

v', v''eV nit vegv'v''. Zu der Nullumgebung

Ua,s =feeE; Qc(e)se} in E findet man wegen der St
der Skalarmultiplikation €‘>0, «'€A und §>0 mit
WUy, g ClUa,s fiir Wg=|z€C; |zl=8}. Setze

Wg oo 1={8€CVe (X); bv'(g) = sg);g [v'(x)g(x)|«d8}; es gilt
X

‘w‘,v, V! ‘,,,,.cvm’v , was die Behauptung beweist.

etigkeit

zeigt, daB unter den angege-

Bemerkung: Der Beweis von 10.
s Modul iiber

benen Voraussetzungen CVo(X,s) bereit

Cv(X) ist.
gungen an X, V und Y wie zu Beginn

11. Satz: Seien die Bedin
t, V gentige (4), I sei Teilalgebra

von 37 vereinbar
von CVg(X) und B vollstandiger lokalkonvexer Raum.
Dann ist E@Y lokalkonvexer Modul iber I.
Y ist als topologischer Vektorraunm eingebettet
topologischer Modul liber
E@Y wird eine Struktur

n

$e,@y; (nelN, e €L,
1#4

getzt und die uni-

Bewelis: 35‘
in CVe(X,z) und CVo(X,2) nach 10,
CVo(X), erst recht also iiber Y. Auf

als I=-modul definiert, indem man fir u=

n
y. €1, i=1,e00,0) und y€¥ yui=Y_e; ® ¥y,
3 121

verselle rigenschaft des Tensorproduktes beachtet. E@gY
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wird bei der tinbettung topologischer Teilmodul von CV, (X,E),

dessen AbschlieBung r;éeY darstellt. Aus der Stetigkeit der

Modul-Multiplikation in CVo(X,E) folgt, daB auch EE%Y topo-

logischer Modul iiber Y ist (dessen algebraische und topolo-

gische Struktur von CVe(X,E) induziert wird). g.e.d.

12, Koroilar: Seien die Voraussetzungen wie in 11, Dann ist

2. definierte Abbildung topolo-

die in $5,
(X) auf CVq (X,E).

gischer Plodul-Isomorphismus von EéﬂCVo
Wir machen nun folgende Vereinbarungen und Voraussetzungen:
A sei lokalkonvexer Modul iiber der kommutativen lokalkon-
vexen Algebra Y, d.h., A ist lokalkonvexer Raull und fiir yeY
und aeh ist ya€A erkldrt, so daB Y homomorph abgebildet
wird in den Raum der linearen Operatoren auf Aj die Modul-
Multiplikation (y,a)——eya von ¥<A in A ist getrennt ste-
tig, und es gilt z.B. y,(y;a)=(y1y;)a fir y,, Jy€Y und agh.
Jetzt werde definiert:
L(A,Y)={a'eA'~\{0}; es gibt y'=y'(a')el(Y) mit
a'(ya)=y'(y)a'(a) fir alle yeY und alle aeh }
(mbglicherweise L(4,Y)=p), Ist a'eL(A,Y) und sind a'(aq)#0,
a'(a,)#0 fir a., a,eh, so gilt a'(ya,)a'(ae)=
v'(y)a'(a,)a'(ag) = y'(yla'(ae)a'(a,) = a'(ya,)a'(a,), 2ls0

' t
%T%§2f1'=-ET%15%L fiir alle yeY. Fur a'€L(4,Y) existiert ao€A
' a’'(a4

mit a'(ay)#0, daher gilt y'(y)=<§4%§§§l fiir jedes y€Y, und
©

diese Formel legt y'€l(Y) eindeutig fest.

gkeit von y' nicht benutzt.

Bemerkung: Bisher wurde die Steti
Daher braucht in der Definition von L(A,Y) nicht

gefordert zu werden, daf y'=y'(a') zu a'eL(A,Y) stetig ist;
es ergibt sich aus der vorhergehenden Betrachtung, der Ste-

tigkeit von a' und der (getrennten) Stetigkeit der HModul-

Multiplikation.

35ei A lokalkonvexer Modul iiber der komm tativen
und zwar Vervo’lsténdi~

xer Raum) untgr einer
irker als

ineindeu-
beide Men-

&

13. Satz:
lokalkonvexen Algebra Y,

-Moduls Y@E (E lokalkonve
s die induktive und s

Dann existiert eine !
(s'~(0}) (ode

gung des Y
Topologie,
die injektive Topologie ist,
von L(a,Y) auf [ )

die schwécher al

tige Zuordnung

gen sind leer). ‘
L
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Beweis: PFir y'el(7)cY'~{0} und e'eE'~{0} ist y'e e'eA'N{0}
in kanonischer weise erklirt (da A Vervollstandigung von
Y@E unter einer stdrkeren als der injektiven Topologie).
Es ist klar, daB y'@e'eL(4,Y), weil A topologischer Modul
ist und auf der in A dichten Teilmenge Y@ZE gilt:

(y'ee')(yu)=(y'9e')(y[§i.’>’j_9 e; ]):(y'ee')(iYYie €4 )=

Yy (yy; et (eg) =y (y) (5o v (3 )e (e )=y (1) (y'@e)(w)

131 ot
x

e ‘

1 x4
Sei nun fiir y', y''en(Y), e', e''eE'~{0}:
V'@e'sy''g e''=a'eL(4,Y). Dann haben wir bereits y'=y'' ge-
sehen. AuBerdem ist die Menge {y@e; y€Y, eei} total in 4,
und da a‘'eA' nicht identisch verschwindet, gibt es V. €Y,
€L mit a'(y, @ eo)=(y'@e') (Vo @ e, )=y ' (¥, )e'(e,)#0. Aus
V' (¥, )#0 und a'(yo@e)=(y'®e')(y,®e)=(y''@¢’ ') (y.@e)=
Y'(y,)e'(e)=y'(y, )e''(e) flr alle e€t folgt e'=e!'': Fir
a'eL(A,Y) existiert hochstens ein Paar (y',e')EM(Y)ﬂ(E"{OH
mit a'=y'e@e'’.
Sei umgekehrt a'€L(A,Y); es wird als ndchstes gezeigt,
y'el(Y) und e'eE'~{0} existieren mit a'=y'@e':
Sei y'eM(Y) die a'e€L(A,Y) in eindeutig bestimmter Weise zu-
geordnete nichttriviale multiplikative Linearform auf Y. b8

gibt y, €Y mit y' (¥, )#£0; setze e'(e)= i;—;-&;g’f-l fir e€E; e’
4

ist Linearform auf E. Wegen a'€Ai'’ und der Stetigkeit der Ab-
A - die von A induzierte Topo-

daB

bildung e —»-y,® € von E in
logie ist schwédcher als die induktive Topologie auf L@Y -

gilt e'€E'. e' ist unabhdngig von €1 nit y'(y, )#0 definiert,
da fir y,€Y mit y'(y,)#0 y'(na)a'(y,@e)=a’(y, [y, @ el)=
a'(y,y, @e)=a'(y,y, ®e)=y'(y, )a'(y, ®e), also

a' @ e a' Qe s \ firs .
= fu 11 €z (Hie de d K ta-
7‘%‘37,")—2 —-‘-%*——7—2}, A r alle e (Hier wurde die Kommuta

tivitdt der Algebra Y penutzt.).
e bleibt zu bewelsen: a'=y'@e', woraus aucn e'#0 folgt.
Dazu langt €8, well {yee; y€l, e€c} total in A ist und
y'@ e' ebenso zu a' gehort wie a', die Gleichung

a'(yee)=(y'9€')(ye e) fir y€Y und e€f zu zeigen; nach De-
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finition gilt aber (y'e@e')(ye@e)=y'(y)e'(e)=y'(¥) a;r TyQE)
‘

_a'(yyy8e) a'(y '

= - yee) _

AL 7% R Ak ¢ A =a'(yee).

Die Abbildung a' —»(y',e') mit a'=y'@e' definiert eine
eineindeutige Zuordnung von L(A,Y) auf M(Y)=(E'~{0}). q.e.d.

14, Korollar: Seien die Voraussetzungen wie in 11. Dann gilt

fiir A=E®,Y: L(A,Y) 148t sich identifizieren
mit (B'\{0})=M(Y). Piir A=CV,(X,E), X lokalkompakt, und
V<CH(X) oder CBY(X)<V ist L(A,CV,(X))=(E'~{0})=X.

15, Satz: Seien die Voraussetzungen von 13. erfiillt, Y kom-
: mutative Banachalgebra (mit Einselement 1,

“1HY=1), T Banachraum und A "unital module" iiber Y im Sinne

von Dunkl [14]: A ist Banachraum, es gilt la=a und

Iyallg< iyl llally fir ye¥, aca.

Dann ist jedes M=Myt e ={aeh; (y'@e')(a)=0} (y'eM(Y),

e'elL'\{0}) abgeschlossener maximaler Teilmodul von A (d.h.

abgeschlossener linearer Unterraum und Modul iiber Y und

nicht in einem echt groBeren Y-Modul #A enthalten). Umge-

kehrt hat jeder abgeschlossene maximale Teilmodul von A

diese Form (Man beachte, daB fiir e''=ste’ mit e'€BE'\{0}, «€l,

“#O Ivlyl, e/ :Iq,l,eﬂ gilta).
Beweis: Genau wie bei Dunkl [14], Prop. 1 und 2 zeigt man,

daB8 die abgeschlossenen maximalen Teilmoduln von A gerade

die Moduln der Form Mafz{aeA; a'(a)=0} fiir gewissesza%IKA,Y)

sind. Aus 13. folgt jetzt die Behauptung.

Ist Y abgeschlossene Teilalgebra von C(K) mit
Einselement (K=kompakter Hausdorffraum) und
so ist jeder abgeschlossene maximale Teil-

16, Korollar:

E Banachraum,
modul N des Y-Moduls A=E®,Y von der Gestalt

M=N ys ¢ ={a€4; (y'@e')(a)=0} fir gewisse y'er(Y),
(und umgekehrt).

rus §7, 4., §8, 11,
nis von Davie iiber die App
daB im Sinne eines topologischen Modul-Isomor-

e'eE"' ~{0}

bzw. 12. und dem in §7 erwdhnten Ergeb-
roximationseigenschaft von A(K)

folgert man,
v L > .-

phisrus A(K,E):héhh(h) fiir vollstdndigen lokalkonvexen

Raun £ und peliebige kompakte iienge X in €. Wegen des Satzes

von Arens itber die maximalen Ideale von 4(K) und aus 16, er-

halt man:
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7. Korcollar: Ist K kompakte Teilmenge von € und & Banach-
raum, so ergeben sich als abgeschlossene

maximale Teilmoduln von A(K,E) genau alle
H=M, o ={f€A(K,B); fq.(z)=e'(£(2))=0} fUr zeK und e'eE'M O}

Bemerkung: In 15. wurde benutzt, daB bei gewissen Voraus-
setzungen die abgeschlossenen maximalen Teil-
moduln von 4 identisch sind mit den Moduln der For:m
{a€i; a'(a)=0} fiir a'eL(d,Y). Es ist interessant festzu-
stellen, unter welchen allgemeineren Bedingungen dies rich~
tig bleibt.
Man zeigt so, daB jeder abgeschlossen
~von A die Form {a€A; a'(a)=0} fir a'eL(A,Y) besitzt und
umgekenrt (oder L(4,Y) und das System der abgeschlossenen
maximalen Teilmoduln von A sind gleichzeitig leer), wenn
nur folgende Voraussetzungen an A und Y erfiillt sind:

e maximale Teilmodul

A lokalkonvexer topologischer Vektorraum und topologischer

Y-Modul fiir eine lokalkonvexe kommutative (nicht notwendig

vollstandige) topologische Algebra Y mit Einselement 1
(1a=a fiir jedes agh; die Abbildung (y,a)———=ya von YA
in A muB getrennt stetig sein), und jedes abgeschlossene
maximale Ideal in Y ist Kern eines multiplikativen linearen
Funktionals. Die letzte Bedingung trifft jedenfalls zu,

1. Michael [25], Cor. 2.10) oder eine

wenn Y m-konvex ist (vg
48], 9'3'9) ’

By-Algebra im Sinne von Zelazko darstellt (vsl.

Dies liefert eine Abschwdchung der Voraussetzungen in 15.

bis 17. kit Y=(CB(X),p) - X lokalkompakt -, 4=(CB(X,E),p)
- E vollstdndiger lokalkonvexer topologischer Vektorraum =

erhalten wir gleichzeitig aus 12., 14. und Buck [8], Cor.1
zu Theorem 3 einen neuen Beweis von Theorem 4 bei Todd [43].
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§ 9 Anwendung auf ein Beispiel

Zum SchluB soll ein einfaches Beispiel betrachtet werden.

Fiir ein Gebiet G in der komplexen Lbene und vollstandigen

lokalkonvexen Raum = setze

Yp(G)=H® (G,:)={fecB(G,5); z—=e'(£(2)) holomorph aul &
fiir jedes e'el'Y;

H®(G,8) ist der Raum der auf G (schwach) holomorphen be-

schriankten Punktionen mit Werten in E., Wir Versehenlf”(GoE)

mit der induzierten strikten Topologie p. Man zeigt, daB

Ye(G) vollstdndiger lokalkonvexer topologischer Vektorraul,

dem (vgl. die Definition vor § 7, 3.) Y, (G)=(H(6),p) Zu-

geordnet ist, E#{O}.

Pir r> 0 sei D,:={zeC; lzl< r}, D:=D; und Yg=Yg(D). Der

Raum Yo=Y, (D)=(H*(D),p) hat in letzter 7eit groBes Interesse

gefunden und wurde u.a. in Arbeiten von Conway (10}, Rubel
und Shields [31], Rubel und Ryff [30] behandelt. Er besitzt
genschaften:

als topologischer Vektorraum die folgenden Ei

Yo ist vollstédndiger lokalkonvexer Semi-Montel-Raum (vgl.

[10], Th.4), weder tonneliert noch bornologisch noch metri-
sierbar (s. [31], 3.12 und 3,13) noch Mackeyraum (vgl. [10],
Theorem 9) - Y, ist also auch kein Montelraum und nicht

guasitonneliert.

Der folgende Satz beruht auf der Modifizierung eines bekann-

ten Beweises der Approximationseigenschaft fiir den Raum A(D).

1. Satz: Y°=(H'”(D),P) hat die Approximationseigenschaft.

Beweis: Sei K eine kompakte Menge in Yo. Zu zeigen ist:
Fiir vorgegebene veCt(D) und €>0 gibt es einen Op
LeY, ® Y}, so daB sup v(z)|£(z)-(Lf)(z)ls € fir alle feK.
z€D
Die Menge K ist gleichm

sei | fll= sup 1£(z)| fir feY, und s
z€&D f

erator

48ig auf D beschrénkt (vel. [31], 3.6):
up =M. Da veC3 (D),
€K

existiert O<r<1 mit v(z) ®min(1, Ieﬂf) fir r<izl<1.
Setze N3 sup v(z), o.B.d.A. Nal.

z€D
Weil K kompakt in Y, und die Top
ten konvergenz,

ologie von Y, stdrker als

die Topologie der kompak ist K nach dem Satz
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die Funktionen aus K

von Arzela-ascoli gleichstetig auf Dj
gs gibt 1>8>0, so

sind gleichmdiig gleichstetig auf D.:

daB aus z, z'eD,, |z-z'led folgt [f(z)- )IS fiir alle

feK,
Sei t=1-8§ (O<t<1) und (Tf)(z):=f(tz
Funktionen Tf (feY,) sind auf {z; |tz]<1}=Du-5-127D

fw dy mit 1<d<(1- §)™"
an‘, -2
(T)(2) 4

flir zeD und feY,, (Tf)(z)= z“( e

) (zeD, feY,). Die

holomorph, (Tf)(z)=

a"]é

ned
1 z 1
e { 2 — (Tf) () ds.

Wegen |1-§|:,- 1= lz: > 1-3 L (zeD, ¢€IDy) 8ilt

|sh | 22 2 (re)edaglea ig Il s (3 75 M3y
51 — = s)ag|= o= —-r— | (3) 727 M€ 2R
W s -5 -3

Setze

gleichmaBig fiir feK, wenn nur nan,.

(Lf)(z): Z':z"( 72T _f f_(_g:i‘i dg). Wir zeigen:
k=0 b Y

a1_ ( te) o
Sl ‘ajl;‘ preT de ist stetig von Y, in €,

£ —1,(f)=

daB LeY, @ Y). Wegen td<1 existiert v'eCy(D) mit v'(z)=1 auf

5:-. Mir dieses v' erhdlt man: '5;—1 xs %?;-)- s

.._ su I£(ty)| -1-: suﬁ_ If(z)ls—— sup v'(z)1£(2)l =d~¥ vv' (f)

a* 'éng d” zely d* zeD

(fe¥, ).

is bleibt sup v(z)If(z)-(1f)(z)l€€ fir alle feK zu zeigen.
z€D

Zundchst ist fir zeDvD; : v(z)(—- und €1, so daB

v(z)|f(z)~ (Lf)(Z)l‘V(Z)(If(Z)-(Tf)(Z)I+I(Tf)(2)-(Lf)(z)l)s

ny+4 1

z)(lf(z)'+{f(tz)|)+v(z)' :.-ﬂ — (Tf)(¢g)dy| s
Y

indererseits gilt flir fekK

fi‘_&( |fu+|f“)+-2%‘:.‘§+5=8, wenn fe€K.
v(z)|£(z)-(1f)(2)| =

und zeD, : If(z)-f(tz)lc-z% , d.n.

oo (1£(2)-2(t2)] +1(1) (2)=(L6) (2) ) @ N(Zgegy)=6. a-e-d.
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Der Beweis benutzt wesentlich Eigenschaften der strikten
Topologie und kann nicht ohne weiteres auf He* (D) mit der

sup-Norm iibertragen werden (Es ist ein offenes Problem zu
zeigen, daB (H* (D), N.H) die Approximationseigenschaft

besitzt, vgl. [4].).
Nit Hilfe von 1. erhilt man ohne Schwierigkeit die allgemei-

nere Aussage:

2. Satz: Sei G ein einfach zusammenhidngendes Gebiet in der

komplexen Zbene. Dann hat auch Yo(G)=(H*(6),p) die

Approximationseigenschaft.

Beweis: 0.B.d.A. darf GZT angenommen werden, Nach dem Riemann=-

Schen Abbildungssatz gibt es in diesem Fall eine Funktion &,
die D eineindeutig und konform auf G abbildet; g (bzw. g™')
ist holomorph auf D (bzw. G).

Definiere ¢(f) = fog fiir alle feH®(G); ¢ liefert cine stetige
lineare Abbildung von (H*°(G),p) in (H®(D),p): Fur veCy (D)
gehdrt v' mit v'($) = (veg=*)(g) fiir alle %€G zu Ce(G), weil
g (bzw, g-*) kompakte Mengen in D (bzw. G) in kompakte Mengen
in G (bzw. D) Ulberfilhrt. Daher ist fiir eine beliebige Nullum-

gebung U=U, ¢ = {feH“(D); sug viz) IT(z)l<€} (e>0, vect (D))
Z€

in (H*(D),P) mit V=V, o= {feH™(G); sup v'(e)|f(¥) <€}
$EG
(V'=V°g-deC:(G)) eine Nullumgebung in (H*®(G),p) gefunden, S0

daB w(V)cU.
Analog beweist men, daB y(h) = heg™ fir alle heH™ (D) eine

stetige lineare Abbildung ¥ von (H*(D),p) in (H*(G),B) dar-
stellt, derart daB yee = id H* @) *

Nach dem Lemma auf p.75 von [54] besitzt also (H*(G),B) mit
(H*(D),p) die Approximationseigenschaft. q.e.d.

Jetzt wenden wir Sdtze der vorhergehenden Paragraphen an;

es ergibt sich aus §7, 4.:

3, Satz: Plr vollstédndigen lokalkonvexen Raum E und einfach

zusammenhdngendes Gebiet Ge¥ gilt
(5% (6,E),p) = (H%(G),pI8E.
abgeschlossene lokalkonvexe Teilalgebra von

t+ in beiden Variablen stetiger Multiplikation
1. Kubel, shields [31], 3.17)

H*{(G) ist
(CB(G),p) mi

(aber i.a. nicht l1okal m-konvex, Vg
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(5. [31], Theorem 5.17, wo unter sehr

und etwa D=M(H®® (D))
Elemente von H(H*(G))

allgemeinen Voraussetzungen an G die
charakterisiert sind).

Aus §8, 2., §8, 4. und 8 5.(2) folgt:

4. Satz: Fur vollstandige 1okalkonvexe Algebra E mit (w,%)-
hypostetiger Multiplikation und G wie in 2. ist

ologische Algebra {somorph { G).p) égE.

[
(H*(G,E),p) als top
Es gibt eine eineindeutige Zuordnuné von M(H®* (G E)) auf
WE)=M(H* (6)) (im spezialfall =D also von M(H™(D,E)) auf
E).

DMM(E)). Ist E sm-halbeinfachs SO auch H* (G,

Weiter erh&lt man aus $8» 11., 13. und der Bemerkung nach 17.

(vel. [31], 5.14):

5. Satz: Fir vollstdndigen 1okalkonvexen Raum E und G wie in

2. ist (H* (G, E), p) als topologischer Modul iber
*(G) isomorph (H "(G),p)é E. Es gibt eine eineindeutige Zu-
?rdnung von L(H™ (G,E)» g*(G)) auf H(H®*(G))=(E '<{0}), d.h.
im Spezialfall G=D von (1% (D,E),H*(D)) aul D«(F'\{o})

Jeder abgeschlossene maximale Teilmodul etwa von E),p)
hat die Form {feH°'(D,E); o' (f(z))=0} fir gewisse zeD und

e'el' (e'#0).

Fir Gebiete G und G' in ©

H* (GxG') = {feCB(G=G')j
festes z'€C’ und 2’
G' fiir festes 266G} ;

H% (GuG') ist der Raum der beschrank

(in Zwei Variablen) auf GxG und wir
W Teilalgebra) von (

setze
z,2') nolomorph auf G fur

z-—-’f(
e f(2Z42") nolomorpn zuf
ten nolomorphen Funktionen
4 als abgescnlossener
linearer Unterraum (b2 CB(Gx=G'),p) mit der

Strikten Topologie verseher:
er topologischen I
me un

somorphie gilt,

6. Lemma- Im Sinne ein
ter der strikten

wenn alle vorkommenden Rau

Topologie betrachtetl werden:
(1) CB(X,CB(X'))=CB(X=X') fUF peliebige 1

und X',
(2) 5% (,H=(c'))=H"
G' in €.

Beweig: Zu (1): Dies fol

okalkompakte X

(G=G') fur peliebige Gebiete G und

gt aus
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(CB(X,CB(X")),B)=(CB(X) ,B)8(CB(X"),p) und

(CB(X),P)® (CB(X'),p)=(CB(X=X"),p) (nach Summers [39] » Th.
4.7). Der Isomorphismus wird durch die kanonische Abbildung
I gegeben: 1(f)(x,x')=[f(x)](x") fir feCB(X,CB(X')), x€X,
x'eX'.

Zu (2): Nach (1) gilt bei I:
H“(G’H“(G'))CCB{G,H”(G'))cCB(G,CB(G'))=CB(G*G');

I bildet aber H® (G,H°*(G')) sogar in e (GxG') ab: Fur
fell™ (G,H®(G')) ist die Funktion

I:?* (f)(z)=1(f)(z,z'):<6},,f(z)> nech Definition von

i (G’H°°(G')) bei festem z'€G' nolomorph auf G. Daher kann
man H*(G,H*(G')) als eingebettet in H % (GuG') betrachten,
und die Topologien der beiden Réume fallen zusammen.
Umgekehrt definiert nach (1) Jjedes gGHQ‘(G~G')CCB(G“G') eine
F‘:‘nktion f£,€CB(G,CB(G')) durch [£,(2)] (z")=g(z,2') £ 2€G,
z'€G'; f, genort zu H*(G,H*(6')), weil <5wfs(z)>=g(z’z')
holomorph auf G fir jedes z'eG' und {8a/; z'¢G'} totel 1n
(Hoo(G')sP)} ist (benutze Grothendieck [19], p.39, Remaraue
). Es gilt 1(fy)=g; damit liefert I einen topologischen

Isomorphismus von H*(G,H1%(6')) auf Ho@(GxG'). WeZsDWe

Aus 3,, 4, und 6. folgt nun:
7. Satz: Piir einfach susammenhéngendes Gebiet G und peliebiges

Gebiet G' in € findet man
(H"(G"G')'P)=(H°’(G),[B)5¢(H"(G'),P) und (als Menge)
M((H"’(G*G'),p)):M((H“(G),P))*M((H“(G')’P))'
noch einen Beweis von 7.

Bemerkung: Wir haben es VOTgEZOEEL:
Funktionen 2zu geben,

mit Hilfe von vektorwertigen

ohne direkt §7, 12. anguwenden.

8, M: (H“(D,‘D) ,p)-‘-"(H“(D) ’P)‘e"(H
M((H* (D=D),p) ):pxn.
d durch die Tatsach

w(D)s H"(D"D) ’
Birtel, Dubinsky [4], p-

e (p),p) und (als Nenge)

] i rs inter-
Hinweis: Korollar 8., wir e besonde L die
4 wenn ma:
essant, daB H (D)@ H
Réume mit der sup-Norm versieht

304/5).

(s,
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Lebenslauf
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stedt und seiner Ehefrau Anneliese, geb, Knubmann, in Bad
Eilsen (Schaumburg-Lippe) geboren. Ich bin romisch-katholisch.
Seit Herbst 1945 wohne ich mit meinen Eltern in Mainz-Kastel,
wo meine GroBeltern miitterlicherseits herstammen.

In Kastel besuchte ich von Ostern 1951 bis Ostern 1955 die
Volksschule und anschlieBend in Mainz das Gymnasium am Kur-
fiirstlichen SchloB (neusprachlicher Jweig mit 9 Jahren Fran-
zosisch, 7 Jahren Latein und 6 Jahren Englisch). An diesem
Gymnasium bestand ich auch im Frihjahr 1964 das Abitur.

Da etwa seit Beginn der Oberstufe mein besonderes Interesse
der Mathematik und ihren Anwendungen in der Physik gehorte,
begann ich mit dem Sommersemester 1964 das Studium der Mathe-
matik und Physik an der Johannes Gutenberg-Universitét in
Mainz. Im Friilhsommer 1966 legte ich die Vordiplomprifung in
Mathematik und im Herbst 1966 das Vordiplom in Physik ab.

Mein Studium wurde zum Teil mit Mitteln aus dem Gutenbersg-

Preis der Stadt Mainz, durch Hilfsassistenten—Tétigkeit an
1lem durch ein Sti-
stipendium half
ater ﬁberraschend

den Mathematischen Instituten und vor a
pendium des Cusanuswerks finanziert. Das
mir insbesondere, als im Januar 1967 mein V
nach kurzer Krankheit verstarb.

r 1969 bestand ich die Diplompriifung in

u hatte ich bereits
wintersemesters 1969/70

Institut fur Angewandte
Mathematik angestellt und hielt eine {ibungsgruppe npnalysis "

t meiner Dissertation yoranzu-
f ein promotions-

Im Sommersemeste
Mathematik - die miindliche Priifung daz

ein Jahr vorher abgelegt. wWwahrend des
war ich als Tutor der Vw=-Stiftung am

ab. Um besser und gchneller mi
griff ich knde des wintersemesters au

komnen
L
r das Cusanuswerk bezos.

stipendium zuriick, das ich ube
Ich beabsichtige, weni moglich, auch weiterhin an der Univer-

gitat zu bleiben.



	Seite 1 
	Seite 2 
	Seite 3 
	Seite 4 
	Seite 5 
	Seite 6 
	Seite 7 
	Seite 8 
	Seite 9 
	Seite 10 
	Seite 11 
	Seite 12 
	Seite 13 
	Seite 14 
	Seite 15 
	Seite 16 
	Seite 17 
	Seite 18 
	Seite 19 
	Seite 20 
	Seite 21 
	Seite 22 
	Seite 23 
	Seite 24 
	Seite 25 
	Seite 26 
	Seite 27 
	Seite 28 
	Seite 29 
	Seite 30 
	Seite 31 
	Seite 32 
	Seite 33 
	Seite 34 
	Seite 35 
	Seite 36 
	Seite 37 
	Seite 38 
	Seite 39 
	Seite 40 
	Seite 41 
	Seite 42 
	Seite 43 
	Seite 44 
	Seite 45 
	Seite 46 
	Seite 47 
	Seite 48 
	Seite 49 
	Seite 50 
	Seite 51 
	Seite 52 
	Seite 53 
	Seite 54 
	Seite 55 
	Seite 56 
	Seite 57 
	Seite 58 
	Seite 59 
	Seite 60 
	Seite 61 
	Seite 62 
	Seite 63 
	Seite 64 
	Seite 65 
	Seite 66 
	Seite 67 
	Seite 68 
	Seite 69 
	Seite 70 
	Seite 71 
	Seite 72 
	Seite 73 
	Seite 74 
	Seite 75 
	Seite 76 
	Seite 77 
	Seite 78 
	Seite 79 
	Seite 80 
	Seite 81 
	Seite 82 
	Seite 83 
	Seite 84 
	Seite 85 
	Seite 86 
	Seite 87 
	Seite 88 
	Seite 89 
	Seite 90 
	Seite 91 
	Seite 92 
	Seite 93 
	Seite 94 
	Seite 95 
	Seite 96 
	Seite 97 
	Seite 98 
	Seite 99 
	Seite 100 
	Seite 101 
	Seite 102 
	Seite 103 
	Seite 104 
	Seite 105 
	Seite 106 
	Seite 107 

