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Einleitung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht das Cauchyproblem in
einem Halbraum HcR™ fiir Convolutionsgleichungen, die durch
Distributionen Se&(R"™) definiert sind. Wir fragen hierbei
fiir jedes £ e®(R™) mit supp £ <H nach Losungen ue€(RY)
mit supp ucH der Gleichung

() (8xu)(x) = £(x), xeR".

In Theorem 1.4. zeigen wir, daB eine Lisung u von () fir
einen &'~ invertierbaren Convolutor S eindevtig durch f
bestimmt ist, falls H ein nichtcharakteristischer Halbraum

fir 5 ist. Ist S speziell ein linearer, partiellef Differential-
operator mit konstanten Koeffizienten, so ist dieses Theorem
gerade der klassische Holmgrensche Eindeutigkeitssatz.
Ublicherweise wird der Holmgrensche Satz mit Hilfe des

Cauchy - Kowalewski - Theorems bewiesen; da ein solcher Satz

fUr allgemeine Convolutoren nicht zur Verfiigunz steht, haben
wir zum Beweig von Theorem 1.4. anderc Techniken benubzt.

In erster Linie stitzen wir uns dabeil auf Hérmanders Theorie
der Lg-Abschétzungen des Cauchy - Riemann - Operators O in ¢M.
In Theorem 1.10. zeigen wir, daB flr gswisse Convolutoren S
die Losungen des Problems () nicht mehr eindeutiz durch f
bestimmt sind, wenn der Halbraum charakteristisch fur S ist.

Im Spezialfall linearer, partieller Differentialoperatoren

mit konstanten Koeffizienten ist dieses ein Ergebnis

von Hormander.

Im 2, Abschnitt untersuchen wir die Frage nach der Existenz

von lokalen Losungen der Gleichung (). D.h. wir fragen:



ceilen feEK]Rn) und K e R™ kompakt gegeben; gibt es dann ein
uef(]Rn), so daB (S%u)(x)=1f(x) fir alle xeK ?
Notwendig fur eine positive ILOsung dieces Problems ist dag
Bestehen einer "Langsam-Fallend - Abschitzung" der Fourier-—
transformierten 5 von S (siehe Satz 2.4.). Diese Bedingung
reicht Jedoch allein nicht hin, auch die Existenz lokaler
Losungen zu garantieren. Liokale Losungen von (%) erhalten
wir, wenn wir zusé&tzlich noch Annshmen iber die Nullstellen-
mnenge @Q(@) von § machen (Satz 2.6.). Wie wir im 4. Abschnitt
zeigen, werden diese Bedingungen insbesondere von den
hyperbolischen und den parabolischen Convolutoren und

Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten erfiilllt,

Das Problem der Existenz von globalen Lsungen der Glelchung
(#) wird im 3. Abschnitt behandelt. In Sabz %.1. leiten wir
eine notwendige Bedingung fir die Losbarkeit der Gleichung (%),
flir alle £ <g(R™) mnit supp £ cH, ab. Ist zusdtzlich die
Existenz lokaler Losungen gesichert, so erhalten wir aus
dieser Bedingung einen Approximationssatz fiir die LOsungen

der homogenen Convolutionsgleichung. Mit diesem Approximations-
satz kann man dann nach dem von Malgrange verallgemeirerten
Mittag -~ Leffler - Verfahren wieder LOsungen 1168@Rn) mit

supp u cH der Gleichung Sxu=1£f, fUr jedes fef(ﬂfﬁ mit

supp f cH, erhalten.

20 dieser Arbeit wurde ich von meinem Lehrer Prof. Dr. J. Wloka

angeregt. Fir seinen Rat und seine Unterstutzung danke ich ihm.



0. Bezeichnungen

Wir verwenden die Bezelchnungen von Hormander in [12], [13], [15].
Mit |.| bezeichnen wir die euklidische Norm in R" (bzw. ¢™)
und mit d(A,B) den euklidischen Abstand zweier Mengen

A, B<R" (bzw. c¢™). Ein n-Tupel §eIf1(bzw. ¢") werden

wir oft in der aufgespaltenen Form §=(§',§n) mit {éRn—q,

§ <R (bzw. ¥'¢0™, ¢ <€) schreiben.

Ist IJEﬁflzIfl\{o}, dann definieren wir den Halbraum
HN::{XEIRn; {x,N)é o}; speziell fir N=(0,...,0,1) sei

H :=H H :=H Sei ¥ ein Raum von Distributionen

+ N» - -
auf R", dann bezeichnen wir mit f7+ (bzw. ¥ ) den Unter-
raum von f , der aus den Distributionen ue¥ nit suppucH+
(bzw. suppucH_) besteht.

Ist KcR™ eine beschrinkte Menge, so bezeichnet iiK die

Stutzfunktion von K; also /&K(qz):= Sup {(x,w) ; XEI{}, %eJRn.

Il

Sei Q,CIfloffen, Se€(R™); denn setzen wir - wenn ch:
"konvexe Hille von" - (18 u:{xe]Rn; x - ch supp 8 @52}.
S%: D(QAP) —D(Q) und 8%: D(Q) — D(QS) sind donn
wohldefinierte, lineare, stetige Convolutionsopcoratoren.
Sprechen wir von einem Convolutor & e& R™) (z.B. cinem
Differential-Differenzen-Operator), so meinen wir den durch
U~ 3%y, U éD(fl),IlcEf% definlerten Convolutionsoperator.
Die Nullstellenmenge einer holomorphen Funktion f:¢%—s(
bezeichnen wir mit ) (£) :={5¢€™; £(5)=0}.

Ein- und derselbe Buchstabe kann in verschiedenen Zeilen im

allgemeinen verschiedene Konstanten bezeichnen.



1. Die Findeutigkeitsfrage flr das Cauchyproblem

Umn die Eindeutigkeit des Convolutors SeE(R™) beziiglich der

offenen Mengen Q,lcﬂEC]Rn zu erhalten, d. h. den Satz

auswie€@72), u=o in O, und S¥u=o0 j11£1§

folgt u=o0 in 112

zu beweisen, missen wir zeigen, daB die Menge aller He E (Q 2)
wit H=G+3%P, Ge€(Q,) und Fe€(@QF), dicht in E(Q,) ist;
denn der AbschluB dieser Menge in EKflg) ist gerade die Polare
des Unterraumes {uegﬁﬂzﬁ ; S¥u=0 inﬁlg, u=0 in (21} von’
5(522). Sind 0, und f12 konvex, so zeigt das Paley - Wiener -
Theorem, daBl sich lﬁ(C ﬂ fir jedes H von der ebengenannten
Form gleichmdBig in allen Z;eX)(é):r%)(g) wie die Fourier-
transformierte einer Distribution in é'adq) abschitzen lassen
mull. Dieses fihrt uns darauf einen Eindeutigkeitsbeweis in
folgender Weise zu fihren:

(1) Wir konstruleren zundchst eine in fkflg) dichte Menge
von Distributionen, deren Fourilertransformierte auf
einer festen Menge E cC” cine Paley - Wiener - Abschitzung
wie Distributionen aus 8%()1) erfiillen,

(i1) Uber S wird Qo(é)cE vorrausgesetzt, und - unter eventuell
zusétzlichen Annahmen Uber £ und B - nit Hilfe von
Minimum - Modulus - Abschétzungen wird ;g(—C)ldann gleich-
milig fir alle U aus einer Umgebung von C™\E nach unten
abgeschatat.

(1iii) Um zu einem He fkflg), welches aus der in (i) konstruier-
ten dichten Menge ist, ein Ge gtflq) und einiFefﬁlg) mit

H(C) =G(T) +8(=T)FC), C e ¢, zu erhalten, setzen wir



rir § an: G(0)=9@)EC) -8¢€0) V@), T ec™.

Dabei ist ¥ =1 in einer Umgebunsg von 10(5), suppf Cc E
und 'ﬁ/éi mull auf suppg%ﬂ welcher in der Nihe von OE
liegt, klein sein (hierbei werden die in (i) und (ii)
gewonnenen Abschitzungen gebraucht). Damit G holomorph

ist, d. h. JG = 0, mull v die Gleichung

vt = 2E) Jo )
S[3n)
fir alle C;e@n erfillen. Nach elnem Theorem von Hdrmander

Uber Lg-Abschétzungen des Cauchy-Riemann-Operators 0

2

loc(Cn) dieser Gleichung,

erhalten wir eine LOsung vel

6/8.9%| errullt.

die elne &hnliche L2—Absohétzung wie
Daraus schliefllen wir dann, dall G - wie schon durch die
Schreibweise suggeriert - tatsdchlich die Fourier-
transformierte einer Distribution Gegkflq) ist.

Schlieflich erhalten wir noch Feé?@lg)aus f:(ﬂ—@)ﬁ/@-&v.

Dieses Programm wollen wir nun im Einzelnen durchfihren.

Das folgende Lemma - es stimmt im Wesentlichen mit Lemma 2.22.

. . . . . . . . - ' n
in Ehrenpreis [9] lberein - liefert uns Distributionen HeE(R™),
.. . S a2 . 2 n
deren Tridger eine Parabeloberiliche {(ay,gg( -7 ))EEi;lyﬁﬂ},

a,bso, ist, Ihre Fouriertransformierten erfillen suf einer
zewissen Teilmenge EcC” jedoch Paley-Wiensr-Abschatzungen
wie Distributionen, deren Trager in der Easis der Parabel

{(ay,o)elﬁl;yeJRn_q,}y}éﬂ} enthalten =ind.



LEMMA 1.7. Zu a,b>0 und einem beliebigen Polynom in n >1

Variablen definiere die Distribution He &'(R™) durch

)= [ Eoen0-r® ey, vea(®.
[y1£1

Sei m>c beliebig; dann gilt gleichmdBig in der Menge

b= {Cg”cn) ec; lCn

<b lRe C'! + m-log(2+|z‘;[) oder
Ing  <b ]Im (;'l +m+log(2+7]| )}

die Abschitzung
B2 e (1+ [ ™ Peexp(aliny’| ), §=(X',T,) € ¢™.

Beweis. Wir fihren den Beweis nur fir P=1 durch. Man erkennt
leicht, dall die folgenden Rechnungen flr beliebiges P fast

ungedndert glltig sind. Die Fouriertransformierte von H ist

Ag',y,) = [ exp(-ia (B> - i 5, (1-171%)) &y, (3,5,) e
ly1£1

Schitzt man dieses Integral ab, so erhdlt man

[H(5)|2 crexp( A (TnT )

mit c¢= Volumen der reell-(n-1)-dimensionalen Einheitskugel

und /ﬁ(ImC) c=8. SUp {(y,Im@'} %Imcn(’]—lng) ; ye]Rn'ﬁi, Lyl 5’1}.
Ist ¢ e€E mit Im Cnébllm“g'l +melog(2+|C]), denn ist

/FL(Imt;) < a-sup{rllmt,"l +—2%bllml;'| (’l—rg) ; oéré’l} +%%log(2+l§[)
éa[Imt;" +-§—%log(2+|:[);
also ist fiir diese T
[B(5)l ¢ (24151 % eexp(alm T ).
Jetzt ist die Abschdtzung noch fir T e€E mit
5, ) € 0|ReT'| +melog(2+|T]) zu priifen. Sei also solch ein

‘q €L gegeben.



Da das H definierende Fourierintegral invariant unter (n-1)-
dimensionalen orthogonalen Transformationen ist, kénnen wir
0.B.d.A. Uber & vorraussetzen, daB Rey'=(Reg 4,0, «evy0),

also lgnf éb}Re ;,l] +m-log(2+l§'). Das innere Integral in

'ﬁ(;)'é/exp(a<Im Q",x>)-I-/eXp(-iat-Re G, +at-Ing,

. a 2 .2
1< 5221]x]° iz 5 (- lxl T -17)) dbjdx

Z‘;‘= (Z;/],Z;“, z;n> c (Dl'l, Xé]Rn-e,

werten wir nun mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes aus.

Indem wir n8@mlich den Integrationsweg —(’I-IX12)/}/26135(/l—lxl_g)/‘/2
in den Halbkreis [6]° =1 - leg, Imt -Re, £ o deformieren,
erhalten wir fir dieses Integral
. . a 2 2
’/exp(—lat-ReG,l +at-InG, - i=p Cn(’l—[X] -t%))adt l
|t|2=/l—lxlg=:5~2
Imt 'Ret;,] <0
T 2 oo
< fexp(-?fa sinw},Re Z;/ll + af‘lm?;,ll +-X2—b§ ,;nH”l—ecl l )'J' av .
0
Da "l - e2i‘}|= 2 Isinn}’ und of <1 ist fir 0£ < T
5 .
. 21
- Ja sin |Re ;,]] +%bé ft;nH’l - et l
¢ ya sin V(= [Re b ] + 5(b [Re y| + meloz(2+ 151))
£ 2 log(2+ [5]) -
Folglich
lﬁ<c>léwcz+lcbam/b/ exp(a(Iny'yx) +a 1= d° [mb, ) ax .

1x|£7
Da |(ax,a \f”l —|x|2 ))|=a, x eRY™2 mit Ix|¢1, folgt das Lemma aus

einer Integralabschdtzung mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. B



Mit diesem Lemma konnen wir das anfangs unter (i) genannte

Ziel im Wesentlichen erreichen.

SATZ 1.2, Sei QcR" eine nichtleere, offene, konvexe Menge
mit Cunand 0() . Seien ferner b,m> gegeben. Ist Xoeaf)
und NeR™ die HuBere Einheitsnormale an ) in X,y S0 gibt es
eine Umgebung w von X,y SO dall die Menge aller He E%Ilua)),
welche gleichmafiig auf der Menge
Bi= {5 €™ |(5,1)|eb|Re(G - (5, M)W+ mlog(2+]g]) oder

In {5, N) b [In(g - (5, N) )| +n log(2+|5]) }

eine Abschatzung

B 2 (i[5 exp( A (Ing)), ke,
erfillen (c,/tﬁ{ hdngen nur von H,E und 2 ab), in gkflqu)

dicht ist.

Zusatz zu Satz 1.2. Falls () ein Halbraum ist, kann man

w=R" wdhlen, egal wie b und m gegeben sind.

Bewels von Satz 1.2. 0.B.d.A. sel x =0 und N=(0,4..5,0,1).

In einer Umgebung von X, =0 211t mit einer stetlg differenzier-
baren Funktion ¥ : xeQ &=>9P(x) (o . Dabei kann ¥ so0
gewdhlt werden, daB grad®(o) =l. Winle o <<g<ié%. Da &
stetig differenzierbar ist, gibt es ein €,79, 20 dal

{X:(X',Xn>€]Rn; ]Xl(f,o, Xn<-(5]X'('} c (2.

Wehle a>o mit 1+ ég-a < EO und setze

CF::[XERH; |x'|¢ & und —6aéxné—6a+§%(1—

<t
X

2)}.

Dann ist oew =int W . Definiert man K::{x:éEn;}xﬂéaw xn:—éa},

so ist K € 2 .



Sei P ein Polynom in n Variablen und p >b, dann gilt fur -~

die durch
2
1) - [ @0, F0-[E]) - de) e, wer®?,
| &

definierte Distribution He ¥'(R™) nach Lemma 1.1., dab

supp H € Quw und

185 c (1+]5)  exp(R ((Ing)), G <€E.

In dem Raum der stetigen, reellwertigen Funktionen auf dem
Kompaktum || (a,§, P) :={X€E§% Ix'| 22, Xn=§%(4—!§w2:)— éa}
sind die auf R"™ reellwertisen Polynome dicht (Satz von
Stone-WeierstraB). Da mit Y € €(Quw) auch Re¥ und In¥

auf allen mit reellwertigen Polynomen wie oben definierten
Distributionen H senkrecht stehen und die Parabeloberfléchen
TT(a,é,{3) fir ﬂ >b ganz w Uberstreichen, ist die Menge
der so definierten Distributionen H vereinigt mit der Menge
£'(Q) dicht in ¥'(Quw).

Die Behauptung des Zusatzes ist klar, denn wenn {2 ein
Halbraum ist, konnen wir im obigen Beweis a>o0 beliebig grofd

werden lassen, d.h. die Parabeln konnen beliebig grol} werden. @
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Die folgende Definition charakteristischer und nicht-
charskteristischer Vektoren verallgemeinert die in der Theorie
der Differentialoperatoren iiblichen Begriffe. Dieses werden
wir weiter unten (Satz 1.9. und Theorem 1.10.) noch genauer

sehen.

DEFINITION 1.%3. Sei Se¢ 8(R™) und WeR™. Dann nernen wir N

einen nichtcharakteristischen Vekbtor von S genau dann, wenn

es b,m>o gibt mit

/M)(S) C '<§ N> £D ‘; N, N)

~Tn G510 b |Tug - <5222 m |+ nLoe(2+ B0

+ m-log(2+|§') oder

Dag Komplement der nichtcharakteristischen Vektoren in R™

besteht aus den charakteristischen Vektoren von S.

Wir verallgemeinern nun den in der Theorie linearer, psartiecller
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten bekannten
Holmgrenschen Satz iber die Eindeutigkelt von Losungen mit

Triger im Halbraum auf .D ~invertierbare Convoluboren.

THEOREM 1.4. Sei Se€(RY) invertierbar in D und NeR™

nichtcharakteristischer Vekbtor von 5. Dann verschwindet jedes
H - .
ueﬂ(]Rn} mit S*u=0 und supp u c HN schon identisch in
¥

n
ganz R .

Bemerkung. Dal wir S als invertierbar voraussetzen, sehen wir

als eine filir uns unbedeutende Einschriénkung an; denn zu einer
sinnvoll gestellten Cauchyaufgabe gehdrt - neben der
Findeutigkeitsfrage - auch die Frage nach der Existenz von

Losungen. Und hier erwartet man fiur ein verninftig gestelltes
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Cauchyproblem zumindest die Ldsbarkeit & D, o D,
(0.B.d.A. N=(0,...,0,1) gewdhlt). Nach Ehrenpreis [7} impliziert

dieses aber die Invertierbarkeit von S.

Bewels von Theorem 1.4. WNach Ehrenpreis {7] wissen wir, daB

die Invertierbarkeit von S Zquivalent mit der Langsam-Fallend-
Abschitzung
sup{[§(§+q)'; qéRn,|7kerlogﬁkﬁgl)}éA"q(ﬁﬂgb_A,gemn,
fur geeignete Konstanten a,A>o0 ist. 0.B.d.A. nehmen wir
N=(0y4.4,0,71) an. Also ist g(—z)#o fiir alle zeC” mit
Izn|> bzl +m.log(2+|z]) und Imz, >'biIm:f’—+m-log(2+|z|).
it b'=4b und m'=2 (m+b+3) setzen wir
Cl:z{éédfl;lcn\>b'{gﬂ +Hﬂ-log(2+ig|) und
IHlCrl>b'[IH1§1-+m'-log(2+]§))} .
Zu teQ) wihle ein'QeBp'mit Im| = a-log(2+|Regl) und
lg(—Re§-+7)léqu(ﬂ+lRe'g|)_A, und setze dann
8(2) 1=, (M) :=8 (-G +A(n+1iIng)), AeC.
Dann ist g(o):g(—g) und g(ﬂ):@(—ReQ—%Q).
Wir zeigen nun, daB die holomorphe Funktion g in der Kreis-
scheibe {}‘em ; t}lé:r::ndll(%, é%)} keine Nullstellen hat
(fir alle Fe( , r unabhdngig von G !). Dies ist gezeist, wenn
wir fir alle z:= Z;—Z\(nz+i1m§), CeQ, Al €r, bewlesen haben,
daB Iznj >blz'l +melog(2+1z|) und Bﬁzn‘>b[IH1ZI4—m-log(2+lz{).
Zundchst beachte man, dal wegen (z(é2|§y+log(2+§g|)£ 1+5};|
fir jedes k»>o folgt
(2+k) -log(2+|5|) * k-log(2+|z|).
Weil fir 5eQ , |Al<r, z2=5-A(m +iImy ) stets
T >z -r|In &’ -%1@g(2+|;|) gilt, haben wir
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EMENIN —r|Im§n] - ra-log(2+|g|) = %l;nl - log(2+|5])

> 2bl§'| + (m+b+3-1) «Log(2+ |G |)
>D !C'! +b ]z'] - br lIm C;" + (m+b+2--g) -log(2+|5])

>b|z'| +melog(2+]z]).
Ebenso erhalt man

lIm znl E%Im ;n - log(2+|gl)
>b |Im §'| +b'Im z'l -%Ilmg'l + (m+2) -log(2+|5 | )

>p |In 2'| +m-log(2+]|z]|).
Wegen m'22 haben wir

Im Z = (1=Re) Ian— Im’)\wln > <'H'12"'"/\)'108(2+1§D S0 .

Also ist g(A) +o fir alle AeC, A\|lér, T e .
Daher kdnnen wir das Minimum-Modulus-Theorem von Chou [5]
(Théoréme II.2.1.) auf g anwenden und erhalten Konstanten

«, 3 >0, die nur von r jedoch nicht von 5, €0 abhingen, mit

(]
sup { 18;(’)\)|0(3 Aed, D\Ié@}

18(-5)| = |a(0)|2

Wegen

sup [Ig())l ;Illéﬁ} = Sup“@(-?ﬁl("z riIng)k 1< B}
zc (’I+[c‘;[)/‘°-exp(Bo [Im g | )

(C,/L,,BO >0 hingen nur von S, a und 3 ab) kinnen wir

schliefen, daB gleichmdBig fir alle e gilt
(%) |B-g)lrc (415D erp(-B lIn G ),

mit Konstanten ¢, 0, B > 0.

A
Man beachte, daf wir die Langsam-Fallend-Eigenschaft von S

dazu berutzt haben im Argument von exp in der Ungleichung ()

nur Im ; vorkommen zu lassen.
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Jetzt widhlen wir b,>b', m,>m' so, dal {ge(Dn; d(Z;,QE)<4}cQ,
wobedl
B:= {?; eg” IQ | < b,llg I +m,\-1og(2+|?; |) oder

Inm ;n<b1 IIm; | +m4-log(2+|§|)} .

Sei XE die charakteristische Funktion der Menge E und q1Ve<}:)‘°(¢3n)
mit ¥ 2o, f%(l;) ag =1, supp@c{g e |‘gl<”|} . Setzt man
P=YxXp € c®(¢™), dann ist
supp 0 F ch{g eg™; ICnlé bolReE'l +mo-log(2+|g]) oder

Ing, =bg |Im g'l +mO-log(2+ [ }

tir b >b,, m>m, geelgnet (Benutze: |5'|< 2-max( [Req'|, [Iny'P).
Ferner ist 09 gleichmdfig in ¢® beschrinkt und ¥ =1 in einer
Umgebung von ’)f)(@). Wegen der Ungleichung (26) und des Zusatzes

zu Satz 1.2. ist dasher die Menge aller Hef'(]Rn) mit

—%—é— 2P| 2c (e |52 exp(A(Ing)), § e th
S

(jlzj"K ist die Stiitzfunktion einer konvexen, kompakten
Menge K @int H_ mit K-chsuppS € int H ) dicht in ganz
E'(rY) .
Weil ¢%s 5 ~~» mwlog(1+ Iglg) + A(Ing)eR plurisubhcrmonisch
izt und  O((fi/8)3¢) =0 gibt es nach Hirmander {’15]
(Thm, 4.4.2.) ein VeLloc(G ) mit

v(g) - KoL 99y, 7 et

S(-%5)

und fir ein k=20
f’V(C)Ig(%lClg)-kexp (-2 A(InT)) AL < + oo .
Cn

Die durch G(g) :=(P(‘g)-ﬁ(§) - 8(-5)v(5), © e¢™, definierte
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Funktion G ist holomorph, d.h. 0G=o0, und § erfiillt mit
A =max(h, A+ 4

—SUDD S ) die Abschibtzung

~ 2 2\ - ’
flG(g)l (1+1519)77 exp(-2 A(Iny)) 4y =:{32 4 + o,
ol
lNach dem Satz, dal sich die sup-Norm einer holomorphen
Funktion durch die Lg—Worm abschdtzen 18B8t, gibt es eine nur

von n abhidngige Konstante ¢, >0 mit

G(2)] 2c ( f|é<t;>|2 a5 )12 sc_Bo (141a")/ 72 exp( K (In 2))
|5-z2] £

fiir alle zeC™ Das Paley-Wiener-Theorem zeigt, daB G aie

Fouriertransformierte einer Distribution GEfYIfS mit

supp G < {erRn; MY é/ﬁ'(nz) fir alle 7 e]én} € int H_ ist.

Die holomorphe Funktion

S5y - BB -GE) 1=P(B)acry « w(p), 5ec®
S(-3) 8(-5)

erfiillt ebenfalls eine Paley-Wiener-Abschatzung; denn wegen

]

supp (1-¢)c Q2 ist

%@)lﬁ(g) < c(1+ ]3]  exp(h(Tn g ), T ec?,
=9

und daher kinnen wir nun shnlich argumentieren wie eben bel
der Abschdtzung von G.

Somit haben wir gezeigt, dal die Menge

{He‘ﬁkgﬁb; H=G+O4F , G*Fegkﬁfb, éupp G € int H_ } in E(R™)
dicht ist. Also ist u-o inR™ falls ue&R"™) mit Sxu=o
in R™ und supp u C H, . Wie man nach Regularisierung mit
einer geeigneten Diracfolge einsieht gilt dies auch falls

ueD(RY). m
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Theorem 1.4. wenden wir auf ein Beispiel an.

. B N ; . . 3
SATZ 1.5, BSeil X}'}:K(o,ﬂ)é E(R™) die cherakteristische
Funktion der Einheitskugel in R™ und NeR™. Dann ist N ein
nichtcharakteristischer Vektor von X , und jedes ueD(IﬁW
mit X*u: o in R" und supp u CHN verschwindet schon

identisch in ganz RY,

Beweis. Da X rotationssymmetrisch ist, kOnren wir o.B.d.A.
N=(0,...,0,71) annchmen. Die Fouriertransformierte von X ist
nach Berenstein-Dostal [1], [2], bzw. Bochner [3] (pp. 235),

durch

X(5) = {550 V200, (<55 /2, 5 edh,
gegeben <Jn/2 ist die Besselfunktion der Ordnung n/2).
Aus den asymptotischen Eigensc?fften von J. /o leiteten
Berenstein-Dostal [1] ab, daB X langsam fallend ist. Nach
Theorem 1.4. bleibt zum Beweis von Satz 1.5. nur zu zeigen,
daB N ein nichtcharakteristischer Vektor von X ist.
Dazu reicht hin:
’\Q(S\()c{;emn; |§n|e2]§'l oder |Im Enlé‘]ﬁm Z;']E::E .
Da die Nullstellen von Jn/2 samtlich reell sind (siche z. B.

Watson [21], p. 482, oder Courant-Hilbert [6], p. 428),
gilt fir &eC™ mit Y (&) =0 notwendizerweise
o2 (55 =|rRe pf - |1ug]® +2i Re 5,105,
slco: |Tng|<|Rey| wnd |Rey |[TnT | [Re 5|l .
Fur % e@Q(;i) unterscheiden wir nun drel Falle:
(1)  Ist |Re g'<|Im%'[, denn mub - wegen |ing| <|res| -

lRe Z}'nlé‘Im ?;nl sein. Also ist
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5 |7 <|rey ||z |<|req|{Iny| < |07
und damit g e E.
(i1) Ist |Red'|=|Im%'| und |Re 5|2 |Re%'| , dann ist
2’

|Re ;nlg sy |% < 2|rRe s |7 +|Rew'? < 3|Re

folglich |5 |% 2l5'] , und daher T eE.

(iii) Ist |Re'|> |Im 5| uwnd |Re 5 |=|Rey'|, dann ist

ReC"é’ImQ" , also Y% €E.

)Im;n‘ < lRe in—/lo Im?a'

A
Damit ist ’)-()(X) cE gezeigt. |

Flir Differential-Differenzen-Operatoren S mit konstanten
Koeffizienten kinnen wir einen globalen Eindeutigkeltsszatz
(fir konvexe Mengen) beweisen, welcher Theorem 5.5.2. 1in
Hérmander [12] verallgemeinert. Wichtig hierfir ist, dal man
das Anwachsen von igl aulerhalb einer Umgebung selner

Nullstellenmenge ﬁ-()(/S\) kennt.

IEMMA 1.6. Sei S ein Differential-Differenzen-Operator mif

konstanten Koeffizienten; A sei die Stitzfunktion von supp 3.

ur

U

[

Dann gibt es zu Jedem € >0 ein c¢>0, s0 dall gleichméiig
alle 5e<C™ wit da(y,M)(8)) > ¢

i/S\(C))!}C'eXP(IL(ImZ;)).
Beweis. WNach Grudzinski [1’1] (Folgeruns aus Thm. 71o) gilt fir

n

r .
%(;):Z pI(5)eexp ( (ia5) ), el ageRy,
3=

die Ungleichung
l§<§)‘ EC(E,j)'eXp(Re <‘iajag> )a J=TyesesTy d(@al)f)(é)>>£ .

Da %(Im@):max {<aj,Im‘§> s =Ty eee,T } haben wir fir
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ein c=c(&)>0 die Abschitzung

18(5)]2c rexp(A(Ing))
fir alle G e C* nit d(g,@(@)w £ . =

DEFINITION 1.7. Eine offene, konvexe Menge (D cR" mit

(18-chsupp 83 =€)  nennen wir S-rund.

Ist S8 ein Differentialoperator, so ist natiurlich Jjede offene,

konvexe Menge S-rund.

Mit dem Begriff einer S-runden Menge konnen wir nun den

Eindeutigkeitssatz formulieren.

THEOREM 1.,8. Selen 514 und Q, offene, konvexe Teilmengen

des R” mit Clqc:flg. Sei iSegkIfﬁ ein Differentisl-
Differenzen-Operator mit konstanten Koeffizienten, so dak (1
und 112 S-rund sind. Jede Hyperebene, deren LNormalenvektor
aus dem Abschlul3 charakteristischen Vektoren von S 1st und
die Q, trifft, treffe auch schon Q. Dann verschwindet

>
2

el

Jedes 1152K()2), welches die Gleichung S%u=0 in (L
erflillt und in (), verschwindet, =such schon in (.

Beweig. ) ist S-rund bedeutet, dali es zu Jedem Kompaltun

el ein Kompaktum]ﬁ'@ﬁls gibt mit chk < chK' - ch suppS.
Sei ygeflg und wihle yqefli&:flg. qu,yé] cei die konvexe
Strecke gzwischen N und Yoo 7u S»0 definiere

Kgi= [y,\,yg:] + {x ¢R"; |x[<§} -chsupp 5. Dann ist Kg S-rund.
Wahle & >0 so klein, daB {yq} + {XE]RH; )Xl<5} - ch supp S ch
und K¢ € Q1,. Sei X € Kg und seil %o € R, |§O]=’1, aus dem

AbschluB der charakteristischen Vektoren von S. Die lenge
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all dieser (XO, go) ist kompakt. Es gibt nach Voraussetzung
zZu (XO, §O) eine offene Kugel Z@Q,l, welche die Hyperebene
{x eR™; (Gemx_,%,) =o} trifft. Daher trifft auch jede Hyper-
ebene mit Normale "nahe bei §’o”, die durch einen Punkt "nahe
beil XO” geht, die Kugel 2 . Nach dem Borel-Lebesgue-Lemma
erhdlt man eine konvexe Menge w eQ/i mit C/l - Rand, so deB
jede Hyperebene, deren Normale aus dem AbschluB der charak-
teristischen Vektoren ist, mit K¢ auch w trifft, indem man
die konvexe Hiille von endlich vielen dieser 2 Dbildet. Nach
eventueller Vergrdflerung konnen wir w als S-rund mit
{yq} +{X cR"; l}ﬂ(é} -~ chsuppS < w  annehmen. Nun sei w
fir o<t<1 die konvexe Hillle von w und der offenen, konvexen,
S-runden Menge {(/l—t)y1 + 57, } + {x eR™; |x/<é } - ch supp S.
Wir behaupten: u=o0 in w4 falls ue-'D'(.O.g) mit S*u=o0 in Qg,
u=o0 in Q”I‘ Ist diese Behauptung gezeigt, dann ist das Theoren
bewiesen; denn weil (2, S-rund ist, wird {2, durch die
Vereinigung aller 4= wa(74,7,) Uberdeckt. Nach Regulari-
sierung von u zu ug=uxy , 0<€, mit einem "mollifier" Y,
(T.ee: Y (.)= e M w(./e), YeD(RY), ¥ 20, flk(x) dx =1 und
supp ¥ c{x e]Rn; lx|</l} ), seniigt es die Behauptung fir alle
ux?¥% mit o<e < 50:=%min(d(w ,» 000), d(w,, aﬁg)) zu zeigen.
Denn flir o <& < £, ist ue 1in einer Umgebung von w,
definiert und eine C¢%° - Funktion, und fiir €— o konvergiert
U; gegen u. Sei T das Supremum aller telo,1}, so daB u,=o
in W filr alle o <€ <gg - Die Menge dieser { 1st nicht leer,
denn wegen d(w,90,)22¢g, 1st Ug=0 in einer ¢ -Umgetung
we=U w, dst ug=o0

von = ir alle o0 <€ <¢,. . Da
W, =w fir al o T ygl +

in wg, o<ece Nach Konstruktion von w und w¢ ist klar,
T O.

daBl Randpunkte X, von Wwr mit einem fiir S charakteristischen
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duReren Normalenvektor in X, 8n wp schon zu W gehlren missen.
Wir zeigen nun, dall es zu Jjedem X, € dwy N\ @  eine Umgebung
UCQ2 von X gibt, so dal ug=o0 in U flr o<e < ¢ . Dann ist
ug=o0 flir alle o<E <€, 1in einer Umgebung von wg , was der
Definition von T widerspricht wenn nicht T =1.

Sei also X & Jw,\& gegeben. Da die HuBere Normale N an W

in X, nichtcharakteristisch ist, gibt es nach Satz 1.2. eine
Umgebung U CQ2 von X, SO daB die Menge aller H e€¥(w.vlU),

die mit Konstanten c,x >0 wund einem K & w; die Abschatzung
I X
|5(3)] ¢ c(’l+f§|)/uvexp(%K(Im§' )y G ect, a5, (8)) <2,

erfillen, dicht in E’(w.cu U) ist. U sei 0.B.d.A. so klein
gewdnlt, daB d(U,9L),) > . Sei jetzt solch ein He E(wg v U)
gegeben. Wihlen wir @ € ¢(¢™) mit ¥ =1 in {?“Un; d(;,q@(é))m}
und ¥Y=o0 in {g ec™; d((;,’){)(é))éz}, so daB 9] in ganz C°
gleichmdBig beschrinkt ist, dann ist aufgrund von Lemma 1.6.

fir alle % ec™

S(-3)
. . S .
Da wp S-rund ist, gibt es ein K' € w,~ mit ’KK: jLK"J’}L—supp T

£c(1+ {‘c;l)'“ exp(}uK(Im g) - /Fb-sup_ S(Im G

Also ist fiir alle 5 eC”
1B) Fe(z)
S(-5%)

Da 5((ﬁ/é) g‘P) =0 erhalten wir mit Theorem 4.4.2. in

2 c(1+ Igl)/u exp( jLK.(ImQ )) -

Hormander [’15] ein VEL]%OC(CH) mit

§v<g)=;ﬁ4_5_l_ 9¥(5), Gec?, und
S(-3%)

flv(;)|2 </‘+|§lg)-k-exp(—2ﬁK.(Img))d; < 4 oo .
.

/‘ ~ ~ ~ o) ~ A . . n
Durch G=¥H~ §.v und F=(H-G)/S sind dann in ganz €
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holomorphe Funktionen G und F definiert . Wie in Theorem 7 .4.
konnen wir zeigen, deafB G und F die Fouriertransformierten von
Distributionen G, F ¢ €(R™) sind, wobei

A maX(AK,ﬁ, + 4 /&Kl + A

N

supp G K! Supp g) = supp S

< nax( A }LK,,) mit ch suppH cchK' -ch supp S.

’%supp F K'»
Daher ist H=G+5XF €€(w,vU), Ge Elwy) und Fe¥(QD),

d(supp F,305) > ¢ . Folglich gilt fir diese H, G, F und
alle o<g<g: (ug 8= {ug,G) + (S*u,,F)y =o0. Wegen der

Dichtheit der Menge dieser H in €'(wr vU) ist wug=o0 1in

wo vl  fir alle 0 <E<E - a

Bemerkung. Theorem 1.8. gilt auch flr solche Convolutoren

S eg(R™), die fir jedes € >0 mit Cgype >0 die Abschdtzung

|§(§)léce(ﬂ+]§|)'ﬂéexp( Asupp o(Im ) - ¢|In gl )

fir alle [ ¢ it d(; ,’)Q(/S\)) =1 erflillen. Denn eine -
in Lemma 1.6, fir Differential-Differenzen-Operatoren

aufreigte - Abschitzung dieser Art, war die einzige besondere
Eigenschaft von Differential-Differenzen-Operatoren, die wir

im Beweis von Theorem 1.8. benotigten.

Un das Eindeutigkeitstheorem 1.8. verwenden zu konnen, mul

man die charakteristischen Vektoren eines Differential-

r .
Differenzen-Operators S=) PJ(D)»é(.—aj) kennen. Aus dem
3=
nachfolgenden Satz ersieht man, dal die charakteristischen

Vektoren von S in der nichttrivialen, konischen Menge
{NGIRn; 3 k1 : <N,ak>=<N,al> = min{(N,aJ); 3="1, ...,r} oder

3 k <N,ak><min {(N,aj> 3 j#k} und (Hauptteil Pk)(N)zo}
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enthalten sind. Speziell filir Differentialoperatoren heillt
dieses, zusammen mit der Aussage von Theorem 1.70., daB der
von uns in Definition 1.32. eingefilhrte Begriff eines
charakteristischen Vektors mit dem sonst Ublichen (z.B. in

Hormander [12] ) Ubereinstimmt.

SATZ 1.9. Seien S=P(D)é +T <E(RM), NeR™ mit Pm(N)i:o
und supp T e {X eRY; (x,I) > o} gegeben. Dann ist N ein
nichtcharakteristischer Vektor von S und jedes ue D'(IRH) nit
S¥u=o0 in R, supp ucix eR"; (x,N) = o} verschwindet

in ganz RrY.

Beweis. Der letzte Teil der Aussage von Satz 1.9. folgt mit
Theorem 1.4, aus dem ersten Teil, denn § ist langsam fallend.
0.B.d.A. sei N=(0,...,0,7) und Pm(N)=’l (P, ist der Haupt-
teil von P). Fiir die Stittzfunktion A& von supp T gilt
-h(-N) =: o« >0, und daher ist fir ein A>o und alle § ec”
nit Img  =Tm (%,N) 20
A(-Ing) <A|In g —d-Ing .
Aus der Paley-Wiener-Abschétzung von T schlieflt man folglich,
A .. n .

daB es ein c>o0 gibt, mit |T(—-‘g)( <1 fir alle TG €C mit

) . b. i Cn—-’l
Ing >c [Im 3’| +c log(2+ Ig5l). Mit Polynomen by in vom

Grade £ j, j=1,...,m, hat P die Darstellung

P(g’, G,) = gnm+ +bj(?;')-2;nm—a +eeetb( z'),
und fiir ein c¢>o ist |bj(;')l é(c+lc;’l)j, ;'ecn’q, .
Fir alle % €C” mit c+1¢;'jé%|;n| und  24|5_| gilt dann

m =
25,50 [5d" - 3, s3I
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m
> |gn]m.(1-z 2=y 2 1
3=
Flir ein c¢>0 und alle ge@n mit !?;n|52|§'] +c¢ und
Ing = c'Im 2;” + c-log(2+‘3|) ist daher
8- 5] 2[2(- )| - [B-)| = 1-[BC-5)] > o.

Ds he: N ist ein nichtcharakteristischer Vektor von S. B

Der folgende Nichteindeutigkeitssatz verallgemeinert das
Theorem 5.2.2. von Hormander [’IEJ.

Es ist n>1.

THEOREM 1.10. Seien 8=P(D)§ +T ¢£(R™), NeR" mit P_(N)=o

und supp T € {x eR™; &,NY >o} gegeben. Dann ist N ein
charakteristischer Vektor von S und es gibt eine Losung
ue E(R™) der Gleichung S%u=o0, so daB supp U < Hy

und 0 € supp u.

Beweis. O.B.d.A. sei wieder N=(0,...,0,1). Mit ¥ eR", |E]=1,

so daf Pm(g’)#o, definieren wir die 1in 02 holomorphe Funktion
a il N -m
f(s,w)=s(sN+sw§’) =s™ (Pm(N+w§°) +5 s mPk(Nerg’) + S T(sN+sw§’)),
k=0

(s,w) c¢e.

Die Nullstelle w=o0 des Polynoms Pm(N+w ¥) in w habe die
Ordnung 3 (1<3 <m). Es gibt dann ein ¢>o0, so dal
J
§-lw| < ]Pm(N+w§’)| , weC, lwi<é .

m-—"1
Setze  a:=p  sup{|B(Wewi)| 5 weC, lul =éf.

k=0
Aus der Paley-Wiener-Abschétzung von T

/l

|6 B (sN+swE )| £ c(1+[s|+Iswl) “exp(-In s ‘o (Z) #swl )
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.. 2 .
fir (s,w) €C” mit Ims=o, folgt ~ wegen }LsuppT(-N)<o -

die Existenz von Konstanten >0 und 1>y > —»7_/‘, so dab

lsq—m @(SN+SW§’)] <1 fir alle (s,w) €C° mit -Ims >/u(”l+]sl)r
und leg) é(/\+a)(<5isl)—/l. Sei nun G:= {s eC; -Ims >/u(”|+|s|)x}

1/9
und g(s) 1= (%?) , seG.

0.B.d.A. sei m>0 so grod gewshlt, daB |s/>1 und §(s)<$

fir seG. Pir alle seG und weC mit |w|= §(s) gilt nun

ls_m f(s,w) —Pm(N+w g’)f < lsl'q (a+1) = élw]Q < le(

Nach Rouché's Theorem hat die Funktion w ~~>f(s,w) fir -
jedes seG genau J Nullstellen wq(s),...,wq(s) e mit
]wj(s)( <6(s) flr J=1,...,9 . Hieraus erkennt man leicht,
dali es keine Konstante b>o mit

ﬁ()(g) c{gecn; ~Imy €D |§'\ +b log(2+]g|) }
geben kann. Also ist N ein charakberistischer Vektor von S.
Da f(s,w)$o fiir alle seG,weC mit |w|=¢(s), erhalben wir

nach dem Argumentprinzip die in s <G holomorphe Funktion

Zexp(1<x SW . (s)§>) m jexph(x sw§>)7—<—i£—)dw, xeR™.
lwi=5(s)
it w>o0 so groB, daB [/1: R—> G, l;(t)::t-— i/u(”\ +t2)5~/2,
t¢R, setzen wir
u(x) = i‘ exp(1 x,sN + swj(s)§> - (is)ar yds, xeR".

M.
Hier ist (is)f so definiert, daB es reell und positiv ist,

wenn s guf der negativen imaginfren Achse liegt. Das Inbegral
ist konvergent und nach dem Cauchyschen Integralsatz unabhiangig

von u ; wenn x in einem festen Kompaktum liegt, haben wir fur

grofie lSi, J=Tyeeesd
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Re ( 1{(x,sN + swj(s)§’> - (is)[ )

-Im s{x,N) +elx|ls] =7 -\slroos%[-

IN

IN

-In sx,N) -C 1s(¥
mit 2C=cos(Ty/2).

Ferner ist l%—ﬁll £ (/]+/‘2'X2)/I/2 .

Diese Abschitzungen zeigen auch, dal das Integral sogar nach
beliebig hohen Differentiationen nach x gleichmdlig fir x

in einem Kompaktum konvergiert. Also ist ue 8(R™) und weil
é(SN+ swj(s)“s’) =0 fiir alle seG ist Sxu=o0 (man approximiere
das u definierende Integral z.B. durch Riemennsummen).

Da das Integral fiir geniigend groBes u > 0 unabhangig von u

ist, folgt aus den obigen Abschitzungen fir (x,N) <o

u(x)| £ exp(u (x,N>)-»7'fexp(-c|t|°" )-(4+/L2-X2)/‘/2 it .

-0

Lassen wir p—+o , so folgt u(x)=0, also ist suppu e Hy.
Un o egupp u zu zeigen, bemerken wir, dal u(x)=v-v({x,N})

falls <x,&> =0, wobei

v(t) = fexp(ist - (:Ls)2r Yds , teR.
[
Wir haben gerade gezeigt, daB v auf der negativen reellen
Achse verschwindet. Das Theorem ist bewilesen, wenn wir gezeigt

haben, daR v in keiner Umgebung von 0 -verschwindet. Mit dem

Cauchyschen Integralsatz folgt unter Benutzung der obigen

Abschitzungen des Integranden fir jedes T >0, teR
-iT+R +00 -
v(t)e™ TV e~ Tt fexp(ist - (is)?y) ds = [ exp(idst - (T+io) )do.

. -
-1t -
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Folglich gilt Parseval's Gleichung

too + oo
clond flv(t) et 2 4t - ﬂe‘(”i"){ “ic .

Wegen ¥y <41 haben wir lt+idlré(|t|+16|)xéltlr+lo’|r.

Also 0o +00
- - - ' - T
(27")/|ﬂv(t)e mlgdtaeglt1 fealdl do , T >o.
o] ~ o0

Falls v jedoch fiir ein ¢ >0 im Intervall (-¢€,¢) verschwindet,
dann ist die linke Seite der Ungleichung O(e“g5 Yy flir T +oo.

Dies widerspricht der Ungleichung und beendet so den Beweis. B

Bemerkung. Aus Satz 1.9. und Theorem 1.10. ergieht man, dall

es Differential-Differenzen-Operatoren 3 ef(R™), n>»1, gibt,

deren Eindeutigkeitsverhalten unsymmetrisch in den Vektoren

N und =N ist; das heiBt:

(a) N ist ein nichtcharakteristischer Vektor von S und fir
alle ued(R™) mit S¥*u=o und supp u ¢ Hg folgt u=o.

(b) -N ist ein charakberistischer Vektor von S und es gibt
ein ue€(R®), S¥u=o0, supp ucH_y und Oe€supp u.

Man beachte, daB so etwas bel Differentialoperatoren mit

konstanten Koeffizienten nicht vorkommen kann.
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2. Die lokale Losbarkeit in einem Halbraum

Wir setzen iber S¢¥(R™) im Folgenden stets oesupp S cH,

voraus. Es ist N=(0,...,0,1).

DEFINITION 2.1. Se¢f(R™) heiBt lokal 1ésbar im Halbraum H,

genau dann, wenn es zu jedem Kompaktum K € R" und Jjedem
fed,  einued und ein g e.D'+ gibt mit S*¥u=f+g

und supp g nK = 2.

Lokale Ldsbarkeit in H_ bedeutet also, daB die Convolutions-
gleichung in H+ modulo Distributionen, die ihren Trager

"weit auBerhalb" des Nullpunktes haben, 10sbar ist.

SATZ 2.2. Sei Seg({R™) lokal 18sbar in H . Dann gilt fir
Jedes Kompaktum KeR™ eine Abschiétzung

sup {IQP(X)]; er+} < oy }:—_ sup {lD“(é*“PXX)l 3 XéKﬂHJ )

Z
|o(|-—-SK

fir alle ¥Ye¢d mit supp S x¢ cK.

Beweis. Mit den Halbnormen

p ([¥]) ;=) _ sup {|D°‘(§*&P)(x)l; er+} , se€l, ¢eD,

ll= 8
ist der Quotientenraum @K = {[‘F] ; $eD, supp S*‘PCK}

(die Kquivalenzrelation ist: P~% & [Y)=[v] S 9-% e D)

fur jedes Kompaktum K e R® ein separierter (Satz von

Titchmarsh-Lions ! (siehe z.B. Hormander [16] )) pra-(F)-Raum.

. no. ' }
Fur jedes Kompaktum K €R ist Z)+(Ko) ein (F)-Raum.

Die Bilinearform (£, [¥]) “““’ff"? auf °D+(Ko) X @K ist
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daher stetig, wenn sie getrennt stetig ist (Bourbaki [4] ,
Chep. IIL , § 4, Prop. 2). Da dle Stetigkeit in D+(KO) klar ist,
zeigen wir die Stetigkeit in @K' Nach dem Satz von
Titchmarsh-Lions gibt es zu K ein K eR™ mit supp ¢ ck

falls €D nit [¥] G@K. Wahle zu festem f €D+(Ko) ein u éD;
und ein g e D'+ mit supp g NK =0 und Sxu=f+g. Damn

gilt fir alle ¥ed mit [¥] <Py

ff'ﬁP = <S*u -g, ¥y = <u,é*‘{’>.

Da supp u cH_ und 3H+ Whitney-reguldr ist, ist

a,Beplee ST s (DU R¥)G|5 xer, |, D, [fledy,
PYESS

fiir ein seIl (Schwartz [20], p. 98). Also ist die Bilinear-
form auch in @K stetig und damit Uberhaupt stetig. Die Stetig-
keit der Bilinearform ist dguivalent zu einer Abschatzung

lff"P l<c (57 sup [D*sD (Y sup [D(E*M])

PR KonH+ PIEN KnH+

fir alle f el)+(Ko), ped mit supp Sx¢ c K.
Um aus dieser Abschitzung f eliminieren zu kOnnen, bemerken
Wir zundchst, dal diese Abschiatzung auch flir alle £ e\€+ cilt,
wenn K € RY genilizgend grofl gewdhlt ist. Man wihle mn8mlich
yve), so daB %=1 in einer Umgebung vOL SUDD ¢ , wenn ¢e€l
Mt supp $x¥cK. Da [£¢ = [w£y  fir £ €€, Fed
mit  supp S %y cK, gilt die Abschitzung mit KO:supp Y auch

fir alle fe“€+.

Wir zeigen die Existenz eines Differentialoperators L(D)

mit O <ci(d)Y,, der fiur ein ¢>0 die Ungleichung
+ +

Z sup ]Ddfl £¢ ~[|L(D)f| , f e]"+,

I« €9 KO
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erfillt. Dann ist
!f(L(_D)f)-(P | = }fr-L(—D)vl

'C(Z sup [D f] ) ( Z sup |D* L( D)(S?&\P)]

PIPTIR i au KnH

IN

IN

o ( flumel )Y sup [p(Ex¢)])
td,ﬁ/u Kﬂ+

fir alle f €f+, ved mit supp S*¥ cK (/u'=/u +ord L).

Da L(d) £, N D (K)= D (K,) dicht in L'(K nH,) ist,
folgt nach Bildung des Supremums lber alle f €f+

L(D)f E.D+(Ko) und flL(D)fI <41 aus der obigen Ungleichuﬁg
die gesuchte Abschitzung. Den Differentialoperator L(D)

definieren wir durch
L(5) = (5% =(5, - DD, 5=(F55,) €0

kel wird weiter unten fest gewdhlt.

Das Polynom € 3y m(%*i)g - §»2 :%12 - 2i;n_q— g‘

hat fir fléan_/l nur Nullstellen fur Im?:,n:”l. Daher
ist [L(§’+iTN)]e’l Tir alle fean, T 20 (N=(0,404,0,7)).

Zu ged, wird deshalb durch

AN ) . n

f(x):= (grr)"n fexp(i<x,§+ir1\1>) %(§’+1TN) d‘§ , T%0, xR,
R0

eine Losung fef der Gleichung L(D)f =g definiert. Aufgrund

des Cauchyschen Integralsatzes ist die Definition des

Integrales unabhéngig von T £0. Sehdtzt man das £ defi-

nierende Integral fir xeR® mit {x,N) <o nach oben ab und

laBt v —» - =, so erhd#lt man, daB supp fcH, d.he £ €f+.

Damit gilt L(D)SF, 2D, - Wir zeigen nun, daB es ein cg > 0

gibt mit
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L) 20, (1+[EDF, g <R

Dies folgt aus L(§) 4o fir alle feJRn und den fiur

¢=(¢, ¢ ) €eR" nit 5'24.§n2 -1 und t>o giltigen
Abschatzungen
- . . ' . 1
S SRS M e RS SR PRl P
. 1
“le(1-282) vaig, + gl
} 2 1
N 1:2' fir §.7 47
i ¥ 1 g ¥ 0 _

Wshlt men nun k > V+n, dann gilt fir f €f+

Zsup lD“f(X)I £ c f(1+l§])9"§<§)1 af
lwiey K - )
co [Creed’ F L) B ag
=C . sup l@(f)[50-ﬂL(D)f[ )
§eIRn
mit c¢>o0 unabhingig von f. M

Vorbild fiir den Beweis von Satz 2.7. war der Bewels von

Theorem 3.1. in HOrmander [45] .

Geht man andererseits von der Abschdtzung

p &
[(P(O),ch E sup ID“(S*“P)‘ R el , supp S*Y cK,

v - -
2us, so kann man das auf dem Teilraum S*d nd(K) definierte
lineare, stetige Funktional

SXP ~~»¢(0) = <<§, (P>
nach dem Satz von Hahn-Banach auf genz 4 unterhalb der

Halbnorm

1[/ MZSHP

“*JQSK

{]D*W(X)h x eKaH, | , ¥ €D ,
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fortsebzen zu einer Distribution ued(RY) mnit <qu,*f’> :<<S,¥’>
e . V

fiir alle 9e€d mit supp S*¥¥ cK und int(KnH_ ) n supp u= 42 .
Wshlt man K jeweils "groB genug" und schneidet u dann "passend"

ab, erhdlt man nach Faltung mit £ € }?'Jr :

SATZ 2.%3. Fir jedes KeR™ gelte eine Abschitzung

()] < ¢ E sup {|D°°(éw)<x)|; XeKnH+} , €D, supp SxecK.
l(xlésK
Denn gibt es fir jedes £ e¥ wund K eR™ ein u €€ und

ein gey, mit S*u=f+g und supp g 0 K=g2 .

Aus den SHitzen 2.2. und 2.3. folght insbesondere, dal die
lokale Ldsbarkeit fir £ €ﬂ+ auch schon die lokale Losbarkeit
fir f e €'+ impliziert.

Zusammenfassend gehen wir, dal folgende Bedingungen
dquivalent sind:

(1) 5 ist lokal 18sbar in H_ (vgl. Def. 2.7.)

(i1) Fiir jedes KeR™ und jedes £ éf; gibt es ein u € €'+

und ein g e“ELL nit Sxu=f+g und supp £ 0 K = Z.

<iii) Fur Jedes K@]Rn gibt es Konstantern ¢ >0, selN riit

sup |P1 = OZ sup lDOL(é*‘f’)\ fir ¥ ed, supp Sx¥ckK.

+ jwizs  Hy

Die lokale Losbarkeit impliziert eine Langsam-Fallend-

T A
Llgenschaft von S:

S_AM Fiir ein KeR" mit -supp S eint K und Konstanten

€20, sell gelte
ILP(O)IécZ sup 1D°L(é*k(’)| , ve]) mit

lalzs  H

supp é*“{’ cK.
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Dann gibt es ein b>o, so dal es flir jedes ¢>0 ein a>o
gibt mit
sup{;s(~z+g+ iTl)| 5 meRY, |az|éblog(2+1g|+]r})} > e”(u}g()‘a

fir alile geIRn, T <0,

Beweis (vgl. Hormander [15] , Thm. 3.3.).
Mit Hilfe der Fourierinversionsformel und des Cauchyschen
Integralsatzes (Unabhingigkeit der folgenden Integrale von T)

erhilt man aus der vorausgesetzten die folgende Unglelchung:

UCP(E) d?i < CZ sSup { tfexp(i(x,gnu itN) )(§+iTN)d§(—§—iTN)-.
1= @(f+i’6N)d§ H XEKOH+}

fur alle TeR, Yed mit supp S xycK.

Flir T 20 schitzen wir weiter ab

’f?(f)d;

£¢ Z sup { exp(-tlx, ) f{§+itN|M \§(—§—itN)l-
I1=S ]@(g+izN)[c1§ . xeKnHJ

éc(’l+T)S f(”|+l§’[)s ‘/S\(-§—itN)‘?(§+itN)ld§ .

Angenommen die Behauptung des Satzes wire falschy dann gibe
. n N -
es ein ¢ >0 und Folgen (fj)jQJNCJR ) (tj)jelN =0 M

jedem festgewdhiten Db>o mit

‘?j‘Jr lfj, — fir j—>%
Sup{l§(”z—§3-itj N){ ;nze]Rn, |%]eblog(2+)fj\+|tj{)}

< exp(- E'Tj) (1+ |§3‘ )7V
Wir zeigen, dal diese Annahme der hergeleifteten Ungleichung

widerspricht, wenn wir Db>0 geeignet wdhlen.

Wegen supp S e K kOnnen wir ein § mit © ¢<§ <¢ und

Supp S + K(0,8) ¢k wihlen. Mit einem 0#%¥ el , ¥ symmetrisch,
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supp ¥ <X(0,8), ¥ 20, $(§) =0 fir alle ¥eE und [Y¥= ¥(o)=1,

definieren wir dann die Funktionenfolge ¥, ¢ D(K(0,86)), kell,

A\ A k
¥, (8) = (¥ (3/))F, R,
Die Paley~Wiener-~Abschitzung des Fourierintegrals crgibt

‘$k<§)lf exp( 8 [Imy]), Gec®.

Wegen |%(8)]—> o fiir [¥]—> o und ¥ (e)] <1 cir peR™

1%

gibt es ein d >0 mit I@(f)lée-d falls |€] 21, ¥ e R,
Also i ¥ cemdK  py > R* den Fol
50 ist l k(f)(—e fiir |¥|*k, fTeR". Zu den Folgen

(EJ-), (‘Cj) definieren wir nun eine Folge (Kf’j)(j eNC&D(K(o,é))

AN AN ) n
KFj(?%)::z{/k(g—E’J-—:L'L’J.l\I), g eC,
wobei k=k(j) durch k#Db log(2+ lg’j} + {rji ) < k+1 definiert sei.
Da supp S %CPJ. c K mnissen die LPj die zu Beginn des Bewelses
hergeleitete Ungleichung erfiillen. Mit Hilfe des Couchyschen

Integralsatzes sehen wir, daB

EM® |9,C0)]= | [P508) ag] - U@kmdgl: ﬁ@/wkd? —
fr § - 00 (= kek(j) —> oo ); denn nach dem Hittelwertsatz
ist

[¢(§/k)k -1 \é lfl'max“(grad{l:)(ol/k)) ; ere]Rn, M‘é\ﬂ}
und wegen (grad.@)(o)::o gilt daher 5;(§/k)k-—ww>1
Der Widerspruch zur Annshme

cleichmiBig auf den Kompakta.

ist darum erreicht, wenn wir
”~
a : . i T. N af —
(Mw%|ﬁ\[cn)ﬂfﬂa-§—lrjm IS A J>i § °

fir j—— o gezeigt haben.

. . A n :
Well Iq)a(g)l « exp( §|Imy] + &rj )y 5 eC”, gilt
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(1+ T, )S f(1+ D |8C-¢ -1 T, ) -?j(§+i T my|ag
1§ 5,14 (3
< (1+ 2 )S f(’\+{fj}+k)sexp(-e rj) (1+ |§j{)'jexp(6*ca.) dm
Il£k
cc (M+ Tj)s (’\+l§°jl+k(j))s(" +l§’j|)-jeXP(-(E -6) Tj)'k(j)n
fir alle JelV.

Wegen £-6>0, rjao und k(j)éblog(2+|§j[+‘cj) erhalten

wir aus den vorstehenden Ungleichungen fir Jj ——

(1+ 7% f(4+|§|)5|§(-§-’-i T “/f;j(f+i ‘ch)l a§ —> 0 .
]f'?jlfk(j)
Also bleibt noch zu zeigen, daBl fir Jj—> <

(1+ rj)s j(’l+l§f)51§(—§’—i T, 1) fﬁj(g’n T m|af —— o.

[£-5i1 = ki)
Da supp S < H+ ist nach dem Paley-Wiener-Theorem fir ein m>o

[Be-itm | <m (1 +]fl+ITDT, geRY, T 20,

und damit fir alle féJRn, J el

1+ 1ED®|8(-¢-1 2 | <n 1+ rj)m (1+ 1§js)s+mm+i§-§j\>s+m.

Also
(4+tj)s f (’l+]§’I)Sl§(—§’-ier)-“Fj(§’+i‘Cj | at
If*falék(a)
<m (1+ ‘CJ.)HH'S (1+ [fj[)m+s f(/\+]o'l|)m+s ‘(P\j(ler §’j +1i 'L'j N)ld"rl
||k

£m (1+ TS (11557 | crslps Pl lan
Imi=k

wit |§, ()] 2 [ (/)] exp(-a- (1)) £l ks 7 <R,
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schitzen wir - nach Variablentransformation im Integral -
weilter ab

. m+ p i

<m (1+T3) S (1+ \53})m+sexp(_d.<k_1)) f( 1+ g knlzv(;)l ae

ma’l

sc (1+ ‘CJ.)HH'S (1+ Igj‘)m+s_kn+m+s exp(-dk/2) (2+ lg’jl + ‘Cj)_db/2

- hierbei wurde k+1 >b log(2+|§’j| + 'cj) benutzt. Wihlt man
nun b>o mit db >4(m+s), dann konvergiert die rechte Seite

der Ungleichung gegen Null. Damit ist alles gezeigt. B

Wir zeigen nun wie man aus der Langsam—Fallend-Eigenschaft.
von & in Satz 2.%. und einer Voraussetzung Uber die
Nullstellen von @, welche - wie wir in Abschitt 4 zeigen
werden - sowohl von den hyperbolischen als auch den
parabolischen Convolutoren erfiillt wird, eine Fundamental-
1osung E E.D; von S*E:é finden kann. Die Existenz einer
solchen Fundamentalldsung zieht offenbar die lokale

Losbarkeit in H+ nach siche.

Zunichst schidtzen wir I/S\l in einem Bereich auBerhalb der

Nullstellenmenge ) (8) nach unten ab.

LEMMA 2.5. Zu einem b>0 gebe es fir jedes € >0 ein a>0 mit
~ i _a

sSup {lS(rr&-{- §+ 11;‘1\])‘ H /vze]Rn, |Q{eb-log(2+|§|+|v()} > eXp(E,-C) (/]+{§D

fir alle §e]Rn, —<0. Selen [3, y >o gegeben; dann gibt es

fir jedes g »o ein B»o, so daB
15(5))] >3 exp(e-In G ) (1+ \9\)—3

gleichmgBig in der Menge QM.:= {g et ; d(g,l)‘()(é\)) > X‘l°g(2+‘7§\),
lIn %'} <prog(2+1gh, In Gy <o } .
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Beweis. Sei & >0 gegeben, und wihle a=a(e) nach Voraussetzung.
Sel g € M,((s,g‘>o gegeben); dann gibt es ein qe]Rn mit
|m{<blog(2+[5]) und

l /S\(nl+ Re § +11Im gn'N)[ > exp(e-Im‘gn)(”H |Re [ ‘)—a.
Wir definieren zu § die holomorphe Funktion

gg(;\): S((1- A)G + Al +Re g +iln 5,M), AeC.

Wegen !Q+Re C+ilny -N- Z;\ < |rrL| +\Im ?;'l < (b+f) Log(2+|5])
ist gg('x\)#o fir alle AeC mit [A]l<y/(b+p).

Nach dem Minimum-Modulus-Theorem von Chou 1:5] (Théoréme I[.2_.’l.)

erhalten wir mit - von § €Oy unabhdngigen Konstanten ¢,T >0

die Ungleichung

lgg('l)l/‘-{_o’

Sup{lgg(ﬂ)ld; l’/\lft} .

Da g9(0)=§(§)’ gg(’l)=§(~l+ReC) +1ImG -N) und

EMEE

lgg< V| £ (1+[5)+AIng |+ |2 )/ exp( A gupp o (189) AT +ja))
£ (e g1
fiir eQpy, X eC mit |Al€ T, haben wir schlieBlich mit
Konstanten c,B >0
185)] 2 (e]g P exp(e (1 ) TnT) 5 T eCur -
Da © nur von b, und J abhingt, ist das Lemma

bewiesen. [ ]

f .. [ n
Eine Fundamentalldsung E €D, sxE=6, fir Se&(R") wollen

wir in der Integralform

A
v - ~ =T (‘P d ) (Pé$’
(E, ¢y = (2T) f——(ﬂ’s‘(g) G
r
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konstruieren, wobeil ™ eine reell-n-dimensionale Flidche

in einem i)ﬁ,r sein soll. Wie im Paley-Wiener-Theorem soll
dann  supp ECH+ daraus folgen, dal [ in Richtung -iN
ins Unendliche verschoben werden kann. An dieser Stelle ist
die Abschatzung von 1§] nach unten aus Lemma 2.5. besonders
wichtig. Um E konstruieren zu kdnnen, missen wir daher
topologische Voraussetzungen Uber I)PX machen. Und
Vorausetzungen uber Qlﬁd- sind im Grunde Voraussetzungen

Uber die Nullstellenmenge ‘»f) (§8) wvon S.

SATZ 2.6. Zu einem b>o gebe es fiir jedes € >0 ein a>0,

so daB fir alle ¥eR", T<o

sup{|’s‘(~z+§+ itm|; meR™, Inleb log(2+l§’\+lti)} >efT (1+ED 77,
Ferner existiere eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
[ IR+XIRn —aCn\ﬁ[)(/S\), a0 dafB fir ein cr>o und alle

(t,€) EIR+XIRn gilt

‘Im r'(t,f)+tN| c log(2+|€]) und <Imr(t,§),N>£o,

IN

¢ i+l D,

IN

|aP l
5T, 57 | (t,8)
MECICIECR T

AT (5,8, (8)) > ¢ LTog(a+ | (4,5)

Dann gibt es ein E G.D'+ mit S*¥E=56.

).

3 . - - . y ,) C\ 3 ‘_"\ -Z' n
Beweis. Definiert man Qg wie in Lemma 2.5. £0 impliziere

13 . n
die Voraussetzungen uber r\ : F(R+XR ) CQC,/X/C *

Nach Lemma 2.5. gibt es deher fir jedes & »0 ein B>o mit

|§(P(t, § ))] el exp( € (N,In M(t,§ )> ) (1 +M(, § )D-B

flir alle (t,§) eR, xR .

E definieren wir durch das Integral
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)= emy™ | L) g - ‘nﬂ-\—(mt £)) 3L <t §) af
5(%)
P(ta' rY
fiir jedes Y eD(RM). ]‘)’% ist die Jacobideterminante der

Abbildung R ¢ ~ [(6,8) € ¢™. DaR diese Definition
unabhingig von t eIR+ ist, zeigen wir weiter unten.

Y eD(R™) erfiillt eine Paley-Wiener-Abschitzung
A
- n
P (5)] € (9)-(1+ 5D exp( A (Ing)), G <€,
wenn supp¥ ¢ K e R, wobei cm( .) eine stetige Halbnorm
auf D (K) iste Da |0[/88]| 2c (1+% +]§’[)C haben wir flr alle

P eD(XK) - K € R® fest gewdhlt -~

o (P)C]|M (5, 8PP ec (e b + €D
exp( A (Im (%, €)) - ¢{Tn [ (+,8),1))

2res e

2o (P).c1+[EDTO(I4 6 )% oxp( Ay (~81) + o),

(t,8) IR+"]Rn, falls b-m<o und unter Bericksichtigung

von |Im ["(t,¢) +tN | < ¢ Log(2+|8]). Aus dieser Ungleichung
folgt sofort, daB durch das obige Integral edine Distribution
Eed(R™) definiert wird.

Fir $ed(R™Y), K=supp ¥ , mit A, (-N)<£-2¢ gilt dann -

vir benutzen dabei schon, daR die Definiticn von E unabhingig

Vo 3 -
nt E:]R+ igst

l<ﬁ,‘f’>|é ¢ (1+t )% exp(-¢et), teR,
LéBt man t-—>+ o, so folgt <ﬁ,‘{’> = 0. LABt man &£—0,

S0 erhalten wir suppE cH_.

Zum Beweis der Unabhingigkeit des E definierenden Integrals

von t halten wir nun o027t a7 fest. Fir 1>o wird durch

N [to’t’l] xX(0,1) — ¢t \')‘)(IS‘)
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eine 2-mal stetig differenzierbare (n+1)-Kette A&l in @n\mxﬁ)

definiert. Weil %/8 in einer Umgebung von [ll holomorph ist,
NN

ist die Differentialform (‘F/S)(g) dg  in einer Umgebung

von O , geschlossen, denn
A - o~ N
a(Lag) =(9+9) (Lay) -9-L A ag-=o.
S S S
Nach Stokes' Theorem haben wir daher fir alle ¥ und alle 1
? 0
ffé%(;)d; - fd<§<;>dg> =o.
3, A
Der Rand aAl von le besteht aus drei Teilen: dem unteren

"Deckel" K, = P({to}xK(o,l)), dem oberen "Deckel"

i n-"1
By =T({t,} xK(0,1)) wund dem "Mantel" I = P([to,tﬂ x 1.8

R M6, °
~ P
baw.  lim f-f-{’-d; - f Lag
SR A N

Auferund der iUber die ersten Ableitungen von M nach § und t

gemachten Voraussetzungen bekommen wir wileder eine

Abschitzung der beim Zurlckziehen der Differentialform

conste(4+ 6+, Mit der

(G /8)(M (5,80

auftretenden Determinanten durch

schon hergeleiteten Abschitzung fur

. . > > im
erhalten wir, wenn wir bedenken, daB die t=o nur

Kompaktum [t ’tﬂj sapiieren - eine Konstante c>o mit
0
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‘f—&z(;)d;
My 5

e c'(1+1y", 1204

<c / _/ 1+ J1g])™™ 12 a¥ dt
[t50t,] 57 :

N
also lim f—/ﬁ-d‘g —> 0.
l—o> S
My

Es bleibt nur noch SxE=0 zu zeigen. Wegen
(555, 9) - (B,5%9y= (22 [$(5) a5 ¥ e,
(o, .)
ist daher die Gleichung
(2my™ f@(;) ag = (2m)™" /@(;f) ag = Yo
M(o,4) R"

Pay
nachzuweisen. Da die Differentialform ?(T) iy

geschlossen ist, kamnn

. n
in ganz C

man wie oben mit Hilfe des Stokes'schen

Satzes - statt [ (.,.) verwenden wir jetzt die Funktion

F(6,8) :=(1-8)% +t-[(0,8), te[0,1] - die Glelchung

f¢(9> ay = ‘/\@(g )d¥  beweisen. n

P(Oa-) ]Rn
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3. Die globale Losbarkeit in ‘€+ und «D’F_l_

7usidtzlich zu den notwendigen Bedingungen fiir die lokale
10sbarkeit in H+, welche in 2. hergeleitet wurden, gelten
im Falle der globalen Ldsbarkeit f+ cS *@; notwendigerweise

noch weitere Bedingungen.

SATZ 3.1. Sei €+ <8 *JJ'_!_ . Dann gibt es zu jedem K e R"
ein K eR™ mit der Eigenschaft
¥ e E(R™)

_ o }=% intH+nsupp‘F c X'
int H n suppSxY cK

Beweis. Zu der Kquivalenzrelation Py = [f]=y] &
supp($-%) cH auf O definieren wir fir KeR™ mit K=intK

v
den Quotientenraum §K s = {[‘f’] ; ¢ed | int Hon supp S*¥ CK} .

Mit den Halbnormen

PS( (¢ := Z sup {[D“(é*\f’)(x)‘; XEKHH_+} , s €I,

LSS

1s% §K dann ein separierter (Satz von Titchmarsh-Lions !)

pré-(F)-Raum. Die Bilinearform (f,[“ﬂ) "’W“’“’ff“F auf

g, X §K ist getrennt stetig. Die Stetigkeit 1in 8+ ist klar.

Sei daher f €¢¥f fest. Nach Voraussetzung existiert ein
+

wed mit S#u=f. Also ist fir ged mit [Pledy

LlEy ] = u, S ETIE cx Z sup {IDd(é *$ ) (x)l; xeKnH+}
Ic(.lésK

(wegen der Whitney-Regularitdt von OH, ).

Eine auf dem Produkt eines (F)- und eines pria-(F)-Raumes

definierte, getrennt stetige Bilinearforn ist stetig

(Bourkaki [4], Chep.II, § 4, Prop. 2).
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Also gibt es ein K e]Rn, c>0, 1lelN, so daB
up |D°‘é*‘f’|)

‘ff-‘?‘é c( Z i{gp ID*£l )( Z EI\H

jj&1 Je]£1 +
flir alle £ €€+, ¢ved mit intH+ n supp\S/*‘P c K. Hieraus
folgh: supp ¥ nintH, <K' fiir alle fed mit suppSxpint H, € K.
Mittels Regularisierung sieht man, dall dieses auch fur

veg' gilt., [

Han beachte, daB O ¢ 8 xD. fiir die Durchfihrbarkeit des

obigen Beweises nicht ausreicht.
Wir zeigen nun, dal die lokale Lésbarkeit in H und die in

Satz %3.,1. hergeleiteten Bedingungen einen Approximationssalz

vom Rungeschen Typ fir die Losungen der homogenen Gleichung

S*¥u=0, supp u cH+ , nach sich zieht. Hiermit erhdlt man

dann nach dem von Malgrange [’19:] erweitersen Mittag-Leffler-

Verfahren die Losbarkeit S *&r = €+ .

it Q) , cR™ offen, bezeichnen wir einen Distributionen-

raum der Form

FQ)-N B Loc () nit der projektiven Topologle.
oK eh Posr K

172 . ) € fest
dlerbei seien (K"‘-)OLGA_CUC , 1£py <+, & A, fe

n beliebige Familien (vzl. HOormznderT

2@) < F(Q) < Dp).

gewehlte, aber ansonste
[12], chap. 2). Es ist

Zu Qq < 02 CIRn offen definieren wir den Reaum

=u, supp Vel

UV(Q,\,OQ)::{u6?(04)53‘76?({12): |q,
. S
und Sxv=0 in Qz}

und statten ihn mit der Topologie von F(Q) aus.
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SAT7 3%.2. ( Approximationssatz ). Sei Se€(R™) lokal 1ldsbar
in H_ und fir jedes K& R" gebe es ein K'e R" mit der

Eigenschaft

e E(R™) :

} v —————>in’cH+nsupp/u c K .
int H+ n supp S*ux < K

Dann gibt es zu jedem Q2 € R" offen ein Q) e R offen,
so daf flir alle Q2 e R" offen mit (2, < Q2

J(Q,0,) dicnt in M (Q,Qq) ist.

Beweis. Zu () €R"™ wihle Q, ¢ RY mit Q<Q,, so daf fur
ein K'@Q% (d.h. XK' -suppS €Q,) gilt
pe E(R™)
— int E_n supp 4 © K'.
int H n suppS*# c QL

Sei nun O > ¢ R® mit a, < Q2 und L eT'(Q) nit L{u)=o0,

u e ‘”(-Q,Qg), gegeben. Nach dem Satz von Hahn-Banach 1st zu

zeigen, daB L(u)=o fir alle U e (Q,0,). D2 € (1)) stetig

in F(()) eingebettet ist, ist die Restriktion von L-auf (1)

eine Distribution ) € €(Q), ¥ senkrecht auf Q) nd(Q,05).

Wir wdhlen nun 04 c02 e R® offen sO grof, dall O,\ egine

mit (CO,I — supp S) N ﬂ2
Weil S 1lokal in H+ 1losbar

offene Umgebung von ﬂ2 g und
((R™N\0,) +0;) n Qf =g ist.

ist, finden wir nach 2. Distributionen I, ef nit

S*f‘ 6+g und supp g n 02_¢ FU_I‘ ‘f’ﬁl)(lntH an n(:R. \ﬂ2)>

setzen wir Y := £%¢ . Aufgrund von Sxy = +gx? und der
ist dann ¥ ne HQ,0)nECD).

Voraussetzungen iber &, 0,4 und O2
Also ist o= {(V,¥) = O, pr) = <f w,w) , und damit gilt

fiir die Distribution M, =%V €¥

5

: n
0,)u)s -
int H n supp Mg © (R \ 04) )
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Folglich koOnnen wir o in Moo=t [or P /bgeg'(]Rn),

nit 1int H+ n SUPD M, cﬂg und int H+ nsupp s, <€ ]Rn\ﬂS

zerlegen. Also ist int H_n supp (é xpug = vy) < f—l_2 und.

int H, N supp (%Y -S*u)n Qy=0 (0.B.d.A. sei

supp £ n 52 = angenommen). Wegen 5*/&,\ - =g % -3 * p o
ist dsher  supp(S *p, = ) ¢ H_, also intH_nsupp §*,ﬂ,l cn).
Nach Wahl wvon Q’l ist folglich int H_nsupp uq € Q% .

Schneiden wir nun A, mit einer Funktion aus JD(ﬂ%) ab,

welche gleich 1 in einer Umgebung von int H_ N supp M4 ist,

so erhalten wir ein /LEEI(QE) mit

Sxm=2+9, Xe€(Q,), supp A <H_ -
Flr ueg(Q/]) mit supp U ¢ H+ und S¥u=0 1in einer
Umgebung von supp M gilt Q’,u) = <é*/u— A, u>= </u, S*u): 0.

Also steht VY senkrecht auf W(ﬂ,ﬂq)ng(ﬂ)-

Die Definition der Topologie von F (1) impliziert, dal es

ein Kompaktum K €. gibt, so dab L(v) =0 fir alle fir

alle v « F(Q), supp v n K=¢. Wahlen wir nun ein ¥eD(02)

mit ¥ =1 in einer Umgebung von K u(supp g — SUDP S), dann
516 L(u)=L(¥ow), ¥eu <€ (1) und Sx(¥ruw)=o i
einer Umgebung von supp # fir alle u 6?(@,\) mit
Supp u c H_ und Sxu=0 1n ﬂi’.

l)’

Regularisiert man ¥-u Jetzt mit einer Tiracfolge (¥ )y ey ©

Yi— § in €', supp ¥y C{X; x| k-

man wegen der Stetigkeit von L

/‘} n H_, sO erhalt

lim Yy <\Pk* 'lY'U—) =0,

k— o0

L(u) = L(%.u) = lim L(P, x%w) =

k— o
fir alle u e#(Q2,0,), da P x¥0 ed (01;) und S % (P *pu) =0

in einer Umgebung von sSupp M fiir grofe k. |
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7 3.3. ( globale Losbarkeit in €+ ). Sei Seg(R™) lokal
in H_10sbar und zu jedem X e R™ gebe es ein K'eR™ mit
e D(R™)

. v % intH g1 l.
1ntH+nSuppS*\P CK} +(.] \J-Dp\f) c K

Dann i -
ist S *E . =FE, .

Beweis. Sel K, = {x e]Rn; leé»’} , velN. Wahle .Q,;C]Rn offen
nach Satz %.2. mit int K, 4 €2y € Q.4 » 80 daB

M (int K y o N(int K, »LY) dicht ist (FQ)= 2()).
ct,

y+1? 9+2
Wir konstruieren nun Folgen (u9 )QCIN +? (%9 )gs]N

mit Sxuy, =f+gy , SUPP 8y nﬂg =@ und
oL -
) Sup{lD (0541 ~uy)() |5 XEKO} ¢ 27 .
fe]< v

2u beliebigem, festgewdhlten £ e . Damn existiert

u= lim uy; in € . Da Sxu=1f,ist der Satz dann bewiesen.
9 +

Die Konstruktion der Folgen wird per Induktion durchgefihrt.

Sei also f eE+ gegeben. Dann erhalten wir aus der lokalen

= . . S
Losbarkeit wu, € D, & € €+ mit S¥u,=f+gq, SUPD gqnﬂfﬂ

(Man beachte, da8 u, - und damit auch g, - 3us C
en 2.2. und 2.5.).

gewdhlt

werden kdnnen. Dies folgt aus den Satz

. ) !
Seien nun uVE‘D+’gV e€+ mit S¥uy=If+8y » Supp anQ\):ﬁ

gegeben. Wegen der lokalen 1,5sbarkeit von S in H finden wir

und

wieder u'\) i

SUPP 8y 1 nQv +71 =9 . De
ist S#u= g$ - folglich
e M(int K, +/],Q9) .

. 1 '
eﬂ+,89+1 eg mit S*uv+,‘=f+g9+q

finieren wir u: u9 AUy o dann

Ylint Ky 41

Da f(int Ky, 4+Qy,p) d&icnt in Hint Ky 4 5Q0) ist, eibt
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. 00 : ' i
es ein v' € C (Q9+2) mit supp v'cH+, Sxv =0 1in ﬂ% 42 und

Z sup {|D°L(u—v')(x)|; XEKQ} < 2'9 .

LAt

Wshlt man '%JD(Q? L) Wit % =1 in einer Umgebung von QW—’I
und setzt v=%-v', denn ist ved ~und S*v=0 in Q9+’I .

D . . . . . ! _ .
efiniert man schlieBlich U, 4 =Uj 1 v, dann ist

S sup (10% g0 - 9G] 5 2w} < 2

LS

— S _
S*u9+/\ —f+gv+1 t] supp g?_{_/anQ_l_/] —Q’, denn

8941 =g'9+/l - S%v . Damit ist alles gezeigte. [

Um 8 *‘D'F+ = J)'F+ su erhalten, missen wir offenbar einen

stdrkeren Begriff fir die lokale Losbarkeilt als bisher

voraussetzen. Denn notwendigerweise mub es ein /“S el geben,

s0 daB es zu Jjedem K € R® Distrivbutionen u,8 68; mit

S*xu = (S+g, SuppgﬂK:@, ord_g»ué/“s gibt.

SATZ 2.4, Fur Seg(R™), oesupp S cH_, sind &quivalent:

: .. . n . n
(1) Es gibt ein /u.é:[N, so daB es fir Jjedes X €R" eln K'eR

und u, g eg'+ gibt mit S ¥u= S+g, supp & nNK =9,

ord g'u £ M und

. )
¢ed, intH _nsupp SxP cK —> 1ntH+ﬂsupp\P c K.

ii o
(i1) 5 * 2y, = Dy, -
nd wegen Satz 3%

Beweis. Nach den obigen {iberlegungen u

folgt (i) aus (ii). Der Beweis von "(1) — (ii)" ist fast

dergleiche wie der von Satz 3.5. Nur ist jetzt F) = B (Q)

w -
(Man beachte, daB .D:E.(Q)=U _(/3]2'?;'] (Q)) fur eine geeignete
5=
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Folge (kj) cX ) ; und deher sind im Beweis andere

Halbnormen zu wahlen. |

Falls S ein Differentialoperator ist (d.h. 3=Pp(D) &), erfillt

S stets die Bedingung der globalen Losbarkeit:

7v K € RY gibt es ein k' e R mit:

peD, int H N supp Ex¢ c K = intH_n supp ¢ <X .
Dieses folgt mit dem Holmgrenschen Eindeutigkeitssatz

(siche: Hormander [12], p. 154, Bewsis von Thm. 5.8.54).

Wir zeigen, daB dileses auch fur Differential—Differenzen—

Operatoren mit konstanten Koeffizienten zutrifft.

SATZ 3.5.  Sel Séf’(]Rn) ein Differential-Differenzen=

Operator mit konstanten Koeffizienten mit 0O €SUPP S<H, .

Dann gibt es zu Jjedem K €RY ein K'eRY, so daB fir

PeD mit  intH_ N suppé**? cK folgt: intH_n Supp $c K .

S
Beweis. Sei S=ZPK(D)‘S<"%> L1 omit TR,
=

supp T e int H, und ake]Rn, <ak,N> -0 (U= (0, vee0y1)) 0
Es gibt n Vektoren f,‘, cee g §n e R so dal Jeder Vektor

ination mit nichtnegativen Koeffizienten

2 eR" eine Tinearkomb
_§ ist, und fiir alle 3=y eeeslly

der Vektoren §., cee ¥
ciir kbK, PR(E)#0

' .

kKyk'=1,..4,8 gilt (gj,ak-ak.> O 1
. =Ky

(ﬁk ist der Hauptteil von Pk). Da die Polynome PH(T + “Cg'j)

nden, gibt €8 ein & 20, SO dal

in T nicht identisch verschwi
?k(Nthfj) £ o0 fir alle k=1, eee 35 j=Ty eee D und O<T £€.
Nach eventueller Verkleinerung von €>o0 konnen wir noch

x eR® 5 (X, N+ £§j>>o , j:ﬂ,...,n}.

annehmen, daB  supp T @{
deR das offene winkel-

Definieren wir nun fir j=ts.-<> b und
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gebiet Qg :={xe1Rn : (X,N) >0, <x,N+ 5§j>>o(}, dann ist
Qi S-rynd und fir o=£f ist .Qg CQOJ; und diejenigen
Hyperebenen, die onc aber nicht Qg treffen, haben als
Tormalenvektor einen Vektor der Form TN+ o(N+ sgj) =(t+cf)1\1+65§j
mit T=0,6> . Nach Wahl von §’j und € sind diese Vektoren
nichteharakteristisch fur g (vgl. Satz 1.9.)

Sei l’lu\l:l K € R® vorgegeben. Wir wihlen « >0 so grof, daB
(QQ)S ANE-g fir alle j=l,ee.,n. 1St jetzt ‘Pél?(]Rn)vmit
intH, n supp S%9 cK gegeben, so ist Sxp=0 in (Oi) 5
und P=o0 in ﬂg fiir ein (3:(3(‘{’) > oL . Mit Theorem 1.8.
folgt dann, dal ¥=o0 1n Q3 . Die Menge

) n

K =N Qi :{xe]Rn H <X,N>§ 0, <X,N+£§j> < o fur j=/la"'an}
3=
ist beschrinkt, denn da sich J

n
als §=_ T, N+ Z’l _Cj (N + s.gj) darstell
J:

edes §’e]Rn mit T’j 30, J=0yTyeeesh

en 13Bt, ist K' schwach=-

beschrinkt. Also haben wir zu K @]Rn ein K'@IRn gefunden

mit: PeD(R™), int H, n Supp Swpck = 1int H, n supp vy ck'. @

Zusammen mit Satz %e3. folgL aus satz 3.5. das

KOROITAR 3.6. ©Seil seg'(]Rn) ein Differential—Differenzen-—op,

nit konstanten Koeffizienten mit © €suUpp S cH+.

Dann sind Hquivalent:
(1) S ist lokal in H+ 10sbar,
(ii _

) 8 %€ =€,
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4, Das Cauchyproblem fiir spezielle Klassen von Convolutoren

(a) Hyperbolische Convolutoren

Hyperbolische Convolutoren wurden von Ehrenpreis in [8]

eingefihrt. Sie sind per definitionen dadurch gekennzeichnet,
daB sie eine Fundamentalldsung I El)'+ mit supp E €[

besitzen, wobei [ ein Fmissionskegel ist, d.h. im 2u

dualen Kegel ist N= (04 eee ,0,1) ein innerer Punkt. Notwendige

C e von
und hinreichende Bedingungen fir die Hyperbolizitat von Seg(R™)

wurden von Ehrenpreis [8], Kekita [18] und Gérding [10]

gefunden.

Wir fihren nun Kriterien fir die Hyperbolizitdt an und zeigen,

daB hyperbolische Operatoren der durch Satz 2.0. definierten

Klasse von Convolutoren angehoren.

SATZ 4,1, Sei S eE'(]Rn) mit o esupp S CH . Dann sind dquivalent:
(i) 8 ist hyperbolisch peziiglich H
(ii) Es gibt F, G 68; mit S *F=06-G und supp G €int H

(iii) Es gibt a,é>0 mib

|8Ce-iti)|> & (T

T-1|<b

i

~ ' 1 .
fir alle §61Rn, T2 a-log(2+|§l) und NeR™ mit

Ist S hyperbolisch peziiglich H_, SO erfiillt S die Voraus-

setzungen von Satz 2.6

; ] wenn
Beweis., DaR (ii) aus (i) folgt, erkennt man sofort, v

man die Fundamentalldsung E mit einer Funkbion wed, y=1

in einer Umgebung von 0, 2Zu F=%E abschneidet.

i ' i ' eben.
Seien jetzt F,G <€, mit g %F=06-G, Supp G eint H _, 88
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Dann gibt es ein é>o0, so dal fiir alle NeR™ mit [W-N|<d

'}‘suppG(—N) = min {{x,i\?) ; X esupp G} 22 > 0.

Nach dem Paley-Wiener-Theorem ist dann fur ¥ e]Rn, T=>0,
fek™ mit |H-w|<6,

la(§ - itﬁ)‘ e (1+]|8|+ )P exp(=2T).
Fir T > a-log(2+|f|) ist deher - wemn 5 >0 grof genug
gewdhlt wird -
G(e-ici)| 2 /2, §eB™, FeR" mit F-w|<d .
Aufgrund des Titchmarsh-Lions-Theorems haben wir auch noch

-’&supp}i‘ (—fﬁ) >0 ; denn wegen O €Supp g muB suppF cch sug;p(é -G)

sein, Also gilt nach einer Pale

A

y-Wiener—Abschétzung von F
Bee =it = [1-6g-1ti |5 _it®)|

> (20)_/‘ (1+1€ 1+ zy ™

|e]), T eR” nit ERSHECEE

fir alle §e]Rn, T > a.log(2+
D.h. aus (ii) folgt (iii)e.

Indem wir ansetzen

ﬁ,‘f) = M CP 4 ’ Y ed
(8,¢) =@M [——@—)@mds

r’f\f (ta .)

mit Fﬁ (t,8) := Y- (1+t) a-log(2+ i§l2)ﬁ,

erhalten wir eline Fundamental-

(t,€) eR, X rR"

und ¥ em® mit |N-Nl<S

losung E 6:0;, Sx*E =6, mit Triger in einem Fmissionskegel.

Denn #nnlich wie im Beweis vom Satz 2.0 xsmmen wir mit Hilfe

von Stokeg' Theoren die Unabhingigkeit der Integrale von T

und N peweisen. Wie im Beweis von S5atz 5.6. kinnen wir dann

f —> + 00 lassel, dal

weiter schlieBen, indem wiT
mit IN-NI«S}.

supp E c{xe]Rn . (x,fp2o fir alle T eR™
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Um unndtige Wiederholungen zu vermeiden,wollen wir die Details
nicht weiter ausfilhren. Damit ist "(iii) ==(i)" gezeigt.
Ist S hyperbolisch, so erfiullt S die Voraussetzungen von
Satz 2.4. ; also folght hiermit die in Satz 2.6. vorausgesetzte
Langsam-Fallend-Eigenschaft von g, Nach dem Paley-Wiener-

Theorem erhalten wir noch einmal fir G
G = A - A |Ing|) e¢™, Im <0
()]« (2+ 151 Mexp( 6 - Ing  +A [InG 1), 520 Gy =0

mit gewissen Konstanten 4, A >0. Also gibt es ein Db>o0,

so daf '@(§)|< 1, und wegen 8(5)8(g) =1 -G(3) ist daher
auch B(g5) 4o, fir alle g e ¢ mit '
~InG > blIm‘g" +b-log(2+|g])-

Setzen wir fir ein to> o]

M(t,8):= § -1 (t+,)-108(2+ £12, (6,§) <R xR,
so igt flir ein c¢c> o0

(M, 1), MEN > o~V t0g(2+ M5, ), (8, 85) R xR,

wenn man groly genug gewdhlt hat.

M epfiillt daher die in Satz 2.6. aufgefiihrten Voraussetzungene.

Folglich gehdrt ein hyperbolischer convolutor § zu der in

Satz 2.6. charakterisierten Klascse von Convolutoren. [ ]

Bemerkungen:

(i) Enrenpreis [8] hat die folgende notwendige und

hinreichende Bedingung fiir die Hyperbolizitat eines
Convolutors S €€ angegeben:

8 ist langsan fallend (d.h. S ist 9’ -invertierbar),

W) 8) < {t} =(TyG,) e¢™; -InY € blImq'l+b-log(2+[g|)}

fir ein b>0.

Siehe auch: Chou [5], PP- 59, Théoreme d'Ehrenpreis.
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(i1) TIst S hyperbolisch bzgl. H_, dann ist See€+==g+
und S *‘$q_: ', ; denn man kann die Fundamentalldsung E
in diesem Fall mit allen Distributionen aus @L falten.
(iii) Beispiele fur hyperbolische Convolutoren sind nach
Satz 4.7. die Convolutoren S:=P(D)5-+T, P(D) ein
hyperbolischer Differentialoperator (vgl. Hormander [42],
pp. 1%0) und Teg(R™) mit suppT €intH . Damit
Operatoren dieser Gestalt hyperbolisch sind, muB P(D)
notwendigerweise auch hyperbolisch sein (Satz 4.1.).
(iv) 1Ist Seg(R™) mit o esupp ScH, hyperbolisch, so erkennt
man mit Hilfe der Titchmarsh—Lions—Gleichung aus der
g SxF=06-G, daB

ipn Satz 4.1. auftretenden Gleichun

supp S N 3H+::supp F(ﬁafh_={0}.

(b) Parabolische Convolutoren

Ein Convolutor S ef’(]Rn) mit o esupp ScH_ neift parabolisch,

wenn er hypoelliptisch ist und eine Fundamentallisung EiED;,

S»E=§ besitzt.

Flir die Eigenschaften nypoelliptischer Convolutoren verwelsen

wir auf Ehrenpreis [7] und Hormander [44]. Dort ist gezeigh,

daB S genau dann hypoelliptisch igt, wenn €S Konstanten By

und M, gibt, so daB

‘é(g)lé |§|—B4 ) |§'EP% ) Eeﬁp?
und  |Ing |/ log|g|— e falls 5 =% in ¢, 8(5) =0

Aus (iv) im folgenden S5atz entnehmen wir, daB die in Satz 2.6.

angegebene Klasse von convolutoren auch die parabolischen

unfaBt. In der Tat beweilsen wir "(iv) = ()" mit Satz 2.6.
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SATZ 4.2. TFir einen hypoelliptischen Convolutor S ef(R™M)
sind dquivalent:

(i) S ist parabolisch,

(ii) Es gibt Fef , Ged mit SxF= -G .

(iii) Es gibt Konstanten a>0, T >0, S0 dal

Ble-iTmlrat (H]g]+ )™, TR T2T,
(iv) TFiir ein b>o0 und jedes €>0 gibt es ein a>0, SO daf
fir alle fean, T=0
sup{|§(ﬂ(+§+itN)|; ’QEIRn,!"LIé b-log(2+[¢ l+|'C|)} > e’ (’I+l§|)—a.
Und es gibt Konstanten c, d>0, so daBl /S\(T;) + o0 fir
alle ;ecn nit |gfrc, Im ‘gnéd-log(2+lg{) und

|In 5'[ 2 a- Tog(2+ 15 1)-

Beweis. Sei E eJ>'+ nit S*E=6. Da S hypoelliptisch ist,
ist ¥ auBerhalb eines Kompaktums eine 0% - Funktion . Indem
man E mit einer Funktion ¥ €L, welche = 1 in einer Umgebung
dieses Kompaktums 1ist, gbschneidet, erhdlt men F=%-E e€'+

und G €d it SxF= §_G. Also folgt (ii) aus (1).

Seien nun F eg; y G e, mit S*¥F=6-G gegeben. Anwendung

des Paley-Wiener-Theorems auf G liefert fur ¢, A>o, mel¥,

die Abschédtzung

l@(§)l e (1+|§|)-m+dA exp(A|TnTDs G ec”, Im gnéd-log(ZHQD.

Wihlt man zu d>o ein m>2dA, SO findet men ein c¢»>0, so dal

1G(5)| <172 fir alle g et™ mit [gl>c, |Imz'| < d-log(2+ 15D,

Ing_ =dlog(2+yl) . Fir diese T ist dann

32| = [(1 =Bl IR NELIC

also insbesondere /S(?;) + 0. Zusammen mib der Paley-Wiener-

Abschatzung von # erhalten wir hieraus Konstanten ¢, >0 mit
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e £|8(f-itm)|, FeR®, T=2o, |FlrT2C.

Also folgen (iii) und (iv) aus (ii).

pus (iii) folgt (i), denn durch
A
<ﬁ,?> =(2ﬁ)"n k[ %3(§—irN)d§, fed, T >c,
B
wird eine Distribution E €2’ mit B xE=©6 konstruiert.
Der Beweis ist dergleiche wie derjenige von Satz 2.6., mit der
Vereinfachung, dal es zuml Bewels der Unabhingigkeit des

Integrales von T geniigt, den Cauchyschen Integralsatz statt

des Stokes'schen Satzes zu benutzen.

Wir definieren fiir ein festes to> 0

M(t,8):=% i (et )N, (t,g)eJR+x1Rn.

Wenn wir t >0 S0 wihlen kdnnen, daf fir ein C>0 und

alle t >0, feRT: d( (5, 8),H)(8)) >c-log(e INCRPINE

dann folgt (i) aus (iv) mittels Satz 2.6. Nach Voraussetzung

Es gibt ¢, >0, S0 daB @(Z;)¢ o fir alle
nZ d log(2+(5 1)«

von (iv) gilt:
Tet® mit [Bl2c, IIn 5’| a Log(2+15D, 07

Zu (t,§)6R+XIRn sei T eC" mit 5| dlog(2+ |5+ (s, 8D

lInK g +[ﬁ(t,§ )fl 2 d-loz(2+ rg + Yﬂ(t,g)‘).

gegeben. Dann ist

Wegen

5,2 10, 8] =I5 P(e ) L1512 15 M6, ) | +a10(2rlg + FH5ID

cd + (1+a) |0+ M(s, e

ist \T>+lq(t,§)| s max(c,d), wenn t, grol genug ist.

Da 10%(2+Hﬂ(t,f)|)é log(1+d) + log(2+|g-+{ﬂ(t,§)\), gilt

fiir alle § el mit |g|f5(d/2)log(2+‘F(t,§)D schon die

Ungleichung |Z}|£crlog(2+lF(t,§) +5|) und daher nach Obigem



54

/S\(g + r‘(t,f )) # 0. Wihlt men daher t >o wie oben angegeben,
gamn ist  a( ['(t,3), M (E) 2 (a/2)-log(2+|I(t, ).

Beispiele fiir parabolische Convolutoren sind nach Satz 4.2.

durch

s =D&+ Y
mit P(D) ein parabolischer Differentialoperator mit
konstanten Koeffizienten (vgl. Hormander [’12], pp. 157)

und Y€, gegeben.

(¢) Convolutoren in B

Ist ein Convolutor Se€(R) mit o esuppSCR+:{x eR; x> o}
lokal in R 16sbar, dann gibt es nach den Sitzen 2.2. und 2.7.
¥, G GE;(]R) mit S¥F=06-G und suppG c{xeR; x21} .

Nach Satz 4.1. ist ein lokel in R, 16sbarer Convolutor

und als notwendige und hinreichende

folglich schon hyperbolisch,

Bedingung fir die lokale TLosbarkeit erhalten wir (Satz 4.1.(1iid))

By > e (T +IEH

fir alle G eC mit Im7g £ -clog(2+1gl) 5 ¢y 70 fest.

Die (eindeutige ! ) Fundamentalldsung E &JDJ'r(]R) wird fir

genligend groBe T gegeben durch

+ OO

B,y =m™

- o0

(f-iTlog(2+ € %)) a(f -irlos(2s £°)),

s |-6>

fir alle P<O(R) .

Da wir E mit jedem f €. falten konnen, impliziert die lokale

Losbarkeit schon S#€+: §+ und S*SD‘*_=Z)’+ .
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(4) Differential - Differenzen — Operatoren mit konstanten

Koeffizienten

Hormander hat in [17] genau diejenigen Differentialoperatoren
P(D) mit konstanten Koeffizienten durch die Nullstellen

von P charakterisiert, die lokal in H l6sbar sind. Er nennt
sie Evolutionsoperatoren. Fir diese gilt nicht nur die lokale,
sondern auch die globale Losbarkelt P(D)E;=:E+ und
P(D)17%+==$f+ . In Korollar 3.6. sahen wir bereits, dal die
lokale Losbarkeit in H auch fiir Differential - Differenzen -

Operatoren S schon die globale Losbarkeit Sx*¥ = €+_ nach -~

sich zog.
Ein Kriterium fiir die lokale Losbarkeit von S inH,_, aus-
gedriickt durch die Fouriertransformierte é, haben wir nicht

gefunden. Die in Satz 2.4. hergeleitete Langsam-Fallend-

Abschitzung, die ja filr die lokale Losbarkeit notwendlg war,

ist schon filir alle Differential-Differenzen-—Operatoren

mit o esupp S <H,_ erfilllt, denn nach Grudzinski [11] (Thm. 8)

gilt flr ein c>o

| n
sup {|S(Z+y)|; ye]Rn,lylé”l} éc-exp(}usupps(lm z)), z€C .

Hinreichende Bedingungen fur die lokale Losbarkeit dagegen

hatten wir in Satz 2.6. gefunden.

Aus den Bemerkungen (iii) und (iv) im Anschlub an Satz 4.1.

v 11
ergsehen wir: Ein Differential-Differenzen-—Operator Set(R)

mit konstanten Koeffizienten, o € supp S<H, , ist genau dann

wenn er die Gestalt S::P(D)é +T mit

hyperbolisch bzgl. H_,
und T €€ mit

einem hyperbolischen Differentialoperator P(D)

supp T e€int H+ hat. Insbesondere sind alle Differential -

1 :
Differenzen - Operatoren S cg(R') hyperbolisch (oesupp SR ).
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