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� ��������� *�0�	�
 A ⊂ R3 �
� #�����
�
V ⊆ R3 ��� 4�����
���
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∂A

�E(�r,t) · ��s = − �

�t

∫
A

�B(�r,t) · � �A ⇔ ��� �E(�r,t) = −∂ �B(�r,t)

∂t
56�78

∮
∂A

�H(�r,t) · ��s =
∫
A

(
∂ �D(�r,t)

∂t
+ �J(�r,t)

)
· � �A ⇔ ��� �H(�r,t) =

∂ �D(�r,t)

∂t
+ �J(�r,t) 56�68

∮
∂V

�B(�r,t) · � �A = 0 ⇔ ��& �B(�r,t) = 0 56�38

∮
∂V

�D(�r,t) · � �A =

∫
V

ρL(�r,t) �V ⇔ ��& �D(�r,t) = ρL(�r,t) 56�98
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	 ¯̄κ(�r)

�B(�r,t) = ¯̄μ(�r) �H(�r,t) = μ0
�H(�r,t) + �M(�r,t), �	
 !

�D(�r,t) = ¯̄ε(�r) �E(�r,t) = ε0 �E(�r,t) + �P (�r,t), �	
"!

�J(�r,t) = �Je(�r,t) + ¯̄κ(�r) �E(�r,t)︸ ︷︷ ︸
�Jl(�r,t)

+ ρL(�r,t)�v(�r,t)︸ ︷︷ ︸
�Jk(�r,t)
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�n12(�rg) · ( �D2(�rg)− �D1(�rg)) = σF (�rg) �	
7!

�n12(�rg) · ( �B2(�rg)− �B1(�rg)) = 0 �	
28!

�n12(�rg)× ( �E2(�rg)− �E1(�rg)) = �0 �	
22!

�n12(�rg)× ( �H2(�rg)− �H1(�rg)) = �JF (�rg). �	
2	!
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Δ �E(�r,t)− μ0ε0
∂2 �E(�r,t)

∂t2
= 0, �	
25!
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Gebiet 1
μ1, ε1, κ1
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μ2, ε2, κ2
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Δ = ∇2 = grad ��.− �!� �!�. #���/%

0��		� 1�	�2�� ��!��� ��� �����23������ 4�����
(���� ����  3���� ����
 ��� 0��	���	  !�+
�	���� ���	������ �!��		���� ������� 5� ��	�

E(t) = E0 cos(ωt+ ϕ) = Re{Eω exp(jωt)} #���6%

��� ���  !��	���� ���	����� Eω = E0 exp(jϕ)� 7�� ����
�� 
���!����
�� 4�����
(���� ���
������
� ��� ��� ������
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Δ �E(�r,ω) + k2 �E(�r,ω) = 0 ��� k =
ω

c0
= ω

√
μ0ε0, #���;%

����� ��� <!����������� .!� 1������� ��� ��� �������	���������� μ0 ��� ε0� ��� "�		����
	
k ��� �� <� ��� ��� ��� =�!����� .!� )����2��9���� ω ��� >��
�����
������ ��� c0 ��������
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) �� ��" ��		��	����� ��� !��"	��
� ��!����!�����!��������� �� ���� �	���
 �!�? ����)
��!� �	� ����������	
�� <�!���
 ��&���
���) �� ��" >�!4�
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����  �����$
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���
������� �	�
�������������� (����	��� ����		����� ��� !"� ���
���������� )��*�������� �"	��� ����� ��� ����������� ���
�����  ������	��������� �"����
����� 
����	���� ���������������		 !�	���' �� ��� ��� (����	��� ����� ��+��
�	������ #+�$
���� ������������ ��� ���������,����	
��,-�	������� ������ -��	���	 ��� .�����/����	
��� )��
������ ��� ���������������		�� �� ��������� ��� ���� ��� #�����	!�		 ��� �	�


����
��,0����!��������� )"� ��� 
����	�� ���������������		 !"� ��� 
���	�1� �����������/�

εc = ε′ − jε′′ ��	� 2�3' #���� 
45265

ε′(ω) = ε∞ +
2

π
CH

∞∫
0

ω′ε′′(ω′)
ω′2 − ω2

�ω′, 7
�
89

ε′′(ω) = − 2

π
CH

∞∫
0

ε′(ω′)− ε∞
ω′2 − ω2

�ω′. 7
�
:9

;& ���������� ������� ��� ������<������� &����%��� ��� ��!��������� .������	�� ��� )�	���
������ ����������� ���� %�����������' �� ��� !��*�������/����� -��	$ ��� .�����/����	 ���
�����������/� ��� ����� ����
� �� �������� "���!"��� %����� 
=���� ��� ��� ������� (��$
	���� �� )��� ��� ε′′ > 0 ����� ��������� ����� ��� ������������ ����������� ��� )�	��������
!"��� ��! ��� -�	������� 265

�(ωε′(ω))
�ω

> 0,
�(ωμ′(ω))
�ω

> 0. 7
�>39

.� )�	������ %����� ��� ���=������ ���������������		� ��������		�' %�	��� ��� �������,
����	
,-�	������� ��!"		���

������
� �
�����
�� ����� ��������������
�� �����
�	�
�����������

��+��
�	���� ���������� �������� ��� ���������� ��  ������ ��� ��� !��*�������/������ ��$

���
�������� ��	��������� �P ���

�P = N�p, 7
�>�9

%���� �p = q�r ��� ��
���
�������� ����	������� ����' ��� ��� �%�� ?������� ��� �����$
������	����� (��������� ��� ������ q ����� �r ����������� �������� ���� ��� N ����� ������
��� (�	����������� ����������� ��� !��*�������/����� ��
���
������� ��	��������� �P 
���
!"� ���	�  ������	��� ��	���� ��� ���  ���		�� ����������� %�����' ��� ���� ��	+�����	 ��
@��/����
��� ��� )��*���� ω �����	��� 2>' ������	 4�A5�

����� �����	
��
��� ����	 �
�	
��� ���	��������	���
��
���� ����
��� ��	���	 ���	��
����� ��� t < 0� �
 ���
���
��� ��	 ��	���	 ����� ��� ��� ���	���	��� ��	 ����
�	 �������� �
���

��������� �������  �
���	 !"#$%&"$'()� �������*���	���� +��	�����
��,
���  ����� !"$-%&"$$')� ����	��&.�&
�����
��	���� +��	�����
���
��� ������� !"#/(&"$%0)� ����	���� 1
����
������
������	��� 2���	 3
���� !"4#$&"#'4)� ��
�56	�	���� 1
����
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�� ���� ����������� ���� ���� ��� �	�� ����� ����� �� ����	�

�	� �	������
�� ���
�����
�� 
��������
� !���		� ���� "���
���"�� ������ �#����� ��� ���
����� �� ����� $��% & ��� ��� �"
'������ �	�� ����
�� ��	� �E(t) & �����	��� ������� �� 
������ (��		� ����" ���
 ��� ��� �"
'����� ����������	���
��� %�� ��� )��	������ �r �����
�����	��� �	�� ���� ��

∂2�r

∂t2
+ αt

∂�r

∂t
+ ω2

0�r = − qe
me

�E(t). *��+�,

-���"�� �� αt ��� .'�/%����%�� ��� ω0 ��� 0�������%��1����� qe ��� �	�� �����	����� ���
me ��� �	�� ����������� 2� �� ��� )���
�� ����� "�� ��� ���1���� ω ��� 
��������
 ��
���3
������ )������� E(t) �� ��� 4#���� ��� *��+�, �� ���1����"�����


�r(ω) = − 1

ω2
0 + jωαt − ω2

qe
me

�E(ω). *��++,

�� ��� .�/�	����� ����� �	�� ���� �p(ω) = qe�r(ω) ��� *��+�, 	'�� ���
 ��� ���	�� ����
�
5����
��"����� ������
 � %�� ��� 
�������� �� ����	 �� �/���
��� *��6, �	�

�D(ω) = ε∞ �E(ω) + �P (ω) *��+7,

��
���"��� .�� 8�	����� ��� ���� �� ��� %��1�����"
'����� 8����  ��� ' 

ε(ω) = ε0ε∞ +
Nq2e/me

ω2
0 + jωαt − ω2

*��+�,

�������
	����� ������� ��� ��� �	������
�� �������&����		 ��� ���	�� ����
�� .��/������
�� ����� 8�	� �		� %�
� 

ε(ω)

ε0
= ε∞ +

ω2
p

ω2
0 + jωαt − ω2

�� ω2
p =

Nq2e
ε0me

, *��+6,

��"�� ωp ��� 8	����%��1���� �� ��� ��� .��/������������ %�� ��
� 
�
� ���1������ �����
��� 9�� ε∞ ���������� �

��� :/����	%�		 ��� ����		� ��� ������� �� � �
 � ���� �� ��� ��������������� �	���
�����
*��+�, "�� *��+6, ��� 0�������%��1���� ω0 = 0 ���� � ����� .�� ����	 ������� ����		 ���
��	
�

�� 	�� � 

ε(ω)

ε0
= ε∞ −

ω2
p

ω2 + jωαt

�� ω2
p =

Nq2e
ε0me

*��+;,

��� ���� ��� ����
���"��� ��� �� �		�� "�� �/ ���
�� ���1�������

0���
�� *��+;, ���� *��+6, �		��� ���
 ���� �� ��� "��� "������ ���1�����"
'������� �����
�� ����	� �� �� ��/�	������ �#���� "���/��	������ ��
���� �������
��
� ����		� �� �� ��3
��
���	��
�� 8����� ��� ω2

L,i, ω0,i ���"����� ������

ε(ω)

ε0
= ε∞ −

ω2
p

ω2 + jωαt

+
∑
i

ω2
L,i

ω2
0,i + jωαt,i − ω2

. *��+<,

��������� ��	

� �
���	� 
����������� ���������������� ��	����	���� ���  �!�����"
�� ��� #��� ���$�% &���� 
��'����('�� ���	�����  �!�����"
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����� ��� �����	���� ��� ��� �����������	���� ���� ������� �������� ����������� �����
�	������
������� ��� !��	���� "���		������ ������	��#�� ��		��� $%� "����� ��� 
��������� "������	&
���������� κ, ε, μ ∈ R+ ���� ��� ���' (�� ���������� ��� ���������	��' �	�
���������������
��		������������� ��� )� *��		�������� +��� 	����� �� �� ��,����'��		�� 
���	�-�� �������&
�����

−��( �S = pv + j2ω(wm − we) .
�/01

��� ��� 
���	�-�� ��������2����� 3�
���

�S(�r,ω) =
1

2
�E(�r,ω)× �H(�r,ω)∗ .
�451

�	� '���	��� �������	�� 6��������7��������� ��� ��� '���	��� �������	��� �	�
�������� 3��	���&
	��������������

pv =
κ

2
�E(�r,ω) · �E(�r,ω)∗ .
�4�1

����� ��� '���	��� �������	��� ������������ ��� �	�
�������� �������������

wm =
μ

4
�H(�r,ω) · �H(�r,ω)∗, we =

ε

4
�E(�r,ω) · �E(�r,ω)∗. .
�4
1

�	
2������ 3��	���� ���(��������� ����� ���	���� 6��������
����� κ > 0 (���������� �����
��� 8�����	��� (�� �	�
��������������� $�	�������� �� ������ 9���� ��� 
������� (��&
��������'��� "������	��������� 
:���� ��� ���	����� 6��������
����� �	� )����������	 �����

���	�-�� ;�������(����

εc = ε′ − jε′′ ��� ε′′ = κ/ωε0 .
�4/1

��������		� ��������� 9�� ������� ���������	��' ��	��� ��� �����������������	� ��� ���&
���	��#� �	���� ����� ������	����� ������� ��� �	�
�������������� $�	�������� ��� ��� �-��&
���' (�� �	
2����� 3��	����� ������� </ ������	 ��=>�

�������� ��� �	
��
������� ���� ��� �
�����
�� ���
��

����� �		�������� ���� ��� ���������	��' �%� �������� ��������(� "����� ���������� ������ 
�� ��� ������������ 3��	���� �� ��� "������	���������� ���*���'�������� �������	������ ����
��� "���		�� .
�/�1 ��� .
�/=1 ���� 
:����� 9�'� ���� '������� ��� ���		� '������������
��������?3�
���

�S(�r,t) = �E(�r,t)× �H(�r,t) .
�441

������%���� 9���������� ���� ��� 3��������'��� (�������� ���� ��� �	�
�������� ��� �����&
������� $�	�����
�� �	� �E = �E1(t) cos(ω0t+ϕE) �'�� �H = �H1(t) cos(ω0t+ϕH) ������		��� ����

������ ����� 	���
��� 
����������� ���������� 	��������
������� ����� ��� 
� ��������� !�"
����� 	��������
��#��
$%�&�������
 '�� �� 
����� (��
�����
�
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��� ��� ����	��
�� ������������� ��� �E1(t) ��� �H1(t) �	��� ��������� ��� ����������  ��!
���"��#���� 1/ω0 ����� $��� "�	�� "�� ��� �%������ �	�����&��������
� '���������
�� ��&�(
)*+ ,�����	 -�./ ��� )-+ ,�����	 .0/

w�������(�r) =
1

2
Re

{
�(ωε)
�ω

(ω0)

}〈
�E(�r,t) · �E(�r,t)

〉
+

1

2
Re

{
�(ωμ)
�ω

(ω0)

}〈
�H(�r,t) · �H(�r,t)

〉
.

1��234

$�� '������������� 〈 · 〉 ���		� ����� ��� �����	��� ���� ���� 5������ ���  �����"��#���� ����
6�� �����������"���� �������	��� ������"��
�� ���
 ��� 7�	�������� ��� �� ����	����� 	����	��

��� �������	����&����+ �� ���� ��� ���		� 5������ �� 1��2�4 &��

w��(�r) =
1

2

(
ε
〈
�E(�r,t) · �E(�r,t)

〉
+ μ
〈
�H(�r,t) · �H(�r,t)

〉)
1��2-4

����	������ $�� ��������
��
� 8��� �� ������ ���		�� ������
������� $�����		��� 	����� ���
&�� �S ��� 1��224

∂

∂t
w��(�r) = −��� �S(�r,t)− �J(�r,t) · �E(�r,t)

− ω0 Im {ε(ω0)}
〈
�E(�r,t) · �E(�r,t)

〉
− ω0 Im {μ(ω0)}

〈
�H(�r,t) · �H(�r,t)

〉
. 1��2�4

9&  ��& �J(�r,t) · �E(�r,t) ���� ���	�� ��� ���	���	�����������
�� 1��2�4 �� 1��*:4 ��� �	

��
��
���	���� ���
�	���+ ��
���� ��� ������ "��#������
�������  ��&� �� ��� ������� ;��	� ���
7�������������	���� �& �������	 ������		���

�������� ����	
���


$�� ���������	 Q 1��� ���	� #��	��< "�����4 ��� ����
	 ��� ��( "�� ��� =�������������� �����
>������� �	� ���
 ��� ��( "�� ���	����� $�� ����"����� ����� >��������� ��� ��?����� �	�
@������� ��� ��� �& ����	��
�� �����	���� �������
����� '������ ��� ��� '������+ ��� ���
8������ ���������� )*+ ,�����	 .�./

Q := ,����"��#���� × ����	��
 &���	��� �������
���� '������
'���������	��� ��� 8������

. 1��2.4

$� ��� 7&�	����� ��� ��=� �	�������
�� 6�	��� ��� >�������"��#���� ωi ���� ��� ;��� ���	����+
��	� �E ∝ ejωit−αt,it &�� ωi, αt,i ∈ R++ �� ���� ���
 1��2.4 ��

Qi =
ωi

2αt,i

1��2:4

"�� ��� iA�� >������� ����"�
��� 	���� )�+ ,�����	 3��0/)��/� $�� '������� αt,i ��� 
������ ���
����	��
� $�&�"�������������� $�� ����"����� ����� ����������� �	� ��( "�� ��� 7������
!
���
�	��� ����� >���������+ �� ��� �	

��
�� ��� ���	�������
�� ���	����+ ��� �& ����	�� 6�		
�������� >�������"��#���� �� ����& 6��#�������� B�����
&�����C+ �� ��	�
�& ��� >�������
&�
� ���� &����� ����� ����
 ����� ������������� 5�	� �������� ������ ����� $�
�� ����
��� ����"����� Q ������ ��� ����� ������������� >������������ &�� ����& ����&�& ��� f0
���� λel,0 ��� ��� D�	�	������������������ Δf ���� ��� E����������� Δλel �������� ������

Q =
f0
Δf

=
Δλel

λel,0

. 1��304

������������� ��"�� ���+ ���� ��� >������� ��������
��� ��
��" A �	�� Q 
������
��� ���( ���
A ��� &�� �����
������ >��������� ���� ������
	��������� F���	������ �����
� )*+ ,�����	
.�./�
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	#������ ��� �������$����� %	��������� ������		��! &'� ��� (�)������  �� *������������
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+�� ��&'����� ��		������������� ���	��� ±z,����������� 	������������� ��		��	����� �����
��� -�	����	������ ���� ��������
���  �� ��� z ��� ��� ��		�����	 kz ��� -���

�E, �H ∝ e∓jkzz .
�/�0

��� 	����� ���� �� ��� 	����������	�� ����������� ( �E, �H)z ��� ��� ����� ����	�� ��������"

��� ( �E, �H)��� ���	����

�E = �E��� + �Ez, �H = �H��� + �Hz. .
�/
0

(�� �����)����� 1#������ ��� �������������	��� ��� ��		����2�������	�	������� �� &'� ���
3���������������� ����� ��		��	������ ������ �	� ��		��	���������� ����������� (�� -�	�	#"
���� &'� ��� n,��� ��		��	��������� ��� ����������� �� +z,4�������

�En(x,y,z) = an�En(x,y)e−jkz,nz, .
�/50

�Hn(x,y,z) = an �Hn(x,y)e
−jkz,nz .
�/60

����� ���� ��� ��� ��		�����	����� an! ��� ����� ����	�� ��		��	����������&��
���� �En(x,y)
��� �Hn(x,y) ����� ��� 
���	�7�� ��		�����	

kz,n := βz,n − jαz,n ��� αz,n, βz,n ∈ R
+
0 .
�//0

��������� 8������ ���� βz,n �	� ������������" ��� αz,n �	� ����	���� (���&����
����������

����������� -'� ������&�� ��		��	���������� ��	� αz,n > 0! &'� � ��������� ��		��	�������"
��� αz,n > 0 ��� βz,n = 0� (�� �		������� 1#���� ��� ��		��	�����9���������������	��� ���
�������$����� %	��������� 	���� ���� ����� *������������ �		�� �7����������� ��		��	�����"
����� ���������

�E(x,y,z) =
∑
n∈N

�En(x,y)
(
ane

−jkz,nz + bne
jkz,nz

)
, .
�/:0

�H(x,y,z) =
∑
n∈N

�Hn(x,y)
(
ane

−jkz,nz − bne
jkz,nz

)
. .
�/;0

8������ ��� bn ��� ���	����� ��� n,��� ��		��	���������� ��� ����������� �� ������ � z,
4�������� ��		��	���������� �����������	����� ������� n,m ���� ���������� ���������	 ��"
�'�	��� ��� *
�	�������
�� <�! *�55:=� >�� ���������� ?��������� ��	�∫

A

(
�En × �Hm

)
· �ez �A =

{
1, ���� n = m,

0, �����!
.
�/�0
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����  !�"#$�



���� �����		
��
� �	���
����� ��

S b2
a2
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Z1 Z2

����	���� ����� ����������� ����� ��������� ���
������� �������� ��� !�		����"	�������

����� ���
 ��� #���������� $��� ��� %�����
�����&'�
� A �� ����� ��	������� (������� z = z0
�������)�� *$� +��	���	��� !�		��	����� ��	� ���$��� 
����� ���
 ��� ,� ������ ��� �)�	��-
"����)��� $��� ��� ��������
��
�� .�)��� ����"���
��� /��012 3�4 ��5567 ��� "��������
8��������� ∫

A

(
�En × �H∗

m

)
· �ez �A =

{
1, ���� n = m,

0, ������
/����2

�������� ����	
����
 �	���
������� ������������
����

!�		��	����� 	����� ���
 ��� 9�	:� ��� ����������� �	� 	������� ������� ����		����� 3�7� ,��
����������;�� )����� ���"�$��	��
 ��� ��� ��������
����� ��� ������ ����"���
��� ��-
��	���� ��� �		������ ��� <
���)����������� +�� 9��
:��=���;�������
�:���� ��� ����
������
��� .��
�	��� ����� 	������� �������� +�		��'���� ��� +��)�$":�� ���:�		���� ��� ���	��:����
!�		����"	������� >�� ��� 9��	������ ��� ����������;�� ������ ��� ���	��:����� !�		����-
"	������ bi �	� ��
'����� .�����	�� �� ����� ��� ��� ���:�		����� !�		����"	������ ai �	�
����
'����� .�����	���

?���� ��� ��:����;����� �� /���@2 ��� z = 04 �� ������� ���
 :$� ��� )��"	��� ��"	������
��� ����	�� �"�������� Un ��� ���A�� In �� B�� n ��� �C��������
�� 8��������� ��: ���
?���������"����; ZL,n

Un(ω) =
√
ZL,n(an(ω) + bn(ω)), /��@12

In(ω) =
1√
ZL,n

(an(ω)− bn(ω)). /��@�2

,�� SD(�������� ��	��� ��� �)�	���� E����'�� ��� ����������� ��� ���� �	� %������� +��
���	��:����� !�		�� bn +�� B�� n ��� ���:�		����� !�		�� am �� B�� m �� �����4 �����
���;�� �� B�� m ���� ���:�		���� !�		� ���������

snm(ω) =
bn(ω)

am(ω)

∣∣∣∣
al=0 ∀l �=m

. /��@�2

*$� �������� :�	�� �� ������:���(
b1(ω)
b2(ω)

)
=

(
s11(ω) s12(ω)
s21(ω) s22(ω)

)(
a1(ω)
a2(ω)

)
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 ��
� Snm ��	�(

b1(ω)
b2(ω)

)
=

(
S11(ω) S12(ω)
S21(ω) S22(ω)

)(
a1(ω)
a2(ω)

)
.  �
!"#

$���� �����	��� an  bn# �		� �����		�����  ���	��������# ��		�����	������ ��� i ��
�������%
��� ��		��	����
����� �� &�
 n ��� �� ��	�

an(ω) = (an,1(ω), an,2(ω), . . . , an,i(ω))
T , bn(ω) = (bn,1(ω), bn,2(ω), . . . , bn,i(ω))

T .  �
!'#

�������� ���	
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�����������

$�
�� �	���
������ (���
���� ���  �
!"# )�
� ��� &
�����
*��
�����
�+ T ��
��	�����(
b1(ω)
a1(ω)

)
=

(
T11(ω) T12(ω)
T21(ω) T22(ω)

)(
a2(ω)
b2(ω)

)
,  �
!!#

��� ��
 ����� &,��� ��� ��		�����	������ -�)��	� �
� &�
 �	� .����
 ��������������� )�
%
���
 �/
 ��� (�
������� ��� S ���� T )�
� ��� 0�	�����(

T11 T12

T21 T22

)
=

(
S12 − S11S−1

21 S22 S11S−1
21

−S−1
21 S22 S−1

21

)
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G

G̃

�e

�
h

��
b

��
d,

��
j

q

��
d(iy + 1)

��
d(iy)

��
d(ix)

��
d(ix + 1)

��
d(iz)

��
d(iz + 1)

�e(ix)

�e(ix + 1)

�e(iy + 1)

�e(iy)

��
b (iz)

a) b) c)

��������� ����� �� ���������	 ��	 ��! "�� #	���	�� �����������	 G ��� ������ ���������$
��	 G̃� �� %�� �����	���� &� ���� �	'(��  ��� )���������*��	�� +����	),  �-
*���������*��	�� +����	 #��������  �.�� "����������*��	�� /�������� �� /�$
*���	 0����1 ��	 ���*�	� ���� +����	 #���������

��� �� ��������� �� �����������	!����� G ��!������� .�	���� 2��	��� � � ��� 
���3�����
Iv = {1, . . . , np} ���� �������� ��������� �� N- ��� ��	 ��!��� �� ����"������� np� 4	��!�#�$
��� � � ��� +�����	�� ��	 �����������	!����� �� ��.�  �� +	��!�� ��������- �� ������ ��� �	
�	���� .�	��� 5����� ��  �����(���� *�	�� � ��� �����������	 "�	.�����- ��� �� 6����	1'	$
����� �����������	!����� �� ������ %�	�� .�	�  �1�	� �	 ��������- ��  ��������� +�����	���
��� ��� �� *	���� *�	�� � ���� �����������	 �� ����������� ��	 ���� ����	��� .�� � *�	$
	�*� ��	�� ����� .�	��� *'����� �,	 #	�*�� ��� ��.�������� ���  ��� ��� 
���!��	��� ��	
�����������	!����� ��� ��� *����� ���� 
���3 7�89 ��.��	�- �� ��� !� �:!���� ��#�����$
���	��	�� ����	������ 1,�	�- .����  ��� �� �� ����	� ��� ��� �������� ���	�!�� ��� ;���$
 �	�*��	 �:!���� ��1 ������	 < ����� "�	�	������ ��  ��� %� *����� ��� 
���!��	���  �����
1,	 xyz=>��	������� ���� *�	�� � ���� ������������ ���

np = nxnynz ����?�

4��*���- ��� ��	�� �� �	�#�� (ix,iy,iz) ��	�  ��	�  ���- �	����  ��� !�

i = 1 + (ix − 1) + (iy − 1)nx + (iz − 1)nxny iζ ∈ {1, . . . , nζ} ∧ ζ ∈ {x,y,z}. ���@A�
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�� ���C� �� *	��� ��	�� %�!� .�	���  �� ��1 �� ����=�	��������� �����������	#��	 {G,G̃}��
,��	�	����- .����� �� �������� ������������ �� np 4��*��� �� R3 ��	 ������ �� ��	 %� $
*	��� ��	��� 	� �����	�� ��� �����	���� &� ���� �	'(�� ��	 ���*�	� ���� +����	 #������ �e ���
�� ���*�	� ���� +����	)�  � 

��

d- ��� �� 
����	��� ,��	 #	���	� >����� Li �!.� ����� �������
Ãi ��
���	�  ���� +��! ������ 	� �����	�� ��� �����	���� &� ���� �	'(�� ��	 ������� ����
+����	 #������

�

h ��� �� ������� ���� +����	)�  � 
��

b- ��� �� 
����	��� ,��	 ����� >��$
��� L̃j �!.� #	���	� ������� Aj ��
���	�  ���� %�� ����*����� ��	 �����	���� &� ���� �	'(��
�	1���� ���� ��������� ��� ��1 ��� ��� #	�������� >����� ��� ������� !�

���������� ��	
����

�� G ��� ���� ������ ��	
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ξ

npP(ξ) =

�� ��

��������� �	�	� �� 
�������� ������ ������� ��� �������� ��� ��� ����� !���"������ ��#��$
���� ��� %������������ ������ ��� ����� ���&���������� ������	 �� ������
��� P'(�����
�� ��� )��������
���� ��� ξ'��� *��������
����	 �� ���
��$

��
� ��� ������������ +������������� �e i ��� ��� ������������ +�����,�����
��

di�
�
��� ��� ������ �
��-����� .�������� ��� /�������-� � ε̄i	

�e i(t) =

∫
Li

�E(�r,t) · ��s, ��	�0�

��

di(t) =

∫
Ãi

�D(�r,t) · � �A, ��	���

��

j i(t) =

∫
Ãi

�J(�r,t) · � �A, ��	�1�

�

hj(t) =

∫
L̃j

�H(�r,t) · ��s, ��	�2�

��

b j(t) =

∫
Aj

�B(�r,t) · � �A, ��	�3�

qi(t) =

∫
Ṽi

ρL(�r,t) · �V . ��	�4�

5�� ���
����
� ��� ������������ +��������
��
��

j ���
��� ����
� "�� ������������ +�����,���
��

d	 5�� 6����� � ��� ��� ���� ��� %�������������
��� "���
�����	 5�� ��� ���� !���"������
-��������� ������������ ��������� �	��� ���� ���� �� ������ &��� ��� %��� ��� %�������$
����� ����������� ����� ������������	 5���� ������ ������ ��� ��������� ������ ��"�������	
.����7����� ��� ��� "� ���������� ������ ���8���� ������ "� *��� �����"�� �� ��� 9��������$
��� ��� .����"�� ����� "� ��8���	 !� ������������ %����������� ��� np ���� ��� ��
��� ����
��� !���"������ ��� ������ ��� :� ���� ������ ��� ���� ���� x'� y' ��� z'�
��
������
;���-���
��� ������� ��� "� <���
��� ��� 6 ��� 3np ������������

�e =

⎛⎝�ex
�ey
�ez

⎞⎠ ,
�

h =

⎛⎝�

hx
�

hy
�

hz

⎞⎠ ,
��

d =

⎛⎝
��

dx
��

dy
��

dz

⎞⎠ ,
��

b =

⎛⎝
��

bx
��

by
��

bz

⎞⎠ ��	���

"�������������� ������	 � ����� ��� -���
������� +�8#�� 3np �
��
������ �����"��� � ���
���� ��� ������� :��� ��� 6����� � �� ����� <���
� ��� 6 ��� np ���������	 5�� +�����'
.�7����'+���������� �.+
� ����	 .�7���� ���� �=����
��� ������� ���� "�

��e = − d

dt

��

b, ��	�>�

�
��

b = 0, ��	�?�

C̃
�

h =
d

dt

��

d+
��

j , ��	>@�

S̃
��

d = �. ��	>0�

5�� .����"�� �� C̃ �
��� �� S̃ ���� ������������ /������� ��� �
�
�
������� %
����
��$ ���
5�-�����"
�����
��� �� -
� ����	 ����� %
����
�A � -
� ����	 �
����� B������ 5�-�����"� ���
�������� ��� ��� ��������� ���������� 5�C����"����
��
�����
��� Px� Py� Pz ∈ {−1; 0; 1}np×np
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���� ������� ��� ��������� ���� Px = P(1)� Py = P(nx) ��� Pz = P(nxny)� ����� ����	���
�� ����	�����  ����� ���!"	�#���� ��������� ���� �� $��� ��!���� ��	���� %�	��! �	�����
!�#� ��� ���	���� �� C̃ ��� �� S̃ ��

� =

⎛⎝ 0 −Pz Py

Pz 0 −Px

−Py Px 0

⎞⎠ , C̃ = �T , ���&��

� =
(
Px Py Pz

)
, S̃ =

(
−PT

x −PT
y −PT

z

)
. ���&��

%�� ��!'	���� ����	�������������� (�	'�)"��� ��� '���������'��	��� *����	!"�������� +��
��� ,�#�������'��	��� *����	,)!!�� ��� !�+�� ��� *���#����!"��	� ����&�� ����-� ��� ���&.��
���&/�� 0�	� "	� "	�+�	�	 1�#��������	����� ���� ��+����� ����	���(�	������� ������++���
'2���� ����	���(�	��������� +�� ���������	 1���'����	 ��	 ��#� �""	�3�+��	� ��	���� ��
!�#� ��� ����	���(�	������� �� ��� *	���,�#��� ����#���	��	 1�#��������	������ !"	�������
����	�� 4���#� �!� +�� ��� 5�����'���!����������� ��! *���#������ ���-� ��! ���/�� ��������
��!! ��� ������������ ���'�	�!#��� ��� +������!#��� ����!��	'�� ����� !������� 6�	���� )��	
����	����	����� ������ ��!������ %�� ����7�	��������� ����'����� ��	 *����	!"�������� ���
*����	,)!!� �����	���!��� ����	 ���� ���������� %�
������� 
� ��������� ���# !#������� ���
!#�	�8�	�� ����� *����	,�#�� Ãi ��� (��	 ����#���	��� "	�+�	�� 1�#��������	������� �����
��+����� ����	���"�	�+���	 �������!�� !���� %� ��	 *����	,�!!

��

di ��� ��	 ������ ���#��
Ãi ����'��	� �!� ��� ��� *����	!"������

�e i !��'	�#�� ��� Ãi !����� �!� ��� 9�	�#����� (��
��

di

��! �e i ��	 )��	 ����� ��������	� ��	 ����������� :�	+����(������ +2���#�

ε̄i =

∑4
k=1 εkÃk∑4
k=1 Ãk

. ���&;�

$���� ��	 6�	'�)"���� (�� *����	!"�������� +�� *����	,)!!�� ���!��� ��� ����	���+��	����
��� 6�	'�)"���� (�� "	�+�	�+ 1�#��������	 G ��� �����+ 1�#��������	 G̃� %�� ����	�����<
��������� ������ ������ �� *���#������ ���=� ��! �����

��

d =�ε
�e, ���&>�

��

b =�μ
�

h, ���&=�
��

j =�κ
�e ���&��

��� ������ ��� 	��+��#�� ����	���(�	������� �+ 1�#��������� ��� �)	 ����7�	��������� 1�<
#��������	"��	� {G,G̃} !��� ��� ����	���+��	���� �������� ��� ���!"	�#���� ���#�� ��(�	���	<
��	� �)	 ��#���	��������� %�!'	���!��	���!#��+��� ?�=@ �!� ���! ��#�� ��	 ����� %�� *���#������
���&>� ��! ���&�� ��!!�� !�#� '�+"����������!� !#�	����� ��!

��

di = Mε,ii
�e i =

∫
Ãi

�D(�r,t) · � �A∫
Li

�E(�r,t) · ��s
�e i =

ε̄Ãi

Li

�e i +O
(
Lζ
i

)
, ���&&�

�

hj = Mμ−1,jj

��

b j =

∫
L̃j

�H(�r,t) · ��s∫
Aj

�B(�r,t) · � �A
��

b j =
L̃j

μ̄Aj

��

b j +O
(
L̃ζ
j

)
, ���&-�

��

j i = Mκ,ii
�e i =

∫
Ãi

�J(�r,t) · � �A∫
Li

�E(�r,t) · ��s
�e i =

κ̄Ãi

Li

�e i +O
(
Lζ
i

)
, ���-.�

����� κ̄ ��� ε̄ ,�#�����+������� ��� μ̄ ��������+������� *	2A�� !���� �)	 ��� �����	�	�����
���� ��#� ?�=� ������ ��/@ ζ ≥ 2� 5�� ��	� �)	 �B����!����� 1�#��������	 ��� ��+�����
����	���(�	��������� �+ 1�#��������� +�3�+��� %�� �	�)����� (�� ��#������ "�C!�'���!#���
��� ��#� (�'��	����C��!#��� *�!����� ������ ���	��� �	������� 
+ ��������� !��� ��!



�� ������	 �
 �	���
������������ ��		������
������

�
 ���		���
������ ��� ��
��	��	��
� ���� 
�� ≡ 0��

�
 ��
��	�
������ ���  
����������	��
� �
�� grad ≡ 0��

!
 "�������
��	���� #�$% �����
������ ��
&��

�
 ���
����
��	���� #�$% �����
������ ��
!'��

$
 (
�������	��)� ��
 *���� #�+% �����
������ ��
$&�


������ ���������	


,��  	��������� ��
-&� ��� ��
&+� ��	�� �� ��
	���	���� .�		 �/
 ��� 0�
���		��� �� 1�����
����

�

�t

( ��

b(t)
�e(t)

)
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(
0 −�

�
−1
ε C̃�−1

μ 0

)( ��

b(t)
�e(t)

)
+

(
0

−�−1
ε

��

j e(t)

)
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(C̃�−1
μ �− ω2

�ε)
�e = −jω
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j s. ��
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����������� ���	�#��� $�� ��������	��� ��	 ��	������ ��� 
�����  ������������ ��� %�����
&�'��������� (��)��� ��* ��� +�����!� ��	 	�������	����� �����,����- �� ��� ��	������ ���
.� /	���� �������� 0	����&�������� ����� &���
.��	�� ��	* ��� ������.����� ���  �����������
�� ����� ��� &,����� ������ ����- �& ��� ��&�	������ ��*���� ���	��.� .� �������

�������� ����	
��
��	 �����	�������	�

1����	2���2�  �������������� �	������ ������ 3��������)��� ��	�� ���  ��� ��� �& ���"
*������� ���� ��	� ��� ��	��������� ����	 ������������ /����	�4������ ��*�	��	�� 
���	4	�"
���	� ��	��� ���� ��� �& ���� ��	 ������������ �����	������ /����	�4������ �e� ��� /	��.)!���
.� ����	 4�	*��� �����	������ 3���*!������� �0(5- 2�� ����� 4�	*��� �����	�� ��������	� &��
κ → ∞ ��� �& ���� ��	 ������������ &����������� /����	�4������

�

h� ��� /	��.)!��� .�
����	 4�	*��� &����������� 3���*!������� �0�5- 2�� ����� 4�	*��� &������� ��������	� &��
Im{μc} → −∞ 6�78�

�& 4�	*��� �����	���� ���������  ��� ���� ����� �e� = 0 *�	 ��� .�&  ��� ��	&���� &����"
������� /����	)���

��

b⊥ = 0� 
� �
� ���� ��	 0(5  ��� ������ ����	�� �&4��&�����	� ��	���-
���� �&  ���������4�	���	 � ��� ����4	�������� (���	!�� 2�� �e ���

��

b .� 9��� �����.� ��	"
���� �& 0�5  ��� ���� *�	 ��� ����������� &���������� /����	�4������

�

h� = 0 *�	 ��� .�&
 ��� ��	&���� �����	������ /����	)���

��

d⊥ = 0� $����	  ��� 	�������	� ��� ��	 2�	������� ��	"
��44���� ��	 ������ ���������� �	������	��� ������ 
����	������)!��� Ãi �& ������:�����
/����. ���7;� 6�78�

�������� �	
�������	 �����	�������

$�� 4�	��������  ������������ ��	� 2�	������- �& <�	����	�����	 ����������	 0�	����.��!�
���� ��������� ��=�>�= .� &�������	��� <�� ���.� ��� ������������ �����	������ /����	�4�����"
��� .����	 ��������	��������	  ���)!���� �� ���� *���� 0�������.������ �e�,1 =

�e�,2e
jϕ ���

��	�� ��	���� =?7@ �&4��&�����	� 6A=8� $�� ��.��� ��	 �	��������	��� ��	� ���	��� �& ���
B���������� ����	  ���)!��� 	���.��	�- �� ����� ��	�� ��� 0�������.������ � 4����	��	�
��	������ ��	��� �,����� ��*�	��� ������ ���!���������4	��.�4� ��	��� !C��2������ ��	"
&����	����� �� ��	 ������D(��&����D������� ��� �����	D<��2�D �������������� ��.����"
���� ������ .�	 $�	�������� �� 6�=- <�@�8 ���� ��� E4�	���	 �ϕ �����*��	� ��	���- ��	 ���
������������ �����	������ /����	�4�������� �& ���!������  ��� ���&����	�� $�� ����� ��	
����������� 
������ ���� /�������� ���F;� ��	 ������������&4������� ��	 �����	������ /��"
��	�4������ �& ���!������  ��� �uvD(���� ��� w���� �& ��	���������  ����������� ������
*�	 ��� uD1�&4�������

Iu = {nunv(nw − 1) + 1, nunv(nw − 1) + 2, . . . , nunvnw} ���?A�

��� *�	 ��� vD1�&4�������

Iv = {np + nunv(nw − 1) + 1, np + nunv(nw − 1) + 2, . . . , np + nunvnw}. ���?��

$�	 �ϕDE4�	���	 �	���.� ��� 1�&4������� �& ���!������  ��� w���

�e = �ϕ
�e��� ���?@�
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Ω

Randbedingung

PML

ζ = ζ0 ζ = ζmax ��

ζ

σζ(ζ)

ζ0 ζmax ��

��������� ����� �� �	��	���������  ����������� Ω! ���� �" ������ #�������� $�% �� ζ =
ζ0 �	&����	� &�	�� �� $��'��"����� ()"�*�����	�
� σζ(ζ)� (�	�� σζ(ζ0) =
0 &�	� ��&)�	�������! ���� ��� 	����� +	��,��	������ ������ �� ��� ,�"���-�
+	��,��	������ ���	�����
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�	�����	����  �������������� *�	  ������������ "����� ���� .���/��� 0�� ��*�	��	�����
�	*������ (�	  ��� ���� ����� ��	 ��	���)���� *�	 �	������	���� ��� �0����/���� 1����� ����!
�����	� (�	���)����,��� *�	 ����/� ��������� �	�2���/�� ��� 3��*����&��,�� ������� 1)�4
	��� �� 5�67 ���� ���� ����� �������  ������������ 0�	�������� &�	��! ��� ���� ���� 5897 ����
��������	��� ��	�������/�! ��� ��	 ��� �	��	��������  ����������� �" .���"�� �" "��	�4
	� %���� ����� �"�����/����������� ����*)����� /��)�/������  ������������ �	&����	� &�	�
������ ��������� �����! �� ��" ��� 1���� �)��	����&���� ,�"����� ����	���	� &�	�� (� �"
,��������	������ ������ ��� 
"�����/��������� ��	*�,� ���! ��� ���� ��� :�/�������� ���������
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 �$�%� ��	�������/�� 3��� �
�;
"���"�����	��� �����	��� ��* ��	 
��� ���
5997 ��� �� 5�<7 �����	������ 
" ��������� &�	� ��� .�	������&���� ��� 5687 �����	�����! ���
�����)���� 0�" =��	��������'���" �""�	 ">����� ���� ����'����� ���	������ &�	� ��� 	�����
+	��,��	������ ζ �"  ��� ζ = ζ0 ���  ������������ �� ��� ,�"���-� 3���� �����	������
��	 ����'������� ���,����

ζ → ζ̃ =

∫ ζ

ζ0

sζ(ζ
′) �ζ ′ *�	 ζ > ζ0 ��� ζ ∈ {x,y,z} ���8<8�

*�	������/�� (���� ���� ζ ��� ζ0 ������ �� ��� ,�"���-� +	��,��	������ ζ̃ ���	! &���� sζ ��	
����! �� ��	 $�% ��������! #�	��,����*�,��	 ���� ��	 ��� ()"�*��� �	������	����	 1�����
&�	� *�	 ��� #�	��,����*�,��	 sζ(ζ)

sζ(ζ) = 1 +
σζ(ζ)

jω
*�	 σζ ∈ R

+, ���8<��

��*�	��	�! &���� σζ(ζ) ��� �)��	 /� ���/�
/��	����� ()"�*�����	�
� ��� ������ ������� (�	

"����)	���� ��	 +	��,��	������ ����	���� ��	 $�% 0�	�	����� ��� �-����������� ��,������
��	 1����� 
� ?�������� ���8<�� ��� ��	 �	��	�������� 	����� ������ ��� #�	��,����*�,��	� ���
�	���	 #�""��� �	,�����	! &)�	��� ��	 /&���� #�""��� "�� ��" 
"����)	���� ��� 3	&��4
��	��� �� ��� ,�"���-� 3���� ��	������� ��	 2������������� $	����"���������� ��� ���� ���
1��� ��� #�	��,����*�,��	� /�

sζ(ζ) = 1 +
σζ(ζ)

α��� + jω
*�	 α��� ∈ R

+ ���8<6�
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Re{sζ(ζ)} > 1 -�
�./0

����
��	� ��
 &'( �����	�������� ��"#
 ��"
 ��� �����
�
 +
��������
�� �����"#�
� ��
� ��1��

+#
 ��� ���� �����"#�
��� $���"�����
�2	� σζ(ζ) ��
� #�	����
����� ��� &�	3��� *�� 4
��
m ∈ N ���

σζ(ζ) = σ���

(
ζ − ζ0

ζ��� − ζ0

)m

-�
�.50

�����	�
 ,� ��
� �����
	������� ���� �� 6��
���� *�� 7����������� �� ��� &'( σζ(ζ0) = 0
��� �� ��8�
�� 7��� ��
 &'( -�	�� ��� ����� �
�����
��� 7������������
���0 σζ(ζ���) =
σ��� ��	�� ��� �� )���	���� �
�� *�
�������	���� ���


9� ��
��������� +�		 	���� ���� ���� 4	������� -�
�.�0 ��� )���	���� ��� :
��*����
� �r ��"
��� ����	�;�� :
��*����
 �̃r �	�

�r → �̃r = ¯̄Γ · �r ��� ¯̄Γ =

⎡⎣x̃/x 0 0
0 ỹ/y 0
0 0 z̃/z

⎤⎦ -�
�.10
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����=������� 7����

¯̄G =

⎡⎣1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎦ -�
�.>0

����� 7������������ Ω �
"��
� �� ������ 7��� ζ = ζ0 ��� ����	�;� ,�
������ ��
 +�
�

˜̄̄
G = ¯̄S(x,y,z) · ¯̄G · ¯̄S(x,y,z) ��� ¯̄S(x,y,z) =

⎡⎣sx(x) 0 0
0 sy(y) 0
0 0 sz(z)

⎤⎦ , -�
�.�0

����� ��� ����
��� �� ¯̄S(x,y,z) ��� -�
�.�0 ������� ��� �	� '��
�����! ������ ������2 ��
�
��
���
 9� ��
 &'(?7����� ��	��� ��� 4	��������� ��.�

¯̄S−1 · 
�� �Ec(�̃r) = −jω �Bc(�̃r) ��� ¯̄S−1 · 
�� �Hc(�̃r) = jω �Dc(�̃r), -�
�.@0

��	��� ��� )������������� ��
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A8�� *�� ��� ����	�;�� :
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������� ���� 4	��%
����� -�
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� ��	���
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����=����� 4	��������� -�
�0 ��� -�
/0 ����
��	� ��
 &'( �������	��� �
"#		�� 	
��.�C

�Ea(�r) = ¯̄S �Ec( ¯̄Γ · �r), �Ha(�r) = ¯̄S �Hc( ¯̄Γ · �r), -�
��.0

�Da(�r) = det(¯̄S)¯̄S−1 �Dc( ¯̄Γ · �r), �Ba(�r) = det(¯̄S)¯̄S−1 �Bc( ¯̄Γ · �r). -�
���0
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����� �	�����	������ �	���� ��� ���������� ��	 �E� ��� �H� ��!�������" ��� #�$����%� ��	 ����
%�� $&��%��� ����	�� '�%�����#��� ��� (�) #�� ζ = ζ0 ���������� ������� *���!	�%������
���� ��	 ��� +�	������!������� ,�� �D ��� �B" -���%� ��%�� ��	 ��� -�&���� ����	��  ��!��
������" ��	�� ���������� ����. ��� �������/�%��� 0���%������ ��%�� �	��	��	��%� ���� 1��
���223� ��� ���222� ������ ��%� ��� 4�	���!������ ,�� �����	� ��� �������%���� ��	������"
��� ���

�Da(�r) = det(¯̄S)(¯̄S−1 · ¯̄ε · ¯̄S−1) �Ea ��� �Ba(�r) = det(¯̄S)(¯̄S−1 · ¯̄μ · ¯̄S−1) �Ha ���22��

���	��� ��	 ���������� �����	� �������� ��� ¯̄ε ��� ¯̄μ �� '�%�����#����	��� �	��#�� ��%�
��� (�)5(�	�����	 $�

¯̄ε��� = det(¯̄S)¯̄S−1 · ¯̄ε · ¯̄S−1 ��� ¯̄μ��� = det(¯̄S)¯̄S−1 · ¯̄μ · ¯̄S−1. ���226�

��#�� ��� ��#�� ��	 ���������� ��� 7#�	����� ��&��	�������" ���� ��� �������/�%��� 0����
%������ ���� ����
�������� �	����� ����� ��� ��	�����	��� �� ��	 ������� ��	 
����� 
����
�	����� �	��#� ��%� ��� ��	 ����	������	��� ��	 0���%������

	�� �Ea = −jω ¯̄μ��� �H
a, 	�� �Ha = jω¯̄ε��� �E

a ���228�

������ $� ���9:� ��� ���:3� $�

��ea = −jω����

μ (ω)
�

h
a
, C̃

�

h
a
= jω����

ε (ω)�ea ���22;�

��� ��� �����������	�$�� ����

ε (ω) ��� ����

μ (ω)� <��	#�� ��� ��� �	�=���$�#����������
��	 ����	������	�$�� $� #��%����" ��� �� ���232� ����	 4�	&������ ,�� ���23�� ���	 ���236�
���#�$���� &�	� ��� ��%� �#�	 ���23:� #�� �� ���226� ��	�!>��$��
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?�� ��	 ������� !�@�������%��	 0	A.�� �	���� �����	 ��� ��� ��%� #�� ��	 ���������� !�@���
�����%��	 0	A.�� ��#� �� �����	� ����� �����	 ������ ��%� ��������	��.�� ������
$��	��B

� ������ ��	 �
������	�
�������	� 1��� �����	" ��� ��� ��� C�� ,�� ����	 !�@�������
�%��� (	�#����������� $�� �#��	����	��� ����������%��� ������ ���������" $����� $�
��� ��������	���������	�� ��$� ���A	�� ,�	��%��������� !�@�������%�� *D���� �+�%���
�����	������" ������ 
�������������� ��	 ����	���!�	�����	" ���!�	���	�#����������
���"����" �������� ���	 ���������	�� ����	���!�	�����	 ��� 0�����	�������� ���&����	��
������� ��� '����	 ��� '�%�����#���� ��� �@����	��#���������� ���� !���������� E����
�� ��	 ��������	���������	 ��	" �#���� &�� ��� 4�	&������ ��%�� ��	����	5�����	��	
'�%��������	�

� ������ ��	 ��	���	�
������	� 4�	���	��������	 ���� ����� ����	��%��� 4�	���	�� ���
������� ?�� �
� ��������� 4�	���	��������	 #���!����&���� #�� ��	 ����	�������	�������
	��� ��%� ���:8� ���	 ��	%� ��� ��	 F��������	����� ����2� $��	���� ��������� $���	����
��D�	��$��=����������

� ������ ��	 
���	�����
 �����	� ��� ��	�������� ���%��	 	��������� ��� ����	 �		��
�������� F����� ��� �� !	�����,�� ������@!�� ����	��	 '�%���	�@������ ��	 ��� ������
%��	 0���������� �A���%�" &���	%� �� $�� ������@!�#�������� '������������	 ������

������ ����� �	
 ����������
�
 ������ �	
 ��������
��� ����
������ ��� �����������
 ��
��������
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��� �	� �����������������	�� ���������� ������� �� ��� ���� ���	���� ������	 ���

���������	�����  ��	������� ��������		� ������ 
���� !"� #$%��� &	���
���������
����'�� �� 2.220446× 10−16� 
��� ���� ���� ��� ��������� ���"������� (�������� )*�+�
�����%�	��������� �"� ���	���� 
������������� &	���������,�����- �����.
��� �

���/
	������ 0��"��� ������ ��������� ���������� !��	�� ����� ��� ������� ��� ����������
�	���������� ��� ������������ *�� 12��� ��� &	���������,������ *�� ������* 
��/
���� �		������� ��� ������ ����������	�� �� !��� ����� 3�������� �������� ��� ��
����
��� ���� �� �������� &���*�� 
�����		������� *�������� ��	���� �� ����	��� ��24�� �	�
��� ������,����'����� 3����������	�� ����

���� �����	� 	�
 ���
���� ������� ���
��
���
��

�������

0�� �����	
��%5������ ��� 6�7��	�� 	�
�	�� �����7������� )�����	
%!1�5� ��� ���	�
!	�7��	� 1���	 �����7������� 5������- ���� ��� ��������
 ���� ��� 8��� 
��$ �����/
����� 9:;<� 0�� ���� ���������� 0�����		��� ���������� ���� �� 9�$� �=� �><� ������ �	� ��� ���
5������ ��� .����� ?���������� ��� ��������� 
�
 ���� !1�5� ��� ����	������� ��� @����	����
�����������		��� ���������� 0�A����*��	�	��������� ����������� 0�� B����������������/
����� ���		�� ����� ��� 3�����������	��� ���� ������ (������������� ��� *�� 5������ ���
.����� 0�A����*�� �������� ��� ��� ���
���� !����	�������� ����� ������C������ 3�����/
������
	��� ��� 0�A����*��	���������� �������� �������

������ ����	�
��
�
������ �
 �����

0�� 3����������� Ω ���� �� "���	������� D��	������� Ω(i) ������������ ����	���� 
�; *��	����
8���� D��	������ ��
���� ����� 0�A����*������� )���	� ������	- *���������� ��� �����������
������ ��� �	���	�� )��� �������������"���� ����� 
�����������- 3������������ ��������/
��� ���
�"���� 0�� ������������� ������ �������	� ����� 0�A����*�������� ���� ��� �����
����������� ?���7 ��������� 0�� *������� 	������� 0�A����*��	�	������� ���� �������	� �����
D��	������� Ω(i) �	� ������� ��� ��� 0�A����*��	�������� L ��� ��� 12���� u

Lu = 0 �� Ω(i) ⊂ R
2,3 )
�::#-

����������� ��� ��� D��	������ (i)� ��� ��� 'E����������� ������������� h� ���� ���

�����7������� ��� �7�
��� 12���� u
(i)
h �	� 1�����
���������� ��� m ��� 0�A����*�������

*����������� +�������
������ {ψ(i)
l } �������*�

u
(i)
h =

m∑
l=1

c
(i)
l ψ

(i)
l . )
�::>-

0�� ?��� ��� �����	
 9��< ��	���� ������ ��� ��	��� +�������
������ {ψ(i)
l } *���	������ ���

���� ���	,����� �7�
�� 12���� ��� *������� 	�������� 0�A����*��	�	������� )
�::#- ������		���
�	� ������� (��������*��� �� ��� +�������
������ ���� ���������� ���� ����� ��� �7�
�� 12����

������� ����	
�� 
����� ������������ ��
������ �����	����� �������������
����  � 
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��
���
���� 	�
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!������� �
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����# 	�! /��0 
�����(����
! c(i) ∈ Rm×1 �
� 	�� /�����&�
���
	�
 �$!��# u(i) 
!� 	�
"�

N(i)c(i) = u(i) �����1�

#�#����� ����
 
!� N(i) 	
� ���

� 	�
 /�����&�
��% 
� 	�
 ���� m .�!
!�����
���� {ψ(i)
l } ��

	�� n 2�'� !������ 	�! �
��
�� ��!��
�! (�� 3�
�#��
�� Ω(i) ��!#�&�
��� &�
	��

N(i) =

⎛⎜⎜⎜⎝
ψ

(i)
1 (�r1) ψ

(i)
2 (�r1) . . . ψ
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b1(ω) = a2(ω)e
jϕ(ω), b2(ω) = a1(ω)e

−jϕ(ω). 3�
�5
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�� a1(ω) ��� b2(ω) �� !������� ��
 ������������� z1���
������
 ��
 ���
'�����+�
����� ϕ(ω) ��	�

ϕ(ω) = k���(ω)Δz = (β���(ω)− jα���(ω))Δz ��� ϕ(ω),k���(ω) ∈ C 3�
.5
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����� 3.
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b1(ω)
b2(ω)

)
=

(
s11(ω) s12(ω)
s21(ω) s22(ω)

)(
a1(ω)
a2(ω)

)
=

(
a2(ω)e

+jϕ(ω)

a1(ω)e
−jϕ(ω)

)
. 3�
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T v = γv ���-�

�.
 /���� ��������� 0
�)��������� ω� � � ������  
 (vm, γm) 	�
� �� 0
�������  �� �������1
�� �� #����������� 2��
#�� ��	������ ��
 �����*���

 vm ��� � ���/������ 3����� ���������!
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 n �� �
� ����� ���� �� ��� ��
 �����*���

 ��� m1��� ��
�
�������
��������� ���  ��

vm = (. . . anl . . . , . . . bnl . . .)
T l ∈ [1,i] ���4�
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� ��� ��
 "�� �� i ��
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.������������ 3����������
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� ���� dim(T ) = 2i� 6� 0 �� *�
�����
���
 ������� 
������ ���� ��� �����(����  ��#
��1
������(����� ���������(���  �� �� |γm| = 1 ������7���
# 
 ��� �.
 �* �������� ���������(�1
�� |γm| �= 1! /�	����  � ����� 0
�)��������� ω� ��������
������ ���� �.
  ��#
��������(����
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l=1

(|anl|2 − |bnl|2) + 2 Im
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l=r+1

(anlb
∗
nl)

}
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���� ��� �	�� ������� .����,����	�������

�
H
ϕ C̃�

−1
μ ��ϕ

�e = ω2
�ε,���

�e ��� ω ∈ R ��� ϕ ∈ R %
�'(

�
	��� /� ��� 0
������		�� ϕ = 0 ��� ϕ = π ,��� ��� 01���������+ �H
ϕ C̃�

−1
μ ��ϕ ���		
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μ �+ σS�εS̃
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�������� 7"�8� =
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�� #	������� %"�&
( np$���� 4
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� σS ������ ��
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ε(ω) = ε0

(
ε∞ +

β0 + jωβ1

α0 + jωα1 − ω2

)
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�9�(

��� ��� ���		,������� ���������� ε∞- α0- α1- β0 ��� β1  �� 4
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(ω4A4 + ω3A3 + ω2A2 + ωA1 + A0) �E = 0 "����#

��
������� ����� ���� ��� %
�&�������
��
��

�� Ai

A�� = 

�
1

μ


�, A0 = −α0A��, A1 = −jα1A��,

A2 = ε0(ε∞α0 + β0) + A��, A3 = jε0(α1ε∞ + β1), A4 = −ε0ε∞. "����#
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�&������� ε0, ε∞, α0, α1, β0, β1
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� 3np ���/
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�0 ��� ��� �����
�������� 1����������
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ε0 →�ε0 , α0 →�α0 , α1 →�α1 , ε∞ →�ε∞ , β0 →�β0 , β1 →�β1 , "���2#

�
 ���� "���-# �� ��� *

�

�ε(ω) =�ε0

(
�ε∞ + (�β0 + jω�β1)

(
�α0 + jω�α1 − ω2I

)−1
)

"���3#

���
����� ��� ����
���  � ��� ,
� '��
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Ψ(ω)�e = (ω4A4 + ω3A3 + ω2A2 + ωA1 +A0)
�e = 0 ��� ω ∈ C ��� ϕ ∈ R, "���4#
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A������ = �
H
ϕ C̃�μ−1��ϕ, A0 = −�α0A������, "���6#

A1 = −j�α1A������, A2 =�ε0(�ε∞�α0 +�β0) +A������, "���7#

A3 = j�ε0(�α1�ε∞ +�β1), A4 = −�ε0�ε∞ . "���-#
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�{Ey}

�{Ey}

Δz

ϕ

�E
Δz

ω ∈ R

ϕ ∈ C

ϕ ∈ C

Δz
Δz

ε, (ω)

(q)H
ϕ

T
μ−1

(q)
ϕ

�e = ω2
ε, (ω)�e ω ∈ R ϕ ∈ C.

(q)
ϕ ϕ

(q)
ϕ

(q)
ϕ = IL + ejϕN

IL
N

ejϕ

(
(IL + e−jϕNT )A (IL + ejϕN )− ω2

ε, (ω)
)

�e = 0 A = C̃ μ−1 .

(ejϕILA N︸ ︷︷ ︸
λ1A1

+ ILA IL +NT A N − ω2
ε, (ω)︸ ︷︷ ︸

λ0A0

+ e−jϕNT A IL︸ ︷︷ ︸
λ−1A−1

)�e = 0,

λ = ejϕ Ai

λ

λ = ejϕ ϕ(ω) = ∠(λ)
α = Re{ln(λ)}/Δz
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��� ��������� *��������� ��9�������������*������ Pz ����	��� '� ��� %	��������������� z = z0

���

Pz
�e → (e−jkzΔz − 1) �e|z0 0���72

= (−jkzΔz) �e|z0 +O
(
Δz2
)
. 0���"2

6:� ������ 5������������+����� Δz ���� ��� ;*������ Pz = −jkzΔzI �� � 	�� S̃ �	� 0��<�2
	�� 0��<�2 ������� +����� 	�� ��� ���:��� ����	� ��� P−1

z = j
kzΔz

I ������� ������������� ��
��� ������������=	��������� ����� >����� $��	�
�� �������! 
���

S̃
��

d = 0 ⇒−PT
x

��

dx −PT
y

��

dy − jkzΔz
��

dz = 0 0���12
��

dz =
1

jkzΔz
(−PT

x

��

dx −PT
y

��

dy). 0���<2

����� ������ ���� ��� �	� ������������=	��������� �������� /��*�������
��

dz �	��� ��� ����

�������� /��*�������

��

dx,
��

dy ���������! +��	��� ���� ��� 
����� ��� 6��������
���� �	>
2/3 ��� 	��*�:�
������ 
����� ���	������ ���+������� �?�������� �� ������ 6���	����	�
 ����
�� ���������� �����������������! ��>��� �� ���� ����� 	� @ABC������������ �������� 6:� ���
A�
��+���
�����	�
 ��� @��
���������*�������

��

dt 
��� �	��� 0���<2(
I 0 0
0 I 0

)
C̃kz�μ−1�kz�ε−1

⎛⎝ I 0
0 I

−PT
x /jkzΔz −PT

y /jkzΔz

⎞⎠��

dt = ω2
��

dt. 0���D2

'� ������ E������+���� ��������� ��� F	��C;*�������� C̃kz 	�� �kz ��� PzC;*������ �	�
0���72� 
	&-��� ���� kz ���>��� ��� 6���

(A− (kzΔz)2B− ω2I)
��

dt = 0. 0���G2

6:� ��� B������� A 	�� B 
��� ������.����

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
	�� B =

(
B11 0
0 B22

)
0��� 2

���

A11 =�μ−1yPx�ε−1zP
T
x +PT

y�μ−1zPy�ε−1x, 0����2

A12 =�μ−1yPx�ε−1zP
T
y −PT

y�μ−1zPx�ε−1y, 0����2

A21 =�μ−1xPy�ε−1zP
T
x −PT

x�μ−1zPy�ε−1x, 0����2

A22 =�μ−1xPy�ε−1zP
T
y +PT

x�μ−1zPx�ε−1y 0���72
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h = jω

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
(
I+�σ,x

1
jω

)−1

�ε,xx

(
I+ (�σ,y +�σ,z)

1
jω

−�σ,y�σ,z
1
ω2

)
(
I+�σ,y

1
jω

)−1

�ε,yy

(
I+ (�σ,x +�σ,z)

1
jω

−�σ,x�σ,z
1
ω2

)
(
I+�σ,z

1
jω

)−1

�ε,zz

(
I+ (�σ,x +�σ,y)

1
jω

−�σ,x�σ,y
1
ω2

)
⎞⎟⎟⎟⎟⎠

︸ ︷︷ ︸
�ε(ω)
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�%�



���� �����	�
�� �
���
�
 �� �
��������������� ��� ����� ��

�� ��� ��� ���������� np×np ����
���
�����σ,x �σ,y ����σ,z ��� !�
�� ��� �"�#$����%
#
�&�� '��()�* ����
+��� ��
 ��� $,
 ��� -�	������ .���
��+���� ����+������ ��� �
�/����%
��+"����
��� ��� +��
��� ��0���� /���
�����+� 1����+��� '���2* �"��� ���+ ��� �ε(ω) ����#
�%
�+��� '���)* '��� �μ(ω) ��� '��((�* ������ ����* ���+� �� ��� #��3�������� �����	�
�#
�%
���� ��$�
��� �� ���� ��� 4�5�
�� 5�� C̃ ���6���� 	,
��� ���� ��
�����
��� ��� ������+
�� ����� ��� �	����
 7
����� $,+
� �"��� ���+ ���[(

� 0

0 C̃

)
− jω

(
0 −�μ(ω)

�ε(ω) 0

)](
�e
�

h

)
= 0 '���(*

+�
������ 	���� �ε(ω) ��� �μ(ω) �������+
����� ���� 	�� �� '���)* ������� ����

4� ��
 �
�0�� ��� ��� �6���� 5�� '���(* 5�
���+���
 �� $,
 ��� +��
 ���
��+����� �
�����%
���������� ���
���5� �6��
 ��� ������� 
����� ��� �����	�
�� ��+� ����� 8�+"��	�
� ωe

���$�
�� �,
 
����� ��	���+����� 5�� ωe ��� �����	�
� ω ���,�� �� ��+�


C̃�μ−1(ωe)�
�e = ω2

�ε(ωe)
�e '����*

$,
 ωe �����	�
��� ��� ���� �����
� �����	�
��6��
 �� 5�
	������ ��
 ��
�+ ����� �����
�%
���
��� �����$,+
�� ��+��
 	�
� �� ����+���� ����� �� ����#��� ����
���+�� ������+ ��� ��

.��+����$	��� ��� ��� 
��#��0	�
����� 9��#������� �� ��
 ��� �
������ ���+� �� ��%
��
��+"���� �� ��� 
�������
����� 83����� 
��#��0 ��� ���3����
���+ 	�
����

���� �����	�
�� �
���
�
 �� �
��������������� ���

�����

�,
 ��� 8��������� ��� ����
 �����:���

������
��� 	�
��� �� �����
 �
���� �
���������%
������ ���
��+��� ��� �� ����
 9��
�������
��+���� ��� ��������+ �������+�� ����������
	�
��� 
6���� ��� ���+ ����� �	������������� �� ��
 x:y:����� ��������
�� �������

4� ��
 5�
��
������ ���������:1����+��� '��(;* 	�
� ��
 ���� ������� <�
��

��#������
���������� �� ���� ���

ΔEz + k2Ez = 0 ��� ΔHz + k2Hz = 0 ��� k =
ω

c0
= ω

√
με '����*

��� �
���
�� ���������:1����+����� $,
 Ez ��	� Hz $������ ��� ������ ������ ������ ���+
����#����	���� =
�����������% ��� .�>�0�����������+�$��� �����
 =
���>"�+�� ���
 ��� 8�
��%
�������+�$��� 5�� ��������+ �������+���� �����
�
���+�� ?3�����
� ��� ����+���� ��(���� ��%
������
���

��� �� ����� ����������� �����$��
������ �,���� ��� �
���
� ���������:1����+��� �
%
$,���� ��� �,���� ��
,��
 +����� �� ��	"+�� 	�
��� ���� ��� ��
�� ���� ����5���� �##
�0�%
������ ��
 �
	�
����� �6���� ��
�������� ��
 @��
���� �	���+�� .������� ����
��+������+�

�����$��
������ 5�
�
���+� ����� ��� �##
�0��������$�+��
 ��� ����+���� ������(� �,
 3×3:
��A�
��������
�� 	�
��� �3#���+�
	���� ��+� �����$��
������ ��	"+�� �� ���+�
��������� 
���� ���+ ��� ��
��� ��A�
�������+��� s(i) ��� ��� 9�
� ��
 9��������
�0 s(i) ∈ ker N(i)T

��$ ��� =��������� Ω(i) ��
��+��� �"��� B�CD�



�� ������	 
� �
���	�������� ��� ����
������ ��� ��
	����� ���
����������

�	� ���� �����������
��� �� �
�
����� ���	�������� εr ������ ���� ����� ��		�� ���  �!��	�
�� 45◦ "�����#��� ����������������������

ψpw
m (ω,x,y) = e

j
ω
√
εr
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(cos(mπ

4
)x+sin(mπ

4
)y)
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2
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e 1
2
e1 + 2e 1

2
e0 − 4e− 1

2
e1 + e 1

2
− 4e− 1

2
+ e1 + 2e0 + 1

(e0 − 1)2(e− 1
2
− 1)4
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e 3

2
e0 − 2e 1

2
e1 + 2e 1
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2
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Ax = λBx.

*��� ����� � = 1 ���� �
�+��	��� ��#������" ���� A1 ��� *��� ��� ������$�� ,��������+����'
���� ������� A1 = −I" ������ ���� ��� -��������������������	�� #.� ��� ������ A�

��������� �	
	" �#���$��$������������������ 
�� �������
���
����� � = 1
��� A0 = A ��� A1 = −I ��� ��� &��������������� I ����#� ��$� ��� ��� �
���
������

%����������
#��� ��� �������������������
#���

Ax = λx.

��� ������
�� �������� �		�������� �������������	�� 
�� -��������������������	�� ���
#.� ���
	+�� �������� 	����� ����$�		��������

��������� �	
	%� %�� ����������� %����������
#��� ���� ��� �������������������
 

#��� ��������$�� ������� ���� A 
��� B ������� ��� ����� ���������#�� ����

��� ������ $�������� ��� ,�$���� $�� A ���� B" ��� �
#��
�� ��� $���
���������� /��
	����+�
���������� -���� 	����� ���� ����� �������� �
# ���� -���� ��� 0	����
�� ��������

 �	������	� �������������	��� ���� ��!������ 
�1�
 %(���� �
# �		������� ������������'
�	��� ���� �����%
�� 
�1�� 	����������� ������" ����� ��� 	������������ �������������	��
��� ��������� ��� &
����������	��� n �
	���	������ ��� ��� �(������  �	�������� � ���+	�
2�34�



���� �����	
��� 
�

���� �����	 ����������	 
��	��	
��
���	�	 ��� ��������
�� � > 1 ��� ���	�����

n × n ����	� ��� ����	�	��	 
��	��	
��
���	�	 �	
 ���	����� �n × �n ���	�
���	
�

�	
�	�� ���	� �
	�	� �n 
��	����
	 ����

���� ������
����
���� �� L(λ) ����� ������������ �������
��
������ ��
� ��� ��
 ����� 
��
��� 
�
 !��
�"�� ��������# $���%	 ���� �� "��� &�
�%	������ �����
����
�����# ��� ��� ��

'�
������� ��
 (������ �����
�) I ���*����� +�,-� .�
��� ����� ��
 ��� ����������� ������
��
��
����� ��%	 .�/������ ����� ��� 0�������
�� �

Ψ(λ)x =
�∑

i=0

λiAix = 0

⇔

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝λ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
A1 A2 A3 . . . A�

I
I

� � �

I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
A0

−I
−I

� � �

−I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x
λx
λ2x
���

λ�−1x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0 1���2

���

⇔

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝λ

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
A�

I
I

� � �

I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
A�−1 A�−2 A�−3 . . . A0

−I
−I

� � �

−I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
λ�−1x
λ�−2x
λ�−3x

���
x

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 0. 1��32

4���	� ��� ������ �����
����
����� 1���2 ��� 1��32  5��&����� ����# �����	�� 6���
�%	����
�� ��
 ����
��%	�� 7������� � ��� �8"���"� (���������
� ��
 ��� 9���# ���� A� 
���� 
 ���
��� ���� *����� :���������"�	� �����"�# � ��� ��%	 1��32 �� ��� 7�����
��������
��
����� ��%	
;���
*��� ����, ���
��	
���

(� 9�������� ��
��� ��� <���������������%	����� ��
 :��8"���������
�"�� ����� !��
�)���
������ ������
 ���
�%	���� .�� .�/������ &�� :�
� ��� ;��� ���� ��
 !��
�"���


��
����
 ����� ����
 �
� �����	 �	� A ∈ Cn×n� �	
 ���� ��� A ��� �	���	
� ���

ker(A) := {v ∈ C
n | Av = 0}

��� ��
 �	� ����	����
� ����

im(A) := {z ∈ C
n | z = Av,v ∈ C

n}.

.�
 =�������	��� "���%	�� ��
 .�������� &�� :�
� ��� ;��� ��� ��
%	 ��� .������������"
��������

���� ������ �
���
���
������	 ��� 	��	 ���	�
	 ��������� ��
� ��	 !��
�" A ∈ Cn×n

�	�	�	�# ����

dimC
n×n = n = dim im(A) + dimker(A).

��������������	�
� ��� �	
 ��� ���� ��� ���	���������� ��������	�
 ����
��� ��� ��
������ ������ ��	��� ��

����� ������� �������� �� ��
�������� ��� �����������	�
 �	
�



�� ������	 �
 ��
������� �������� ��� ���������� �	����������� �������������	�
�

�� ������� ��	��
���

� �
�� �
� ���
������� ��

���

dimC
n×n = n = rg(A) + def(A),

�
� ��� ������ ��� ����
� def(A) := dimker(A) ��� ��� ���� ��� ����
� rg(A) :=
dim im(A)�

��������� �	
	

 ��
�������������
�� ��������� ��
 ����������	��	��� 
��
���

pΨ �
��
 ����
���� ���
 Ψ 

� ��!�
��� ��


pΨ(λ) := det(Ψ(λ)).

��� ��� 
���
�	�� ��	 ��
���� ������ ���� 
�� !�	"� ��� #�
������������� �
$
$%&

��������� �	
	
�� "
�������� ��
 ��� ���
���� "
��������������
 Ψ(λ)x = 0 �#�$

��� ������
�	 
�
�� ��� %�� ������� g := deg pΨ ��
 �	�������

�

�	�� %�� ���
 

�

���
��� �n ��� �
� ��	������ �n − g &���
������ ������ ��
 ������
�	� "
��������

��!�
����

'
 �� ������( �� ��	���� )��		� �����	���� ���������� ��������� *+����( ���� ��� ��������

��� )��� �
$
, -��������( ������ ���� ��	 ��
��	� �������������	�
� ����� �	� �		��
����

�������������	�
� Ax = λBx 
�� A,B ∈ Cn×n ��� ��
��*��� �
$
� �������*�� 	�����


#��� ��	�� ker(A) = {0} ��� ��
�� def(A) = 0
 ��� ��
 #�
����������� �
$
$% "�	�� B&

def(B) = n − ��(B)
 .����� ���������*� �������� ����( ���� ������ A *���� ��� ������ B
���� .����	 -�� n − ��(B) ��		����������� �������
 )�� 0 �= v ∈ ker(B) ��� v /∈ ker(A)

#��� ��	� "�� ��� �		��
���� �������������	�
 
�� ��� )��*���	�����"��
����� υ = 1/λ

υ Av︸︷︷︸
�=0

= Bv = 0 ⇒ 0 = υ =
1

λ
⇒ λ = ∞.

#�� �����	����� ���������� ������ ��
���� ��"( ���� def(B) > 0 ��	�
 #������ ������ ���

��� )�����"�		 �� ����������( �� ��
 ��� �������� A ��� B ��
�����
� ����� ��������
 .��

��� -��������� ����������� "�	��� ����/������ ���������� ��� ���
 0 0/01


��������� �	
	
�� '���
 ker(A) ∩ ker(B) �= {0} ������ �
�
� ����!�
����� "
���$

����� ���	 ������
�	 ��������

#����� "�	�� ���� �������� ���������"� -�� )��������������������	�
��


��������� �	
	
�� ���������
��������������� 	���� ��
�� ������
�	�� "
��������(

�� B = I ��� ker(I) = {0}�

������ �����	
���

2
 ��	������ ������ ������ �������� ������+3�� �����"����( ��� ��� .��	 �� -�� ���������4

����	�
�� ��������� ����


��������� �	
	
� �� �������� �
� ����� ��� "
�������� �
��� ����
� A ∈ Cn×n

�
�� �������� ������� ��� �
�

σ(A) = {λ ∈ C | ∃x �= 0 : Ax = λx}

��)�
�	����



���� �����	
��� 



��������� �	
	
� �
��������������� ��� ����������	
�� ����� �����	 A ∈ Cn×n �
�

��� �����
 ��
 �����


������ ��
������


ρ(A) := max
i

|λi(A)| .

��� ���
�� A ∈ Cn×n ���� ��	
�
� ��������	� �������
�� 	����� ��� �������		��� �����
�������
�� ��� ���������� ��� �	�
����
������	�� ��� ���� ��
� ��� �����
����	� �������		���
��!���	����

��������� �	
	
� ������������� �������������� ��� ���������� ���� ni ����� ��
��

����
��� ������������ ��
 ��
������
 λi� �� ���� � � ni = 1 ���� ��� !"
�����
� ��
���

���� �

������ �
��
���� 
�������

��� ������
���	� �������		��� ��� �������
�� λi ��� ��� �������� "�!�	� �����
 ����	#�����

�����$����
��% ��� !� ������ �������
� �������
��

��������� �	
	
 �!��"�������� �������������� ��� �����
� �

mi := dim ker(A− λiI) = n− rg(A− λiI)

����� 
� �����
��� ������������ ��
 ��
������
 λi�

��� ������
���	� �������		��� mi ��� ����� ������
 ���
 �����	 ��
 �����
����	�� �������		���
ni &���� �������
�� λi ∈ σ(A)% �� ���� ��� '�!��	���

1 ≤ mi ≤ ni

����� (������ ������
���	� ��� �����
����	� �������		��� ����
 �������
�� ����
 ���
�� A ∈
Cn×n ���
���% ������ ��� �����$����
�� xi $�� A ���� '���� ��� Cn�

��������� �	
	
# ��������� $����%����� �
� ��� 
� �����
��� ������������ ����
 ���


������
 λi ∈ σ(A) #������ ��
 
���� ��
�����
��� ������������$ 
��� mi < ni "�� λi ����

��
 	������� �
��
���� ��!��������

���� ���
�� ��� ���������� ����� �������� �������
� ��
� ������ !�� �������������! �����)
������� ���
�� �������� '��� "���
���� �������
 �������
�� �*���� ��� +��	������, �����-
$����
�� ��
�	 l = ni −mi .��/�$����
�� xH,l �
�#�!� ��
���% ��� &������ (A− λiI)xH,l = 0
�
������ 01
2� ���� ���
�� ���� &����	 n �����
 ����	#����� �����$����
�� 	����% ����	� ���
��	
���	� �������
�� �����!�� "�� '���/��� ����� ��� ���	�������
�� I� '�� ��
 '�
��	����
$�� �����$����
�� ��	
���	�
 �������
�� ���� ��� ��� 	�
������	�� ���
�!�� $�
	������
3
�	��������#� ��
 �����$����
�� ��������!� ��
����

��������� �	
	&' �(�)�����*+������� , &-�� ��� A ∈ Cn×n "�� v ∈ Cn �
� ���

��������%&" ����� ��


ρA(v) :=
vHAv

vHv

��'������

��� ����#�	���	� 4
������� ��� ��������56��������� �7����
� ���	 ��
 �������
�� ��� ���-
���	�
 �������		���% ���� v ��� �����$����
 x ���% �� �� ������ 8��� ���� ��
 ��
���� 9����-
���	��� !����	�� �������
� ��� �����$����
 ������	��



�� ������	 
� �
�������� �������� �
� �������
�� �	����������� �������������	���

Ergebnis

Problemstellung Ψ̃

λ̃

Ψ

λ

exakt

Numerische Berechnung
exakt

Vorwärtsfehler Δλ

Rückwärtsfehler ΔΨ

����	�
�� 
����  ��������
	���
�� �
�  ���!���" 
�� #$�%�!���&��	���

��������� 	
�
��
 ��� x ∈ Cn ��� �����	�
��� 	�� A ∈ Cn×n 
�� ����������


��������� λ ∈ C� �� ����

λ = ρA(x) :=
xHAx

xHx
.

'�� ������� ��� ��������()
�������� 	!��� ���� �
& �����*��	+���� ,���		���������� -$�
���� ������. ��� ���� �
������� ��� �����	������� ��������(-
�%�����	�� ��&����. ��� �� ������
/��		� �
& 01�2 ,���������

������ �����	
���
����
�


'� ������������ ��� �������,�� �
��������� �������� ��� ����!��	���� 34�
�� ����� �����"
��������	��� �
� �
%�����,� �����*�������. ,���	���� ���� �����*�����,�� ��������� (λ̃,x̃)
�	� #��� ��� #����

� r�

��������� 	
�
�� ����������
 ��� Ψ(λ̃) ������������
 ��� (λ̃,x̃) 
��� ����������

�� ���� r �������
 ������� ��� �� ����

r = Ψ(λ̃)x̃ �= 0.

'��  �%������� ,�� r %��� �	� ������� �
� 5�� #����� ��� �������������
��%���6 ����!��"
	����� 34�
�� ��������� ������� 7������ -��	����8�������� ���� &$� ��� ���	+�� �
���������
 ��&����� ��	&������

��������� 	
�
�� ����������������
 ��� �������� ����� ��� ��� !����� ��� ��"�����

��� ����#��� λ̃ ����� ��
����$��� ��� ������ ��� �����$���$��� %����� λ

ηV = |λ̃− λ|.

'��  ���!���&��	�� ��� ����� ������������ ���� �$��	���. ���� ��� �*�%�� 34�
�� �
&��
��
���	+������� ���� ��+��%�	������ 9���	��
���� ,��	����� '�� #$�%�!���&��	�� �������� ���:�
���� �
����� ���$���. ��	���� �
����������	�� Ψ̃(λ̃) = Ψ(λ̃) + ΔΨ(λ̃) 
���� ��� �����"
�� ��� �*�%��� 34�
�� ,��	����� �
��. 
� λ̃ �
 ����	���� '����� ;
���������� ���� ��
����	�
�� 
�� ,��������
	����� -$� ��� '�8������ ��� #$�%�!���&��	��� ���� 0<
2 ���� ���
/��%���	���� ‖A‖2 =

√
λ���(AHA) ���4����. ��� ���� �	� )
������
���	 �
� ��� �������"

��4=��� ��������� ��� �����*����
%�� AHA ��������� 	!����



���� �����	
��� 
�

��������� �	
	�� �
���������������� ��� �����	�
���
��� ��
 ��� ����������� ���
������
�������� �������
 ����


ηR(λ̃,x̃) := min{ε : Ψ̃(λ̃)x̃ = 0, ‖ΔAi‖2 ≤ ε ‖Ai‖2 , i = 0 . . . �}

��� ����� ��� �� �� ! ��"���
 ������ ����


ηR(λ̃,x̃) =

∥∥∥Ψ(λ̃)x̃
∥∥∥
2∑�

i=0 |λ̃|i ‖Ai‖2 ‖x̃‖2
�����
��
 ������#

������ �����	���

��� ��������� ���� ��� ������������	� ����� ����
���	�� �
������ ��� ��� ��� ����
 ���
��!"�����	 ��� #��������
$��� ��� %����� &�$
����� �� ��� ���'����������
���� 
�����
��
��� ����� ���� ������	� ��
 ��� ($���
%��� ������� ����
���	�
 #���
��	���� )� *�	���
�����
 #
���� ���� ��� #��������
$��� ��� �������
�� ��� ��� ����
���	�� #���
��	���
���� ��� ���	���� ��
 �������
���
��	����� ��� �
����� ��� ��	���	� %����������
� ����
����� ������������	� �
��� ���� +�
 ������������	��� ��	 ��� ���� ��
� ,�� ����
 ���������
���!
��	���

��������� �	
	�� ����������������� $�� ��� ������
��� ������
�� ��������
 λ �= 0
����� %�
��&�������� Ψ ��
 ��� '����
����"�
� ��� (����
�)�
	
 )�� Ψ(λ) ��������� ���
(
*������ ΔΨ,Δλ,Δx �������
#

κΨ(λ) := lim
ε→0

sup {|Δλ|
ε|λ| : (Ψ(λ+Δλ) + ΔΨ(λ+Δλ))(x+Δx) = 0,

‖ΔAi‖2 ≤ ε ‖Ai‖2 , i = 0 . . . �}. -��./

0�� �� 12.3 ������� ��
�� %��� κΨ(λ) ���

κΨ(λ) =
‖y‖ ‖x‖ ∑�

i=0 |λ|i‖Ai‖2
|yHΨ′(λ)x| |λ| -���/

��
��	��� ��
���� ����� ���� x,y 
��	��
 ��� ���%�
 �����,�%��
 ��������	 ��� �������
�� λ
��� Ψ′ ��� #�������� ��� ���
�4!��5���� Ψ(λ) ��������	 λ� 6�
�7
��8 ��� *��%�7
����	8
��
 %$���� ������� ��
 ������������	� �� 9����	��� ������� ��
���� ��
 6�
�7
����	��
 ���
	$�	����� �� �
�� ��� ��� ������������	� �����!�����
� ��� ��� *��%�7
����	��
 

6�
�7
����	��
 ≤ ������������	� × *��%�7
����	��
. -��
/

6�
�7
��8 ��� *��%�7
����	��
 ���� 7:��,����� ���� ��� ������������	� κΨ(λ) = 1 ����

�	
	�	
	 ��������������� �! "�� #$#�

;�
 6�
�����
��� ��
 ��������� !��5�������
 �������
�!
������ ��� �� 1�23 ����
����� ����
�!������ &%����
��� ��
 ���'����������
���� ��� ����
�
����� ��� &!�%�
���
�����
������
�������	
�� #�� &%����
�������
�4 ��
��� �����������
���� ���



�� ������	 
� �
�������� �������� �
� �������
�� �	����������� �������������	���

��������� �	
	�� 
�������������������

Dn := {D : D ∈ C
n×n ��� �������	 
�� det(D) �= 0}

�
��	������ �� ���� ���� ��
���������	� ����� �
		�	������ ���� 	��

��������� �	
	�� 
���������� ��� ��������������������� �	� �
�	������ ���
��������	���
� Ψ(λ) ���� ��� ��������	���
 D1Ψ(λ)D2 
�� D1,D2 ∈ Dn ����������
�����

!�� ���������� ���� ��"������ ���#�	��� ��� $��	���
��� %��� (λ,x) ��������� ��� �����&��'
	(���� Ψ(λ) ���� ���� ��� (λ,D−1

2 x) ��������� ��� ���	������ �����&��	(���� D1Ψ(λ)D2�

���� �	
	�� 
 !������ ������������ ��� λ ��� ��������� ���	����� !�� "�		 !��#
���������� $�������� ��� ��������	���
� Ψ(λ)� Ψ(λ) ���%� ���&�	��� ��� $��������� λ
����
�	 �
�	���� ���� ��� '������������	 κΨ(λ) ����� ��� �
�	������ 
���
�	 ����

κΨ(λ) = inf
D1,D2∈Dn

κD1ΨD2(λ).

��� �
) ����� ��
���������� *����� ����������� *	�������
� �
� �������
�� "�� D1,D2 ���
�� +
�, ���������� !���� ������ �	� ����� �� "�� D1,D2 -������������� ��������� �� �����
��� ��� �
	���	������� �� ��� .	������������������ 	����	��� ���� ���"��������
�� 
�� �����
�
� ��	����� /
��
���)��	�� "��
�������� *	� ��������� ������� ���� �� +��, �������� ����
��� $��	���
�� "�� �������������	���� ��� ��������� �
�� ���� �	��� ���� ����� ���� �����
��� ��	���" �
� ��������������� �������������	�� "��	�����

���� ��0����� �
� 1��������
�� ��� ��������� "�� 2����������
���� ��	(�����	�� �����'
��������	��� ���� $��� 
�3�� ��� ��� $������	�����)�������� ���� +
�,� !���� ���� ��� .�40�
ρ(Ψ,αS) �
� *���� ��
�� ��� ��������� "�� ��	(�����	�� �������������	�� Ψ(λ) 
�� �
��'
�4����� 2����������
�� L(λ) "��������� 5� /����� ������ *����� ���� 6����� �
� ��� ��������
�
� +
�, ���4�����

���� �	
	�" 
�!�����������#���������� ��� Ψ(λ) ��� ��������	���
 !�
 (��� �
��� ���

ρ(Ψ,αS) :=
max0≤i≤� α

i
S ‖Ai‖2

min(‖A0‖2 , α�
S ‖A�‖2)

≥ 1

�&� αS > 0 ��)������ *��� ���� ρ(Ψ,αS) 
���
�	 �&� αopt = (‖A0‖2 / ‖A�‖2)
1
� �����

������� ��� �
 ��������� ���� ��� $������	�����)�������� λopt = αoptλ ����� ��������� ����
/#��� ���)��	�� ��� �������	�� 7�7�  ������ $�� �����8
��� �
� ��� �������������� .�40��
��� �
���4����� 2����������
�� L(λ) �
� $��� 
�3�� +
�,�

�	
	�	�	 $����������������� %�� �������������&���!��'�����

-
� $��	���
�� "�� $��������������������	���� ������ ���� *	�������
� 
�3� !���� ��� ��
���������� ������	 ����� $������	����
� ρ(A) ���� !�9������ 
�3�3: �
 ���������� *		�������
������ ��� � ���
�������� �������
�� "�� ρ(A) )#� ���������� *�����
���� �
�� �� ����
��� �� )�	������ *�������� "�������		�� �����������	� ���� *	�������
� 
�; �
� �������
������ �����
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� ��� 
������ �������������
�� ��

��������	
� �
� ���
������ ��� ������������ ��� ���������  �� ��������������������!
�
����
�������� "����# A ��� ���������������������
���
�
������ ���
����� "����# Aσ ����� ���
������ σ̂ ��� ������������ σS

�� σ̂ ← ρ(A)
�� σ̌ ← σ̂ − ρ(σ̂I−A)
�� �� σ̌ < 0 ����

�� σS ← 1.2σ̌
�� ����

�� σS ← 0
�� ��� ��

	� Aσ = σ̂−1(A− σSI)

���� ����� 	
� ��� 
������ �������������
��

$�� �� ��� ���
������ ��%���� ���& ������ ���������� �
� '�

���

� ��� ����������	��	���


��
�
��	 pΨ ��	��	���� ������� (����� �#������� ����� ���
)������ *����
 	
� ��� '�

���

��!
����������& ���� ���� +�
)������� deg pΨ > 4 ����& �� ���� ������

 ��� ������� � ���	�����
��� %�,� ��� ��������-.�������� �� *���� ������� ��
��� �
���� *��
�� �� ��� +�
)���!
���/%������ 	
���� ����� 0���1���� %� ���2�� 3����������� ��
����� �� ��� '�

���

�� ��&
�� ���� ��� ������������������� 
��� ��� ����� ��� ����������	��	���
 ��
�
��	 ��� 	
�
+�
)�������� ≤ 4 
�������� �� ���1���� ��%���� ������ ����� 4������ ���� ��� 5�!
�������� ��� ���������� �
� '�

���

�� ����� ����������	��	���
 ��
�
��	 �� �������������
*�������

����� �������� ��
	����� �����

6��� ���� �

� ���	����� %�� ������������������� ������� & ���� �� ���� 7��
����� � 0����!
������� �� ��� 8.������ ��1�9� 4�� ������
�� �� :�;< 	�
����& ������ ���	�����& ��� �� �����
	����� 5�%��
 �� 3
������������������� =*�>+�& ���
� ?������ ����� ���������� ��� ������@
�

� ���������� ����� "����# ��������� ������ ��� ���
��� ������ �� ��� ��� ��� 	��
���
����&
������� ��������
 �������� 4�� ����������	���� ���
���� ������� ��� O (n2) 	
�  �

�����%��
"����%�� ��� ��� O (n) 	
� ������������%�� "����%��� 4�� %��������� A�������	���� 
����
�� ��� 3��2���������  �� O (n3)� 4����� ����
�����& ���� ����� ���	����� ������������ 	
�
�
���� ��� ����
��� �������������
����� �������� ����& ��� ����� ��� 5�	���� ���  ��	
������
A�������
���� ���������� �
�����

4�� 5�	��� ������ 5��������� ���������� ���� �� :;�<� ���1�%���� ��� ������	
������ .�	����!
������ ���� ����	�

� �� :;�< �����
���� 6��1���� ������ ������ ������� � ���	����� ����������&
��� ��%� �������� ����& ���%�
�� ���������� %� ���������� 4����� 	�
��� ��� �������
 �������

��
& ��� ����%����

 ��%� �������� ����& �

� ���������� ����� 
������� �������������
��� %�
����������

��
�� 
���� ������ ������������ ���������� ������������� �� !����������"��#���$
��%��$ &���'��� �$� �� (��)
��*�� &�+���������� ����� �� �������� ,�-.� ��� ��������� �� ���  �� +����� � ������ �� /������������

��0����� "�+����� 1�� ����� ���� �������� ,�-.� ���� �2��� ���� �� ������� 3����� "������ ��� ������ ,�-.�
"�+�������$
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������ ����	�
�� �
��� ��� �
������ �
�������� ���

��	��	���
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��� ���		����� ����������  �������� �
� �������
�� ��� �����	��� ����������� ��� ��� �� !	"
�������
� 
�# �������� �����������	� ��� ��� ������ $���� ����� �������� !�������
%���������� ��� �����������	� ����� ��� ���������&'��� ��������� 
�� �
���&����� �������
�������%��� 
�� ��� ����� ��� �&�	�����  �������� �
� �������
�� ��� 
����
��
�	��� ρ(A)
���� ��(������ 
�)�)�� ��� *������%��� v0 ���� ��� �
�+		���� �����+��� ��������

��������	
� �
� ,������������ ���� ��� ����� �	� ������������ �����-��%����
	���	�%�"
���� ��� ����� *������%����
�������� *������%��� v0. �����- A. /�	����������		� ε. ��-���	� !����	 �� 0����������

i���
�
������ ��������� (λ,x)
�� ������ ��� z = v0 ��� *������%���
�� ��� i = 1,2, . . . ,i��� ��
�� v ← z/‖z‖
�� z ← Av
�� θ ← vHz
�� �� ‖z− θv‖ ≤ ε|θ| ����
�� *�����
	� ��� ��


� ��� ���

��� *���� λ ← θ 
�� x ← v

��� ������������� ��� �����������	� �� 1����	��%2

� �
� ��� ���������&'�� ��������� λ1 ���� ����������

� ���������&'��� ��������� λ1 �
�� �������� �	����������  ��	�������� �����. ���� |λ2

λ1
| <

1. ���� λ2 ��� �������&'�� ��������� ����

� ��� *������%��� v0 ���� ����� ���������	 �
� �������%��� x1 ��� ���������&'��� ��"
�������� ���� xH

1 v0 �= 0�

34� 3+		� ��� %��5
�����"%���	�-�� ���������&'��� ����������� ��� �
� ��� �
��4��	���� ���"
%
����� ��� �����������	� �� 67�8 ���������� ��� ���������������	��� ��� �����������	�

	+��� ���� �
��� ���  ������
�� ��� ��	
����	
�
9������� ,�	:����� �����	�
������ ��"
���	� ���� �� 6#
8 ����� �
��4��	��� �� 6;<. ������	 =�#8 ���������� >
� �������
�� ��� �����"
����� ��� ��� ��������+'�� %	������� ��������� ��� �����- A ������ ���� ��� �����������	�

�
� !	�������
� 
�#. ���� �
� 0�������� �� *��		� ��� �����- A ���� 0������ A−1 ������"
��� ����. �� ��� ���������� ��� 0������� A−1 �	���� ��� �������� ���������� ��� A �����
>
� �������
�� ����� ���������� ���� σS ������ ���� ��� ����������� ����
�� �����������	�

���� ����������� ����
�� ���
����� �
� !	�������
� 
�<� ��� �
��
��� 	������� 0��� ��� ���
!�����
�� ��� �����������	� �
� ��� 0������ ��� ������������ �����- (A− σSI)

−1. �����
σS ���  ��������
�� ���� ��� 0������ �
�� ����� �-�	���� ���	�����. �� %��� �
�� �� 5���� 0��"
�������������� ��� �������������� 	������� ?	����
����:���� ��	&�� ������� ��� *������%���
v0 ���� ��� �
�+		���� �����+��� ��������

���
����� ��������� ������������ �
��� 
�� ������������  ������������  �����������! ��" �# $�%�������

�� &�������! �'
��('����'�) ��	��*�	
�)+ '��������' ,
���#
��(�'-



���� ����� 	
� ��� 
������ �������������
�� ��

��������	
� �
� ������� ������������� ���� �������� ���  ��������!�� σS" �� �����
#$�� ��� ��������� ��������� �����
�������� %������&��� v0" '����( A"  ��������!�� σS" )�
����������

� ε" ��(���
� *����


�� ����������� i���
�
������ ��������� (λ,x)
�� %����� ��� z = v0 ��� %������&���
�� ��� i = 1,2, . . . ,i��� ��
�� v ← z/‖z‖
�� z ← (A− σSI)

−1v
�� θ ← vHz
�� �� ‖z− θv‖ ≤ ε|θ| ����
�� %�����
	� ��� ��


� ��� ���

��� %���� λ ← σS + 1/θ !�� x ← v/θ

+�� ���������	��� ��� �������� ��	��
��	��
� ���  ��������!�� �� ,����
��&-

� #!� ��� ��������� λi ���� ���������" ��� ��������$.�� �� �$������ �!�  ��������!��
σS 
�����

� +��  ��
	������� ��� ��������� λi �!�� ���	��� ����" ���� maxm �=i| λi−σS

λm−σS
| < 1�

� +�� %������&��� v0 ���	 ����� ���������
 �!� ���!����� �������&��� xi ���� xH
i v0 �= 0�

� /��� ����� ��� 
������� 0
����!����1����� &��� 2��������� ������� ������" ���� A
	�&��������� ���
���� 3��/� �
� �456��
��!��7�

� +� ��� 
������ 0
����!����1���� ����!
$��� ����" 8� �$��� ���� ���  ��������!�� σS

�� ����� ��������� θ ���$����" ���� ��� 9�������� ��� 
������� 0
����!����1�����
�!&������� ���
������ !�� ��� �!�������� *!	���� �!� ���!�� �!&������� ���.���

���� �������  ��������!�� ��� �������� ��	��
��	��
� ���  ��������!�� &��� ��� :�
	� ���
������������	���	����	���	��� ���� *
�������!� ��� �������� ������ ;�<=� +���� ���� ��� ��>
����
�  ��������!�� σS,0 �� ��� 	�
������ ����������� 8����
� �!��� ��� 	�
�����5?!��������
���� +�@������ �����A �������" ��� ��� ��� ����� ����� *����(������� ��� ���������� ������

��
+� ���  ��������!�� ����� 	��� ���" ��

�� ���� ���
������� �456��
��!�� �!� ���!�� ��� �!	>
��������� 0
����!����1����� �� 8���� ��������� �&�!�
������ ������� ����� ��� 6��
���� σS

���" ��� ��� ��&���� ���" ���� �� ����� �� ���!����� ��������� λ 
����" ������ �� ���� ��"
�!�$���� ������ ����������� ��� �������� �	���	��� �!����!	
���� !�� ���� �!	 ��� ���������

���	���	����	���	��� 32?�7 !��!����
���� *��
�� ���! ��� �� ����	�

� ���
���" ��� ������
%���� ��� �!	��������� 
������� 0
����!����1����� 	
� ������ ������������	���	����	���	�����

&������� �! ��
���" ���� ��� %������&��� ���	
���� ���" ��� ���� �!�� *����(������� ��� �!
������������ �������&���� ������

�" ��� �� *
�������!� ��B ������� ����

+�� ���������	��� ��� ������������	���	����	���	��� 32?�7 �� ,����
��&-

� #!� ��� ��������� λi ���� ���������" ��� ��������$.�� �� �$������ �!�  ��������!��
σS,0 
�����

� 9����������" ���� ��� ��������� ���	����  ��
	������� ��� maxm �=i| λi−σS,0

λm−σS,0
| < 1 !��

��� %������&��� ����� ���������
 �!� ���!����� �������&��� ��� xH
i v0 �= 0�
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�� �	����������� �������������	���

��������	
� �
� ����������
������������������ ����  �!"

�������� #����$�%��� v0& �����' A& (��������
�� σS& ��'���	� )����	 �� ����������� i���
�
������ ��������� (λ,x)
�� #����� ��� ��� #����$�%��� v0 
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 ��� ������������ ��
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��������� ����� ���������� �����!�"���#$ ��� Vm ∈ Cn×m ��� 1 < m � n
����	
	����
���� ��� m�����
��	
���
 �
�������� �	
 Cn×n �
� ��� m ������
 �	


V ��
� v1, . . . ,vm� Ψ ��� ��
 �������	��
	� �	� ���� �� ��� ���� (θ,u) ��� θ ∈ C�

0 �= u ∈ im(V) ����� ���������� ��

 �� ��� ����
������ ���
!�
!

Ψ(θ)u ⊥ im(Vm)

��"#���� �����  ���
!�
! "#��� ��" ��� ����$����� m×m�%�!�
������	
���

VH
mΨ(θ)Vms = 0 ��� u = Vms.

��� m %�!�
����� θ
(m)
i �����
 �����&���� �
� ��� m %�!�
��'�	��
 ui = Vms

(m)
i

�����
 �����(�'�	��
 !�
�
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�������� �����	
����
�� ������ ������������ ��

�
���� ���� 
!	��"#�"���� �"$ %	���&	�����'
��(�" ������)*"����	�& $�� +�&�"
��" m ,�� %	���� A ���$ $���� $�� -������" q,Aq,A2q, . . . ,Am−1q
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 8��#��
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�����'
��
��		�$ �
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 +�
����� r = Ψ(θ

(m)
i )u

(m)
i ��������
	 ,�� -�	�������� ��
 %����	���� (�'

����
��
 Vm �
�� ��� �����&

�� 
��		�� .����"��
������ ��� /�����
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� ��� 0��	 �
� �
$
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 ��
��
���������������	�� Ax = λx 
�� ��� �������1��� u
(m)
i ���� .����"��
����

��
 /������1���
 x ,�� /�������� λ� ��� !��� ��� ����	�
�� 7��8 ��	����$ 	9

� 
��� ���

��������
	�� :����1�����1��� t ���������$ 
� �


 ���
�������� x = u
(m)
i + t

(A− λI)(u
(m)
i + t) = 0 ;���<

��	�� �
 t ⊥ u
(m)
i ��	��� 
�		$ 1
�� �

 &���	�� 
�� ��� ,� u

(m)
i ��������
	�� (�����
��

��
���9�1� ������� ��� +�
���1���� ��� A 
�� ���
�� (�����
�� �
� �����

(I− u
(m)
i u

(m)H
i )A(I− u

(m)
i u

(m)H
i )

������� ��� ��� :����1�����1��� t ����		� ��� �	������� 7��8

(I− u
(m)
i u

(m)H
i )(A− λI)(I− u

(m)
i u

(m)H
i )t = −(A− θ

(m)
i I)u

(m)
i .

!� ��� &�
"�
 �
� λ ,��9��
� ����� �"
1� ��1
���$ 
� �


 λ �
��	�����������
� ����� ���
�������
�� .����"��
����$ �9�	��� ��� �����=��� θ

(m)
i $ ��
��,� ����� ���
 ����� 
�� ��� :��'

��1����	������� ��
 ����	��
����
�������
����
 ��� ����� :����1�����1��� t
(m)
i ⊥ u

(m)
i >

(I− u
(m)
i u

(m)H
i )(A− θ

(m)
i I)(I− u

(m)
i u

(m)H
i )t

(m)
i = −r

(m)
i = −(A− θ

(m)
i I)u

(m)
i . ;�� <
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 ��@ �
� ��� ����,����		� .�	
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 ����	��
����
�������
����
 ��� A
'
���"��	#���� 
��������� �

 ��
��
���������������	�� �
� ���
�������� -����1��� ��*��
����
	���� !� %���� !���
���� ���� ��� ����
 �����&

� (θ,u) ��
����� ;0��	� �<� ��� !���
����
���� 
����������$ ���� ��� ��1������� ��
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�����
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�
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����	�� ���%�,���� ���� ;0��	� D<�
�
��
���� ��
 ����	��
����
�������
����
$ ��� ���� ���1	�������� ��
 (�����
��
 Vm

���5�	�����$ ������ �� ��� ��	������ .�
�������� ��
1�������

������ ����	
��
��	�� ��� ��� �����
�����	���


��� ���� ����
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		������ ��� A
���"��	#���� Ψ ��,���� ������ 7 D$   8� =�� ���� ��
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�� ������	 
� �
�������� �������� �
� �������
�� �	����������� �������������	���

��������	
� �
� ������ ��� �����������	
������ ������ ���� !"�# �$%

�������� �����&��	'��� Ψ(λ)# (��	���� τ # �����)�*��� v0# +�	����� ε���
�
������ ��������� (λ,x)
�� t ← v0

�� θ ← τ
�� ����� , ��

�� ��������� 
�� ����������	������ Vm 
� t
�� -��.������ Ψ �
 ��� �*�
�		�� /������
� Vm0 M ← VH

mΨ(θ)Vm

�� �&�������� ��
��-��� (θ,u) ��� θ �� �1������ �
 τ �
� ���.�������� �'���� M
�� �������� 2����

� r ← Ψ(θ)u
	� �� ‖r‖ < ε��� ����

� λ ← θ# x ← u

��� ������
��� ��� ��

��� 34�� �����*�
��	����
�� ���� t
��� ��� �����

��
��-��� (θ,u) ��� ��� �����*�
� (Δθ,t) �
� ��������� (λ = θ +Δθ# x = u + t) ���1���
������# �� ����

Ψ(θ +Δθ)(u+ t) = Ψ(λ)x = 0 5
��6

��	�� 78� ��� ��������
�� �	� ���
���������� ��� �� �8�����# ���� �
�1���� ���� 7
�*���� )��
λ 
�� x ����� ����� 9�	���
�� �
 ��:������

F (x,λ) :=

[
Ψ(λ)x

wHx− 1

]
∂F (x,λ) :=

[
Ψ(λ) Ψ′(λ)x
wH 0

]
. 5
�;6

<���� ��� ��� 
����� ������� ��� �������
�� ���8�	��� w �����
	���� <�� 9�	���
�� ��� �
���
��� ������������& �������� ��� ������� ��� ���
������ ������  8� ��� ��
��-��� (θ,u)
���� <�:������ 
�=�, ��� ��� �����*�
� (Δθ,t) ��� �
���

∂F (u,θ)

[
t
Δθ

]
= −F (u,θ) ⇔

[
Ψ(θ) Ψ′(θ)u
2uH 0

] [
t
Δθ

]
= −

[
Ψ(θ)u

0

]
= −

[
r
0

]
5
�,$6

�������# ����� ���� �
� �������
�� w = u ������� ����� <�� >�������� ��� ���
���
��� ������ ������ ���� ���� �
 ui+1 = ui + ti 
�� θi+1 = θi + Δθi� (
� ?��	���
�� ���
�����*�
��	����
�� ��� �����������	
������ ������ ���� ��� ����� @	����
�� �
� 5
�,$6
)�� 	��*� ��� uH �
	���	������# �� ����

uHΨ(θ)t+ΔθuHΨ′(θ)u = −uHr = 0, �� u ⊥ r 5
�,,6

��	�� <���� @	����
�� 	1��� ���� ���� Δθ �
A4��� 
�� ��� �������� ���� �� ��� ����� @	����
��
)�� 5
�,$6 ����������� ��  �	��(

I− Ψ′(θ)uuH

uHΨ′(θ)u

)
Ψ(θ)t = −Ψ(θ)u. 5
�,B6

<�� ������ @	����
�� ��� �'����� 5
�,$6  ������ t ⊥ u# ��� �
��� ��� C��������	���.�*����(
I− uuH

uHu

)
t = t 5
�,=6
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 ���
�������	�
��������
����
 �� ��� ����������
� ��� *
���+��	,���� Ψ(λ)(

I− Ψ′(θ)uuH

uHΨ′(θ)u

)
Ψ(θ)

(
I− uuH

uHu

)
t = −Ψ(θ)u = −r. $��%�&

�
 ��� ��� (����!����	������� $��%�& �� ���������	�
��������
���� 
��� ���� �-������
.
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� /0
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�

*�� ��� ���������	�
��������
���� �
�� 7	��������
 ��8 �
� �
 ����� �0�	���2 ���� 
	

��� ���#���
 "�����

� #� ���������� 9� ���
�� :
�����	 #� �������2 ���� �
 ��� ���
�����
��� 	�
�����2 ��� �� 3�	������ 
��
�� ��
 ��
��
���������������	��
 ��
!������ ����� �
#�
���� ��� *
���+ Ad ����
�����2 ��� 
��� #�

Ad := (I−QQH)A(I−QQH) $��%5&

������� �
��� ���� ��� *
���+ Q = [q1, . . . ,ql] ∈ Cn×l 
�
	������
� 
�
 ��� !���������.
��� �������!����� ����	���2 ��	��� l "������!���
����+��
������ ��� A �
�
��		��� �����
7�������� ��� (����!����	������� ��
 ���������	�
��������
����
 
�� Ad2 ���� ��� #�
����������� (����!�����!��� t ��������
	 #� ��� ��
��� ���������� "������!���
����+��
.
������ �� Q ���
	���2 
� �
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 ���������� "������!���
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������ !��� #�����
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�
��	 �
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��#�� ��� $��%5& �� $��)& 	������ ��� ����<#����� (����!����	�������

(I− uuH)(Ad − θI)(I− uuH)t = −r

�#�� ��� ��� ��<������ Q̃ := [Q,u] ������ 
���

(I− Q̃Q̃H)(A− θI)(I− Q̃Q̃H)t = −r.
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 ��� 7�#
�	 ��� ��
	��� m ���
Vm ��� >���� =���
����
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�� ����� ���� ��� "+��
!���� ����
 ����� �����?

�

����� /0
�� ��
 �����������
���
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��� 
����������� 7	
 :��.

�
�� ���� ��� ���!	�������� ��
 9�����
��
 Vm 
�� ���� ����������� �����
��� m��� ��.
#�������� ��� 9�����
�� Vm 	���� !���� 
��#��		� ����!��� #�������2 ��� �-����� ��� =���
.
���� ���
	��� ������ ��
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�������� ��� �������
�� Vm  ���� ���� �������! ���
������ ����������� ��� ���
�����
�����"������ �����	���# �$��� ��� ��
����� ��� ����� �������� ������ ��� ���"������"��	�
%
"��	��������� &���� ��� �� �� ��� ������� '(		�� ������# ��� ��
����� ��� m��� > 1 ��������
�
����
%$����� )	� �
�� *�������� ��� ���� ��� +��	 ��� m��� ����,�������� ����
������		�#
��� �
 ��� m��� ����,+����� ���-���# ��� ��� .��	���� τ �� �(������ 	����� /
01�

������ �����	
�
� 
������ ����
����� 
��	��	��������	�� �������


2
3��� ���������� �� ��� ����	�4�� ����� 	����� ���� ���
��� ����������������# ���� ���
�4�����	 ����# �	�� ������	 ���� ��4���	 ���$�	��� ��� �������# ��� 5��	���	� ���� ��� 6��7
���(����	�� �����7����������� �������� ����� �� )		�������� ����	�4� ���������� 
�� ����
�����"������� ��	��� ����� 8��������	������ ��� ��� ����	�,
����
��,)	�������
� 
�9
���� /
0# :0# ;01 ��� �� �-�	���# l��� (
3��� ���������� ��� *��������������������	��� �

���������� &���� ���� ��� �������������� �
� )	�������
� 
�; $��������� ������# ����7
�	���� ��� )
������	�
�� �����	��� *������� ����	����������� ��%�	��� &�� ���������	� �����7
��
����<������ ���� &�=������ 
�>�? ��	� ��������� 
�� ��� 5����

� r ��		 ��������� ��7
�������	 �
� �����4���������� �������
� ����� &�� �4�������� ��� <����	���� ����,@����
�
�� ��	���"����(��	��� ��� ����� ������� ��%�	���# ��� %$� �����7����������� ������������7
�	��� �������� ���� &�� ��4���	� &�������� m = m��� ��� �������
�� Vm ���� ��������#

� ����� 
��-��� @��%������ �
 "��	�����# �� %$� ��� ���<������� �������������	�� ��� ��7
������ �������� �
� )�������� 
�A "�������� ������# ����� ��B���������� ����	�4��(�
�B������������ O (m3) ����(��� &��$��� ����
� 	����� ���� ��� )	�������
� 
�9 �� C��������
�
 )	�������
� 
�; ������� ���������� ����������

&�� �������
� Vm �� )	�������
� 
�9 ���� �
� C�$���� ��� �
��������� *����	��(� ������7
��� ����������	 ���������� )����		� ��� �������
�� ��� �����"������� ��� ���<�������� �����7
��������	��� ���� ���� D5,.��	��
�� ���� &�=������ 
�A�A �
�����%$���# �� ���� AQm =
QmRm ��� A ∈ Cn×n# ����������	�� Q ∈ Cn×m 
�� ��� ������ &������������4 Rm ∈
Cm×m� )
%��
�� ��� �
����(���� �
%����� ����	����� D5,.��	��
�� ��� ���<�������� �����7
��������	��� ���� )	�������
� 
�9 �� '�	������ �
�� ��� E&D5 ����������� )	�������
� 
�9
	��%��� l��� ���������� ���� ��� .��	���� τ �� ��� ����	�4�� ������ &� �� ����� ���(�����
8���
�� �� ��� ����	�4�� ����� ����# ��%�	�� ��� *������
�� ���� ��� ������� ���������7
������� ���� ��� *����"����� v0# ��� F�	����������		� ε 
�� ��� )����	 ���
����� ����������
l���� &�� &�������� ��� ���������	�� �������
�� ���� �������� m��� 
�� m��� ����	����
���� ��%�	�������� F��������
�� 	��%��� )	�������
� 
�9 l��� ���������� �� ��� �(�� "�� τ 
��
��� �
 A ���-���� ������		� �����,'��� AQ = QR ��� ���������	�� Q ∈ Cn×l��� 
�� ���
������ &������������4 R ∈ Cl���×l��� # ��� �
% ����� &������	�� ��� ���������� ����(	�� &��
�����"������� �-���� ������ �
� ��� ������		�� �����,.��	��
�� �������� ������� .
�
&���
����� ��� )��������� "�� )	�������
� 
�9  E&D5! ��� 5�%������� �
% ��� <����	����
.��	���
�����G

 ?! 6�����	�����
���

 >! *�%��� m > 0 ���� ��� �������
�"����� t �
� �������
� Vm ���������	�7
������ H������ ���� �
� �������� �
��������� *����	��(� �
�� )	�������
� )�?
"�������� �������

 �!, ?�! �������
�� ��� 	������ .��	� 
�� *��	�� ��� "�		���������# ����������������	��
�����4 M = VH

mAVm = VH
mV

A
m� Vm ������� �
� ��� *��	��� vi# �� ����
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���� �
�� !"#$ %&' (�� )��������� l��� *�+����
,��������� ��
 ��
��
���������������	��
 -��./0

�������� 1
���2 A$ ��
����3��� v0$ 4�	��
�( ε$ 5��	���� τ $ 6�(
�	 ��
������ ,�����

��
l���

�
������ 7
����		� �����85��	����� Q$R
�� t ← v0$ l ← 0$ m ← 0$ Q ← []$ R ← []
�� ����� l < l��� �� 9 ��
����� 6�(
�	 
� ,�����

��� ���� ����� ��������
�� ��� i = 1, . . . ,m ��

�� t− vH
i tvi

�� ��� ���

�� m ← m+ 1$ vm ← t/‖t‖$ vA
m ← Avm

�� ��� i = 1, . . . ,m− 1 ��

	� Mi,m ← vH
i v

A
m$ Mm,i ← vH

mv
A
i


� ��� ���

��� Mm,m ← vH
mv

A
m

��� )������� ��
���5��	����� M = STSH

�������� �
��� ��(��	��� τ $ 
� �


 |Ti,i − τ | ≤ |Ti+1,i+1 − τ |
��� u ← Vs$ uA ← AVs1$ θ ← T1,1$ r ← uA − θu$ ã ← QHr$ r̃ ← r−Qã
��� ����� ‖r̃‖ ≤ ε �� 9 :��������(;

��� R ←
[
R ã
0 θ

]
, Q ← [Q,u], l ← l + 1

��� �� l = l��� ����

��� ������
��� ��� ��

�	� m ← m− 1
�
� ��� i = 1, . . . ,m ��

��� vi ← Vsi+1$ v
A
i ← AVsi+1$ si ← ei

��� ��� ���

��� ���(� M 
�� ������� ������� m×m )	��3 ��� T ���
��� u ← v1$ θ ← M1,1$ r ← vA

1 − θu$ ã ← QHr$ r̃ ← r−Qã
��� ��� �����

��� �� m ≥ m��� ����

��� ��� i = 2, . . . ,m��� ��

��� vi ← Vsi$ v
A
i ← AVsi

�	� ��� ���

�
� ���(� M 
�� ������ m��� ×m��� )	��3 ��� T
��� v1 ← u$ vA

1 ← uA$ m ← m���

��� ��� ��

��� Q̃ ← [Q,u]

��� )������� <*������
	=
��� ��� t ⊥ Q̃ 
�

(I− Q̃Q̃H)(A− θI)(I− Q̃Q̃H)t = −r

��� ��� �����



�� ������	 
� �
�������� �������� �
� �������
�� �	����������� �������������	���

Vm = [v1, . . . ,vm] ��	�� ���	�� ���
 ������� VA
m �
� ��� ���	��� vA

i � �� ����
VA

m = [vA
1 , . . . ,v

A
m] ��	��

 !!" #�� �����$%��	��
�� ���� ���� 
���! ��� &�		��������� �����' M ∈ Cm×m ���
�� �
����
()����� ���� �� *���� +���������������� ���� �������
�� ���,��	������
����� ��� ��	���� ��� ������� R1,1 �� �,������ �� %��	���� τ 	����� -��� m ≥
m���� ����� ���� .��
/���� ��� 0������
�� �� 
�� ��� m��� ��� %��	���� τ
�� �,������ 	�������� ���	$-���� �)���� �� ��� ������ m��� 1��������� ���
#������	�� &�� R �������� ������� S ∈ Cm×m ������� �
� ��� ���	��� si�

 !2" ��� ��� �����/������
� ���� �����������		�� ���� ��� ���������� ���	$3�/���
�/�������� ����� ���� ��� ���� ��� .����

�� 
������	� ��� 4�	����������		�
ε 	�����

 !5" ������� ��� /��&��������� ���	$1��� �	� 67�
�� �/�������� ���� ���� ��� �
���
���� ��� �,������ ���	$1��� ������� #��
 ���� ��� 0������
� ������������
�/�
�	�������

 �8" -��� ��� #�������� ��� 0������
�� m��� ��������� ���� ������ ������ �
( ���
#�������� m��� ���
������ #��
 ������ ��� m��� ���	$3�/����� &���������
����� ���	$-��� ��� %��	���� τ �� �,������ 	������

 22" #�� ������� /��&��������� ���	$3�/����� ������ �� Q �
��������(���� 
�� Q̃
��� Q ��������� 
� ��� �/�
�		� �����'������� u� #��� /��� ��� �����/�
��	��9
��
�� ��	7�� ������� ����� �������� t ⊥ Q̃ ����

#��� ���������� &�� �	�������
� 
�5 ����� ��(
���� ������� /��� ����������� &��/������
���� Vm ���������	 �
 ����� ���
����� �����&�/��� ���� �
(��
�� ��� �,����� ��� +��������
�
(��������� .
��
���(��	�� 
�� �����&�/����� ��� �
(,		�� &�����	��� �����,���� ��� ���� ��
��� 1��'�� *����� ���� 
�����������	����

������ �����	
�
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#�� ���	$-���� �� �	�������
� 
�5  :#;." /��&�������� �<������������ ����� ,
=��� ��9
��������� ���������� �� +����� ��� ���/��
�� 	����� ���� ���� ��� �	�������
� 
�5 >�����
���� ��� ���&���������������(��� ���� �(� ����� �
(���������		���� ��� �
���� ������ ���� ���
��� ��������	�
� ���	$-����� �� ?�@� �5A� ��	��� ��� ��&����� ���	$-���� &�� A−1 �����
B����
 ������ ���� &����������� ���������	� 0�����,
�� &��������C #�� �
����
� Vm 
��
��� 4�����
� Wm = AVm�

��������� �	
	� �
���������� ������������ ������� ��� ���� �	
��� A ∈ Cn×n


��� Vm ∈ Cn×m ��
 1 < m � n ��
������	��	��� ��� m����������	��� ��
���	���

��� Cn×n ��� ��� m ��	�
�� ��� Vm ���� v1, . . . ,vm
 ��� ���
 θ̃m ∈ C ��
 ��� ������

���	�
� ���	����
 ��� A ��������� ��� ��
���	��� Wm := AVm !���

Aũm − θ̃mũm ⊥ AVm "�� ũm ∈ Vm, ũm �= 0  
�!D"

��"���
 ��



#�� m ���	��� &�� Wm ���� w1, . . . ,wm 
�� M̃m := (WH
mVm)

−1WH
mAVm� �� ����  
�!D"

,E
�&�	��� �
 ��� ���
������� m×m9�������������	��

M̃ms = θ̃ms ()� s ∈ C
m, s �= 0, ũm = Vms
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 ��� (����
� ��� A ����� ���)���� ����
��� 
��� *��� 	���
��
 �	�������

+
��� ��	)
� ������ ��

� (� ��� ,�
#�
 ��

 �

 ����!
-����� 
		�������  ������������	�� ��� %���

WH
mAVms− θWH

mVms = 0 .��/�0

��	)
� ������' �1����� ��� ���������� ��� ��
��
��������$���� �
�� ��2������ ����/ ��
3	��������
 ��4 ��� 
�� ��� �����������
���
	�
 ��
��
���������������	�� �������

(� 3	��������
 ��/5 
��� ��� ���
����������  ������������ ��� 3	��������
 ��4 ����
	���'
��� -�� 6��������� �
�����
���� �����$���� ��������� 
��� 7�8' 98' :8;� ��� ��
��
���
�����$���� *����������� �+��
�������
� ����� 1�<���  ��������� ��� A� 3�
	�� �
-� *��!
��������� ��� ������� �
�����
���� �����$���� ��� ���
�������� "
���# A− τI �+��
����!
���
� �����  ��������� λ �= τ �� ��� =1�� ��� ���
�������� τ � ��� �����
�� Vm �
� ���
���
������� ��� �����
������� "
���-�� ������
��' �

 -�� 6��������� ��� �
�����
����
�����$���� �����-� ������ *
��� 3�
 ������� ��� ������
���� ��
��	��1� 
��� Vm ���Wm

���������
	 ��� �
 ��	� (A− τI)Vm = WmM
A
m ��� ��� ������ ������*
�
���# MA

m� ��� 6�!
�������� ���  ��������� ��� .��/�0 ����	�� ���� ���� �
����		� ���
		���������� ����	�%���'

�
	�� ��� >?�����
���� 
�
 3�
������ ��@���/� �
��� ���� 3	��������
 ��/5 �� %�	������

��� ��� ��>? �������-�����

?�� ��
*�

��� ��� 3�
������� ��� 3	��������
 ��/5 .��>?0 ��� A������-�� 
�� ��� B����	����
?��	���������C

./0 (����
	�
�������

.�0 ��� D����*�����*��� t ���� �����	
 3	��������
 3�/ -�� �����
�� Vm ��
��!
���� 
�
 ��� ��*����� vi ��������
	�
����� V

A := AV − τV ��� vA
m �
� ���

��*��� �� ��� VA ��������� �����

.�0 ���  ����������
��*��� ��� W ��������� 
��� 
�
 ��� E�������
	�
������ ���!
��	
 3	��������
 3�/ ��� vA

m ��-��	��� ��� ����������� ����	���*����� qi'
��� �� ��� "
���# Q -�

�������


� 
����

./50�./90 3*��
	�
������ ��� ���B�-������ m×m!"
���-��M = WHV ���MA = WHVA�

./:0 6��������� ��� >?�?��	����� .�-�� ��� ���
		����������� ����	�%��� �
��
�
�- ��@�/0 ��
 "
���#��
���	
 (MA,M)C MASR = SLTA 
���� MSR = SLT'
����� SR ��� SL ����1� ��� TA ��� T ����� ������*
�
���-�� 
���� ��� >?�
?��	����� �
� 
� �����-�������' �


 �� B���� (���
����

������ ���� ����������
���1��	��
��� ����' ��� ��	���� ���  ����
� |TA

1,1/T1,1| �����
	 ����� $���
m ≥ m��� ��	�' 
���� ���� A���*���� ��
 F�����
��
 
� ��� ��� m��� *	���
���
�
�����
���� �����$���� ��� |TA

1,1/T1,1|��

�� 
� ��� ��
��� m��� ,�
�������
��� ��
���
	�� ��� TA ��� T 
������� ������� SR ∈ Cm×m ��
���� 
�
 ���
��
	��� sRi ��� SL ���
�������� 
�
 ��� ��
	��� sLi �

./40 3� ���
�� ���		� ���� ��� �
��
����>������� ϑ .
�
�� ��
 �
�����
���� �����
$���
 θ0 
�
 ��� �
�����
���� �������*��� u ���������� ����� �
��� �
� ���
%�������� �
�� r = (A − τI)u − ϑu ⊥ u 
�
�
�� ⊥ W� T1,1 �
� *��B������
*���	�# -� T1,1�



�� ������	 �
 ��
������� �������� ��� ���������� �	����������� �������������	�
�

��������	
� �
�� �����������	
������������ ���� � !" ��� ���������� l��� �������
���������� ��� #��������������������	�
� $%&'()

�������� �����* A+ #����,�-��� v0+ .�	����� ε+ (��	���� τ + /����	 ��������� ����������
l���

�
������ Q+ R
�� t ← v0+ l ← 0+ m ← 0+ Q ← []+ R ← []
�� ����� l < l��� �� 0 �������� /����	 �� ����������� ���� ����� ��������
�� ��� i = 1, . . . ,m ��

�� t ← t− (vH
i t)vi

�� ��� ���

�� m ← m+ 1+ vm ← t/‖t‖+ vA
m ← Avm − τvm+ w ← vA

m

�� ��� i = 1, . . . ,l ��

	� w ← w − (qH
i w)qi


� ��� ���

��� ��� i = 1, . . . ,m− 1 ��

��� MA
i,m ← wHw+ w ← w −MA

i,mwi

��� ��� ���

��� MA
m,m ← ‖w‖+ wm ← w/‖w‖

��� ��� i = 1, . . . ,m− 1 ��

��� Mi,m ← wH
i vm+ Mm,i ← wH

mvi

��� ��� ���

��� Mm,m ← wH
mvm

�	� ���������� ��� ,���		��
�������� ��
���(��	����� ��� 1��
 MASR = SLTA+
MSR = SLT
 #������� ����� �����������+ �� ���� |TA

i,i/Ti,i| ≤ |TA
i+1,i+1/Ti+1,i+1|

�
� u ← VsR1 + u
A ← VAsR1 + ϑ ← T1,1T

A
1,1+ r ← uA − ϑu+ ã ← QHr+ r̃ ← r−Qã

��� ����� ‖r̃‖ ≤ ε �� 0 ���,������2

��� R ←
[
R ã
0 ϑ+ τ

]
, Q ← [Q,u], l ← l + 1

��� �� l = l��� ����

��� #�����
��� ��� ��

��� m ← m− 1
��� ��� i = 1, . . . ,m ��

��� vi ← VsRi+1+ v
A
i ← VAsRi+1+ wi ← WsLi+1+ s

R
i ← sLi ← ei

�	� ��� ���

�
� #���� M ���
 MA ��� ������� m×m �	��- ,�� T ���
 TA

��� u ← v1+ u
A ← vA

1 + ϑ ← M1,1M
A
1,1+ r ← uA − ϑu+ ã ← QHr+ r̃ ← r−Qã

��� ��� �����

��� �� m ≥ m��� ����

��� ��� i = 2, . . . ,m��� ��

��� vi ← VsRi + v
A
i ← VAsRi + wi ← WsLi

��� ��� ���

��� #���� M ← T(1 : m���,1 : m���) ��� MA ← TA(1 : m���,1 : m���)
��� v1 ← u+ vA

1 ← uA+ w1 ← WsL1 + m ← m���

�	� ��� ��

�
� θ ← ϑ+ τ + Q̃ ← [Q,u]

��� �������� �3�������	4���� �5� t ⊥ Q̃ ��� (I− Q̃Q̃H)(A− θI)(I− Q̃Q̃H)t = −r
��� ��� �����
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��� ��
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��
 m��� ��������' ���� ���
�� ������ 
�� ���
�����
��� m��� ����(�����

!�0$ ��� ������
 &������������ �������&����� ������ �� Q (�
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�� Q̃ �
�Q
��������� �� ��� 
&���		� ,����1��
���� u� ����� &
�� ��� 2����&����	�������
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�� �(� 
�� ���	���	�� ������
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�� ���	�� 
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�� I�
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��")��
 (SR,SL,T,TA) 
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����������� ����������
�� �������� ��� (���		��
������� ��
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�� MASR = SLTA+ MSR =

SLT
�� �������� ��� ���������� TA

i,i/Ti,i �������
,-�� �� ��������
 .��� ���� /����� �	�� �� I
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�� 0S,Θ1←���2M,MA3 .4�� �		��
����� �������������	�

 �����(�%����� �� S ��� �����
5���� �� ����(Θ)


�� �������� ��� �����5���� �� ����(Θ) �� ��������+ �� ���� 6����	� Θi,i = TA
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�  &� ��� ���������� �������%�����
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 Ψ(λ) 
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����� �������������	�
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;
9 ����
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*�� �
����%-�������� ������� ��	 '�� ���� F# ��� ,�� ��� ����������0������ u ��� ��� ��$
����������0�"��� τ ���0���� ���� *�� /�
������ ,�� F ��� ����� ��� ������%+����1 �������#
�� ���� F ��� J 	�
����� 2����
� ��������

F

([
u
τ

])
=

([
Ψ(τ)u

wHu− 1

])
, J

([
u
τ

])
=

[
Ψ(τ) Ψ′(τ)u
wH 0

]
. 3��456

*�� '�� ���� F ������� ��� ��� +����1��
���� Ψ(λ) ��� ����� 7����������,� ��� w# ���
���������

�# ���� wHu = 1 �0����� ��� -�������� ��
�� Ψ′(λ) ��"������� ��� /�
������ ���
+����1��
����� Ψ(λ) ��"
�
��� λ� 8�������� ��� ��� 9���������� (u0, τ0)# ��� �� ��� �����$
��
����� !������� ��� ��������� ���������� 
����� �
����# ������� ���� ��� 	���	�
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J

([
ui

τi

])[
Δui+1

Δτi+1

]
= −F

([
ui

τi

])
, 3��4�6
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ui+1 = ui +Δui+1, τi+1 = τi +Δτi+1 3��4�6
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�������� �����&��	 ��� Ψ(λ) =
∑�

i=0 λ
iAi' (����!�)��� v0' *�	����� ε' +��	���� τ

�
������ ��������� (λ,x)
�� ,-�	� ���� ���������	� n×m ����� Vm' ��� v0 ����-	�' �	� .������
��
�� ��� i = 0, . . . ,� ��

�� Wi = AiV' Mi = VHWi

�� ��� ���

�� ����� / �� 0 ���!������ ���� ����� ��������
�� �������� ��
��1���� (θ,s) !�� (

∑�
i=0 θ

iMi)s = 0 0 23�� )	����� �		�� �,1
�� ,-�	� ��
��1��� (θ,s) ��� θ ���� τ 
�� �������� ‖s‖ = 1�
	� u = Vs' p = Ψ′(θ)u' r = Ψ(θ)u�

� �� (‖r‖ < ε) ����

��� λ = θ' x = u' ������
��� ��� ��

��� 23��
(
I− puH

uHp

)
Ψ(θ)(I− uuH)t = −r �4� t ⊥ u 0 ���� �������! 
�� �-���
��������

��� 5������������ t ⊥ V' v = t/‖t‖
��� ��� i = 0, . . . ,� ��
��� wi = Aiv

��� Mi =

(
Mi VHwi

vHWi vHwi

)
, Wi = [Wi,wi]

��� ��� ���

�	� V = [V,v]
�
� ��� �����
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������������ ��� ���������� ����� �������� ����������
��� ������������� ���������������
� ����  �������� !"
#	$
�������� %&������� ���'(�������
������� A0,A1,A2) %����*�&��� v0) +������� ε) ,�������

τ ) 
�-�
��� .������������� it���

�
������ ��������� (λ,x)
�� m��� ← 6) m��� ← 17 / %���� 
���
��� ��� 
�-�
��� 0�������
��
������

�� it ← 1) n ← ��
 (A0)
�� .������������ ���� ��������
��� n×m ����� Vm���

) ��� v0 ����1��) ��� 0�������


�� .������������ 20����&�������������

�� M0 ← VH

mA0Vm) M1 ← VH
mA1Vm) M2 ← VH

mA2Vm

�� ����� it <= it��� �� / ���*������ 3 
�-�
��� .������������� ���� ����� ��������
�� M1 ← αoptM2 ��� M2 ← α2

optM2 
�� αopt ←
√

‖M0‖2/‖M2‖2 !%��� 	
4
#5$


	� ����� 2������������� L(λ) ���� !	
#$ 
�� A ←
(
M1 M0

−I 0

)
��� B ←

(
−M2 0
0 −I

)




� 26�� [S,Θ] ←���!A,B$ 
�� �����*�&����� S ��� ����������� Θ

��� ��� i = 1, . . . , 2m �� / 7�����8����) �� 26������ 9�9 ���8����

��� ri ← ‖(Θ2

iM2 +ΘiM1 +M0)Sm+1,...,2m;i‖
���  ��
 :������������ ������������ 26������) ;���&���� *�� S ��� Θ

��� ��� ���

��� Θ ← αoptΘ
��� I ←����!|θ − τ |$ / %���&����� ��
��<���

��� θ ← Θ(I1)
��� s ← Sm+1,...,2m;I1 ) s ← s/‖s‖
�	� u ← Vms) u ← u/‖u‖ / ����� ��
����&���

�
� AΨ ← θA2 +A1 +A0/θ
��� r ← AΨu / ����� ;������


��� �� (‖r‖ < ε) ���� / ���*������ ��������=
��� λ ← θ) x ← u) ������
��� ��� ��

��� �� it < 5 ���� / :��������� �� ��� :�������� ������� 
�� τ ����� θ

��� p ← (A2 −A0/τ

2)u
��� ����

��� p ← (A2 −A0/θ
2)u

�	� ��� ��

�
� 26��  �������� !	
4�$ ��� AΨ[v1,v2] = [r,p] 
�� ��> %��� ��� 20����&��������������
�� 
�-
 4? %��������


��� t ← −v1 +
uHv1

uHv2
v2

��� �� m == m��� ����

��� ;�������� 0�������
��
������ *�� Vm ��� m���) m ← m���

��� �������� ���� ��� �����*�&����� ��� Sm+1,...,2m;I2,3,...,m���−1 

��� ��� ��

��� @�������
���� t ⊥ Vm) v ← t/‖t‖

��� ��������� 0�������
 Vm ← [Vmv].
��� M0 ← VH

mA0Vm) M1 ← VH
mA1Vm) M2 ← VH

mA2Vm

�	� m ← m+ 1) it ← it+ 1
�
� ��� �����
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���� ��������� λ ���  �� ����
������ ����#����� θ* ��  ���  �� !�����%��
 �� 0����"���1���� �� τ �%��������� ��� 23�4� 0��  ����� 0�5����� ������
��
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�%�� ������ ���  �� -�>=?���#;��	����� �)���%�������� ������� :����
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��� * �%	 ���1������� !��)����+����� .�� ���������� :�� <�!0�#<���%����%�� �%� !�(
�
����� A�/ 	
��� �%	 ��� ��
���������� ����������������*  ����� !��)����+��� ��
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���� .�� ��������� ���� ����  �� �� <�!0� �������&��� -����	%�+������ �"���������	%�+(
������ ��� %� ����� ������  ���������* +���  �� &����������� �����)���  �� ?1���������"
AFLAME ��
�  �� !��)����+��� .�� ��������� ��������� ��� ��* ��� �� !��
����� A�/�� ���
 �� ����������� �%� 2A34 ��&���� ���� ��� �� B� �
� ��+�� ,1��� �������� �� <��� .�� ��
�


��( %� ������#<%�+������ �������&�* �)��� ��
� ��
�  �� 7���  �� 7����������" ��
�
=���
�%�� ������� ��
�� ���� �� B� �� <��� �1������
� �%C����* ��  ���  �� !��)����+���  ��
?1���������" .�� ��������� ��
�� ���� ����	��� ����

:� ���������� .��  �� 7��D&������  �� 
����+��������
��� $��1���� ��
� :�E������ ������
���)����* �)���� ��� # &%��� ��� �� ����� ��+���� @����%�� # �%
� +�����%�����
� .��  ��
�����)���  �� 7��D&�����������&�� .�� Ψ ��� :���� +�����%�����
�� !��)����+��� �����(
��
�� ��* B� �� ���������������� ��� 8%���������������� &% �����
����*  ����� ���%�� ���� �
 %�
�  �� ��������� (λ,x) ������� ���� !���� %�� ��A .�����
��%��
��  ����� ,%�����������
:��+%����� ��� �� <����� ��  �� <�"�%�+�(6�������� 	
�  �� ����������������  �� �� τ ��(
������������ 0����"���1���� �����  �� ?�+�����#;��	������ :���� ��� ��� �� ��
� B������ %�
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���	�����  ��	�
! ��� �������"	������� ���������� λτ �� �������	 �����
��� #������������ τ �
����������� $%���&'(���������) Ξ(τ)�

	�"�	 "��#�������  ��!�����* ��� ���+�	��� ,
�	�����# �
� ���-�	��� '����. 
�� /��	����� v0


�� τ �
� �������
�� ����� �����	��� ���������� �������

������ ����	
��
��������


��� ��	(�����	�� �������������	�� Ψ(λ)x = 0 	-��� ���� �	� $�)�
�"�&0�������� !���
	�����*
�� ��� �������	������ �1���� 2������� #�� λ �� /��	���� τ �
��������� ������* �� ���� ���
	������������ �		������� �������������	��

Ψlin(τ,λ)x = (M0 + (τ 2M2 . . .+ τ �−1M�−1 +M�τ
�) + λM1)x = 0 3
�456

��������� �	�������
� 
�75 ����� ���� ���!���� 0��������* �� ��� ��� ��!
������ ��������� ���
	������������� �������������	��� �	� /��	���� !+� ��� �-������ 0���������������� ������ ���

��������	
� �
�� $�)�
�"�&0�������� �
� �������
�� ����� ���������� ����� ��	(�����	�
�������������	�� Ψ(λ) #�� 8��� �

�������� �����)��	(��� Ψ(λ) =
∑�

i=0 λ
iAi*9�	����� ε* /��	���� τ0* ��)���	� 0���������.

���	 i���
�
������ ��������� (λ,x)
�� ��� i = 0, . . . , i��� ��
�� %����������� Ψ(λ) �� τi ������������ 3
�456
�� (λ,x):���(Ψlin(τi,λ)) ; �������� ����� ��������� ���� τi�
�� �� |τi − λ| ≤ ε ����
�� '�����
�� ����

�� τi+1 = λ
	� ��� ��
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���!����� ���#������������ �������	������ +��� ��� ������<����� $�)�
�"����� ���������
�� ��� ���� ������ #��-�������� ����	�
������������!���* ��	��� ��� !����������� %1�
�� ���
	������������� �������������	��� ��� ���� ������� =������ "��#������� �	�������
� 
�75 ��
#��	�� $-		��* ���� �
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�"�&0�������� ������ ���� ���!���� ������� �
�
 ���>"����� #�� �����������* ��� ��� ������� �������� ��������� ������ �����
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�� ��
��������������� ��
���������� ���������������� Ξ(λ)x = 0 ��� ����
����  !���"
���
�� #�� ��������� λ ��
�� ���� ��� $��	�%��� ��	& '�#�
� ��� #�� ����
��� �����(�%���
�)����
����
� �#�����
� ��� #�� *����� #�� ��� λ ������������� +����������, x ∈ ker Ξ(λ)�
-�� ������ #�� ��
���������� ����������������� ���# #�� �������%������� ��������� λτ #��
��� τ ������������� +����������, Ξ(τ) �����
����� .����#��� ��! /���� #�� $�����	 (�� 0����
��# ������1����� (�� λτ 
��� τ ����� ��
���������� ����������������� #�� 2���  !���"� 2
�
λτ = 0 ��� τ ��������� ��# �� ���� Ξ(τ)x = 0 ��# λ = τ �

�1��� ��
� #�� .�������� ����� ��������� ��
���������� ����������������� Ξ(λ)x = 0 ��
�� ����
#��& �� �1��� ��
� #�� 	
� #�� ������3$��	����� ��
� .��
����� ��4�5 ������#��� .��������
#��
� ����� 6�)����/��7��������� �����,�������& ��� /��� 2��%����������������� ��	��#���
��# ��	 #�� +�%�����(��	����� �� .���������� ���� 	
���� 6�� .����	 ��� #���� (���%�����
������ /�� +�%�����(��	����� 	
� �%����� ��������
�� 2��%������& ����� ���� #�� 2��%������
����� #��
� #�� '������ �������%�������� ��������� (�� Ξτ �� .��1����%��� (�� τ ����
����
���#��� .�� �������������� %����� ����/������ ���� 8����#�� 	
� +���#��#�����������������
�� 2�����

��������	
� �
�� +�%�����3$��	����� /�� 9���
����� ����� ���������� #�� ��
����������
����������������� Ξ(λ)x = 0

�������� :�
���������� ���������������� Ξ(τ)& +���������
� [τ0,τ1]& 8�,������/��� (�� ����
�������� n���& ;������/ ε

�
������ ��������� (λ,x)
�� ��������� +����������, Ξτ1 ← Ξ(τ1)
�� [x,λτ1 ] ← 9���
��� �������%�������� ��������� ��# �(�%��� (�� Ξτ1

�� vτ ← [τ ]& fτ ← [λτ1 ];
�� ��������� +����������, Ξτ0 ← Ξ(τ0)
�� [x,λτ0 ] ← 9���
��� �������%�������� ��������� ��# �(�%��� (�� Ξτ0

�� vτ ← [vτ ; τ0]
�� r ← ε+ 1& nit ← 0& r ← []
	� �����  nit < n��� ��� r > ε" ��

� nit ← nit + 1

��� τ ← τ0 − λτ0
(τ0−τ1)

(λτ0−λτ1 )

��� vτ ← [vτ ; τ ]
��� ��������� +����������, Ξτ ← Ξ(τ)
��� [x,λτ ] ← 9���
��� �������%�������� ��������� ��# �(�%��� (�� Ξτ

��� r ← |λτ0 − λτ |/|λτ |
��� τ1 ← τ0& λτ1 ← λτ0

��� τ0 ← τ & λτ0 ← λτ

��� ��� �����

�	� λ ← vτ (end)
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=
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S11S22 = 1− S21
1

x
− S12x+ S12S21 "�$#%
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=
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�� DA(����)����)A **
�� v0 = v0/‖v0‖� vA = Av0
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�� M = vH

0 vA + !������������ ��
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��� ��� ��

��� z = −(DA − θI)−1r + "������� 2
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H
AV,vH
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#��� ��������� ��� !�������� Δz  ������� ->�.	
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