FAKULTAT FUR

‘L{‘ . ELEKTROTECHNIK,
UNIVERSITAT PADERBORN INFORMATIK UND

Die Universitit der Informationsgesellschaft MATHEMATIK

Zur Berechnung elektromagnetischer Eigenwertprobleme

in der numerischen Simulation von Nanostrukturen mit
periodischen und transparenten Randbedingungen

Von der Fakultat fur Elektrotechnik, Informatik und Mathematik
der Universitat Paderborn

zur Erlangung des akademischen Grades

Doktor der Ingenieurwissenschaften (Dr.-Ing.)

genehmigte Dissertation

von

Dipl.-Ing. Bastian Tobias Bandlow

Erster Gutachter: Prof. Dr.-Ing. Rolf Schuhmann
Zweiter Gutachter: Prof. Dr.-Ing. Thomas Weiland
Tag der mundlichen Prifung: 31.03.2011

Paderborn 2011

Diss. EIM-E/274






Vorwort

Diese Arbeit entstand wihrend meiner Téatigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter am Fach-
gebiet Theoretische Elektrotechnik der Universitdt Paderborn. Bedanken mochte ich mich
an dieser Stelle bei all denjenigen, die auf unterschiedliche Weise zum erfolgreichen Gelingen
meiner Arbeit beigetragen haben. Insbesondere méchte ich folgenden Personen danken:

e Herrn Prof. Dr.-Ing. Rolf Schuhmann fiir die Erméglichung dieser Arbeit, fiir die her-
vorragende wissenschaftliche Betreuung, fiir die Ermdéglichung der Teilnahme an Konfe-
renzen, Tagungen und Forschungsreisen sowie fiir das hohe Maf an Freiheit und Selbst-
bestimmung, das seine Mitarbeiter erfahren.

e Herrn Prof. Dr.-Ing. Thomas Weiland fiir die freundliche Ubernahme des Korreferats
und den damit verbundenen Miihen bei der Ausarbeitung des zweiten Gutachtens,

e Herrn Prof. Dr. Igor A. Tsukerman for having a good time at The University of Akron,

e Herrn Dr.-Ing. Matthias Stallein fiir mehr als fiinf Jahre Kollegentum, Koautorentum
und die Durchsicht des Manuskripts,

e Herrn Dr.-Ing. Grzegorz Lubkowski fiir das kollegiale Maf an Konkurrenz bei der For-
schung zu Metamaterialien und die resultierenden gemeinsamen Veroffentlichungen,

e Herrn M. Sc. Christoph Claken fiir seinen an den Tag gelegten ,Biss“ bei der zeitnahen
Fertigstellung gemeinsamer Verdffentlichungen sowie fiir seine Denkanstosse zu FLAME
und das Gegenlesen des Manuskripts,

e Herrn Dipl.-Ing. Stefan Kirsch fiir das Gegenlesen des Manuskripts,

e Frau Nina Kuthan und Marcel fiir die gefundenen Rechtschreibfehler und monierten
Ausdrucksformen (,man‘),

e Frau Gabriele Freitag fiir die langjdhrige Unterstiitzung bei vielen organisatorischen
und verwaltungstechnischen Fragen,

e allen weiteren Kollegen aus Paderborn,
e allen Kollegen vom Institut fiir Theorie elektromagnetischer Felder der TU Darmstadst.

Mein spezieller Dank gilt meiner Freundin Bernadette Pulsmeier fiir ihre Geduld, die liebevolle
Riicksichtnahme und entgegengebrachtes Verstdndnis wihrend der Promotionsphase.

Paderborn, im April 2011 Bastian Bandlow






Inhaltsverzeichnis

1. Einleitung 1
1.1. Motivation und Zielsetzung . . . . . . . . .. ... o 2
1.2. Vorgehensweise . . . . . . . . . . 3
1.3. Gliederung . . . . . . . . L 4

2. Elektromagnetische Wellenausbreitung 7
2.1. Maxwell’sche Gleichungen . . . . . . .. .. ... ... .. .. .. ... .. 7

2.1.1. Stetigkeit an Materialgrenzen . . . . . . . . ... ... L. 8
2.1.2. Wellengleichung . . . . . . . ... ... oo 8
2.1.3. Dispersion und Kausalitat . . . . . .. .. ... ... ... .. ..... 10
2.1.4. Energieerhaltung . . . . . . .. ... Lo 16
2.1.5. Orthogonalitdt und Streumatrizen . . . . . . . . . . . . ... .. .. .. 18
2.2. Methode der finiten Integration (FIT) . . . . .. ... ... ... ... .. ... 20
2.2.1. Réumlich diskrete Gitter-Maxwell-Gleichungen . . . . . . .. ... .. 20
2.2.2. Zeitbereich . . . .. .0 24
2.2.3. Frequenzbereich . . . . . . . ... ... Lo 24
2.2.4. Randbedingungen . . . . . . ... Lo 25
2.25. Fehler . . . .. 29
2.3. Methode der flexiblen lokalen Approximation (FLAME) . . . . ... ... ... 30
2.3.1. Differenzenschemata in FLAME . . . . . ... ... ... ... ... .. 30
2.3.2. FEigenschaften . . . . . .. .. .. oo 31
2.3.3. Fehler und Konvergenz . . . . . . . . ... ... ... L. 32
2.3.4. Minimalbeispiel . . . . . . . ..o 33

3. Formulierungen fiir periodische und isolierte Nanostrukturen 37

3.1. Streumatrix—Ansatz zur Berechnung der Dispersion in periodischen Strukturen 37
3.1.1. Streumatrix fiir fundamentale Wellenleitermoden . . . . . . . . . . .. 38
3.1.2. Streumatrix fiir mehrere Wellenleitermoden . . . . . . . . . .. .. .. 38

3.2. Eigenwertformulierungen zur Berechnung der Dispersion in periodischen Struk-
furen . . . . e 39
3.2.1. Verlustfreie Elementarzellen . . . . . .. .. ... .. .. ... ... .. 40
3.2.2. Verlustbehaftete Elementarzellen, zeitliches Abklingverhalten . . . . . . 40
3.2.3. Verlustbehaftete Elementarzellen, rdumliches Abklingverhalten . . . . . 41

3.3. Berechnung von Ausbreitungskonstanten in lingshomogenen Wellenleitern . . 43
3.3.1. Wellenleiter mit transversal transparenten Randern . . . . . . . . . .. 44

3.4. Eigenwerte isolierter Strukturen im Freiraum . . . . . . . . . .. .. ... 44

3.5. Eigenwerte skalarer 2D Problemstellungen mit FLAME . . . . . . ... .. .. 45
3.5.1. Struktur der Systemmatrix . . . . .. ..o 46
3.5.2. Eigenwertformulierung in FLAME . . . . . . ... ... ... ... ... 46



i

Inhaltsverzeichnis

4. Numerische Methoden zur Berechnung algebraischer Eigenwertprobleme 49

4.1. Einfithrung . . . . . . . o1
4.1.1. Klassifizierung von Eigenwertproblemen . . . . . . . .. .. ... ... 51
4.1.2. Kenngrofen . . . . .. ..o o o4
4.1.3. Fehler-Definitionen . . . . . . . .. ... 26
4.1.4. Kondition . . . . . ... 57

4.2. Loser fiir das lineare Eigenwertproblem . . . . . . . . . . ... ... 59
4.2.1. TIterative Loser fiir einzelne Eigenwerte des Standardeigenwertproblems 60
4.2.2. Direkte Loser fiir das Standardeigenwertproblem . . . . . . . . . .. .. 63
4.2.3. Direkte Loser fiir das allgemeine Eigenwertproblem . . . . . . . .. .. 64

4.3. Grundlagen des Jacobi-Davidson—Verfahrens fiir Standardeigenwertprobleme . 65
4.3.1. Einfihrung . . . . .. .o o 66
4.3.2. Verwandtschaft mit dem Newton—Verfahren . . . . . .. ... ... .. 67
4.3.3. Deflation . . . . . . ... 69
4.3.4. Neustarts . . . . . . . . 69
4.3.5. Berechnung duferer Eigenwerte nicht-hermitescher Matrizen . . . . . . 70
4.3.6. Berechnung innerer Eigenwerte nicht-hermitescher Matrizen . . . . . . 72
4.3.7. Losung der Korrekturgleichung . . . . . .. ... ... ... ... ... 75

4.4. Loser fiir lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . . .. ... o 0L 76
4.4.1. Direkte Loser . . . . . . . . . 76
4.4.2. Tterative Loser . . . . . . . . . . . 7
4.4.3. Vorkonditionierung . . . . . . .. ..o Lo 7
4.4.4. Umindizierung der FIT Matrizen fiir ILU Zerlegungen . . . . . . . .. 78

4.5. Erweiterung des Selektionsprozesses im Jacobi-Davidson—Verfahren . . . . . . 79
4.5.1. Selektionskriterien zur gezielten Auswahl gesuchter Eigenvektoren . . . 79
4.5.2. FErweiterter Selektionsprozess . . . . . . ... ... 81
4.5.3. Selektion bei Berechnung duferer Eigenwerte . . . . . . . .. .. .. .. 82
4.5.4. Selektion bei Berechnung innerer Eigenwerte . . . . . . . .. .. .. .. 83

4.6. Loser fiir polynomiale Eigenwertprobleme . . . . . . . . . . . ... ... .. 84
4.6.1. Linearisierung polynomialer Eigenwertprobleme . . . . . . . . ... .. 84
4.6.2. Newton-Verfahren . . . . .. ... .. ... ... ... ... 85
4.6.3. Jacobi-Davidson—Verfahren fiir polynomiale Eigenwertprobleme . . . . 85
4.6.4. Implementierungsdetails des Jacobi-Davidson—Verfahren fiir polynomi-

ale Eigenwertprobleme . . . . . . . . ... ... L. 87

4.7. Loser fiir nichtlineare Eigenwertprobleme . . . . . . . . . .. .. .00 89
4.7.1. Fixpunkt Iteration . . . . . . .. . ... 90
4.7.2. Sekanten—Verfahren . . . . . . ... ..o o000 91

5. Ergebnisse und Anwendungen 93

5.1. Dispersionseigenschaften von Elementarzellen im Zentimeterbereich . . . . . . 93
5.1.1. Simulationsansétze . . . . . . .. ... L 95
5.1.2. Numerische Ergebnisse . . . . . . . .. ... ... . L 0. 96
5.1.3. Fazit . . . . . . 99

5.2. Dispersionseigenschaften von Elementarzellen im Nanometerbereich . . . . . . 100
5.2.1. Linkshéndige Metamaterialien bei optischen Frequenzen . . . . . . .. 101
5.2.2. Losung der Eigenwert—Formulierung . . . . . . . . .. ... 103
5.2.3. Numerische Ergebnisse . . . . . . . .. ... ... 000 104

5.24. Fazit . . .. 106



Inhaltsverzeichnis

il

5.3. Berechnung von Wellenleitermoden in photonischen Kristallfasern . . . . . . .
5.3.1. Apriori Wissen und physikalisch motiviertes Selektionskriterium . . . .

5.3.2. Numerische Konfiguration . . . . ... .. ..

5.3.3. Performanzvergleich . . ... ... ... 000000
5.34. Fazit . . . ..o

5.4. Eigenmoden isolierter Nanostrukturen im Freiraum .
5.4.1. Nanoresonatoren aus photonischen Kristallen .
5.4.2. Resonanzen in Microdisks . . . . . .. .. ..
5.4.3. Fehlereinfluss durch linearisierte PML . . . . .

5.5. Eigenwertberechnung zweidimensionaler Nanoresonatoren mit FLAME

5.5.1. Nanoresonator in FLAME-Diskretisierung . .

5.5.2. Konvergenzordnung fiir die Streuung am Zylinder . . . . . . . . .. ..

5.5.3. Losung des FLAME Eigenwertproblems . . .

.04, Fazit . . . . Lo

6. Zusammenfassung und Ausblick

A. Anhang
A.1. Berechnung der Dispersionskurve aus der Streumatrix
A.2. Matrizendefinitionen . . . . . . ... ... ...

A.3. Methoden zur Eigenpaarberechnung von Davidson und Jacobi . . . .. .. ..

A 4. Geometrie der Elementarzellen im Zentimeterbereich
Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

Literaturverzeichnis

108
110
111
112
114
114
120
128

. 131

131
132
133
135

137

143
143
144
144
148

151

157






1. Einleitung

Wihrend die Dateniibertragung durch Lichtwellenleiter sowie die Datenspeicherung heutzu-
tage optisch durchgefiihrt werden, stehen die verfiigbaren programmierbaren Recheneinheiten
zur Informationsverarbeitung weiterhin auf einer elektronischen Basis. Dies bedeutet unwei-
gerlich, dass eine Schnittstelle zwischen Optik und Elektronik notwendig ist. Das Gebiet
der Optoelektronik und Photonik befasst sich mit genau dieser Schnittstelle, deren Absicht
die gezielte Beeinflussung von Licht auf Basis der Elektrodynamik ist. Laser—Pointer und
Leuchtdioden sind zwei Beispiele fiir aktive Bauelemente der Photonik, die inzwischen im all-
taglichen Leben verwendet werden. Dariiber hinaus gibt es eine Reihe passiver Bauelemente,
die im Folgenden niher betrachtet werden.

Eine Form passiver Bauelemente stellen Materialien mit geometrisch komplexem Aufbau dar.
Die Forschungen auf diesem Gebiet sind seit der Jahrtausendwende eng mit dem Begriff des
Metamaterials verwoben. Metamaterialien sind keine Materialien im herkémmlichen Sinn,
sondern kiinstlich hergestellte, meist periodische Strukturen aus Elementarzellen, die sich in
einem umgebenden Medium befinden. Das Interesse von Forschergruppen unterschiedlichster
Disziplinen an Metamaterialien liegt darin begriindet, die elektromagnetischen Eigenschaften
eines Materials mafkgeschneidert entwerfen und herstellen zu kénnen. Die elektromagnetischen
Eigenschaften des Metamaterials werden weniger durch die Mittelwerte der elementaren che-
mischen Bestandteile der Elementarzellen bestimmt, sondern sind stark von der Geometrie der
in der Elementarzelle enthaltenen Substruktur abhingig. Die Substruktur kann dabei sowohl
aus Dielektrika als auch aus Metallen bestehen. Experimentell konnte im Mikrowellenbereich
Brechung in negative Richtung an der Grenzfliche zu Metamaterialien beobachtet werden
[114], die bei homogenen natiirlichen Materialien nicht auftritt. Eine solche Metamaterial
Struktur ist in Abbildung 1.1 dargestellt. Das Metamaterial besteht aus einer Kombination
von metallischen Split—-Ring—Resonatoren [109] und Dipolen, die jeweils als magnetische bzw.
elektrische Resonatoren oberhalb ihrer Resonanzfrequenz betrieben werden. Seit Anbeginn
der Forschung auf diesem Gebiet wird versucht, Metamaterialien effektive Materialparameter
zuzuschreiben. Insbesondere fiir den Fall der Brechung in negative Richtung hat dies zu recht
exotischen, negativen Werten der effektiven Materialparameter gefiihrt ', die in der Natur bei
homogenen Materialien nicht beobachtet werden.

Ein weiterer Typ von periodischen Strukturen stellen die photonischen Kristalle dar [4, 103,
122|. Die periodische Anordnung von (meist) dielektrischen Materialien fiihrt zu einer elek-
tromagnetischen Bandliicke. Bei Frequenzen innerhalb der Bandliicke ist keine elektroma-
gnetische Wellenausbreitung moglich, so dass photonische Kristalle auch als optische Halb-
leiter bezeichnet werden. Die Elementarzelle photonischer Kristallgitter hat typischerweise
die Abmessung einer halben Wellenldnge. Aufgrund der Skalierbarkeit der MAXWELL’schen
Gleichungen lassen sich photonische Kristalle fiir beliebige Frequenzen entwerfen, wobei der
Fokus der Forschung auf Frequenzen im optischen Bereich liegt. Die Eigenschaft der elek-
tromagnetischen Bandliicke, keine Wellenausbreitung zuzulassen, wird verwendet, um Licht

!Die negativen Materialparameter approximieren das elektromagnetische Verhalten der Struktur jeweils in
einem sehr kleinen Frequenzband.
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Abbildung 1.1.: Links: Strukturgitter eines Metamaterials bestehend aus metallischen Split
Ring—Resonatoren und Dipolen (Quelle: [119]). Mitte und rechts: Mikrosko-
pisch kleine photonische Kristallstruktur aus einem perforierten Dielektrikum
mit linienformigem Defekt zur Wellenleitung (Quelle: [92]).

kontrolliert zu fithren. Dazu werden in das periodische photonische Kristallgitter linienformi-
ge Defekte eingebracht, die einen Wellenleiter bilden. In Abbildung 1.1 ist ein photonischer
Kristall dargestellt, bei dem der Wellenleiter sichtbar wird. Punktformige Defekte stellen Re-
sonatoren dar, mit denen Licht rdumlich ,gefangen werden kann. Die typische Abmessung
der Elementarzellen im Bereich einer halben Wellenldnge verursacht, dass keine Modellierung
in Form von effektiven Materialparametern moglich ist.

1.1. Motivation und Zielsetzung

Strukturgitter aus Metamaterialien mit negativem Brechungsindex sind zuerst im Mikrowel-
lenbereich hergestellt und untersucht worden. In der einschlégigen Literatur manifestiert sich
ein grofes Interesse an der Beschreibung von Metamaterialien durch effektive Materialpa-
rameter. Das Konzept der effektiven Materialparameter bietet die Moglichkeit, die Model-
lierung drastisch zu vereinfachen. Anstelle der numerisch aufwendigen Diskretisierung der
mikroskopischen Substruktur einer Elementarzelle konnen fiir die Simulation homogene effek-
tive Materialparameter angesetzt werden, wie z.B. in [22] gezeigt wurde. Die Elementarzellen
von Metamaterialien sind kleiner als die Wellenlinge der elektromagnetischen Strahlung fiir
die sie entworfen werden. Jedoch liegt der Grofenunterschied mit etwa 1:10 im Bereich einer
einzigen Grokenordnung — oder sogar darunter. Daher wird in dieser Arbeit untersucht, inwie-
weit sich das Konzept der effektiven Materialparameter als tragfahig erweist und an welcher
Stelle Grenzen auftreten.

Mit der seit Anbeginn der Forschung zu Metamaterialien fortschreitenden Miniaturisierung
der technologischen Fertigungsprozesse konnten Strukturen fiir immer kleinere Wellenldangen
hergestellt werden. Dabei sind die geometrischen Strukturen innerhalb der Elementarzellen
beim Ubergang vom Spektralbereich der Mikrowellen in den infraroten Bereich? des Lichts
verdndert worden, um auch dort effektiv negative Brechungsindices demonstrieren zu kon-
nen. Die im Mikrowellenbereich funktionierende Anordnung von Split-Ring—Resonator und
Dipol ist zu einer Struktur modifiziert worden, die als Fishnet bezeichnet wird [12]. Die in
den Elementarzellen verwendeten Bestandteile weisen im infraroten Spektralbereich ande-
re Materialeigenschaften als im Mikrowellenbereich auf. Daher wird untersucht, inwieweit

2Wellenlingen von etwa 780 nm bis 1 mm bzw. Frequenzen von 300 GHz bis rund 400 THz.
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Algorithmen zur Simulation beim Ubergang aus dem Mikrowellenbereich in den infraroten
Spektralbereich angepasst oder erweitert werden miissen.

Neben den Metamaterialien, die oft als rdumlich unendlich periodisches Strukturgitter be-
trachtet werden konnen, spielen Nanostrukturen mit begrenzten periodischen Strukturgittern
fiir photonische Kristalle eine wichtige Rolle. Ein photonisches Kristallgitter in zwei Dimen-
sionen bildet die Querschnittsfliche einer photonischen Kristallfaser, die als Lichtwellenleiter
eingesetzt wird und kommerziell erhéltlich ist. Zur Berechnung der Ausbreitungseigenschaften
von Licht in photonischen Kristallfasern stofen bekannte Algorithmen aus dem Mikrowel-
lenbereich an ihre Grenzen. Einerseits muss die Querschnittsfliche aufgrund der komplexen
Geometrie vom Rechengitter fein aufgelost werden und andererseits erfolgt nicht in jedem Fall
eine starke Fiithrung der ausbreitungsfihigen Wellenleitermoden, so dass das Auftreten von
Strahlungsmoden in der Modellierung beriicksichtigt werden muss. Dariiber hinaus konnen
die gesuchten Wellenleitermoden von den bekannten Losungsalgorithmen nicht leicht identi-
fiziert werden. Daher werden Erweiterungen vorgestellt, mit denen die gezielte Berechnung
der gesuchten Wellenleitermoden mdglich ist.

Eine weitere Klasse von Problemstellungen, fiir die erweiterte Losungsalgorithmen bendtigt
werden, sind isolierte Nanostrukturen. Isolierte Nanostrukturen sind anders als die Elementar-
zelle eines Strukturgitters nicht Bestandteil einer periodischen Anordnung. Sie sind mit ein-
zelnen Antennen im Freiraum vergleichbar, die bei ihrer Resonanzfrequenz Wellen abstrah-
len konnen und daher beispielsweise fiir den Bau von Lasern geeignet sind. Zur Analyse
der Resonanzen muss die zugrunde liegende numerische Modellierung durch eine sogenannte
transparente Randbedingung sicherstellen, dass elektromagnetische Wellen durch die Grenzen
des Rechengebiets hindurch abgestrahlt werden kénnen. Dadurch wird wiederum die Losung
der resultierenden algebraischen Systeme aufwendiger. In dieser Arbeit werden Lésungsalgo-
rithmen vorgestellt, mit denen gezielt gesuchte Resonanzen von Strukturen berechnet werden
konnen, deren Modellierung die Verwendung transparenter Randbedingungen im numerischen
Modell erfordert.

Das iibergeordnete Ziel dieser Arbeit ist die Weiterentwicklung von Algorithmen aus dem
Mikrowellenbereich fiir die Analyse und fiir den Entwurf linearer passiver Nanostrukturen fiir
Optoelektronik und Photonik. Der Fokus liegt dabei auf den Resonanzen und Eigenwellen
von Nanostrukturen.

1.2. Vorgehensweise

Die numerische Modellbildung erfolgt auf Basis der Methode der finiten Integration [38], die
seit Jahrzehnten eine etablierte Theorie zur Berechnung elektromagnetischer Felder darstellt.
Hauptvorteil ist dabei, dass sich neue Formulierungen, die auf Herleitungen in der kontinuier-
lichen Vektoranalysis basieren, leicht mit der Methode der finiten Integration in die diskrete
algebraische Form bringen lassen. Als zweites Verfahren kommt die Methode der flexiblen lo-
kalen Approximation exemplarisch fiir ebene Problemstellungen zum Einsatz. Gegeniiber der
Methode der finiten Integration bietet die Wahl von problem-angepassten Basisfunktionen ei-
ne schnellere Approximation der Feldlosungen in der Niahe runder Konturen, die insbesondere
in photonischen Kristallen vielfach auftreten.

Zur Analyse von Elementarzellen periodischer Strukturgitter wird das Dispersionsdiagramm
verwendet, das die Relation von Wellenzahl und Wellenldnge bzw. Frequenz beschreibt. Das
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Dispersionsdiagramm kann dabei sowohl aus einem Ansatz gewonnen werden, der auf der
Streumatrix basiert, als auch aus einem Ansatz bei dem eine Folge von dreidimensionalen
Eigenwertproblemen mit periodischer Randbedingung gelost wird.

Fiir die Losung der algebraischen Eigenwertprobleme wird das JACOBI-DAVIDSON—Verfahren
gelost. Das JACOBI DAVIDSON Verfahren ist ein auf Unterraumprojektion basierendes itera-
tives Verfahren. Vorteilhaft an diesem Verfahren ist, dass Erweiterungen leicht vorgenommen
werden konnen. Berechnete Naherungen fiir Eigenwerte und Eigenvektoren werden sukzessive
verbessert. Der Selektionsprozess, der aus den vorhandenen approximierten Eigenwerten die
gesuchten auswéhlt, ist herkommlicherweise darauf beschrinkt, Eigenwerte nahe bei einem
Zielwert zu selektieren. Informationen, die in den Eigenvektorapproximationen zur Verfiigung
stehen, werden dabei nicht beriicksichtigt. Daher wird das JAcOBI-DAvIDSON—Verfahren
mit einem erweiterten Selektionsprozess ausgestattet, das ermoglicht, gezielt Eigenvektor—
Approximationen fiir die weitere Iteration zu selektieren, die bereits a priori bekannte Eigen-
schaften erfiillen. Die a priori verfiigharen Informationen variieren dabei je nach Anwendungs-
fall. In komplexen Wellenleiterstrukturen wie der photonischen Kristallfaser ist beispielsweise
von vornherein bekannt, dass gefiihrte Wellenleitermoden ihr Maximum der Leistung im Kern
der Faser besitzen, woraus sich ein Selektionskriterium formen lasst.

1.3. Gliederung

Nach der Einfiihrung der Grundlagen in Kapitel 2 werden in Kapitel 3 die Formulierungen
fiir die Berechnung spezifischer Problemstellungen eingefiihrt. Kapitel 4 enthilt die Metho-
den zur numerischen Losung, wobei ausfiihrlich auf die Berechnung der Eigenwertprobleme
eingegangen wird. Kapitel 5 enthélt die Ergebnisse zu jeweils konkreten Anwendungen. Diese
Arbeit gliedert sich in die fortfolgenden Kapitel:

Kapitel 2: Elektromagnetische Wellenausbreitung

Die Grundlagen zur Modellierung elektromagnetischer Wellenausbreitung werden in drei
Abschnitten beschrieben. Im ersten Abschnitt liegt der Fokus auf den analytischen Me-
thoden, die aus den MAXWELL’schen Gleichungen hergeleitet werden. Dabei wird insbe-
sondere auf die Dispersion eingegangen. In den weiteren Abschnitten werden die Grund-
lagen der Methode der finiten Integration sowie die Grundziige der Methode der flexiblen
lokalen Approximation eingefiihrt.

Kapitel 3: Formulierungen fiir periodische und isolierte Nanostrukturen

Die Formulierungen fiir die eingangs motivierten Problemstellungen werden in diesem
Kapitel hergeleitet. Im Einzelnen sind dies:

1. Der Streumatrix-Ansatz dient zur Berechnung der Dispersionseigenschaften peri-
odischer Strukturen.

2. Die Dispersionseigenschaften periodischer Strukturen lassen sich ebenfalls aus peri-
odisch berandeten Eigenwertprobleme berechnen, denen eine dreidimensionale Dis-
kretisierung des Rechengebiets zugrunde liegt.

3. Die Formulierung fiir die Berechnung von Ausbreitungskonstanten in lingshomo-
genen Wellenleitern mit komplexen Querschnittsgeometrien.
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4. Besonderheiten in der Berechnung von Resonanzen isolierter dreidimensionaler
Strukturen im Freiraum.

5. Eigenwertformulierung zur Berechnung ebener Problemstellungen mit der Methode
der flexiblen lokalen Approximation.

Kapitel 4: Numerische Methoden fiir die Berechnung algebraischer Eigenwert-
probleme

Der Losung der zuvor motivierten algebraischen Eigenwert- und Gleichungssysteme ist
dieses Kapitel gewidmet. Nach der Vorstellung bekannter Verfahren wird auf die Erwei-
terungen und Anpassungen der Algorithmen eingegangen.

Kapitel 5: Ergebnisse und Anwendungen

Die im vorherigen Kapitel eingefiihrten Algorithmen werden auf ausgewihlte Nanostruk-
turen angewendet. Dazu gehoren:

1. Die Berechnung der Dispersionseigenschaften dreidimensionaler Elementarzellen
periodischer Strukturgitter mit Abmessungen im Zentimeterbereich fiir den Ein-
satz im Spektralbereich der Mikrowellen.

2. Die Berechnung der Dispersionseigenschaften dreidimensionaler Elementarzellen
periodischer Strukturgitter mit Abmessungen im Nanometerbereich fiir den Einsatz
im infraroten Spektralbereich.

3. Die gezielte Berechnung einiger ausgewéhlter Wellenleitermoden in geometrisch
komplexen Leiterquerschnitten. Als Beispiel dient eine photonische Kristallfaser.

4. Die Berechnung der Resonanzfrequenzen von dielektrischen Nanoresonatoren und
Microdisks, die sich im Freiraum befinden.

5. Berechnung der Resonanzfrequenzen eines planaren Nanoresonators mit der Me-
thode der flexiblen lokalen Approximation.

Kapitel 6: Zusammenfassung und Ausblick
Das zusammenfassende Kapitel endet mit einem Ausblick.

Die einheitliche Notation der verwendeten Symbole und Konventionen ist ab Seite 151 aufge-
fithrt. Die fiir diese Arbeit entwickelten Algorithmen sind in der Programmiersprache Matlab
[126] und C implementiert. Fiir Operationen der linearen Algebra gibt es von allen grofen
Prozessorherstellern optimierte Bibliotheken, hier wird vor allem die Math Kernel Library
[124] von Intel verwendet.






2. Elektromagnetische Wellenausbreitung

Der erste Abschnitt dieses Kapitels beschreibt die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen
mit Hilfe der kontinuierlichen MAXWELL’schen' Gleichungen. In den nachfolgenden Abschnit-
ten werden mit der Methode der finiten Integration und der Methode der flexiblen lokalen
Approximation diskrete Verfahren zur Berechnung elektromagnetischer Wellenausbreitung
vorgestellt.

2.1. Maxwell’sche Gleichungen

Der Ausgangspunkt fiir die klassische Beschreibung makroskopischer Effekte elektromagneti-
scher Felder ist mit den Gleichungen von MAXWELL [7, 8] vollstandig gegeben. Eine vollstén-
dige Darstellung der MAXWELL’schen Theorie kann den einschligigen Lehrbiichern, wie z.B.
[3] entnommen werden. Fiir ruhende Medien und beliebige Flichen A C R?® und Volumina
V C R3 bei Zeitpunkten ¢ € R lauten sie in Integral- und Differenzialschreibweise [3]

fﬁ(m) ds= - [ By . ad & rot () = ~ 2B (2.1)
dt ot

0A A

%ﬁ(ﬁt} : d§:/ (% + f(ﬁt)) -dA ot H(7t) = aD;:’t) + (7 (2.2)
0A A

j’{ B(Ft)- dA=0 & div B(Ft) =0 (2.3)
oV

7{ D(Ft) - dA = / pL(Fit) dV & div D(7t) = pr(Fit) (2.4)
oV \%

mit den ortsabhéngigen Grofen der elektrischen Feldstdirke E(F,t), der Verschiebungsstrom-
dichte D(7t), der magnetischen Feldstirke H(7t), der magnetischen Flussdichte B(7,t), der
Raumladungsdichte py(7t) und der Stromdichte J(7t). Die MAXWELL’schen Gleichungen
bestehen aus dem Induktionsgesetz von FARADAY? (2.1), dem Gesetz von AMPERE?(2.2) und
dem Gesetz von GAUSs?(2.4). MAXWELL’s Beitrag zur Vervollstindigung der geschlossenen
Theorie elektromagnetischer Phinomene war die Einfiihrung des MAXWELL’schen Verschie-
bungsstroms 5(F,t). Die differenzielle Form wird jeweils durch Anwendung der Integralsétze

von GAUSS und STOKES® erhalten. Die Verkniipfung der Feldstiirken mit den Flussdichten

! James Clerk Maxwell (1831-1879), schottischer Physiker.

2Michael Faraday (1791-1867), englischer Naturforscher.

3 André-Marie Ampére (1775-1836), franzdsischer Physiker und Mathematiker.

4Johann Carl Friedrich Gauf (1777-1855), deutscher Mathematiker, Astronom, Geodit und Physiker.
®George Gabriel Stokes (1819-1903), irischer Mathematiker und Physiker.
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erfolgt mit den ortsabhéngigen tensoriellen Grofen der Permeabilitit (), der Permittivitit
£(7) und der Konduktivitit =(7)

B(Ft) = m(MH(Ft) = poH (1) + M(F1), (2.5)

D(7t) = E(F)E(Ft) = eoE(7t) + P(7t), (2.6)

J(Ft) = Je(Ft) + R(F)E(71) + pu(F1)B(7E), (2.7)
VAGD! T ()

die in dieser Arbeit durchgéingig linear von den entsprechenden Feldstirken abhingen und
als zeitlich konstant angesetzt werden. Desweiteren sind M (7t) und P(7t) ortsabhiingige
magnetische Polarisation und elektrische Polarisation. Die Stromdichte j(f',t) besteht aus den
Summanden der extern eingepriigten Stromdichte J,(7t), der Leitungsstromdichte .J;(7,¢) und
der Konvektionsstromdichte J_;;(F,t), die durch Ladungen hervorgerufen wird, die durch andere
physikalische Krifte bewegt werden. Die Raumladungsdichte pp(7t) und die Stromdichte

—

J(7t) erfiillen das Gesetz der Ladungserhaltung

= 8pL(F,t)

div J(71) + =5 =0, (2.8)

das auch als Kontinuitéatsgleichung bekannt ist.

2.1.1. Stetigkeit an Materialgrenzen

Der Ubergang zwischen zwei unterschiedlichen benachbarten Materialien wird makroskopisch
iiblicherweise als sprunghafter Ubergang entsprechend Abbildung 2.1 modelliert. Die Ste-
tigkeitsbedingungen, denen elektromagnetische Felder an solchen Materialgrenzen geniigen
miissen, sind [3]

1o (7y) - (Da(Fy) — Di(7y)) = op(Fy) (2.9)
1o (7y) - (Ba(7y) — Bu(7)) = 0 (2.10)
o (Fy) X (Ea(Fy) — Er(Fy)) = 0 (2.11)
o (Fy) X (Ha(Fy) — Hy(7y)) = Jr (7). (2.12)

Hierbei ist 7715(7,) der lokale Normalenvektor auf der Materialgrenzfliche zwischen Gebiet 1
und Gebiet 2 am Ort auf der Grenzflache 7. Die Feldwerte sind als Grenzwerte zu interpre-
tieren, je nachdem aus welchem Gebiet die Anndherung an einen Punkt auf der Grenzflache
erfolgt. Die Flichenstromdichte Ji(7,) und die Flichenladungdichte oy (7,) sind GroRen, die
nur in der Grenzfliche auftreten konnen.

2.1.2. Wellengleichung

Aus den MAXWELL’schen Gleichungen lasst sich die vektorielle homogene zeitabhingige Wel-
lengleichung im Freiraum fiir das elektrische Feld herleiten®

L O*E(Ft
AE(rt) — uoeo% =0,

6Ein analoges Ergebnis liisst sich fiir das magnetische Feld formulieren.

(2.13)
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Gebiet 2

- g9, K
1o K2, €2, K2

Gebiet 1
M, €1, K1

Abbildung 2.1.: Der Ubergang zwischen zwei unterschiedlichen Materialien wird als Sprung
der Materialparameter idealisiert.

mit der die elektromagnetische Wellenausbreitung beschrieben werden kann. Gleichung (2.13)
ist eine lineare partielle Differenzialgleichung zweiter Ordnung und zé&hlt zur Klasse der hy-
perbolischen Differenzialgleichungen. Hierbei ist der LAPLACE"~Operator gegeben durch

A = V? = grad div — rot rot. (2.14)

Reelle Feldfunktionen mit sinusformiger Zeitabhingigkeit® kénnen durch den Realteil kom-
plexer Amplituden modelliert werden. Es gilt

E(t) = Eycos(wt + ¢) = Re{E,, exp(jwt)} (2.15)

mit der komplexen Amplitude E_ = Fyexp(jp). Bei Annahme harmonischer Zeitabhiangigkeit
entsteht aus der zeitabhiingigen Wellengleichung (2.13) nach FOURIER?-Transformation in
den Frequenzbereich die HELMHOLTZ!'® Gleichung, eine partielle Differenzialgleichung zweiter
Ordnung aus der Klasse der elliptischen partiellen Differenzialgleichungen

~ - w
AE(Fw)+ KE(Fw) =0 mit k= — = w/oco, (2.16)
Co
unter der Voraussetzung von Freiraum mit den Materialparametern p und gy. Die Wellenzahl
k ist im Vakuum aus dem Quotient von Kreisfrequenz w und Lichtgeschwindigkeit ¢y gegeben.

2.1.2.1. Losungen der Helmholtz—Gleichung

Eine Losung der HELMHOLTZ-Gleichung (2.16) in kartesischen Koordinaten ist durch ebene
Wellen der Form

E(F) = Bpet* e mit k L & und |K]? = K2 (2.17)

gegeben. Thre Phasenfronten bilden Ebenen im Raum, woraus sich die Bezeichnung ableitet.
Das elektrische Feld hat eine Amplitude von |Ep| und ist in éj,,~Richtung polarisiert. Da die
Losung im ganzen Raum R3 gilt, resultieren physikalische Lésungen erst durch die gewichtete
Uberlagerung verschiedener ebener Wellen.

Fiir die Beschreibung der zylindersymmetrischen Wellenausbreitung bieten die Zylinderwellen
einen weiteren Losungstyp der HELMHOLTZ—-Gleichung (2.16). Da ein zylindrisches Koordi-
natensystem zugrunde liegt, sind die in der HELMHOLTZ-Gleichung verwendeten Vektordif-
ferenzialoperatoren aus Gleichung (2.14) anzupassen. Der skalare LAPLACE-Operator fiir F,

"Pierre-Simon (Marquis de) Laplace (1749-1827), franzdsischer Mathematiker und Astronom.

8In dieser Arbeit wird die in der Elektrotechnik iibliche Zeitabhingigkeit e/“! verwendet. Insbesondere in
der physikalischen Literatur wird hiufig e~** angesetzt.

9 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), franzosischer Mathematiker und Physiker.

0Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894), deutscher Physiker.
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in zylindrischen Koordinaten lautet

10 0 1 0? 0?
—Ea_g <Qa_g) +E87¢2+@. (2'18)

Losungen der zylindrischen HELMHOLTZ-Gleichung sind die BESSEL-Funktion'' .J,, und HAN-
KEL-Funktion!? H{"? erster oder zweiter Art und Ordnung n.

2.1.2.2. Streuung am Zylinder im Freiraum

Da photonische Kristalle als Anordnung dielektrischer Zylinder in einem Hintergrundmedium
angesehen werden konnen, wird an dieser Stelle zunéchst die Streuung elektromagnetischer
Wellen an einem einzelnen Zylinder betrachtet. Fiir das skalare Modellproblem eines in z—
Richtung unendlich ausgedehnten Zylinders falle eine FE, polarisierte Welle mit Amplitude
Ey in & Richtung ein. Die Losung fiir das elektrische Feld ergibt sich als Superposition aus
einfallendem Feld E! und gestreutem Feld E* zu E, = E! + E*, wie in [2] hergeleitet wird.
In zylindrischen Koordinaten werden die Feldanteile

E! = EgeIkor — Fye~ikoecosé — Z 7 T (koo)e™, (2.19)
E:=Ey Y  j e HP (koo)e'™?, (2.20)

mit der BESSEL-Funktion J, und der HANKEL-Funktion zweiter Art H in Abhéngigkeit
von der Freiraumwellenzahl ky beschrieben. Das elektrische Feld innerhalb eines nichtleitenden
dielektrischen Zylinders der relativen Permittivitit ¢, ldsst sich als

E.=Ey Y j"dnJu(koy/Er0)e™ (2.21)

n=—oo

angeben. Die Entwicklungskoeffizienten ¢, und d,, ergeben sich jeweils aus der Erfiillung der
Stetigkeitsbedingungen (2.9) bis (2.12) auf der Oberfliche des Zylinders.

2.1.3. Dispersion und Kausalitit

Zur Beschreibung frequenzabhéngiger Material- und Struktureigenschaften wird zunédchst auf
die Dispersion eingegangen, da sie fiir die Analyse periodischer Strukturen von zentraler
Bedeutung ist. Unter Dispersion wird im allgemeinsten Fall die Abhéngigkeit einer Grofe der
Wellengleichung von der Wellenldnge A\, oder Frequenz f bzw. Kreisfrequenz w verstanden.
Dispersionsfrei sind Wellen, bei denen

=1 = Aef = const. mit k= |k] (2.22)
gilt. Mathematisch entsteht die Verkniipfung von Kreiswellenzahl k£ und Kreisfrequenz w als
resultierende Bedingung aus dem Produktansatz zur Losung der Wellengleichung [3]. Tech-
nisch gesehen ist die Pulsverzerrung ein Maf fiir die Dispersion, da im dispersionshehafteten

"Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), deutscher Astronom, Mathematiker und Geodét.
2Hermann Hankel (1839-1873), deutscher Mathematiker.
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Abbildung 2.2.: a) Dispersionsdiagramm als w k Diagramm fiir dispersionsfreie Wellenaus-
breitung gemif (2.22). b) Dispersionsfreie Wellen, die periodisch beziiglich
der Strukturgitterkonstanten a,., sind. ¢) Reduziertes Banddiagramm, BRIL-
LOUIN-Zone, die alle Informationen aus b) enthélt [4].

Fall Wellenpakete mit verschiedenen Frequenzen verschiedene Ausbreitungsgeschwindigkeiten
erfahren. Die Definition von Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit lauten

w dw
U= und v, = e (2.23)
Zur Veranschaulichung dispersiver Eigenschaften von Strukturen und Materialien wird im
Dispersionsdiagramm nach Abbildung 2.2a die Kreiswellenzahl w {iber der Wellenzahl k auf-

getragen'3. Riickwirtswellen oder riicklaufende Wellen zeichnen sich dadurch aus, dass fiir
das Produkt |5, 9|

dww
=——=<0 2.24
UQ/UP dk k ( )
gilt. Sie treten beispielsweise in periodischen Medien auf. In den meisten Strukturgittern
sind Riickwartswellen keine fundamentalen Gitterwellen, sondern Gitterwellen héherer Ord-
nung. Eine wichtige Ausnahme bilden linkshindige Metamaterial-Strukturgitter, bei denen

die fundamentale Gitterwelle eine Riickwérts—Welle ist [12].

2.1.3.1. Dispersion in periodischen Medien

Die Bezeichnung der zugrunde liegenden Mathematik von Differenzialgleichungen bzw. de-
ren Losungen mit translatorischer Periodizitit wird je nach Anwendungsfeld mit den Namen
Brochu! (1928, Elektronenleitung in kristallinen Festkorpern), HILL'® (1877, eindimensionale
periodische Potentialfunktion), FLOQUET!® oder LiAPUNOW!? (1883 und 1892, gewdhnliche
Differenzialgleichungen) assoziiert. Hier wird im Folgenden die Referenz auf BLOCH verwen-
det, da eine enge Verwandtschaft mit der Elektronenleitung in kristallinen Festkorpern besteht
[13]. Tm Folgenden werden die Grundlagen fiir periodische Strukturen in zwei Dimensionen
wiederholt, dieser Abschnitt orientiert sich an der ausfiihrlichen Darstellung in [4].

130der umgekehrt.

Felix Bloch (1905-1983), schweizerisch-US-amerikanischer Physiker, 1952 Nobelpreis fiir Physik.
'5George William Hill (1838-1914), US-amerikanischer Astronom und Mathematiker.

16 Achille Marie Gaston Floquet (1847-1920), franzdsischer Mathematiker.

17 Alexander Michailowitsch Ljapunow (1857-1918), russischer Mathematiker und Physiker.
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Abbildung 2.3.: Darstellung nach [4]: a) Grau schraffierte Elementarzelle eines periodischen
Gitters (WIGNER SEITZ Zelle) im Ortsraum. b) Darstellung im reziproken
Raum, grau schraffiert erste BRILLOUIN-Zone. ¢) Dunkelgrau schraffiert ist
die irreduzible BRILLOUIN—Zone mit Mittelpunkt I', Seitenpunkt X und Eck-
punkt M einer Elementarzelle.

Fiir eine unendlich ausgedehnte zweidimensional-periodische Materialverteilung e(x,y) nach
Abbildung 2.3a soll die Losung der Wellengleichung (2.16) fiir eine Welle mit E,-Komponente
bestimmt werden. Dazu wird ein Ansatz mit dem noch unbekannten BLOCH-Wellenvektor
Kp gemacht

E.(7) = Eper(F)e 557 mit 7= (). (2.25)
Dann lésst sich zeigen, dass die Funktion Epe () der Periodizitét
Fpee(7) = Byee(7+ F) (226

unterliegt, was als BLOCH-Bedingung bezeichnet wird. Dabei ist R der Translationsvektor,
der fiir ein zweidimensionales Strukturgitter als

—

R = mlc_il -+ m252 mit dl = (aper,O), 52 = (O,aper), mi,mo € 7 (227)

und der Strukturgitterkonstante ape, € RY notiert wird. Daraus folgt, dass die Funktion
FEper(T) selbst gitterperiodisch ist. Der Faktor e /KBzer giht den Phasenvorschub der Am-
plitude E, iiber einer Elementarzelle in x—Richtung an.

Fiir den akademischen Fall ebener Wellen, die beziiglich der rdumlichen Strukturgitterkon-
stante ape, die Periodizitdt der BLoCH-Bedingung erfiillen, folgt nach Abbildung 2.2b eine
Kurvenschar & — k £ mg Vm € N mit g = f—’; Fiir k| = —— Tliberlagern sich Wellen mit
gegenldufiger Ausbreitung, so dass sich eine stehende Welle bildet und sich die Kurven im
Dispersionsdiagramm schneiden. Das durch die Periodizitdt unendlich fortgesetzte Diagramm
in Abbildung 2.2b lisst sich durch Reduktion auf die erste BRILLOUIN'®*-Zone kompakt als

Abbildung 2.2¢ darstellen.

Zur geometrischen Konstruktion der ersten BRILLOUIN-Zone wird zunéchst ein kartesisches'?
Punktgitter (BRAVAIS?® Gitter) in zwei Dimensionen betrachtet, das durch translatorische
Periodizitidt der Punkte entsprechend (2.27) und Gitterkonstante a,., € R gegeben ist. Die

'8Léon Nicolas Brillouin (1889-1969), franzosisch-amerikanischer Physiker.
9Nach René Descartes (1596-1650), franzosischer Philosoph, Mathematiker und Naturwissenschaftler.
20 Auguste Bravais (1811-1863), franzosischer Physiker.
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Ein‘zelne Photonische S )\ fotamaterialien Herkommliche)
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Streumatrizen Dispersionsdiagramme effektive Materialparameter

Abbildung 2.4.: Skala des Quotienten Wellenldinge pro Strukturgitterkonstante a,e, mit Zu-
ordnung typischer Strukturen und Methoden zur Charakterisierung.

Elementarzelle des Gitters, die nur einen Gitterpunkt in ihrem Zentrum enthélt, wird WiG-
NER?'-SEITZ?*Zelle genannt (grau schraffiert in Abbildung 2.3a). Alle Orte innerhalb der
WIGNER-SEITZ Zelle liegen dem zugeordneten zentralen Gitterpunkt néher als den benach-
barten Gitterpunkten. Das reziproke Gitter ist iiber die Menge jener Wellenvektoren definiert
fiir die K - R = n27 mit n € Z gilt. Entsprechend Abbildung 2.3b wird analog zur WIGNER—
SEITZ Zelle im BRAVAIS Gitter im reziproken Gitter die erste BRILLOUIN Zone konstruiert.
Hierbei ist K = n1b; + noby mit b; = (%,0), by = (O,%), ni,ne € Z und Gitterkonstante
aper € RT gegeben. Durch Symmetriebetrachtung schrumpft die BRILLOUIN-Zone zur irre-
duziblen BRILLOUIN-Zone entsprechend Abbildung 2.3c. Konventionell wird der Ursprung
mit [', der Seitenpunkt mit X und der Eckpunkt der irreduziblen BRILLOUIN Zone mit M
bezeichnet.

Mit diesen Uberlegungen ist es méglich, das Dispersionsdiagramm eines unendlich ausgedehn-
ten Strukturgitters durch die Analyse einer einzigen Elementarzelle zu gewinnen. Dabei muss
die Periodizitit der Feldlosung durch das numerische Modell gewéhrleistet werden.

2.1.3.2. Effektive Materialparameter periodischer Strukturgitter

Die Beschreibung eines periodischen Strukturgitters durch effektive Materialparameter bie-
tet den Vorteil, dass die Substruktur des Strukturgitters nicht mehr detailliert beschrieben
werden muss, was die Modellbildung erheblich vereinfacht. Dennoch miissen die effektiven Ma-
terialparameter das elektromagnetische Verhalten des Strukturgitters in jedem Fall korrekt
modellieren. Abbildung 2.4 veranschaulicht die Gréfenverhéltnisse zwischen Wellenldnge A\
und Strukturgitterkonstante ape,. Im Fall kleiner Wellenléingen und in Relation dazu grofer
rdumlicher Periodizitit, lassen sich Problemstellungen mit makroskopischen Ansidtzen wie
der Strahlenoptik beschreiben. Im Fall grofler Wellenldngen, die auf Strukturen sehr kleiner,
mikroskopischer, raumlicher Periode treffen, ist eine Beschreibung des periodischen Mediums
mit effektiven Materialparametern moglich. Dies gilt insbesondere fiir atomare Kristallgitter
in einem groken Frequenzbereich, da die Strukturgitterkonstante kleiner als 1 nm ist 2. Der
Bereich, in dem Wellenldngen und raumliche Strukturgitterkonstante in etwa gleich grof sind,
wird als mesoskopischer Bereich bezeichnet, in dem Verfahren fiir effektive Materialparame-
ter das elektromagnetische Verhalten nicht in jedem Fall hinreichend genau beschreiben, da
die resultierende Gitterwelle aufgrund der relativ grofen Substruktur sich nicht gleichférmig
ausbreitet. Die Moglichkeit der Homogenisierung von Metamaterial-Strukturgittern, die nach
Abbildung 2.4 zum mesoskopischen Bereich gehoren, wurde in [22| untersucht.

2!'Eugene Paul Wigner (1902-1995), ungarisch-amerikanischer Physiker, 1963 Nobelpreis fiir Physik.
22Frederick Seitz (1911-2008), US-amerikanischer Physiker.
Z3Natriumchlorid hat beispielsweise eine Strukturgitterkonstante von ape, = 0.562 nm.
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2.1.3.3. Kausalitit

Der Prozess der Berechnung von effektiven Materialparametern fiir periodische Strukturgit-
ter wird als Homogenisierung bezeichnet. Die Homogenisierung fiihrt auf effektive Materi-
alparameter, die das makroskopische elektromagnetische Verhalten modellieren und fiir ein
bestimmtes Frequenzband giiltig sind. Die berechneten effektiven Materialparameter miissen
einem kausalen?* Dispersionsmodell folgen, da sie das Verhalten eines physikalischen Sys-
tems beschreiben. Die KRAMERS?~KRONIG?®~Relationen setzen Realteil und Imaginirteil
der Funktionen von Dispersionsmodellen in Beziehung und sind ein Spezialfall der HIL-
BERT2" Transformation. Fiir ein kausales Dispersionsmodell fiir die komplexe Permittivitit
g. =’ — je” gilt [10, Seite 27](6]

[ee]
wlg// (CL)/)

2
£'(W) = €0 + ;CH/ N du’, (2.28)
0
2 oog’(w’) — €00
0

CH bezeichnet hierbei den CAUCHY schen?® Hauptwert des auftretenden Integrals. Die Folgen
dieses Ergebnisses sind weitreichend, da der frequenzabhingige Real- und Imaginérteil der
Permittivitit zum einen direkt in einander iiberfiihrt werden kénnen und zum anderen Ver-
luste in Form von &” > 0 immer vorhanden sind. Die theoretische Betrachtung der Feldenergie
fithrt auf die Relationen [6]

dwe'w)) _ d(wp'(w))

> 0. 2.30
dw dw ( )

Im Folgenden werden die bendétigten Dispersionsmodelle vorgestellt, welche die KRAMERS—
KRroNIG-Relationen erfiillen.

2.1.3.4. Dispersion durch frequenzabhingige Materialeigenschaften

Physikalisch betrachtet entsteht die Dispersion in Materie aus der frequenzabhingigen ma-
kroskopischen Polarisation P mit

P = Np, (2.31)

wobei p = ¢r die mikroskopischen Dipolmomente sind, die aus zwei Ladungen mit unter-
schiedlichen Vorzeichen vom Betrag ¢ durch 7 voneinander getrennt sind und N deren Dichte
pro Volumeneinheit beschreibt. Die frequenzabhéngige makroskopische Polarisation P kann
fiir viele Materialien relativ gut mit Modellen beschrieben werden, die sich polynomial in
Abhéngigkeit der Frequenz w verhalten |3, Kapitel 7.5].

24Die Impulsantwort eines kausalen verschiebungsinvarianten linearen Systems verschwindet fiir ¢ < 0, da die
Antwort des Systems nicht vor der Einspeisung des Signals beginnen kann.

25 Hendrik Anthony Kramers (1894-1952), niederléindischer Physiker.

26Ralph Kronig (1904-1995), deutsch-US-amerikanischer Physiker.

2TDavid Hilbert (1862-1943), deutscher Mathematiker.

28 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), franzdsischer Mathematiker.
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Fiir das Modell von LORENTZ?? wird angenommen, dass z.B. die Elektronen eines Materials
als klassische, mechanische, harmonische Oszillatoren beschrieben werden koénnen, die von
ciner externen Kraft dem zeitabhiingigen elektrischen Feld E(t) ausgelenkt werden. Mit
dieser Quelle ergibt sich die zeitabhingige Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung 7 eines
einzelnen Elektrons zu

0*r or . =
or a WiF = _q_E(t)‘ (2.32)

Hierbei ist «; der Dampfungsfaktor, wy die Resonanzfrequenz, ¢, die Elektronenladung und
m. die Elektronenmasse. Unter der Annahme einer bei der Frequenz w zeitharmonisch schwin-
genden Anregung E(t) ist die Losung von (2.32) im Frequenzbereich

! L F(w). (2.33)

rw) = W2+ jway — w?m,

Mit dem Dipolmoment eines Elektrons p(w) = ¢.7(w) und (2.31) ldsst sich die dielektrische
Verschiebungsstromdichte fiir ein homogenes Material entsprechend (2.6) als

—

D(w) = esE(w) + P(w) (2.34)
schreiben. Die Polarisation kann in die frequenzabhingige Permittivitat

NqZ/m.
wa + jway — w?

e(w) = €000 + (2.35)

eingeschlossen werden, was zum klassischen LORENTZ-Modell der dielektrischen Dispersion
mit einer Polstelle fiihrt
2
e(w) Wy s N¢

— =5 + - mit w’ =
€0 Wi + jway — w? p

2.36
€0m67 ( )

wobei w,, die Plasmafrequenz ist und die Dispersionskurve fiir sehr hohe Frequenzen gegen
den Wert e, konvergiert.

Ein Spezialfall des Modells von LORENTZ entsteht, wenn in den vorangegangenen Gleichungen
(2.32) bis (2.36) die Resonanzfrequenz wy = 0 gesetzt wird. Das resultierende Modell von
DRUDE® lautet

£(w) %2» : . Ng

— 13 _— mit =
£0 w4 jway P

2.37
o, (2.37)

und dient zur Beschreibung von Metallen bei optischen Frequenzen.

Reichen (2.37) oder (2.36) allein nicht aus, um die breitbandige Frequenzabhéngigkeit eines
Materials zu interpolieren, kénnen beispielsweise mehrere LORENTZ’sche Modelle mit unter-
schiedlichen Parametern Wii,Wo,i kombiniert werden

2

2
w W7

€0 w? + jwoy Wi i + jwoy; — w?

i

29Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), niederléindischer Mathematiker und Physiker.
30Paul Karl Ludwig Drude (1863-1906), deutscher Physiker.
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2.1.4. Energieerhaltung

Neben der Kausalitit ist die Energieerhaltung eine weitere wichtige Eigenschaft physikalischer
Systeme, die jegliche Modellierung einschlieften sollte. Fiir Medien mit konstanten Material-
parametern k, e, i € R* gibt der Satz von POYNTING?! die Energiebilanz elektromagnetischer
Wellenausbreitung an. Im quellenfreien Raum lautet er in differenzieller komplexer Schreib-
weise

—div § =7, + j2w (W, — W.) (2.39)

mit dem komplexen POYNTING’schen Vektor
E(Fw) x H(Fw)* (2.40)

als zeitlich gemittelte Leistungsflussdichte und der zeitlich gemittelten elektrischen Verlust-
leistungsdichte

E(Fw) - E(Fw)* (2.41)
sowie der zeitlich gemittelten magnetischen und elektrischen Energiedichte

T = CH(Fw) - HFw)*, @ =

| E(Fw) - E(Fw)*. (2.42)

OuM’sche®? Verluste hervorgerufen durch endliche Leitfihigkeiten x > 0 verursachen dabei
die Umwandlung von elektromagnetischer Feldenergie in Warme. Durch die konstant vor-
ausgesetzten Materialparameter konnen die endlichen Leitfdhigkeiten als Imaginérteil einer
komplexen Permittivitat

ge=¢ —j" mit &' =r/weg (2.43)

dargestellt werden®?. Die gesamte Energiebilanz, welche die Wirmeenergieanteile mit ein-
schliefit, bleibt dabei ausgeglichen, wihrend die elektromagnetische Feldenergie bei der Exis-
tenz von OHM’schen Verlusten abnimmt |3, Kapitel 6.7].

2.1.4.1. Der Poynting’sche Satz fiir dispersive Medien

Etwas allgemeiner muss die Energiebilanz fiir isotrope dispersive Medien betrachtet werden,
da die auftretenden Verluste in den Materialparametern frequenzabhéngig beispielsweise nach
den Modellen (2.36) und (2.37) sein konnen. Dazu wird zunéchst der reelle zeitabhéngige
POYNTING—Vektor

Uy

(7.t) = E(Fit) x H(Ft) (2.44)

eingefithrt. Desweiteren wird die Voraussetzung verwendet, dass die elektrischen und magne-
tischen Feldstérken als E = F;(t) cos(wot+¢g) bzw. H = H;(t) cos(wot+ ) darstellbar sind

31John Henry Poynting (1852-1914), englischer Physiker.
32Georg Simon Ohm (1789-1854), deutscher Physiker.
33 7Zeitabhiingigkeit wie in (2.15) festgelegt.
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und die zeitlichen Verinderungen von Ej(t) und Hi(t) klein gegeniiber der reziproken Tri-
gerfrequenz 1/wy sind. Dann folgt fiir die effektive elektromagnetische Energiedichte gemifs
[3, Kapitel 6.8] und [6, Kapitel 80|

Wit dion (F) = %Re{ dg‘f) (wo)} (1) ) + % Re { d(d“;’“‘) <w0)} (A B D).
(2.45)

Der Erwartungswert ( - ) stellt dabei die Mittelung iiber eine Periode der Triagerfrequenz dar.
Fiir dispersionsfreie Materialien vereinfachen sich die Ableitungen und es verbleiben lediglich
die Materialparameter, so dass das reelle Pendant zu (2.42) mit

1 . . . .

wa(7) = 5 ( (EG) - BE0)) + (A7) - A7) (2.46)

resultiert. Der POYNTING ’sche Satz in seiner reellen zeitabhingigen Darstellung lautet nun
mit S aus (2.44)

0

aweff(f) = —div S(7.t) — J(7t) - E(Ft)

~ woTm {e(wo)} <E(F,t) : E(F,t)> — wo Tm {u(wo)} <ﬁ(F,t) . ﬁ(ﬁt)> . (2.47)

— —

Im Term J(7,t) - E(rt) sind analog zur Verlustleistungsdichte (2.41) in (2.39) die OHM’schen
Verluste enthalten, wihrend die beiden frequenzabhingigen Terme in der unteren Zeile die
Absorptionsverluste im Material darstellen.

2.1.4.2. Giitefaktor

Der Gitefaktor () (von engl. quality factor) ist sowohl ein Mak fiir die Breitbandigkeit einer
Resonanz als auch ein Maf fiir Verluste. Der Giitefaktor eines Resonators ist definiert als
Quotient von der im zeitlichen Mittelwert gespeicherten Energie und der Energie, die pro
Sekunde dissipiert |3, Kapitel 8.8|

zeitlich mittlere gespeicherte Energie

Q) := Kreisfrequenz X (2.48)

Energieverlust pro Sekunde

Da die Amplitude des z.B. elektrischen Feldes der Resonanzfrequenz w; iiber der Zeit abklingt,
gilt E oc ef@it=oit mit w, ay; € RT, so dass sich (2.48) in

w.
Qi Z

= San, (2.49)
fiir die i—te Resonanz iiberfiithren ldsst [1, Kapitel 5.10]|11]. Der Exponent ay; ist hierbei die
zeitliche Dampfungskonstante. Der Giitefaktor dient desweiteren als Mafs fiir das Ansprech-
verhalten eines Resonators, da die OHM’schen und dielektrischen Verluste, die im idealen Fall
diskrete Resonanzfrequenz zu einem Frequenzband ,yerschmieren, in welchem die Resonanz
mehr oder minder stark durch einen breitbandigen Puls angeregt werden kann. Daher kann
der Giitefaktor () ebenso aus einer breitbandigen Resonanzkurve mit einem Maximum bei fj
bzw. Aep und der Halbleistungsbandbreite Af bzw. der Linienbreite A\ gewonnen werden

fO o A)\el

C=AF T o

Voraussetzung dafiir ist, dass die Resonanz entsprechend scharf — also @ hinreichend grofs ist
— und mit benachbarten Resonanzen eine vernachléssighare Uberlappung besteht |3, Kapitel
8.8].

(2.50)
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2.1.5. Orthogonalitat und Streumatrizen

In diesem Abschnitt wird gezeigt wie die Orthogonalitit von Wellenleitermoden, die Eigen-
16sungen der MAXWELL’schen Gleichungen darstellen, fiir die Definition von Streumatrizen
verwendet wird.

2.1.5.1. Orthogonalitit von Wellenleitermoden

Bei gefiihrter Wellenausbreitung entlang +z-gerichteter lingshomogener Wellenleiter haben
die Feldamplituden eine Abhingigkeit vom Ort z und der Wellenzahl k, der Form

E.H o e¥k=2 (2.51)

und lassen sich in die longitudinalen Komponenten (E,ﬁ)z und die transversalen Komponen-
ten (E,H )ian zerlegen

E=FEu+E, H=Ha+H.. (2.52)

Die spezifischen Losungen des Eigenwertproblems der Wellendifferenzialgleichung?* fiir die
Querschnittsebene eines Wellenleiters werden als Wellenleitermoden bezeichnet. Die Feldlo-
sung fiir den n-ten Wellenleitermode mit Ausbreitung in +z-Richtung

En(x,y,z) = anfn(x,y)e_jkz’”z, (2.53)

— —

H,(xy,z) = an?-[n(x,y)e_jkz”‘z (2.54)

setzt sich aus der Wellenamplitude a,,, den transversalen Wellenleitermodenfunktion gn(a:,y)
und H,(z,y) sowie der komplexen Wellenzahl

kz,n = Bz,n - jaz,n mit &z, 6z,n € RS_ (255)

zusammen. Hierbei wird ., als Ausbreitungs- und «,, als rdumliche Dampfungskonstante®®
bezeichnet. Fiir gedampfte Wellenleitermoden gilt «, > 0, fiir evaneszente Wellenleitermo-
den a,, > 0 und f,, = 0. Die allgemeine Lisung des Wellenleiterquerschnittsproblems der
MAXWELL’schen Gleichungen lasst sich durch Superposition aller existierenden Wellenleiter-
moden schreiben

E(zy,2) = an(x,y) (ane™7F=n® 4 belFan?) (2.56)
neN

H(zy,2) = Z Ho(z,y) (ane 7F=n® — b,elk=n?) . (2.57)
neN

Hierbei ist b, die Amplitude des n-ten Wellenleitermodes bei Ausbreitung in negative z—
Richtung. Wellenleitermoden unterschiedlicher Ordnung n,m sind zueinander orthogonal be-
ziiglich des Skalarprodukts [1, S.336]. Mit geeigneter Normierung gilt

1, wenn n =m,

/ (En X Flm> L& dA = { (2.58)
A 0, sonst,

34 Ausfiihrlichere Darstellung z.B. in [1, 3]
35Im Gegensatz zur zeitlichen Didmpfungskonstante o; aus Gleichung (2.49).
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Abbildung 2.5.: Streumatrix eines Zweitors: Richtungsdefinitionen der Wellenamplituden.

wobei sich die Integration iiber die Querschnittsfliche A an einer beliebigen Position z = z,
erstreckt. Fiir verlustlose Wellenleiter gilt dariiber hinaus auch die Definition des Skalar-
produktes iiber den POYNTING’schen Vektor entsprechend (2.40) [1, S.337] und passender
Normierung

0, sonst.

L 1 —
/ (En X H;) EdA = { ;e =, (2.59)
A

2.1.5.2. Streumatrix fundamentaler Wellenleitermoden

Wellenleiter lassen sich mit Hilfe der Streumatrix als lineares Zweitor modellieren [1]. Die
Streumatrizen kommen urspriinglich aus der Zweitortheorie und dienen entsprechend Ab-
bildung 2.5 allgemein der Charakterisierung von Hochfrequenzeigenschaften. Sie beschreiben
das Verhalten eines linearen Zweitors vollstindig und verkniipfen einfallende und auslaufende
Wellenamplituden. Bei der Herleitung der Streumatrizen werden die auslaufenden Wellenam-
plituden b; als abhingige Variablen definiert und die einfallenden Wellenamplituden a; als
unabhéngige Variablen.

Liegt die Referenzebene in (2.56) bei z = 0, so ergeben sich fiir die komplexe Amplituden
der modalen Spannungen U,, und Strome Z, am Tor n bei symmetrischer Normierung auf die
Leitungsimpedanz 7,

Un(w) =/ Zpn(an(w) + by(w)), (2.60)
Z,(w) = ! (an(w) — by(w)). (2.61)

\ ZL,n

Die S Parameter bilden die skalaren Eintrige der Streumatrix und sind als Quotient von
auslaufenden Wellen b, von Tor n und einfallenden Wellen a,, an Tor m definiert, wobei
einzig am Tor m eine einfallende Welle existiert

b (w)
am(“)

Snm(W) = (2.62)

a;=0 Vi#m

Fiir Zweitore folgt in Matrixform
() = (e ) (26) oo

2.1.5.3. Streumatrix fiir Wellenleitermoden héherer Ordnung

Im vorherigen Abschnitt 2.1.5.2 wird die 2 x 2-Streumatrix fiir einen einzigen fundamentalen
Wellenleitermode eingefiihrt, jedoch lassen sich Wellenleitermoden hoherer Ordnung sowie
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die Kopplung von Wellenleitermoden untereinander ebenfalls mit Streumatrizen beschreiben.
Mit den Blockmatrizen in der Form S, gilt

bl(Cx.)) _ 511<W) Sw((ﬂ) al(w) (2 64)

bQ(W) 821 (Cd) SQQ(W) ag(UJ) ’ ’
Dabei enthalten a,, (b,) alle einfallenden (auslaufenden) Wellenamplituden von i verschiede-
nen Wellenleitermoden am Tor n und es gilt

a,(w) = (an1(w), ana(w),. .. ,anvi(w))T, b, (w) = (bp1(w), by 2(w),. .. ,bn,i(w))T. (2.65)

2.1.5.4. Transfer—Streumatrix

Durch algebraische Umformung von (2.64) wird die Transfer-Streumatrix 7 hergeleitet

bi(w)) _ (Tu(w) Tiz(w)) (az(w) (2.66)

ap (w) To(w) To2(w)) \b2(w) /)’ .
bei der beide Typen von Wellenamplituden jeweils pro Tor als Vektor zusammengefasst wer-
den. Fiir die Umrechnung von S nach 7 wird die Relation

T T _ Siz = S1Sy'Se SuuSyy' (2.67)
Tor Tz TR Sy’ |

verwendet, wobei die Frequenzabhingigkeit nicht ausgeschrieben ist.

2.2. Methode der finiten Integration (FIT)

Die direkte Losung der kontinuierlichen MAXWELL’schen Gleichungen aus 2.1 ist nur fiir
elektromagnetische Aufgabenstellungen praktikabel, die aus relativ einfachen Geometrien be-
stehen. Fiir die meisten Anwendungsfille ist es daher nur méglich, diskrete Formulierungen
der MAXWELL’schen Gleichungen numerisch zu l6sen. Im Rahmen dieser Arbeit wird die
Methode der finiten Integration (FIT, von engl. finite integration technique) verwendet, die
seit tiber 30 Jahren von WEILAND propagiert und seit dem weiterentwickelt wurde |38, 39).
Eine kommerzielle Implementierung existiert mit dem Software-Paket CST STUDIO SUITE
[123]. Das Ziel ist die Berechnung der elektromagnetischen Feldverteilung im untersuchten
Rechengebiet, aus der sekundédre Grofen wie Energie- oder Leistungsgrofen gewonnen wer-
den koénnen. Im Folgenden wird die prinzipielle Methode skizziert. Die folgende Darstellung
orientiert sich an |16, 21, 22, 25, 26, 28|.

2.2.1. Raumlich diskrete Gitter—-Maxwell-Gleichungen

Der Vorgang der Zuordnung der physikalischen Gréfen vom Kontinuum auf einen diskreten
Unterraum wird als Diskretisierung bezeichnet. Dazu wird ein Ausschnitt aus R3 — namentlich
das Rechengebiet 2 — in eine endliche abzdhlbare Menge disjunkter zusammenhéngender
Teilgebiete {2;} unterteilt

U @cr’ (2.68)
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=)

Abbildung 2.6.: a) Raumlicher Versatz von priméarem Rechengitter G und dualem Rechengit-
ter G. b) Die integralen Zustandsgrofen sind flichenallokierte Gitterfliisse,
kantenallokierte Gitterspannungen sowie volumenallokierte Ladungen. ¢) Lo-
kaler Umlauf der elektrischen Gitterspannungen.

die im Folgenden als Rechengitterzellen G bezeichnet werden. Hierbei ist die Indexmenge
I, ={1,...,n,} eine endliche Teilmenge aus N, mit der Anzahl an Teilvolumina n,. Prinzipi-
ell ist die Geometrie der Rechengitterzellen in gewissen Grenzen beliebig, im Rahmen dieser
Arbeit werden jedoch ausschlieflich kartesische Rechengitter verwendet, die aus quaderfor-
migen Rechengitterzellen bestehen. Daraus wird sofort ersichtlich, dass beliebige Geometrien
mit dem diskreten kartesischen Rechengitter im Allgemeinen nur noch nidherungsweise kor-
rekt dargestellt werden kénnen. Fiir praktische Anwendungen hat sich die Indizierung der
Rechengitterzellen mit dem kanonischen Index [28] bewihrt, da dies zu effizient implemen-
tierbaren Algorithmen fiihrt, wobei sich insbesondere die entstehenden Matrizen mit Band-
struktur effizient auf Rechnersystemen verarbeiten lassen. Das kanonische Indizierungsschema
fiir zyz Koordinaten eines kartesischen Rechengebiets mit

Np = NNy N (2.69)
Punkten, die durch das Tripel (i,,i,,i,) adressiert sind, ergibt sich zu
i=14(iy — 1)+ (iy — D)ng + (i, — Dngny, i € {1,....,nc} A C € {z,y,2}. (2.70)

In FIT werden direkt die kontinuierlichen MAXWELL’schen Gleichungen in Integralform (2.1)
bis (2.4) diskretisiert. Dazu werden sie auf das dual-orthogonale Rechengitterpaar {G,G}3¢
iibertragen, welches das endliche Rechengebiet aus n, Punkten im R? darstellt. Aus der Dis-
kretisierung resultieren die integralen Zustandsgréfen der elektrischen Gitterspannung @ und
des elektrischen Gitterflusses d, die als Integrale iiber primire Kanten L; bzw. duale Flichen
A; definiert sind. Ganz analog resultieren die integralen Zustandsgrofen der magnetischen
Gitterspannung h und des magnetischen Gitterflusses b, die als Integrale iiber duale Kan-
ten Ej bzw. primére Flichen A; definiert sind. Die Allokation der integralen Zustandsgréfen
erfolgt nach Abbildung 2.6 auf den entsprechenden Kanten und Flichen zu

36Primires Rechengitter G und dazu duales Rechengitter G.
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'84

\‘ 1
T<‘y P(¢) = i 1 Ny
\

L a) b) _ & c)

Abbildung 2.7.: a) Entartete Kanten (grau), die aufgrund der gewihlten Indizierung aufser-
halb des Rechengitters liegen und nicht beriicksichtigt werden. b) Aufbau
des P—-Operators mit Hauptdiagonale und {—ter Nebendiagonale. ¢) Alloka-
tion der elektrischen Gitterspannung €; und des elektrischen Gitterflusses Ei,
sowie die daraus motivierte Mittelung der Permittivtit &;.

J

ei(t) = / E(Ft) - d3, (2.71) hy(t) = / Vﬁ(F,t)- ds3, (2.74)
di(t) = / D(7t) - dA, (2.72) b,(t) = / B(7t) - dA, (2.75)
. ;

o= [ Jen-ad e w0 = [ mEn-av. )
i Vi

Die Allokation des elektrischen Gitterstroms T erfolgt analog zum elektrischen Gitterfluss
d. Die Ladung q ist den primiren Rechengitterknoten zugeordnet. Die gewihlte Indizierung
verursacht entsprechend Abbildung 2.7a, dass primére Kanten iiber den Rand des Rechenge-
biets hinausragen (grau dargestellt). Diese Kanten werden als entartete Kanten bezeichnet.
Matrixeintrige, die zu entarteten Kanten gehoren, werden zu Null gesetzt, um die Bandstruk-
tur der Matrizen nicht zu storen. Im kartesischen Rechengitter mit n, primiren Knoten wird
die Indizierung der Kanten und Flachen derart gewéhlt, dass z—, y— und z-Komponenten
Teilvektoren bilden, die zu Vektoren der Lange 3n, entsprechend

T Em

T

=)
Il

v Y (2.77)

)
Il
W)

h
h

<
(oR
I
Q) Q) )
<
o
I
o) TN T

z

n

z

zusammengefasst werden. Wéhrend die vektoriellen Grofen 3n, Komponenten besitzen, lasst
sich das skalare Feld der Ladung q in einem Vektor der Lange n, speichern. Die Gitter—
Maxwell Gleichungen (MGE, engl. Maxwell grid equations) ergeben sich zu

d = ~ d = =
——b 2.78 Ch=—-d+]j 2.80

Sb =0, (2.79) Sd =q. (2.81)

Ce =

Die Matrizen C, C sowie S, S sind algebraische Pendants der topologischen Rotations- und
Divergenzoperatoren (C von engl. curl, Rotation; S von engl. source, Quelle, Divergenz) und
bestehen aus den diskreten partiellen Differenziationsoperatoren P, P,, P, € {—1;0;1}"»*"»
deren struktureller Aufbau in Abbildung 2.7b angegeben ist. Fiir ein kartesisches Rechengitter
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gilt bezogen auf Abbildung 2.7b P, = P(1), P, = P(n,) und P, = P(n,n,), wobei Eintrige
zu entarteten Kanten entsprechend Abbildung 2.7a zu Null gesetzt werden. Daraus ergeben
sich die Matrizen C, C und S, S 7zu

o -P. P, N

cC=|P. 0o -P, |, C=cC, (2.82)
-P, P, O

s=(®, P, P.), S=(-PI —-PT —PT). (2.83)

Die diskreten Materialbeziehungen verkniipfen die kantenallokierten Gitterspannungen mit
den flichenallokierten Gitterfliissen und somit die Gleichungspaare (2.78), (2.79) und (2.80),
(2.81). Wird pro primérer Rechengitterzelle eine homogene Materialverteilung angenommen,
kénnen Materialverteilungen mit beliebiger Randkontur nur noch approximiert werden, da
sich die Materialverteilung an den Grenzflichen benachbarter Rechengitterzellen sprunghaft
dndert. Jedoch ist mit den Stetigkeitsbedingungen aus Gleichungen (2.9) bis (2.12) gegeben,
dass die tangentialen elektrischen und magnetischen Feldstirken einen stetigen Verlauf iiber
Materialgrenzen hinweg besitzen. Die dual-orthogonale Allokation der Gitterspannungen und
Gitterfliisse gewahrleistet daher eine eindeutige Definition. In Abbildung 2.7c schneidet die
schraffierte duale Gitterfliche A; die vier benachbarten primiren Rechengitterzellen, denen
homogene Materialparameter zugewiesen sind. Da der Gitterfluss d; auf der dualen Fliche
fli allokiert ist und die Gitterspannung e; senkrecht auf AZ‘ steht, ist die Berechnung von d;
aus €; nur iiber einen Mittelwert der beteiligten Permittivitidten moglich

A -
5 = >k Sk AR
i 1 ~ -
Zk:l Ap
Neben der Verkniipfung von Gitterspannungen mit Gitterfliissen leisten die Materialmatrizen

die Verkniipfung von primérem Rechengitter G und dualem Rechengitter G. Die Materialbe-
ziehungen lauten analog zu Gleichungen (2.6) bis (2.7)

(2.84)

d = M_e, (2.85) b = M,h, (2.86) j=M,e (2.87)
und bilden die raumliche Materialverteilung im Rechengebiet ab. Fiir dual-orthogonale Re-
chengitterpaare {G,G} sind die Materialmatrizen diagonal und entsprechend leicht invertier-
bar. Fiir nichtorthogonale Diskretisierungschemata [26] ist dies nicht der Fall. Die Gleichungen
(2.85) bis (2.87) lassen sich komponentenweise schreiben als

_ - D(Ft) - dA >
d; = M, e; = I 4( ) ei= g, +0 (Lg) : (2.88)
L BE(rt) - ds L
- o Jp HFH A5 [ .
b= M, 1. b; = L 4b»:7—]b-+O<L§), 2.89
J ptii Y3 fAjB(_’,t)-dA J MAj J j ( )
A A _‘qat - dA _Ai
7. =M,.¢e I j ) g =1 €i+(’)<L§>, (2.90)
sz E(7t) - ds L

wobei k und ¢ flichengemittelte und j lingengemittelte Grofen sind. Fiir die Fehlerordnung
gilt nach |26, Anhang A.1| ( > 2. Sie wird fiir dquidistante Rechengitter und homogene
Materialverteilungen im Rechengebiet maximal. Die Erfiillung von wichtigen physikalischen
wie auch vektoranalytischen Gesetzen bleibt hierbei erhalten. Im Einzelnen sind das
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1. Quellenfreiheit von Wirbelfeldern (div rot = 0),
Wirbelfreiheit von Gradientenfeldern (rot grad =0),

Ladungserhaltung [25] entsprechend (2.8),
Energieerhaltung [25] entsprechend (2.39),

ook W N

Orthogonalitéit der Moden [40| entsprechend (2.58).

2.2.2. Zeitbereich

Aus Gleichungen (2.78) und (2.80) folgt im verlustlosen Fall fiir die Darstellung im Zeitbereich

w (o)~ (aday o) (20)+ (adn ) o

Mit dem zentralen Differenzenquotienten als Diskretisierung der Zeitableitung ergibt sich
der Leapfrogalgorithmus fiir die MGE. Das entstehende Verfahren stimmt aus Implementie-
rungssicht mit der Methode der finiten Differenzen im Zeitbereich (FDTD, von engl. finite
differences time-domain) von YEE [43| iiberein.

Um frequenzabhingige Grofen und insbesondere Streumatrizen zu erhalten, werden die Er-
gebnisse mit Hilfe der diskreten FOURIER-Transformation (DFT) in den Frequenzbereich
transformiert. Als Anregungsfunktion bietet sich in vielen Fillen der modulierte GAuss Puls
an, da er ein nahezu begrenztes Frequenzband anregt und seine FOURIER—Transformierte
wiederum gaufformig ist. Als Abbruchkriterium eignet sich je nach Problemstellung eine Be-
grenzung der Anzahl der zu simulierenden Pulsweiten, wie auch die im Rechengebiet enthal-
tene Energie, die unter einen angebbaren Wert abgeklungen sein muss, bevor die Simulation
abgebrochen werden kann.

2.2.3. Frequenzbereich

Bei harmonischer Zeitabhiingigkeit ¢/“! fiihrt die Darstellung der Gitterzustandsgrofen nach
(2.15) zur Frequenzbereichsdarstellung. Die Zeitableitung der Gitterzustandsgrofen geht in
eine Multiplikation der komplexen Amplitude mit dem Faktor jw iiber. Die diskrete Wellen-
gleichung der FIT ist die Curl Curl Gleichung mit Anregungsterm j .. Im verlustlosen Fall
ohne Leitungsstrome lautet sie

(CM,'C — w*M.)e = —juwj,. (2.92)

Existiert mit _]i = 0 keine Anregung in Gleichung (2.92), so geht die verlustlose diskrete
Wellengleichung in die Eigenwertgleichung

M.'CM,'Ce = w’e (2.93)

fiir die elektrische Gitterspannung iiber. Bei Gleichung (2.93) handelt es sich um ein algebrai-
sches Standard-Eigenwertproblem der Form Ax = Ax. Die Eigenwerte X sind die quadrierten
Resonanzfrequenzen w? und die Feldlésungen entsprechen den Eigenvektoren €. Auf die FIT—
Eigenwertgleichung wird in Kapitel 3 ausfiihrlich eingegangen.
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2.2.4. Randbedingungen

Bisher wurde noch keine Aussage iiber das Verhalten an den Réandern des diskreten Re-
chengebiets getroffen. Die Modellierung der Berandung des finiten Rechengebiets hat jedoch
mafgeblichen Einfluss auf die Qualitdt der resultierenden Feldldsung, da die Berandung die
zu Grunde liegende Problemstellung nicht modifizieren darf und gleichzeitig das Rechengebiet
so klein wie moglich halten soll, um den numerischen Aufwand begrenzt zu halten.

2.2.4.1. Konservative Randbedingungen

Konservative Randbedingungen erlauben keinen Leistungsfluss durch den Rand und im ein-
fachsten Fall wird das Verschwinden einer tangentialen Gitterspannung gefordert. Interpre-
tiert werden kann das im Fall der tangentialen elektrischen Gitterspannung €, als Grenzfliche
zu einer perfekt elektrischen Leitfahigkeit (PEC, von engl. perfect electric conductor) mit
x — oo und im Fall der tangentialen magnetischen Gitterspannung h, als Grenzfliche zu
einer perfekt magnetischen Leitfahigkeit (PMC, von engl. perfect magnetic conductor) mit

Im{u.} — —o0 [28].

Am perfekt elektrisch leitenden Rand gilt neben @, = 0 fiir den zum Rand normalen magne-
tischen Gitterfluss b, = 0. In FIT kann der PEC Rand leicht dadurch implementiert werden,
dass im Rotationsoperator C die entsprechenden Eintriige von € und b zu Null gesetzt wer-
den. Am PMC Rand gilt fiir die tangentiale magnetische Gitterspannung h, = 0 fiir den zum
Rand normalen elektrischen Gitterfluss d;, = 0. Dieser Rand resultiert aus der virtuellen Ver-
dopplung der halben tangential orientierten dualen Integrationsfliche A; im AMPERE’schen
Gesetz (2.80) |28].

2.2.4.2. Periodische Randbedingung

Die periodische Randbedingung wird verwendet, um Strukturgitter unendlicher Periodizitét
nach Abschnitt 2.1.3.1 zu modellieren. Sie setzt die tangentialen elektrischen Gitterspannun-
gen zweier gegeniiberliegender Randflichen in eine feste Phasenbeziehung €,; = € 2¢’¥ und
wurde bereits 1986 implementiert |41]. Die Anzahl der Freiheitsgrade wird hierbei um die
Unbekannten einer Randfliche reduziert, da diese durch die Phasenbeziehung a posteriori
berechnet werden kénnen. Aufgrund dieses Abhéngigkeitsprinzips werden dquivalente For-
mulierungen in der Finite Elemente Methode als Master Slave Randbedingungen bezeich-
net. Analog zur Darstellung in [21, S.62| kann ein Operator L., eingefithrt werden, der die
tangentialen elektrischen Gitterspannungen am abhéngigen Rand eliminiert. Die Menge der
kanonischen Indices nach Gleichung (2.70) der Tangentialkomponenten der elektrischen Git-
terspannung am abhéngigen Rand (uv—Ebene bei wy,x) im kartesischen Rechengebiet lautet
fiir die u—Komponenten

I, = {nyn,(n, — 1)+ 1, nyny(ny, — 1) + 2, ..., nynynyt (2.94)
und fiir die v Komponenten
I, = {ny, + nuny(ny — 1) + 1, ny + nyng(ng — 1) + 2, ..., 1y + ngnyhg b (2.95)
Der L,-Operator ersetzt die Komponenten am abhingigen Rand wpax

€ = L€y (2.96)
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mit dem Produkt der tangentialen Gitterspannungen am unabhéngigen Rand w,;, und dem
Phasenfaktor e/¢. Demnach ist

LSD c C37Lp><(3np_|luulv|) (297)

mit der Méchtigkeit |Ig ;,,| der Menge Ig ,,,. Die Eintréige von L, lauten

ej(p(si,i—nunu(nw—l) Vi € Iu
Lw(lvl) - ejlp(si,ifnunv(nwfl) Vi € Iv ) (298)

iy sonst

mit dem KRONECKER?"-Delta §,;. Hierbei sind Elemente, die aufgrund der Indizierung adres-
siert werden kdnnen, aber aufkerhalb des Rechengebiets liegen, nicht gesondert beriicksichtigt
und miissen wie in Abbildung 2.7a zu Null gesetzt werden. An den Réndern des Rechen-
gitters haben die dualen Zellen nur halbe Volumina, weshalb die halbierten Volumina am
unabhéngigen Rand verdoppelt werden miissen, um die Materialverteilung am abhédngigen
Rand akkurat modellieren zu konnen. Voraussetzung ist allerdings, dass das (halbe) duale
Zellvolumen an abhingigem wie unabhéingigem Rand gleich ist. Die resultierende Material-
matrix fiir die Permittivitdt wird als M, ., bezeichnet.

2.2.4.3. Wellenleiterrand

Zur Simulation einer gefiihrten Wellenausbreitung wird der sogenannte Wellenleiterrand ver-
wendet, der es ermdglicht, Wellenpakete ein- und auszukoppeln und so den Anschluss einer
Zuleitung an das Rechengebiet darstellt. Dariiber hinaus dient das Konzept des Wellenleiter-
rands zur Aufzeichnung der Wellenamplituden (2.53) bis (2.57), die fiir die Berechnung der
Streumatrix (2.63) aus Abschnitt 2.1.5.2 benétigt werden. Wie fiir die Orthogonalitét der
Wellenleitermoden im kontinuierlichen Raum aus Abschnitt 2.1.5.1 entsprechend Gleichun-
gen (2.58) und (2.59) vorausgesetzt, ldsst sich ein beliebiges diskretes Feldbild €,,(w) in eine
Reihe orthogonaler Moden €;

n

Bian(w) = Y _ci(w)e; (2.99)

1=0

entwickeln®. Die Entwicklungskoeffizienten ¢;(w) ergeben sich in einem kartesischen Rechen-
gebiet mit Ausbreitungsrichtung z mit dem diskreten Analogon des Skalarprodukts (2.58)
zu

ci(w) =€, -h,; — e, h,,. (2.100)

Da die Extraktion von Streuparametern in dieser Arbeit unverdndert durchgefiihrt wird, sei
auf die Literatur zur Behandlung transversal homogener in [18, 32| und breitbandig inho-
mogener Wellenleiter in [20] verwiesen. Von Interesse ist an dieser Stelle die Einfithrung des
diskreten Eigenwertproblems fiir die Berechnung der diskreten Wellenleitermoden €; wie in
[24, 26, 40| gezeigt wurde. Das diskrete Eigenwertproblem fiir den Wellenleiterrand wird in
Abschnitt 3.3 ausfiihrlich behandelt.

3TLeopold Kronecker (1823-1891), deutscher Mathematiker.
38Bei der Diskretisierung einer Fliche mit n, Gitterpunkten stehen maximal 2n, Wellenleitermoden fiir die
Reihenentwicklung zur Verfiigung.
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0 PML o¢(¢)

(T 7777
..’II...........

—— gg Randbedingung /
=
—
- ¢
C = CO C = Cmax a) CO Cmaz b)

Abbildung 2.8.: a) Urspriingliches Rechengebiet €2, dass um einige Schichten PML ab ( =
o erweitert wird. b) Polynomiales Dampfungsprofil o.(¢). Durch o.(¢y) =
0 wird gewéhrleistet, dass die reelle Ortskoordinate stetig in die komplexe
Ortskoordinate iibergeht.

2.2.4.4. Transparente Randbedingungen

Transparente Randbedingungen fiir Rechengebiete miissen eine Vielzahl von Anforderungen
erfiillen. Der Rand soll nicht nur durchléssig fiir propagierende und evaneszente Wellen sein,
sondern Durchlissigkeit fiir nahezu beliebige Frequenzen und Einfallswinkel bieten. Wih-
rend in [23| noch eine echte (ebene) Randbedingung vorgestellt wurde, hat sich seit [14] eine
Modellierung durchgesetzt, bei der das urspriingliche Rechengebiet im Volumen um mehre-
re Lagen eines impedanzangepassten leitfihigen zusétzlichen Rechengebiets erweitert wird
(siehe Abbildung 2.8a), in dem die Welle nidherungsweise komplett absorbiert wird. Da im
kontinuierlichen Modell die Impedanzanpassung perfekt ist, hat sich die Bezeichnung perfectly
matched layers (PML) durchgesetzt. Eine FIT-Implementierung basierend auf der Idee aus
[44] ist in [20] beschrieben. Im Folgenden wird die Vorgehensweise aus [31] beschrieben, die
unabhéngig vom Koordinatensystem immer maéglich ist. Analytisch betrachtet wird die reelle
Ortskoordinate ¢ am Rand ( = (y des Rechengebiets in die komplexe Ebene entsprechend
der analytischen Funktion

- ¢
(= (= : sc(¢)d¢" fir (> ¢y und (€ {zy,z} (2.101)

fortgesetzt. Dabei geht ¢ bei (o stetig in die komplexe Ortskoordinate ¢ iiber, wobei s¢ der
neue, in der PML geltende, Streckungsfaktor ist. Fiir die Dampfung propagierender Wellen
wird fiir den Streckungsfaktor s.(¢)

sc(Q) =1+ U;EUO fir oc € R", (2.102)
gefordert, wobei o.(() ein ndher zu spezifizierendes Dampfungsprofil ist (siehe unten). Der
Imaginérteil der Ortskoordinate innerhalb der PML verursacht das exponentielle Abklingen
der Welle. In Gleichung (2.102) ist der urspriingliche reelle Anteil des Streckungsfaktors als
erster Summand erkennbar, wihrend der zweite Summand mit dem Imaginarteil die Erwei-
terung in die komplexe Ebene darstellt. Fiir quasistatische Problemstellungen hat sich die
Wahl des Streckungsfaktors zu

o¢(C)

— =7 fiir o« cR" 2.103
apml, + Jw P ( )

s¢(Q) =1+
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bewéhrt [31], da durch den zusétzlichen Koeffizienten apyy, auch fiir w — 0 die Dampfungs-
eigenschaft der PML erhalten bleibt. Das Abklingen originir evaneszenter Wellenanteile lasst
sich mit der Forderung an den Streckungsfaktor

Re{sc(¢)} > 1 (2.104)

innerhalb der PML beschleunigen, wofiir ggf. ein weiterer Freiheitsgrad eingefiihrt wird |161].
Fiir die oben eingefiihrten Dampfungsprofile o(¢) wird iiblicherweise ein Polynom vom Grad
m € N mit

7¢(C) = Omax <ﬁ) (2.105)

gewihlt. So wird gewihrleistet, dass am Ubergang vom Rechengebiet in die PML o¢((y) = 0
und am duferen Rand der PML (also dem neuen erweiterten Rechengebietsrand) o¢(Grnax) =
Omax gilt, wie in Abbildung 2.8b veranschaulicht ist.

Im kartesischen Fall ldsst sich nach Gleichung (2.101) die Abbildung des Ortsvektors 7~ auf
den komplexen Ortsvektor 7 als

o _ z/x 0 0
r—r=T-7 mt I'=| 0 g/y 0 (2.106)
0 0 z/z

schreiben. Geometrisch betrachtet ldsst sich die Fortsetzung der reellen Ortskoordinate in
der komplexen Ebene als Metriktransformation auffassen [31]. Der Metriktensor des EU-
KLID’schen®® Raums

10 0
G=1{0 10 (2.107)
00 1

eines Rechengebiets () erfihrt an dessen Rand ( = (,, die komplexe Streckung der Form

é = §(a:,y,2) G- é(:c,y,z) mit S<:U7y72) = 0 Sy(y) 0 ) (2108)

wobei die Eintriige in S(x,y,2) aus (2.101) stammen und als Metrikkoeffizienten identifiziert
werden. In der PML Region gelten die Gleichungen [30]

S~'.rot E°(F) = —jwB(F) und S~'-rot H(F) = jwD(F), (2.109)

welche die Abhéngigkeiten der Feldgrofen von den komplexen Ortskoordinaten nach Glei-
chung (2.106) darstellen. Die Umrechnung von (2.109) in reelle Orte fiihrt auf Felder, welche
die MAXWELL’schen Gleichungen (2.1) bis (2.4) innerhalb der PML tatsichlich erfiillen “°[30]:

E*(F) = SES(T - 7), He(7) = SHC(I:‘ ), (2.110)
D*(7) = det(S)S™'D(T" - 7), B(7) = det(S)S™'B(T - 7). (2.111)

39Fuklid von Alexandria (ca. 360 v. Chr. - ca. 280 v. Chr.), griechischer Mathematiker.
40Tm Folgenden mit ’a’ indiziert.
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Diese Transformation erhélt die Stetigkeit fiir E-und F[—Komponenten, die beziiglich der Fla-
che zwischen innerem Rechengebiet und PML bei ¢ = (, tangential liegen. Entsprechendes
gilt fiir die Normalkomponenten von D und g, jedoch nicht fiir die jeweils anderen Kompo-
nenten, deren Stetigkeit gemift den MAXWELL’schen Gleichungen nicht erforderlich ist. Aus
(2.110) und (2.111) lassen sich die Verkniipfungen von Feldern und Flussdichten herleiten,
die auf

D7) = det(S)(S™'-2-S™HE* und B%(F) = det(S)(S~'- - S~ H® (2.112)

fiihren. Fiir allgemeine lineare Medien*' mit £ und /i am Rechengebietsrand ergeben sich
die PML-Parameter zu

EpML = det(é)é’l -2-S™' und  jipuL = det(é)é’1 L S (2.113)

Dabei ist neben der Stetigkeit des Ubergangs gewihrleistet, dass die MAXWELL’schen Glei-
chungen ohne Modifikationen erfiillt sind. Die Formulierung in der Methode der finiten Inte-
gration ergibt sich aus der Diskretisierung der Gleichungen

rot Ea = —jCU[:LpMLﬁa, rot }_ja = ngpMLE:a (2114)
analog zu (2.78) und (2.80) zu
Ce” = —jwMM (w)h”, Ch” = jwuM™ME (w)e® (2.115)

mit den Diagonalmatrizen MM (w) und MEMT‘(w). Hierbei ist die Frequenzabhéngigkeit
der Materialmatrizen zu beachten, die in (2.101) unter Verwendung von (2.102) oder (2.103)
einbezogen wird und sich iiber (2.108) bis in (2.113) fortpflanzt.

2.2.5. Fehler

Bei der Messung physikalischer Grofen treten Fehler auf und auch bei der Simulation physi-
kalischer Grofen gibt es Fehler. Diese Fehler lassen sich folgendermafen klassifizieren:

e Klasse der Modellierungsfehler. Alle Fehler, die auf dem Weg von einer physikali-
schen Problemstellung zum abstrahierten mathematischen Modell entstehen, zdhlen zu
den Modellierungsfehlern. Dazu gehoren vernachlissigte physikalische Effekte (Nicht-
linearitdten, kleine Inhomogenititen der Materialparameter, Temperaturabhingigkei-
ten,...), ungenaue oder idealisierte Materialparameter und Geometriedaten. Desweiteren
stellen die Rénder des Rechengebiets und Symmetriebedingungen eine potentielle Quel-
le fiir Modellierungsfehler dar, ebenso wie die Verwendung nicht struktur-konformer
Rechengitter.

e Klasse der Verfahrensfehler. Verfahrensfehler sind einem numerischen Verfahren im-
manent. Bei FIT entstehen Verfahrensfehler beispielsweise bei der Materialdiskretisie-
rung nach (2.84) oder durch den der Zeitintegration (2.91) zugrunde liegenden zentralen
Differenzenquotienten.

e Klasse der numerischen Fehler. Die Darstellung mancher rationalen und aller irra-
tionalen Zahlen ist in primitiven Datentypen moderner Rechnersystemen nur mit endli-
cher Genauigkeit moglich, wodurch es zum datentypabhéngigen Rundungsfehler kommt.

41Gilt nicht fiir nichtlineare, jedoch fiir bianisotrope Materialien mit dquivalenter Umrechnung.
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Er kann als Quantisierungsfehler verstanden werden, da nur eine endliche Auswahl des
kontinuierlichen Zahlenraums dargestellt werden kann. Fiir 64-bit Gleitkommawerte
betriigt er 2.220446 x 10716, kann sich aber bei numerisch ungiinstigen Verfahren (z.B.
GAuss—Elimination fiir schlecht konditionierte Gleichungssysteme) signifikant akkumu-
lieren. Dariiber hinaus entstehen numerische Fehler durch den Abbruch von iterativen
Algorithmen, die insbesondere zum Ldsen von Gleichungssystemen zum Einsatz kom-
men. Allerdings ist dieser Abbruchfehler in Form eines Residuums meistens gut bekannt
und auch in gewissen Grenzen kontrollierbar, zumindest solange er deutlich grofer als
der datentypabhéngige Rundungsfehler ist.

2.3. Methode der flexiblen lokalen Approximation
(FLAME)

Die TREFFTZ*?*~Methode der flexiblen lokalen Approximation (TREFFTZ-FLAME von engl.
Flexible Local Approximation Methods) wird von TSUKERMAN seit dem Jahr 2004 propa-
giert [19]. Die hier verwendete Darstellung orientiert sich an [34, 35, 37]. Anders als bei der
Methode der finiten Integration aus Abschnitt 2.2 wird FLAME auf abgeleitete, der jeweiligen
Aufgabenstellung angepasste Differenzialgleichungen angewendet. Den Hauptanwendungsbe-
reich stellen dabei die Randwertprobleme dar. Engere Verwandtschaft ist zur Methode der
finiten Differenzen gegeben, bei der diskrete Formulierungen durch TAYLOR’sche®® Reihen-
entwicklung der Differenzialoperatoren gewonnen werden.

2.3.1. Differenzenschemata in FLAME

Das Rechengebiet ) wird in iiberlappende Teilgebiete Q) entsprechend Abbildung 2.9 zerlegt.
Jedes Teilgebiet bekommt einen Differenzenstern (engl. stencil) zugewiesen, der benachbarte
Knoten des globalen (aus Anschauungsgriinden meist kartesischen) Rechengitters miteinan-
der verkniipft. Die verschiedenen Knoten innerhalb eines Differenzensterns sind mit einem
eindeutigen Index versehen. Die zugrunde liegende Differenzialgleichung wird innerhalb eines
Teilgebiets Q) als homogen mit dem Differenzialoperator L und der Losung u

Lu=0 in QO cR?*® (2.116)

angenommen. Auf dem Teilgebiet (i), mit dem &Aquidistanten Knotenabstand h, wird die
Approximation der exakten Losung ug) als Linearkombination von m dem Differenzenstern

zugeordneten Basisfunktionen {Q/Jl(i)} angesetzt
uy) =" ey, (2.117)
I=1

Der Idee von TREFFTZ [33] folgend werden nur solche Basisfunktionen {zﬁl(i)} zugelassen, die
eine analytisch exakte Losung der zugrunde liegenden Differenzialgleichung (2.116) darstellen.
Als weitere Voraussetzung an die Basisfunktionen wird gefordert, dass diese die exakte Losung

42Erich Tmmanuel Trefftz (1888-1937), deutscher Mechaniker, Mathematiker.
43Brook Taylor (1685-1731), britischer Mathematiker.
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Ue, auf einem lokalen Differenzenstern hinreichend gut approximieren. Dies ist in erster Linie
dann moglich, wenn die Eigenschaften der exakten Losung wu., zumindest lokal bekannt sind.
Fiir viele fundamentale geometrische Formen gibt es analytische Ausdriicke, die lokal (also
innerhalb oder in der Nihe des jeweiligen Objekts) gute Approximationen der gesuchten
Losung darstellen. Die Bezichung des Koeffizientenvektors ¢? € R™*! mit den Knotenwerten
der Losung u®® ist durch

NOc® = 4@ (2.118)

gegeben. Dabei ist N die Matrix der Knotenwerte, in der alle m Basisfunktionen {wl(i)} an
den n Stiitzstellen des Differenzensterns von Teilgebiet Q) ausgewertet werden

e W) e )
NO - | 0@ e @) ) | (2.119)

W) e i)
Im Allgemeinen werden fiir Differenzensterne iiber die n Stiitzstellen m = n — 1 Basisfunk-

tionen gewéhlt, so dass die Matrix der Knotenwerte rechteckig wird [36]. Fiir einen n Punkt
Differenzenstern ist ein Differenzenschema s € R™*! gesucht, das

sy =0 (2.120)

fiir Knotenwerte u(® jeglicher Funktionen uﬁf) aus (2.117) erfiillt. Aus (2.118) und (2.120)
folgt unmittelbar

sWTNWc® = 0. (2.121)
Um (2.121) fiir beliebige Koeffizientenvektoren ¢ erfiillen zu kénnen, muss
s ¢ ker NOT (2.122)

gelten. Das lokale Differenzenschema* s eines zugeordneten Teilgebiets Q) enthilt jene
Koeffizienten mit denen benachbarte Knotenwerte fiir die lokale Approximation der Losung
gewichtet werden, so dass das lokale ortsabhéngige Differenzenschema mit der i—ten Zeile
der Systemmatrix koinzidiert. Ist der Defekt*® def(N®T) aus (2.122) Eins und ist s nicht
trivial, so reprisentiert s®) das gesuchte TREFFTZ-FLAME Differenzenschema bis auf einen
beliebigen Vorfaktor. Genau dann ist durch die Gleichungen in NOTs@) = 0 gewiihrleistet,
dass die angesetzten Basisfunktionen {%(z)} das Differenzenschema erfiillen, da sie mit s ge-
wichtet sind. Neben dieser erforderlichen Eigenschaft im diskreten Modell lasst der verwendete
TREFFTZ Ansatz nur solche Basisfunktionen zu, welche die zugrunde liegende kontinuierliche
Differenzialgleichung erfiillen.

2.3.2. Eigenschaften

Fiir harmonische Polynome als Basisfunktionen®® resultiert mit TREFFTZ-FLAME, bis auf
einen beliebigen Vorfaktor, das gleiche Differenzenschema und somit die gleichen Matrixein-
triage, auf die auch die taylorreihenbasierte Formulierung der Methode der finiten Differenzen

#Die resultierenden Schemata sind immer eine Differenz bzw. algebraische Summe.
45def(A) = dim(ker(A)) entsprechend Satz 4.1.10
46Beispielsweise zur Losung der LAPLACE’schen Differenzialgleichung.
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Abbildung 2.9.: Uberlappende Teilgebiete Q) am Beispiel des 5-Punkt-Differenzensterns.

fithrt. In verschiedenen Teilgebieten kénnen unterschiedliche TREFFTZ sche Basisfunktionen
zugelassen werden?”. Da die Stetigkeitsbedingungen an Materialiibergiingen algebraisch statt
geometrisch ausgedriickt werden kénnen, beschreiben lokale Basisfunktionen das Feldverhal-
ten an der Materialgrenze, so dass ein zur Geometrie konformes Rechengitter nicht notwendig
ist. Randbedingungen kénnen in lokalen Teilgebieten beriicksichtigt werden: Fiir Randwert-
probleme sind das meist NEUMANN’sche*® und DIRICHLET sche*® Randbedingungen. Zusam-
menfassend lassen sich drei vorteilhafte Hauptmerkmale angeben:

1. Basisfunktionen sind nicht auf Polynome limitiert.
2. Die Losung wird approximiert — nicht der Differenzialoperator.
3. Die Auswertung der Basisfunktionen ist auch zwischen den Knoten moglich.

Nachteilhaft ist, dass die Forderung def(N(i)T) = 1 nicht a priori feststellbar ist. Fiir Félle,
in denen def(N®7T) = 0 entsteht, kann die Anzahl der Stiitzstellen erhoht oder die Anzahl
der Basisfunktionen reduziert werden. Fiir def(N®7) > 1 kann entweder das jeweils Ge-
genteilige durchgefiihrt werden oder mit zusdtzlichen Kriterien eine Linearkombination der
unabhingigen Kernvektoren verwendet werden. Dariiber hinaus hat ebenso die Auswahl der
in Frage kommenden Basisfunktionen als auch die tatsdchlichen Positionen der Stiitzstellen
eines Differenzensterns im Raum einen Einfluss auf def(N®7).

Die algebraische Beschreibung von graduellen Materialiibergingen® kann dazu fiihren, dass
lokale analytische Approximationen fiir ein Teilgebiet Q®) nicht existieren. Als Ausweg bieten
sich numerisch erzeugte Basisfunktionen®' oder aber hinreichende Rechengitterverfeinerung
an [17]. Aufgrund der lokal unterschiedlichen Basisfunktionen wird die Systemmatrix im All-
gemeinen auch fiir selbstadjungierte Operatoren unsymmetrisch.

2.3.3. Fehler und Konvergenz

TREFFTZ-FLAME ist zunichst ein heuristischer Ansatz in dem Sinne, dass der Methode
kein globaler Konvergenzbeweis zugrunde liegt. Zwei wichtige Fehler—Definitionen kommen
zur Anwendung.

4TTheoretisch darf auch die Anzahl der Stiitzstellen pro lokalem Differenzenstern variieren.

48Carl Gottfried Neumann (1832-1925), deutscher Mathematiker.

49 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), deutscher Mathematiker.

50%.B. in geschichteten Medien oder Koérpern mit geringem Abstand.

51Die numerisch generierten Basisfunktionen miissen entsprechend dem TREFFTZ-Ansatz die zugrunde lie-
gende Differenzialgleichung erfiillen.
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2.3.3.1. Approximationsfehler
Der Vektor uéQ enthdlt die Knotenwerte der exakten Losung u., an den Stiitzstellen des

Differenzensterns (7). Der lokale Approximationsfehler am Differenzenstern (i) ist dann durch

die Vektornorm der Differenz von exakter Losung u') und berechneter Losung ugl) gegeben

durch
e = lul’ —ud|. (2.123)

Der Vektor u,(f) hingt hierbei von der gewihlten Rechengitterschrittweite h ab und fiir die
Konvergenz ist notwendig, dass 50 gilt, wenn h — 0 geht. Der Approximationsfehler

(2.123) ist somit ein Vorwértsfehler 52

2.3.3.2. Konsistenzfehler

Wihrend zur Bestimmung des Approximationsfehlers die Losung ug) fiir das gesamte Re-
chengebiet vorliegen muss, léisst smh der Konsistenzfehler lokal mit dem Differenzenschema
sOT und der exakten Losung u') auf dem Teilgebiet Q) auswerten. Der lokale Konsistenz-
fehler ergibt sich nach der Definition von TSUKERMAN entsprechend [34, 35, 37| durch die
Gewichtung der knotenweisen exakten Ldsung u'? mit dem berechneten Differenzenschema
(2.122) zu

el = Tyl (2.124)

Ein Differenzenschema s wird konsistent genannt, wenn der Konsistenzfehler fiir sukzessive
Rechengitterverfeinerung in h (bei dquidistanten) oder max {h,, hy, h.} (fiir raumrichtungs-
abhéingig verschiedene Rechengitterschrittweiten) gegen Null strebt
(1) _

]1113(1) . =0. (2.125)
Da die Differenzenschemata in (2.122) nur bis auf einen beliebigen Vorfaktor bestimmt sind,
geht dieser Vorfaktor auch in die Berechnung des Konsistenzfehlers (2.124) mit ein. Die Per-
formanz verschiedener Differenzenschemata lisst sich dennoch vergleichen, wenn sie normiert
werden, d.h. der Vorfaktor wird so gewéhlt, dass ||s|| = 1 gilt. Fiir diesen Fall der normierten
Differenzenschemata sind Approximationsfehler (2.123) und Konsistenzfehler nach (2.124)
identisch [15] und es gilt

DTul] = s ug + 0T (uf) —w)|| < HOH+Hs!H|u(")—u§Z’H (2.126)
= [[u® —ul|| 0. (2.127)

s

Allgemein (||s|| # 1) ist der Konsistenzfehler durch den Approximationsfehler beschrinkt.
Ausgehend von diesen Ergebnissen ldsst sich die Konvergenz der Methode fiir die Klasse der
Differenzenschemata mit monotonem Differenzenoperator beweisen [36].

2.3.4. Minimalbeispiel

Die Vorgehensweise zur Erzeugung des numerischen Modells wird im Folgenden an einem
Minimalbeispiel demonstriert. Dazu ist in Abbildung 2.10a ein dquidistantes Rechengitter

52Giehe Definition 4.1.23.
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Abbildung 2.10.: TREFFTZ-FLAME von der Diskretisierung zur Systemmatrix: a) und b)
Globales Indizierungsschema eines Randwertproblems mit unbekanntem
Knotenwert 5. ¢) 5—Punkt Differenzenstern fiir den unbekannten mittle-
ren Knoten in a) und b). Das lokale Indizierungsschema in c) fithrt auf
die Spaltenpositionen der Elemente des Kernvektors in der resultierenden
Systemmatrix d).

mit 3 X 3 Punkten und zugehorigem Indizierungsschema angegeben. Die Formulierung als
Randwertproblem fiihrt nach Abbildung 2.10b auf einen unbekannten Gitterpunkt (Index
5). Das Rechengebiet unbekannter Gitterpunkte wird im néchsten Schritt vollstindig mit
iiberlappenden Teilgebieten Q) abgedeckt. Hierzu ist in diesem Minimalbeispiel lediglich ein
Teilgebiet notwendig. Entsprechend Abbildung 2.10c¢ wird fiir jeden Gitterpunkt (i) ein 5

Punkt Differenzenstern auf den Stiitzstellen des Rechengitters gebildet, der mit einem lokalen
Indizierungsschema versehen wird. Abhéngig von der im Rechengitter zu l6senden Differenzi-
algleichung werden fiir jedes Teilgebiet Q) Basisfunktionen @fol) ausgewahlt, welche einerseits
die erwartete Losung auf dem lokalen Teilgebiet gut approximieren und andererseits die ana-
lytische Differenzialgleichung selbst erfiillen. In Abbildung 2.11 ist dargestellt, wie fiir jedes
Teilgebiet QO eine Zeile in der Systemmatrix Appame erzeugt wird. Zunéchst ist zu ent-
scheiden, ob der aktuelle Gitterpunkt zu den Unbekannten oder zum Rand gehort, so dass
gegebenenfalls die rechte Seite des linearen Gleichungssystems ergéinzt wird. Handelt es sich
um Gitterpunkte, die Unbekannte reprasentieren, werden die m Basisfunktionen an den n
Knoten des Differenzensterns ausgewertet und als Knotenmatrix N® nach Gleichung (2.119)
angeordnet. Im nichsten Schritt wird der Kern der Knotenmatrix s = ker N®7 nach Glei-
chung (2.122) bestimmt. Der Vektor s enthiilt unmittelbar die Eintriige einer Zeile der
aufzustellenden Systemmatrix Appanve. Die Elemente von s = [s1,52,53,54,85]7 sind entspre-
chend ihrer zugehorigen Position im globalen Punktgitter in die Systemmatrix einzutragen.
Abbildung 2.10d zeigt die Zuordnung fiir das betrachtete Minimalbeispiel®*. Eine Vielzahl
weiterer Beispiele sowie die Konstruktion von inhomogenen und nichtlinearen Differenzen-
schemata sind in der eingangs zitierten Literatur enthalten.

53Selbstverstindlich lassen sich die hier nicht benétigten Randwerte der Ecken aus der Matrix eliminieren,
worauf aber aus Anschauungsgriinden verzichtet wird.
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n Knoten
Rechengebiet = UQ®
m Basisfunktionen zﬁ,(,?

Werte wﬁ,? auf QO aus
und bilde Knoten-
matrix N@ (2.119)

|

Liegt Q®
auf Rand?

.. Berechne s « ker NOT
tze A 1 ]
Ja [ Setze ApLamp(ii) < nach (2.122)
\ ( Setze i—te Zeile
Setze rechte Seite Appamg(i,...) « sOT
r..(7) auf Randwert Spaltenpositionen
nach Abb. 2.10d

/ Matrix AFLAME /

Abbildung 2.11.: Vorgehensweise zur Erzeugung der Systemmatrix und der rechten Seite fiir
das Randwertproblem Appavge(h)u, = re, in der FLAME Diskretisierung.






3. Formulierungen fiir periodische und isolierte
Nanostrukturen

In diesem Kapitel werden die algebraischen Problemstellungen zur Berechnung der elektroma-
gnetischen Eigenschaften der betrachteten Nanostrukturen formuliert. Zum einen werden pe-
riodische Nanostrukturen mit adaquater Randbedingung betrachtet und zum anderen werden
Formulierungen fiir einzelne Nanostrukturen im Freiraum aufgestellt, zu deren Modellierung
eine transparente Randbedingung notwendig ist. Das numerische Gitter wird im Folgenden
als Rechengitter bezeichnet, wihrend die periodische Struktur das Strukturgitter bildet. Die
Nomenklatur der Zustandsgrofsen der Methode der finiten Integration bleibt hiervon unbe-
riihrt.

3.1. Streumatrix—Ansatz zur Berechnung der Dispersion
in periodischen Strukturen

Ausgangspunkt fiir die Berechnung der Dispersionseigenschaften periodischer Strukturen ist
die Streumatrix S(w) nach Gleichung (2.63), die im Rahmen dieser Arbeit entweder aus der
Simulation einer einzelnen Elementarzelle einer periodischen Anordnung mit CST MICRO-
WAVE STUDIO im Zeitbereich (2.91) oder im Frequenzbereich (2.92) gewonnen wird. Fiir die
Simulation der Streumatrix ist die Verwendung der Methode der finiten Integration aus Ab-
schnitt 2.2 jedoch nicht unabdingbar, da die Streumatrix auch mit anderen Formulierung,
wie 7.B. der Finite-Elemente-Methode berechnet werden kann. Eine Elementarzelle ist der
Baustein, aus dem durch Translation entsprechend Abbildung 2.3a das periodische Struk-
turgitter erzeugt wird. In Abbildung 3.1a ist dieser Sachverhalt fiir ein dreidimensionales
Strukturgitter skizziert. Die Randbedingungen einer Parallelplattenleitung sind fiir das Si-

3/7 %{Ey}
| @
FEian=0 / z
é L R(E,)
) Tt =
a b z C

Abbildung 3.1.: a) Elementarzelle als Ausschnitt eines unendlich ausgedehnten periodischen
Strukurgitters. b) Koordinatensystem und gewiihlte Randbedingungen. c)

Veranschaulichung des Phasenvorschubs von E einer Welle bei Propagation
in einem verlustlosen Medium iiber die Lange Az.

37
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mulationsmodell einer einzelnen Elementarzelle in Abbildung 3.1b angegeben. Grund fiir die
Wahl dieser Randbedingungen ist, dass dieses Wellenleitermodensystem die fiir die Analy-
se der Strukturen notwendige Periodizitdt hinreichend genau modelliert. In z-Richtung, der
Ausbreitungsrichtung, hat die Elementarzelle eine Linge von Az, was auch gleichzeitig die
Strukturgitterkonstante ape, ist.

3.1.1. Streumatrix fur fundamentale Wellenleitermoden

Liegt die Streumatrix einer Elementarzelle fiir den fundamentalen Wellenleitermode vor, so
kann a posteriori die Periodizitit gefordert werden. Mit der Festlegung der Wellenamplituden
entsprechend Abbildung 2.5 soll fiir die Propagation durch eine Elementarzelle der Dicke Az
entsprechend Abbildung 3.1¢ die BLOCH Bedingung (2.26) fiir die Wellenamplituden gelten

by (w) = ag(w)el?), by (w) = a1 (w)e 79 ). (3.1)

Hierbei propagieren a;(w) und by(w) in Richtung der aufsteigenden z Koordinate. Fiir den
Phasenvorschub p(w) gilt

V(W) = kper(W)Az = (Bper (W) — Japer(w))Az und o(w),kper(w) € C (3.2)

mit der unbekannten Blochwellenzahl ke (w), die sich aus der periodischen Ausbreitungs-
konstante fper(w) und der Dampfungskonstante aper(w) zusammensetzt. Mit der BLOCH-
Bedingung fiir die Wellenamplituden (3.1) folgt fiir die Streumatrix des Zweitors nach Glei-

chung (2.63)
bi(w)) _ (su(w) sw)) (a(w)) _ a2(w)e+]:9”(w) (3.3)
ba(w) So1(w)  Seo(w) ) \az(w) a(w)e 79w |- '
Dieses 2 x 2 Gleichungssystem lisst sich nach /9 auflésen, wie im Anhang A.1 gezeigt ist.
Unter der Annahme der Beriicksichtigung eines einzigen Wellenleitermodes ist die Problem-

stellung dquivalent zur Berechnung der Eigenwerte der Transfer—Streumatrix 7 nach (2.66)
die im folgenden Abschnitt beschrieben wird.

’

3.1.2. Streumatrix fiir mehrere Wellenleitermoden

Der Ansatz aus dem vorherigen Abschnitt kann auf Wellenleitermoden héherer Ordnung ver-
allgemeinert werden'[1]. Dazu wird die in Abschnitt 2.1.5.3 eingefiihrte multimodale Streuma-
trix verwendet. Am Tor n werden die Vektoren a, (w) und b, (w) aus Gleichung (2.65) gebildet,
die jeweils 7 beriicksichtigte Wellenleitermoden umfassen. Um nach dem unbekannten Phasen-
vorschub ¢ bei einer gegebenen Frequenz w auflésen zu kdnnen, wird die Transfer—Streumatrix
T nach (2.66) verwendet, in welche die BLOCH-Bedingung fiir die Wellenamplituden aus Glei-
chung (3.1) eingesetzt wird

bi(w)) _ (Tu(w) Te(w)) (asw)) _ (@) (3.4)
ap (w) Ta(w) Taz(w)) \b2(w) by(w)/ '
' Die Untersuchungen zur Beriicksichtigung Moden héherer Ordnung im Streumatrixansatz ist in Kooperation

mit Dr.-Ing. Grzegorz Lubkowski und Prof. Dr.-Ing. Thomas Weiland vom Institut Theorie elektromagne-
tischer Felder an der TU Darmstadt entstanden [142].
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Gesucht wird in Gleichung (3.4) ein Skalar e’?, der die gleichen Abbildungseigenschaften
wie die Transfer-Streumatrix 7 besitzt. Diese Problemstellung ist dquivalent zur Losung des
komplexen Eigenwertproblems

To = v (3.5)

fiir jeden einzelnen Frequenzpunkt w. Das Eigenpaar (v,,,,,) wird im Folgenden als Eigenzu-
stand bezeichnet?. Hierbei gewichtet der Eigenvektor v,, genau diejenigen Wellenamplituden,
die superponiert werden miissen, um die Wellenamplitudenverteilung der periodischen Struk-
turgitterwelle am Tor n zu erhalten. Demnach ist der Eigenvektor des m-ten periodischen
Eigenzustands als

Um:(anl,bnl)T lE[l,Z] (36)

zu interpretieren. Die Dimension des Eigenwertproblems entspricht der Anzahl der Tore mul-
tipliziert mit der Anzahl ¢ der beriicksichtigten Wellenleitermoden. Fiir die hier betrachteten
Zweitore gilt dim(7) = 2i. Im Fall verlustfreier Elementarzellen sind die ungeddmpft ausbrei-
tungsfihigen Eigenzustinde anhand |v,,| = 1 identifizierbar und fiir evaneszente Eigenzustén-
de |vn| # 1, jeweils an einem Frequenzpunkt w. Dementsprechend gilt fiir ausbreitungsféhige
Eigenzusténde verlustbehafteter Elementarzellen |v,,| = 1. Die Eigenzustinde von 7 treten
mindestens® paarweise auf: Fiir jeden Eigenzustand -, der fiir die Transmission in eine Ko-
ordinatenrichtung durch das Strukturgitter steht, existiert ein Eigenzustand ~~!, der fiir die
Transmission in die entgegengesetzte Richtung steht. Eine Moglichkeit, die Ausbreitungsrich-
tung der Eigenzustinde festzulegen, ist die Berechnung des jeweiligen Leistungsflusses aus
den einzelnen Wellenamplituden am Tor n. In

P,(v) = Z(]anl\2 — |bu]?) +2Im { Z (anlbzl)} (3.7)

=1 I=r+1

gibt r die Anzahl der ausbreitungsfihigen und ¢ die Anzahl der insgesamt beriicksichtigten
Wellenleitermoden an [1|. Die gesuchte Dispersionsrelation berechnet sich aus den Eigenzu-
standen 7, mit |vy,,| = 1 durch ¢(w) = Z(m).

3.2. Eigenwertformulierungen zur Berechnung der
Dispersion in periodischen Strukturen

Eigenwertprobleme, die in der Methode der finiten Integration formuliert werden, haben
die elektrischen oder magnetischen Gitterspannungen als Freiheitsgrade, wie beispielsweise
Gleichung (2.93). Daraus folgt bei einer Diskretisierung mit n, Raumpunkten nach Glei-
chung (2.69) und drei Vektorkomponenten pro Raumpunkt im Allgemeinen eine Dimension
der Systemmatrix* von 3n,,. Wihrend das resultierende Eigenwertproblem (2.93) fiir geschlos-
sene Randbedingungen nach Abschnitt 2.2.4.1 ausfiihrlich in [24] untersucht wurde, wird in
diesem Abschnitt ausfiihrlich auf das Eigenwertproblem mit periodischen Randern einge-
gangen [41], wobei unterschiedliche Anforderungen und Struktureigenschaften beriicksichtigt
werden.

2Um eine Abgrenzung zur Bezeichnung ,Mode* zu schaffen.

3Fiir ausbreitungsfihige orthogonale Polarisationen auch Vielfache davon.

4Konservative Randbedingungen nach Abschnitt 2.2.4.1 kénnen die Anzahl der Freiheitsgrade geringfiigig
reduzieren.
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3.2.1. Verlustfreie Elementarzellen

Die Periodizitit des zugrunde liegenden Rechengebiets kann nach Abschnitt 2.2.4.2 und Glei-
chung (2.98) in den L -Operator und die Materialmatrix M, e implementiert werden, so
dass die algebraische Eigenwertgleichung

LYCM,'CL,e = w’M. @ mitw € Rund p € R (3.8)

folgt. In den Sonderfillen ¢ = 0 und ¢ = 7 wird die Systemmatrix LgéMQICLw reell
symmetrisch, ansonsten komplex hermitesch. Die Eigenwerte w? geben Frequenzen an, bei
denen eine Welle im unendlich ausgedehnten Strukturgitter existieren kann. Das Dispersi-
onsdiagramm wird durch das sukzessive Losen von (3.8) fiir verschiedene Phasenvorschiibe ¢
erhalten, was fiir Elementarzellen beispielsweise in [29] und [41| gezeigt wurde.

Analog zur vektoranalytischen Identitéit (2.14) ldsst sich (3.8) um einen diskreten grad div
Term zur Nabla-Quadrat-Eigenwertgleichung

LZ(CM,,'C + 0sM.S"DySM. )L, & = w’M. @ (3.9)

ergénzen [24]. Vorteilhaft ist, dass durch die eingearbeitete Divergenzbeziehung gMgé = 0 der
in Gleichung (2.93) n,-fach vorhandene statische Eigenwert Null um den Faktor og derart im
Spektrum verschoben werden kann, dass der neue kleinste Eigenwert in (3.9) gerade derjenige
ist, der von technischem Interesse ist. Die n, xn,-Matrix Dy implementiert die ideal elektrisch
leitfihigen Rand- und Oberflichenbedingungen fiir die Divergenzbeziehung (2.81).

3.2.2. Verlustbehaftete Elementarzellen, zeitliches Abklingverhalten

Zur Beriicksichtigung von schwachen Verlusten, die z.B. in Form von endlichen Leitfdhig-
keiten bei Beschleunigerkavititen auftreten, existieren a posteriori Verfahren, die auf der
Storungstheorie basieren, um die Giite (2.49) zu bestimmen, obwohl zuniichst ein reelles
Eigenwertproblem gelost wird [42]. Sind die Leitfahigkeiten jedoch so gering, dass die Ein-
dringtiefe grofser als die eigentliche Struktur wird, ist eine vollstindige Rechnung notwendig,
was im Folgenden fiir periodische Strukturen gezeigt wird.

Fiir die Dispersionsmodelle (2.36) und (2.37) aus Abschnitt 2.1.3, bei denen die Frequenzab-
hangigkeit sowohl der Materialparameter als auch der daraus resultierenden Verluste explizit
bekannt sind, gilt ganz allgemein

e(w) =g <soo + fo 7 Jeob ) ; (3.10)

g + jwoy — w?

mit den reellwertigen Parametern e, o, a1, 3 und 3 bei vorausgesetzter e/*'—Zeitabhingig-
keit nach Gleichung (2.15). Die kontinuierlichen MAXWELL’schen Gleichungen (2.1) bis (2.4)
lassen sich im Frequenzbereich als Eigenwertgleichung fiir das elektrische Feld E

1 - }
rot —rot E = w’e(w)E (3.11)
o
herleiten. Einsetzen von Gleichung (3.10) in (3.11) fiihrt auf

1 — ] —
rot —tot £ = w?eg (500 + bo ﬂ_jwﬁl > E, (3.12)
1 o + jwayg — w?
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was sich nach der Sortierung beziiglich der Potenzen in w als polynomiales Eigenwertproblem
(PEP) mit den komplexen Eigenwerten w als

(W4A4 —+ W3A3 -+ (,L)2A2 -+ wA1 —+ A(])E =0 (313)

darstellt. Dabei sind die Koeflizientenoperatoren A;

1
Acc = rot —rot, AO = _QOACCa Al = _jalAcca
o
Ay = €o(Ecoto + Bo) + Ace, Az = jeo(mes + B1), Ay = —€0f . (3.14)

Mit der Methode der finiten Integration kann dieses PEP direkt in die diskrete Form fiir die
elektrischen Gitterspannungen iiberfiihrt werden. Fiir die Koeffizienten eg, 4, g, a1, 5o, S1
des dispersiven Modells aus (3.10) werden jeweils Diagonalmatrizen der Dimension 3n, ein-
gefiihrt, die den entsprechenden Rechengitterpunkten die Koeffizienten zuweisen

g0 = Mg, ap—>M,, a —>M,, cx—M Bo — Mg,, [1— Mg, (3.15)

€00

so dass (3.10) in die Form
M. (w) = M., <M6w + (Mg, + jwMg,) (Mo, + jwM,, — wQI)*l) (3.16)
iibergeht. Das diskrete PEP ist vom Matrixpolynomgrad vier und lautet
U(w)e = (w'As+w’Az + w’As + wA; + Ag)e =0 mit w € C und ¢ € R, (3.17)

wobei die Koeffizientenmatrizen A; aus den folgenden Parametern und Operatoren bestehen

Accper = LECM,,-1 CL,, Ay = Mg, Ace pers (3.18)
Al = _jMalAcc,pera A2 = Mao (MamMao + Mﬁo) + Acc,pera (319)
A; =M., (M, M.+ M51)7 Ay =-M_M,__. (3.20)

Bei beliebig inhomogenen Materialverteilungen enthélt M. __ alle im Rechengebiet auftreten-
den relativen Permittivititen, wihrend M, , Mg, , M,, und Mg, nur in Regionen dispersiver
Permittivitdten von Null verschieden sind. Dabei ist an Materialiibergingen die flichenge-
wichtete Mittelung der Permittivitéit entsprechend (2.84) unverdndert anzuwenden. Die peri-
odische Randbedingung ist in A per analog zu (3.8) eingearbeitet, wobei dort alle halbierten
dualen Flidchen, die in die Berechnung der gemittelten Permittivitdt am unabhéngigen peri-
odischen Rand eingehen, entsprechend Abschnitt 2.2.4.2 verdoppelt werden miissen. Sind im
Rechengebiet keine dispersiven Permittivitdten vorhanden, fallen die Matrizen Ay, A; und
A3 weg. Division durch die quadrierte Frequenz w? erzeugt in diesem Fall Gleichung (3.8).
Das resultierende PEP (3.17) ist komplex und entsprechende Losungsstrategien werden in
Kapitel 4 diskutiert. Aus den komplexen Eigenwerten w lésst sich abschliefend entsprechend
(2.49) die Giite berechnen.

3.2.3. Verlustbehaftete Elementarzellen, raumliches
Abklingverhalten

Im vorherigen Abschnitt 3.2.2 wird die unbekannte Kreisfrequenz w € C durch den Ansatz
eines bekannten Phasenvorschubs ¢ € R berechnet. Im Folgenden wird der umgekehrte Fall
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Abbildung 3.2.: Veranschaulichung der Propagation einer Welle E durch ein verlustbehaftetes
Medium. Das Abklingen iiber der Lange Az kann als komplexer Phasenvor-
schub modelliert werden (vgl. Abbildung 3.1c).

betrachtet, in dem die Frequenz w € R vorgegeben wird, woraus sich der komplexe Phasen-
vorschub ¢ € C berechnet. Durch die im Material einer Elementarzelle vorhandenen Leitfé-
higkeiten entstehen OHM’sche Verluste, so dass mit ¢ € C das Abklingen der Amplitude der
Feldverteilung iiber der Linge Az modelliert wird. Abbildung 3.2 veranschaulicht, dass die
Amplitude einer einfallenden Welle neben dem Phasenvorschub iiber Az auch eine Ddmpfung
erfahrt. Zur numerischen Beschreibung wird Gleichung (3.8) herangezogen, wobei M. ;e (w)
in diesem Fall einer Frequenzabhéngigkeit nach (3.10) unterliegen darf, die zu Beginn der
Berechnung evaluiert wird

pr‘])HCTl\/quCL(j)é = WM, per(w)e mit w € Rund ¢ € C. (3.21)

Hierbei ist der Operator Lff) im Gegensatz zu L, aus (2.98) als quadratische Matrix angesetzt,
die Nulleintrdge auf der Hauptdiagonalen fiir abhéngige Kanten umfasst. So ldsst sich pr‘” in

LY =1 + e/*Npe (3.22)

zerlegen, wobei Iy eine Einheitsmatrix mit oben genannten Nulleintrigen auf der Haupt-
diagonalen fiir abhéngige Kanten ist. N besteht aus einzelnen Eins-Eintrdgen jenseits der
Hauptdiagonalen, die abhéingige und unabhéngige Komponenten (vgl. Abschnitt 2.2.4) durch
den skalaren Phasenfaktor e’ verkniipfen. Durch Einsetzen von Gleichung (3.22) in (3.21)
folgt

(I + 79N,

per

YA (I + @Nper) — WM. per(w)) @ =0 mit Ae = CM,1C.  (3.23)
Nach dem Ausmultiplizieren ergibt sich

(GjC'OILACCNpeB + ILACCIL + Nger per

A Nper — WM, per(w) +e7?NL A d)e =0, (3.24)

Vv Vv
)\1A1 )\OA() /\71A71

was sich mit der Schreibweise A = ¢/¢ und den Koeffizientenmatrizen A; als polynomiales
Eigenwertproblem mit Matrixpolynomgrad zwei in A darstellt. Das PEP (3.24) ist komplex-
wertig und adidquate Losungsstrategien werden in Kapitel 4 diskutiert. Aus den komplexen
Eigenwerten A = ¢’? lassen sich abschliefend der Phasenvorschub ¢(w) = Z(\) und die
Démpfungskonstante aus Gleichung (2.55) als a = Re{ln(\)}/Az bestimmen.
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3.3. Berechnung von Ausbreitungskonstanten in
langshomogenen Wellenleitern

Die Darstellung zur Berechnung von Ausbreitungskonstanten in lingshomogenen Wellenlei-
tern lehnt sich an die Herleitungen in |21, 24, 26| an.

Die Langshomogenitit der Wellenleiterstrukturen erlaubt die Betrachtung lediglich der Quer-
schnittsfliche. In jedem Rechengitterpunkt der zweidimensionalen Querschnittsfliche einer
Wellenleiterstruktur haben die Zustandsgrofsen nach wie vor drei verschiedene rdumliche Kom-
ponenten entsprechend (2.77). Jedoch wird zur Losung der MAXWELL’schen Gleichungen die
partielle Ableitung in Ausbreitungsrichtung (hier z) benétigt. Die Feldabhéngigkeit in Aus-
breitungsrichtung ist nach (2.51) gegeben, was eine kontinuierlich-analytische Betrachtung
des diskreten partiellen Differenziationsoperator P, erlaubt. In der Querschnittsebene z = 2,
gilt

P.e — (e /% — 1)@l (3.25)
= (—jk.Az) €], + O (AZ?). (3.26)
Fiir kleine Gitterschrittweiten Az kann der Operator P, = —jk.AzI in C und S aus (2.82)
und (2.83) ersetzt werden und ist dariiber hinaus mit P! = T trivial invertierbar. Da
der Wellenleiterquerschnitt keine freien Ladungen enthilt, gilt
Sd=0= -P’d, - P’d, — jk.A>d. =0 (3.27)
= 1 a a
d. = —-Pld, - P]d,). 3.28
(Pl - Pld) (3.29)

Damit lassen sich die zum Wellenleiterquerschnitt normalen Komponenten ﬁz durch die tan-
gentialen Komponenten ax,ay bestimmen, wodurch sich die Anzahl der Freiheitsgrade auf
2/3 der urspriinglichen Anzahl reduziert. Desweiteren existieren in dieser Formulierung kei-
ne statischen Wellenleitermoden, sofern es sich nicht um TEM-Wellenleiter handelt. Fiir die
Eigenwertgleichung der Tangentialkomponenten d, gilt durch (3.28)

Q)

I 0 0)x~ 1 0 ~
<o I 0) C1.M,-1C; M, 0 I ;= w’d;. (3.29)
—Pl/jk.Az —P]/jk.Az

In dieser Schreibweise enthalten die Curl-Operatoren ékz und Cy, den P.,—Operator aus
(3.25). Auflésen nach k, liefert die Form

(A — (k.Az)*B — w’T)d, = 0. (3.30)

Fiir die Matrizen A und B gilt schliefslich

_ (A A ~(Bu 0
A= <A21 A22) und B = ( 0 ng) (3.31)
mit

Ay =M, ,P,M.-,P] +P/M,-1., P, M., (3.32)
Ap=M,,P,M...,P] —P/M,..P,M. 1, (3.33)
Ay =M, ,P,M...P! —PIM,1.P,M, 1, (3.34)
Ay = MyfleyMg—lzPZ + PfMuflszMsfly ( )
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und den Diagonalmatrizen

By = M,-1,M. 1, (3.36)
By, = M, 1,M. 1, (3.37)

Die Abhéngigkeit von (Az)? lisst sich in Gleichung (3.30) herauskiirzen, da mit denen in
Gleichung (2.88) eingefiihrten Mittelungen der Materialparameter sowohl M,—1,M.-1,
1/(Az)* als auch M,,-1,M.-1,  1/(Az)? in (3.36) gilt.

Gleichung (3.30) kann als Eigenwertproblem fiir bekannte Ausbreitungskonstanten k. und
unbekannte Kreisfrequenzen w formuliert werden. Der hier betrachtete umgekehrte Fall fiihrt
auf das Eigenwertproblem

B~ (A — w?I)d, = k’d,. (3.38)

3.3.1. Wellenleiter mit transversal transparenten Rindern

Bei Wellenleitern mit transversal transparenter Berandung kann wieder das Verfahren der
PML aus Abschnitt 2.2.4.4 herangezogen werden. Wie in (3.40) fiir den Fall dreidimensiona-
ler Strukturen weisen auch die Materialmatrizen fiir Wellenleiterquerschnitte eine Frequenz-
abhingigkeit auf. Bei der Berechnung von Ausbreitungskonstanten fiir gegebene Frequenzen
stellt das jedoch kein Problem dar, da die Auswertung M. -1 (w) und M ,-1(w) im ersten Schritt
erfolgt. Das resultierende Eigenwertproblem wird komplex und ist entsprechend aufwendiger
zu 16sen.

3.4. Eigenwerte isolierter Strukturen im Freiraum

Die Simulation von Strukturen im Freiraum erfordert im Allgemeinen eine adiquate Beran-
dung des Rechengebiets, welche transparent beziiglich der Propagation abgestrahlter Wellen
sein muss. Die in Abschnitt 2.2.4.4 eingefiihrte transparente Randbedingung der perfectly
matched layers, fiihrt durch komplexe Koordinatenstreckung eine erweiterte Frequenzabhén-
gigkeit in die Materialmatrizen M. und M, ein. Die Modellierung nach Abschnitt 2.2.4.4
fiihrt auf ein Eigenwertproblem der Form

CM,-1 (w)Ceé = w’M,(w)e, (3.39)

m

mit komplexen, frequenzabhingigen Materialmatrizen sowie der komplexen Eigenfrequenz w?.

Zur genaueren Untersuchung wird ein Ddmpfungsprofil (2.105) in Gleichung (2.102) einge-
setzt und mittels Gleichung (2.108) die Materialparameter der PML nach Gleichung (2.113)
bestimmt. In FIT-Diskretisierung lautet das Durchflutungsgesetz

-1
(I + Ma,a: %u) Ms,:va: <I + (Ma,y + MU,Z)j% - Ma,y Ma,z é)
~ -1
Ch = juw <I +M,, ﬁ) M., (I + (M + M) — M, M, f) &, (3.40)
-1
(I + Mo,z j%u) Ma,zz <I + (Mrf,m + Mcr,y)ﬁ - Ma,r Ma,y é)

-~

M. (w)
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in dem die diagonalen n, x n, Blockmatrizen M, ,, M, , und M,, ., die Werte des Ddmpfungs-
profils (2.105) innerhalb der PML fiir die jeweilige Raumrichtung beinhalten. Die Frequenz-
abhéngigkeit ist hierbei maximal quadratisch. Gleichung (3.39) ldsst sich mit M_.(w) entspre-
chend (3.40) (und M, (w) mit (2.113) analog dazu) nicht in ein polynomiales Eigenwertpro-
blem umformen, da dazu die Inverse von C benétigt wiirde. Eine Formulierung, die dennoch
zu einem PEP zweiter Ordnung fiihrt, lisst sich als

(&)l 5 (G) - o

herleiten, wobei M, (w) und M, (w) auszuschreiben sind, wie in (3.40) gezeigt ist.

In der Praxis ist die Lésung von (3.41) verzichtbar, da fiir die hier betrachteten Problem-
stellungen iterative Loser zum Einsatz kommen, die Eigenwerte nahe einem Schitzwert w,
liefern. Fiir kleine Abweichungen von w, zum Eigenwert w geniigt es daher

éMM_l(we)C’é = WM. (w,)e (3.42)
fiir w, auszuwerten und dann lineare Eigenwertloser zu verwenden. Der durch diese Lineari-
sierung eingefiihrte Fehler wird in Abschnitt 5.4.3 am Beispiel untersucht. Dennoch ist der

Rechenaufwand, den die komplexwertigen Komponenten in der PML erzeugen, nicht zu un-
terschitzen, da die resultierenden Systeme komplex und unsymmetrisch werden.

3.5. Eigenwerte skalarer 2D Problemstellungen mit
FLAME

Fiir die Simulation mit einer FLAME Diskretisierung werden in dieser Arbeit Problemstel-
lungen betrachtet, die in einer Koordinatenrichtung als unendlich ausgedehnt angenommen
werden konnen und sich somit zweidimensional in der x—y—Ebene modellieren lassen.

In der vektoriellen HELMHOLTZ-Gleichung (2.16) wird nur eine einzige Vektorkomponente
zugelassen, so dass aus

AE, +K°E. =0 und AH, +K°H, =0 mit k== =uw/ue (3.43)

w
Co
die skalaren HELMHOLTZ-Gleichungen fiir £, bzw. H, folgen. Mit diesem Ansatz lassen sich
beispielsweise Transmissions- und Reflexionseigenschaften ebener Trennfldchen oder die Streu-
eigenschaften von unendlich ausgedehnten dielektrischen Zylindern aus Abschnitt 2.1.2.2 mo-
dellieren.

Die in FLAME angesetzten Basisfunktionen miissen die skalare HELMHOLTZ-Gleichung er-
fiilllen und miissen dariiber hinaus so gewahlt werden, dass sie lokal eine sinnvolle Approxi-
mation der erwarteten Losung darstellen. Der Ubergang zwischen Regionen unterschiedlicher
Basisfunktionen verursacht dabei den Approximationsfehler aus Abschnitt 2.3.3.1. Fiir 3 x 3—
Differenzensterne werden typischerweise acht Basisfunktionen gewihlt, um sicherzustellen,
dass sich das lokale Differenzenschema s aus dem Kern der Knotenmatrix s® € ker NOT
auf dem Teilgebiet Q) berechnen lisst [37].



46 Kapitel 3. Formulierungen fiir periodische und isolierte Nanostrukturen

Als acht Basisfunktionen im homogenen Dielektrikum &, eignen sich ebene Wellen mit jeweils
um 45° versetzten Ausbreitungsrichtungen

. w\/Er
U (w,z,y) = €’ o

Fiir die Streuung in der Néhe zylindrischer Streukorper werden die in Abschnitt 2.1.2.2 ein-
gefithrten Zylinderfunktionen der Ordnung m als Basisfunktionen verwendet

™

(cos(m7 )z+sin(mF)y) m € {0’ . ’7} (344)

Ui (w,0,0) = 7" Im(w/co0)e™ m € Z. (3.45)

Wihrend die lokalen Differenzenschemata s® fiir den Ansatz von Zylinderfunktionen nach
Gleichung (3.45) numerisch zur Laufzeit berechnet werden, lisst sich fiir die Verwendung
ebener Wellen als Basisfunktionen auf dem 3 x 3-Differenzenstern ein analytischer Ausdruck
berechnen.

3.5.1. Struktur der Systemmatrix

Sind die Basisfunktionen ebene Wellen im homogenen Dielektrikum nach Gleichung (3.44),
besteht s € ker NOT entsprechend (2.122) auf dem #quidistanten 3 x 3 Differenzenstern
auf dem Teilgebiet Q) aus folgenden Komponenten [36]:
e1el + Qe%eo — 4e7%el + e — 4e,% 4+ e+ 2¢9+1
(eo = D2(e_y — 1)
2%20—22%21+2€%€0—22%+20 A

= — 3.46

S52..5 (20 N 1)2(6_% N 1)4 ( )
2e1eg —e_1e1 —2¢_1¢9 —e_1 + 2¢g
1 2 2 2 2

ST (- 1y - 1)

S1 = (Q% +1)

S6.9 = ¢

Dabei gilt fiir die Schreibweise ¢, = exp(2°jhk), ¢ € {—%,0,%,1,%} mit der Rechengitter-
schrittweite A und der Wellenzahl k = w—cer s7 ist, dem zentralen und s, 5 sind den seitlichen
Knoten analog Abbildung 2.10 aus Abschnitt 2.3.4 zugeordnet. Den Eckknoten im 3 x 3-
Differenzenstern sind die Werte sg_o zugeordnet. Da (3.46) unmittelbar die Eintrage der
Systemmatrix darstellt, ist ersichtlich, dass die Wellenzahl k als Argument in den Exponen-

tialfunktionen erhalten bleibt.

3.5.2. Eigenwertformulierung in FLAME

Wie in Abschnitt 2.3.4 motiviert wird, ergibt sich die Systemmatrix in FLAME nicht aus dem
Produkt verschiedener Operatoren, sondern wird zeilenweise aus den Komponenten des Vek-
tors s aus (2.122) aufgebaut, welcher den Kern der Knotenmatrix N7 nach Gleichung (2.119)

der gewéhlten Basisfunktionen {1&%) (w)} darstellt. Die Bestimmung von Eigenwerten kann in
FLAME als

Appame(we)x. = 0 (3.47)

formuliert werden. Hierbei ist das Eigenpaar (we,x.) gesucht. Der Hauptunterschied zu den
nichtlinearen Eigenwertproblemen aus der FIT-Diskretisierung aus Gleichungen (3.17) und
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(3.24) besteht darin, dass sich fiir die FLAME-Eigenwertformulierung (3.47) der Eigenwert
nicht mehr als Faktor vor eine Koeffizientenmatrix ziehen lisst. In der Praxis wird (2.122)
numerisch geldst, so dass die Frequenzabhéngigkeit in der Systemmatrix Appavg analytisch
nicht mehr auftaucht. Im folgenden Kapitel werden Methoden vorgestellt, mit denen sich die
FLAME-Eigenwertformulierung (3.47) iterativ 16sen ldsst.






4. Numerische Methoden zur Berechnung
algebraischer Eigenwertprobleme

Dieses Kapitel stellt neben den benétigten Grundlagen zur numerischen Berechnung alge-
braischer Eigenwertprobleme die Loser fiir lineare und nichtlineare Eigenwertprobleme vor.
Den Schwerpunkt bildet dabei das JACOBI DAVIDSON Verfahren. Abschnitte 4.1 bis 4.3 re-
kapitulieren iiberwiegend bekannte Ergebnisse zur Berechnung von Eigenwertproblemen mit
einem Fokus auf Matrixpolynomen. Abschnitt 4.4 gibt einen Uberblick iiber die verwendeten
Loser fiir lineare Gleichungssysteme, sowie die Umsortierung von FIT-Matrizen fiir die ILU-
Zerlegung. In den Abschnitten 4.5 bis 4.7 liegt der Schwerpunkt auf Erweiterungen der zuvor
vorgestellten Algorithmen, die im Rahmen dieser Arbeit entstanden sind.

Der Weg zum Begriff des Eigenwertproblems

Die Evolution im 19. Jahrhundert hin zum Begriff des Eigenwertproblems wird im Folgenden
anhand einer sinngemifien Ubersetzung von [89] dargestellt!.

Eigenwerte werden oft im Kontext der linearen Algebra oder Matrixtheorie ein-
gefiihrt. Historisch betrachtet hatten jedoch die quadratischen Formen ebenso wie
die Theorie der Differenzialgleichungen mafigeblichen Einfluss in der Entstehung.

Bereits EULER? untersucht im 18. Jahrhundert die Rotationsbewegung starrer
Kérper und entdeckt dabei die Relevanz der Haupttrigheitsachsen. LAGRANGE?
erkennt in den Haupttrigheitsachsen das, was heute als Figenvektoren der Trig-
heitsmatrix bezeichnet wird. Im frithen 19. Jahrhundert untersucht CAUCHY* qua-
dratische Formen und verallgemeinert die Ergebnisse von EULER und LAGRANGE.
CAucHY nennt die Eigenwerte seinerzeit noch charakteristische Wurzel und pragt
so den bis heute bestehenden Begriff des charakteristischen Polynoms, dessen Lo-
sung die Eigenwerte sind.

Zur Losung der Wirmeleitungsgleichung verwendet FOURIER® 1822 die Ergeb-
nisse von LAPLACE und LAGRANGE, um durch Separation der Variablen zum
Ziel zu kommen. STURM® entwickelt FOURIER’s Ideen weiter und macht CAUCHY
auf sie aufmerksam, der wiederum zu dem Schluss kommt, dass reelle symme-
trische Matrizen auch reelle Eigenwerte haben. 1855 verallgemeinert HERMITE’
dies auf symmetrisch konjugiert-komplexe Matrizen, woraus sich der Begriff der
hermiteschen Matrix ableitet. Zu dieser Zeit beweist BRIOSCHI®, dass die Eigen-

!Die Zusammenstellung historischer Werke soll nicht den Eindruck erwecken, es seien die ersten oder einzigen
im Kontext relevanten Fachpublikationen zur damaligen Zeit gewesen.

2Leonhard Euler (1707-1783), schweizerischer Mathematiker.

3Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813), italienischer Mathematiker und Astronom.

4 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), franzdsischer Mathematiker.

5Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), franzosischer Mathematiker und Physiker.

6Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855), franzdsischer Mathematiker.

"Charles Hermite (1822-1901), franzdsischer Mathematiker.

8Francesco Brioschi (1824-1894), italienischer Mathematiker.

49
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werte orthogonaler Matrizen auf dem Einheitskreis der komplexen Ebene liegen
und CLEBSCH? findet das entsprechende Ergebnis fiir schief-symmetrische Matri-
zen. WEIERSTRASS'? ergiéinzt die LAPLACE’sche Stabilitiitstheorie um die wichtige
Erkenntnis, dass defekte Matrizen Instabilitit verursachen kénnen.

Etwa parallel dazu studieren LIOUVILLE!! und STURM Eigenwertprobleme li-
nearer Differenzialgleichungen, woraus schlieflich die STURM-L10UVILLE-Theorie
erwichst. SCHWARZ!? betrachtet Ende des 19. Jahrhunderts die Eigenwerte der
LAPLACE Gleichung in hoheren Dimensionen, wihrend POINCARE' dies fiir die
Po1ssoN'*-Gleichung einige Jahre spiiter durchfiihrt.

Eines der ersten iterativen Verfahren fiir die Berechnung von Eigenwerten fillt ebenso in
diese Epoche und stammt von JACOBI' aus dem Jahr 1846 [66]. Urspriingliche Intention von
JACOBI war die Vereinfachung des Losens von linearen Gleichungssystemen. Die JACOBI-
Methode reduziert eine reelle symmetrische Matrix auf Diagonalform durch eine Folge ebener
Rotationen, die heute GIVENS'S Rotationen heifen, Details sind im Anhang A.3 beschrieben.

Uber Evolution im 20. Jahrhundert heikt es weiter in [89]:

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts analysiert HILBERT'? die Eigenwerte von Inte-
graloperatoren, indem er die (kontinuierlichen) Operatoren als unendlich dimen-
sionale Matrizen betrachtet. HILBERT wird seit 1904 die Propagation des deut-
schen Wortes eigen zugeschrieben, obwohl er méglicherweise von HELMHOLTZ
inspiriert wurde, der einige Jahre zuvor Figentine schwingender Membrane unter-
suchte. Die Bezeichnung eigen hat sich seitdem in der Mathematik international
durchgesetzt, so dass es im Englischen die Begriffe eigenvalue, eigenvector und
eigenpair gibt. Einer der ersten numerischen Algorithmen zur Berechnung von
Eigenwerten und Eigenvektoren'® erscheint mit der Potenzmethode 1929 von VON
Mises'.

1944 erweitert WIELANDT?® die Potenzmethode zur inversen Iteration, mit der sich Eigen-
werte nahe einer vorgegebenen Zahl berechnen lassen. Beide Verfahren bilden die Einfiihrung
im néchsten Abschnitt 4.1.

Zur weiteren historischen Entwicklung der Verfahren zur Eigenwertberechnung wihrend des
20. Jahrhunderts sei an dieser Stelle auf die Publikation [59] verwiesen, die sich sehr ausfiihr-
lich diesem Abschnitt der Historie widmet. Der historische Abschnitt von Mitte der 1980er
bis Mitte der 1990er Jahre in [87] bietet fiir iterative Methoden grofer schwachbesetzter Ei-
genwertprobleme einen sehr guten Uberblick.

9Rudolf Friedrich Alfred Clebsch (1833-1872), deutscher Mathematiker.

10K arl Theodor Wilhelm Weierstraf (1815-1897), deutscher Mathematiker.

1 Joseph Liouville (1809-1882), franzdsischer Mathematiker.

2Hermann Amandus Schwarz (1843-1921), deutscher Mathematiker.

13 Jules Henri Poincaré (1854-1912), franzdsischer Mathematiker, theoretischer Physiker und Philosoph.
1 Siméon-Denis Poisson (1781-1840), franzosischer Physiker und Mathematiker.

15Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), deutscher Mathematiker.

16 James Wallace Givens, Jr. (1910-1993), US-amerikanischer Mathematiker und Informatiker.
"David Hilbert (1862-1943), deutscher Mathematiker.

8Das Verfahren von JACOBI zielte urspriinglich auf die Losung eines linearen Gleichungssystems ab.
9Richard Edler von Mises (1883-1953), dsterreichischer Mathematiker.

20Helmut Wielandt (1910-2001), deutscher Mathematiker.
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4.1. Einfiihrung

Zum Verstidndnis von Eigenwerten und Eigenvektoren wird der geometrische Fall betrachtet,
dass eine lineare Abbildung (die z.B. durch eine Matrix gegeben ist) Vektoren skalieren kann,
ohne die Richtung der Vektoren zu verdndern. Da diese Eigenschaft nicht jeder beliebige
Vektor mit einer Abbildung verbindet, handelt es sich dabei um besondere Vektoren, die
Eigenvektoren der linearen Abbildung. Die Skalierung der Linge eines Vektors ldsst sich
ebenfalls durch eine Zahl beschreiben, die einem bestimmten Eigenvektor zugeordnet ist.
Der Skalierungsfaktor, welcher die gleiche Skalierung wie die Abbildung durchfiihren kann,
heifst Eigenwert. Zusammen bilden Eigenwert und Eigenvektor ein Eigenpaar der linearen
Abbildung.

Klassische Lehrbiicher zur Lésung von Eigenwertproblemen sind die Werke von WILKINSON?!
[90] und WATSON [61] sowie das Buch von GOLUB und VAN LOAN [60]. Speziell fiir grofe,
schwachbesetzte Matrizen gibt es mit den Arbeiten von VAN DER VORST [86] und SAAD [72]
gute Nachschlagewerke. Fiir die praktische Implementierung zeigt [46] viele Vorlagen géngi-
ger Losungsstrategien. Dariiber hinaus existieren zur numerischen Mathematik einfiihrende
Werke in deutscher Sprache, wie z.B. |53, 62, 85|. Zunéchst werden einige Definitionen und
Satze aus der Eigenwerttheorie wiederholt. Der Aufbau der folgenden Einfiihrung orientiert
sich an [68]. Die jeweiligen Beweise sind in der Literatur [53, 60, 62| enthalten.

4.1.1. Klassifizierung von Eigenwertproblemen

Da Eigenwerte nicht zwangsldufig endlich sein miissen, wird zunéchst eine ,um Unendlich*
erweiterte komplexe Menge definiert.

Definition 4.1.1: Die Erweiterung von C um oo wird definiert als
C:=CU{z -]z €C,|z| =1}.

Zunichst wird der allgemeinste Typ von Eigenwertproblem eingefiihrt, der in dieser Arbeit be-
no6tigt wird. Im nichtlinearen Eigenwertproblem héngen eine oder mehrere Matrixoperatoren
nichtlinear vom Eigenwert \ ab.

Definition 4.1.2 (Nichtlineares Eigenwertproblem): Sei = : C — C™*" eine belie-
bige nichtlineare Funktion auf der Menge der komplexen quadratischen Matrizen. Das
Paar (A\,x) mit A\ € C und nichttrivialem x € C"\0 wird Eigenpaar von = genannt,
wenn

mit dem Eigenwert \ und dem zugehérigen rechten Eigenvektor® x.

Die Aufgabe, ein Eigenpaar von = zu finden wird als nichtlineares Eigenwertproblem bezeich-
net. Eine Unterklasse sind Matrixpolynome, die zwar nichtlinear von Eigenwert A abhéngen,
fiir die aber eine Reihe vorteilhafter Eigenschaften bekannt sind. Vergleichbar mit skalaren
Polynomen ist das Matrixpolynom als die Summe von Koeffizientenmatrizen A; multipliziert
mit der jeweiligen Potenz der skalaren Variablen definiert.

21 James Hardy Wilkinson (1919-1986), britischer Mathematiker.
22Wenn im Folgenden von Eigenvektor ohne Attribut die Rede ist, ist der rechte Eigenvektor x gemeint.
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Definition 4.1.3 (Matrixpolynom): Sei A; € C"", i =0,...,{, n € Nund A € C.
Die Funktion ¥ : C — C™ " mit

¢
WA =D NA; = Ag+ M+ + N TTAL + AN

i=0
heifst Matrixpolynom vom Polynomgrad (. VU heifst singulir, wenn fiir die Determinante
det(W(A)) = 0 gilt und regulér sonst.

Die Eigenpaare des Matrixpolynoms W sind als Paare ()\;, x;) mit x; # 0 definiert, die ¥ auf
den Nullvektor 0 abbilden.

Definition 4.1.4 (Polynomiales Eigenwertproblem): Sei ¥ : C — C™" ein Ma-
trixpolynom. Das Paar (A\,x) mit A € C und x € C"\0 wird FEigenpaar von ¥ genannt,
wenn

TU(N)x =0,
mit dem Eigenwert A und dem zugehérigen rechten Eigenvektor x.

Die Aufgabe, ein Eigenpaar von ¥ zu finden wird als polynomiales Eigenwertproblem be-
zeichnet. Der linke Figenvektor y ist durch

yAW(\) =0

definiert und gehort ebenfalls zum FEigenwert A. Durch die Forderung an den Matrixpolynom-
grad ¢ = 1 entsteht das allgemeine Eigenwertproblem, eine Form des linearen Eigenwertpro-
blems.

Bemerkung 4.1.5 (Allgemeines Eigenwertproblem): Fiir { = 1 und Ag = A
und A, = —B ergibt sich aus dem polynomialen Figenwertproblem das allgemeine
FEigenwertproblem

Ax = \Bx.

Wird neben ¢ = 1 noch zusitzlich gefordert, dass A; den Wert der negativen Identititdtsma-
trix annimmt A; = —I, ergibt sich das Standardeigenwertproblem fiir die Matrix A.

Bemerkung 4.1.6 (Standardeigenwertproblem): Fiir Matrixpolynomgrad ¢{ = 1

und Ay = A und A, = —I mit der Identitdtsmatrix I ergibt sich aus dem polynomialen
FEigenwertproblem das Standardeigenwertproblem
Ax = Xx.

Die Beziehung zwischen allgemeinem Eigenwertproblem und Standardeigenwertproblem ist
fiir regulidre Matrizen leicht nachvollziehbar.

Bemerkung 4.1.7: Ein allgemeines Eigenwertproblem kann als Standardeigenwertpro-
blem ausgedriickt werden, wenn A oder B regulir und damit invertierbar ist.

Der Beweis verwendet die Inverse von A oder B, die aufgrund der vorausgesetzten Regularitit
existiert. Somit lassen sich beide Matrizen auf eine Seite der Gleichung bringen.

Polynomiale Eigenwertprobleme nach Definition 4.1.4 konnen auf allgemeine Eigenwertpro-
bleme nach Bemerkung 4.1.5 linearisiert werden, wobei das linearisierte Eigenwertproblem
die Dimension des Ausgangsproblems n multipliziert mit dem hochsten Polynomgrad ¢ erhilt

[58).
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Satz 4.1.8: Polynomiale Eigenwertprobleme mit Polynomgrad ¢ > 1 und Dimension
n X n kénnen auf allgemeine FEigenwertprobleme der Dimension {n X {n linearisiert
werden. Dabei treten ¢n Eigenpaare auf.

Eine ,Linearisierung“?* L()) eines polynomialen Eigenwertproblems wird mit der Hilfe re-
guldrer Matrizen gebildet, jedoch gibt es zwei verschiedene Linearisierungen, die mit der
Verwendung der Identitdtsmatrix I auskommen [46]. Daraus folgt fiir das polynomiale Eigen-
wertproblem nach Definition 4.1.4 mit Polynomgrad ¢

=0
(A, Ay, A; ... A [A i [ x|
1 —1I AX
DY I + -1 Nx | =0 (41)
I I | ] —I_ _)\é_lx_
und
(A, 1 TAL, Ars A,z ... A [ \-1x |
I 1 \—2x
e A I + -1 x| =0, (4.9)
i I_ i —1I | x|

Obwohl die beiden Linearisierungen (4.1) und (4.2) dquivalent sind, bestehen Unterschiede
in der numerischen Stabilitit und Effizienz. Insbesondere fiir den Fall, dass A, regulir ist
und eine kleine Konditionszahl besitzt, lasst sich (4.2) in ein Standardeigenwertproblem nach
Bemerkung 4.1.6 iiberfiihren.

Im Folgenden werden die Abbildungseigenschaften der Koeffizientenmatrizen eines Matrixpo-
lynoms genauer betrachtet. Die Definition von Kern und Bild gilt fiir Matrizen.

Definition 4.1.9 (Kern und Bild): Sei A € C"*". Der Kern von A ist definiert als
ker(A) :={veC"| Av =0}
und fiir den Bildbereich gilt
im(A):={zeC"|z=Av,veC"}.

Der Zusammenhang zwischen der Dimension von Kern und Bild ist durch den Dimensionssatz
gegeben.

Satz 4.1.10 (Dimensionssatz): Ist eine lineare Abbildung durch die Matrix A € C"*"
gegeben, gilt

dim C"" = n = dimim(A) + dim ker(A).

23 Linearisierung” ist auf die Form der resultierenden Darstellung bezogen. Der Eigenwert selbst taucht in
evtl. hoheren Potenzen im Eigenvektor der Linearisierung auf.
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In anderer Schreibweise gilt die dquivalente Aussage
dim C"" =n =rg(A) + def(A),

mit dem Defekt der Matrix def(A) := dimker(A) und dem Rang der Matrix rg(A) :=
dimim(A).

Definition 4.1.11 (Charakteristisches Polynom): Das charakteristische Polynom
pw eines Matrixpolynoms V ist definiert als

pu(A) = det(T(N)).

Fiir den maximalen Polynomgrad ergibt sich mit Hilfe des Dimensionssatzes 4.1.10:

Bemerkung 4.1.12: Eigenwerte des polynomialen Eigenwertproblems W(\)x = 0 kén-
nen unendlich sein. Der Polynomgrad ¢ := deg py des charakteristischen Polynoms ist
maximal ¢n und die fehlenden ¢n — g Nullstellen werden als unendliche FEigenwerte
definiert.

Um zu zeigen, an welcher Stelle unendliche Eigenwerte entstehen konnen, wird das Ergebnis
aus Satz 4.1.8 verwendet, wonach sich polynomiale Eigenwertprobleme stets als allgemeine
Eigenwertprobleme Ax = ABx mit A,B € C™*" aus Bemerkung 4.1.5 ausdriicken lassen.
Dazu gelte ker(A) = {0} und somit def(A) = 0. Mit dem Dimensionssatz 4.1.10 folgt B:
def(B) = n —rg(B). Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass Matrix A keine und Matrix B
eine Anzahl von n — rg(B) Nulleigenwerten besitzt. Sei 0 # v € ker(B) und v ¢ ker(A).
Dann gilt fiir das allgemeine Eigenwertproblem mit der Spektraltransformation v = 1/\

= A = 00.

1
v Av =Bv=0 = OIU:X

£0

Die unendlichen Eigenwerte treten demnach auf, wenn def(B) > 0 gilt. Dariiber hinaus ist
der Sonderfall zu betrachten, in dem die Matrizen A und B gemeinsame Kerne besitzen. Aus
der vorherigen Betrachtung folgen undefinierte Eigenwerte der Form ,,0/0%.

Bemerkung 4.1.13: Falls ker(A) N ker(B) # {0} werden diese undefinierten Figen-
werte auch unendlich genannt.

Daraus folgt eine wichtige Eigenschaft von Standardeigenwertproblemen.

Bemerkung 4.1.14: Standardeigenwertprobleme haben keine unendlichen Eigenwerte,
da B =1 und ker(I) = {0}.

4.1.2. Kenngrofien

Im Folgenden werden einige wichtige Kenngrofen eingefiihrt, die zur Analyse von Eigenwert-
problemen notwendig sind.

Definition 4.1.15 (Spektrum): Die Menge der Eigenwerte einer Matrix A € C"*"
wird Spektrum genannt und mit

c(A)={ e C|Ix#0: Ax = Ix}

bezeichnet.
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Definition 4.1.16 (Spektralradius): Der Spektralradius einer Matrix A € C"*" ist
der Betrag des betragsgrofsten Eigenwerts

p(A) = max IAi(A)].

Die Matrix A € C™*™ kann mehrere identische Eigenwerte haben. Die Vielfachheit eines
Eigenwerts als Nullstelle des charakteristischen Polynoms wird als algebraische Vielfachheit
bezeichnet.

Definition 4.1.17 (Algebraische Vielfachheit): Die natiirliche Zahl n; heifit alge-
braische Vielfachheit des Eigenwerts \;. Im Fall von n; = 1 wird der zugehérige Eigen-
wert einfacher Eigenwert genannt.

Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \; ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger
Eigenvektoren, die zu diesem Eigenwert existiert.

Definition 4.1.18 (Geometrische Vielfachheit): Die Dimension
m; :=dim ker(A — \I) =n —rg(A — \I)

heit geometrische Vielfachheit des Eigenwerts \;.

Die geometrische Vielfachheit m; ist stets kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit
n; jedes Eigenwerts \; € 0(A), so dass die Beziehung

1<m; <n

gilt. Stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit aller Eigenwerte einer Matrix A &€
C™*™ iiberein, bilden die Eigenvektoren x; von A eine Basis des C".

Definition 4.1.19 (Defekter Eigenwert): Ist die geometrische Vielfachheit eines Ei-
genwerts \; € o(A) kleiner als seine algebraische Vielfachheit, gilt m; < n; und \; wird
als defekter Eigenwert bezeichnet.

Eine Matrix mit mindestens einem defekten Eigenwert wird analog zum Dimensionssatz 4.1.10
defekte Matrix genannt. Beim Auftreten defekter Eigenwerte konnen die ,fehlenden* Eigen-
vektoren durch [ = n; —m,; Hauptvektoren xp; ergénzt werden, die jeweils (A — \I)xp; =0
erfiilllen [85]. Eine Matrix kann jedoch n linear unabhéngige Eigenvektoren haben, obwohl sie
mehrfache Eigenwerte besitzt. Als Beispiel dient die Einheitsmatrix I. Bei der Berechnung
von Eigenvektoren mehrfacher Eigenwerte kann die bei hermiteschen Matrizen vorhandene
Orthogonalitéit der Eigenvektoren ausgenutzt werden.

Definition 4.1.20 (Rayleigh-Quotient [82]): Mit A € C"" und v € C" ist der
RAYLEIGH-Quotient als

vl Av
pa(v) ==

vy
definiert.

Die tatsichliche Tragweite des RAYLEIGH-Quotienten offenbart sich fiir Eigenwerte mit ein-
facher Vielfachheit, wenn v ein Eigenvektor x ist, da in diesem Fall dann der direkte Zusam-
menhang zwischen Eigenwert und Eigenvektor entsteht.
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Problemstellung F Riuckwartsfehler AW L\i/
My
© B,
exakt Tecy, m, exakt
4]
Ergebnis )\T 3
5 L Vorwartsfehler A \j

Abbildung 4.1.: Veranschaulichung zum Vorwérts- und Riickwirtsfehler.

Bemerkung 4.1.21: Ist x € C" ein FEigenvektor von A € C™™ mit zugehérigem
Eigenwert A € C, so gilt

xH Ax
A =pa(x) =

xHx

Das Konzept des RAYLEIGH-Quotienten ldsst sich auf Matrixpolynome verallgemeinern. Fiir
eine Arbeit, die sich ausgiebig mit nichtlinearen RAYLEIGH-Funktionalen befasst, sei an dieser
Stelle auf [75] verwiesen.

4.1.3. Fehler—Definitionen

Da insbesondere die iterativen numerischen Methoden die tatsdchliche Losung eines Eigen-
wertproblems nur sukzessive approximieren, verbleibt beim approximativen Eigenpaar (\,X)
als Rest das Residuum r.

Definition 4.1.22 (Residuum): Sei W()\) Matrixpolynom und (A\,X) kein Eigenpaar,
so wird r Residuum genannt und es gilt

r=U(\)x #0.

Die Vektornorm von r kann als Abstand zur (im Rahmen der Maschinengenauigkeit) tatsich-
lichen Losung angesehen werden. Weitere Fehlerdefinitionen sind fiir die Analyse numerischer
Verfahren hilfreich.

Definition 4.1.23 (Vorwiértsfehler): Der Vorwiértsfehler ist der Betrag der Differenz
aus Ergebnis \ eines numerischen Verfahrens und tatsédchlicher Lésung A

nv = ’5\—)\|

Der Vorwirtsfehler ist somit inshesondere dann niitzlich, wenn die exakte Losung aufgrund
analytischer oder physikalischer Uberlegungen vorliegt. Der Riickwirtsfehler hingegen trifft
eine Aussage dariiber, welches Ausgangsproblem W(\) = W()) + AW()) unter der Annah-
me der exakten Losung vorliegen muss, um A zu erhalten. Dieser Zusammenhang wird in
Abbildung 4.1 veranschaulicht. Fiir die Definition des Riickwirtsfehlers nach |84] wird die
Spektralnorm ||A|2 = \/Amax (A A) benétigt, die sich als Quadratwurzel aus dem betrags-
groften Eigenwert des Matrixprodukts A® A berechnen lésst.
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Definition 4.1.24 (Riickwértsfehler): Der Riickwirtsfehler ist fiir polynomiale Ei-
genwertprobleme definiert durch
nr(A\X) ;== min{e : T(A\)x =0, [[AA], <e|Ail,,i=0...0}
und kann, wie in [84] gezeigt wurde, durch
T(N)X
s,

0 T ~
D imo A A, 111l

nR(SVi) =

berechnet werden.

4.1.4. Kondition

Die Kondition bzw. die Konditionszahl eines numerischen Problems ist ein Mals dafiir, wie
empfindlich die Ausgangsgrofen auf kleine Storungen in den Koeffizientenmatrizen reagieren
und somit eine Kennzahl fiir die Losbarkeit mittels numerischer Algorithmen. Im Rahmen
dieser Arbeit sind die Ausgangsgrofen die Eigenwerte, und die numerischen Algorithmen
sind die Methoden zur Eigenwertberechnung. Ein Problem ist schlecht konditioniert, wenn
seine Konditionszahl gross ist. Fiir Konditionszahlen nah bei Eins, wird von guter Kondition
gesprochen.

Definition 4.1.25 (Konditionszahl): Fiir den einfachen, endlichen Eigenwert \ # 0
eines Matrixpolynoms W ist die Konditionszahl als Sensitivitdt von W(\) gegeniiber den
Storungen AV, A\, Ax definiert.

sy () := limsup {M

e—0 (—j|)\|

(TN + AN + AT\ + AN))(x + Ax) = 0,

|AA;]l, <e€ellAill,,i=0...0}. (4.3)

Wie in [83] gezeigt wurde, kann ¢4 () als

_lyl il S XA
U (x| A

sy (N) (4.4)

berechnet werden. Dabei sind x,y rechter und linker Eigenvektor beziiglich des Eigenwerts A
und ¥’ die Ableitung des Matrixpolynoms W(\) beziiglich A. Vorwérts- und Riickwértsfeh-
ler konnen mittels der Konditionszahl in Beziehung gesetzt werden. Der Vorwiértsfehler ist
hochstens so grofs wie die Konditionszahl multipliziert mit dem Riickwértsfehler,

Vorwirtsfehler < Konditionszahl x Riickwértsfehler. (4.5)

Vorwirts- und Riickwirtsfehler sind dquivalent, wenn die Konditionszahl sy (\) = 1 ist.

4.1.4.1. Vorkonditionierung von PEPs

Zur Verbesserung der Kondition polynomialer Eigenwertprobleme ist in [48] einerseits eine
optimale Skalierung der Koeffizientenmatrizen und andererseits die Spektraltransformation
eingefiithrt. Als Skalierungsmatrix werden Diagonalmatrizen mit
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Definition 4.1.26 (Skalierungsmatrix):

D, :={D : D e C"™" ist diagonal mit det(D) # 0}

zugelassen, so dass ihre Hauptdiagonale keine Nullelemente enthélt.

Definition 4.1.27 (Skalierung der Koeffizientenmatrizen): Als Skalierung des
Matrixpolynoms V() wird das Matrixpolynom D1 W (A)Dy mit Dy, Dy € D,, bezeichnet

[48].

Die Eigenwerte sind invariant beziiglich der Skalierung. Wenn (\,x) Eigenpaar des Matrixpo-
lynoms W()\) ist, dann ist (A\,D;'x) Eigenpaar des skalierten Matrixpolynoms D;¥()\)Ds.

Satz 4.1.28 (Optimale Skalierung): Sei \ ein einfacher, endlicher, von Null ver-
schiedener Eigenwert des Matrixpolynoms W(\). W(\) heifst beziiglich des Eigenwerts A
optimal skaliert, wenn die Konditionszahl sy (\) durch die Skalierung minimal wird

sy () = Dhglgfepn #D,uD, ().

Ein auf einem heuristischen Ansatz basierender Algorithmus zur Berechnung von Dy, D5 ist
in [48] angegeben. Darin werden als Eintridge von Dy, Dy Zweierpotenzen bestimmt, da diese
bei der Multiplikation in der Gleitkommaarithmetik lediglich eine Bitverschiebung und keine
zusitzlichen Rundungsfehler verursachen. Als warnender Hinweis wird in [88| gezeigt, dass
die Skalierung von Eigenwertproblemen der Kondition auch abtriglich sein kann, wenn schon
ein relativ gut konditioniertes Figenwertproblem vorliegt.

Eine Mafnahme zur Verbesserung der Kondition von Linearisierungen polynomialer Eigen-
wertprobleme nach Satz 4.1.8 ist die Spektraltransformation nach [48|. Dabei wird die Grife
p(V,ag) zur Abschétzung der Kondition von polynomialen Eigenwertproblem W(\) und zuge-
horiger Linearisierung L(\) verwendet. Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch nur das Ergebnis
aus [48] bendtigt.

Satz 4.1.29 (Spektraltransformation): Sei W(\) ein Matrixpolynom vom Grad ¢

und sei

maXo<i<¢ Oéis HAZH2

p(¥.as) = — -
min(||Aoll,, a§ [|Acll,)

fiir g > 0 definiert. Dann wird p(V,«s) minimal fiir oo, = (|| Aoy / ||Ag||2)% [48].

Hierbei ist zu beachten, dass die Spektraltransformation A,,; = a,A weder Kondition noch
Riickwértsfehler des originalen PEPs dndert. Sie beeinflusst nur die entsprechenden Grofen
der zugehorigen Linearisierung L(\) aus Satz 4.1.8 [48].

4.1.4.2. Vorkonditionierung von Standardeigenwertproblemen

Zur Skalierung von Standardeigenwertproblemen eignet sich Algorithmus 4.1. Dabei ist es
notwendig, zweimal einen Spektralradius p(A) nach Definition 4.1.16 zu berechnen. Allerdings
reicht die naherungsweise Bestimmung von p(A) fiir praktische Anwendungen aus, so dass
die im folgenden Abschnitt vorgestellte Potenzmethode nach Algorithmus 4.2 zum Einsatz
kommen kann.
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Algorithmus 4.1 Skalierung und Verschiebung des Spektrums von Standardeigenwertpro-

blemen
Eingabe: Matrix A des Standardeigenwertproblems

Ausgabe: Skalierte Matrix A, sowie Skalierung ¢ und Verschiebung og
&« p(A)
G« o—plal—A)
if & <0 then
og +— 1.20
else

4.2. Loser fiir das lineare Eigenwertproblem

Wie in der Einleitung gezeigt ist, konnen Eigenwerte als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms pg aufgefasst werden. Jedoch existiert keine analytische Formel fiir die Nullstellen-
berechnung, wenn sein Polynomgrad deg pgy > 4 wird, so dass generell nur iterative Verfahren
wie z.B. die NEWTON?! Tteration in Frage kommen. Selbst kleine Fehler in den Polynom-
koeffizienten fiihren unter Umstinden zu grofen Genauigkeitsverlusten in den Nullstellen 3,
so dass die Eigenwertberechnung iiber das Losen des charakteristischen Polynoms nur fiir
Polynomgrade < 4 i{iberhaupt in Erwéigung gezogen werden kann. Dennoch kann die An-
schauung der Eigenwerte als Nullstellen eines charakteristischen Polynoms in theoretischen
Fragestellungen durchaus hilfreich sein.

Zwar sind alle Verfahren zur Eigenwertbestimmung iterativ, aber es gibt qualitative Unter-
schiede in der ,Iterativitat. Dem Vorschlag in [46] folgend, werden Verfahren, die in einer
festen Anzahl an Gleitkommaoperationen (FLOPS, engl. floating point operations per second)
alle Eigenwerte einer Matrix berechnen kénnen und dariiber hinaus so gut wie nie fehlschlagen,
direkte Verfahren genannt. Der Speicheraufwand skaliert hierbei mit O (n?) fiir vollbesetzte
Matrizen und mit O (n) fiir schwachbesetzte Matrizen. Der zugehorige Rechenaufwand liegt
in der Grokenordnung von O (n?). Daraus resultiert, dass diese Verfahren insbesondere fiir
kleine bis mittlere Eigenwertprobleme?® geeignet sind, bei denen der Aufwand mit verfiigbaren
Rechenanlagen handhabbar bleibt.

Der Aufbau dieses Abschnitts orientiert sich an [62]. Ergénzende und weiterfiihrende Informa-
tionen sind ebenfalls in [62] enthalten. Zunéchst werden einige iterative Verfahren betrachtet,
die dazu geeignet sind, einzelne Eigenwerte zu berechnen. Danach folgen die direkten Verfah-
ren, die prinzipiell dazu geeignet sind, alle Eigenwerte eines linearen Eigenwertproblems zu
berechnen.

24Gir Isaac Newton (1642-1726), englischer Naturforscher und Verwaltungsbeamter.

Z5ygl. Beispiel 5.4 in [53]

26Dje Bezeichnungen klein und mittlere Gréfe sind transient und auf die zugrunde liegenden Rechnerarchi-
tekturen bezogen: Was heute noch mittlere Grofe ist, ldsst sich in einigen Jahren bereits als kleine Grofe
bezeichnen.



60 Kapitel 4. Numerische Methoden zur Berechnung algebraischer Eigenwertprobleme

4.2.1. Tterative Loser fiir einzelne Eigenwerte des
Standardeigenwertproblems

Das vielleicht einfachste Verfahren zur Berechnung von einzelnen Eigenpaaren ist die in Al-
gorithmus 4.2 gegebene Potenzmethode von VON MISES. Unter wenig strengen Annahmen
konvergiert die Potenzmethode gegen den betragsgréfiten Eigenwert und zugehorigen rechten
Eigenvektor und ist daher ein mogliches Verfahren zur Berechnung des Spektralradius p(A)
nach Definition 4.1.16. Der Startvektor vy wird mit zufilligen Eintrégen besetzt.

Algorithmus 4.2 Potenzmethode nach vON MISES als fortgesetzte Matrixvektormultiplika-
tion mit einem Startvektor.
Eingabe: Startvektor vy, Matrix A, Toleranzschwelle e, maximale Anzahl an Iterationen

Z>max

Ausgabe: Eigenpaar (\,x)

1: starte mit z = vy dem Startvektor

2: for i =1.2,... imax do

3 v<z/|z]

40 z <+ Av

5: 0 < vliz

6: if ||z — 0v| < ¢€|f| then
7

Stoppe
8: end if
9: end for

10: Setze A < @ und x < v

Die Eigenschaften der Potenzmethode im Uberblick:
e Nur der betragsgrofte Eigenwert A; wird berechnet.

e Betragsgrofiter Eigenwert, \; muss einfache algebraische Vielfachheit haben, d.h. \:\\—f] <
1, wenn Ay der zweitgrokte Eigenwert ist.

e Der Startvektor vy darf nicht orthogonal zum Eigenvektor x; des betragsgroften Ei-
genwerts sein xTvq # 0.

Fiir Félle mit konjugiert-komplexen betragsgréfiten Eigenwerten sei auf die ausfiihrliche Dis-
kussion der Potenzmethode in [90] verwiesen. Das Konvergenzverhalten der Potenzmethode
lisst sich durch die Verwendung von TSCHEBYSCHOW schen?” Polynomen beschleunigen. De-
tails sind in [24| sowie ausfiihrlich in [53, Kapitel 8.2| angegeben. Zur Berechnung des Eigen-
paars mit dem betragsmifig kleinsten Eigenwert der Matrix A eignet sich die Potenzmethode
aus Algorithmus 4.2, wenn zur Iteration an Stelle der Matrix A ihre Inverse A~! verwen-
det wird, da die Eigenwerte der Inversen A~! gleich der inversen Eigenwerte von A sind.
Zur Berechnung eines Eigenpaars nahe og eignet sich die verschobene inverse Potenzmethode
oder verschobene inverse Iteration aus Algorithmus 4.3. Die zugrunde liegende Idee ist die
Anwendung der Potenzmethode auf die Inverse der verschobenen Matrix (A — osI)™!, wobei
og die Verschiebung ist. Die Inverse muss nicht explizit vorliegen, es kann auch in jedem Ite-
rationsschritt ein entsprechendes lineares Gleichungssystem gelést werden. Der Startvektor
vy wird mit zufilligen Eintrégen besetzt.

2TPafnuti Lwowitsch Tschebyschow (auch als Tschebyscheff / Tschebyschew / Tschebyschev und im Englischen
als Chebyshev transkribiert) (1821-1894), russischer Mathematiker.
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Algorithmus 4.3 Inverse Potenzmethode nach WIELANDT mit Verschiebung og, in deren
Néhe ein Eigenpaar berechnet wird.
Eingabe: Startvektor vy, Matrix A, Verschiebung og, Toleranzschwelle €, maximale Anzahl
an Iterationen %,y
Ausgabe: Eigenpaar (\,x)
1: Starte mit z = vy dem Startvektor
2: for i =1.2,... ima doO
3 v z/|z

4 7z (A —og]) v

5 0+ viz

6: if ||z — Ov|| < ¢€|f| then
T Stoppe

8: end if

9: end for

10: Setze A <~ og+1/6 und x < v /6

Die Eigenschaften der inversen Potenzmethode mit Verschiebung im Uberblick:

e Nur der Eigenwert \; wird berechnet, der betragsméfig am néchsten zur Verschiebung
og liegt.

e Die Vielfachheit von Eigenwert \; muss einfach sein, d.h. max,,;| /\’\’__UUSS | < 1.

e Der Startvektor vq darf nicht orthogonal zum gesuchten Eigenvektor x; sein xvq # 0.

e Beim Ldsen des linearen Gleichungssystems kann Rechenzeit gespart werden, wenn A
faktorisiert vorliegt (z.B. als LU Zerlegung).

e Da das lineare Gleichungssystem singuldrer wird, je niher sich die Verschiebung og
an einen Eigenwert ¢ annidhert, wird die Kondition des linearen Gleichungssystems
sukzessive schlechter und der numerische Aufwand zur Lésung sukzessive grofer.

Eine weitere Verbesserung der inversen Potenzmethode mit Verschiebung kann mit Hilfe der
Rayleigh—Quotienten—Iteration nach Algorithmus 4.4 erreicht werden [69]. Dabei wird die in-
itiale Verschiebung og( in den folgenden Iterationen jeweils durch den RAYLEIGH-Quotienten
nach Definition 4.1.20 ersetzt, der die bis dahin beste Approximation des Eigenwerts darstellt.
Da die Verschiebung nicht fest ist, sollte eine vorliegende LU Zerlegung zur Losung des auf-
tretenden Gleichungssystems in jeder Iteration aktualisiert werden. Liegt ein Zielwert og
vor, von dem bekannt ist, dass er dicht am gesuchten Eigenwert A liegt, bietet es sich an,
zunichst einige Iterationen der inversen Iteration durchzufiithren und dann auf die Rayleigh—
Quotienten—Iteration (RQI) umzuschalten. Analog dazu ist es ebenfalls moglich, die rechte
Seite des auftretenden linearen Gleichungssystems fiir einige Rayleigh- Quotienten-Iterationen
konstant zu halten, wenn ein Startvektor verfiigbar ist, der eine gute Approximation des zu
berechnenden Eigenvektors darstellt, wie in Algorithmus 4.5 gezeigt ist.

Die Eigenschaften der Rayleigh-Quotienten—Iteration (RQI) im Uberblick:

e Nur der Eigenwert \; wird berechnet, der betragsméfig am néchsten zur Verschiebung
os, liegt.

e Konvergiert, wenn der Eigenwert einfache Vielfachheit hat max;,| /\A i__?;oo| < 1 und

der Startvektor nicht orthogonal zum gesuchten Eigenvektor ist x"vq # 0.
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Algorithmus 4.4 RAYLEIGH-Quotienten—Iteration nach [69]
Eingabe: Startvektor vy, Matrix A, Verschiebung og, maximale Anzahl an Iterationen i,y
Ausgabe: Eigenpaar (\,x)

1. Starte mit dem Startvektor vy und der initialen Verschiebung og
2: Vo <—V0/HVOH
3: for i =0,1,... ina do
4: Zit1 < (A — aS,iI)’lvi
5. if A —o0g,I ist singuldr then
6: Lose (A —o0g5,I)x =0
7 A 05,
8: Stoppe
9: end if
100 Vipr < 21 /]2

o oH
11: 05441 < pa(Vig1) = Vi Avig
12: end for

Algorithmus 4.5 RAYLEIGH Quotienten Iteration mit konstanter rechter Seite wahrend der
ersten tpgr Iterationen.

Eingabe: Matrix A € C"*", Verschiebung o, Startvektor vy € C", Schranke ¢gq;, Toleranz
€
Ausgabe: Eigenpaar (\,x)
1: vg < V0/||V0||
2: for i=1,...,im.x dO
3: if i < LRQI then

4 vy (A —ol) 7ty

5. else

6: v+ (A —ol) vy

7. end if

8: if A — ol ist singulir then
9: Lose (A —ol)x =0
10: Ao
11: Stoppe
12:  end if
130 vy < vi/|[vi]]

14: o<« vilAv,
15: end for
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e LU Zerlegung von A muss oft aktualisiert werden.

e Fiir die exakte Losung des linearen Gleichungssystems ergibt sich bei nicht-hermiteschen
Matrizen quadratische Konvergenz |69, 62].

e Da das lineare Gleichungssystem singulérer wird, je ndher sich die Verschiebung o an
einen Eigenwert # anndhert, wird die Kondition des linearen Gleichungssystems sukzes-
sive schlechter und der numerische Aufwand zur Lésung sukzessive grofer.

e Die RQI schliigt fehl, wenn |vy|| = 0 auftritt.

4.2.2. Direkte Loser fiir das Standardeigenwertproblem

Fiir die vollstandige Berechnung kleiner und mittlerer Standardeigenwertprobleme ist der QR—
Algorithmus 4.6 der Stand der Technik und in vielen numerischen Bibliotheken?® verfiigbar.
Gesucht sind die Eigenwerte von komplexen Matrizen, wozu der Satz von SCHUR?Y iiber die
Trigonalisierbarkeit von Matrizen hilfreich ist.

Satz 4.2.1 (Schur—Zerlegung): Jeder Matrix A € C"*" lasst sich eine unitdre Matrix
Q € C™ ™ zuordnen, so dass Q" AQ = R eine obere Dreiecksmatrix ist.

Die Eigenwerte der oberen Dreiecksmatrix R entsprechen den Hauptdiagonalelementen. Die
QR~Zerlegung ist definiert als:

Definition 4.2.2 (QR-Zerlegung): Die QR—Zerlegung einer Matrix A € C™" ist
definiert als

A = QR,

wobei Q € C™™ unitir mit Q”Q = I ist und R € C™ " eine obere Dreiecksmatrix ist.

Damit ist die QR~Zerlegung bis auf unitire Diagonaltransformationen eindeutig bestimmt
[81]. Die QR~Zerlegung kann iiber sukzessive Anwendung von HOUSEHOLDER?*’—Transforma-
tionen oder GIVENS-Rotationen (siehe Anhang A.2) berechnet werden. Innerhalb der QR-
Zerlegung, die in Algorithmus 4.6 gegeben ist, entstehen die Approximationen der Eigenwerte
von A aus einer Folge unitiirer Ahnlichkeitstransformationen

A =RQ =Q7AQ = (Q1Q)"A(Q1Q) = Q7 AQ

letztendlich auf der Diagonalen von A;.;, die eine obere Dreiecksmatrix ist. Dabei werden
Vektoren qi,...,q; berechnet, so dass AQ; = Q;R; mit QfIQl = I;, und R, ist eine [ x [
obere Dreiecksmatrix mit den gesuchten Eigenwerten auf der Diagonalen. Die Eigenvektoren
konnen aus Q; und R; berechnet werden. Einen besonderen Fall fiir die QR~Zerlegung stellen
HESSENBERG Matrizen®' dar (siche Anhang A.2). Der numerische Aufwand fiir die QR

Zerlegung ist im Allgemeinen O (n?), jedoch nur O (n?) fiir obere HESSENBERG Matrizen, da
dann alle Eintrdge unterhalb der ersten Nebendiagonalen verschwinden. Daher ist es fiir die
QR~Zerlegung ab einer gewissen Matrixdimension ratsam, die Ausgangsmatrix A durch uni-
tare Transformation zunéchst auf die Gestalt einer oberen HESSENBERG-Matrix zu bringen,

28In dieser Arbeit wird die MATLAB[126]-Routine eig verwendet.

29Tssai Schur (1875-1941), weirussischer Mathematiker.

30 Alston Scott Householder (1904-1993), US-amerikanischer Mathematiker.

31Karl Adolf Hessenberg (1904-1959), deutscher Elektrotechnik-Ingenieur und Mathematiker.
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Algorithmus 4.6 QR-Zerlegung

Eingabe: Matrix A

Ausgabe: unitire Q und obere Dreiecksmatrix R

starte mit Ay < A

: fOI‘l:O,l,... do
Berechne die QR Zerlegung A; = Q;R;.
A~ RiQ

end for

oUWy

wobei die unitdren Transformationen die Eigenwerte nicht verdndern. Vorteilhaft ist, dass
wihrend der spaltenweise voranschreitenden QR-Zerlegung die iibrige Gestalt der oberen
HESSENBERG-Matrix nicht zerstort wird.

Die urspriingliche Form der QR-Zerlegung nach Algorithmus 4.6 konvergiert oft nur wenig
zufriedenstellend, jedoch lasst sich die Konvergenz durch das Einfiihren einer gut gewéhlten
Verschiebung weiter beschleunigen. Dazu sei H eine obere HESSENBERG Matrix. Wenn der
Eintrag hy, ,-1 eliminiert wird, ist ein Eigenwert identisch zum Eintrag h,,. Dann ist das
Problem fiir die unbekannten Eigenwerte um eine Dimension reduziert auf H = (h;;) mit i,l =
1,...,n — 1. Dies kann durch Verwendung der WILKINSON—Verschiebung o; folgendermafien
erreicht werden: Fiir den 2 x 2 Matrixblock in der rechten unteren Ecke von H

hn—l,n—l hn—l,n
hn,n—l hn,n

lassen sich iiber das charakteristische Polynom analytisch die beiden Eigenwerte bestimmen.

Der Eigenwert, der h,, , am néichsten ist, wird als Verschiebung verwendet. Daraus resultiert
schlieflich Algorithmus 4.7.

Algorithmus 4.7 QR-Zerlegung mit Verschiebung
Eingabe: Matrix A
Ausgabe: unitire Q und obere Dreiecksmatrix R
1: starte mit Ay = A
2: for [ =0,1,... do
3:  Wibhle Verschiebung o;.

4:  Berechne die QR~Zerlegung A; — 0,1 = QR;.
5:  Berechne die QR Zerlegung A; = Q,R;.

6: A+ RQ+aol

7: end for

4.2.3. Direkte Loser fiir das allgemeine Eigenwertproblem

Da aus der Linearisierung des polynomialen Eigenwertproblems entsprechend Satz 4.1.8 bzw.
(4.1) und (4.2) allgemeine Eigenwertprobleme nach Bemerkung 4.1.5 entstehen, sollen hierfiir
Losungsmoglichkeiten benannt werden. Zur Losung des allgemeinen Eigenwertproblems Ax =
ABx ist die Potenzmethode aus Algorithmus 4.2 nicht anwendbar. Jedoch ist die inverse
Potenzmethode (mit und ohne Verschiebung) aus Algorithmus 4.3 ebenso wie die Rayleigh—
Quotienten—Iteration nach Algorithmus 4.4 anwendbar, wenn jeweils die Identitdtsmatrix I
durch B ersetzt wird, so dass das allgemeine Eigenwertproblem (A — AB)x = 0 gelost wird.
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4.2.3.1. QZ—Zerlegung

Im Folgenden wird die Vorgehensweise bei der QZ Zerlegung?®? skizziert, die (mit Ausnahme
von Spezialfillen) in der Lage ist, in einer festen Anzahl von Iterationen das allgemeine Eigen-
wertproblem vollstdndig zu 16sen. Da in dieser Arbeit letzten Endes die MATLAB|126]-Routine
eig verwendet wird, bleibt es bei einer prinzipiellen Skizzierung, die [46] folgt. Ausfiihrliche
Darstellungen sind beispielsweise in [60, Kapitel 7.7] und in [67, Kapitel 2| enthalten. Mit Hilfe
der QZ Zerlegung lassen sich alle Eigenwerte des allgemeinen Eigenwertproblems Ax = ABx
bestimmen, so dass die QZ—Zerlegung fiir allgemeine Eigenwertprobleme das Analogon der
QR~Zerlegung bei Standardeigenwertproblemen darstellt. Die prinzipielle Vorgehensweise fiir
reelle Matrizen A, B lautet:

1. Zunéchst wird das Matrixbiischel A, B einer Transformation unterzogen, so dass A eine
obere HESSENBERG—Matrix und B eine obere Dreiecksmatrix ist. Im néchsten Schritt
muss auch A auf obere Dreiecksform gebracht werden.

2. Dazu werden die Auswirkungen einzelner QR-Schritte auf das Produkt AB~! darge-
stellt durch unitire Aquivalenztransformationen Q und Z auf den Matrixbiischel A, B.
Dies ist das Herzstiick der QZ Zerlegung: A wird sukzessive auf obere Dreiecksform
gebracht, wihrend gleichzeitig darauf geachtet wird, dass die obere Dreiecksform von

B nicht zerstort wird. Nach erfolgter Konvergenz resultieren orthogonale Q und Z, so
dass QAZ und QBZ obere Dreiecksform haben.

3. Eigenwerte werden durch Quotientenbildung der Diagonaleintrige von QAZ und QBZ
berechnet. Eigenvektoren konnen aus dem triangulierten System berechnet und mittels
Z auf die Eigenvektoren des Ausgangsproblems zuriick transformiert werden.

Die QZ—Zerlegung benétigt fiir vollbesetzte Matrizen etwa 30n® FLOPS zur Berechnung der
Eigenwerte. Weitere 16n® FLOPS sind notwendig zur Berechnung der Eigenvektoren.

4.3. Grundlagen des Jacobi Davidson Verfahrens fiir
Standardeigenwertprobleme

Fiir viele Fragestellungen aus Naturwissenschaft und Technik ist jedoch weniger das komplet-
te Spektrum an Eigenwerten interessant. Es reichen oft einige 10 bis 100 Eigenwerte. Dariiber
hinaus fiithren die Eigenwertprobleme, die insbesondere durch Diskretisierung mit FIT und
FLAME entstehen, auf schwachbesetzte Matrizen hoher Dimension, so dass die Berechnung
aller Eigenwerte so unnotig wie unpraktikabel ist. Fiir diese Art von Problemstellung gibt
es Algorithmen zur Eigenwertberechnung, die auf Projektionsmatrizen aufbauen, mit denen
die grofen Matrizen zunéchst auf Matrizen kleinerer bis mittlerer Grofe reduziert werden.
Diese kleineren Matrizen konnen dann effizient mit den direkten Verfahren aus Abschnitt 4.2
gelost werden. Die reduzierte Matrix wird dann iterativ erweitert, mit dem Ziel, dass eini-
ge Eigenwerte der reduzierten Matrix gute Approximationen der gesuchten Eigenwerte der
grofsen Ausgangsmatrix sind. Diese iterativen Unterraumverfahren sind fiir die Berechnung
einer begrenzten Anzahl von Eigenwerten geeignet die Berechnung aller Eigenwerte fiihrte
zu erheblichen Aufwand und ist nicht praktikabel.

32Die QZ-Zerlegung wird auch verallgemeinerte SCHUR-Zerlegung genannt.
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Abgrenzung zu Krylow—Unterraumverfahren

Das in dieser Arbeit verwendete Verfahren aus der Klasse der iterativen Unterraumverfah-
ren ist das JACOBI-DAVIDSON-Verfahren [80|. Generell sind Eigenwertloser aus der Klasse
der KRYLOW?-Unterraumverfahren* fiir die in dieser Arbeit behandelten Eigenwertproble-
me geeignet — wenn auch nicht in gleichem Mafe, wie das JACOBI-DAVIDSON—Verfahren.
Die KryLOW-Unterrdume sind zunichst aufwendiger zu erzeugen und zusétzlicher Aufwand
wahrend der Iteration ist notwendig, um ihre spezielle Struktur zu erhalten, was im Allge-
meinen die exakte Losung eines linearen Gleichungssystems pro Iterationsschritt erfordert
[46]. Das JACOBI-DAVIDSON—Verfahren hingegen verwendet direkt die Koeffizientenmatrizen
des Matrixpolynoms W(\), so dass keine Inversen oder exakte Losungen bendtigt werden,
sondern die auftretenden linearen Gleichungssysteme ndherungsweise gelost werden diirfen.
Desweiteren werden keine besonderen Anforderungen an die Koeffizientenmatrizen gestellt 3,
so dass diese im Gegensatz zu den KRYLOW—Verfahren nicht positiv-semidefinit sein miissen,
sondern auch singulir sein diirfen. Dariiber hinaus ist eine Verallgemeinerung auf polynomiale
Eigenwertprobleme leicht moglich und es existiert eine gewisse Freiheit fiir die Erweiterung
des Unterraums [57].

4.3.1. Einfiihrung

Zum JACOBI-DAVIDSON—Verfahren von SLEIJPEN und VAN DER VORST [56, 77, 78, 79|
gibt es mit dem JACOBI-DAVIDSON-Gateway [63| eine umfangreiche Software-, Literatur-
und Personensammlung. Nach einer allgemein gehaltenen Einfiihrung liegt der Schwerpunkt
auf Varianten des JACOBI DAVIDSON Verfahrens fiir nicht-hermitesche Standardeigenwert-
probleme, um die Gleichungen (3.42) und (3.38) 16sen zu konnen. Das JACOBI-DAVIDSON—
Verfahren vereinigt grundlegende Ideen der Methoden von DAVIDSON und JACOBI, die in
Anhang A.3 ausfiihrlicher erldutert sind. Fiir die iterativen Unterraumverfahren sind R1TZ-
Werte*® und RITZ-Vektoren von zentraler Bedeutung. Die Definition erfolgt hier fiir Matrix-
polynome, das Standardeigenwertproblem ist entsprechend Bemerkung 4.1.6 enthalten.

Definition 4.3.1 (Ritz—Wert, Ritz—Vektor): Sei V,, € C”™ mit 1 < m < n
Orthonormalbasis des m-dimensionalen Unterraums von C™*™ und die m Spalten von
V sind vy,...,vy,. ¥ ist ein Matrixpolynom vom Grad (. Das Paar (f,u) mit 6 € C,
0 # u € im(V) heikt R1Tz—Paar, wenn es die GALERKIN?”—Bedingung

U(@)u L im(V,,)
erfiillt. Diese Bedingung fiihrt auf das reduzierte m x m-Figenwertproblem
VEU(O)V,,s =0 mit u=V,s.

Die m Eigenwerte QEm) werden RiTz Werte und die m Figenvektoren u; = Vmsgm)
werden RITZ—Vektoren genannt.

33 Alexei Nikolajewitsch Krylow (1863-1945), russischer Schiffsbauingenieur und Mathematiker.

34Ein KryLow-Unterraum der Dimension m zur Matrix A wird durch die Vektoren q, Aq, A%q,...,A™ 1q
aufgespannt.

35Wenn besondere Eigenschaften der Matrizen wie Symmetrie bekannt sind, so lassen sich diese dennoch
beriicksichtigen, was zu effizienteren Algorithmen fiir diese speziellen Matrizen fiihrt.

36Walter Ritz (1878-1909), schweizerischer Mathematiker und Physiker.

3TBoris Grigorjewitsch Galjorkin (auch Galerkin transkribiert)(1871-1945), russischer Ingenieur und Mathe-
matiker.
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Der hochgestellte Index symbolisiert dabei, dass das jeweilige R1TZ-Paar unter Verwendung
eines m-dimensionalen Unterraums berechnet ist. Demnach wird mit Definition 4.3.1 sicher-
gestellt, dass das Residuum r = W(@gm))ugm) orthogonal zum Bildbereich des jeweiligen Un-
terraums V,, ist. Die R1TZ—Paare stellen Approximationen der Eigenpaare dar und Ziel ist es,
den zugrunde liegenden Unterraum V,, sukzessive so zu erweitern, so dass die RiTz—Paare
schlieflich die Eigenpaare so gut approximieren, dass sie aufgrund der hinreichend kleinen

Norm von r als Losung akzeptiert werden konnen.

Fiir das Standardeigenwertproblem Ax = Ax sei der RiTtz Vektor ugm) eine Approximation

des Eigenvektors x zum Eigenwert \. Der Idee von JACOBI*® [66] folgend, ldsst sich ein
orthogonaler Korrekturvektor t berechnen, so dass entsprechend x = ugm) +t

(A= D™ +¢)=0 (4.6)
gilt. Da t L uz(»m) gelten soll, kann das Problem auf den zu ugm) orthogonalen Unterraum
beschriankt werden. Die Restriktion von A auf diesen Unterraum ist durch

(I— u(m)u(m)H)A(I — u(m)u(m)H)

gegeben und der Korrekturvektor t erfiillt die Gleichung [46]

I — ™" (A = AT - u!™ ™)t = —(A = 6" T)ul™.

i 1

In der Praxis ist A zunichst nicht exakt bekannt, so dass A naheliegenderweise durch die
verfiighare Approximation, ndmlich den RiT1z Wert Hgm), ersetzt wird. Dies fiithrt auf die Kor-

rekturgleichung des JACOBI-DAVIDSON-Verfahrens fiir einen Korrekturvektor t™ | uz(-m):

7

T —uu")(A =D~ u ™ = ™ = (A =6 Du™. (1)
Die exakte Losung tﬁ’”) oder die Naherungslosung {i(m) von (4.7) wird zur Erweiterung
des Unterraums V,,, verwendet. Die exakte Losung von (4.7) fithrt bei symmetrischen und
hermiteschen Eigenwertproblemen maximal zu kubischer Konvergenz und bei unsymmetri-
schen Eigenwertproblemen immer noch zu bestenfalls quadratischer Konvergenz des JACOBI-
DAVIDSON Verfahrens. Aufgrund dieser starken Konvergenzeigenschaften ist eine ndherungs-
weise Losung dieser Gleichung meistens ausreichend, sie wird in Abschnitt 4.3.7 diskutiert.
In Algorithmus 4.8 ist der prinzipielle Ablauf des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens fiir Ma-
trixpolynome angegeben. Das Standardeigenwertproblem ist entsprechend Bemerkung 4.1.6
enthalten. In jeder Iteration wird ein neues RITZ-Paar (6,u) bestimmt (Zeile 6). Die Iteration
wird abgebrochen, wenn die Vektornorm des Residuums unter eine zuvor festgelegte Toleranz-
schwelle fillt (Zeilen 8 11). Die Losung der Korrekturgleichung (Zeile 12) wird verwendet, um
den Unterraum zu erweitern (Zeile 4), in den das Ausgangsproblem projiziert wird (Zeile 5).
Varianten des JACOBI-DAVIDSON-Verfahrens, die eine Verkleinerung des Unterraums V,,
ermoglichen, werden in den folgenden Abschnitten diskutiert.

4.3.2. Verwandtschaft mit dem Newton—Verfahren

Die enge Verwandtschaft des JACOBI DAVIDSON Verfahrens zum NEWTON Verfahren kann
allgemein fiir Matrixpolynome ¥ gezeigt werden [75, 77]. Wie oben beschrieben, kann das

38Giehe Anhang A.3



68 Kapitel 4. Numerische Methoden zur Berechnung algebraischer Eigenwertprobleme

Algorithmus 4.8 Schema des JACOBI-DAVIDSON-Verfahrens nach |78, 80|
Eingabe: Matrixpolynom W(\), Zielwert 7, Startvektor vo, Toleranz €,
Ausgabe: Eigenpaar (\,x)

1. t < vy

2: 071

3: while 1 do

4:  Erweitere und orthonormalisiere V,, um t

5. Projiziere ¥ auf den aktuellen Unterraum V,,: M < VEU(9)V,,

6:  Extrahiere R1Tz-Paar (6,u) mit § am nichsten zu 7 aus projiziertem System M
7. Berechne Residuum r < ¥(6)u
8
9

if ||r|| < €0 then
A0, x+u
10: Stoppe
11:  end if
12:  Lose Korrekturgleichung nach t
13: end while

RiTz-Paar (f,u) mit der Korrektur (A#,t) zum Eigenpaar (A = 6 + Af, x = u + t) ergénzt
werden, so dass

(0 + Af)(u+t) = T(\)x =0 (4.8)

gilt. Fiir die Betrachtung als NEWTON-Schritt ist es giinstig, sich zunéchst eine Funktion von
A und x sowie deren Ableitung zu definieren

F(x\) i= {W‘I;(Q)_XJ OF (x,\) = R('?I) ‘I"(OA)Xl . (4.9)

Dabei ist der untere Eintrag der Normierung beziiglich w geschuldet. Die Ableitung ist durch
die JACOBI-Matrix gegeben. Ein Schritt des NEWTON-Verfahrens fiir das RiTz-Paar (6,u)
nach Definition 4.3.1 mit der Korrektur (Af,t) ist durch

t| ve@) v@ul| |t |  |V@u| |r
OF (u,0) [AQ} =—F(uf) {QuH 0 N (4.10)
gegeben, wobei hier zur Normierung w = u gesetzt wird. Die Iteration des NEWTON

Verfahrens ergibt sich dann zu w,;; = uw; + t; und 6,57 = 60; + Af;. Zur Herleitung der
Korrekturgleichung des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens wird die erste Gleichung aus (4.10)
von links mit u” multipliziert, so dass

u U (0)t + Adu? V' (O)u = —u’r=0, daulr (4.11)

gilt. Diese Gleichung ldsst sich nach Af auflésen und das Ergebnis wird in die erste Gleichung
von (4.10) eingesetzt. Es folgt

U (@) uul?
I-—— |V (O)t =—-V(0)u. 4.12
(1- S ) v = ~wo)n (4.12)
Die zweite Gleichung des Systems (4.10) fordert t L u, was durch die Orthogonalprojektion

(I - ﬂ) t=t (4.13)

ulu
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ausgedriickt wird. Einsetzen von (4.13) in (4.12) liefert die Korrekturgleichung (4.7) des JA-
COBI-DAVIDSON—Verfahrens in der Schreibweise fiir Matrixpolynome W(\)

(1 W) w(o) (1- ﬂ) t=—U(Ou=-r (114)

U (A)u uflu

Da fiir die Korrekturgleichung (4.14) im JACOBI-DAVIDSON—Verfahren auch eine ndherungs-
weise Losung in Betracht kommt, wird dieser Fall inezakter NEWTON-Schritt genannt [55].

4.3.3. Deflation

Mit dem JACOBI-DAVIDSON—Verfahren nach Algorithmus 4.8 ist es nicht mdglich, mehr als
ein einziges Eigenpaar zu berechnen. Um diesen Nachteil zu beheben, gibt es die Strategie
der Deflation, die im Folgenden anhand des Standardeigenwertproblems diskutiert wird. Dazu
wird die Matrix A, betrachtet, die sich zu

A= (I-QQ")A(I-QQ") (4.15)

ergibt. Dabei wird die Matrix Q = [qy,...,q] € C™! spaltenweise aus den konvergier-
ten R1T7Z Vektoren gebildet, welche [ Figenvektorapproximationen von A darstellen. Durch
Anwendung der Korrekturgleichung des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens auf A,, wird der zu
berechnende Korrekturvektor t orthogonal zu den bisher gefundenen Eigenvektorapproxima-
tionen in Q gehalten, so dass bereits berechnete Eigenvektorapproximationen kein zweites
mal auftreten. Voraussetzung dafiir sind hinreichend kleine Residuen von q;. Diese Strategie
wird explizite Deflation genannt und empfiehlt sich laut [56], da sie verldsslich und numerisch
stabil ist. Einsetzen von (4.15) in (4.7) liefert die modifizierte Korrekturgleichung

(I—-uu”)(Ay — 0D —uu)t = —r
bzw. mit der Definition Q := [Q,u] ergibt sich

(I-QQ")(A - )1 - QQ")t = —r.

Mit dieser Erweiterung ist das JACOBI-DAVIDSON—Verfahren aus Algorithmus 4.8 in der Lage
mehr als ein Eigenpaar zu berechnen.

4.3.4. Neustarts

Im JAcoBI DAVIDSON Verfahren nach Algorithmus 4.8 wird in jedem Iterationsschritt der
Unterraum V,, um den Korrekturvektor t erweitert, so dass die Anzahl der Spalten m von
V,, mit jedem Iterationsschritt anwichst. Somit wird die Extraktion eines neuen RiTz-Paars
durch Losen des niederdimensionalen Eigenwertproblems sukzessive aufwendiger. Als Neu-
start wird die Verkleinerung des Unterraums V,, auf eine vorgegebene Dimension mp;, be-
zeichnet. Dem Unterraum V,, liegt keine spezielle Struktur zugrunde, die wihrend der Itera-
tion erhalten werden muss, so dass es naheliegend wiére, fiir einen Neustart einfach den letzten
berechneten RiTZ-Vektor zu verwenden. Dies ist allerdings nicht die effizienteste Strategie
fiir einen Neustart, da dabei die moglicherweise brauchbaren Komponenten, die in den an-
deren RITZ-Vektoren enthalten sein konnen, vernachlissigt werden. Da im Allgemeinen alle
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Vektoren des Unterraums V,,, (mehr oder weniger) brauchbare Komponenten des gesuchten
Eigenvektors enthalten, wiirde ein Neustart mit einem einzigen Vektor den Konvergenzverlauf
verlangsamen. Daher ist es in den meisten Féllen besser, den Neustart mit my,;, > 1 Vektoren
durchzufiihren. Als gute Strategie hat sich die Wahl der my,;, RiTZ—Vektoren herausgestellt,
die zu den my,;, R1TZ—Werten gehoren, die dem Zielwert 7 am néchsten liegen [46].

4.3.5. Berechnung iulierer Eigenwerte nicht-hermitescher Matrizen

Aufere Eigenwerte in der komplexen Ebene lassen sich dadurch charakterisieren, dass sie
extremal sind, also minimal oder maximal beziiglich des Betrags, des Realteils oder des Ima-
gindrteils. Nicht-hermitesche Matrizen haben im Allgemeinen komplexe Eigenwerte und ihre
Eigenvektoren bilden keine Orthogonalbasis. Mit dem JACOBI DAVDISON Algorithmus 4.9
nach [46, 56, 86| ist es moglich, [, dukere Eigenwerte des Standardeigenwertproblems zu
berechnen. Dabei kann die Vorgehensweise aus Algorithmus 4.8 iibernommen werden, wenn-
gleich die Ausgestaltung einzelner Schritte problemangepasst erfolgt. Die orthogonale Unter-
raumprojektion nach Definition 4.3.1 gilt weiterhin und das Residuum r soll weiterhin or-
thogonal zum approximierenden Unterraum sein. Die Extraktion der jeweiligen RiTz—Paare
muss selbstverstindlich mit einer Methode erfolgen, die fiir nicht-hermitesche Eigenwertpro-
bleme geeignet ist. Die maximale Dimension m = my,, des Unterraums V,, wird begrenzt,
um nicht unnétig Performanz zu verlieren, da fiir das projizierte Eigenwertproblem die di-
rekten Methoden aus Abschnitt 4.2 verwendet werden, deren asymptotische Komplexitét
typischerweise O (m?) betriigt. Dariiber hinaus lassen sich mit Algorithmus 4.9 im Gegensatz
zu Algorithmus 4.8 mehrere Eigenwerte berechnen.

Der Unterraum V,, in Algorithmus 4.9 wird aus Griinden der numerischen Stabilitit weiter-
hin orthonormal angesetzt. Anstelle der Berechnung der Eigenvektoren des projizierten Eigen-
wertproblems wird eine QR-Zerlegung nach Definition 4.2.2 durchgefiihrt, so dass AQ,, =
Q.R,, mit A € C"" orthonormalem Q &€ C"*™ und der oberen Dreiecksmatrix R,, €
Cm>m - Aufgrund der durchgéngig aufrecht erhaltenen QR Zerlegung des projizierten Eigen-
wertproblems wird Algorithmus 4.9 im Folgenden auch mit JDQR bezeichnet. Algorithmus 4.9
liefert [,,.x Eigenwerte nahe dem Zielwert 7 in der komplexen Ebene. Da es keine inhérente
Ordnung in der komplexen Ebene gibt, erfolgt die Sortierung nach dem Betrag. Eingabepa-
rameter sind der Startvektor vg, die Toleranzschwelle ¢ und die Anzahl gesuchter Eigenwerte
lmax- Die Dimension des orthogonalen Unterraums wird zwischen my,;, und my., gehalten.
Nach erfolgreicher Terminierung liefert Algorithmus 4.9 [, Eigenwerte in der Ndhe von 7 und
die zu A gehorige partielle SCHUR-Form AQ = QR mit orthogonalem Q € C™**!wax und der
oberen Dreiecksmatrix R € ClmaxXlmax dje auf ihrer Diagonalen die Eigenwerte enthilt. Die
Eigenvektoren konnen danach aus der partiellen SCHUR—Zerlegung gewonnen werden. Zur
Diskussion der Abschnitte von Algorithmus 4.9 (JDQR) mit Referenzen auf die jeweiligen
Zeilennummern:

(1) Initialisierung.

(3) Sofern m > 0 wird der Korrekturvektor t zum Unterraum V,, orthogonali-
siert. Hierbei kann zur besseren numerischen Stabilitdt auch Algorithmus A.1
verwendet werden.

(7)-(10) Berechnung der letzten Zeile und Spalte der vollbesetzten, niederdimensionalen
Matrix M = VEZAV, = VIVA V  besteht aus den Spalten v;, so dass
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Algorithmus 4.9 JACOBI-DAVIDSON—Verfahren nach |56, 80| zur Berechnung [y, duferer
Eigenwerte des Standardeigenwertproblems (JDQR)

Eingabe: Matrix A, Startvektor vy, Toleranz €, Zielwert 7, Anzahl gesuchter Eigenpaare

lmax

Ausgabe: Partielle Schur-Zerlegung Q,R
Lt vyl 0,m+0,Q« [, R+ |

2: while | < [, do % gesuchte Anzahl an Eigenpaaren noch nicht gefunden
3: fori=1,....m do

4: t — vitv,

5:  end for

6: m<+m+1, v, < t/|t|], vi « Av,,

7. fori=1,...m—1do

8: M, < viEva M, ; + vivA

9: end for

10: M, < viiva
11:  Berechne SCHUR-Zerlegung M = STS#
Sortiere dabei beziiglich 7, so dass |T;; — 7| < |Tit111 — 7]
122 u<« Vs, u'« AVs, 0« Ty, r<u? —0u,a« Q'r, T+ r—Qa

13:  while [[r]| < e do % Konvergenz?
14: Relf(} 2], Q<+« [Qu], [+ I[l+1

15: if [ = [, then

16: Stoppe

17: end if

18: m<s—m—1

19: fori=1,....m do

20: Vi < Vs, v« AVs;,q, s; ¢ €

21: end for

22: Setze M auf rechten unteren m x m Block von T und
23: u< vy, 0+ M, revi—0ua+ Qirt+r-Qa

24: end while
25:  if m > mpa then

26: for i =2,... My, do

27: v; < Vs, v;“ + AVs;

28: end for

29: Setze M auf oberen muyin X Mmin Block von T
30: Vi < u, V‘l4 < uA, m <— Mmin

31:  end if

32 Q<+ [Q,u]

33:  Berechne Naherungslosung fiir t 1 Q aus

(I-QQ")(A - )1 - QQ")t = —r

34: end while
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A

7 )

V., = [vi,...,v,] gilt. Analog dazu besteht V;‘:L aus den Spalten v, so dass

VA = [vi .. vA] gilt.

(11) Die ScHUR—Zerlegung nach Satz 4.2.1 der vollbesetzten Matrix M € C™*"™ ist
so durchzufiihren, dass in jedem Iterationsschritt eine Sortierung gewéhrleistet
wird, bei welcher der Eintrag R;; am ndchsten am Zielwert 7 liegt. Wenn m >
Mmax, Steht eine Reduktion des Unterraums an und die mp, dem Zielwert 7
am nichsten liegenden R1TZ Werte miissen an die ersten myp,,, Positionen der
Diagonalen von R sortiert werden. S € C™*™ besteht aus den Spalten s;.

(13) Mit dem Stoppkriterium wird sichergestellt, dass ein normierter R1TZ—Vektor
akzeptiert wird, wenn die Norm des Residuums unterhalb der Toleranzschwelle
€ liegt.

(19) Nachdem ein konvergiertes R1Tz Paar als Losung akzeptiert ist, geht die Suche
nach dem néchsten RiTz—Paar weiter. Dazu wird der Unterraum entsprechend
aktualisiert.

(25) Wenn die Dimension des Unterraums my,y erreicht, wird dieser wieder auf die
Dimension m,;, reduziert. Dazu werden die m,;, R1TZ Vektoren verwendet,
deren R1i1z Wert dem Zielwert 7 am néchsten liegen.

(33) Die bereits konvergierten R1TZ—Vektoren werden in Q zusammengefasst und Q
ist Q erweitert um die aktuelle Approximation u. Dann kann die Korrekturglei-
chung gelost werden, deren Ergebnis t 1 Q ist.

Dass Eigenwerte von Algorithmus 4.9 nicht gefunden werden, kann theoretisch vorkommen,
wenn V,, orthogonal zu einem gesuchten Eigenvektor ist. Aufgrund der wihrend der Iteration
auftretenden Rundungsfehler und Startvektoren mit zufillig verteilten Eintrigen, ist dies in
der Praxis jedoch sehr unwahrscheinlich.

4.3.6. Berechnung innerer Eigenwerte nicht-hermitescher Matrizen

Die RiTz-Werte in Algorithmus 4.9 (JDQR) konvergieren typischerweise gegen dufsere Ei-
genwerte. Eigenwerte im Innern des Spektrums lassen sich zwar mit Algorithmus 4.9 finden,
aber die Konvergenzeigenschaften sind oft nicht zufriedenstellend. Ein Ausweg bietet sich mit
den harmonischen R1TZ-Werten an [70, 79|, welche die inversen R1TZ-Werte von A~ sind.
Hierzu werden zwei verschiedene orthogonale Unterrdume verwendet: Der Suchraum V,, und
der Testraum W,, = AV,,.

Definition 4.3.2 (Harmonische Ritz—Werte): Gegeben sei eine Matrix A € C"*".
Sei V,,, € C™ mit 1 < m < n Orthonormalbasis des m-dimensionalen Unterraums
von C™*™ und die m Spalten von V,, sind vy,...,v,,. Der Wert 6,, € C ist ein harmo-
nischer Ritz—Wert von A beziiglich des Unterraums W,,, := AV,,, wenn

At,, — 0,0, L AV,, fiir Uy € V,, Upn #0 (4.16)
erfiillt ist.

Die m Spalten von W,, sind wy,...,w,, und M,, := (WZV, )" "WH#AV,  so dass (4.16)
aquivalent zu dem reduzierten m x m-Eigenwertproblem

—~

Mms:gms fir seC™ s#0, u, =V,s
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ist. Die Eigenwerte der m x m-Matrix Mm sind die harmonischen R1T7z Werte von A.

Elegant an dieser Formulierung ist die Tatsache, dass die Inverse von A nicht benétigt wird
und auch kein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. In der Praxis muss das redu-
zierte allgemeine Eigenwertproblem der Form

WHAV, s —0WHV, s =0 (4.17)

gelost werden, wiahrend die Verwendung der Standard—-Ri1TZ-Werte nach Definition 4.3.1 in
Algorithmus 4.9 nur auf ein niederdimensionales Standardeigenwertproblem fiihren.

In Algorithmus 4.10 sind die entsprechenden Erweiterungen von Algorithmus 4.9 enthalten,
die zur Berechnung harmonischer R1TZ-Werte notwendig sind [46, 56, 86|. Die Standard-
R11Z-Werte konvergieren typischerweise gegen dufere Eigenwerte von A. Analog dazu kon-
vergieren die inneren harmonischen R1TZ-Werte der verschobenen Matrix A — 71 typischer-
weise gegen Eigenwerte A # 7 in der Néhe der Verschiebung 7. Der Suchraum V,, ist fiir
verschobene und unverschobene Matrizen identisch, was zur Berechnung der harmonischen
RiTz—Werte benutzt werden kann. Aus Griinden der numerischen Stabilitit sind V,, und W,
orthonormal und es gilt (A —7I)V,,, = W,, M mit der oberen Dreiecksmatrix MZ. Die Be-
rechnung der Eigenwerte von (4.17) erfolgt iiber eine partielle verallgemeinerte SCHUR-Form,
analog dem QZ Verfahren aus Abschnitt 4.2.3.1. Daher wird Algorithmus 4.10 im Folgenden
auch mit JDQZ referenziert.

Zur Diskussion der Abschnitte von Algorithmus 4.10 (JDQZ) mit Referenzen auf die jeweiligen
Zeilennummern:

(1) Initialisierung.

(3) Der Korrekturvektor t wird mittels Algorithmus A.1 zum Suchraum V,, beste-
hend aus den Vektoren v; orthogonalisiert. V4 := AV — 7V und v ist der
Vektor um den V4 erweitert wird.

(7) Der Erweiterungsvektor fiir W berechnet sich aus der Orthogonalisierung mit-
tels Algorithmus A.1 von v# beziiglich der berechneten SCHUR Vektoren q;,
die in der Matrix Q zusammengefasst sind.

(10)-(15) Aktualisierung der projizierten mxm-Matrizen M = WHV und M4 = WH VA,

(18) Berechnung der QZ—Zerlegung (bzw. der verallgemeinerten SCHUR—Form nach
Satz 4.2.1) des Matrixbiischels (M4 M): MASF = SET4 sowie MST = ST,
wobei S® und S” unitir und T4 und T obere Dreiecksmatrizen sind. Die QZ-
Zerlegung ist so durchzufiihren, dass in jedem Iterationsschritt eine Sortierung
gewéhrleistet wird, bei welcher der Eintrag |T{,/T;;| minimal wird. Wenn
m > Mmay gilt, steht eine Reduktion des Unterraums an und die mpy,, kleinsten
harmonischen R1Tz-Werte von | T4, /T ;| miissen an die ersten mmax Positionen
der Diagonalen von T4 und T sortiert werden. S® € C™ ™ besteht aus den
Spalten s? und S’ entsprechend aus den Spalten s’.

(19) An dieser Stelle wird der RAYLEIGH-Quotient ¢ (statt des harmonischen R1Tz—
Werts ) aus den harmonischen R1TZ-Vektor u berechnet. Grund dafiir ist die
Forderung nach r = (A — 7I)u — Ju L u anstatt L W. T_11 ist konjugiert
komplex zu T ;.
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Algorithmus 4.10 JACOBI-DAVIDSON-Verfahren nach [56] zur Berechnung lya, innerer
Eigenwerte des Standardeigenwertproblems (JDQZ)

Eingabe: Matrix A, Startvektor vy, Toleranz €, Zielwert 7, Anzahl gesuchter Eigenpaare

lmax

Ausgabe: Q, R
Lt vyl 0,m+ 0, Q« [, R+ |

2: while [ < [, do % gesuchte Anzahl an Eigenpaaren noch nicht gefunden
33 fori=1,....m do
4: t <+t — (vit)v,
5: end for
6: m<+m+1, v, < t/|t], vi— Av,, — 7V, W v
7. fori=1,...,l do
8: w < w — (qf'w)q;
9: end for
10 fori=1,....m—1 do
11: Mfm —wiw, w+w— Mf}mwi
12:  end for
13: - My, < 1wl W <= w/|[w
14: fori=1,....m—1do
15: M, < Wiv,,, M, + whv,
16: end for
172 My, w{ivm
18:  Berechnung der verallgemeinerten SCHUR-Zerlegung der Form MASF = SILTA,
MS*# = S'T. Sortiere dabei aufsteigend, so dass |T7}/T;;| < [T, 41/ Tit1il
19:  u< Vsf,u? « VAL 9« T T, r+u? —du, a+ Qr, T+ r—-Qa
20:  while ||| < e do % Konvergenz?
21: R« % ﬁiT], Q+« [Qu], I+ 1+1
22: if [ = [, then
23: Stoppe
24: end if
25: m+—m—1
26: fori=1,...,m do
27: v < Vsl v« VASE | w, « Wsh sl sh e,
28: end for
29: Setze M bzw. M4 auf unteren m x m Block von T bzw. T4
30: u< vy, ut v, 9 MM r<u? —du,a+ Qr,T+r—-Qa
31: end while
32:  if m > mu. then
33: fori=2,... mmupn do
34: v; + Vsf vA « VAsE w; < Wsk
35: end for
36: Setze M < T(1 : Mimin,1 : Mpmin) und M4 < TA(1 : mmin,1 : Mumin)
37 Vi ¢ u, V{‘ —ut, wy st, m < Mmin
38: end if B
39: O+ 9+7, Q<+ [Q,u]
40:  Berechne Niiherungslésung fiir t 1 Q aus (I — QQY)(A — 0T)(I — QQ7)t = —r

41: end while
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(20) Mit dem Stoppkriterium wird sichergestellt, dass ein normierter RiTZ—Vektor
akzeptiert wird, wenn die Norm des Residuums unterhalb der Toleranzschwelle
€ liegt.

(25) Neustart nach erfolgter Akzeptanz. Dazu wird der Unterraum entsprechend ak-
tualisiert.

(32) Wenn die Dimension des Unterraums my,, erreicht, wird dieser wieder auf die
Dimension my;, reduziert.

39) Die bereits konvergierten RiTZ Vektoren werden in Q zusammengefasst. Q ist
g g
erweitert um die aktuelle Approximation u. Somit kann die Korrekturgleichung
gelost werden, deren Ergebnis t L Q ist.

4.3.7. Losung der Korrekturgleichung

Die Korrekturgleichung im JACOBI DAVIDSON Verfahren (4.7) dient zur Bestimmung eines
Korrekturvektors t, mit dem der Unterraum erweitert wird, um sukzessive eine bessere Appro-
ximation eines Eigenpaars durch ein R1TZ-Paar zu erreichen. Dabei soll t L u gelten, wenn u
der RiTz—Vektor der zuletzt berechneten Approximation darstellt. Generell gibt es mehrere
Moglichkeiten, die Korrekturgleichung zu modifizieren, ohne dass die Konvergenz verloren
geht. In [57] werden Moglichkeiten gezeigt, mit denen ein KRYLOW Unterraum wéhrend der
Iteration erhalten werden kann. In [54] werden verschiedene Vereinfachungen vorgestellt, die
im dort betrachteten Beispiel dennoch zu Konvergenz fiihren.

Der in |79] enthaltene Vorschlag zur Losung der Korrekturgleichung (4.7) wurde in [65] auf
polynomiale Eigenwertprobleme des Matrixpolynoms W(\) erweitert. Er siecht Umformungen
vor, welche den vollbesetzen Term (I — uu?) in (4.7) vermeiden. So lisst sich (4.7) mit
p = V' (0)u schreiben als

t=—-U(0) 'r+eo U(0) 'p. (4.18)
t t
1 2

Die ep-gewichtete Summe der Losungen t; und to der linearen Gleichungssysteme W (6)t; =
—r und VU(f)ty = p ergibt dabei die Losung von (4.7), ohne dass vollbesetzte Matrizen
auftreten. Fiir den Koeffizienten ¢p gilt entsprechend [65]

1

ulv(9)~Ir

== 4.19
o uH¥(0)~1p (4.19)
Dariiber hinaus darf W(#)~! durch einen geeigneten Vorkonditionierer ersetzt werden, der eine
Néherung darstellt, aber leichter invertierbar ist als W(#).

Zur Losung der linearen Gleichungssysteme (4.7) und (4.18) gibt es verschiedene Verfahren.
Jegliche Verfahren miissen fiir komplex unsymmetrische lineare Gleichungssysteme geeignet
sein und miissen dariiber hinaus mit der unter Umsténden schlechten Kondition der zu 16sen-
den Systeme zurecht kommen. Im Folgenden werden die verwendeten Ldser kurz benannt.
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4.4. Loser fiir lineare Gleichungssysteme

Direkte Loser fiir diinn-besetzte Matrizen fiihren zu komplizierteren Algorithmen als direk-
te Loser fiir dicht-besetzte Matrizen. Hauptgrund ist die Notwendigkeit, den auftretenden
Fill-In bei der LU-Faktorisierung zu begrenzen. Daher bestehen direkte Ldoser fiir lineare
Gleichungssysteme diinn-besetzter Matrizen typischerweise aus vier Schritten [46]:

1. Im Umsortierungsschritt werden Zeilen und Spalten vertauscht, so dass die Besetzung
der Matrixfaktoren so wenig dichter wie moglich wird.

2. Im Analyseschritt wird die Besetzungsstruktur der Faktoren bestimmt und passende
Datenstrukturen erzeugt.

3. In der numerischen Faktorisierung werden die Faktoren L und U berechnet.

4. Im Losungsschritt wird durch Vorwérts- und Riickwartssubstitution die Losung berech-
net.

Fiir jeden Schritt gibt es eine Vielzahl an Algorithmen, die der Spezialliteratur zu entnehmen
sind. Fiir die genaue Losung von linearen Gleichungssystemen sollte zuerst die Verwendung
von direkten Loser in Betracht gezogen werden. Wenn mehr als ein Gleichungssystem gelost
werden muss, amortisiert sich der hohe numerische Aufwand fiir eine diinn-besetzte LU
Zerlegung gegebenenfalls schnell.

Sofern keine hochgradig genaue Losung benétigt wird oder direkte Léser aufgrund von Spei-
cher- oder Rechenzeitbeschriankungen zu aufwendig sind, kann die Verwendung iterativer
Gleichungssystemloser in Betracht gezogen werden. Eine Ubersicht iiber iterative Gleichungs-
sysemloser ist in [47] enthalten. Die linearen Gleichungssysteme, die bei der Berechnung von
Eigenwertproblemen auftreten, haben aufgrund der involvierten spektralen Verschiebung o
(siehe Algorithmen 4.3 und 4.4) typischerweise eine indefinite Systemmatrix, so dass sie posi-
tive und negative Eigenwerte besitzt. Konvergenzprobleme sind dabei insbesondere bei spek-
tralen Verschiebungen zu erwarten, die zu inneren Eigenwerten gehoren |46|. Dariiber hinaus
fiihren spektrale Verschiebungen, die nah an einem FEigenwert liegen, zu einer annidhernd
singuldren Systemmatrix. Diese quasi-singuldren Gleichungssysteme bereiten den iterativen
Verfahren grofte Schwierigkeiten. Daher ist gemeinhin bekannt, dass iterative Verfahren mit
effizienten Vorkonditionierern kombiniert werden miissen, um gute Konvergenzeigenschaften
aufzuweisen. Jedoch ist die Konstruktion von Vorkonditionierern fiir indefinite Matrizen selbst
schon eine schwierige Aufgabe [46].

4.4.1. Direkte Loser

Als direkter Loser fiir die linearen Gleichungssysteme kommt die in der Math Kernel Library
von INTEL [124] enthaltene Implementierung von PARDISO (Parallel Sparse Direct Solver)
[74] zum Einsatz. In PARDISO gibt es spezielle Prozeduren fiir struktur-symmetrisch besetzte
Matrizen, zu denen die Matrizen der FIT-Formulierungen aus Kapitel 3 zdhlen.
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4.4.2. Tterative Loser

Zur Losung der Korrekturgleichung (4.7) im JACOBI DAVIDSON Verfahren konnen iterative
Léser fiir lineare Gleichungssysteme zum Einsatz kommen. Iterative Loser kommen zunéchst
ohne die Faktorisierung der Matrizen aus, so dass der Hauptaufwand in Matrixvektormulti-
plikationen steckt. Zur Auswahl eines iterativen Gleichungssystemlosers bieten sich beispiels-
weise die Empfehlungen im Schema [47, Anhang D] an. Fiir die unsymmetrischen komplexen
Matrizen féllt die Wahl auf das BiCGStab Verfahren (engl. BiConjugate Gradient Stabili-
zed), da Experimente mit den denkbaren Alternativen CGS (engl. conjugate gradient squared)
und GMRes (engl. generalized minimal residual) zu jeweils schlechterem Konvergenzverhalten
fithrten. Herleitung und Diskussion des BiCGStab—Verfahrens befinden sich in |71, 73|. Eine
Erweiterung stellt das BiCGStab(¢)-Verfahren aus [76] dar. Das Konvergenzverhalten l&sst
sich oft durch die Verwendung von Vorkonditionierern verbessern, die im folgenden Abschnitt
beschrieben werden.

4.4.3. Vorkonditionierung

Iterative Loser fiir lineare Gleichungssysteme konvergieren insbesondere dann sehr schnell,
wenn die Systemmatrix A nidherungsweise eine Einheitsmatrix I ist. Da dies im Allgemeinen
nicht der Fall ist, brauchen die iterativen Loser fiir lineare Gleichungssysteme oft sehr viele
Iterationen bis die gesuchte Losung in der geforderten Genauigkeit erzielt wird. Eine M&glich-
keit, das Konvergenzverhalten iterativer Loser fiir lineare Gleichungssysteme zu verbessern,
ist die sogenannte Vorkonditionierung. Dazu ist eine Matrix M erforderlich, welche die Sy-
stemmatrix A ~ M hinreichend gut approximiert und dariiber hinaus leicht invertierbar sein
muss. Vorkonditionierung durch Multiplikation von links ergibt niherungsweise M~*A =~ 1.
Die Vorkonditionierung verursacht, dass in jedem Tterationsschritt (mindestens) ein lineares
Gleichungssystem geldst wird, da M1 aus Speicherplatzgriinden nicht in Matrixform aufge-
stellt wird. Das vorkonditionierte System lautet dann

M 'Ax = M 'b. (4.20)

Der Aufwand an Rechenzeitressourcen, der zur Erstellung und Verwendung eines Vorkonditio-
nierers notwendig ist, darf selbstverstédndlich nicht grofer sein, als der langsame Konvergenz-
verlauf des jeweiligen iterativen Losers fiir lineare Gleichungssysteme ohne Vorkonditionierer.
Dariiber hinaus sollte der Speicherbedarf des Vorkonditionierers kontrolliert werden kénnen.

4.4.3.1. LU

Fiir die besonderen Voraussetzungen, dass es sich bei der zugrunde liegenden Problemstel-
lung um die Losung relativ kleiner linearer Gleichungssysteme handelt bzw. dass ein hin-
reichend grofser Arbeitsspeicher vorhanden ist und im Voraus bekannt ist, dass sehr viele
lineare Gleichungssysteme des gleichen Typs gelost werden miissen, kann eine vollsténdige
LU-Zerlegung®® der Form PAQ = LU ihre Berechtigung als Vorkonditionierer haben. Dabei
ist L eine untere und U eine obere Dreiecksmatrix. P und @Q sind Permutationsmatrizen. Zur

39von engl. lower upper (triangular matrix)
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Berechnung der LU-Zerlegung existiert das Paket UMFPACK |[51|, das fiir SMP-Rechner *°
gut parallelisiert vorliegt.

4.4.3.2. ILU

Da der Speicherbedarf der LU-Zerlegung bei steigender Dimension der Systemmatrix A un-
verhiltnisméafig stark ansteigt, lohnt sich der Blick auf Alternativen, die beispielsweise mit
der Klasse der unvollstindigen LU-Zerlegungen ILU (engl. incomplete LU) existiert. Eine
ausfiihrliche Herleitung sowie ein Vergleich verschiedener ILU-Varianten befindet sich in [73].

Da bei der herkdmmlichen LU-Zerlegung alle Eintrdge beriicksichtigt werden, kann es pas-
sieren, dass Rechenzeit und Speicherplatz fiir Eintrdge verwendet wird, die sehr klein sind
und somit fiir die Approximationseigenschaften der Zerlegung von untergeordneter Bedeu-
tung sind. In dieser Arbeit wird die Methode ILUT verwendet, deren Speicherbedarf sich mit
dem Schwellwert ¢,y steuern lésst, in dem Eintrage von A nicht beriicksichtigt werden, wenn
sie kleiner als tj,y sind.

4.4.4. Umindizierung der FIT-Matrizen fiir ILU-Zerlegungen

Die exakte Zerlegung von schwachbesetzten Matrizen bringt im Allgemeinen Faktoren her-
vor, die nicht anndhernd so schwach besetzt sind, wie die Ausgangsmatrix. Um die Anzahl
der durch die Faktorisierung zusétzlich entstehenden Eintrige gering zu halten, haben sich
Umsortierungsalgorithmen bewéhrt, mit denen Zeilen und Spalten einer Matrix vor der Fak-
torisierung vertauscht werden |73]. Wéhrend in den direkten Verfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme entsprechende Algorithmen integriert sind, ist dies bei der ILU im Allge-
meinen nicht der Fall. Die beiden in MATLAB 2009b[126] verfiigharen Verfahren, die sich fiir
die FIT-Formulierungen aus Kapitel 3 als giinstig erwiesen haben, sind

e Reverse CUTHILL MCKEE ordering (symrcm) [49] und
e Column approximate minimum degree permutation (colamd) [52].

Um die Anzahl der bei der ILUT zusitzlich auftretenden Eintrdge (engl. Fill-In) in L und
U zu begrenzen, sollte die Systemmatrix A immer einer Umsortierung unterzogen werden.
Der Fill-In berechnet sich als Verhéltnis der Anzahl der von Null verschiedenen Eintrige
von L + U zur Anzahl der von Null verschiedenen Eintrige der Systemmatrix A. Abbil-
dung 4.2 zeigt die zusétzlichen Eintrdge in Abhéngigkeit der Matrixdimension, der Umindi-
zierung und dem Schwellwert t;y. Abbildung 4.2a liegt die reelle FIT-Systemmatrix nach
Gleichung (2.93) zugrunde, wihrend Abbildung 4.2b auf einer komplexen FIT-Systemmatrix
nach Gleichung (3.42) basiert. Es zeigt sich, dass die Umindizierung mit symrcm stets einen
geringeren Fill-In als die Umindizierung mit colamd zur Folge hat.

40In Rechnern mit shared memory processors (SMP) haben mehr als ein Prozessor Zugriff auf einen ge-
meinsamen Arbeitsspeicher, so dass der Datenaustausch durch Zugriffe auf unterschiedliche Bereiche im
Arbeitsspeicher organisiert werden kann.
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Abbildung 4.2.: Anzahl der zusétzlichen Eintrdge nnz(L + U)/nnz(A) in den Faktoren der
ILU-Zerlegung bei Umindizierung der FIT-Systemmatrix des reellen Eigen-
wertproblems (2.93) (a) und des komplexen Eigenwertproblems (3.42) (b).

4.5. Erweiterung des Selektionsprozesses im
Jacobi—Davidson—Verfahren

Fiir viele Eigenwertprobleme, die aus Wissenschaft und Technik resultieren, sind oft a priori
Informationen iiber das zu berechnende Ergebnis bekannt. Diese Informationen helfen, eine
Schétzung fiir den Zielwert 7 oder einen passenden Startvektor fiir den Eigenwertloser zu
generieren. Da diese Schitzungen im Allgemeinen ungenau sind, ist auch unbekannt, ob die
Schéitzungen nah am richtigen Eigenpaar liegen oder nicht. Das kann dazu fiihren, dass in
der Umgebung von 7 mehrere Eigenpaare berechnet werden miissen, an denen kein Interes-
se besteht, bevor die gesuchten Eigenpaare schlieflich gefunden werden. Dies kostet sowohl
Rechenzeit als auch Speicherplatz, was besonders bei sehr groken Eigenwertproblemen ins
Gewicht fillt. Andererseits sind bei den gesuchten Eigenvektoren, welche eine elektroma-
gnetische Feldverteilung im Raum représentieren, oft einige Eigenschaften bekannt, die sie
von den unerwiinschten Eigenvektoren unterschieden. Das kann beispielsweise eine bestimm-
te Feldverteilung in gewissen Regionen oder auch ein Maximum in einer bestimmten Region
sein. Die Idee ist, die RiTZ-Vektoren, die als Eigenvektor-Approximationen wahrend der
Iterationen des JACOBI DAVIDSON Verfahrens auftreten, darauthin zu untersuchen, ob sie
die Eigenschaften der gesuchten Eigenvektoren bereits zu einem gewissen Grad erfiillen. In
Abschnitt 4.5.1 werden zunéchst zwei Selektionskriterien eingefiihrt, mit denen sich die ge-
suchten von den unerwiinschten Eigenvektoren unterscheiden lassen. Anschliefsend folgt in
Abschnitt 4.5.2 die Darstellung der konkreten Implementierung des erweiterten Selektions-
prozesses fiir den JDQR (Algorithmus 4.9) und den JDQZ (Algorithmus 4.10).

4.5.1. Selektionskriterien zur gezielten Auswahl gesuchter
Eigenvektoren

Im Folgenden werden zwei Selektionskriterien betrachtet. Das erste Selektionskriterium fin-
det seine Anwendung bei der Berechnung von Wellenleitermoden. Dabei soll typischerweise
der fundamentale Wellenleitermode und gegebenenfalls einige benachbarte héhere Wellenlei-
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termoden berechnet werden. Beispielsweise konnen die verwendeten Randbedingungen die
Ursache dafiir sein, dass der fundamentale Wellenleitermode nicht mehr durch eine extremale
Sortierbedingung wihrend der Eigenwertberechnung identifiziert werden kann, so dass die
Verwendung des erweiterten Selektionskriteriums notwendig wird. Ein weiteres Selektionskri-
terium wird vorgestellt, dass seine Anwendung bei der Berechnung von Eigenmoden hoherer
Ordnung von dreidimensionalen Strukturen findet. Da es sich um Eigenmoden hoherer Ord-
nung handelt, sind benachbarte Eigenmoden nicht durch die Modellbildung bedingt, sondern
struktur-immanent.

4.5.1.1. Physikalisch motivierte Selektion bei Berechnung von
Wellenleitermoden

Grundannahme ist, dass bei der Berechnung von Wellenleitermoden diejenigen Ldsungen
gesucht sind, die innerhalb des Wellenleiters gefiihrt werden. Bei optischen Wellenleitern
basiert die Fiihrung der Wellenausbreitung auf einem Brechzahlunterschied zwischen dem in-
neren Bereich, dem Kerngebiet, und einem &dufleren Bereich, dem sogenannten Mantel. Wenn
die Welle im Kerngebiet gefiihrt wird, erstreckt sich auch der Grofteil des Leistungsflusses
iiber das Kerngebiet und klingt zum &ufseren Mantel hin ab. Aus diesem Vorwissen lasst
sich bereits das Selektionskriterium fiir die gesuchten Eigenpaare ableiten. Dazu werden in-
nerhalb jeder Iteration aus jedem RiTz Vektor u; die normierten POYNTING Vektoren in
der Querschnittsebene Agesam: des Wellenleiters berechnet. Dann wird die Komponente in
Ausbreitungsrichtung (die z—Komponente) der POYNTING—Vektoren jeweils iiber das zuvor
festgelegte Kerngebiet A; integriert, um die Information zu erhalten, welcher Anteil der Leis-
tung der jeweiligen Wellenleitermodenapproximation im festgelegten Kerngebiet gefiihrt wird,
so dass sich als physikalisch motiviertes Selektionskriterium

fAl SZ dA _ PKern
ngesamt Sz dA Pgesamt

ergibt. Sofern der Leistungfluss im festgelegten Kerngebiet ein gewisses vordefiniertes Limit
y; erreicht, wird der zugehorige RiTZ-Vektor als aktuelle Approximation des Eigenvektors
fiir die weitere Iteration im JACOBI-DAVIDSON—Verfahren verwendet. Dabei ist zu beachten,
dass es sich stets um Approximationen der Eigenvektoren handelt, deren Residuum wéihrend
der Iteration noch grofs ist. Ein Anwendungsbeispiel wird in Abschnitt 5.3 gezeigt.

> U (421)

4.5.1.2. Selektion rdumlicher Eigenmoden héherer Ordnung

Zur gezielten Selektion rdumlicher Eigenmoden hoherer Ordnung wird davon ausgegangen,
dass sich das Verhalten der Feldverteilung mindestens in einem Untergebiet des Rechengebiets
approximieren lasst. Dazu konnen analytische Modelle oder numerische Ergebnisse voran-
gegangener Simulationen herangezogen werden. Die Ausgestaltung des Selektionskriteriums
fiir den erweiterten Selektionsprozess basiert letztlich auf dem Skalarprodukt eines Gewich-
tungsvektors f, der die a priori vorhandenen Informationen enthélt, mit denen wiahrend den
JACOBI-DAVIDSON-Iterationen auftretenden RiTz—Vektoren u;

fla; > . (4.22)
Dabei muss der Gewichtungsvektor f nicht vollbesetzt sein. Ein vielversprechender RI1TZ-
Vektor u; fiir die Verwendung in den nachfolgenden JACOBI-DAVIDSON-Iterationen zeichnet
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sich dadurch aus, dass das Skalarprodukt in (4.22) grofer als ein zuvor definierter Schwellwert
1 ist. Ein Anwendungsbeispiel wird in Abschnitt 5.4.2 gezeigt.

4.5.2. Erweiterter Selektionsprozess

Im Folgenden wird ein heuristischer Ansatz prisentiert, der sich dazu eignet, einige wenige Ei-
genpaare mit a priori bekannten Eigenschaften gezielt zu berechnen. Voraussetzung fiir rasche
Konvergenz ist, dass die a priori vorliegenden Informationen bereits in den Startvektor v, und
in den Zielwert 7 eingeflossen sind. Dazu wird innerhalb des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens
der Selektionsprozess zur Bestimmung des aktuellen RiTz—Paars um die eingangs beschrie-
benen Selektionskriterien erweitert. Der herkdmmliche Selektionsprozess erfolgt in Zeile 11
des JDQR~Algorithmus 4.9 und in Zeile 18 des JDQZ-Algorithmus 4.10, indem jeweils der-
jenige R1TZ-Wert selektiert wird, der den betragsmifig geringsten Abstand zum Zielwert 7
hat. Die Idee ist nun, in der Sortierung diejenigen RI1TZ-Werte zu bevorzugen, deren RITZ-
Vektoren bestimmte Eigenschaften erfiillen, die aus der zugrunde liegenden Problemstellung
herriihren und mit den eingangs beschriebenen Selektionskriterien erfasst werden kénnen. In
Algorithmus 4.11 wird dazu zunéchst im Gegensatz zu JDQR—-Algorithmus 4.9 und JDQZ-
Algorithmus 4.10 das projizierte m x m Eigenwertproblem der Matrix M,, vollstindig gelost.
Daher sind in jedem Iterationsschritt m RITz-Vektoren verfiighar, auf die der erweiterte
Selektionsprozess angewendet wird.

Algorithmus 4.11 Erweiterter Selektionsprozess als modifizierte Sortierung der R1TZ-Paare

im JACOBI-DAVIDSON—Verfahren
Eingabe: M,, als in V,, projiziertes Standardeigenwertproblem mit dem Zielwert 7 und der

Schranke ¢; fiir das Selektionskriterium mit Gewichtungsvektor f
Ausgabe: m RiTz-Werte Dy und m RiTZ-Vektoren U mit modifizierter Sortierung
Bestimme m Eigenvektoren S und Eigenwerte Dy von M,,.
Sortiere die R1Tz-Werte auf diag(Dy) beziiglich 7. Neue Indizierung ist 1.
Berechne Ritz Vektoren Uy =V,,,S.
vp < fAU,(: ,I) Auswertung des Selektionskriteriums fiir alle sortierten R1Tz—Vektoren.

K < (vp > ;) Speichere Indices bei denen das Selektionskriterium erfiillt ist.
if K # () then
I+ {I(K),1({1,2,... m}\K)} Setze die Indices I(K) an die Spitze der Sortierung I.
end if
Sortiere in der Reihenfolge I: Uy <— Uy(: ,/) und Dy < Dy(I,1).

Eine Auflistung der wesentlichen Schritte von Algorithmus 4.11:

(1) Das niederdimensionale m x m Standardeigenwertproblem von M,,, wird gelost.
Dies geschieht mit Standardbibliotheken.

(2) Die RiTz-Werte, enthalten auf der Diagonalen von Dy, werden beziiglich des
Zielwerts 7 sortiert, und die Indices der neuen Reihenfolge werden in I abgelegt.

(3) Berechne die R1Tz—Vektoren.

(4) Fiir die sortierten R1TZ-Vektoren Upy(:,/) wird das Selektionskriterium ausge-
wertet, das beispielsweise die Konzentration von grofen Feldkomponenten in
bestimmten raumlichen Bereichen beriicksichtigen kann.
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(5) Die Auswertung des Selektionskriteriums gibt Aufschluss dariiber, bei welchen
R1TZz—-Paaren es iiber der vorgegebenen Schwelle von ¢; liegt. Die Indices werden
in K gespeichert.

(6) Sofern K eine nicht-leere Menge ist, werden diejenigen Indices von I an die
Spitze der Reihenfolge sortiert, welche das Selektionskriterium erfiillen.

(9) Die RiTz-Paare werden beziiglich der neuen Sortierreihenfolge angeordnet.

Algorithmus 4.11 greift nur dann in die Sortierung ein, wenn es RITZ-Vektoren gibt, die
das Selektionskriterium erfiillen. Das heifst im Umkehrschluss, dass mit der Wahl des Start-
vektors vy dafiir Sorge getragen werden muss, dass iiberhaupt RiTz Vektoren auftreten, die
das Selektionskriterium erfiillen. In der Praxis zeigt sich jedoch, dass dies stets der Fall ist,
wenn sich bereits der Startvektor am Gewichtungsvektor f des Selektionskriteriums orien-
tiert. Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass das Selektionskriterium im Zusammenspiel
mit der Schranke ¢; nicht zu streng (z.B. im Sinne einer exakt festgelegten Feldverteilung)
auszulegen ist, da die RiTz Vektoren zunichst nur grobe Approximationen der Eigenwer-
te darstellen, deren Residuum nach Definition 4.1.22 insbesondere zu Beginn der JACOBI

DAvIDSON—Iteration noch grofs ist.

4.5.3. Selektion bei Berechnung dufierer Eigenwerte

In Algorithmus 4.11 wird das auf den Unterraum V,, projizierte Standardeigenwertproblem
fiir M, vollstandig geldst. In Algorithmus 4.9 wird hingegen lediglich eine SCHUR-Zerlegung
entsprechend Satz 4.2.1 durchgefiihrt, was den numerischen Gesamtaufwand verringert. Da-
bei wird ausgenutzt, dass der erste SCHUR—Vektor q; (das ist die erste Spalte von Q) auch
RiTZ—Vektor ist, der mit dem ersten Eintrag der oberen Dreiecksmatrix R das Eigenwert-
problem Mq; = R;q; erfiillt. Die SCHUR-Zerlegung konvergiert mit kleiner werdendem
strikten oberen Dreiecksanteil von R gegen die Eigenwertzerlegung von M, bei der R schlief-
lich Diagonalmatrix ist. Sofern der strikte obere Dreiecksanteil von R Eintrige enthilt, die
im Vergleich zur Diagonalen von R (auf der die RiTz—Werte stehen) klein sind, lassen sich
die R1Tz—Vektoren durch die SCHUR—Vektoren approximieren und Algorithmus 4.11 in leicht
modifizierter Form als erweiterter Selektionsprozess innerhalb von Algorithmus 4.9 verwen-
den. Es resultiert Algorithmus 4.12, der sich in folgenden Punkten von Algorithmus 4.11
unterscheidet:

(1) Fiir die niederdimensionale m x m Matrix M, wird die SCHUR-Zerlegung be-
rechnet statt eine Eigenwertzerlegung durchzufiihren.

(2) Die RiTz-Werte stehen auf der Diagonalen von R. Sie werden beziiglich des
Zielwerts 7 sortiert, und die Indices der neuen Reihenfolge werden in I abgelegt.

(3) Das Selektionskriterium mit Gewichtungsvektor f wird fiir die SCHUR- statt fiir
die R1TZz—Vektoren ausgewertet.

(8) Die SCHUR—Zerlegung wird neu sortiert. Der im JDQR—-Algorithmus 4.9 fiir die
weitere Iteration selektierte RiTz-Wert ist 6 = R, 1.

Die Sortierung der SCHUR—Zerlegung im letzten Schritt erfolgt mit den in |56]| zitierten Me-
thoden.
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Algorithmus 4.12 Modifizierte Sortierung der SCHUR Vektoren im JACOBI DAVIDSON
Verfahren nach Algorithmus 4.9
Eingabe: M,, als in V,,, projiziertes Standardeigenwertproblem mit Zielwert 7 und Schranke
y; fiir das Selektionskriterium mit Gewichtungsvektor f
Ausgabe: SCHUR-Zerlegung (Q,R) mit modifizierter Sortierung
1. [Q,R|+schur(M,,)
2: Sortiere die RiTz—Werte auf diag(R) beziiglich 7 und lege neue Indizierung in I ab.

3 vp « AV, Q(:,I) Auswertung des Selektionskriteriums fiir die sortierten SCHUR—
Vektoren.

4: K < (vp > ;) Speichere Indices in K bei denen das Selektionskriterium erfiillt ist.

5. if K # () then

6: I+ {I(K),I({1,2,... m}\K)} Setze die Indices I(K) an die Spitze der Sortierung I.

7: end if

8: Sortiere die SCHUR—Zerlegung (Q, R) in der Reihenfolge I.

4.5.4. Selektion bei Berechnung innerer Eigenwerte

Bei der Erweiterung des Selektionsprozesses fiir Algorithmus 4.10 treten dhnliche Heraus-
forderungen wie im vorigen Abschnitt auf. Da die Auswahl des jeweils aktuellen harmoni-
schen R11Z Werts aus einer verallgemeinerten SCHUR Zerlegung erfolgt, tritt mit der ersten
Spalte von S entsprechend Zeile 19 in Algorithmus 4.10 nur ein einziger verallgemeinerter
SCHUR-Vektor auf, der zugleich auch harmonischer RiTZ-Vektor ist. Zur Erweiterung des
Selektionsprozesses sind jedoch alle harmonischen Ri1TZ-Vektoren erforderlich. Der in Algo-
rithmus 4.13 gezeigte Ansatz basiert auf der Idee, die verallgemeinerte SCHUR-Zerlegung
in Algorithmus 4.10 beizubehalten und zusétzlich die harmonischen R1Tz Paare aus der
vollstdndigen Losung des zugrunde liegenden niederdimensionalen allgemeinen Eigenwert-
problems (M — ©M#)S = 0 zu bestimmen. Algorithmus 4.13 im Uberblick:

(1) Die verallgemeinerte SCHUR-Form wird bestimmt.

(2) Die Eigenwerte, die als paarweise Quotienten der Eintrége der Diagonalelemente
von T4 und T der verallgemeinerten SCHUR-Form auftreten, werden aufstei-
gend sortiert.

(3) Die RiTZ-Paare werden aus der Losung des niederdimensionalen allgemeinen
Eigenwertproblems (M — ©M%)S = 0 bestimmt.

(5) Das Selektionskriterium wird mit den RI1Tz Paaren ausgewertet.
(7) Sofern RiTz Paare das Selektionskriterium erfiillen, werden diese in der Sor-
tierung bevorzugt behandelt. Dazu wird die in Zeile 2 gefundene Sortierung [

modifiziert.

(10) Die verallgemeinerte SCHUR—Zerlegung wird beziiglich der neuen Reihenfolge
sortiert.

Die Sortierung der verallgemeinerten SCHUR-Zerlegung im letzten Schritt erfolgt mit den in
[56] zitierten Methoden.
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Algorithmus 4.13 Modifizierte Sortierung im JACOBI DAVIDSON Verfahren nach Algorith-
mus 4.10
Eingabe: Allgemeines Eigenwertproblem mit M und M# im Suchraum V,, und Schranke
y; fiir das Selektionskriterium mit Gewichtungsvektor f
Ausgabe: Verallgemeinerte SCHUR-Form (S S T, T4) mit modifizierter Sortierung
1: Berechne die verallgemeinerte SCHUR Zerlegung der Formen MAS? = SLT4 MSH =
StT
2: Sortiere die Eigenwerte T;‘}i/Ti’i betragsmébig aufsteigend. Lege neue Reihenfolge in [
ab.
3: [S,0]+eig(M,M*) Lise allgemeines Eigenwertproblem. Eigenvektoren in S und RITZ-
Werte auf diag(©).
4: Sortiere die R1Tz—Werte in diag(O) aufsteigend, so dass jeweils O, ,; = Tf"i/Ti,i gilt.
vp < £V, S(:,I) Auswertung des Selektionskriteriums fiir die sortierten Ri1Tz Vektoren.

ot

K < (vp > ;) Speichere Indices in K bei denen das Selektionskriterium erfiillt ist.
if K # () then

I {I(K),1({1,2,...,m}\K)} Setze die Indices I(K) an die Spitze der Sortierung I.
end if
10: Sortiere die verallgemeinerte SCHUR-Zerlegung der Formen MAS? = SIT4 MS® = SET
entsprechend der Reihenfolge in 1.

4.6. Loser fiir polynomiale Eigenwertprobleme

In den Formulierungen in Kapitel 3 tauchen mit den Gleichungen (3.17) und (3.24) poly-
nomiale Eigenwertprobleme auf. Eine weitere Verallgemeinerung der ()7 Zerlegung aus Ab-
schnitt 4.2.3.1 fiir polynomiale Eigenwertprobleme ist nicht bekannt. Somit gibt es keinen
Algorithmus, der als direkter Algorithmus bezeichnet werden koénnte, der ein polynomiales
Eigenwertproblem durch die Transformation auf obere Dreiecksform 16sen kann. Mit der Li-
nearisierung polynomialer Eigenwertprobleme, mit dem NEWTON-Verfahren und mit dem
JACOBI DAVIDSON Verfahren fiir polynomiale Eigenwertprobleme nach [78] werden im Fol-
genden drei verschiedene Methoden zur Berechnung polynomialer Eigenwertprobleme einge-
fiihrt. In einem weiteren Abschnitt wird auf die Implementierung eines Losers fiir die Formu-
lierung aus Gleichung (3.24) eingegangen.

4.6.1. Linearisierung polynomialer Eigenwertprobleme

Wie in Satz 4.1.8 gezeigt wird, ldsst sich jedes polynomiale Eigenwertproblem W(\) mit-
tels Linearisierung L()\) als allgemeines Eigenwertproblem darstellen. In Abschnitt 4.2.3 wird
gezeigt, dass die Darstellung der Linearisierung nach Gleichung (4.2) fiir die Anwendung
der QZ-Zerlegung giinstig ist, da ein allgemeines Eigenwertproblem Ax = ABx entsteht,
bei dem A schon nah an der Form einer oberen HESSENBERG-Matrix und B nah an der
Form einer oberen Dreiecksmatrix ist. Die Koeffizientenmatrizen des allgemeinen Eigenwert-
problems, das aus der Linearisierung eines polynomialen Eigenwertproblems W(\) entsteht,
haben die Dimension ¢n, wobei ¢ der Polynomgrad und n die Dimension der Koeffizienten-
matrizen von W(A) sind. Fiir den praktischen Gebrauch ist damit ersichtlich, dass der Li-
nearisierung polynomialer Eigenwertprobleme enge Grenzen gesetzt sind, wenn das zugrunde
liegende Matrixpolynom schon von grofer Dimension ist. Fiir die Losung kleiner polynomialer
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Eigenwertprobleme eignet sich das Verfahren der Linearisierung jedoch gut und kann fiir die
Losung des auf einen orthogonalen Unterraum projizierte, niederdimensionale Eigenwertpro-
blems angewendet werden, wie es beispielsweise im JACOBI DAVIDSON Verfahren fiir poly-
nomiale Eigenwertprobleme auftritt. Zu beachten ist hierbei, dass die aus der Linearisierung
L(A) berechneten Losungen nicht notwendigerweise in jedem Fall Losungen des polynomialen
Eigenwertproblems W(\) sind [46].

4.6.2. Newton—Verfahren

Das NEWTON-Verfahren fiir nichtlineare Eigenwertprobleme kann als Verallgemeinerung der
Methode der inversen Iteration angesehen werden |75|. Voraussetzung ist, dass eine Ableitung
des nichtlinearen Eigenwertproblems nach dem Eigenwert zugénglich ist, was jedoch im Fall
der polynomialen Eigenwertprobleme moglich ist.

Die NEWTON Iteration basiert auf Funktion F, die von der Eigenwertndherung u und der Ei-
genwertschéitzung 7 abhéngig ist. Die Ableitung von F ist durch die JACOBI-Matrix gegeben,
so dass F und J folgende Gestalt annehmen

(-] (D[ ] e

Die Funktion F besteht aus dem Matrixpolynom W(\) und einem Normierungsvektor w, der
sicherstellt, dass wH#u = 1 wiihrend der Iteration gilt. ¥’(\) bezeichnet die Ableitung des
Matrixpolynoms W () beziiglich A\. Beginnend mit den Startwerten (uo, 79), die in der unmit-
telbaren Umgebung des gesuchten Eigenpaars liegen miissen, ergeben sich die fortfolgenden
Schritte der NEWTON [teration

u; Aui+1 _ u;
([ DA == (%)) (21
wobei der NEWTON Schritt durch

;1 = U4, -+ Aui+1, Tivr1 = T; —+ ATi+1 (425)

gegeben ist. In jedem Iterationsschritt von (4.24) muss ein lineares Gleichungssystem exakt
gelost werden, wobei in diesem Fall keine Dimensionsreduktion durch eine Unterraumprojek-
tion vorgesehen ist. Die NEWTON Iteration wird abgebrochen, wenn die Norm des Residuums
lr]| = [|W(7is1)u41]| unter die Toleranzschwelle e fillt.

4.6.3. Jacobi—Davidson—Verfahren fiir polynomiale
Eigenwertprobleme

Die prinzipielle Struktur des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens aus Algorithmus 4.8 dient wie-
derum als Ausgangspunkt fiir das JACOBI-DAVIDSON—Verfahren fiir polynomiale Eigenwert-
probleme (JDPEP). Allerdings lassen sich aufgrund der fehlenden SCHUR-Form die Erwei-
terungen aus den Algorithmen 4.9 und 4.10 nicht verwenden. In Algorithmus 4.14 ist das
JACOBI-DAVIDSON—Verfahren fiir polynomiale Eigenwertprobleme angegeben [46]. Es dient
dazu, zu einem vorgegebenen Zielwert 7 und einem Startvektor vq ein einziges Eigenpaar
(A\,x) des Matrixpolynoms ¥ zu berechnen.

Zur Diskussion der Abschnitte von Algorithmus 4.14:
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Algorithmus 4.14 JACOBI-DAVIDSON-Verfahren zur Berechnung eines Eigenpaars eines
polynomialen Eigenwertproblems W(\) vom Grad ¢ nach [78|

Eingabe: Matrixpolynom W(\) = Zf:o XA, Startvektor v, Toleranz €, Zielwert 7
Ausgabe: Eigenpaar (\,x)

1: Wéhle eine orthogonale n x m Basis V,,, die v enthilt, als Unterraum.

2: fort=0,...,¢ do

3 W,;=AV,M, = VEW;,

4: end for

5: while 1 do % Konvergenz noch nicht erreicht
6:  Bestimme R1TZ Paare (6,s) von (Zf:o 0"M;)s = 0 % Lose kleines allg. EWP
7. Wihle RiTz-Paar (f,s) mit § nahe 7 und normiere ||s|| = 1.

80 u=Vs, p=V(0)u, r="T()u.

9: if (||lr]| <€) then

10: A =60, x =u, Stoppe
11:  end if
12:  Lose ( - ﬂ“—p) U(O)(I—uuf)t =—rfirt Lu % ggf. iterativ und niiherungsweise
13:  Orthonormiere t L V, v =t/||t||
14: fori=0,...,/do
15: w; = A;v Y
6 M= Vyvlvi XH:VV> W = [Wiwi)
17:  end for
188 V=[Vy]

19: end while
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(2) Projektion der Koeffizientenmatrizen von ¥ in den Unterraum V,,.

(6) Die Losung des niederdimensionalen allgemeinen Eigenwertproblems kann gut
mit der Linearisierung aus Abschnitt 4.6.1 und einem Loser fiir kleine allgemeine
Eigenwertprobleme erfolgen.

(7) Bei der Selektion der RITz Paare ist sicherzustellen, dass das Einsetzen der
R1TZz-Paare in ¥ auch tatséchlich ein Residuum mit kleiner Norm liefert, Ge-
genbeispiele z.B. in [46].

(8) W’ ist die Ableitung des Matrixpolynoms beziiglich 6.

(9) Wenn die Approximation eines RiTZ—Paars hinreichend gut beziiglich der Tole-
ranzschwelle e ausféllt, kann abgebrochen werden.

(12) Die Korrekturgleichung des JACOBI-DAVIDSON-Verfahrens muss mindestens
ndherungsweise geldst werden, um eine neue Suchrichtung t fiir den Unterraum
V,, zu erhalten.

(13) Die neue Suchrichtung wird dem Unterraum hinzugefiigt und die projizierten
Matrizen werden aktualisiert.

Da diese prinzipielle Vorgehensweise kaum auf die bendtigten Losungsansétze fiir spezifische
polynomiale Eigenwertprobleme eingeht, wird im nachfolgenden Abschnitt auf die Modifika-
tion von Algorithmus 4.14 fiir das PEP aus Gleichung (3.24) eingegangen.

4.6.4. Implementierungsdetails des Jacobi—Davidson—Verfahren fiir
polynomiale Eigenwertprobleme

Algorithmus 4.14 gibt die wesentliche Vorgehensweise fiir das JACOBI-DAVIDSON—Verfahren
fiir polynomiale Eigenwertprobleme wieder, ohne auf Spezifika einzugehen, die bei der An-
wendung auf eine konkrete Problemstellung aus Implementierungssicht auftreten. Algorith-
mus 4.15 beriicksichtigt diese Aspekte und ist darauf ausgerichtet, das polynomiale Eigen-
wertproblem der FIT nach Gleichung (3.24) fiir verlustbehaftete Elementarzellen zu lésen.
Als Eingabeparameter werden dabei unter anderem die Koeffizientenmatrizen A, bis A, vor-
ausgesetzt, die nach Satz 4.1.28 mit der Methode aus [48] skaliert worden sind. Zur Diskussion
der Abschnitte von Algorithmus 4.15:

(5) Projektion der Koeffizientenmatrizen von in den Unterraum V,,.

(7) Die Transformation des Eigenwerts nach Satz 4.1.29 dient dazu, die Kondition
der Linearisierung L(\) zu verbessern [48].

(8) Linearisierung des polynomialen Eigenwertproblems nach Satz 4.1.8.

(9) Das Losen des niederdimensionalen allgemeinen Eigenwertproblems erfolgt mit
Standard—Verfahren.

(10) Uberpriifung, ob die mit der Linearisierung berechneten Losungen, das polyno-
miale Eigenwertproblem erfiillen, Gegenbeispiele z.B. in [46].

(16) Fiir die weitere Iteration wird der R1TZ—Wert selektiert, der 7 am néchsten liegt.
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Algorithmus 4.15 JACOBI-DAVIDSON—Verfahren zur Berechnung eines einzigen Eigenpaars
des quadratischen Eigenwertproblems nach Gleichung (3.24)

Eingabe: Skalierte Koefffizientenmatrizen Ay, A;, Ay, Startvektor vy, Toleranz e, Zielwert

7, maximale Iterationszahl 7.,

Ausgabe: Eigenpaar (\x)

1 Muin < 6, Mpmax < 17 % Setze minimale und maximale Unterraumdimension.
2: it <— 1, n <+ dim (Ay)
3: Initialisiere eine orthonormale n x m Basis V,,_. , die v( enthilt, als Unterraum.
4: Initialisiere LU Vorkonditionierer.
5: MO < VgA()Vm, M; + VflAle M, « V{,{Ang
6: while it <= it do % Konvergenz / maximale Iterationszahl noch nicht erreicht
7. My ag My und My ozgptMQ mit gy — \/HMOHQ/HMQHQ (Satz 4.1.29).
. . .. . M; M, -M, 0
8:  Bilde Linearisierung L(\) nach (4.2) mit A (—I 0 ) und B « ( 0 —I)'
9:  Lose [S,0] <—eig(A,B) mit Eigenvektoren S und Eigenwerten ©.
10: fori=1,...,2m do % Uberpriifung, ob Losungen PEP erfiillen.
11: i < [[(©?My + O; My + Mg)S,i1.. 2mill
12: Ggf. Aussortierung fehlerhafter Losungen, Reduktion von S und ©.
13:  end for
14: O « Ozopt@
150 I <—sort(|6 — 7)) % Selektiere R1Tz-Wert.
16: 0« O(ly)
172 S <4 Spi1..2mps S < s/|ls||
188 u< Vs, u< u/|u % Bilde RiTz—Vektor.
19: AW(—QAQ—FAl—}—Ao/Q
20 r< Agu % Bilde Residuum.
21:  if (||r|| <€) then % Konvergenz erreicht?
22: A+ 0, x + u, Stoppe
23:  end if
24: if it <5 then % Auswertung an der Ableitung anfangs mit 7 statt 6.
25: P < (AQ—A()/TQ)LI
26: else
27: p <+ (Ay— Ay/6%)u
28:  end if
29:  Lose Gleichung (4.18) als Ay[vy,vs] = [r,p] mit BICGStab und LU-Vorkonditionierung
in max. 10 Schritten.
30:  t<+ —v;+ EZ::;VQ
31:  if m == my,x then
32: Reduziere Unterraumdimension von V,, auf mui, m < Mmuin.
33: Verwende dazu die Eigenvektoren aus Syi1 omifos -
34: end if
35:  Orthonormiere t L V,,, v < t/|[/t]|.
36:  Erweitere Unterraum V,, < [V,,,v].
37 Mo+ VEAV,,. M; « VIAV, M, + VEA,V,,
38: m<+m41, it +—it+1

39: end while
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(21) Wenn die Approximation eines R1TZ-Paars hinreichend gut beziiglich der Tole-
ranzschwelle e ausfillt, kann abgebrochen werden.

(24) Zu Beginn von Algorithmus 4.15 ist der vorgegebene Zielwert 7 niher am ge-
suchten Eigenwert A als die berechneten RiTz Werte 6, so dass die Ableitung
des Matrixpolynoms an 7 ausgewertet wird [64]. Mit dieser Mafknahme lassen
sich in der Anfangsphase der Iteration bessere Korrekturvektoren t erhalten,
indem die Norm des Residuums noch grof ist.

(29) Die Korrekturgleichung des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens wird in Form von
Gleichung (4.18) mit dem BiCGStab—Verfahren ndherungsweise gelost. Dabei
kommt eine LU-Vorkonditionierung zum Einsatz. Aus den Teillésungen v; und
vy kann die Erweiterung t fiir den Unterraum V,,, berechnet werden.

(31) Sofern die Unterraumdimension den maximal vorgegebenen Wert iiberschreitet,
wird der Unterraum auf die Dimension my,;, reduziert. Dazu werden die my,
verbliebenen Eigenvektoren in S verwendet, deren R1TZ Wert dem Zielwert 7
am néchsten sind.

(35) Die neue Suchrichtung t wird orthonormalisiert und dem Unterraum hinzuge-
fiigt. Die projizierten Matrizen werden aktualisiert.

Ein JAcoBI-DAvIDSON—Verfahren fiir polynomiale Eigenwertprobleme unter der Beriicksich-
tigung harmonischer und verfeinerter R1Tz—Werte ist in [64] angegeben.

Die Erweiterung des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens auf stirker als polynomial nichtlineare
Eigenwertprobleme ist generell moglich, wenngleich Losungsstrategien fiir das niederdimen-
sional projizierte Eigenwertproblem erforderlich werden. Die Klasse der lokal konvergenten
Methoden ist dazu prinzipiell verwendbar — sie wird im néchsten Abschnitt vorgestellt.

4.7. Loser fiir nichtlineare Eigenwertprobleme

Die Nichtlinearitit beschrinkt sich in den FIT Formulierungen, die in Kapitel 3 vorgestellt
sind, auf polynomiale Abhédngigkeiten vom Eigenwert. Die FLAME-Formulierung aus Ab-
schnitt 3.5 fithrt auf ein nichtlineares Eigenwertproblem, dessen Abhingigkeit nicht polyno-
mial vom Eigenwert ist. Wenn die in FLAME angesetzten Basisfunktionen Exponentialfunk-
tionen sind und ebene Wellen darstellen, kann den zeilenweisen Eintrdgen der Systemmatrix
Appavg noch die Abhéngigkeit vom Eigenwert angesehen werden, wie in Abschnitt 3.5.1 mit
den Ergebnissen aus [36] gezeigt ist. Werden jedoch lokal Zylinderwellen in Form von BES-
SEL- und HANKEL-Funktionen angesetzt, lasst sich nach dem Kern der Knotenmatrix nach
Gleichung (2.122) nicht mehr in jedem Fall symbolisch auflésen, so dass die Abhéngigkeit der
Systemmatrix vom Eigenwert nicht mehr greifbar ist.

Da Eigenwerte von den Koeffizienten des charakteristischen Polynoms nach Definition 4.1.11
abhéngen, hingen sie — zumindest in einer lokalen Umgebung — auch kontinuierlich von den
Eintriagen der Koeffizientenmatrizen von W ab. Diese kontinuierliche Abhéngigkeit ermog-
licht es, jedes Eigenwertproblem als Nullstellenproblem zu betrachten, dessen Lésung gerade
durch das Eigenpaar (\,x) gegeben ist. Abbildung 4.3 veranschaulicht diesen Zusammenhang.
Diskutiert wird im Folgenden die Fixpunkt-Iteration fiir das Eigenwertproblem des an 7 li-
nearisierten Matrixpolynoms sowie das Sekanten—Verfahren. Dabei handelt es sich jeweils um
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Abbildung 4.3.: Kontinuierlicher Verlauf des betragskleinsten Eigenwerts A, am Beispiel einer
bei verschiedenen 7 ausgewerteten FLAME-Systemmatrix =(7).

lokal konvergente Verfahren, die beziiglich qualitativ gut gewédhlter Start- und Zielwerte vy
und 7 zur Berechnung eines einzelnen Eigenpaars dienen.

4.7.1. Fixpunkt—Iteration

Ein polynomiales Eigenwertproblem W(\)x = 0 lésst sich als Fixpunkt-Iteration formulieren,
in dem beispielsweise hohere Potenzen von A am Zielwert 7 ausgewertet werden, so dass das
linearisierte allgemeine Eigenwertproblem

Wi (T A)X = (Mo + (T2My ... + 77 My + Mrt) + AMy)x = 0 (4.26)

entsteht. Algorithmus 4.16 zeigt eine einfache Iteration, in der ein gefundener Eigenwert des
linearisierten Eigenwertproblems als Zielwert fiir den néchsten Iterationsschritt dient. Ein

Algorithmus 4.16 Fixpunkt—Iteration zur Berechnung eines Eigenpaars eines polynomiale
Eigenwertproblem W(\) vom Grad /¢

Eingabe: Matrixpolynom W (\) = Zfzo N A, Toleranz e, Zielwert 7, maximale Iterations-

zahl 7.,
Ausgabe: Eigenpaar (\x)
1: for i =0,...,in do
2:  Linearisiere W(\) an 7; entsprechend (4.26)
30 (A x)=eig(Vyn(Ti,\)) % Bestimme einen Eigenwert nahe ;.
4: if |7, — M| < e then
5: Stoppe
6: else
7 Tiv1 = A
8: end if
9: end for

einfacher Konvergenzbeweis beispielsweise iiber den BANACH’schen Fixpunktsatz scheitert
an den sich stetig verdndernden Abbildungseigenschaften, welche die fortgesetzte Losung des
linearisierten Eigenwertproblems mit sich bringt. Dennoch konvergiert Algorithmus 4.16 in
vielen Féllen, wenn auch langsam. Die Fixpunkt—Iteration bietet eine einfache Methode zur
Verifikation von Ergebnissen, die mit anderen Methoden berechnet worden sind.
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4.7.2. Sekanten—Verfahren

Im nicht-polynomialen nichtlinearen Eigenwertproblem Z=(A)x = 0 aus Gleichung (3.47)
taucht der Eigenwert A nicht mehr als Vorfaktor auf, jedoch ist der gesuchte Eigenvektor
offensichtlich identisch mit dem Kern?! der bei \ ausgewerteten Systemmatrix x € ker Z(\).
Zur Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems wird der betragskleinste Eigenwert A\, der
bei T ausgewerteten Systemmatrix =(7) betrachtet. Abbildung 4.3 zeigt den Verlauf von Real-
und Imaginérteil von A, iiber 7 eines nichtlinearen Eigenwertproblems der Form (3.47). Fiir
Ar = 0 ist 7 Eigenwert und es gilt Z(7)x = 0 und A\ = 7.

Lésst sich die Ableitung eines allgemein nichtlinearen Eigenwertproblems =(\)x = 0 nicht bil-
den, so lésst sich die fiir das NEWTON-Verfahren nach Abschnitt 4.6.2 notwendige Ableitung
durch einen Differenzenquotienten approximieren, was zwei Funktionsauswertungen erfordert
und auf das Sekantenverfahren in Algorithmus 4.17 fiihrt. Der Ablauf ist dabei vollkommen
analog zum Sekantenverfahren fiir skalare analytische Funktionen, wobei hier die Funktions-
werte durch den jeweils betragskleinsten Eigenwert von Z, in Abhéngigkeit von 7 berechnet
werden. Als Eigenwertloser kommen prinzipiell alle Methoden fiir Standardeigenwertprobleme
in Frage.

Algorithmus 4.17 Sekanten—Verfahren zur Berechnung eines Eigenpaars des nichtlinearen
Eigenwertproblems Z(\)x = 0

Eingabe: Nichtlineares Eigenwertproblem =(7), Startbereich [r9,71], Maximalanzahl von Tte-
rationen n,,,,, Toleranz €
Ausgabe: Eigenpaar (A, x)

1: Generiere Systemmatrix =, < =(7)

2: [x,A\,| ¢ Berechne betragskleinsten Eigenwert und -vektor von =
30 v, 7], £ < [\ ];

4: Generiere Systemmatrix =, < Z(7)

5 [x,\r] <= Berechne betragskleinsten Eigenwert und -vektor von =,
6: vV, < [V 7o)

T.r<—e+1,ny < 0,1 |

8: while (ny < nmax and r > ¢€) do

90 ng+—np+1

10 7T+ 79— /\m%

110 vy [V 7]

12:  Generiere Systemmatrix =, < =(7)

13:  [x,\;] < Berechne betragskleinsten Eigenwert und -vektor von =,
4 Ay — A/

15: T1 < To, )\7—1 — )\7—0

16:  To 4T, Ay  As

17: end while

18: A < v, (end)

41Siehe Definition 4.1.9.






5. Ergebnisse und Anwendungen

Die Diskretisierung und Matrixerzeugung fiir alle Modelle der nachfolgenden Beispiele und
Anwendungen werden mit CST MICROWAVE STUDIO [123] durchgefiihrt. Es kommt ebenfalls
zur Berechnung der bendétigten Streumatrizen zum Einsatz.

Da die im Folgenden betrachteten Strukturen und Methoden von unterschiedlichen Ausgangs-
punkten zu Eigenwertproblemen fiihren, ist zunéchst eine Nomenklatur der resultierenden
Eigenlosungen erforderlich:

1. BLocH-Mode: Dreidimensionale Eigenlosung der MAXWELL’schen Gleichungen, welche
die Periodizitdt des zugrunde liegenden Strukturgitters erfiillt und durch einen diskreten
Eigenvektor reprisentiert wird.

2. Eigenmode: Dreidimensionale, durch einen diskreten Eigenvektor reprasentierte, Eigen-
16sung der MAXWELL’schen Gleichungen, bei der die zugrunde liegenden Strukturen
keine Periodizitat aufweisen.

3. KEigenzustédnde: Bezeichnung fiir die Eigenlosung der Transfer Streumatrix 7 aus Ab-
schnitt 2.1.5.4.

4. Wellenleitermode: Dreikomponentige, Eigenlosung der MAXWELL’schen Gleichungen in
einer orthogonal zur Ausbreitungsrichtung des langshomogenen Wellenleiters stehenden
zweidimensionalen Querschnittsfliche nach Abschnitt 2.1.5.1.

5.1. Dispersionseigenschaften von Elementarzellen im
Zentimeterbereich

Elektromagnetische Metamaterialien waren seit etwa dem Jahrtausendwechsel das Haupt-
augenmerk vieler Forschungsvorhaben, und betriachtlicher Aufwand wurde fiir die Analyse
sogenannter links-héndiger Metamaterialien (LHM) erbracht, bei denen POYNTING—Vektor
und Wellenvektor antiparallel sind [99, 101, 12]. Typischerweise ist der Entwurf und die
Anwendung dieser synthetischen Materialien vom Konzept der effektiven Materialparameter
gepragt, mit denen das frequenzabhingige makroskopische Verhalten fiir elektromagnetische
Wellen modelliert werden. In einem begrenzten Frequenzband lassen sich gleichzeitig die ef-
fektiv negative Permeabilitit und die effektiv negative Permittivitit beobachten, die letztlich
fiir das links-héndige Wellenverhalten urséchlich sind [109].

Als periodische Strukturgitter mit kleinen geometrischen Details, die nach Abbildung 2.4 klei-
ner als die Wellenlédnge sind, ergeben LHM ein Multiskalenproblem. Die Analyse durch dreidi-
mensionale Simulation des elektromagnetischen Feldes wird fiir aus mehreren Elementarzellen
bestehenden Strukturgitter schnell sehr aufwendig. Daher wird fiir die Charakterisierung eine
einzelne Elementarzelle mit adédquaten Randbedingungen verwendet. Zur Simulation einzel-
ner Elementarzellen sind Volumengittermethoden, wie die Methode der finiten Integration aus

93
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Abbildung 5.1.: Modellierung eines periodischen Strukturgitters a) durch eine einzige Ele-
mentarzelle mit Anregung und Randbedingung b). Polarisation der ebenen
Welle beziiglich der Elementarzelle zur Anregung der linkshéndigen Wellen-
ausbreitung c).

Abschnitt 2.2 gut geeignet und liefern Losungen fiir die elektrischen und magnetischen Fel-
der im Rechengitter der Diskretisierung einer Elementarzelle ( mikroskopische Simulationen).
Das Konzept der Beschreibung von Elementarzellen durch effektive Materialparameter, die
das dquivalente elektromagnetische Verhalten darstellen, stellt nach wie vor ein nur teilweise
gelostes Problem dar. Dariiber hinaus ist die zuverlissige Extraktion effektiver Materialpara-
meter aus den Losungen der mikroskopischen Simulationen schwierig [22]. Sofern verléssliche
effektive Materialparameter einer Elementarzelle bekannt sind, konnen diese in nachfolgen-
den Simulationen als dquivalente Ersatzmaterialien verwendet werden, was als makroskopische
Simulation bezeichnet wird und den Rechenaufwand erheblich verringert.

Im Folgenden liegt der Schwerpunkt auf Elementarzellen im Mikrowellenbereich, da bei diesen
Frequenzen mit Kupfer und verlustarmen Dielektrika Materialien existieren, die ndherungs-
weise als verlustfrei modelliert werden konnen.

Aus einem unendlich periodischen Strukturgitter aus Abbildung 5.1a wird eine einzige Ele-
mentarzelle betrachtet. Das Modell der Elementarzelle wird in einem Parallelplattenleiter
platziert, der transversal mit dem Abschluss paarweiser konservativer Randbedingungen ent-
sprechend Abbildung 5.1b modelliert werden kann. Die Periodizitét in longitudinaler Richtung
wird durch den jeweiligen Ansatz implementiert. Der Leistungsfluss der senkrecht einfallenden
Wellen erfolgt longitudinal durch die Elementarzelle wie in Abbildung 5.1¢ veranschaulicht ist.
Die Berandung durch einen Parallelplattenleiter und die Verwendung seiner Wellenleitermo-
den stellt an dieser Stelle eine Approximation und Vereinfachung dar. Die Anordnung kann in
zwei unterschiedlichen Sichtweisen aufgefasst werden, die auf verschiedene Simulationsansitze
fiihren.

Im ersten Ansatz kann die Elementarzelle als Zweitor mit einfallenden und auslaufenden Wel-
len betrachtet werden, deren Amplitudenverhéltnisse durch die Streumatrix (2.62) charakteri-
siert werden konnen. Der fundamentale Wellenleitermode ist dabei der TEM—Mode, der einer
auf die Elementarzelle fallende ebenen Welle entspricht. Der sogenannte Streumatrix-Ansatz
(SMA) wird héufig zur Charakterisierung unbekannter Materialparameter angewendet und ist
im Labor bereits seit den 1970ern eine etablierte Methode, um experimentell Materialparame-
ter einer Probe zu bestimmen [107, 108]. Da dieser Ansatz bei der Charakterisierung effektiver
Materialien manchmal fehlschldgt, werden in [96] Verbesserungen fiir links-héndige Materi-
alien eingefiihrt. Wichtige Stichworter sind in diesem Zusammenhang die Bestimmung der
effektiven Rander der Elementarzelle, die erzwungene Kontinuitit des dispersiven Brechungs-
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index und die Eliminierung von Rauschen, das durch Messung oder Simulation bedingt ist,
sowie der Einfluss auf die effektive Impedanz des LHM. Die Ergebnisse des SMA koénnen un-
genau werden oder der Ansatz kann fehlschlagen, wenn Wellenleitermoden héherer Ordnung
angeregt werden'. Obwohl alle Wellenleitermoden héherer Ordnung im LHM-Frequenzband
weit unterhalb ihrer Cutoff-Frequenz liegen, konnen sie dennoch zum Energieaustausch zwi-
schen einzelnen Elementarzellen beitragen, wenn die Strukturgitterkonstante klein genug ist.

Der zweite Ansatz verwendet eine periodische Randbedingung in Ausbreitungsrichtung nach
Abschnitt 2.2.4.2 zur Modellierung der Periodizitit. Dieser Ansatz wird z.B. in [115] verwen-
det und wird im Folgenden als periodisch berandetes Eigenwertproblem (PBE) bezeichnet.
Ein Dispersionsdiagramm, wie in Abbildung 2.2 eingefiihrt, wird dabei aus einer Folge von
Simulationen mit variierendem Phasenvorschub ¢ gewonnen, bei denen jeweils ein Eigenwert-
problem gelost werden muss. Im PBE-Ansatz bereiten Wellenleitermoden hoherer Ordnung
keine Probleme.

Um die beiden Ansétze SMA und PBE vergleichen zu kénnen, werden zunéchst die Felder der
PBE-Losung als Losung einer Zweitor-Struktur reinterpretiert. Analog dazu lassen sich aus
den SMA-Ergebnissen in einem a posteriori Schritt der periodische Fall nach Abschnitt 3.1.1
und das zugehorige Dispersionsdiagramm konstruieren. Das hier gewéhlte Testbeispiel ist
eine modifizierte LHM Elementarzelle aus [119] und ist in Abbildung 5.1c¢ dargestellt. Die
detaillierten Abmessungen beinhaltet Anhang A.4.

5.1.1. Simulationsansatze

Ausgangspunkt ist jeweils die dreidimensionale Simulation der elektromagnetischen Felder in
der LHM-Elementarzelle. Die beiden vorgestellten Anséitze werden im Folgenden verglichen,
um die Ausbreitungseigenschaften der Wellenleitermoden in einem unendlichen ausgedehnten
Strukturgitter aus der Losung von einer einzigen Elementarzelle zu berechnen.

5.1.1.1. Streumatrix—Ansatz (SMA)

Die Vorgehensweise erfolgt nach dem Streumatrix—Ansatz aus Abschnitt 3.1.1. Die BLocH-
Bedingung (3.1) wird verwendet, um a posteriori den periodischen Fall zu konstruieren. Dieser
Ansatz kann, wie in Abschnitt 3.1.2 gezeigt worden ist, erweitert werden, um neben dem fun-
damentalen auch weitere Wellenleitermoden hoherer Ordnung beriicksichtigen zu kénnen. Die
Berechnung des Dispersionsdiagramms erfolgt iiber die Transfer Streumatrix 7 nach (3.4)
und die Bestimmung ihrer Eigenzusténde (v,,,7,,) nach (3.5) in jedem einzelnen Frequenz-
punkt. Die Dimension des Eigenwertproblems entspricht hierbei der doppelten Anzahl der
betrachteten Wellenleitermoden, da Wellenamplituden fiir Vorwérts- und Riickwértsrichtung
auftreten. Im hier betrachteten verlustfreien Fall représentieren alle Eigenzustinde ~,, mit
|7m| = 1 einen ausbreitungsfihigen Eigenzustand, wihrend die Fille mit |v,,| # 1 einen
evaneszenten Eigenzustand bei der jeweiligen Frequenz darstellen. Die Eigenzustéinde treten
paarweise auf und lassen sich mit (3.7) beziiglich der Richtung ihres Leistungsflusses sortie-
ren. Die Vorwiértsrichtung ist dabei von Tor 1 zu Tor 2 definiert. In der betrachteten LHM—
Elementarzelle Abbildung 5.1c ist nur der fundamentale Wellenleitermode im linkshindigen

' Die Untersuchungen zur Beriicksichtigung Moden héherer Ordnung im Streumatrixansatz ist in Kooperation
mit Dr.-Ing. Grzegorz Lubkowski und Prof. Dr.-Ing. Thomas Weiland vom Institut Theorie elektromagne-
tischer Felder an der TU Darmstadt entstanden [142].
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Abbildung 5.2.: Dispersionsdiagramm fiir eine verkiirzte Elementarzelle nach Abbildung A.2
(durchgezogene Linie, O) und fiir die grofere Elementarzelle aus Abbil-
dung A.1 (gepunktete Linie, x). Ergebnisse aus dem periodisch berandeten
Eigenwertproblem (PBE) (x,0) und dem Streumatrix Ansatz (SMA) des
fundamentalen Wellenleitermodes (Linien).

Ubertragungsband ausbreitungsfihig, was sich durch eine fallende Kurve im Dispersionsdia-
gramm manifestiert. Die Zuordnung von Eigenzustand +,, zur gesuchten Phase ist durch
o(w) = Z(vm) gegeben, wie in Abschnitt 3.1.2 gezeigt ist.

5.1.1.2. Periodisch berandetes Eigenwertproblem (PBE)

Im periodisch berandeten Eigenwertproblem werden die transversalen Feldkomponenten zwei-
er gegeniiberliegender Randflichen der Elementarzelle in eine feste Phasenbeziehung ¢ ge-
setzt. In Kombination mit der Zellgrofe in Ausbreitungsrichtung ergibt sich die Wellenzahl der
makroskopischen Welle im LHM—Strukturgitter, dem BLOCH-Mode. Wie in Abschnitt 3.2.1
gezeigt worden ist, geben die Eigenwerte der resultierenden komplex-hermiteschen Systemma-
trix nach (3.8) oder (3.9) die Frequenzen an, bei denen der BLOCH-Mode als makroskopische
Welle ausbreitungsfihig ist. Ein Dispersionsdiagramm nach Abbildung 5.2 wird durch sukzes-
sive Berechnung mehrerer Eigenwertlosungen bei unterschiedlichen Phasenverschiebungen er-
zeugt [115]. Da die vollstindig dreidimensionale Feldlosung einen eingeschwungenen Zustand
bei einer festen Frequenz repréisentiert, ist die Feldverteilung an den gegeniiberliegenden peri-
odischen Randern im Allgemeinen durch Superposition vieler Wellenleitermoden darstellbar.
Theoretisch gibt es eine unendliche Anzahl von Wellenleitermoden, wiahrend im diskretisier-
ten Fall die maximale Anzahl moglicher Wellenleitermoden von der Diskretisierung abhéngt.
Die Entwicklung der BLoCcH-Moden an den periodischen Riandern in Wellenleitermoden gibt
Aufschluss dariiber, welche und wie viele Wellenleitermoden fiir genaue Ergebnisse des Streu-
matrixansatzes SMA notwendig sind.

5.1.2. Numerische Ergebnisse

Die numerischen Simulationen mit FIT werden in CST MICROWAVE STUDIO im Frequenz-
bereich durchgefiihrt. Zur Bestimmung der Eigenzustinde der 7—-Matrix eignet sich die QR~
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Abbildung 5.3.: a) Elektrische Feldstérke des BLOCH-Modes an den periodischen Réndern,
der aus der PBE-Simulation der verkiirzten Elementarzelle nach Abbil-
dung A.2 bei einer Phasenverschiebung von 0° erhalten wird. b) Entwick-
lungskoeffizient ¢; fiir die verkiirzte Elementarzelle (O) und der originalen
Elementarzelle nach Abbildung A.1 (x). Bei der verkiirzten Elementarzelle
(O) sind die Wellenleitermoden hoherer Ordnung erst wenig abgeklungen.

Zerlegung aus Abschnitt 4.2.1. Alle numerischen Experimente werden bei eher grober Diskre-
tisierung durchgefiihrt und die verglichenen Ergebnisse von SMA und PBE-Ansatz beziehen
sich auf das jeweils gleiche numerische Modell, das aus einer Diskretisierung mit FIT resul-
tiert. Der Typ der betrachteten Elementarzelle ist der Literatur entnommen [119]. Es werden
zwei verschiedene Strukturgitterkonstanten ap., in Ausbreitungsrichtung betrachtet: 7.3 mm
und 14.6 mm. Alle weiteren Abmessungen sind Anhang A.4 zu entnehmen.

5.1.2.1. Wellenleitermoden héherer Ordnung

Bei der Analyse der Eigenschaften der spezifischen LHM-Elementarzelle aus Abbildung 5.1c
mit dem SMA ist im betrachteten Frequenzbereich von 4.6 bis 5.1 GHz nur der fundamen-
tale TEM-Wellenleitermode ausbreitungsfihig?. Der niichst hohere Wellenleitermode ist bei
dieser Frequenz evaneszent, da er eine Cutoff-Frequenz von etwa 28 GHz besitzt. Die Eva-
neszenz der Wellenleitermoden héherer Ordnung verursacht zusammen mit dem nicht voll-
stdndig symmetrischen Aufbau der Elementarzelle, dass die Streumatrix unsymmetrisch ist,
obwohl die Substruktur der LHM—Elementarzelle als verlustfrei modelliert ist. Das Dispersi-
onsdiagramm in Abbildung 5.2 zeigt, dass die Dispersionskurven aus SMA und PBE-Ansatz
fiir die Elementarzelle mit 14.6 mm Lange in Ausbreitungsrichtung aus Abbildung A.1 gut
iibereinstimmen. Ebenfalls gut erkennbar ist in den PBE Ergebnissen, dass sich das Fre-
quenzband der linkshindigen Wellenausbreitung nach Abbildung 5.2 verbreitert, wenn die
Lénge in Ausbreitungsrichtung auf 7.3 mm reduziert wird (Geometrie nach Abbildung A.2).
Die gute Ubereinstimmung zwischen PBE-Ansatz und SMA geht dabei verloren, wenn nur
der fundamentale Wellenleitermode im SMA beriicksichtigt wird. Dies ldsst darauf schliefsen,
dass Wellenleitermoden héherer Ordnung beriicksichtigt werden sollten. Um einen Einblick
in das modale Spektrum zu erhalten, wird fiir beide Langen der Elementarzelle exemplarisch

2Abmessungen der Apertur in Anhang A.4
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Abbildung 5.4.: a) Die Eigenzustinde von T treten stets paarweise auf, hier ist die Vertei-
lung bei 4.75 GHz gezeigt. Die Paare ~, v~ ! reprisentieren Ausbreitung in
Vorwirts- und Riickwirtsrichtung, die linke Skala und (O) zeigen die Betri-
ge und die rechte Skala und (x) zeigen die jeweiligen Phasen. Die Ausbrei-
tungsrichtung kann der Richtung des Leistungsflusses nach Gleichung (3.7)
entnommen werden. b) Darstellung der ausbreitungsfihigen Eigenzusténde
als Ortskurve: Im linkshindigen Ubertragungsband von 4.6-5.1 GHz liegen
die Eigenwerte auf dem Einheitskreis. Die untere Halbebene (P(vg5) > 0)
bezieht sich auf die Vorwértsrichtung, die obere Halbebene (P(bgs) < 0) auf
die Riickwértsrichtung.

eine PBE Losung mit einer Phasenverschiebung von 0° iiber der Ausdehnung der Elementar-
zelle in Ausbreitungsrichtung berechnet (vgl. Abbildung 5.3a). Im néchsten Schritt wird die
PBE-Lo6sung an den periodischen Randflichen in Wellenleitermoden entwickelt, wozu das
Skalarprodukt (2.100) verwendet wird.

Das Ergebnis der ersten 200 Entwicklungskoeffizienten ¢; ist in Abbildung 5.3b gezeigt. Er-
wartungsgemiéss gibt es fiir die kleinere Elementarzelle nach nach Abbildung A.2 eine gan-
ze Reihe von Wellenleitermoden hoherer Ordnung, deren betragsméfige Amplitude in der
GroRenordnung von 1072 liegt, was die groke Abweichung zwischen SMA und PBE-Ansatz in
Abbildung 5.2 erklart. Fiir die grofere Elementarzelle mit 14.6 mm Ausdehnung in Ausbrei-
tungsrichtung existieren lediglich drei Wellenleitermoden hoherer Ordnung deren Amplituden
in dieser Grofsenordnung liegen, was die bessere Ubereinstimmung der Dispersionskurven von
SMA und PBE Ansatz in Abbildung 5.2 erklart.

5.1.2.2. Eigenzustinde der T-Matrix

Die LHM-Elementarzelle mit reduzierter Ausdehnung von 7.3 mm in Ausbreitungsrichtung
nach nach Abbildung A.2 wird mit dem SMA analysiert, wobei die multimodale Streumatrix
fiir insgesamt 25 Wellenleitermoden bestimmt wird. Dies fiihrt auf eine 50 x 50 7 —-Matrix
mit insgesamt 50 Eigenzustédnden. Die Eigenzustdnde der 7 Matrix bei einer Frequenz von
4.75 GHz sind in Abbildung 5.4a dargestellt. Dabei treten die Eigenwerte in Paaren zu -,
v~ 1 auf, was sich durch die Symmetrie der Betragskurve (O) auszeichnet. Fiir die ersten und
letzten Eigenwerte stimmt diese Paarbildung aufgrund der endlichen numerischen Genauigkeit
nur niherungsweise, da der Faktor 10'¢ zwischen den ersten und letzten Eigenwerten liegt.



5.1. Dispersionseigenschaften von Elementarzellen im Zentimeterbereich 99

Im LHM-Frequenzband gibt es je einen ausbreitungsfihigen Eigenzustand der 7 -Matrix pro
Richtung des Leistungsflusses. So gilt fiir die Eigenzustdnde mit der Ordnungsnummer 25 und
26 |95 = |y26| = 1. Die Richtung des Leistungsflusses wird mit Gleichung (3.7) bestimmt: 75
propagiert in Vorwértsrichtung und 794 in Riickwéirtsrichtung. Der Leistungsfluss der iibrigen
Eigenzustinde ist Null, so dass diese Eigenzustinde zu evaneszenten BLOCH-Moden gehdren.
Dies kann ebenfalls in Abbildung 5.4a der Phase (x) verschiedener 7; entnommen werden.
Nur die ausbreitungsfihigen Eigenzustdnde 795 und 726 haben eine Phase, die kein Vielfaches
von 7 ist. Die Eigenwerte 19, 20 und 731, 732 gehoren zu entarteten Eigenzustéinden, deren
Phase auf Null oder ein Vielfaches von 7 gedreht werden kann. Abbildung 5.4b zeigt die
Ortskurve von 795 und 796 in der komplexen Ebene als eine Funktion der Frequenz. Das
Ubertragungsband des in Vorwirtsrichtung ausbreitungsfihigen Eigenzustands o5 befindet
sich in der unteren Halbebene. Mit ansteigender Frequenz verlduft die Phase von ~o5(w) gegen
den Uhrzeigersinn von 7 nach 27, wie es fiir eine links-hindiges Ubertragungsband erwartet
wird. Der entsprechende Eigenwert fiir Ausbreitung in Riickwértsrichtung befindet sich in der
oberen Halbebene und variiert seine Phase im Uhrzeigersinn von 7 nach 0. Bei Frequenzen
aukerhalb des links-hindigen Ubertragungsbandes gilt fiir alle Eigenzusténde |v:| # 1, was
mit einer starken Dampfung einhergeht, so dass kein Leistungsfluss in ausbreitungsfihigen
Eigenzustinden stattfindet.

5.1.2.3. Dispersionsdiagramm

Ein Vergleich der Dispersionskurven aus den verschiedenen Ansétzen wird in Abbildung 5.5a
gezeigt. Die Ergebnisse der PBE Simulationen fiir 101 verschiedene Phasenvorschiibe stellen
dabei die Referenzlosung dar. Wie bereits in Abbildung 5.2 gezeigt ist, gibt es eine signifikan-
te Differenz der Dispersionskurven von PBE-Simulation und Streumatrix—Ansatz, wenn in
Letzterem nur der fundamentale Wellenleitermode enthalten ist. Die Einbeziehung der néchs-
ten 24 Wellenleitermoden hoherer Ordnung verbessert die Genauigkeit der SMA-Ergebnisse.
Abbildung 5.5b zeigt das Residuum, das als Norm von |fsya — feer|/feer iiber die 101
verschiedenen Werte von ¢ berechnet wird.

5.1.3. Fazit

In diesem Abschnitt wird das Auftreten von Wellenleitermoden héherer Ordnung in LHM—
Elementarzellen analysiert, deren metallische Bestandteile nah an der Hiillfliche der Ele-
mentarzelle lokalisiert sind, was das Auftreten von Wellenleitermoden héherer Ordnung be-
giinstigt. Die Vernachlédssigung von Wellenleitermoden héherer Ordnung kann sich nachtei-
lig auf die Genauigkeit von Dispersionskurven auswirken, die mit dem Streumatrix Ansatz
berechnet werden. Die BLOCH-Moden als Referenzlésung werden aus einem dreidimensio-
nalen periodisch berandeten Eigenwertproblem gewonnen, das fiir verschiedene Phasenver-
schiebungen gelost wird. Die Entwicklung dieser Felder in Wellenleitermoden dient zu einer
Quantifizierung des Einflusses von Wellenleitermoden hoherer Ordnung. Fiir eine Erweite-
rung des Streumatrix Ansatzes auf Wellenleitermoden héherer Ordnung wird der Weg iiber
die Transfer-Streumatrix aufgezeigt. Somit ist eine Charakterisierung von Strukturgittern aus
kurzen Elementarzellen anhand des Dispersionsdiagramms immer moglich. Das Konzept der
effektiven Materialparameter versucht das elektromagnetische Verhalten als frequenzabhin-
gige (ggf. auch richtungsabhéngige) Werte der Permittivitdt und Permeabilitdt darzustellen.
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Abbildung 5.5.: a) Dispersionskurven fiir 0 (gepunktete Linie) und 24 (gestrichelte Linie)
beriicksichtigte Wellenleitermoden hoherer Ordnung im SMA sowie Vergleich
zur Referenzlosung des PBE (durchgezogene Linie). b) Relatives Residuum
als Abweichung zwischen PBE und SMA fiir einen bis 25 beriicksichtigte

Wellenleitermoden.

Eine Homogenisierung als effektives Material ist aber nur dann méglich, wenn die Wellenaus-
breitung mit einem einzigen Wellenleitermode beschreibbar ist, da kein homogenes Material
eine Konversion von Wellenleitermoden verursacht. Dies hat zur Folge, dass das Konzept der
effektiven Materialparameter nur in Strukturgittern anwendbar ist, in denen keine Kopplung
zu Wellenleitermoden héherer Ordnung erfolgt. Beispiele sind in [147] gegeben. Die Dispersi-
onskurve aus dem dreidimensionalen periodisch berandeten Eigenwertproblem ist aufwendiger
zu berechnen, da eine Folge von Eigenwertproblemen gelost werden muss. Jedoch sind in dieser
Losung alle Wellenleitermoden héherer Ordnung inbegriffen, was beim Streumatrix—Ansatz
nicht a priori gewéhrleistet ist. Die berechneten Ergebnisse demonstrieren das linkshandige
Verhalten mit negativer Steigung in der Dispersionskurve. Diese und aufbauende Ergebnisse
sind in {128, 129, 130, 133, 135, 142, 147, 148, 149] veroffentlicht worden.

5.2. Dispersionseigenschaften von Elementarzellen im
Nanometerbereich

Die ersten Experimente, in denen Metamaterialien demonstriert wurden, deren elektromagne-
tisches Verhalten sich in einem begrenzten Frequenzband durch eine negative effektive Per-
meabilitidt beschreiben lisst, wurden im Mikrowellenbereich durchgefiihrt [109]. Zum Einsatz
kommen dabei Elementarzellen im Zentimeterbereich, die deutlich kleiner als die Wellenldnge
der einfallenden Welle ist [109]. Vorteilhaft ist an diesen Anordnungen, dass die Vernachlés-
sigung von Verlusten in Dielektrika und Metallen meist keine groften systematischen Fehler
verursacht und zur Produktion eines Strukturgitters technologisch nicht iiberméfig grofse An-
forderungen aufkommen. Seit Beginn der Forschungen rund um linkshandige Metamaterialien
ist ein Wettbewerb mit dem Ziel entbrannt, Elementarzellen fiir immer héhere Frequenzen
bzw. kiirzere Wellenlingen zu erschaffen, bis schlieflich das infrarote Spektrum des Lichts?

3Wellenlingen von etwa 780 nm bis 1 mm bzw. Frequenzen von 300 GHz bis rund 400 THz.
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Abbildung 5.6.: a) Einlagiges Strukturgitter bestehend aus der Fishnet-Elementarzelle aus
|98]. b) Fishnet-Elementarzelle mit der Polarisation einer ebenen Welle, bei
der sich linkshéndiges Verhalten zeigt. ¢) Vektordarstellung der Verschie-
bungsstromdichte in der Schnittebene von b). Schnitt durch zwei iibereinan-
der angeordnete Elementarzellen und Vektordarstellung der Verschiebungs-
stromdichte innerhalb der Struktur.

erreicht wurde [94, 12].

5.2.1. Linkshindige Metamaterialien bei optischen Frequenzen

Bei kleineren Wellenldngen muss weiterhin geméfs Abbildung 2.4 gewéhrleistet sein, dass die
zugrunde liegende Elementarzelle des LHMs klein gegeniiber der Wellenldnge ist. Die Ska-
lierbarkeit des Split-Ring-Resonators der linkshindigen Elementarzelle nach Abbildung 5.3
ist jedoch begrenzt, so dass dieses Design bei Frequenzen im infraroten Spektrum nur noch
eingeschriankt in Frage kommt [105]. Ein effektiv magnetisches Materialverhalten im infraro-
ten Spektrum ldsst sich jedoch mit den Resonanzen diinner Metallstreifen darstellen [94| und
die resultierende Elementarzelle wird als Fishnet-Elementarzelle bezeichnet. Ein LHM aus
Fishnet-Elementarzellen ist in Abbildung 5.6a dargestellt. Abbildung 5.6b zeigt die dreilagi-
ge Elementarzelle aus [98], bestehend aus zwei Silberschichten?, die durch ein Dielektrikum?®
getrennt sind, sowie die Polarisation der einfallenden ebenen Welle, fiir die ein linkshandi-
ges Verhalten beobachtet wird. Die zirkulare Verschiebungsstromdichte in Abbildung 5.6¢
verursacht das effektiv magnetische Verhalten bei einer Wellenldnge von rund 1.435 pm.

5.2.1.1. Modellierung der Fishnet—Elementarzelle

Im Gegensatz zu Kupfer im Mikrowellenbereich kann Silber im infraroten Bereich nicht mehr
als ideal elektrisch leitend betrachtet werden. Stattdessen lassen sich die experimentell er-
mittelten Eigenschaften von Silber fiir nicht zu grofe Frequenzen in Form einer dispersiven
Permittivitit gut interpolieren. Dazu werden die Koeffizienten e, = 5, o = 3.22 x 103
und w? = 1.96 x 10* fiir das Dispersionsmodell nach DRUDE (2.37) gewihlt [104]. In Abbil-
dung 5.7a ist der Verlauf der Dielektrizitdtskonstante fiir Silber iiber der Frequenz aufgetragen
und es zeigt sich, dass der Realteil ¢/ stark frequenzabhiingig ist. Die Eindringtiefe bestimmt
die Lénge, nach der eine einfallende Feldamplitude auf e™! =~ 0.37 des Anfangswerts abge-

4600 nm x 600 nm x 45 nm Silber mit einer Apertur von 316 nm x 100 nm.
30 nm dickes MgF, mit relativer Dielektrizititskonstante e, = 1.9044.
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Abbildung 5.7.: a) Komplexe Permittivitdt von Silber. b) Aus a) berechnete Eindringtiefe ..

klungen ist. Die Eindringtiefe §, = ,/w%m lasst sich berechnen, wenn der Imaginarteil der

Permittivitdt ¢/ als Leitfdhigkeit interpretiert wird. Abbildung 5.7b zeigt die Eindringtiefe
von Silber. Sie nimmt bei den hier betrachteten Frequenzen Werte von 120 bis 170 nm an —
die Dicke der Silberlagen der Fishnet-Elementarzelle betrégt jedoch nur 45 nm, so dass sie
teilweise transparent fiir einfallende elektromagnetische Wellen sind. Dies ist grundsétzlich ge-
genteilig zum Modell des idealen elektrischen Leiters, das im Mikrowellenbereich angewendet
wird.

Die Gitterkonstante ape, im numerischen Modell der Fishnet-Elementarzelle wird willkiirlich
auf 200 nm gesetzt, um ein in Ausbreitungsrichtung® unendliches Strukturgitter durch peri-
odische Randbedingungen zu modellieren. Die Permeabilitéit betrigt 1. In transversaler Rich-
tung werden die Randbedingungen der Parallelplattenleitung entsprechend Abbildung 3.1b
derart gesetzt, dass die in Abbildung 5.6b gezeigte ebene Welle ausbreitungsfahig ist. Dariiber
hinaus ist die Elementarzelle voll symmetrisch, so dass die Reziprozitat fiir die Streumatrix
ausgenutzt werden kann.

5.2.1.2. Streumatrix—Ansatz

Der Streumatrix-Ansatz ist bis auf die Voraussetzung, dass der verwendete Loser (z.B. CST
[123]) mit dispersiven Materialien umgehen kénnen muss, identisch zu Abschnitt 5.1 bzw. den
Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2.

5.2.1.3. Periodisch berandetes Eigenwertproblem

Fiir die Formulierung fiir das periodisch berandete Eigenwertproblem sind einige Voriiberle-
gungen notwendig. In Abschnitt 5.1 kam die Formulierung fiir verlustfreie Elementarzellen aus
Abschnitt 3.2.1 zum FEinsatz, die bei reeller Phasenverschiebung zu reellen Eigenfrequenzen
fiihrt. Einerseits ist die Fishnet-Elementarzelle nicht verlustfrei und andererseits ist neben den
Verlusten auch der Realteil der Permittivitit frequenzabhéngig. Dies fiihrt zu zwei moglichen
Interpretationen, die in den folgenden Ansétzen miinden:

6Entsprechend Abbildung 5.6b.
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1. Die in der Elementarzelle vorhandenen Verluste verursachen, dass die oszillierende
Strukturgitterwelle, der BLOCH-Mode, iiber der Zeit abklingt. Dies kann durch den
Ansatz von ¢ € R und w € C modelliert werden, wie in Abschnitt 3.2.2 gezeigt worden
ist und fithrt auf die Giite @) nach Gleichung (2.49). Dazu muss das polynomiale Eigen-
wertproblem (3.17) geldst werden, was mit dem Loser aus Abschnitt 4.6.3 moglich ist
[136, 140].

2. Der von der Systemanschauung motivierte Blick ist, dass die Amplitude des BLOCH-
Modes bei Ausbreitung durch die Elementarzelle iiber ihrer Lange abklingen muss. Dies
impliziert reelle Frequenzen w € R sowie komplexe Phasenverschiebungen ¢ € C. Die
numerische Formulierung auf Basis von FIT ist in Abschnitt 3.2.3 gegeben und fiihrt
auf die Losung des polynomialen Eigenwertproblems (3.24), wie im Folgenden gezeigt
wird [137].

5.2.2. Losung der Eigenwert—Formulierung

Das polynomiale Eigenwertproblem W, (3.24) wird mit dem JACOBI DAVIDSON Verfahren
aus Algorithmus 4.15 gelost. In der FIT-Eigenwertformulierung (3.24) ist die reelle Frequenz
die unabhéngige Variable und die dispersiven Materialeigenschaften von Silber erfordern, dass
die Materialmittelung (2.84) fiir jede Frequenz durchgefiihrt werden muss, wozu die unter-
schiedlichen dualen Flachenanteile senkrecht zur Materialgrenze benotigt werden. Dann lassen
sich die Koeffizientenmatrizen der FIT Formulierung fiir das quadratische Eigenwertproblem
(3.24) bei gegebener Frequenz erstellen. Die in Abschnitt 4.1.4.1 vorgestellte Skalierung der
Koeffizientenmatrizen sowie die Spektraltransformation verbessern die Kondition der Pro-
blemstellung. Wihrend die Skalierung der Koeffizientenmatrizen nach Satz 4.1.28 direkt auf
die Koeffizientenmatrizen von W, angewendet wird, wird darauf verzichtet, die Spektral-
transformation nach Satz 4.1.29 fiir W, durchzufiihren, da die Berechnung der involvierten
||-]]-Norm fiir hochdimensionale Koeffizientenmatrizen zu aufwendig ist. Stattdessen kann
eine Spektraltransformation nach Satz 4.1.29 in jedem Iterationsschritt auf das projizierte,
niederdimensionale Eigenwertproblem Wy; = Vg\IJAVm angewendet werden. Der Zielwert 7
muss moglichst gut gewédhlt werden, um schnelle Konvergenz zu erreichen.

5.2.2.1. Polynomiales Jacobi-Davidson—Verfahren

Wenn kein Startvektor vy bekannt ist, wird auf einen orthonormalen n x 6 Unterraum V,,_g
zuriickgegriffen, dessen Eintrége zunéchst Zufallsvektoren sind, die orthonormalisiert werden.
Das niederdimensionale Matrixpolynom Wy entsteht durch Projektion von W, auf den Unter-
raum V,, und o, wird zur Skalierung des Spektralradius entsprechend Satz 4.1.29 bestimmt.
Das niederdimensionale Matrixpolynom Wys wird mit der Linearisierung (4.2) in ein allgemei-
nes Eigenwertproblem iiberfiihrt und mittels QZ Zerlegung aus Abschnitt 4.2.3 geldst 7. Fiir
jedes berechnete RiTzPaar® wird das Residuum durch Einsetzen in W, gebildet, da nicht
alle aus der Linearisierung gewonnenen RI1TZ-Paare gleichzeitig Eigenwert-Approximationen
von W, sein miissen [46]|. Aus den verbleibenden RITZ-Werten wird derjenige mit kleinstem
Abstand zum Zielwert 7 selektiert und weitere R1TZ-Paare werden zur eventuell notwendigen
Reduktion des Unterraums gespeichert. Wahrend der ersten fiinf Iterationen wird p = W/, (7)u

"Routine eig in MATLAB [126].
8Vgl. Definition 4.3.1.
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Abbildung 5.8.: a) Dispersionkurven aus dem Streumatrix Ansatz fiir einen, sechs und 25
Wellenleitermoden. b) Ortskurven der gepaarten Eigenzusténde v in der kom-
plexen Ebene.

statt p = ¥/, (6)u gebildet, um die Konvergenz bei schlechten Startvektoren zu verbessern
(vgl. Abschnitt 4.6.3).

Zur Losung der zweistufigen Korrekturgleichung (4.18) wird das in Abschnitt 4.4.2 disku-
tierte BiCGStab(¢)-Verfahren aus |76 verwendet. Dabei liegt die Toleranzschwelle fiir das
Residuum der Losung bei 1071 und es werden maximal 10 Iterationen erlaubt. Zur Vorkon-
ditionierung kommt eine LU Zerlegung von WA (7) zum Einsatz (vgl. Abschnitt 4.4.3.1), die
nur im ersten Iterationsschritt bestimmt werden muss. Die Lésung t der Korrekturgleichung
wird mit Algorithmus A.1 gegen den Unterraum V,, orthogonalisiert. Ein Neustart kann zur
Begrenzung seiner Dimension durchgefiihrt werden, siehe Abschnitt 4.3.4.

5.2.3. Numerische Ergebnisse

Um die Vergleichbarkeit von Streumatrix-Formulierung und Eigenwert-Formulierung zu ge-
wihrleisten, liegt beiden Verfahren das gleiche numerische Modell einer FIT-Diskretisierung
aus CST MICROWAVE STUDIO [123] zugrunde. Durch zwei Symmetriebedingungen lésst sich
die Anzahl der Freiheitsgrade auf ein Viertel reduzieren, so dass 23 x 23 x 15 Rechengitterlinien
7u 20314 Freiheitsgraden fiithren. Die Berechnung der Streumatrizen geschieht im Zeitbereich
und die Berechnung des Dispersionsdiagramms erfolgt wie in den Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2
beschrieben.

Abbildung 5.8a zeigt die aus dem Streumatrix—Ansatz berechneten Dispersionsdiagramme
unter Beriicksichtigung von einem, sechs sowie 25 Wellenleitermoden. Wahrend der Unter-
schied zwischen einem und sechs Wellenleitermoden recht deutlich ausfillt, sind nur geringe
Abweichungen der Dispersionskurven fiir sechs und 25 beriicksichtigte Wellenleitermoden zu
erkennen. Die Ortskurven in Abbildung 5.8b zeigen ausbreitungsfihige Eigenzustinde v des
Transfer-Streumatrix-Eigenwertproblems (3.5) zwischen 180 THz und 230 THz. Da innerhalb
der Elementarzelle eine deutliche Dampfung auftritt, verlaufen die Kurven nur in der Ndhe des
Einheitskreises der komplexen Ebene, nicht aber auf dem Einheitskreis wie im verlustfreien
Fall aus Abbildung 5.4b. Die in Abbildung 5.4a gezeigte Paarung der Eigenzustéinde fiir Aus-
breitung in Vorwérts- und Riickwértsrichtung zeigt sich in Abbildung 5.8b als Spiegelung am
Einheitskreis. Zur Berechnung des Dispersionsdiagramms aus dem periodisch berandeten Ei-
genwertproblem, muss das resultierende, komplexe, polynomiale Eigenwertproblem sukzessive
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Abbildung 5.9.: a) Ortskurve der Eigenzusténde, die aus der Berechnung mit dem polyno-
mialen Figenwertproblem entsteht. Vier Gruppen von Frequenzpunkten sind
unterschiedlich markiert, der erste Frequenzpunkt ist jeweils ausgefiillt. b)
Anzahl der benétigten Iterationen an den einzelnen Frequenzpunkten. Die
Zuordnung zu a) ist iiber die Markierung méglich.

fiir mehrere Frequenzen gel6st werden. Fiir das polynomiale JACOBI-DAVIDSON—Verfahren
werden maximal 200 Iterationen angesetzt, RITZ-Paare mit einem Residuum unter 10~ wer-
den als Figenpaare akzeptiert, und die Unterraumdimension variiert zwischen sechs und 17.

Der Zielwert 7 muss nah am gesuchten Eigenzustand gewéhlt werden, um rasche Konvergenz
zu erhalten. Dazu kann zur Berechnung der Dispersionskurve ein einmal berechneter Eigen-
wert als Zielwert fiir die folgende Berechnung verwendet werden. Um dariiber hinaus bessere
Zielwerte und raschere Konvergenz zu erhalten, werden ab dem fiinften berechneten Eigenzu-
stand vorangegangene Werte verwendet, um ein Interpolationspolynom aufzustellen, welches
bei der néchsten unberechneten Frequenz zum Erhalten eines neuen Zielwerts ausgewertet
wird. Als Startvektor vy bietet sich ebenfalls der zuletzt berechnete Eigenvektor an, was sich
positiv auf das Konvergenzverhalten auswirkt. Die Ergebnisse der Dispersionskurve und des
Konvergenzverhaltens sind in Abbildung 5.9 veranschaulicht. Die Frequenzpunkte zwischen
190 THz und 220 THz werden in vier Gruppen mit unterschiedlichen Abstinden eingeteilt.
Pro Frequenzpunkt ist ein Lauf des Losers fiir das polynomiale Eigenwertproblem erforderlich.
Fiir den ersten Aufruf des Losers in jeder Gruppe wird ein Zielwert 7 vorgegeben, wihrend
die folgenden Zielwerte 7 wie oben beschrieben gewihlt werden.

Die resultierende Dispersionskurve ist in Abbildung 5.9a gezeigt. Jeder Gruppe von Frequenz-
punkten ist dabei eine eigene Markierung zugeordnet. Die ausgefiillten Markierungen geben
dabei den jeweils ersten Wert einer Gruppe an. Abbildung 5.9b zeigt die Anzahl der benotig-
ten Iterationen des Losers fiir das polynomiale Eigenwertproblem, wobei die dort gewéhlten
Markierungen ihre Entsprechung in den Markierungen von Abbildung 5.9a finden, so dass ei-
ne Zuordnung der Frequenzen mdoglich wird. Die ersten Frequenzen jeder Gruppe? bendtigen
eine grofere Anzahl an Iterationen, da der verfiighare Zielwert 7 etwas stérker vom gesuchten
Eigenzustand abweicht. Sobald das Interpolationspolynom bessere Zielwerte liefert, sinkt die
Anzahl der bis zur Konvergenz benotigten Iterationen deutlich.

In Abbildung 5.10a zeigt sich, dass die Beriicksichtigung von 25 Wellenleitermoden im Streu-
matrix-Ansatz zu einer Dispersionskurve fiihrt, die sehr gut mit dem Ergebnis des poly-
nomialen Eigenwertproblems iibereinstimmt. Somit kommen beide Verfahren zum gleichen

9Das sind die Markierungen, die den ausgefiillten Markierungen am néchsten sind.
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Abbildung 5.10.: Vergleich der Dispersionkurve (a) von Streumatrix-Ansatz mit 25 Wellen-
leitermoden und Losungen des periodisch berandeten Eigenwertproblems
(PBE) sowie der zugehorigen Dampfungskonstanten (b).

Ergebnis, obwohl mit Streumatrizen aus Zeitbereichssimulationen und der Formulierung des
periodisch berandeten Eigenwertproblems im Frequenzbereich verschiedene Wege zum Ziel
verfolgt werden. Die Dispersionskurve zeigt im linkshéndigen Frequenzband das erwartete
Ergebnis mit negativer Steigung. Abbildung 5.10b zeigt die Frequenzabhingigkeit der Damp-
fungskonstante, die berechnet werden kann, da der Phasenvorschub komplex angesetzt ist.

5.2.3.1. Unterschiede zu experimentellen Arbeiten

Wiéhrend in der Literatur [98] das linkshéndige Frequenzband zwischen 205 und 222 THz
liegt, ergibt die Simulation ein Frequenzband zwischen 210 und 222 THz. Die Ursachen dafiir
liegen einerseits darin begriindet, dass in der hier gezeigten Simulation ein in Ausbreitungs-
richtung unendlich ausgedehntes Strukturgitter modelliert wird, wihrend experimentell nur
eine Lage dieser Schicht vermessen wurde. Dariiber hinaus verursacht die Herstellung des Fis-
hnet-Strukturgitters keine geraden Kanten der Silberlagen (siehe Abbildung 1 in [98]). Ferner
wurden in [98] nicht die Parameter fiir Silber aus [104| verwendet, sondern der Parameter
a im DRUDE-Dispersionsmodell (2.37) wurde als freier Parameter verwendet, mit dem die
Ergebnisse der Simulation auf die Ergebnisse der Messung angepasst wurden.

5.2.4. Fazit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Berechnung von Dispersionskurven auf verlustbe-
haftete Elementarzellen im Nanometerbereich ausgedehnt werden kann. Die Herausforderung
besteht darin, dass Silber nicht mehr als ideal leitend modelliert werden kann, sondern Modelle
fiir dispersive Dielektrika zur Materialbeschreibung notwendig sind.

Fiir den Streumatrix Ansatz ergibt sich als einzigen Unterschied, dass der Loser, mit dem die
Streumatrix berechnet wird, passende Dispersionsmodelle beherrscht. Dabei stellt sich ana-
log zum Mikrowellenbereich stets die Frage, wie viele Wellenleitermoden héherer Ordnung in
der Streumatrix beriicksichtigt werden miissen. Bei verlustbehafteten Elementarzellen kann
gut eine Zeitbereichssimulation zur Erzeugung der Streumatrix verwendet werden, da die
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ins Rechengebiet, eingespeiste Energie durch die vorhandenen Verluste schneller wieder ab-
nimmt als im Fall idealer Leiter. Der Aufwand fiir die Berechnung des periodisch berandeten
Eigenwertproblems fiir verlustbehaftete Elementarzellen mit Hilfe des vorgestellten Ldosers
auf Basis des JACOBI-DAVIDSON-Verfahrens ist hoch, da mit einer LU-Zerlegung ein guter
Vorkonditionierer zur Losung der Korrekturgleichung benétigt wird. Um die Dispersionskur-
ve zu erhalten, miissen mehrere polynomiale Eigenwertprobleme sukzessive fiir verschiede-
ne Frequenzen eines Frequenzbandes berechnet werden. Dariiber hinaus ist die Losung des
polynomialen Eigenwertproblems nicht besonders robust, da Zielwerte 7 nah am gesuchten
Eigenwert vorgegeben werden miissen, um schnelle Konvergenz zu erreichen. Die Schitzung
der néchsten Zielwerte ist nach der Losung von etwa fiinf polynomialen Eigenwertproblemen
so gut, so dass die bendtigte Anzahl an Iterationen deutlich reduziert ist. Die aus dem poly-
nomialen Eigenwertproblem gewonnene Dispersionskurve beinhaltet alle Wellenleitermoden
hoéherer Ordnung bereits in der Formulierung.

Der Streumatrix—Ansatz mit der Beriicksichtigung einer hinreichenden Anzahl von Wellenlei-
termoden hoherer Ordnung und die Losung des polynomialen Eigenwertproblems, resultierend
aus der periodisch berandeten Elementarzelle, liefern die gleiche Dispersionskurve in sehr gu-
ter Ubereinstimmung. Teile der Ergebnisse sind in [131, 132, 134] veréffentlicht worden.

5.3. Berechnung von Wellenleitermoden in photonischen
Kristallfasern

Das numerische Modell von Nanostrukturen, die mit transparenten Randbedingungen z.B.
in Form der in Abschnitt 2.2.4.4 eingefiihrten PML versehen sind, ist durch die Formulie-
rung fiir Wellenleiterquerschnitte entsprechend Abschnitt 3.3 gegeben. Durch den Abschluss
des Rechengebiets mit der PML entstehen zusitzliche Eigenlosungen, deren Feldverteilung
iiberwiegend in der PML lokalisiert ist. Ein Ansatz aus der Literatur zur Unterdriickung der
unerwiinschten Eigenlosungen ist beispielsweise [102], in dem die Approximationen der Ei-
genwerte nur aus einem geschickt gewdhltem Bereich des kompletten Spektrums selektiert
werden. Allerdings werden bei diesem Ansatz zusitzlich einige unerwiinschte Eigenlosungen
berechnet, die a posteriori aussortiert werden miissen. Im Folgenden wird an Anwendungsbei-
spielen die Leistungsfihigkeit der JACOBI-DAVIDSON—Verfahren mit erweitertem physikalisch
motiviertem Selektionskriterium aus Abschnitt 4.5 demonstriert.

Photonische Kristallfasern (PCF, von engl. photonic crystal fibre) bestehen aus einem Glas-
substrat, das von einer periodischen Anordnung langshomogener Locher durchzogen ist [111].
Die Periodizitat der Locher ist im Innern unterbrochen, indem ein oder mehrere Lécher aus-
gelassen werden, so dass ein ausgefiillter Kernbereich entsteht, in dem nur Glas existiert,
sowie ein umgebender Bereich, der von Lochern durchzogen ist. Beispiele sind in Abbildun-
gen 5.11a und 5.11d gegeben. Anschaulich funktioniert die Fiihrung der elektromagnetischen
Welle wie in der herkommlichen dielektrischen optischen Faser, in der es einen Kontrast des
Brechungsindexes zwischen Kern- und Mantelmaterial gibt. Wie alle optische Fasern konnen
photonische Kristallfasern je nach Frequenz hochst multi-modal sein, wobei die Ausbreitungs-
konstanten jedes Wellenleitermodes nur sehr schwach variieren. Die Berechnung der Ausbrei-
tungskonstanten mit dem Ansatz der Methode der finiten Integration aus Abschnitt 3.3, in
dem zunéchst nur konservative Randbedingungen im numerischen Modell zugelassen sind,
verursacht Wellenleitermoden, die denen im Rechteckhohlleiter Zhneln. Dariiber hinaus sind
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bei photonischen Kristallfasern nach Abbildung 5.11d die konservativen Randbedingungen
nicht verwendbar, da schon die fundamentalen Wellenleitermoden Leckwellen umfassen, bei
denen Leistung in transversale Richtung abgestrahlt wird. Daher wird mit der PML aus
Abschnitt 2.2.4.4 eine transparente Randbedingung verwendet — je nach Kristallfaser fiir pro-
pagierende Wellenanteile bei auftretenden Leckwellen oder fiir evaneszente Wellenanteile bei
stark gefiihrten Wellenleitermoden.

Der Abschluss des FIT-Rechengebiets mit der PML entsprechend der Formulierung aus Ab-
schnitt 3.3.1 verursacht wiederum, dass sich die geschichteten unterschiedlichen Materialien
der PML wie ein Wellenleiter verhalten, dessen Ausbreitungskonstanten im gleichen Bereich
liegen wie die der photonischen Kristallfaser. Dies fiihrt zu einem Eigenwertspektrum in dem
einerseits die gefithrten Wellenleitermoden der photonischen Kristallfaser und andererseits die
ausbreitungsfihigen Wellenleitermoden innerhalb der PML enthalten sind. In den Abbildun-
gen 5.11b und 5.11e sind Beispiele fiir die in der PML lokalisierten Wellenleitermoden gegeben,
wéahrend die im Wellenleiterkern gefiihrten Wellenleitermoden nach Abbildungen 5.11¢ und
5.11f tatsdchlich von Interesse sind.

5.3.1. Apriori Wissen und physikalisch motiviertes
Selektionskriterium

In [102] wird die Differenzierung der beiden auftretenden Wellenleitermodentypen allein an-
hand der Wellenzahl vorgenommen, was dazu fiithrt dass dennoch einige unerwiinschte Wel-
lenleitermoden berechnet werden. Im Folgenden werden die auftretenden Wellenleitermo-
dentypen anhand des Orts des Leistungsflusses unterschieden, so dass die unerwiinschten
Wellenleitermoden sicher ausgeschlossen werden konnen. Bei den gefiihrten Wellenleitermo-
den nach Abbildungen 5.11c und 5.11f ist der Leistungsfluss im Kern der Faser konzentriert
und die Feldstarke klingt {iber der Querschnittsfliche mit zunehmenden Radius schnell ab,
wihrend die durch die PML verursachten Wellenleitermoden am Rand des Rechengebiets
gefithrt werden. Das physikalisch motivierte Selektionskriterium, das fiir die Auswahl der
aktuellen RiTZ-Werte in den Algorithmen 4.11-4.13 zum Einsatz kommt, ldsst sich gemaf
Abschnitt 4.5.1.1 folgendermafien definieren: Aus jedem RiTz—-Vektor werden die normierten
POYNTING Vektoren in der Querschnittsebene berechnet. Dann wird die z-Komponente der
PoyNTING—Vektoren jeweils {iber das zuvor festgelegte Kerngebiet integriert, um die Informa-
tion zu erhalten, welcher Anteil der Leistung der jeweiligen Wellenleitermodenapproximation
im festgelegten Kerngebiet gefiihrt wird. Hieraus ergibt sich das physikalisch motivierte Se-
lektionskriterium

fAl SZ dA o PKern
ngesamt Sz dA B Pgesamt

> . (51)

Sofern der Leistungsfluss im festgelegten Kerngebiet ein vordefiniertes Limit ¢; erreicht, wird
der zugehorige R1Tz—Vektor als aktuelle Approximation des Eigenvektors fiir die weitere Ite-
ration des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens verwendet. Dabei ist zu beachten, dass es sich stets
um Approximationen der Eigenvektoren handelt, deren Residuum wiahrend der Iteration noch
grof ist. So werden drei Dinge wiahrend des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens sichergestellt:

1. Der Abstand der berechneten Ausbreitungskonstanten der Wellenleitermoden ist klein
zum Zielwert 7.
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Abbildung 5.11.: Photonische Kristallfasern mit a) vier Lochlagen und d) einer Lochlage.
Betrag der transversalen elektrischen Feldstéirke von jeweils exemplarischen
Wellenleitermoden, die in der PML ausbreitungsfiahig sind (b und e) sowie
von den gefiihrten Wellenleitermoden (c und f), die im Kern gefiihrt werden.
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Abbildung 5.12.: a) Abmessungen der photonischen Kristallfaser mit vier Lochlagen. Die
schraffierte Fldche gibt das Integrationsgebiet A; fiir Gleichung (5.1) an.
b) Berechnete Ausbreitungskonstanten fiir die Struktur aus a). Die Werte
e gehoren zu den gesuchten Wellenleitermoden mit Feldverteilungen ana-
log zu Abbildung 5.11c, die Werte [J haben Feldverteilungen, die analog zu
Abbildung 5.11b in der PML gefiihrt werden.
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2. Der Leistungsfluss der berechneten Wellenleitermoden ist im Kern der photonischen
Kristallfaser konzentriert.

3. Konvergenz ist erreicht, wenn die Norm des Residuums kleiner als die vorgegebene
Schranke € ist.

5.3.2. Numerische Konfiguration

Es werden zwei verschiedene photonische Kristallfasern betrachtet, die beide bei 2 ym Wel-
lenlinge betrieben werden. Die geometrischen Abmessungen der photonischen Kristallfaser
mit vier Lochlagen sind in Abbildung 5.12a gegeben, fiir die photonische Kristallfaser mit nur
einer Lochlage werden die Aufsenmafe von 90 umx90 pum verwendet. Die Ausbreitungskon-
stanten in den photonischen Kristallfasern werden in FIT mit der Eigenwertformulierung fiir
die zweidimensionale Querschnittsebene aus Abschnitt 3.3 berechnet. Beispiele fiir den Be-
trag der zu erwartenden transversalen Feldverteilung sind in Abbildung 5.11 enthalten. Das
numerische Modell der Querschnittsfliche wird mit CST MICROWAVE STUDIO [123] erzeugt
und in MATLAB [126] um eine PML fiir evaneszente transversale Wellenleitermoden bei der
photonischen Kristallfaser mit vier Lochlagen erweitert'?. Bei der photonischen Kristallfaser
mit einer Lochlage ist diese Erweiterung eine PML fiir transversal propagierende Wellen-
anteile!'. Das numerische Modell der photonischen Kristallfaser mit vier Lochlagen besteht
aus 64438 Freiheitsgraden, die aufgrund der PML fiir evaneszente Wellen reell sind, und das
Modell der photonischen Kristallfaser mit einer Lochlage besteht aus 16012 komplexen Frei-
heitsgraden. Als Voraussetzung an die Eigenwertloser wird nun gefordert, jeweils die ersten
beiden ausbreitungsfidhigen Moden zu berechnen. Abbildung 5.12b zeigt exemplarisch den
Teil des Spektrums mit dem kleinsten Realteil'? bzw. den daraus berechneten Ausbreitungs-
konstanten (3, des numerischen Modells der photonischen Kristallfaser nach Abbildung 5.12a.
Die ersten 36 Moden werden innerhalb der PML-Region gefiihrt, und erst die Moden mit der
Ordnungsnummer 37 und 38 erfiillen das physikalisch motivierte Selektionskriterium (5.1).
Fiir die photonische Kristallfaser nach Abbildung 5.11d haben die ersten beiden gefiihrten
Wellenleitermoden die Ordnungsnummern 135 und 136 beziiglich des Endes des Spektrums
mit dem kleinsten Realteil.

Von der numerischen Seite betrachtet muss das aus der FIT-Diskretisierung resultierende
unsymmetrische Standardeigenwertproblem aus (3.38) gelost werden, das je nach PML-Typ
reell- oder komplexwertig ist. Die Spektren der Standardeigenwertprobleme werden mit Al-
gorithmus 4.1 zunédchst verschoben und skaliert, um die Konditionszahl zu verbessern. Da
mit dem kleinsten Realteil als Zielwert dufere Figenwerte berechnet werden, kommt Algo-
rithmus 4.9 mit und ohne dem modifizierten Selektionskriterium aus Algorithmus 4.12 zum
Einsatz. Die maximale Anzahl von Iterationen innerhalb des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens
wird auf 160 fiir die photonische Kristallfaser mit vier Lochlagen und auf 600 fiir die Fa-
ser mit einer Lochlage gesetzt. Zur Berechnung mit dem modifizierten Selektionsprozess aus
Algorithmus 4.12 wird ein kreisrundes Integrationsgebiet A; mit Radius 9.4 pum iiber dem
Kern entsprechend Abbildung 5.12a definiert, auf dem das Selektionskriterium (5.1) ausge-
wertet wird. Dazu werden die Komponenten der elektrischen Gitterspannung € innerhalb des
Gebiets A; verwendet. Die zur Berechnung des Leistungsflusses notwendigen magnetischen

10 Jeweils vier Rechengitterzellen PML.

""Da aus der Literatur bekannt ist, dass bei diesem Typ der photonischen Kristallfaser bereits der fundamen-
tale Wellenleitermode Leckwellen besitzt.

2Der Eigenwertlser erhilt als Zielwert 7 := min(Re{6;}).
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Gitterspannungen h sind auf dem dualen Rechengitter allokiert, so dass die Fliche des berech-
neten Leistungsflusses jeweils durch eine priméire und duale Rechengitterkante aufgespannt
wird. R1TZ Paare werden als Eigenpaare akzeptiert, wenn die Norm des Residuums unter
10712 fillt. Die Korrekturgleichung (4.7) wird mit einem direkten Verfahren gelost, was zwar
numerisch aufwendig ist, aber zu quadratischer Konvergenz fiithren kann [46].

Zwei Parameter, die das Konvergenzverhalten des JACOBI DAVIDSON Verfahrens beeinflus-
sen, werden im Folgenden untersucht.

Der erste Parameter ist die minimale und maximale Dimension des Unterraums mg,;, und
Mmax, die bei [ gesuchten Eigenlosungen entweder mupi, = lmax + 5 und mpax = lnax + 10
oder mpyy = 1 und muyax = 150 betragt. Im letztgenannten Fall findet entsprechend selten ein
Neustart mit reduziertem Unterraum statt, so dass die Dimension des Unterraums sukzessive
ansteigt. Der zweite Parameter, der starken Einfluss auf das Konvergenzverhalten hat, ist die
Wahl des Startvektors vi. Sofern keinerlei Information iiber das erwartete Ergebnis vorliegt,
lasst sich ein Zufallsvektor als Startvektor verwenden. Eine Wahl, die sich bereits grob am
Ergebnis orientiert, kann erzielt werden, wenn nur Eintrage in vy auf Eins gesetzt, die zu Kom-
ponenten gehoren, die innerhalb des Integrationsgebiets A; (schraffiert in Abbildung 5.12a)
liegen und somit im physikalisch motivierten Selektionskriterium ausschlaggebend sind. Bei
der Berechnung mit dem modifizierten Selektionskriterium aus Algorithmus 4.12 ist dariiber
hinaus die Wahl der Schranke ¢; von Bedeutung, mit der entschieden wird, ob das Selektions-
kriterium erfiillt wird oder nicht.

5.3.3. Performanzvergleich

Die vier méglichen Parameterkombinationen sind in Tabelle 5.1 aufgelistet, in der jeder Para-
metersatz eine Zeile darstellt. Die beiden rechten Spalten stellen die Referenzergebnisse dar.
Sie geben an, wie viele Iterationen mit Algorithmus 4.9 notwendig sind, um die beiden ersten
kerngefithrten ausbreitungstahigen Wellenleitermoden zu berechnen. Dabei werden im Fall
der PCF mit vier Lochlagen 36 unbenotigte Wellenleitermoden (vgl. Abbildung 5.12b und im
Fall der PCF mit einer Lochlage 134 unbenétigte Wellenleitermoden berechnet, bevor die bei-
den gesuchten Wellenleitermoden auftreten. Dabei ist bemerkenswert, dass der unmodifizierte
Algorithmus 4.9 fiir die Parametersétze zwei () und vier () aus Tabelle 5.1 innerhalb von
600 Iterationen nicht gegen die beiden gesuchten Wellenleitermoden konvergiert, wenn die
maximale Dimension des Unterraums oft reduziert wird. Dies ist unabhéngig vom gewéhlten
Startvektor vy, allerdings werden einige Wellenleitermoden gefunden, die in der PML gefiihrt
werden. Mit den Parametersitzen eins (O) und drei (x) aus Tabelle 5.1 wird gefordert, dass
die Dimension des Unterraums nur alle 150 Schritte reduziert wird. Es folgt, dass 136 Eigen-
16sungen (inklusive der beiden kerngefiihrten Wellenleitermoden) in 301 bzw. 312 Iterationen
berechnet werden.

Fiir die Performanzanalyse mit modifiziertem Selektionskriterium nach Algorithmus 4.12 wird
in Abbildungen 5.13 fiir jede Struktur zusétzlich der Schwellwert ¢; untersucht, der die Schran-
ke zum Erkennen kerngefiihrter Wellenleitermoden darstellt. Dazu wird fiir jeden der vier
Fille aus Tabelle 5.1 eine Datenreihe in den Abbildungen 5.13 erzeugt, bei dem 1 Werte
zwischen 0.3 und 0.99 annimmt, wobei die Markierungen der Datenreihen der Zeilenzuord-
nung entsprechend Spalte 1 in Tabelle 5.1 zu entnehmen sind. Eine Null in der Anzahl der
Iterationen in den Abbildungen 5.13 steht fiir eine Parameterkombination, in welcher der
JACOBI-DAVIDSON-Loser die beiden gesuchten kerngefiihrten Wellenleitermoden nicht in-
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nerhalb der Maximalanzahl von Iterationen findet. Es stellt sich heraus, dass die Wahl der
Schranke ¢; in Algorithmus 4.12 Einfluss auf das Konvergenzverhalten hat, wenngleich es we-
nige Werte fiir ¢; gibt, bei denen Algorithmus 4.12 véllig fehlschliagt. Stérkeren Einfluss auf
die Anzahl der Iterationen hat hingegen die Wahl der Parameterkonstellation aus Tabelle 5.1.

Die Ergebnisse fiir die PCF mit vier Lochlagen sind in Abbildung 5.13a gegeben. Im Falle
der Parametersitze drei (x) und vier ((J) aus Tabelle 5.1, wenn der Startvektor iiberwie-
gend Komponenten im Kern besitzt, fiithrt Algorithmus 4.12 fiir alle Werte von ¢; zum Ziel.
Dariiber hinaus brauchen die Parametersétze zwei (¢) und vier (), in denen die maximale
Unterraumdimension begrenzt ist, weniger Iterationen als die beiden Parametersitze, in de-
nen auf eine Reduktion des Unterraums verzichtet wird. Im besten Fall von Parametersatz
vier () terminiert Algorithmus 4.12 bereits nach fiinf Iterationen und die beiden gesuchten

kerngefiihrten Wellenleitermoden liegen in hoher Genauigkeit vor. Dies ist unabhéngig von
der Wahl von ;.

Die Ergebnisse fiir die PCF mit nur einer Lochlage sind in Abbildung 5.13b gegeben. Der
Parametersatz zwei () aus Tabelle 5.1 schldgt vollkommen fehl und zwar unabhéngig von
1;. Bessere Ergebnisse resultieren aus den restlichen Parametersitzen, in denen Algorith-
mus 4.12 zu sicherer Konvergenz fiihrt. Dass keiner der Parametersitze aus Tabelle 5.1 fiir
1 = 0.99 konvergiert, liegt an einem zu klein gewéhlten Integrationsgebiet A; entsprechend
Abbildung 5.11a, das zum Messen der Lokalisierung des Leistungsflusses in (5.1) zum Einsatz
kommt. Bei der PCF nach Abbildung 5.11d gibt es keine kerngefiihrten Wellenleitermoden,
die mindestens 99% der Leistung innerhalb des Integrationsgebiets fiihren, so dass Algorith-
mus 4.12 erwartungsgeméss fehlschlagen muss. Vielversprechende Resultate ergibt der Para-
metersatz vier ((J) aus Tabelle 5.1, in dem eine hiufige Reduktion der Unterraumdimension
mit einem Startvektor mit Komponenten im Kern gepaart ist: Nur Sechs Iterationen sind
notwendig, um die ersten beiden kerngefiihrten Wellenleitermoden zu finden.

5.3.4. Fazit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass das physikalisch motivierte Selektionskriterium Al-
gorithmus 4.12 zur Wahl des jeweils aktuellen RiTz-Paars in Algorithmus 4.9 zu drastisch
verbessertem Konvergenzverhalten fiihrt, wenn damit die Ausbreitungskonstanten in Wel-
lenleitern berechnet werden, deren Eigenwertspektrum durch den (physikalisch notwendigen
Abschluss) mit einer transparenten Randbedingung um eine Vielzahl unerwiinschter Wel-
lenleitermoden angereichert ist. Die gezielte Berechnung der gesuchten Wellenleitermoden
wird durch die Implementierung der a priori verfiigharen Information, dass die Leistung der
gesuchten Wellenleitermoden im Kern gefiihrt wird, erreicht. Die Wahl der im physikalisch
motivierten Selektionskriterium vorhandenen Schranke ¢ stellt sich als weitgehend unkri-
tisch heraus, so dass der vorgestellte Algorithmus in der Praxis gut funktioniert. Desweiteren
ist die Kontrolle iiber den Startvektor und die Unterraumdimension im vorgestellten Bei-
spiel ausschlaggebend. Das beste Konvergenzverhalten wird mit einem Startvektor erreicht,
der die zu erwartende Feldverteilung bereits grob widerspiegelt. In Tabelle 5.2 wird die An-
zahl der bendtigten Iterationen von Algorithmus 4.9 mit und ohne physikalisch motiviertem
Selektionskriterium Algorithmus 4.12 gegeniiber gestellt, so dass das Einsparpotentzial von
Rechenzeit- und Speicherressourcen sichtbar wird. Diese Vorteile sind jedoch von der elek-
tromagnetischen Problemstellung abhéngig. Die Validierung von Algorithmus 4.12 zeigt sich
durch den Vergleich mit dem Algorithmus 4.9. Diese Ergebnisse sind in [139, 143, 138, 144]
veroffentlicht.
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Startvektor- Unterraum- Anzahl der Iterationen mit
Reihe eintrige dimension JDQR Algorithmus 4.9
Vo Mmin,Mmax PCF vier Lochlagen | PCF eine Lochlage
lmax = 38 lmax = 136

10 zufillig 1, 150 92 301
20 zufillig lmax + 9, lmax + 10 81 > 600
3 x | 1 auf A, 0 sonst 1, 150 82 312
40 | 1 auf Ay, 0 sonst | Lpax + 5, lmax + 10 69 > 600

Tabelle 5.1.: Parametersétze zu Abbildung 5.13 und Referenzergebnisse von Algorithmus 4.9.

Parameter sind die Wahl des Startvektors vy und die Grenzen der Unterraum-
dimension; [, ist die Anzahl der zu berechnenden Eigenlésungen.
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Abbildung 5.13.: Anzahl von Iterationen, die Algorithmus 4.9 mit physikalisch motiviertem

Selektionskriterium aus Algorithmus 4.12 in Abhéngigkeit von ¢; bendtigt,
um die ersten beiden kerngefithrten Wellenleitermoden von den photoni-
schen Kristallfasern a) nach Abbildung 5.11a und b) nach Abbildung 5.11d
zu berechnen. Die Parameterzuordnung gilt entsprechend Tabelle 5.1. Eine
0 in der Anzahl der Iterationen gibt an, dass die ersten beiden kerngefiihr-
ten Wellenleitermoden nicht innerhalb der geforderten Maximalanzahl von
Iterationen gefunden werden.

Minimale Anzahl an Iterationen zur Berechnung zweier
PCF kerngefiithrter Wellenleitermoden
Algorithmus 4.9 | Algorithmus 4.9 mit Algorithmus 4.12
vier Lochlagen 69 bt
eine Lochlage 301 6

Tabelle 5.2.: Minimale Anzahl an Iterationen zur Berechnung zweier kerngefiihrter Wellenlei-

termoden mit JDQR-Algorithmus 4.9 sowie JDQR—-Algorithmus 4.9 in Kombi-
nation mit dem erweiterten Selektionsprozess Algorithmus 4.12.
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5.4. Eigenmoden isolierter Nanostrukturen im Freiraum

Numerische Modelle von Strukturen, die sich im Freiraum befinden, konnen nicht immer durch
konservative Randbedingungen abgeschlossen werden, da unter Umstanden Feldanteile abge-
strahlt werden. Daher kommt in diesen Féllen die PML aus Abschnitt 2.2.4.4 zur Modellierung
einer transparenten Randbedingung zum Einsatz, was in der Formulierung aus Abschnitt 3.4
miindet. Die gesuchten Eigenmoden liegen dabei im Innern des Spektrums'® und die duferen
Eigenmoden sind héufig so niederfrequent, dass sie im kompletten Rechengebiet schwingen,
ohne dabei die geometrische Struktur aufzulésen. A priori verfiighare Informationen kénnen
jedoch helfen, die gesuchte Losung schnell zu berechnen und dabei unerwiinschte Losungen
auszublenden. In den folgenden Abschnitten wird einerseits anhand einer nicht-konvergierten
Zeitbereichssimulation und einer verfiigharen analytischen Naherungslosung gezeigt, wie diese
Informationen zur Generierung von Zielwerten und Startvektoren verwendet werden kdnnen.
Andererseits lassen sich die a priori verfiigharen Informationen im erweiterten Selektionspro-
zess des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens aus Abschnitt 4.5 einsetzen, um das Auftreten der
gesuchten Losung wiahrend der Iteration zu bevorzugen.

5.4.1. Nanoresonatoren aus photonischen Kristallen

Das ridumliche Einfangen'4 von Licht und seine Konzentration ist eine wichtige Vorausset-
zung zur Anregung von Licht-Materie-Interaktionen in der nichtlinearen Optik [117|. Vom
elektrotechnischen Blickwinkel ist dazu ein Resonator notwendig, der bei der geforderten
Frequenz des Lichts gerade eine Resonanz besitzt. Mit photonischen Nanoresonatoren nach
Abbildung 5.14a lassen sich diese Anforderungen erfiillen. Sie zeigen dariiber hinaus eine
hohe Giite (2.48) [91]. Nanoresonatoren bestehen aus einem dielektrischen Substrat und ei-
nem regulidren Strukturgitter aus Lochern mit hexagonaler Elementarzelle. Der eigentliche
Resonator entsteht durch das Auslassen einiger Locher in der Mitte der Struktur, analog
zur photonischen Kristallfaser aus Abschnitt 5.3. Experimentell wurden Nanoresonatoren in
[91] untersucht. Das umgebende Medium kann meist als Freiraum modelliert werden, so dass
abhéngig von der Frequenz Strahlungsmoden auftreten konnen. Der Entwurf und die Optimie-
rung von Nanoresonatoren kann mittels Simulationstechnik durchgefiihrt werden, so dass fiir
diesen Zweck Zeit- und Frequenzbereichsmethoden vorgestellt werden'®, wobei das Rechenge-
biet mit der transparenten Randbedingung abgeschlossen wird. Der Schwerpunkt liegt dabei
auf der moglichst genauen Bestimmung der Resonanzfrequenzen, Giiten und Eigenmoden,
wahrend nichtlineares und dispersives Materialverhalten vernachldssigt wird.

5.4.1.1. Zeitbereichsverfahren

Die FIT Formulierung in Abschnitt 2.2.2 fiithrt auf ein explizites Zeitintegrationsverfahren,
bei dem in jedem Schritt Matrix-Vektormultiplikationen durchzufiihren sind. Die hohen Giiten
von Resonatoren verursachen jedoch, dass die ins Rechengebiet eingespeiste Energie iiber der
Zeit nur langsam abklingt, was dazu fiihrt, dass lange Zeitspannen simuliert werden miissen,
bevor das Frequenzspektrum mit einer DF'T aus dem Zeitsignal bestimmt werden kann. Fiir

'“Die Lage im Innern ist unabhéingig von der Verschiebung des n,-fach entarteten Nulleigenwerts.
'4engl. confinement
15Die Zeitbereichssimulationen sind in Kooperation mit M.Sc. Christoph Clafien erstellt worden.
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Abbildung 5.14.: a) Nanoresonator als dielektrische Platte mit Lochern mit Lochabstand ape;.
b) Betrag der E,-Komponente in der y-z-Ebene und c) Betrag der H.-
Komponente in der z-y-Ebene des H, 4;-Eigenmodes, mit Maxima in der
Nihe von (ape/2;0;0).

die Extraktion von Resonanzfrequenzen und Giiten kénnen Methoden der Signalverarbeitung
eingesetzt werden, um diese Informationen aus nicht vollstindig abgeklungenen Feldern zu
berechnen [113|. Hier wird auf die Methode der harmonischen Inversion zuriickgegriffen [106],
die mit dem frei erhéltlichen harminv-Code vorliegt [125]|. Der Ansatz setzt dabei voraus, dass
das Zeitsignal f(¢) in einem begrenzten Frequenzbereich als eine endliche Summe abklingender
Sinus Schwingungen dargestellt werden kann

ft) = Z Apsin(wit + @p)e” ™.
1

Dazu miissen die Koeffizienten {A;,w;,p;,04} bestimmt werden. Die Resonanzfrequenzen sind
unmittelbar die w; und die Giiten lassen sich aus w; und den Dampfungskonstanten a; be-
stimmen. In der Anwendung auf Nanoresonatoren zeigt sich, dass die Resonanzen bereits
nach kurzer Simulation des Zeitsignals sicher von harminv identifiziert werden konnen. Die
Anregung der Zeitbereich-Simulation muss so ausgelegt sein, dass alle gesuchten Eigenmoden
tatséchlich angeregt werden. Es muss daher zumindest a priori verfiighbare Informationen iiber
die Feldverteilungen der gesuchten Eigenmoden geben. Neben der Anregung miissen die Orte
der Aufzeichnung des Zeitsignals ebenfalls an der Feldverteilung der gesuchten Eigenmoden
ausgerichtet sein, so dass gegebenenfalls mehrere Zeitbereichssimulationen notwendig sind.

5.4.1.2. Frequenzbereichsformulierung zur Eigenmoden-Simulation

Der Vorteil der Eigenwert-Formulierung ist, dass keine speziell gewéhlte Anregung entworfen
werden muss, jedoch ist der numerische Aufwand im Allgemeinen grofs, da eine Folge von
linearen Gleichungssystemen gelost werden muss. Der Abschluss des Rechengebiets mit einer
PML gemiss Abschnitt 2.2.4.4 verursacht, dass das Eigenwertproblem der Resonanzfrequen-
zen in der FIT-Formulierung (3.41) nichtlinear wird. Da jedoch Eigenwerte innerhalb des
Spektrums berechnet werden sollen, ist in jedem Fall eine gut gewéhlte Schitzfrequenz als
Zielwert notwendig, so dass sich (3.41) in (3.42) linearisieren lisst!'®. Die resultierende Sy-
stemmatrix ist komplex und unsymmetrisch, so dass die JACOBI-DAVIDSON-Verfahren aus
Algorithmus 4.9 und 4.10 zum Einsatz kommen. Um rasche Konvergenz zu erreichen, sind
Vorkonditionierer und gute Startvektoren notwendig.

16Der resultierende Fehler wird in Abschnitt 5.4.3 untersucht.
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5.4.1.3. Kombinierte Vorgehensweise

In einer kombinierten Vorgehensweise lassen sich Startvektoren fiir die Berechnung des Eigen-
wertproblems aus einer Zeitbereichssimulation gewinnen. Der Ablauf ist in Abbildung 5.15
dargestellt, wobei das iibergeordnete Ziel ist, moglichst schnell das zugrunde liegende Eigen-
wertproblem zu 16sen. Zunéichst werden die Orte der Anregung und der Aufzeichnung fiir
das Zeitbereichsverfahren justiert. Dies geschieht z.B. durch Dipole oder Stromschleifen im
Rechengitter, deren Form sich an der Feldverteilung des gesuchten Eigenmodes orientiert.
Dem folgt eine kurze Zeitbereichsrechnung von etwa drei Pulsbreiten. Auf das erhaltene Zeit-
signal kann die harmonische Inversion angewendet werden, woraus sich Approximationen der
Resonanzfrequenzen ergeben. Ist die gesuchte Resonanzfrequenz nicht auffindbar, sollte die
Feldverteilung untersucht werden, um eine bessere Wahl von Anregungsschleife und Aufzeich-
nungsschleife treffen zu konnen. Dieser Vorgang muss in jedem Fall wiederholt werden, bis
die gesuchte Resonanzfrequenz auftaucht. Ist sie gefunden, folgt eine zweite Simulation eini-
ger Pulsbreiten im Zeitbereich, bei der die dreidimensionale Feldverteilung im Rechengebiet
bei der gesuchten Resonanzfrequenz fy mittels DFT aufgezeichnet wird. Da zum Ende der
Zeitbereichssimulation die im Rechengebiet verbleibende Energie noch nah am Maximum ist,
stellt die aufgezeichnete dreidimensionale Feldverteilung eine grobe Lésung des Eigenmodes
dar. Diese wird als Startvektor im JACOBI-DAVIDSON—Verfahren verwendet, wobei die aus
der harmonischen Inversion ermittelte Resonanzfrequenz als Zielwert verwendet wird.

5.4.1.4. Numerisches Modell

Als Beispiel wird ein Ausschnitt der Struktur aus [91] verwendet'”, die in Abbildung 5.14a
gezeigt ist und verlustfrei modelliert wird. Aus der Literatur ist bekannt, dass die E,-Kom-
ponente im Ursprung ein Maximum hat, so dass diese Komponente des Zeitsignals dort auf-
gezeichnet wird [91] (siehe Abbildung 5.14b. Dariiber hinaus kann das Rechengebiet mit
drei Symmetriebedingungen auf ein Achtel seiner Ausgangsgrofe reduziert werden (xy,yz:
Hian = 0, 22 Egay = 0) und die verbleibenden Rénder werden um transparente Randbedin-
gungen (PML, sieche Abschnitt 2.2.4.4) erweitert.

Fiir die Zeitbereichssimulation kommt CST STUDIO SUITE [123] zum Einsatz. Der Ort der
Anregung ist essentiell fiir das erfolgreiche Auffinden des gesuchten Eigenmodes und es muss
darauf geachtet werden, dass moglichst keine weiteren unerwiinschten Eigenmoden angeregt
werden. Um die in Abbildung 5.14c gezeigte H.-Komponente anzuregen, wird eine quadrati-
sche Stromschleife mit Kantenldnge 0.1pm in der z-y-Ebene um (ape/2;0;0) zentriert. Wie
durch Abbildung 5.15 motiviert, ergibt sich diese Position fiir Anregung und Aufzeichnung
aus mehreren Schleifendurchléufen, wobei die Zeitbereichssimulation jeweils fiir drei Puls-
breiten durchgefiihrt wird. Die im Rechengebiet vorhandene Restenergie ist dabei erst auf
—4.9 dB vom Maximalwert abgeklungen. Aufgezeichnete dreidimensionale Feldverteilungen,
die mittels der DFT gewonnen werden, konnen typischerweise bei Werten von —40 dB bis
—60 dB Restenergie im Rechengebiet als konvergiert angesehen werden. Das resultierende
Zeitsignal von drei Pulsbreiten Dauer wird mit der harmonischen Inversion analysiert, wobei
die gesuchte minimale Resonanzfrequenz auf 180 THz und die maximale Resonanzfrequenz
auf 200 THz gesetzt wird. Mit Eigenfrequenzen aus diesem Bereich versucht die harmonische
Inversion das Zeitsignal zu approximieren.

17Strukturgitterkonstante aper =0.42 pm (Abstand Lochmittelpunkte), Lochradius g9 = 0.29ape,, Dielektri-
kum mit €, = 11.56 und einer Dicke von ¢ = 0.6ape,-
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Abbildung 5.15.: Startvektorerzeugung durch Zeitbereichssimulation zur Verwendung in der
Berechnung des Eigenwertproblems.
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Der Eigenwert-Formulierung aus Abschnitt 3.4 liegt — mit Ausnahme der PML — das gleiche
numerische Modell wie der Zeitbereichssimulation zugrunde. Als PML werden in MATLAB
[126] sieben absorbierende Lagen hinzugefiigt, um die das Rechengebiet in aufsteigender Ko-
ordinatenrichtung erweitert wird. Die PML wird bei der mit der harmonischen Inversion be-
rechneten Schitzfrequenz w, ausgewertet, so dass sich das Standardeigenwertproblem (3.42)
ergibt. Als Loser werden die JACOBI-DAVIDSON-Verfahren aus Algorithmus 4.9 und 4.10 ver-
wendet. Die Systemmatrix wird zunéchst einer Spektraltransformation nach Algorithmus 4.1
unterzogen.

Zur Vorkonditionierung der Korrekturgleichung kommt eine unvollstindige LU-Zerlegung
mit verschiedenen Toleranzparametern nach Abschnitt 4.4.3.2 zum Einsatz. Dem geht eine
Umsortierung nach dem CUTHILL MCKEE Verfahren aus Abschnitt 4.4.4 voraus, um die
Anzahl der bei der unvollstindigen LU-Zerlegung zusétzlich auftretenden Matrixeintrige zu
begrenzen. Im Zusammenspiel mit der unvollsténdigen LU-Zerlegung liefert das BiCGStab-
Verfahren aus Abschnitt 4.4.2 gute Ergebnisse. Ein R1TZ-Paar wird als Figenpaar akzeptiert,
wenn die Norm des Residuums unterhalb 10~% liegt. Dies sollte in maximal 100 Iterationen
des JACOBI DAVIDSON Verfahrens erreicht werden.

5.4.1.5. Ergebnisse

Zunéchst wird ein numerisches Modell aus einer Diskretisierung mit zehn Rechengitterlinien
pro Wellenldnge verwendet, das auf 190400 Unbekannte fiithrt. In Tabelle 5.3 sind die Er-
gebnisse fiir die Resonanzfrequenz f und die Giite ) dargestellt, die aus der harmonischen
Inversion und der DF'T mit verschieden langen Zeitsignalen als Eingabedaten berechnet sind.
Dabei wird fiir die harmonische Inversion stets die volle Linge des simulierten Zeitsignals
verwendet. Das Band, in dem Resonanzfrequenzen extrahiert werden, ist auf 180 bis 200 THz
begrenzt. Es zeigt sich, dass die harmonische Inversion schon bei Zeitbereichssimulationen
von wenigen Pulsbreiten Dauer nah an das Ergebnis der dreidimensionalen Eigenmodenbe-
rechnung von 192.10 THz und ()—3502 herankommt. Die in Tabelle 5.3 dargestellten Reso-
nanzfrequenzen schwanken dabei mit den unterschiedlichen simulierten Zeitdauern, wahrend
sich die Giite ab 20 Pulsbreiten Dauer kaum noch dndert. Bei den Ergebnissen der DFT kann
zwar die Resonanzfrequenz bereits geschitzt werden, jedoch weicht die Giite auch fiir eine
grofsere Anzahl an simulierten Pulsbreiten noch deutlich vom Endergebnis ab. Unterschie-
de zwischen Eigenwert- und Zeitbereichssimulation sind einerseits auf die unterschiedlichen
PML Implementierungen in CST STUDIO SUITE und MATLAB [126] zuriickzufiithren und
andererseits ist der Einfluss der Dispersion aufgrund der Zeitdiskretisierung'® in der Eigen-
wertformulierung nicht vorhanden.

Zur Berechnung des dreidimensionalen Eigenmodes werden die JACOBT DAVIDSON Verfahren
JDQR und JDQZ aus Abschnitt 4.3 mit unterschiedlichen Vorkonditionierern fiir die Korrek-
turgleichung verwendet. In Abbildung 5.16 wird die Anzahl bendétigter JD-Iterationen fiir
zufallswertbesetzte Startvektoren sowie fiir Startvektoren aus unkonvergierten Zeitbereichs-
simulationen bei verschiedenen ILU-Parametern gegeniiber gestellt. Mit der Verwendung von
Startvektoren, die aus der Zeitbereichssimulation gewonnen werden, ldsst sich die bendotig-
te Anzahl an JD-Iterationen erheblich reduzieren (Datenreihen [J und O). Die Anzahl an
benétigten JD-Iterationen liegt fiir JDQR und JDQZ dicht beieinander und der Einfluss
der Qualitdt der ILU erweist sich — zumindest im betrachteten Parameterbereich — als rela-

18Zur Dispersion durch Zeitdiskretisierung siehe z.B. [32].



5.4. Eigenmoden isolierter Nanostrukturen im Freiraum

119

Harmonische Inversion DFT
Dauer in Pulsbreiten 3 8 20 40 261 40 261
f in THz 192.22 192.46 192.22 192.06 192.26 || 192.17 192.18
Q 3432 3480 3506 3506 3509 1184 3487
E/Epax in dB -4.9 -6.1 -8.7 -13.1 -60 -13.1 -60

Tabelle 5.3.: Die harmonische Inversion des im Ursprung aufgezeichneten F,-Zeitsignals lie-
fert nach Zeitbereichssimulationen von wenigen Pulsbreiten Dauer bereits gute
Approximationen der Resonanzfrequenz f und Giite (). Die dreidimensionale Ei-
genmodeberechnung liefert f = 192.10 THz mit Q—3502. Die Giiten, die mittels
DFT bestimmt werden, weichen fiir nicht-konvergierte Zeitbereichssimulationen,
bei denen die im Rechengebiet vorhandene Energie E/FE,., grok ist, stark ab.

O JDQR, vg Zufallswerte
(0JDQR, v aus Zeitbereich
O JDQZ, vy aus Zeitbereich

60 | O
=
Q
[
2 a0l |
<
g O v o O 8
A 20| % .
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Abbildung 5.16.: Anzahl der benétigten JACOBI-DAVIDSON-Iterationen in Abhangigkeit vom
ILU Schwellwert ty. JDQR Verfahren mit Startvektoren aus Zufallszahlen
(0) und Zeitbereichsrechnung (). Startvektoren aus Zeitbereichsrechnung

und JDQZ (O).

Linien pro Aq 10 15 25 35 50

Unbekannte || 190400 418383 1718640 4458381 11606705

3D Eigenwertproblem fy in THz || 192.095 191.549 191.397 191.369 191.397
Q 3502 3750 3875 3938 4063

Harmonische Inversion fyin THz | 192.217 191.445 191.403 191.468 191.502
Q 3432 4962 4879 3668 4335

Tabelle 5.4.: Ergebnisse der harmonischen Inversion des Zeitsignals von drei Pulsbreiten Dau-
er und der dreidimensionalen Eigenmodeberechnung: Resonanzfrequenzen und
Giiten dargestellt in Abhéngigkeit von der Rechengitterauflésung.
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tiv gering. Dies bedeutet, dass sich die Korrekturgleichung mit ILU-Vorkonditionierung im
betrachteten Parameterbereich nicht wesentlich besser 16sen lidsst, zumal der BiCGStab als
iterativer Loser fiir das lineare Gleichungssystem stets die maximale Anzahl von 300 Iteratio-
nen erreicht. Die bendtigte Zeit pro JD-Iteration steigt auf dem verwendeten Rechnersystem '
von rund 50 s ohne ILU-Vorkonditionierer auf iiber 280 s bei Verwendung des besten und da-
mit am dichtesten besetzten Vorkonditionierers an. Dabei ist noch nicht beriicksichtigt, dass
die Berechnungszeit der ILU mit kleiner werdender Toleranzschwelle ansteigt. Fiir feine Dis-
kretisierungen, die grofe Systemmatrizen mit sich bringen, muss daher abgewogen werden,
inwieweit sich die Verwendung des ILU-Vorkonditionierers lohnt, da mit dem guten Start-
vektor aus der Zeitbereichssimulation die Anzahl bendtigter JD-Iterationen schon mehr als
halbiert wird. Abbildungen 5.14b und 5.14c¢ zeigen den Betrag |E,| und |H,| des berechneten
Eigenmodes in zwei Schnittebenen.

In Tabelle 5.4 ist die Abhéngigkeit der Resonanzfrequenzen und Giiten von der Rechengit-
terauflssung dargestellt?’. Resonanzfrequenzen und Giiten dndern sich dementsprechend mit
fortschreitender Gitterverfeinerung immer weniger. Wéhrend sich bei der dreidimensionalen
Eigenmodeberechnung die Resonanzfrequenzen monoton dem Wert der feinsten Rechengitter-
auflosung annihern, schwanken die Ergebnisse aus der harmonischen Inversion etwas stirker.
Jedoch ist die erreichte Genauigkeit fiir die hier betrachtete Generierung von Eingabedaten
fiir den Eigenwertloser ausreichend.

5.4.1.6. Fazit

In diesem Abschnitt wird anhand eines Nanoresonators gezeigt, wie sich die Berechnung von
Eigenmoden beschleunigen lasst. Dazu werden Resonanzfrequenzen in einem abklingenden
Zeitsignal mit Hilfe der Methode der harmonischen Inversion berechnet. Bei der erhaltenen
Resonanzfrequenz wird die dreidimensionale Feldverteilung wihrend einer Zeitbereichssimula-
tion weniger Pulsbreiten aufgezeichnet. Die dreidimensionale Feldverteilung enthélt geniigend
Anteile vom gesuchten Eigenmode, so dass sie als Startvektor in einer folgenden Lésung des Ei-
genwertproblems fiir das gesamte Rechengebiet dienen kann. Es zeigt sich, dass sich der nume-
rische Aufwand, gemessen in der Anzahl der Iterationen des JACOBI DAVIDSON Verfahrens,
deutlich verringern lésst. Teile der présentierten Ergebnisse sind in [127] verdffentlicht.

5.4.2. Resonanzen in Microdisks

Als Microdisks werden dielektrische Scheiben bezeichnet, deren Durchmesser typischerweise
wenige Mikrometer betragt. Thre Eigenmoden werden zum rdumlichen Einfangen von Licht
verwendet, wodurch die Anregung von Licht-Materie-Kopplung erméglicht wird [117], wozu
Eigenmoden mit einer hohen Giite benotigt werden [121]. Sogenannte whispering gallery mo-
des®! weisen typischerweise eine hohe Giite auf und werden in der Nihe des duferen Radius
gefithrt. Die Anwendbarkeit von Microdisks als Laser oder Einzelphotonenquellen ist dadurch
eingeschriankt, dass sie das emittierte Licht nicht gerichtet, sondern gleichférmig iiber den Um-

9Vier Intel Xeon 7350 mit insgesamt 16 Kernen.

20Fiir eine allgemeine Betrachtung der Konvergenzeigenschaften der Methode der finiten Integration siehe
z.B. [26, Anhang A.1].

21Fiir die Berechnung von whispering gallery modes dielektrischer Scheiben mit einem Durchmesser von etwa
einem halben Meter siche [145].
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Abbildung 5.17.: a) Struktur der gelochten Microdisk. b) Néherungslosung in der z = 0 Ebe-
ne fiir den TM; ;o-Eigenmode, berechnet mit der analytischen Approxima-
tion aus [116]. ¢) Rechengitter (ohne PML-Lagen) der Diskretisierung der
gelochten Microdisk: Zwei Symmetrieebenen reduzieren die Anzahl der Un-
bekannten auf ein Viertel der urspriinglichen Anzahl.

fang verteilt abstrahlen®. Um eine gerichtete Abstrahlung bestimmter Eigenmoden zu errei-
chen, werden verschiedene geometrische Modifikationen an Microdisks vorgenommen. Beliebt
und technologisch moglich ist das Einbringen eines radial versetzten zylindrischen Aussparung
nach Abbildung 5.17a [121]. Die Modifikation der urspriinglichen Geometrie verursacht, dass
eine Berechnung mit Verfahren fiir rotationssymmetrische Anordnungen ausscheidet, so dass
dreidimensionale Diskretisierungen zum FEinsatz kommen. Die am Rand gefiihrten whispering
gallery modes haben nur eine schwache Wechselwirkung mit dem Loch wihrend Eigenmoden,
deren Feldverteilung sich iiber einen radial groferen Bereich erstreckt, ein Abstrahlverhalten
mit stark azimutaler Abhéngigkeit aufweisen konnen.

5.4.2.1. Analytische Approximation

Zur Berechnung einer Ndherungslosung der Resonanzfrequenz von whispering gallery modes
in homogenen dielektrischen Scheiben kann ein analytischer Ansatz verfolgt werden, der auf
der Verwendung eines effektiven Brechungsindexes ng ¢ basiert [93, 116]. Die Modellbildung
findet in zwei Stufen statt. Eine ausfiihrliche Herleitung befindet sich in [93].

Im ersten Schritt wird die Wellenausbreitung in einer unendlich ausgedehnten dielektrischen
Platte mit Brechungsindex ng = /g, betrachtet, siche Abbildung 5.18a. Das umgebende
Medium wird mit Freiraum und ng = 1 angesetzt. Die gefiihrte Wellenausbreitung innerhalb
der dielektrischen Platte der Dicke Az kann mit Hilfe eines effektiven Brechungsindexes ng e
beschrieben werden. Fiir Moden mit niedrigster Ordnung in 2-Richtung folgt aus der Erfiillung
der Stetigkeitsbedingungen der MAXWELL’schen Gleichungen bei z = +£Az/2 das analytische
Eigenwertproblem zu
2 2 .
tan (’“AZ 2 ﬁ) T Snk ST {nd, fir TV Moden,
2 ’ Mg — NG oft 1, fiir TE Moden.

Hierbei ist £ € R die Wellenzahl. Moden, die eine E,-Komponente in der Ebene z = 0
besitzen, werden als TM Mode bezeichnet. TE Moden haben analog dazu H,-Komponenten
in der Ebene z = 0.

227u Formulierungen in der o-z Ebene siehe [145]. Zu FIT-Diskretisierungen mit kreiszylindrischen Rechen-
gittern siehe (97, 118, 162].
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Abbildung 5.18.: a) Unendlich ausgedehnte dielektrische Platte mit Brechungsindex ng im
Querschnitt. b) Axial unendlich ausgedehnter dielektrischer Zylinder mit
Brechungsindex ng cg.

Im zweiten Schritt wird ein axial unendlich ausgedehnter dielektrischer Zylinder betrachtet,
der aus dem homogenen effektiven Brechungsindex ng s besteht (sieche Abbildung 5.18b). Fiir
den Ansatz zylindersymmetrischer Felder folgt aus der Erfiillung der Stetigkeitsbedingungen
auf der Zylinderoberfliche bei ¢ = gy das analytische Eigenwertproblem

(5.3)

I (N ek, ), 00) qu?)(nd,effkm 1,90) ) Nae, fiir TM Moden,
: = : mit Vo = 1 ..
fiir TE Moden.

LV g
’ Tm(N ek, 0)  HP (naerrkyy, ;, 00) raen’

Hierbei sind J,, BESSEL- und H,?) HANKEL-Funktionen zweiter Art der Ordnung m. H, (x)
und J! (z) sind die jeweils ersten Ableitungen der Funktionen nach ihrem Argument z. Die
Losung ist die komplexe Wellenzahl k,,, ; mit azimutaler Ordnung m und radialer Ordnung
l,- Eine Approximation der Losung fiir die Microdisk kann erhalten werden, wenn Fk,,
Gleichung (5.3) und Re{k,,, } Gleichung (5.2) erfiillt. Aus k,,, lassen sich die komplexe
Resonanzfrequenz und die Giite nach (2.49) berechnen. Eine exemplarische Losung der z-
Komponente des TM; 15-Eigenmode ist in Abbildung 5.17b gegeben. Die erzielbare Genauig-
keit in den Resonanzfrequenzen liegt abhéngig von Material- und Geometrieparametern sowie
der Modenordnung bei einigen Prozent [145]. Eine Approximation der Feldverteilung in der
Ebene z = 0 ldsst sich erhalten, indem unter Verwendung einer Losung der Gleichungen (5.2)
und (5.3) im Innern des Zylinders die BESSEL-Funktion und im Aufenraum die HANKEL-
Funktion entsprechender azimutaler Ordnung angesetzt werden. Die komplexen Amplituden
ergeben sich nach Abschnitt 2.1.2.2.

5.4.2.2. Numerische Berechnung

Das aus der Diskretisierung mit der Methode der finiten Integration gewonnene numerische
Modell fiir eine dielektrische Scheibe mit transparenten Randbedingungen kann nach Ab-
schnitt 3.4 auf das Standardeigenwertproblem (3.42) linearisiert werden?*. Zur numerischen
Berechnung kommen einerseits die JACOBI-DAVIDSON—Verfahren fiir das Standardeigenwert-
problem (Algorithmen 4.9 und 4.10) mit erweitertem Selektionskriterium aus Abschnitt 4.5
zum KEinsatz. Desweiteren wird ein Verfahren auf Basis der RAYLEIGH Quotienten Iteration
(Algorithmus 4.4) verwendet. Das Ziel bleibt dabei stets, einen einzigen Eigenmode zu be-
rechnen, dessen Feldverteilung zumindest teilweise durch die analytische Approximation an-
gendhert werden kann.

23Der resultierende Fehler wird in Abschnitt 5.4.3 untersucht.
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Jacobi—-Davidson—Verfahren. Die Auswahl des jeweils aktuellen R11Z-Werts im JACO-
BI-DAvIDSON—Verfahren erfolgt iiblicherweise anhand der Eigenwerte des in den Suchraum
projizierten Eigenwertproblems. Die in Abschnitt 4.5 gezeigten Erweiterungen des Selekti-
onsprozesses verwenden dariiber hinaus die R1Tz—Vektoren, um zu entscheiden, mit welchem
RiTz-Paar die Iteration fortgesetzt wird. Bei herkdmmlicher Extraktion des RiTzZ-Paars
(JDQR-Algorithmus 4.9), die fiir die Berechnung &duferer Eigenwerte geeignet ist, kommt der
erweiterte Selektionsprozess nach Algorithmus 4.12 zum Einsatz. Der erweiterte Selektions-
prozess nach Algorithmus 4.13 wird bei harmonischer Extraktion des RiTz Paars verwendet
und ist fiir innere Eigenwerte etwas besser®! geeignet (JDQZ-Algorithmus 4.10). Die Ausge-
staltung des Kriteriums fiir den erweiterten Selektionsprozess basiert auf dem Skalarprodukt
eines Gewichtungsvektors f, der die a priori vorhandenen Informationen enthélt, mit dem
jeweiligen RiTz—Vektor u;

o, > . (5.4)

Der Gewichtungsvektor f kann entweder aus vorangegangenen numerischen Berechnungen
oder analytischen Approximationen bestehen und muss nicht vollbesetzt sein. Ein vielverspre-
chender RiTz-Vektor fiir die Verwendung in den folgenden JACOBI-DAVIDSON-Iterationen
zeichnet sich dadurch aus, dass das Skalarprodukt in (5.4) grofer als ein zuvor definierter
Schwellwert ¢; ist. Der erweiterte Selektionsprozess stellt sich folgendermafen dar:

1. Sortierung der R1TZ-Werte beziiglich ihres Abstandes zum Zielwert 7.
2. Auswertung von (5.4) fiir alle R1T7Z-Vektoren.

3. Wenn es RiTz-Paare gibt, die (5.4) erfiillen, werden sie an die Spitze der Sortierung
gesetzt.

4. Die JACOBI DAVIDSON Iteration wird mit dem ersten R11Z Paar der Sortierreihenfolge
fortgesetzt.

Dementsprechend findet keine Anderung in der Sortierreihenfolge statt, wenn es keine RITZ—
Vektoren gibt, die (5.4) erfiillen.

Rayleigh-Quotienten-Iteration. Die RAYLEIGH-Quotienten—Iteration (RQI) nach Algo-
rithmus 4.4 dient der schnellen Berechnung eines einzigen Eigenpaars, allerdings muss das
auftretende lineare Gleichungssystem mdoglichst exakt?® geldst werden [69]. Das lineare Glei-
chungssystem wird singulidr, wenn ein Eigenpaar gefunden ist und die RQI schligt fehl, falls
|vi|| = 0 auftritt, so dass nicht normiert werden kann. In Algorithmus 4.5 wird der Start-
vektor als rechte Seite fiir die ersten tpg; > 1 Iterationen konstant gehalten, so dass das
Konvergenzverhalten in Abhéngigkeit von tpg; untersucht werden kann. Trotz der relativen
Einfachheit der RQI besteht eine enge Verwandtschaft zwischen der RQI und dem JAcoO-
BI-DAVIDSON—Verfahren, wie aus der Literatur bekannt ist |45]. Die Konvergenzordnung der
RQI ist quadratisch und lokal kubisch [69].

24Die Ergebnisse in Tabelle 5.5 zeigen, dass bei dem betrachteten Beispiel und harmonischer Extraktion
gegeniiber der herkommlichen Extraktion meist eine Iteration weniger benétigt wird.
ZPRQI mit inexakten Losungen des linearen Gleichungssystems werden beispielsweise in [112] gezeigt.
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5.4.2.3. Numerische Konfiguration

Fiir numerische Experimente dient eine gelochte Microdisk im Freiraum entsprechend Ab-
bildung 5.17a. Der Brechungsindex betriagt n;, = 3.3 und der Radius o = 1 pum bei einer
Dicke von Az = 375 nm. Die kreiszylindrische Aussparung hat einen Radius von 220 nm
und ihre Symmetrieachse liegt bei z = 391 nm. Berechnet werden die Eigenmoden TM; ;5
und TM;y g. Die Eigenmoden sind keine Grundmoden und somit sind die entsprechenden Ei-
genwerte des algebraischen Eigenwertproblems nicht an einem oberen oder unteren Ende des
Spektrums lokalisiert. Zur Diskretisierung wird in CST MICROWAVE STUDIO [123| ein Re-
chengitter mit 14 Rechengitterlinien pro Wellenldnge erzeugt. Zwei Symmetriebedingungen
reduzieren die Anzahl der Unbekannten auf ein Viertel der urspriinglichen Problemgrofe, wie
in Abbildung 5.17c dargestellt ist. Die analytische Approximation liefert stets rotationssym-
metrische Losungen, die fiir azimutale Ordnung m > 0 entartet sind. Um eine eindeutige
Losung zu erhalten, muss die Lage der Nulldurchgéinge in azimutaler Richtung ausgerichtet
werden. Dies geschieht durch eine Symmetriebedingung E, = 0 in der z-z-Ebene. Dadurch
wird auch sichergestellt, dass die numerische Lésung nicht phasenverschoben zur analytischen
Approximation berechnet wird. Das Rechengitter wird in Matlab um vier Lagen PML erwei-
tert. Das resultierende algebraische System der Diskretisierung mit 14 Rechengitterlinien pro
Wellenldnge hat 270936 komplexe Unbekannte.

Die Systemmatrix wird zunichst umsortiert, wie in Abschnitt 4.4.4 motiviert ist. Anschlie-
flend wird das Spektrum mit Algorithmus 4.1 verschoben und normiert. Die Korrekturglei-
chung im JACOBI-DAVIDSON-Verfahren wird direkt gelost und die Toleranz fiir die Norm
des Residuums des R1Tz—Paares betrigt 107, Die maximale Anzahl an JACOBI-DAVIDSON—
Iterationen wird auf 50 gesetzt. Die Schitzfrequenz, die aus der analytischen Approximation
erhalten wird, betrigt 242.9 THz fiir den TM; 1o-Eigenmode und 405.1 THz fiir den TM; g~
Eigenmode, woraus durch Verschieben und Skalieren jeweils ein Zielwert 7 fiir das JACOBI
Davipson—Verfahren und die RQI gewonnen wird. Die Feldverteilung in der z = 0 Ebene
der analytischen Approximation aus Abbildung 5.17b wird als Gewichtungsvektor f fiir das
Selektionskriterium (5.4) verwendet. Dariiber hinaus lassen sich aus der Feldverteilung der
analytischen Approximation verschiedene Startvektoren v erzeugen, in dem die Approxima-
tion fiir die z = 0 Ebene v,,, auch in Ebenen mit z > 0 verwendet wird, zumal sich die
Feldverteilung von Ebene zu Ebene nicht abrupt d&ndern wird.

5.4.2.4. Ergebnisse fiir den TM, ;o—Eigenmode

Jacobi-Davidson—Verfahren. In Tabelle 5.5 sind die Ergebnisse der JACOBI-DAVIDSON—
Loser aus Algorithmus 4.9 und 4.10 mit verschiedenen Startvektoren gezeigt. Der Eintrag in
der ersten Spalte steht fiir die Anzahl der Rechengitterlagen, in denen die analytische Appro-
ximation enthalten ist. Beim JDQR-Loser ohne erweitertem Selektionskriterium hingt die
Anzahl der bendétigten Iterationen davon ab, ob die analytische Approximation im Startvek-
tor enthalten ist oder nicht. EIf bis zwolf zusétzliche Eigenmoden werden berechnet, bevor
der TM, jo-FEigenmode als Losung auftaucht. Dazu werden 31 bis 40 Iterationen benotigt.
Die berechneten Eigenfrequenzen mit den Giiten () sind in Abbildung 5.19a dargestellt: Die
gestrichelte Linie markiert die Schitzfrequenz, die aus der analytischen Approximation resul-
tiert. Das Quadrat steht fiir das Ergebnis des TM; ;o-Eigenmode mit einer Resonanzfrequenz
von 253.6 THz und @ ~ 1.1 x 10°. Zusitzliche Eigenmoden, die vom JDQR ohne erweitertes
Selektionskriterium berechnet werden, sind durch Kreise dargestellt. Der Einschub in Abbil-
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# Algorithmus 4.9 Alg. 4.9 und 4.12 Alg. 4.10 und 4.13

Vane | # JDQR  # Zusatz- # JDQR # JDQZ

in vq | Iterationen — moden  f / THz | Iterationen f / THz | Iterationen f / THz
0 40 11 253.6 21 #253.6 5 #253.6
1 31 11 253.6 6 253.6 4 253.6
3 31 12 253.6 4 253.6 5 253.6
4 31 11 253.6 4 253.6 3 253.6
7 32 11 253.6 5 253.6 4 253.6

Tabelle 5.5.: Ergebnisse fiir den TM; o-Eigenmode erhalten mit dem originalen JDQR-
Algorithmus sowie dem JDQR- und dem JDQZ-Algorithmus in Kombination
mit dem erweiterten Selektionskriterium (5.4) in Abhéngigkeit von verschiedenen
Startvektoren vq, die zwischen Null und sieben Lagen der analytischen Appro-
ximation beinhalten.

dung 5.19a zeigt den Betrag der E, Feldverteilung in der z = 0 Ebene des TM,; ;2-Eigenmodes.

Der JDQR-Léser aus Algorithmus 4.9 mit dem erweiterten Selektionskriterium nach Algo-
rithmus 4.12 (Spalten fiinf und sechs in Tabelle 5.5) schligt erwartungsgeméf fehl, wenn die
analytische Approximation nicht im Startvektor vy enthalten ist, da (5.4) nicht erfiillt wer-
den kann und somit keine erweiterte Selektion stattfindet. Bessere Startvektoren enthalten die
analytische Approximation in einer oder mehreren z-Ebenen und fiihren zu Konvergenz inner-
halb vier bis sechs Iterationen. Dabei werden keinerlei zusétzliche unerwiinschte Eigenmoden
berechnet. Als Schwellwert wird ¢, = 0.2 gewihlt.

Das anndhernd gleiche Konvergenzverhalten ldsst sich beim JDQZ Loser nach Algorith-
mus 4.10 mit erweitertem Selektionsprozess nach Algorithmus 4.13 beobachten (Spalten sieben
und acht in Tabelle 5.5), wobei wieder als Schwellwert ¢, = 0.2 gewéhlt wird. In den meisten
Féllen konvergiert das JDQZ—Verfahren etwas schneller als das JDQR—Verfahren, wie es fiir
innere Eigenwerte erwartet wird [56].

Die Untersuchung des Einflusses des Schwellwerts ¢; in (5.4) wird fiir den Fall durchgefiihrt,
dass der Startvektor vq eine einzige Lage der analytischen Approximation enthélt. Es zeigt
sich, dass der JDQR mit erweitertem Selektionsprozess nach sechs Iterationen konvergiert,
wenn ¢ € [0.2,0.95] gilt. Das Kriterium (5.4) kann fiir ¢; > 0.97 nicht mehr erfiillt werden, so
dass unerwiinschte Eigenpaare berechnet werden.

Eine Besonderheit im JACOBI-DAVIDSON-Verfahren ist, dass die Korrekturgleichung nicht
exakt gelost werden muss, sondern dass naherungsweise Losungen moglich sind, z.B. mit
einem iterativen Loser. In diesem Fall konnen Ri1Tz Vektoren auftreten, die (5.4) erfiillen,
aber deren RiTZ—Werte weit vom Zielwert 7 entfernt sind. Um zu vermeiden, dass dadurch
zu grofte Spriinge durch das Spektrum entstehen, ist es ratsam, nicht zu kleine Werte fiir
t; zu wahlen. Die Kombination von ¢ = 0.8 mit dem BiCGStab—Loser zur Losung der JD—
Korrekturgleichung fiihrt zu Konvergenz am gesuchten Eigenmode nach 80 Iterationen.

Rayleigh-Quotienten-Iteration. Wenn die Kombination aus Anzahl der Unbekannten
und der verfiigharen Arbeitsspeicher- und Rechenressourcen die direkte Losung der auftre-
tenden linearen Gleichungssysteme erlaubt, ist die RQI eine Alternative zum JD — zumindest
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Abbildung 5.19.: a) Eigenfrequenzen und Giite Q: Reelle Schitzfrequenz aus der analytischen
Approximation (gestrichelte Linie), gesuchter TM; jo-Eigenmode () und
zusitzliche Eigenmoden des diskreten Modells (O). b) Anzahl bendétigter
Iterationen der RQI fiir verschiedene Startvektoren vy und Schwellwerte

LRQI-

solange ein einziges Eigenpaar gesucht ist. Die Ergebnisse der RQI sind im Diagramm in Ab-
bildung 5.19b dargestellt. Dabei wird die Anzahl der Lagen der analytischen Approximation,
die im Startvektor v, enthalten sind, untersucht. Dariiber hinaus gibt der Schwellwert trq;
an, fiir wie viele Iterationen der Startvektor v als rechte Seite in der RQI verwendet wird,
wobei zumindest die erste Losung mit v als rechter Seite erfolgen muss. Die geringste Anzahl
an benotigten Iterationen ergibt sich fiir tpgr = 1,2,3. Allerdings féllt die Norm des Residu-
ums ebenso fiir die durchgéngige Verwendung von vq als rechte Seite (trg; = 6) schlieklich
wie gefordert unter 1077,

Die Robustheit der RQI kann untersucht werden, in dem verschieden gute Startvektoren ge-
neriert werden. Dazu werden die Startvektoren vy aus der konvergierten Losung v, gewonnen,
auf die gleichférmig verteilte Zufallswerte addiert werden. Als Mafs dient das Skalarprodukt
von vi und v

V1V

Avalllivoll

cos(¢) :

Es zeigt sich, dass fiir Werte bei cos(¢) = 0.19+0.0015 noch der gesuchte Eigenmode gefunden
wird. Dies ist unabhéngig von den Parametern tpg; und der Anzahl der in v, enthaltenen
Lagen der analytischen Approximation, wobei die Anzahl benétigter Iterationen zwischen
drei und sieben schwankt. Bei Werten unterhalb von cos(¢) = 0.147 + 0.001; sind zu wenige
Komponenten enthalten, als dass noch Konvergenz zum gesuchten Eigenmode erreicht werden
konnte.

5.4.2.5. Ergebnisse fiir den TM,s—Eigenmode

Eigenmoden der Microdisk mit radial héherer Ordnung haben im Innenbereich insgesamt
grofere Feldanteile, die nicht zu vernachléssigen sind. Dadurch hat das in der Microdisk ent-
haltene Loch bei x > 0 einen Einfluss auf die méglichen Eigenmoden (vgl. Abbildung 5.17a).
Eine analytische Approximation der Feldverteilung ist in der Nidhe des Lochs nicht moglich,
wohl aber bei < 0, dem Halbraum ohne Loch. Exemplarisch soll der TM; g—Eigenmode der
gelochten Microdisk aus Abbildung 5.17a berechnet werden. Die Implementierung der analy-
tischen Approximation liefert fiir diesen Eigenmode eine Schéitzfrequenz von 405.1 THz und
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Algorithmen 4.9 und 4.12 | Algorithmen 4.10 und 4.13
# Vana | # JDQR # JDQZ
in vy | Iterationen f / THz | Iterationen f/ THz
1 31 #£240.5 6 #£240.5
3 7 240.5 49 #240.5
4 10 240.5 7 240.5
5 7 240.5 11 240.5
7 10 240.5 11 #240.5

Tabelle 5.6.: Ergebnisse fiir die Berechnung des TMj g—Eigenmodes. JDQR und JDQZ mit
erweitertem Selektionskriterium (5.4) in Abhéngigkeit von verschiedenen Start-

vektoren v, die zwischen eins und sieben Lagen der analytischen Approximation
nach Abbildung 5.20a enthalten.

die zugehorige Feldverteilung — beides bezogen auf eine homogene Microdisk ohne Loch. Aus
dieser Feldverteilung lésst sich wie oben beschrieben ein Startvektor fiir die Eigenwertloser
generieren.

Die RQI schligt fiir diese Aufgabe in dem Sinn fehl, dass fiir alle sinnvoll erscheinenden
Parameterkombinationen stets ein anderer als der gesuchte TM; g—Eigenmode berechnet wird.
Die JAcOBI DAVIDSON Algorithmen ohne erweiterten Selektionsprozess berechnen ebenfalls
unerwiinschte Eigenmoden, da die Schétzfrequenz von 405.1 THz stark von der gesuchten
Resonanzfrequenz abweicht.

Fiir die JACOBI-DAVIDSON—Verfahren mit erweitertem Selektionskriterium wird ¢ = 0.75
gesetzt. Als Gewichtungsvektor f im Selektionskriterium (5.4) wird die analytische Approxi-
mation der Halbebene z = 0,2 < 0 verwendet, die in Abbildung 5.20a dargestellt ist. Diese
Wahl wird getroffen, da sich das Loch in der Microdisk bei x > 0 befindet und keine Kom-
ponenten der analytischen Approximation aus diesem Bereich fiir das Selektionskriterium
verwendet werden kénnen. Die Ergebnisse, die mit einer Schéitzfrequenz von 405.1 THz erhal-
ten werden, sind in Tabelle 5.6 dargestellt. Der JDQR mit erweitertem Selektionskriterium
konvergiert gegen die gesuchte Losung, wenn mehr als eine Ebene der analytischen Losung im
Startvektor enthalten ist. Das verhiltnisméfig schlechte Abschneiden des JDQZ-Verfahrens
gegeniiber dem JDQR Verfahren lédsst sich damit erkliaren, dass der Zielwert in diesem Ver-
fahren einen groferen Einfluss hat und dieser insbesondere am Anfang der Iterationen relativ
weit von der gesuchten Losung entfernt liegt. Abbildung 5.20b zeigt schlieflich den gesuchten
TM; s-Eigenmode, der aufgrund des Loches in der Microdisk eine schwache Abstrahlung in
+z-Richtung bei einer Giite von () = 871 aufweist.

5.4.2.6. Vollstindiges Eigenwertspektrum bei grober Diskretisierung

Die Berechnung des vollstiandigen Eigenwertspektrums wird schnell sehr speicherintensiv,
weshalb eine grobe Diskretisierung verwendet wird. Abbildung 5.21 zeigt das vollstdndige
Spektrum eines numerischen Modells der gelochten Microdisk aus Abbildung 5.17a mit ledig-
lich sieben Linien pro Wellenldnge. Inklusive PML entsteht ein Eigenwertproblem mit 48888
komplexen Freiheitsgraden. Abbildung 5.21a zeigt die Eigenwerte, die aus der QR—Zerlegung
resultieren. Das Eigenwertspektrum ist mit Algorithmus 4.1 transformiert worden, um die
Kondition zu verbessern, so dass fiir den betragsgroften Eigenwert etwa |Amax| = 1 gilt.
In Abbildung 5.21b sind die Eigenwerte als Giiten iiber der Frequenz dargestellt. Der etwa
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X a) b)

Abbildung 5.20.: a) Analytische Approximation von E, des TM;g-Eigenmodes in der z =0
Ebene fiir x < 0. b) |E,| des numerisch berechneten TM, s-Eigenmodes in
der z = 0 Ebene.

n,-fach?® entartete statische Eigenwert bei Null ist in dieser Darstellung gut zu erkennen
[28], und die Abweichungen von Null sind numerisch bedingt. Die Markierung des TM; 19—
Eigenmode zeigt, dass dieser Eigenmode tatsdchlich zu den Eigenmoden mit den hochsten
Giiten im unteren Frequenzbereich gehort. Der TM, ;o Eigenmode befindet sich bei betrag-
miRiger Sortierung an der 175. Stelle neben den Nulleigenwerten?” und gehort somit zu den
inneren Eigenwerten.

5.4.2.7. Fazit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie a priori verfiigbare Informationen iiber gesuchte Ei-
genvektoren im erweiterten Selektionsprozess innerhalb des JACOBI-DAVIDSON-Verfahrens
mit Standardextraktion oder harmonischer Extraktion verwendet werden konnen. Der erwei-
terte Selektionsprozess basiert auf einer Umsortierung der RiTz—Paare, die entsprechend der
a priori bekannten Eigenschaften gewichtet werden. Die Wahl des Schwellwerts im Selekti-
onskriterium stellt sich als unkritisch fiir den Erfolg heraus. Dies gilt sowohl fiir die direkte
Losung der Korrekturgleichung im JD-Verfahren als auch fiir die ndherungsweise Losung, bei
der im Allgemeinen eine gréfere Anzahl Iterationen notwendig ist, bevor das Konvergenzkri-
terium erreicht ist. Sofern die direkte Losung der auftretenden linearen Gleichungssysteme
moglich ist, bietet sich die RQI als Alternative zum JD an — zumindest wenn ein einzelnes
Eigenpaar gesucht ist. Die Anzahl an bendtigten Iterationen ist vergleichbar gering. In beiden
Verfahren wird die meiste Berechnungszeit fiir die Losung der linearen Gleichungssysteme be-
notigt. Andere Gewichtungskriterien sind denkbar, die auf sekundiren Gréfken wie z.B. der
Energiedichte beruhen. Diese Ergebnisse sind teilweise in [141] veréffentlicht.

5.4.3. Fehlereinfluss durch linearisierte PML

Die in Abschnitt 2.2.4.4 eingefiihrte transparente Randbedingung (PML) verursacht aufgrund
der eingebrachten frequenzabhingigen Parameter, dass das algebraische Eigenwertproblem in
der Methode der finiten Integration nach Gleichung (3.39) nichtlinear ist. Als Ausweg bietet
sich eine Linearisierung durch die Auswertung der PML-Parameter bei einer Schitzfrequenz

26Hier: 15680 von 48888.
*"Die Nulleigenwerte konnen ggf. mit dem grad—div—Term spektral verschoben werden |28].
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we an, die in der Ndhe der gesuchten Resonanzfrequenz w liegen muss (vgl. (3.42)). Die
Grokenordnung des dadurch eingefiihrten Fehlers soll im Folgenden untersucht werden.

5.4.3.1. Beispiel

Als Beispiel dient die numerische Berechnung des TMy g Eigenmodes der gelochten Microdisk
aus Abschnitt 5.4.2.5. Der TM, g—Eigenmode weist mit () = 871 eine geringere Giite als der
betrachtete TM; 1o-Eigenmode mit @ = 1.1 x 10° auf, so dass mehr Feldanteile abgestrahlt
werden und sich der TMy g-Eigenmode fiir die Untersuchung der PML-Randbedingung eignet.

5.4.3.2. Referenzl6sung

Zur Erzeugung der Referenzlosung wyer wird (3.42) mit einer Fixpunkt-Iteration bestehend
aus dem JDQR (Algorithmus 4.9) mit erweitertem Selektionskriterium nach Algorithmus 4.12
mehrere Male gelost, wobei die im i-ten Schritt berechnete Eigenfrequenz w; als Auswerte-
frequenz w, im i 4+ 1-ten Schritt verwendet wird (vgl. Algorithmus 4.16). Die erste Losung
erfolgt analog zu Abschnitt 5.4.2.5. Die Fixpunkt-Iteration wird abgebrochen, wenn die re-
lative Abweichung % kleiner als 107!2 ist. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.7 angegeben:

Nach vier Iterationen wird die Toleranzschwelle unterschritten.

Auswertefrequenz | Eigenfrequenz
Iteration “e /| THy “ |/ THy e o]
1 405.060 + j0.000 | 240.484 + j0.138 | 4.06 x 107!
2 240.484 + j0.138 | 240.483 + j0.136 | 7.67 x 1076
3 240.483 + j0.136 | 240.483 + j0.136 | 2.54 x 10719
4 240.483 + j0.136 | 240.483 + j0.136 | 2.69 x 10713

Tabelle 5.7.: Ergebnisse der Fixpunkt-Iterationen zur Berechnung einer Referenz-Losung des

linearisierten Eigenwertproblems (3.42) am Beispiel des TM; g-Eigenmodes aus
Abschnitt 5.4.2.5.

5.4.3.3. Abweichung zur Referenzlsung

Fiir die Untersuchung der Abweichung zur Referenzlosung wird von einer reellen Schitz-
frequenz w, ausgegangen bei der die PML-Parameter jeweils ausgewertet werden. In Abbil-
dung 5.22 ist die resultierende relative Abweichung der berechneten Resonanzfrequenz w;
zur Referenzlosung wyes in Abhéngigkeit der relativen Abweichung der Schétzfrequenz w, 7zu
Re{wrer} dargestellt. Es zeigt sich, dass die Abweichung der berechneten Eigenfrequenz w; zur
Referenzlosung wye fiir einen groken Schwankungsbereich der reellen Schitzfrequenz w, unter-
halb von 107° liegt. Bei einer Abweichung der Schitzfrequenz von Re{w, — wrer}/ Re{wrer} <
0.03 liegt die Abweichung der berechneten Eigenfrequenz w; zur Referenzlosung wyes unter
1075 Fiir grobe Diskretisierungen bei guten Schitzfrequenzen (wie z.B. in Abschnitt 5.4.1)
kann der Fehler durch die Linearisierung von (3.42) vernachléssigt werden.

Fiir die Giite gilt mit Gleichung (2.49) @ = Re{w}/2Im{w}. Die Berechnung von sehr hohen
Giiten ist dquivalent zur Berechnung von Resonanzfrequenzen, deren Imaginérteil klein ge-
geniiber dem Realteil ist. Ist das Ziel, eine moglichst exakte Bestimmung der Giiten, werden
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Abbildung 5.22.: Relative Abweichung der berechneten Resonanzfrequenz w; zur Referenzlo-
sung wrer in Abhéngigkeit der relativen Abweichung der reellen Schitzfre-
quenz w, zu Re{wrer}.

hinreichend viele Dezimalstellen der Eigenwerte bendtigt. Dazu muss die Norm des Residu-
ums des Eigenwertproblems hinreichend klein werden. Dariiber hinaus wirkt sich bei dieser
Problemstellung die Linearisierung der PML stéirker aus, so dass in diesem Fall eine Fixpunkt—
[teration ratsam ist.

5.5. Eigenwertberechnung zweidimensionaler
Nanoresonatoren mit FLAME

Neben der Methode der finiten Integration wird im Folgenden als zweites Simulationsver-
fahren die Methode der flexiblen lokalen Approximation aus Abschnitt 2.3 zur Berechnung
von Eigenfrequenzen verwendet. Originér ist FLAME fiir die Berechnung von Randwertpro-
blemen entworfen worden [37], jedoch lassen sich Eigenwertformulierungen ableiten wie in
Abschnitt 3.5 gezeigt ist. Die resultierenden FLAME-Eigenwertprobleme (3.47) sind nichtli-
near, so dass zu ihrer Losung Verfahren aus Abschnitt 4.6 zum Einsatz kommen.

5.5.1. Nanoresonator in FLAME-Diskretisierung

Als geometrische Struktur wird eine Schnittebene des Nanoresonators aus 91| verwendet. Der
Resonator entsteht, indem im Strukturgitter basierend auf der hexagonalen Elementarzelle
nach Abbildung 5.23a drei Elementarzellen vollstandig ausgefiillt werden. Abbildung 5.23b
zeigt das zweidimensionales Modell des Nanoresonators mit den gleichen Parametern?® wie in
Abschnitt 5.4.1. Fiir ein numerisches Modell in FLAME des Nanoresonators ist die Verwen-
dung von Zylinderfunktionen der Ordnung m aus (3.45) als Basisfunktionen naheliegend, so
dass fiir dielektrische Zylinder mit Radius g

wrcgl,int = CnJm(kcyl,intQ)jimejm¢7 0 < o
wfr%l’ert _ (Jm(kcyl,extzg) + dnH,(,f)(/fcyz,emtg))j_mejmd), 00 < 0 < 1.509 (5.5)

28Gtrukturgitterkonstante apey =0.42 pum (Abstand der Lochmittelpunkte), Lochradius go = 0.29ape, und
Dielektrikum mit e, = 11.56.
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Abbildung 5.23.: a) Hexagonale Elementarzelle (oben) und kartesische Elementarzelle mit
gleichem Lochmittelpunktsabstand (unten). b) Nanoresonator aus Dielek-
trikum mit luftgefiillten Léchern. Die schwarz markierten Locher sind um
0.15a nach aufen verschoben. c¢) Betrag der H.-Komponente des H, 4,
Eigenmodes.

gewidhlt wird. Die Koeffizienten ¢, und d,, werden aus den Stetigkeitbedingungen der MAX-
WELL’schen Gleichungen (2.11) und (2.12) berechnet. In Gebieten mit 1.509 < o werden

jOVEr )ax+sin(m T .
als Basisfunktionen ebene Wellen ¢?¥(w,z,y) = €’ < (cos(mPatsin(mDy) mit m e {0,...,7}

aus Gleichung (3.44) angesetzt. Je nach Radius gy, Materialeigenschaft e,., Wellenzahl und
Polarisation lassen sich unterschiedliche Konvergenzordnungen mit FLAME erzielen.

5.5.2. Konvergenzordnung fiir die Streuung am Zylinder

Die Untersuchung der Konvergenzordnung erfordert eine Referenzlosung. Fiir die Streuung
ebener elektromagnetischer Wellen am einzelnen Zylinder folgt mittels analytischer Multipol-
entwicklung die Losung u,.,, wie in Abschnitt 2.1.2.2 gezeigt ist. Als Testproblem dient die
Losung des Randwertproblems

Appame(h)u, = re, (5.6)

fiir die kartesische Elementarzelle aus Abbildung 5.23a. Die Systemmatrix Appame und die
Losung uy, hdngen von der Rechengitterschrittweite h ab. r., enthilt die exakte Losung .,
an den Randwerten. Betrachtet wird der dquidistante 3 x 3-Differenzenstern auf einem Teil-
gebiet Q. An neun Knoten werden acht Basisfunktionen ausgewertet, so dass eine 9 x 8-
Knotenmatrix (2.119) entsteht. Die Wahl der Basisfunktionen innerhalb der Elementarzelle
ist in Abbildung 5.24a exemplarisch fiir elf Rechengitterpunkte pro Richtung veranschaulicht:

e Innerhalb des dielektrischen Zylinders gilt -t aus (5.5) mit m € {-3,...,4}.
e Im Nahbereich des Zylinders gilt o < 1.50¢ wird 1%-¢* aus (5.5) mit m € {-3,... 4}

e In einiger Entfernung zum Zylinder mit o > 1.509, werden ebene Wellen ¢ mit m &
{0,...,7} aus (3.44) als Basisfunktion verwendet.

e Die Randwerte der Elementarzelle sind durch die analytische Losung u., gegeben und
bilden die rechte Seite in (5.6).

Gleichung (5.6) wird fiir kleiner werdende h bei fester Frequenz f bzw. Wellenzahl k gelost.
Der globale Approximationsfehler® ||u; — ue.||2/||uez|l2 ist in Abbildung 5.24b fiir einen

29Vgl. Abschnitt 2.3.3.1
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Abbildung 5.24.: a) Zuordnung der Basisfunktionen und der Randwerte im Rechengitter
fiir eine Diskretisierung mit elf Punkten pro Richtung. Approximations-
fehler in Abhéngigkeit der Rechengitterschrittweite: b) Dielektrischer Zy-
linder (¢, = 11.56) im Freiraum bei E,-Polarisation; ¢) Loch im homo-
genen Dielektrikum (g, = 11.56) bei H.-Polarisation, Legende: kyoy =
{0.13(¢),0.40(0), 1.02(0)}, h® (--), h® (--).

dielektrischen Zylinder im Freiraum bei FE.-Polarisation dargestellt. Die aus der Literatur
bekannte Konvergenzordnung von sechs [34| kann dabei fiir kygp = 1.02(O) nachvollzogen
werden. Das Konvergenzverhalten fiir kypy = 0.40(0) ist uneinheitlicher und wird schon bei
grokeren Werten von h/gy numerisch instabil.

Deutlichere Unterschiede im Konvergenzverhalten sind fiir die Elementarzelle zu sehen, bei
der die dielektrischen Eigenschaften von Zylinder und Umgebung vertauscht sind, so dass wie
in Abbildung 5.23a der Zylinder die Dielektrizititszahl ¢y und die Umgebung epe, besitzt.
Abbildung 5.24¢ zeigt diesen Fall bei H,-Polarisation. Fiir kgop = 0.13(0) wird Konvergenz
sechster Ordnung erreicht. Fiir koop = 0.40(0J) néhert sich die Kurve (bis auf einige Ausnah-
men) der Konvergenz dritter Ordnung an. Im Fall von koo = 1.02(O) schlieflich resultiert
bereits nach den ersten Schritten Konvergenz von lediglich dritter Ordnung.

Fiir die grofsten Werte von h/gy wird der Fehlereinfluss durch die mangelnde lokale Approxi-
mation der gewdhlten Basisfunktionen und die relativ grofe Fehlanpassung zwischen Gebieten
unterschiedlicher Basisfunktionen verursacht. Bei einer Gitterauflosung von h/gy ~ 0.34 ist
die Zuordnung der Basisfunktionen durch Abbildung 5.24a gegeben, woraus die anfangs noch
grobe Diskretisierung ersichtlich wird. Im Fall von koo = 1.02(O) begrenzen die in den
Basisfunktionen enthaltenen Ordnungen der Zylinderfunktionen die Konvergenzordnung.

5.5.3. Losung des FLAME-Eigenwertproblems

Betrachtet wird die planare Struktur aus Abschnitt 5.4.1 in zwei Dimensionen, die aus den he-
xagonalen Elementarzellen in Abbildung 5.23a zusammengesetzt ist und in Abbildung 5.23b
dargestellt ist. Der H,,; Eigenmode entsprechend Abbildung 5.23¢ wird bei unterschiedli-
chen Gitterauflésungen berechnet. Die Ergebnisse fiir die Konvergenzordnung aus dem vorhe-
rigen Abschnitt fiir die H,-Polarisation in Abbildung 5.24c¢ gelten somit ndherungsweise, da
diese sich auf die kartesische Elementarzelle aus Abbildung 5.23a beziehen. Die Zuordnung
der Basisfunktionen geschieht analog zu Abbildung 5.24a.
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Fiir die Eigenwertformulierung aus Abschnitt 3.5 geht das Randwertproblem (5.6) in (3.47)
aus Abschnitt 3.5 {iber. Da keine erweiterte Randbehandlung implementiert ist, werden die
Randwerte zu Null gesetzt. Ein Eigenpaar (w,X.) von Appame(we)x. = 0 (3.47) ist gefunden,
wenn X, € ker Appamve(w.) erfiillt ist. Die Losung erfolgt mit dem Sekantenverfahren aus
Algorithmus 4.17. Die darin auftretenden Standardeigenwertprobleme werden mit dem JDQR
aus Algorithmus 4.9 gelost. Beim Auftreten mehrerer Eigenwerte nahe Null von Appame(we)
empfiehlt es sich, entweder aus mehreren Eigenvektoren den Gesuchten auszuwéhlen oder den
JDQR mit erweitertem Selektionskriterium nach Algorithmus 4.12 zu verwenden.

5.5.3.1. Ergebnisse

Algorithmus 4.17 erfordert Startwerte, die hinreichend dicht am gesuchten Eigenwert lie-
gen. Aufgrund der geringen Dimension, der aus der FLAME-Formulierung hervorgehenden
Systemmatrizen von dim Appame o< 10%, ist der Bereich des gesuchten Eigenwerts recht
schnell durch mehrere Laufe bei unterschiedlichen Startwerten auffindbar. Losungen, die eine
dhnliche Feldverteilung wie der gesuchte Eigenmode aufweisen, treten auch auf, wenn der
Zielwert 7 kein Eigenwert A\ des nichtlineare Eigenwertproblems ist. Um die Konvergenz zu
unerwiinschten Eigenwerten zu unterbinden, kann innerhalb von Algorithmus 4.17 ab dem
zweiten Aufruf des Losers fiir das Standardeigenwertproblem (hier: JDQR-Loser) die zuletzt
berechnete Losung als Startwert verwendet werden, was das Konvergenzverhalten deutlich
verbessert.

Die berechnete Eigenfrequenz der Struktur aus Abbildung 5.23b im Bereich von 155.8 THz
entspricht gerade dem Fall kygo = 0.40(0J) in Abbildung 5.24¢. Dort wird fiir die kartesische
Elementarzelle Konvergenz dritter Ordnung erzielt.

Abbildung 5.25a zeigt die Ergebnisse der mit FIT (x) und FLAME (O) berechneten Reso-
nanzfrequenzen des H,4;-Eigenmodes des Nanoresonators aus Abbildung 5.23b. Schon fiir
relativ grobe Diskretisierungen von h/gg > 0.5 strebt die mit FLAME berechnete Resonanz-
frequenz schnell gegen den endgiiltigen Wert. Die relative Abweichung der letzten beiden be-
rechneten FLAME-Losungen liegt bei 5.2 x 107°. Das Sekantenverfahren in Algorithmus 4.17
benotigt fiir die Ergebnisse in Abbildung 5.25a fiinf bis acht Funktionsauswertungen, was in
diesem Fall jeweils der Losung von fiinf bis acht Standardeigenwertproblemen entspricht.

Beim Vergleich der Anzahl der Unbekannten in Abbildung 5.25b ist darauf zu achten, dass die
FLAME-Formulierung ausschliefslich fiir die H,.-Polarisation in der Ebene giiltig ist, wihrend
mit der verwendeten FIT-Formulierung prinzipiell die Berechnung dreikomponentiger Felder
moglich ist. Das dquidistante FIT-Rechengitter hat zwei Lagen Rechengitterpunkte in z-Rich-
tung und seine Randwerte erfiillen Hy,, = 0.

Wihrend die vollstédndige Struktur aus Abbildung 5.23b in FLAME simuliert wird, erfolgt in
FIT eine Reduktion der Anzahl der Unbekannten durch Symmetriebedingungen auf etwa ein
Viertel. Abbildung 5.25b zeigt die Anzahl der Unbekannten fiir das FIT-Rechengebiet ohne
Symmetrie. Ein wichtiger Unterschied im Speicherbedarf wie in der Berechnung der Eigen-
wertprobleme ist dadurch gegeben, dass die Systemmatrix des FIT-Eigenwertproblems mit
konservativen Randbedingungen aus (2.93) reell ist, wihrend die Systemmatrix des FLAME-
Eigenwertproblems komplex ist.
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Abbildung 5.25.: a) Mit FIT (x) und FLAME (O) berechnete Resonanzfrequenz des H,41—
Eigenmodes in Abhéngigkeit der Rechengitterauflosung. b) Anzahl der Un-
bekannten ohne Beriicksichtigung von Symmetrien in Abhéingigkeit der be-

5.5.4. Fazit

rechneten Resonanzfrequenz.

Dieser Abschnitt beschreibt, wie nichtlineare Eigenwertprobleme, die aus einer FLAME Dis-
kretisierung resultieren, gelost werden konnen. Das Eigenwertproblem wird als Nullstellen-
problem formuliert. Das Nullstellenproblem kann mit einem Algorithmus auf Basis des Se-
kantenverfahrens geldst werden, wozu Startwerte nah am gesuchten Eigenwert notwendig
sind. Die Stiarke der FLAME-Formulierung liegt in der hoheren Anfangsgenauigkeit fiir grobe
Diskretisierungen. Bei sehr kleinen Rechengitterschrittweiten wird die FLAME-Formulierung
numerisch instabil, was nur durch Auswertung der verwendeten Basisfunktionen an mehr als
16 Dezimalstellen vermieden werden kann, wie aus der Literatur bekannt ist [95].






6. Zusammenfassung und Ausblick

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Erweiterung von Berechnungsmethoden fiir Eigen-
wertprobleme, die in der numerischen Simulation elektromagnetischer Felder auftreten. Der
Schwerpunkt liegt auf Algorithmen fiir periodische Strukturen und fiir isolierte Strukturen,
die als separate Objekte im freien Raum modelliert werden. Ausgehend von einer Analy-
se mit bekannten Methoden fiir Strukturen mit Abmessungen im Zentimeterbereich werden
Erweiterungen aufgezeigt, die fiir die Berechnung von Resonanzeffekten in Nanostrukturen
ausgelegt sind. Zur numerischen Modellbildung kommt die Methode der finiten Integration
zum Einsatz.

Dispersionseigenschaften von Elementarzellen im Zentimeterbereich. Die Ziel-
setzung bei der elektromagnetischen Analyse von Metamaterial Elementarzellen mit Ab-
messungen im Zentimeterbereich ist die Untersuchung der auftretenden BLOCH-Moden im
rdumlich unendlich ausgedehnten Strukturgitter und die Konsequenzen, die sich aus dem
modalen Spektrum fiir die Beschreibung mit effektiven Materialparametern ergeben. Da-
zu wird das elektromagnetische Verhalten eines exemplarischen periodischen Metamaterial—
Strukturgitters bestehend aus verlustfreien Elementarzellen mit zwei verschiedenen Methoden
analysiert.

In der ersten Methode wird fiir das numerische Modell der Elementarzelle das Eigenwert-
problem fiir die unbekannten Resonanzfrequenzen aufgestellt, wobei zwei gegeniiberliegende
Randflachen durch eine feste Phasenverschiebung in Relation gesetzt werden. Das Eigenwert-
problem wird fiir verschiedene Phasenverschiebungen gel6st, woraus sich die BLocH—Moden
als dreidimensionale Feldverteilung in der Elementarzelle sowie die Dispersionskurven erge-
ben. Die BLOCH-Moden stellen die Referenzlosung dar, da diese Formulierung an den peri-
odischen Randflachen eine beliebige Superposition von Wellenleitermoden auf der Randflache
ermoglicht. Zur Quantifizierung des Einflusses von Wellenleitermoden héherer Ordnung wird
die Feldverteilung eines BLOCH Modes auf der Randfliche des Rechengebiets in Wellenlei-
termoden entwickelt. Es stellt sich heraus, dass an den periodischen Randflichen kleiner
Elementarzellen eine grofe Anzahl an Wellenleitermoden héherer Ordnung existiert, wihrend
die BLocH-Moden gréfkerer Elementarzellen weniger Anteile von Wellenleitermoden hoherer
Ordnung besitzen. Die Ursache liegt in den Feldsingularititen durch metallische Ecken und
Kanten begriindet, die im Fall der groferen Elementarzelle weiter vom periodischen Rand
entfernt sind, so dass sich die Feldverteilung am Rand besser durch eine ebene Welle appro-
ximieren ldsst als im Fall der kleineren Elementarzelle.

In der zweiten Methode werden die Dispersionseigenschaften einer Elementarzelle aus der
Streumatrix berechnet, die durch Frequenzbereichsimulation des numerischen Modells mit der
Methode der finiten Integration erhalten werden kann. Die Dispersionskurve lasst sich aus den
Eigenpaaren der Transfer-Streumatrix berechnen. Fiir eine steigende Anzahl an beriicksich-
tigten Wellenleitermoden hoherer Ordnung geht die Dispersionskurve aus dem Streumatrix—
Ansatz in die Dispersionskurve aus dem periodisch berandeten Eigenwertproblem iiber, so
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dass beide Verfahren im Rahmen der numerischen Genauigkeit die gleichen Ergebnisse lie-
fern.

Die Konsequenz ist, dass die Charakterisierung von Strukturgittern aus kleinen Elementarzel-
len anhand des Dispersionsdiagramms immer moglich ist. Das Konzept der effektiven Mate-
rialparameter basiert typischerweise auf einer Betrachtung, der ebene Wellen zugrunde liegen
und kann daher den Freiheitsgrad einer mdoglicherweise auftretenden Modenkonversion nicht
beriicksichtigen. Daher schligt das Konzept der effektiven Materialparameter fehl, wenn eine
starke Modenkonversion zu Wellenleitermoden hoherer Ordnung innerhalb der Elementarzelle
stattfindet.

Dispersionseigenschaften von Elementarzellen im Nanometerbereich. In einem
weiteren Schritt wird die Analyse fiir verlustfreie Elementarzellen im Zentimeterbereich auf
verlustbehaftete Strukturen im Nanometerbereich erweitert, da es bei Raumtemperatur kei-
ne Metalle gibt, die bei optischen Frequenzen in hinreichender Genauigkeit als ideale Leiter
modelliert werden konnen. Anstelle idealer Leitfihigkeiten sind fiir Metalle bei optischen
Frequenzen Modelle fiir dispersive Dielektrika zur Materialbeschreibung notwendig. Fiir den
Streumatrix Ansatz ergibt sich als einziger Unterschied, dass der Ldser, mit dem die Streu-
matrix berechnet wird, passende Dispersionsmodelle beherrschen muss. Bei verlustbehafteten
Elementarzellen kann gut eine Zeitbereichssimulation zur Erzeugung der Streumatrix verwen-
det werden, da die ins Rechengebiet eingespeiste Energie durch die vorhandenen Materialver-
luste und die teilweise Materialtransparenz schneller wieder abnimmt als im Fall idealer Leiter.
Jedoch kann nicht a priori bestimmt werden, wie viele Wellenleitermoden hoherer Ordnung in
der Streumatrix beriicksichtigt werden miissen, um eine hinreichend genaue Dispersionskurve
zu erhalten.

Die Formulierung fiir das periodisch berandete Eigenwertproblem ist fiir verlustbehaftete
Elementarzellen aufwendiger, da ein polynomiales Eigenwertproblem fiir eine Reihe verschie-
dener Frequenzen zu lésen ist. Zur Losung wird ein Eigenwertloser auf Basis des JAcCO-
BI-DAVIDSON-Verfahrens vorgestellt, der fiir rasche Konvergenz eine gezielte Schitzung des
Zielwerts benotigt. In der Eigenwertformulierung sind alle Wellenleitermoden hoherer Ord-
nung inbegriffen. Der Streumatrix Ansatz mit der Beriicksichtigung von hinreichend vielen
Wellenleitermoden héherer Ordnung und die Losung des polynomialen Eigenwertproblems,
resultierend aus der periodisch berandeten Elementarzelle, liefern fiir das Beispiel einer Fis-
hnet-Elementarzelle die Dispersions- und Dampfungskurven in sehr guter Ubereinstimmung.
Somit sind zwei Verfahren zur Berechnung der Dispersions- und Dampfungskurven verlust-
behafteter Elementarzellen eingefiihrt worden.

Berechnung von Wellenleitermoden in photonischen Kristallfasern. Bei der Be-
rechnung von Wellenleitermoden in photonischen Kristallfasern treten unabhéngig von den
gewidhlten transversalen Randbedingungen Wellenleitermoden auf, die nicht im Kern der
photonischen Kristallfaser gefiihrt werden. Die Zielsetzung ist, ein Verfahren anzugeben,
mit dem ausschliefslich die im Kern gefiihrten Wellenleitermoden berechnet werden. Dazu
wird ein erweiterter Selektionsprozess innerhalb des JACOBI DAVIDSON Verfahrens verwen-
det, in dem a priori bekannte Eigenschaften der gesuchten Eigenpaare als Kriterium die-
nen. Anstatt die im Verfahren auftretenden Eigenwert—Approximationen ausschlieflich be-
ziiglich eines Maximal- oder Zielwerts zu sortieren, werden zuséitzlich die Eigenschaften der
Eigenvektor-Approximationen analysiert. Am Beispiel der photonischen Kristallfaser zeigt
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sich, dass der eingefiihrte Loser mit erweitertem Selektionsprozess zu drastisch verbessertem
Konvergenzverhalten fiihrt, wenn Ausbreitungskonstanten in Wellenleitern berechnet werden,
deren Eigenwertspektrum durch den modellierungsbedingten Abschluss mit einer transparen-
ten Randbedingung um eine Vielzahl unerwiinschter Wellenleitermoden angereichert ist. Die
gezielte Berechnung der gesuchten Wellenleitermoden wird durch die Auswertung der a priori
verfiigbaren Information erreicht, so dass sichergestellt wird, dass die Leistung der berechne-
ten Wellenleitermoden im Kern gefiihrt wird. Die Wahl des im erweiterten Selektionskriterium
vorhandenen Schwellwerts stellt sich als weitgehend unkritisch heraus. Grofsen Einfluss hin-
gegen hat die Wahl des Startvektors. Die besten Konvergenzeigenschaften werden mit einem
Startvektor erreicht, der die zu erwartende Feldverteilung bereits grob widerspiegelt. Da kei-
ne unerwiinschten Eigenpaare berechnet werden, besitzt der Loser ein problemabhéngiges
Einsparpotenzial fiir Rechenzeit- und Speicherressourcen. Wahrend ohne erweitertes Selekti-
onskriterium im konkreten Beispiel eine Vielzahl unerwiinschter Wellenleitermoden auftreten,
ergeben sich mit dem erweiterten Selektionskriterium keine unerwiinschten Wellenleitermo-
den.

Berechnung von Eigenmoden isolierter Nanostrukturen im Freiraum. Die Pro-
blemstellung der Berechnung von Eigenmoden isolierter Nanostrukturen im Freiraum um-
fasst einerseits das Auffinden von Eigenmoden héherer Ordnung und andererseits die Unter-
driickung von Eigenmoden, deren Feldverteilung ausschlieflich innerhalb der transparenten
Randbedingung lokalisiert ist. Daraus folgt die Zielsetzung, Verfahren zu entwickeln, die mit-
tels a priori bekannter Eigenschaften den gesuchten Eigenmode berechnen kénnen.

Fiir die Berechnung von Eigenmoden héherer Ordnung in dreidimensionalen Strukturen, sind
Zielwerte notwendig, die bereits nah am erwarteten Eigenwert liegen und Startvektoren, die
bereits grob die erwartete Feldverteilung widerspiegeln. Am Beispiel eines dielektrischen Na-
noresonators mit photonischer Kristallstruktur im Freiraum wird gezeigt, wie sich die Berech-
nung von dreidimensionalen Eigenmoden beschleunigen lidsst. Dazu wird eine Zeitbereichssi-
mulation von wenigen Pulsbreiten Dauer durchgefiihrt. Die Resonanzfrequenzen im abklin-
genden Zeitsignal werden mit Hilfe der Methode der harmonischen Inversion approximiert.
Bei der so erhaltenen Resonanzfrequenz wird die dreidimensionale Feldverteilung wéihrend
einer weiteren Zeitbereichssimulation von wenigen Pulsbreiten Dauer aufgezeichnet. Die drei-
dimensionale Feldverteilung enthélt bereits geniigend Anteile vom gesuchten Eigenmode, so
dass sie als Startvektor in einer folgenden Losung des Eigenwertproblems fiir das gesamte
Rechengebiet dienen kann. Es zeigt sich, dass sich der numerische Aufwand, gemessen in der
Anzahl der Iterationen des JACOBI-DAVIDSON—Verfahrens, deutlich verringern lidsst, wenn
die aus der Zeitbereichssimulation gewonnenen Startvektoren und Zielwerte verwendet wer-
den. Am konkreten Beispiel des dielektrischen Nanoresonators wird die Anzahl der bend&tigten
JACOBI-DAVIDSON-Iterationen durch die Wahl des Startvektors mehr als halbiert.

Wenn die Feldverteilung von gesuchten Eigenmoden in dreidimensionalen Strukturen a priori
durch analytische Betrachtungen approximiert werden kann, lassen sich diese Informatio-
nen im oben eingefiithrten erweiterten Selektionsprozess innerhalb des JACOBI-DAVIDSON-—
Verfahrens mit Standardextraktion oder harmonischer Extraktion der RiTzZ-Werte verwen-
den. Der erweiterte Selektionsprozess basiert auf einer Umsortierung der R117z Paare, die ent-
sprechend der a priori bekannten Eigenschaften gewichtet werden. Als Beispiel dient eine aus
einer homogenen dielektrischen Scheibe bestehende Microdisk im Freiraum. Fiir die Approxi-
mation von Eigenmoden dieser Anordnung existiert ein Ansatz auf Basis zweier gekoppelter
analytischer Eigenwertprobleme. Die erhaltene Losung ist eine Approximation des Feldes in
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der Querschnittsebene senkrecht zur Zylinderachse, da das Feldverhalten an den Kanten der
dielektrischen Scheibe nicht exakt beschrieben wird. Das Ergebnis der analytischen Approxi-
mation ldsst sich jedoch im eingefiihrten erweiterten Selektionskriterium verwenden, um die
Sortierung der Ri1TzZ-Paare zu steuern. Das JACOBI-DAVIDSON—Verfahren mit erweitertem
Selektionsprozess bevorzugt Eigenmoden, die das Selektionskriterium erfiillen. Hierdurch wird
die benotigte Anzahl an Iterationen bis zur Konvergenz deutlich reduziert. Dies gilt sowohl fiir
die direkte Losung der Korrekturgleichung im JACOBI-DAVIDSON—Verfahren als auch fiir die
ndherungsweise Losung mittels iterativem Gleichungssystemloser, bei der meist eine grofere
Anzahl an Iterationen notwendig ist, bevor Konvergenz erreicht ist. Wenn die direkte Losung
des auftretenden linearen Gleichungssystems der Korrekturgleichung moglich ist, bietet sich
die RAYLEIGH-Quotienten—Iteration als Alternative zum JACOBI-DAVIDSON—Verfahren an,
sofern ein einzelnes Eigenpaar gesucht ist. In allen betrachteten Verfahren wird die meiste
Rechenzeit fiir die Losung der linearen Gleichungssysteme bendétigt. Der Gewichtungsvektor
innerhalb des erweiterten Selektionskriteriums fiir das JACOBI DAVIDSON Verfahren muss
nicht zwangsliufig eine komplette Schnittebene des numerischen Modells umfassen. Fiir die
gelochte Microdisk wird gezeigt, dass sich die Feldverteilung eines Eigenmodes mit radial
hoherer Ordnung in der lochabgewandten Halbebene mit der analytischen Approximation
fiir die homogene Microdisk in erster Naherung beschreiben ldsst. Der Zielwert von 405 THz
aus der analytischen Approximation fiir den TMys Eigenmode liegt weit entfernt vom tat-
sichlichen Ergebnis von rund 240 THz. Dennoch sind die JACOBI-DAVIDSON—Verfahren mit
erweitertem Selektionsprozess in der Lage den TMjg-Eigenmode in 7 bis 10 Iterationen zu
berechnen.

Eigenwertberechnung zweidimensionaler Nanoresonatoren mit FLAME. Als Al-
ternative zur Methode der finiten Integration wird anhand eines zweidimensionalen Nano-
resonators mit photonischer Kristallstruktur die Verwendbarkeit der Methode der flexiblen
lokalen Approximation (FLAME) untersucht werden. Da fiir die Beschreibung der Wellen-
ausbreitung in FLAME Exponential- und BESSEL-Funktionen angesetzt werden, kann ge-
zeigt werden, dass die Eintrage der FLAME-Systemmatrix bei symbolischer Auswertung des
Kerns der Knotenmatrix aus Termen zusammengesetzt sind, die diese Funktionen enthal-
ten. Das Argument der Basisfunktionen beinhaltet die Wellenzahl oder Frequenz, so dass
das Eigenwertproblem der Methode der flexiblen lokalen Approximation nichtlinear wird. Die
hier betrachtete Losungsmoglichkeit ist die Formulierung als Nullstellenproblem. Das Null-
stellenproblem wird mit einem Algorithmus auf Basis des Sekantenverfahrens geldst, wozu
Startwerte nah am gesuchten Eigenwert notwendig sind. Im Vergleich mit der Methode der
finiten Integration liegt der Vorteil der Methode der flexiblen lokalen Approximation in der
héheren Anfangsgenauigkeit fiir grobe Diskretisierungen. Bei sehr kleinen Rechengitterschritt-
weiten wird diese Formulierung jedoch numerisch instabil. Die Auswertung der verwendeten
Basisfunktionen mit mehr als 16 Dezimalstellen kann Instabilitdten vermeiden, jedoch bringt
sie erheblichen Aufwand mit sich.

Ausblick

Bei der Berechnung der Dispersionskurven aus der Eigenwertformulierung einer dreidimen-
sionalen Diskretisierung wird das resultierende Eigenwertproblem fiir verschiedene Parame-
terwerte der Frequenz bzw. des Phasenvorschubs aufgestellt. Die Eintrdge in den Systemma-
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trizen dndern sich nur fiir die Randflaichen mit Periodizitatsbedingung und die resultierenden
Eigenwerte und BLOCH-Moden &ndern sich bei hinreichend kleiner Abtastschrittweite nur
geringfiigig. Fiir die Folge der zu berechnenden Eigenwertprobleme sollten sich Methoden
finden lassen, die den Gesamtrechenaufwand reduzieren — moglicherweise mittels Methoden
zur Reduktion der Modellordnung [100].

Ein weiterer interessanter Typ von periodischen Strukturgitter entsteht durch die Betrach-
tung von Elementarzellen, die modellierungsbedingt an einer oder mehreren Randflichen mit
einer transparenten Randbedingung abgeschlossen werden miissen. Dazu gehoren beispiels-
weise Antennen—Arrays, die in eine Richtung als unendlich ausgedehnt betrachtet werden
[120]. Die numerische Eigenmode-Berechnung in solchen Strukturen ist anspruchsvoll, da die
transparente Randbedingung und die Periodizitdt verursacht, dass das resultierende Eigen-
wertproblem komplex und nichtlinear wird.

Fiir den erweiterten Selektionsprozess in den JACOBI DAVIDSON Verfahren ldsst sich die
Auswertung des Selektionskriteriums moglicherweise direkt im niederdimensionalen auf den
Unterraum projizierten Eigenwertproblem durchfiihren, anstatt alle RiTz—Vektoren in voller
Dimension zu berechnen. Andere als die hier verwendeten Gewichtungskriterien sind denkbar,
die auf anderen sekundéaren Groéfen wie z.B. der Energiedichte beruhen.

In der Methode der flexiblen lokalen Approximation wird das lokal bekannte analytische Ver-
halten von elektromagnetischen Feldern ausgenutzt, um mit grober Diskretisierung relativ
genaue numerische Modelle zu erhalten. Eine Erweiterung auf dreidimensionale Rechengit-
ter und drei Feldkomponenten wird in [110] diskutiert. Dabei zeigt sich, dass die auftreten
Knotenmatrizen auf iiberbestimmte Gleichungssysteme fiihren, die durch Minimierung der
Summe der Fehlerquadrate gelost werden. In [146] wird gezeigt, wie analytische Kantenmo-
delle als lokale Modifikation der Materialmatrizen in der Methode der finiten Integration
eingearbeitet werden konnen. Fiir weitere einfache Geometrien wie z.B. Kugeln oder Zylinder
sollte ebenfalls eine lokale Modifikation der Materialmatrizen mdoglich sein, um den Einfluss
des Treppeneffekts in der Diskretisierung zu minimieren.






A. Anhang

A.1. Berechnung der Dispersionskurve aus der
Streumatrix

Mit der Vernachlidssigung der Ausschreibung der Frequenzabhingigkeit, der Voraussetzung
der Reziprozitiit aufgrund Verlustlosigkeit der betrachteten Struktur und z := e=7¢ folgt fiir
das direkte Auflésen von Gleichung (3.3) nach [27]
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Zu zeigen: Die Figenwerte der Transfer Streumatriz sind das gesuchte Ergebnis.
Mit der Transfer-Streumatrix nach (2.66) unter der Annahme eines einzigen Modes und nicht
ausgeschriebener Frequenzabhéngigkeit folgt
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Die Eigenwerte x5 der Transfer-Streumatrix ergeben sich zu
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A.2. Matrizendefinitionen

Definition A.2.1 (Givens—Rotationsmatrix): Eine n x n GIVENS Rotationsmatrix
hat die Form

wobei fiir die Indices i < [ gilt und der Winkel ¢ € [7/2,7/2) ist.

Der Winkel kann immer so gewéhlt werden, dass die [-te Komponente von G;;(¢)x fiir einen
beliebigen Vektor x € R™ zu Null gesetzt wird. GIVENS Rotationsmatrizen sind orthogonal
und wirken nur auf zwei Zeilen (Spalten) einer Matrix A, wenn A von links (rechts) mit G(¢)
multipliziert wird.

Definition A.2.2 (Hessenberg—Matrix): Eine Matrix H € C"*" wird dann obere
HESSENBERG-Matrix genannt, wenn alle Eintrage unterhalb der ersten Nebendiagona-
len gleich Null sind

hy=0 fir «>1+1.

A.3. Methoden zur Eigenpaarberechnung von Davidson
und Jacobi

Der Darstellung in [86] folgend werden die fundamentalen Ideen der Methoden von DAVIDSON
und JACOBI eingefiihrt.

Methode von Davidson

Die Methode von DAVIDSON [50] ist eine iterative Unterraummethode zur Berechnung von
Eigenlosungen und eignet sich insbesondere fiir diagonaldominante Matrizen A. Der Such-
raum V soll entsprechend Definition 4.3.1 eine orthonormale Basis des C™** sein und aus den
Vektoren vy ... vy bestehen. Die Idee DAVIDSONS zur sukzessiven Erweiterung des Suchraums
ist die Folgende: Wenn der gesuchte Eigenwert A von vornherein bekannt wire, dann wiirde
fiir die optimale Erweiterung des Suchraums z

A(le + Z) = )\(U.j + Z)
gelten und liefe sich daher aus dem linearen Gleichungssystem
(A — )\I)Z = )\u]' — Au]‘

berechnen. Das Residuum verschwiande im néchsten Iterationsschritt und es resultierte der
exakte Eigenwert. Da der exakte Eigenwert A jedoch nicht a priori bekannt ist, wird als j-
te Approximation der RITZ-Wert 6; verwendet. Um dariiber hinaus den Aufwand fiir die
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Losung des linearen Gleichungssystems gering zu halten, wird A durch seine Hauptdiagonale
D, approximiert. Dies fiihrt dann zu einer Erweiterung des Suchraums entsprechend

(DA - GJI)Z = —ry,

mit r; := Au; — 0;u;. Der Vektor z wird gegen v;...v, orthogonalisiert und schlieflich
als neue Suchrichtung v, dem Suchraum zugefiigt. Dieser Vorgang wird wiederholt bis die
Norm des Residuums eine vorgegebene Schranke unterschreitet (||z|| < €). Dann wird das Ap-
proximationspaar (6;,u;) als Eigenpaar (\,x) akzeptiert. Eine Stagnation der Methode kann
auftreten, wenn A beispielsweise diagonal ist, da sich dann keine neuen Suchrichtungen mehr
berechnen lassen. Dariiber hinaus ist die Methode nur fiir hinreichend diagonaldominante
Matrizen tauglich.

Die grundlegenden Ideen der Methode von DAVIDSON lassen sich anhand von Algorithmus A.2
nachvollziehen. Zur Orthogonalisierung wird der modifizierte GRAM-SCHMIDT-Algorithmus
entsprechend Algorithmus A.1 verwendet.

Algorithmus A.1 Modifizierte Gram-Schmidt-Orthogonalisierung mit Verfeinerung [46].

Eingabe: Basis V = [vy,...,v,,_1], zu orthogonalisierender Vektor t

’

Ausgabe: orthogonalisierter Vektor t

1: Wahle a < 1, z.B. a =0.25
2: Tin = |[t]]

3: fort=1...m—1do

4 t=t— (vit)t

5: end for

6: if [[t||/7:n < a then

7. fori=1...m—1do

8: t=1t— (viit)t

9: end for

10: end if

Jacobi’s Orthogonalkomplementkorrektur

Bereits 1846 beschreibt JACOBI ein Verfahren [66|, das basierend auf Rotationen geeignet ist,
die Diagonaldominanz und somit die Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen bestehend
aus symmetrischen Matrizen zu verbessern. Hierbei ist A eine diagonaldominante Matrix und
a1 = « ist das grofte Diagonalelement. Somit ist a ebenso Approximation fiir den betrags-
groften Eigenwert A\ und e; = (1,0,0,...,0)7 ist eine Approximation fiir den zugehorigen
Eigenvektor x. Dann kann das Verfahren von JACOBI in Matrixnotation als

() -G ()-20) .

dargestellt werden. Hierbei sind die Vektoren b und ¢’ entsprechende Ausschnitte der Zeilen
und Spalten von A. Gesucht ist der Eigenwert A, der sich in der Niahe von « befindet und
der zugehorige Eigenvektor x = (1,z7)7 mit der Komponente (0,z”) orthogonal zu e;. Das
Problem (A.11) ist dquivalent zu

A=a+c'z (A.12)
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Algorithmus A.2 Methode von Davidson ohne Restarts und mit der Md&glichkeit, ein Ei-
genpaar zu berechnen. In diesem Beispiel wird der betragsgréfite Eigenwert berechnet.

Eingabe: Matrix A, Startvektor vg, Toleranz e
Ausgabe: Eigenpaar (\,x)

1: Dy=diag(diag(A ))

2: vo = vo/||voll, va = Avg

3 V=vyj=1

4 M=vllv,

5: while 1 do

6: |W, Dy|=eig(M)

7. |0,ig] max(diag(Dy))

8: u= VW( ,7:9)

9: r = VAW(Z 7i9) —6u

10:  if (||r]| <€) then

11: A =0, x =u, Stoppe
12:  end if

13: =—(Dy—6I)7!

14:  z=mgs(V,z), z=12z/|z
15 V=[Vyz

16: vy = Az

17: V= [VA,VA]

18 M= [M, Vv, viV viig]
19: j=j5+1

20: end while

% TInitialisiere Suchraum

% Initialisiere projizierte Matrix M

% Bestimme grofiten Ri11z Wert 6
% Bestimme RI1TZ Vektor

% Bestimme Residuum
% Stoppkriterium

% Berechne Korrektur z

% Orthonormalisiere z gegen V
% Fiige z zum Suchraum hinzu

% Aktualisiere M

(F— M)z =—b

(A.13)

JACOBI schlégt vor, (A.13) iterativ zu losen, beispielsweise mit dem GAUSS-JACOBI-Verfahren
zur Losung linearer Gleichungssysteme. \ wird dabei in jedem Iterationsschritt entsprechend
(A.12) aktualisiert mit zy = 0 als Startvektor. Eine Abwandlung von JACOBI's Orthogonal-
komplementkorrektur ist in Algorithmus A.3 angegeben. In der Originalarbeit wird A nur in
jedem zweiten Schritt aktualisiert und anstatt das lineare Gleichungssystem fiir z zu l6sen,

wird lediglich das Inkrement Az bestimmt [86].

Algorithmus A.3 Orthogonalkomplementkorrektur nach Jacobi

Eingabe: Diagonaldominante Matrix A
Ausgabe: Eigenpaar (\,x)

1: n=dim(A)

2: M=A(2:n,2:n), D=diag(diag(M))
3 b=A(2:n,1)

4: CT = A(1,2 : n)

5 = A(l,l)

6: z :zeros(n - 1,1)

7: while Konvergenz nicht erreicht do
8: :\k =+ CTZk

9: (D—MIDzgy = (D—-M)z, — b
10: end while
1: x =[L;z), A=\

% Lose nach zj
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Gegeniiberstellung der beiden Methoden
Suchraum

In der Methode von DAVIDSON wird das R1TZ-Paar (A,u) als jeweils aktuelle Approximation
des Eigenpaars gefiihrt. Dabei liegt u in dem Unterraum, der durch alle bisher berechneten
Erweiterungen des Unterraums aufgespannt wird. In der Methode von JACOBI wird dage-
gen der aktuelle Eigenvektor durch eine Linearkombination des Startvektors u;, der letzten
Approximation u; und der Korrektur [0;z] approximiert.

Orthogonalisierung
In der Methode von JACOBI ist die Orthogonalisierung implizit vorhanden, da alle Korrektu-

ren orthogonal zu u; = e; sind. In der Methode von DAVIDSON werden die Korrekturen zur
Suchraumerweiterung stets explizit zum kompletten bisherigen Suchraum orthogonalisiert.

Eigenwertapproximation

In der Methode von DAVIDSON approximiert ein R1TZ-Wert jeweils den Eigenwert, wahrend
in der Methode von JACOBI die Eigenwertapproximation aus (A.12) berechnet wird.
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Abbildung A.1.: Elementarzelle aus Split-Ring—Resonator [109] und Dipol mit 14.6 mm Aus-
dehnung in Ausbreitungsrichtung [119].

A.4. Geometrie der Elementarzellen im
Zentimeterbereich

Die Geometrie der in Abschnitt 5.1 betrachteten Elementarzellen stammt aus [119]. Die hier
untersuchten Abmessungen sind in den Abbildungen A.1 und A.2 angegeben. Die metallischen
Bestandteile der Elementarzelle sind in CST MICROWAVE STUDIO als verlustlos simuliert
worden.
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Abbildung A.2.: Elementarzelle aus Split Ring Resonator [109] und Dipol mit reduzierter
Ausdehnung von 7.3 mm in Ausbreitungsrichtung.






Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

Abkiirzungen

DFT
FIT
FLAME

FLOPS

JD
JDPEP

JDQR
JDQZ

LHM
PBE
PCF

PEC
PEP

PMC
PML
RQI

SMA
TEM

Diskrete FOURIER-Transformation.

Methode der finiten Integration |38] (engl. finite integration technique).
Methode der flexiblen lokalen Approximation (engl. flexible local appro-
ximation methods).

Gleitkommaoperationen pro Sekunde (engl. floating point operations per
second).

JACOBI-DAVIDSON.

JAcoBI DAVIDSON Verfahren fiir polynomiale Eigenwertprobleme nach
Algorithmus 4.14.

JACOBI-DAVIDSON—Verfahren mit Standard-Extraktion der R1Tz—Werte
nach Algorithmus 4.9.

JACOBI-DAVIDSON—Verfahren mit harmonischer Extraktion der RiTz—
Werte nach Algorithmus 4.10.

Linkshéndiges Metamaterial.

Periodisch berandetes Eigenwertproblem.

Photonische Kristallfaser (engl. photonic crystal fibre).

Perfekt elektrisch leitend (engl. perfect electric conducting).
Polynomiales Eigenwertproblem.

Perfekt magnetisch leitend (engl. perfect magnetic conducting).
Perfekt (impedanz)angepasste Lagen (engl. perfectly matched layers).
RAYLEIGH-Quotienten-Iteration.

Streumatrix—Ansatz.

Transversal elektromagnetisch.

Allgemeine Konventionen

e Vektoren im R3 werden durch einen Pfeil gekennzeichnet, z.B. E (2.1).

e Vektoren im C" sind fett-gesetzte Kleinbuchstaben.

e Matrizen im C™*" sind fett-gesetzte Grossbuchstaben.

e Die Zeitabhingigkeit komplexer Phasoren ist ¢/“! entsprechend (2.15).

e Komplexe Grofen sind nicht besonders gekennzeichnet, sofern keine Verwechslung mit
dhnlichen reellen Grofen befiirchtet werden muss.

e In Algorithmen ist die Notation an MATLAB |126] orientiert — insbesondere die Adres-
sierung von Matrixelementen.
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Allgemeine Symbole

|| Betrag

I Norm

]2 Spektralnorm

0il KRONECKER Delta

e EULER’sche Zahl, 2.718. .. lim, 0 (1 + )", n € N
C Menge der komplexen Zahlen

J Imaginire Einheit j = /—1

O() LANDAU! -Symbol

N Menge der natiirlichen Zahlen

s Kreiszahl, 3.1415. ..

R Menge der reellen Zahlen

X Tensorielle Grofe

z2=x+7JYy Komplexe Zahl

Re{z},Im{z} Real- und Imaginérteil der komplexen Zahl z
Z Menge der ganzen Zahlen

Elektromagnetische Wellenausbreitung

an, Einfallende Wellenamplitude am Tor n Seite 18
a, Vektor der einfallenden Wellenamplituden an Tor n Seite 20
Aper Strukturgitterkonstante Seite 12
A,ff Flacheninhalt, Flachenelement Seite 7
by, Auslaufende Wellenamplitude am Tor n Seite 19
b, Vektor der auslaufenden Wellenamplituden an Tor n Seite 20
B Magnetische Flussdichte Seite 7
Co Lichtgeschwindigkeit im Vakuum Seite 9
Cn Entwicklungskoeffizient Seite 10
dy, Entwicklungskoeffizient Seite 10
D Verschiebungsstromdichte Seite 7
E Elektrische Feldstirke Seite 7
5n($,y) Transversale Wellenleitermodenfunktion fiir £ Seite 18
f Frequenz Seite 10
a-? HANKEL Funktion erster oder zweiter Art und Ordnung n Seite 10
H Magnetische Feldstéirke Seite 7
ﬁn(x,y) Transversale Wellenleitermodenfunktion fiir Seite 18
z Komplexe Amplitude des modalen Stromes Seite 19
In BEssSEL-Funktion der Ordnung n Seite 10
J Stromdichte Seite 7
jp Flachenstromdichte Seite 8
K Translationsvektor im reziproken Gitter Seite 13
I_('B BrocH-Wellenvektor Seite 12
k Wellenzahl Seite 9
Me Masse des Elektrons Seite 15
M Magnetisierung Seite 8

'Edmund Georg Hermann Landau (1877-1938), deutscher Mathematiker.
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§“° TTHOR R F u= =

SI] Y= 2L

QpPMI,

Dichte pro Volumeneinheit

Dipolmoment

Polarisation

Zeitlich gemittelte elektrische Verlustleistungsdichte
Ladung

Ladung des Elektrons

Giitefaktor

Ortsvektor

Translationsvektor im Strukturgitter
Streuparameter

Streumatrix multimodal

POYNTING—Vektor

Wegelement

Zeitpunkt

Transfer—Streumatrix multimodal

Komplexe Amplitude der modalen Spannung
Geschwindigkeitsvektor
Gruppengeschwindigkeit
Phasengeschwindigkeit

Volumen

Effektive Energiedichte

Zeitlich gemittelte elektrische Energiedichte
Zeitlich gemittelte magnetische Energiedichte
Leitungsimpedanz

Déampfungsfaktor oder Abklingkonstante (zeitlich)
Déampfungsfaktor oder Abklingkonstante (rdumlich)
PML-Parameter

Ausbreitungskonstante eines Wellenleitermodes
LAPLACE Operator

Permittivitit des Vakuums

Tensorielle Permittivitét

Komplexe Permittivitit

Permittivitdt im Grenzfall hoher Frequenzen
Realteil der komplexen Permittivitét

Imaginérteil der komplexen Permittivitat
Relative Permittivitét

Wellenlédnge

Permeabilitiat des Vakuums

Tensorielle Permittivitat

Nabla—Operator

Kreisfrequenz w = 27 f

Plasmafrequenz

Phasenverschiebung

Azimutale Koordinate im zylindrischen Koordinatensystem

Raumladungsdichte

Radiale Koordinate im zylindrischen Koordinatensystem

Flachenladungsdichte

Seite 14
Seite 14
Seite 8

Seite 16
Seite 14
Seite 15
Seite 17
Seite 7

Seite 12
Seite 19
Seite 20
Seite 16
Seite 7

Seite 7

Seite 20
Seite 19
Seite 8

Seite 11
Seite 11
Seite 7

Seite 17
Seite 16
Seite 16
Seite 19

Seite 15
Seite 18
Seite 27
Seite 18
Seite 9
Seite 8
Seite 8
Seite 14
Seite 14
Seite 14
Seite 14
Seite 10
Seite 10
Seite 8
Seite 8
Seite 9
Seite 9
Seite 15
Seite 9
Seite 10
Seite 7
Seite 10
Seite 8
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Elektrische Konduktivitat Seite 16
Tensorielle Konduktivitat Seite &

ENIEN

Methode der finiten Integration

A A Primére, duale Gitterflache Seite 21
?, b Element, Vektor der magnetischen Gitterflusses Seite 22
C, C Diskreter Rotationsoperator auf dem priméren, dualen Gitter Seite 22
3, d Element, Vektor des elektrischen Gitterflusses Seite 22
e, e Element, Vektor der elektrischen Gitterspannung Seite 22
G, G Priméres, duales Gitter Seite 21
G EUKLID’scher Metriktensor Seite 28
h,h Element, Vektor der magnetischen Gitterspannung Seite 22
1 Indexmenge Seite 20
7,? Element, Vektor des elektrischen Gitterstromes Seite 22
L, L Primare, duale Gitterkante Seite 21
L, Diskreter Operator fiir periodische Randbedingung Seite 25
M. Materialmatrix der elektrischen Permittivitit Seite 23
M, Materialmatrix der elektrischen Konduktivitét Seite 23
M, Materialmatrix der magnetischen Permeabilitit Seite 23
n, Anzahl der Gitterpunkte des Rechengitters Seite 21
P,.P,P. Diskrete partielle Differenziationsoperatoren Seite 23
q,9 Element, Vektor der elektrischen Gitterladung Seite 22
S, S Diskreter Divergenzoperator auf dem priméaren, dualen Gitter Seite 22
S¢ Streckungsfaktor, PML Seite 27
S PML Metriktensor Seite 28
V.V Priméres, duales Gitterzellvolumen Seite 22
r Abbildung des Ortsvekors vonr reell nach komplex, PML Seite 28
€ Gemittelte elektrische Permittivitét Seite 23
i Gemittelte magnetische Permeabilitit Seite 23
R Gemittelte elektrische Konduktivitit Seite 23
Q Gebiet, Rechengebiet Seite 20
o¢ Déampfungsprofil, PML Seite 27

Methode der flexiblen lokalen Approximation

AFLAME FLAME Systemmatrix Seite 33
ct Koeffizientenvektor auf Teilgebiet (7) Seite 31
h Aquidistante Rechengitterschrittweite Seite 30
N® Knotenmatrix auf Teilgebiet (7) Seite 31
st Kern der Knotenmatrix auf Teilgebiet (i) nach (2.122) Seite 31
U Losung des kontinuierlichen Randwertproblems Seite 30
u® Lokale Losung auf Teilgebiet (7) Seite 31
e Approximationsfehler auf Teilgebiet (i) Seite 33
eg) Konsistenzfehler auf Teilgebiet (4) Seite 33
Qe Teilgebiet des Rechengebiets Seite 30

{le(i)} Basisfunktionen auf Teilgebiet (i) Seite 30



Abkiirzungs- und Symbolverzeichnis

155

Formulierungen
Lfaq)H Periodischer Randoperator
P,(v) Leistungsfluss am Tor n
0 Eigenvektor des Eigenzustands der Transfer Streumatrix
ap, o Parameter im dispersiven Materialmodell (3.10)
Bo, 1 Parameter im dispersiven Materialmodell (3.10)
vy Eigenwert des Figenzustands der Transfer-Streumatrix
Az Strecke in z Richtung
Pyt Zylindrische Basisfunktionen
P Ebene Wellen als Basisfunktionen
U(w) Matrixpolynom in w
Os Spektrale Verschiebung

Numerische Methoden

entsprechend Definition 4.1.1
Polynomgrad
Nullvektor

Gewichtungsvektor

Identitats- oder Einheitsmatrix

Linearisiertes Matrixpolynom

Anzahl gesuchter Eigenpaare

In Unterraum projizierte Systemmatrix

Minimale Unterraumdimension

Minimale Unterraumdimension

Matrixdimension

Charakteristisches Polynom in A zum Matrixpolynom W
Ausgewertete Ableitung des Matrixpolynoms W(\)
Orthogonale Projektionsmatrix

Residuum

Rechter Eigenvektor eines niederdimensionalen Eigenwertpro-

blems

Korrekturvektor

Obere Dreiecksmatrix
R1TZ—Vektor, Approximation von x
Startvektor

Unterraum der € C™**™

Unterraum der € C**™

Rechter Eigenvektor

Linker Eigenvektor

Faktor zur spektralen Skalierung von PEP-Linearisierungen

Storung von W
Fehlergrofe
Skalierungsfaktor

Seite 42
Seite 39
Seite 39

Seite 40
Seite 40
Seite 39
Seite 37
Seite 46
Seite 46
Seite 41
Seite 40

Seite 51
Seite 52
Seite 51

Seite 80
Seite 52
Seite 53
Seite 71
Seite 68
Seite 70
Seite 69
Seite 51
Seite 54
Seite 75
Seite 63
Seite 56
Seite 66

Seite 67
Seite 63
Seite 66
Seite 60
Seite 66
Seite 72
Seite 52
Seite 52

Seite 58
Seite 57
Seite 57
Seite 75
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) Schwellwert fiir das erweiterte Selektionskriterium im JACO- Seite 80
BI-DAVIDSON-Verfahren
> Konditionszahl Seite 57
A Eigenwert Seite 24
U(N) Matrixpolynom in A Seite 52
pa(v) RAYLEIGH-Quotient Seite 55
p(A) Spektralradius von A Seite 55
o(A) Spektrum von A Seite 54
os Spektrale Verschiebung Seite 61
T Zielwert Seite 68
0 RiTZz—Wert Seite 66
v Transformierter Eigenwert Seite 54
=(N) Nichtlineare Matrixfunktion in A Seite 51

Ergebnisse und Anwendungen

& Entwicklungskoeffizient Seite 97

E Energie Seite 119
ng Brechungsindex des Freiraums Seite 122
Ng Brechungsindex eines Dielektrikums Seite 122
N eff effektiver Brechungsindex Seite 122
Vana Analytische Approximation aus Abschnitt 5.4.2.1, die in einer  Seite 124

oder mehreren z Ebenen verwendet wird.

e Eindringtiefe Seite 101
vy ,Vs Koeffizient, Seite 121
LN Matrixpolynom mit Koeffizientenmatrizen hoher Dimension  Seite 103
Unm Matrixpolynom mit Koeffizientenmatrizen kleiner Dimension Seite 103

00 Radius Seite 122
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