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Yorwort.

Den ersten Band einer Ingenieur-Mathematik in elementarer
Behandlung, deren Absichten in den Vorbemerkungen eingehender
besprochen werden, iibergebe ich hiermit den Fachmiinnern der Technik
und der Mathematik als ein rein elementares Hiilfsmittel fiir
serechnungen, wie sie die Theorie und die Praxis des Ingenieurfachs
mit sich bringen. Es handelt sich darum, zu zeigen, dafs ein grolser
Teil der Resultate, die im allgemeinen mit Hiilfe héherer Rechnungs-
arten abgeleitet werden, der elementaren Behandlung zuginglich ist,
da es zahlreiche Methoden giebt, die Differentiationen und Integrationen
zu umgehen. Ist dies in hinreichendem Mafse méolich, so kann der
dtudierende der technischen Hochschule schon im ersten Semester
sich in die wichtigsten Begriffe der technischen Mechanik hinein-
arbeiten und mit ithnen rechnen, ehe er die Integralrechnung absolviert
hat. Der Lehrer der mittleren und héheren Fachschule aber
hat nicht nétig, den Schillern unbewiesene Formeln zn tibergeben
und ihnen zu versichern,

als man diese mit Hiilfe der héheren
Analysis beweisen kiénne. Er ist in der Lage, die Resultate verhiltnis-
miifsig einfach abzuleiten oder, wenn die Zeit der Schule nicht aus-
reicht, den fiihigeren Schiiler darauf hinzuweisen, wie er sich durch
hitusliches Studium zum Herren des (regenstandes machen kann.

Aber nicht nur fiir die Schule, sondern auch fiir die zahlreichen
praktischen Ingenieure, die sich der htheren Analysis nicht mehr
bedienen wollen oder kinnen, ist eine handliche Zusammenstellung
der Methoden, die zum Ziele fithren, ein wirkliches Bediirfnis. Gerade
aus ihren Kreisen traten im Laufe der Jahre zahlreiche Anfragen an
mich heran, die ich im Interesse der Schule mit besonderer Vorliehe
bearbeitete. Fragte ich dabei an, ob man eine analytische oder eine
elementare Losung wiinschte, so wurde ausnahmslos die letztere
l"['ll!’T_l_'H.

Diesen Anregungen aus den Kreisen der Praktiker verdanke ich
es in erster Linie, auf diejenigen Punkte aufmerksam geworden zu
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sein, wo die gebriuchlichen Elementarmethoden nicht ausreichten und
neue Wege und Gedankenverbindungen wiinschenswert erschienen.
Bisweilen liefsen sich gewissermalsen Briicken schlagen, die scheinbar
verbindungslose (rebiete einander niher brachten.

So sammelte sich allmiéhlich reiches Material an, welches mir
aus emem besonderen Grunde der Zusammenstellung wert erschien.
Die technischen Lehrbiicher niimlich schleppen zum Teil eine
grofse Menge mathematischen Ballastes mit sich, der in ziemlich
oberflichlicher Weise behandelt werden muls, wenn das eigentlich
Technische nicht allzustark in den Hintergrund gedriingt werden soll.
Vielleicht ist manchem Verfasser damit gedient, wenn er sich um die
mathematischen Herleitungen nicht zu bekiimmern braucht, sondern
auf ein Elementarwerk verweisen kann, welches soleche enthiilt.

Die betreffenden Methoden werden auch fiir die Lehrer der
Mathematik von Interesse sein, da die hier durchgerechneten Bei-
spiele eine reiche FKiille von Ubungsstoft fiir gewisse Schulgebiete
enthalten. Mancher diirfte tiberrascht dariiber sein, wie weit man
ohne hohere Hiilfsmittel vorzudringen imstande ist.

Meines Wissens handelt es sich bei dem Buche um einen ersten
Versuch dieser Art. Ob er gegliickt ist oder nicht, dariiber mdgen
andere urteilen. Nur verlange man keine liickenlose Systematik.
Es handelt sich darum, moglichst schnell in medias res zu
fiihren und praktisch Verwerthares zu bringen. Um aber die
Verwertbarkeit nachzuweisen, wurden aus allen méglichen Gebieten
der technischen Mechanik Ubungsbeispiele eingeflochten. Anhangs-
weise gebe ich auch ein ausfiihrlicheres Beispiel praktischer Ver-
wendung in der graphisch und rechnerisch behandelten Schwungrad-
theorie, die schon verhiltnismifsig frith durchgenommen werden kann
und sehr instruktive Aufgaben darbietet. Diese zeigen dem Anfinger,
was man schon mit den wenigen Grundbegriffen leisten kann.

Kinige andere von mir in der Zeitschrift deutscher Inge-
nieure verdifenthichte Aufgaben habe ich gleichfalls eingeschaltet,
well die Jahrbticher tiber die Fortschritte der Mathematik
und iiber die der Physik auf die eigenartigen Lidsungen besonders
hingewiesen haben. Is handelt sich dabei um gewisse Probleme des
Rollens und Gleitens auf schiefer Ebene, bei denen Betrachtungen
iiber die Fadenspannung zum Ziele fithrten. Auf diesem Gebiete sind
noch in letzter Zeit irrtiimliche Resultate verdffentlicht worden, die
dem Gesetze der Erhaltung der Arbeit nicht entsprachen und so ohne
weiteres als falsch erkannt werden konnten. Die Anwendbarkeit
einiger (regenstiinde dieses Bandes wird sich erst im zweiten ergeben.
Dieser wird unter anderem eine elementare Potentialtheorie enthalten
und sogar in die stationdiven Elektricitits- und Wiirmestrimungen
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in einfachster Weise einfiihren, denn der Ubergang zum logarith-
mischen Potential Iifst sich elementar bewerkstelligen.

Eine Zusammenstellung gewisser Methoden, die von Nehls,
Mohr, Land, Reye und Culmann herrithren, diirfte manchem
Techniker auch willkommen sein. Diese Dinge sind zum Teil nur in
verschiedenen Zeitschriften zerstreut aufzufinden, was ihre allgemeinere
Verbreitung gehemmt hat.

Hinsichtlich der Figuren bin ich wiederum meinem Kollegen
Herrn Oberlehrer und Ingenieur Kurt Zimmermann zu Dank ver
pllichtet. Fast simtliche hat er auf Grund meiner fliichtigen Skizzen
exakt ausgefiihrt und so die Fertigstellung des Werkes binnen Jahres-
frist ermoglicht. Aber auch der Verlagsbuchhandlung mulfs ich
fiir die Liberalitit, mit der sie auf die reiche Ausstattung des Buches
mit Figuren eingegangen ist, den verbindlichsten Dank aussprechen,

Mége denn dieser erste Band der Ingenieur-Mathematik seinem
Ziwecke dienen und besonders mit dazu beitragen, der deutschen
Industrie leistungsfihige Techniker heranzuziehen, die unser Vaterland
in dem Kampfe ums Dasein nicht mehr entbehren kann.

Hagen i/W., im Dezember 1896.

Prof. Dr. Holzmiiller,
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Yorbemerkungen,

Unter Ingenieur-Mathematik versteht man den Inbegriff de:
Jjenigen mathematischen Wahrheiten, Konstruktions- und Hucthmmgs-
methoden, die der Techniker 11114.[ Konstrukteur beherrschen muls,
wenn er in der Lage sein will, die ihm in der Praxis entgegen-
tretenden Aufgaben zu lésen. Dazu gehirt allerdings auch die Be-
herrschung der Elemente der Arithmetik, Planimetrie, Trigonometrie
und Stereometrie, wie sie auf den héheren Schulen erreicht werden
soll. Diese Elemente aber werden hier als bekannt vorausgesetzt
und nicht der Behandlung unterworfen. Auch iiber die darstellende
reometrie soll hier ]mh{' gesprochen werden, da fiir dieses Gebiet
vortreffliche Lehrbiicher vorhanden sind. Durch diese Bemerkungen
wird gewissermalsen die untere Grenze fiir das im vorliegenden Werke
Beabsichtigte festgestellt.

Soll es sich nun um eine elementare Darstellung der Ingenieur

Mathematik handeln, so sind hhere Rechnungsarten, in erster Linie
r]w Differential- und Inte oral hullmmu Jll.‘:.f.-ilr‘-t‘-]'llI.E:i_h't'.'ll_ Die
Ansichten iiber die ‘ninuljchlwtt dieser .-'*.u:,:,L.llln-l';«-l]n,:___{ sind sehr ver-
schiedener Art.

Einerseits wird hehauptet, alle Versuche, ohne jene Rechnungs.
arten auszukommen, seien als gescheitert zu betrachten. Auch
Weisbach hiitte es urspriinglich versucht, mit elementaren Hiilfs-
mitteln sein Ziel zu erreichen, er wiire aber in den spiitteren Auflagen
seiner Lehrbiicher wieder zur Bumf.auup; der héheren Analysis iiber-
gegangen. Hrst kiirzlich hat in einer Iunmm11:\<'|~,.51111111lunn ein her-
vorragender Lehrer einer technischen Hoechschule irrtiimlicher Weise
behauptet, ohne Integralrechnung kiinnte man keine Tri dgheitsmomente
ermitteln! Auch wird gesagt, jeder Versuch jener Art sei eine Riick-
kehr zu den Zeiten vor !_.a:.ulmjt.,: und Newton.

Andrerseits wird Gegenteiliges behauptet. So halten hervor-
ragende Graphostatiker, wie Culmann, die Lehren der meueren
Geometrie fiir weit ‘.Hrshtlmt fiir ein weit wesen tlicheres Fundament
der ]_.IJW{tt](‘lll‘\'nl*-*:-L‘]_l‘-‘i]hL{JE[Il als es Jene hohere Analysis sein soll.

Niemand aber wird [t..ugn:rn, dals der bei weitem grofste
Teil der anf technischen Hochsehulen vorgebildeten Civil-
ingenieure die Lehren der héheren Analysis in der Praxis

Holzmiiller, Ingenieur - Mathematik, T. )
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nicht benutzt und alles Wesentliche davon aus dem Ge-
dichtnis sechwinden lafst. Und dies ist emer der Griinde, die
Herrn Professor Riedler von der technischen Hochschule zu Char-
lottenburg veranlafst haben, in seinen bedeutungsvollen Vortrigen
und Aufsitzen zur Reform der Ingenieur-Erziehung den Wunsch aus-
zusprechen, die Hochschule mdchte ihren Lehrgang in zwei Teile scheiden,
einen mehr elementaren, mehr fiir die grofse Menge der kiinftigen Prak-
tiker bestimmten, und einen darauf folgenden mit den Hiilfsmitteln der
hoheren Analysis arbeitenden fiir die Elite derer, die befihigt sind,
bis zu den Grenzen der technischen Wissenschaft vorzuschreiten und
die Traditionen der Hochschule der Zukunft zu iibermitteln.

Sind diese Reformwiinsche berechtigt, so tritt die Not-
wendigkeit an uns heran, olementare Darstellungen der
Ingenieur-Mathematik zu schaffen.

Wiinschenswert waren solche schon seit langer Zeit, besonders
fiir den Gebrauch der Lehrer an technischen Fachschulen, deren
Aufgabe es ist, die Errungenschaften der Ingenieurwissenschaft den
Qehiilern in elementarer Form zu iibermitteln. Kennen sie nur die
analytische Behandlungsweise, so wird der Unterricht sehr kiimmenr-
liche Resultate zeitigen. Auf der niederen Fachschule mag es zulissig
gein, die Trigheitsmomente und Widerstandsmomente ohne Beweis
anzugeben, auf der mittleren Fachschule aber sollte keine Formel un-
bewiesen fibermittelt werden. Dals es einfache Beweise giebt, wird
auch das vorliegende Buch zeigen.

Wiinschenswert aber ist ein Elementarbuch der technischen
Mathematik auch fiir jeden Praktiker, der nur elementar rechnen will,
moge er nun auf der Hochschule, oder nur auf der Fachschule vor-
gebildet worden sein. Und warum soll der Studierende der Hoch-
schule iiber die wichtigsten Begriffe der Technik erst informiert werden,
nachdem er die Differential- und Integralrechnung absolviert hat?

Somit hat der Verfasser keinen Anlals, einen neuen Versuch
elementarer Darstellung zu scheuen.

Aber nicht nur die Differential- und Integralrechnung, sondern
auch die neuere Funktionentheorie und die Zahlentheorie
sind auszuschliefsen, wenn der elementare Charakter der Darstellung
nicht aufgegeben werden soll.

Hs sei ausdriicklich erklirt, dafs durch diese Ausschlielsung der
hohe Wert der analytischen Darstellungsmethode in keiner Weise
herabgesetzt werden soll. Es sei zugestanden, dals die Sprache der
hoheren Analysis eine kiirzere Ausdrucksweise ermdglicht, dals ihre
Strenge hoch fiiber der emer elementaren Behandlung steht, und vor
allem, dafs sie weit leistungsfihiger ist, als diese.

Aber ,Bines schickt sich nicht fiir alle. Und wie viele Praktiker
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studieren wohl die Festigkeitslehre nach Grashoff oder Clebsch?
Die Zahl diirfte eine sehr geringe sein.

Kine Art von Grenzgebiet zwischen der niederen und héoheren
Mathematilk bildet die Koordinatenlehre, die man in wenig
treffender Weise als analytische Geometrie bezeichnet, obwohl sie
sowohl analytisch, als auch synthetisch behandelt werden kann und
in der Regel nach letzterer Methode behandelt wird. Vollstindig
kinnen tiw Cartesischen Koordinaten hier nicht entbehrt we ulm]
aber es soll von diesem Gebiete micht mehr vorausgesetzt Wl‘l’di']]
als z. B. jeder Gymnasialprimaner weils. Dasselbe gilt von den Polar-
koor dlnaten,

Damit 1st denn auch die Grenze nach oben hin fiir das_vor-
liegende Lehrbuch festgesetat.

Es fragt sich nun, mit welchen Gregenstinden sich die Ingenieur-
Mathematik zu }u"r%qeu hat.

In erster Linie handelt es sich um die Inhaltsbestimmung der-
jenigen Flichen, die als Quer sechnittsformen, als Geschw |nt[1:r-
keitsdiagramme, Druck diagramme, P UT@JJtmhl; agramme,
Arhmtadngzdmmc- und dgl. dem Techniker t tiglich vor die ‘mwcn
kommen, Es handelt sich ferner um die Bnhhmmunu der statischen
Momente, der Schwerpunktslagen, der axialen und polaren
I1duhvﬁa:num{rnre- und der (vnijihm.ﬂnmnuntv jener Quer-
schnittsformen.

Kis konnte eingewandt werde n, dals diese Dinge in die Mechanik
gehorten. Dies ist durchaus Jmht ohne weiteres zazugeben, Die
barycentrischen Berechnungen sind seit Guldin und Mébius
eine Domiine der Mathematik geworden. Drehungskérper, Schrauben-
gewinde, abgeschriigte Cylinder und Prismen u. dgl. werden mit Hiilfe
des Schwerpunktes berechnet, der als Punkt mittleren Abstandes von
jeder beliebigen Ebene nicht mechanisch, sondern rein mathematisch
definiert Werdvn kann. Korperschw :=i]mnkiﬁ aber wérden in vielen Fiillen
mit Hiilfe der Trigheitsmomente berechnet. Sowohl die statischen
Momente, als auch die Trigheitsmomente und Centr ifugalmomente lassen
sich durch Flichen- und Korperdiagramme veranschaulichen, so dals
die Losungen in das Gtebiet der Planimetrie oder Ster E*OIIIE{PJL‘ verlegt
werden. Eine grolse Anzahl von Sitzen der Raumlehre kann man
mit Hiilfe der Schwerpunkte, der statischen Momente u. dgl. kiirzer
beweisen als auf jede andere Art. Die Franzosen besitzen schon
lingst eine ,Géométrie des masses®

Gerade der Umstand, dafs jene Trigheitsmomente nicht nur fiir
die Festigkeitslehre, sondern auch fiir die Lehre vom Angriffs-
punkte und von der Grofse der ('_Jf'fntrii'u;;ﬂilir:n"t_, fir die
Theorie des seitlichen Wasserdrucks, fir die Lehre von der

L
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Drehungsenergie, fiir die Lehre vom excentrischen Stolse,
vom Pendel u. dgl. von Wichtigkeit sind und dafs sie auch in rein
mathematischer Hinsicht — sogar fiir die Reihenlehrel — vielfach
verwendet werden konnen, ist ein Beweis dafiir, dals es sich um
oinen rein mathematischen Begriff handelt, der von der speziellen
mechanischen Deutung ganz unabhingig dasteht.

Ist dies der Fall, so diirfte es vorzuziehen sein, den Lehrer der
Mechanik, der Festigkeitslehre u. s. w. dadurch zu entlasten, dafs
solche Begriffe in den mathematischen Lehrstunden zur Behandlung
kommen. Der eine Vorteil wiirde darin liegen, dafs der technische
Fachlehrer sich dann eingehender mit praktisch wertvollen Dingen
heschiiftigen kimnte, der andere darin, dafs der mathematische Unter-
vicht ein mehr technisches Gewand annehmen und diejenigen Dinge
ausscheiden wiirde, die mit der Technik nichts zu thun haben. Die
Mathematik soll eben auf der Fachschule nicht um ihrer selbst willen
studiert werden, sondern nur als Hillfswissenschaft auftreten. Geschieht
dies, so wird gewissermalsen wirtschaftlicher gearbeitet. Auch darauf
sei hingedeutet, dals die Lehrbiicher der Festigkeitslehre und der
Mechanik in der Regel allzu umfangreich sind, und zwar deshalb,
weil jedes eine grolse Menge mathematischen Ballastes mit sich
schleppt, der besser in mathematischen Lehrbiichern bearbeitet wiirde.

Bin zweiter Punkt ist die Behandlhmg der fiir die Technik
wichtigsten Korper beziiglich des Inhalts, der statischen Momente
und Schwerpunktslagen, der Trigheits- und Centrifugal-
momente und was mit diesen zusammenhingt.

Alle diese Dinge Ionnen nach rechnender und graphischer
Mothode behandelt werden. Da bald der eine, bald der andere
Weg der bessere ist, sollen hier beide Methoden beriicksichtigt werden.
Da ferner jede von beiden sehr verschiedenartiger Behandlung fiihig
st und eine Methodenlehre der technischen Mathematik noch nicht
geschrieben vorliegh, so soll jener Mannigfaltigkeit hier Rechnung
getragen werden.

Die bis hierher genannten Gegenstinde sind es, die den Inhalb
des ersten Bandes ausmachen.

Der zweite Band soll vor allem eine technische Kurvenlehre
in elementarer Darstellung bringen. Die Zahnradkonstruktionen ver-
langen die Kenntnis der Evoluten und Evolventen, der eyklischen
Kurven aller Art. Die Festigkeitslehre beansprucht Kenntnis der
wichtigsten elastischen Linien, auch gewisser Spiralen. Die adia-
batischen HExpansionsdiagramme werden durch Parabeln hoherer
Ordnung begrenzt, die man nicht gerade treffend als polytropische
Curven bezeichnet hat. In der graphischen Statik gewinnen die
Lemniskaten und Cassinischen Kurven verschiedenmer Ord-
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nung von Jahr zu Jahr an Bedeutung. Auch gewisse Elastizitiits-
probleme und die Grundwassertheorie von Forchheimer machen
thre Kenntnis unentbehrlich. Die Kettenlinie beansprucht Vor
kenntnisse iiher die logarithmischen Kurven, die in wichtigem
Zusammenhange mit den logarithmischen Spiralen stehen. (Von
den Kegelschnitten soll hier nicht besonders gesproe hen werden.)

Schon der erste Band kann nicht umhin, einige Eigenschaften
dieser Kurven elementar zu entwickeln. Es zeigt sich eben iiberall
ihre Unentbehrlichkeit, die noch stirker hervortritt, wenn man auch
die Phoronomie (Kinematik) in den Bereich der Untersuchungen
ziehen will.

Vor allen Dingen fordert die Elektrotechnik eine elementare
g der Potentialtheorie, die ebenfalls im zweiten Bande
in Angriff genommen werden soll. In welchem Umfange dies ge-
schehen wird, mag sich bei seinem Erscheinen zeigen. Jedenfalls
soll von emem Riickschritt zu den Zeiten vor Leibnitz und Newton
nicht die Rede sein.

Bisweilen wird der Kiirze halber auf folgende Lehrbiicher des
Verfassers verwiesen werden:

1) Methodisches Lehrbuch der Elementarmathematik,
5 Binde.

2) Einfiithrung in die Theorie der isogonalen Verwandt-
schaften und der konformen Abbildungen.

Beide sind in dem Verlage von B. G. Teubner in Leipzig er-
schienen.

Dagegen soll auf die in mehreren Zeitsehriften zerstreuten Ab-
handlungen des Verfassers im allgemeinen nicht hingewiesen werden, da
diese doch nur wenigen Technikern vollstiindig mrru:rrln h sein wiirden,

An jeder Stelle soll durch eingestreute Huner]umqvn und zweck-
miifsige Beispiele gezeigt werden, inwiefern jeder neue Begriff und
jede neue Methode fiir den -‘*-Lhuie ein wahrer Hebel zur Bewiiltigung
neuer Aufgaben wird. Die entsprechenden Theorien der Moeh*unlx
werden selbstverstimdlich an solchen Stellen nicht entwickelt, da dies
dem Fachunterrichte tiberlassen bleiben mufs. Der Schiiler :\.{J” nur
erfahren, nach welcher Richtung hin die Aufgaben liegen, an denen
er seine Krifte versuchen kann und soll

Durch die vorstehenden Bemerkungen und durch das Inhalts-
verzeichnis wird die Absicht des Werkes einigermalsen klar gelegt
sein. Nur noch ein Punkt soll bemerkt werden: dals von syste-
matischer Anordnung und Liickenlosigkeit hier vollstindig abzusehen
ist. Wihrend die theoretische Wissenschaft der Reihe nach von
Punkten und Punktsystemen, Linien und Liniensystemen, Flichen
und Klichensystemen und endlich von den Kérpern zu handeln hat,
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braucht der Techniker im wesentlichen nur die Flichen und Kérper.
In der Regel wird immer dasjenige vorangestellt, was das Not-
wendigste ist, im iibrigen der Fortsehritt vom Leichteren zum
Schwereren eingehalten. Wem ein Kapitel zu weit zu gehen scheint,
der iiberschlage es. Im allgemeinen gind die einzelnen Abschnitte so
selbstiindig hch,ulfleH dass ein Zuriickgreifen aut das Uber schlagene nur
selten nétig werden wird. Um dies zu erreichen, waren einige '\'\ ieder-
holungen mnm]]mu][;eh sie werden aber das “*tudnml erleichtern.

Die fiinf ersten Abschnitte enthalten im wesentlichen den Lehr-
gang, den der Verfasser seit lingeren Jahren an der von ihm ge
leiteten Fachschule eingehalten hat. Wissenschaftlich Neues wird
man dort micht erwarten, nur die methodische Behandlung und die
ausgiebige Verwendung rlm geometrischen und stereometrischen Ver-
anschaulichung mag hier und dort einiges Neue bieten. Dort steht
man im wesentlichen auf dem Boden von Huyghens und Euler.
Man kann mit den his dahin angewandten elementaren Hitlfsmitteln
schon ziemlich weit vordringen.

Im sechsten Abschnitte wird der Versuch gemacht, die sogenannte
lemniskatische Abbildung in elementarer Weise und unter Aus-
scheidung des Imaginiren zu entwickeln und fiir die Theorie der
Polarmomente erster und zweiter Ordnung zu verwenden. Den ersten
Anstofs dazu hat Siebeck im zehnten Bande der Zeitschrift fiir
Mathematik und Physik, Seite 80, gegeben. In der ,Theorie der iso-
gonalen Verwandtschaften® hat auch de1 Verfasser auf diesen Punkt
aufmerksam gemacht. Da aber von technischer Seite auf diese An-
regungen nicht eingegangen zu sein scheint, sind hier mehrere Bei-
spiele ausgefiihrt worden, aus denen sich die Fruchtbarkeit dieses
Gredankens m*nmvht Einige ﬁuulvutuurrt*u iitber andere Transformationen,
die fiir die technische Wissenschaft verwendbar sind, werden m{,h{.
unwillkommen sein.

Der siebente Abschnitt bringt eine Zusammenstellung der
graphischen Methoden im Anschluls an Culmann, Mohr, Land,
Reye und Nehls. In dieser Hinsicht hat schon Herr Ohelichwr
Koseh im Programm der Ober- Realschule zu Breslau vom Jahre 1895
eine wertvolle Ausfunuwnatelluug und Bearbeitung geliefert, auf die
an dieser Stelle empfehlend aufmerksam gemacht sei. .Eﬂa]lll{_{(.h davon
konnte hier benutzt werden.

Was die Lhunmbmspmlw anbetrifff, so entstammen diese samtlich
dem Unterrichtsbetriebe des Verfassers, wobei jedoch mnicht aus-
geschlossen ist, dafs einige wenige ﬂnhlﬂnﬂmmhon hervorragenderen Lehi-
bm-hem z. B. dem Konstrukteur von Reule aux, vutnommeu wurden.

Die deutsche Litteratur iiber das im uw.’nﬂn Bande behandelte
Wissensgebiet war dem Verfasser fast vollstindig zugiinglich. Dagegen
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war es ihm versagt, sich iiher die Fortschritte der franzésischen und
englichen Forschung eingehend genug zu informieren, obwohl ihm
bekannt ist, dals z B. Townsend und namentlich auch Héton de
la (Il)LL])I”lE‘ll‘ erfolgreich gearbeitet haben. Um jedoch die Arbeiten
moglichst \:}1].:.‘1-.111(11;;' bekannt zu geben, sei die einschlagende Litte-
ratur hier zusammengestellt.

Zuniichst haben wir Werke iiber Mechanik von Euler, Poisson,
Poinsot, Poncelet, Navier, Coriolis, Whewell, Mosely, Redtenbacher
(Resultate), W E*]h’)-[t-h} Eyi:{?lwe[lt) Gerstner, Dubhamel, Broch, Delaunay,
Rankine, Someoff, Schlémileh, Schell, Culmann (graph. Statik), die
simtlich auf die Trigheitsmomente eingehen. Bahnbrechend war
Poinsot: Théorie nouvelle de la rotation des corps, Liouvilles Journ. de
Math. XVI, wo auf Seite 58 das erste Centralellipsoid eingefithrt wird.
Das zweite Trigheitsellipsoid wird eingefiihrt von Clebseh im 57. Bande
des Crell. Journals, Seite 401, und darauf von Culmann verwertet.

Deutsche Abhandlungen iiber die Trigheitsmomente sind
folgende:

Kiipper: Theorie der Trigheitsmomente, Zeitschrift fiir Mathe-
matik und Physik II, Seite 73 und Seite 338.

Reye: Beitrag zu der Lehre von den Trigheitsmomenten. Eben-
da X, Seite 432.

Siebeck: Uber eine allgemeine Darstellung der Tragheitsmomente
chener Figuren durch Zeichnung. Ebenda X, Seite 80 und 81. (Im
Resultate muls dort der Faktor 4 an Stelle von 2 treten!)

Mehmke: Einfache 'I'}n-rfqtu-llm:tg des Triigheitsmomentes von
Korpern. Ebenda XXIX,

Reye: Einfache lJ.nafe]iung der Trigheitsmomente ebener Figuren.
Zeitschrift d. V. Deutscher Ingenieure XIX, Seite 401,

Mohr: Uber die Bestimmung und die fflrbph'l‘-:l"}_le Darstellung von
Triagheitsmomenten ebener I‘lachen Civil-Ingenieur XXIII, [Ie=ﬂ 1.

Land: Uber die Berechnung und b;ldiu*‘m* Darstellung von Triig-
heits- 1111(1 Centrifugalmomenten ebener Massenfiguren. Eh{ami(a XXXITV,
Heft :

Hesse: Analytische Geometrie des Raumes. Vorlesung 25 und 26.
Imaginiires Bild des Systems. :

Weinmeister: Elementar-mathematische Bestimmung der Trig-
heitsmomente ebener homogener Flichenstiicke. z"f.-Jtsn(-.Im_ff fiir ph}m-
kalischen und chemischen Unterricht IV, Heft 6.

Holzmiiller: Mechanisch-technische Plaudereien. Zeitschrift des
Vereins Deutscher Ingenieure, seit 18809.

Zehme: (i"fewcE'be%chuipr(}trr':imm, Hagen, 1858. Uber elementare
Bestimmung der Trigheitsmomente.

Schlémileh: Uhu die Bestimmung der Massen und Trigheits-
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momente {-il\']llI!]i'&“‘i.‘\'('.h{"l' I':{_'If;{.i’_.i{'}I_L:;\']{l:,h'p[ﬂ' VOIl llllg‘lf-‘i(‘hEIHL‘IIU'_E{PI' ]}li‘hhg
keit. Abhandlungen der mathematisch-physischen Klasse der Kgl.
siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften II, Seite 377.

Bantlin: Elementare Ableitung der Trigheitsmomente. Zeitschr.
d. V. Deutscher Ingenieure Bd. 40, Seite 950 und 1054.

Franzosische Abhandlungen:

Binet: Mémoire sur la théorie des axes conjugués et des moments
dinertie. Journal de I'Heole polytechnique XVI, Seite 127.

Guilbert: Note sur les axes principaux des corps. Ebenda XXV,

Haton de la Goupilliere: Mémoire sur une théorie nouvelle
de la géométrie des masses. Ebenda XXXVIIL

Somo ff: Mémoire sur les axes et les moments principaux des
corps homogenes. Bull. de la cl. phys. math. de I'Académie de
St. Pétersbourg XII, pag. 12 und 17.

Englische Abhandlungen:

W. Thomson: On the principal axes of a solid body. Cam-
bridge and Dublin Math. Journal I, pag. 127, 195, and Cayley:
Note on a geometrical theoreme contained in the pree. paper.
Vol. I, 207.

R. Townsend: On the principal axes of a body, their moment
of inertia and distribution in space. Ebenda I, pag. 202; II, pag. 19,
140, 241.

R. Townsend: On the moment of inertia of a ring with respect
to its axis of revolution. KEbenda X, pag. 205.

Routh: Elementary treatise on the dynamics of a System of
rigid bodies. 3. Edit. London, 1877

Rankine: A manual of applied mechanics, 3. Edit., pag. 5H22.
Dort wird der Name Deviationsmoment eingefiihrt.

Die Litteratur tiber den (Gegenstand ist also eine sehr umfang-
reiche, aber nur wenige der genannten Werke stehen auf elementarer
Grundlage. Mége das Bestreben des Verfassers, moglichst viele
der Errungenschaften der Ingenieurwissenschaft der ele-
mentaren Behandlung zuginglich zu machen, einigermalsen
gelungen sein, obwohl bei dieser Behandlungsweise mancherlei
Schwierigkeiten zu {iberwinden waren und mancher Weg miihsam
aufgedeckt werden mulste. Moge ferner das vorliegende Buch den
Studierenden des ersten Semesters zur schnelleren Einfithrung in die
wesentlichsten mathematischen Begriffe der Ingenieurwissenschaft
dienen, dem Fachschullehrer ein brauchbares Hiilfsmittel fiir die ele-
mentare Unterrichtsmethode sein und dem praktfischen Konstrukteur,
der nicht mit den Methoden der héheren Analysis arbeiten will oder
kann, zeigen, dafs sich doch ein recht grolser Teil der wichtigsten
Resultate in einfacher Weise ableiten lilst.
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Abschnitt 1.
Schwerpunktshestimmungen fiir ebene Flichen.

1) In der technischen Festigkeitslehre sind die Querschnitte von
Trigern auf die Lage ihrer Biegungsachsen zu untersuchen. Diese
Achsen gehen stets durch den Schwerpunkt der Fliche, und auf sie
werden die Tri agheitsmomente und Widerstandsmomente ]H‘ﬂ]“l m. Aueh
fiir Untersuchungen aus dem Gebiete der Centrifugalkraft und eine
Rethe anderer Gegenstinde der Mechanik ist die Kmm’r-n];-.i der Flichen-
schwerpunkte nétig. Die Bestimmung ihrer Lage kann auf ver-
schiedene Weise erfolgen.

Man kann® z. B. folgenden Satz der Mechanik benutzen: Die
Summe der statischen Momente der einzelnen Flichenteile
18t gleich dem statischen Mo-
mente der Gesamtfliche. Fig. 1.

In Fig. 1 seien O.A und OB belie- B
big gewihlte Koordinatenachsen. Man - S
zerlege die gegebene Fliche in lauter =l )
senkrechte Streifen f. Die Entfernung el =i
jedes unendlich schmal zu denkenden P kel
Streifens von der y-Achse OB sei
gleich 2, so dals fz das statische
Moment des Streifens in Bezug auf 0 A
die ¥-Achse ist. Das g__:ir.a:aunt[; sta- [
tische Moment der Fliche ist also
ne 3 » solcher Ausdriicke fz, die mit > fz bezeichnet werden
eine pumme S0 I ke fz, die m ‘g:_.,f et Werd

soll. Ist nun S der Schwerpunkt der Fliche F und z, sein Abstand
von der Achse OB, so ist das statische Moment der Fliche auch
gleich #, F', so dafs i
R'K;I;T.- = \ m
ol
ist. Daraus folgt als Schwerpunktsabstand
i
s
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Bezug auf die Y-Achse mit M,
mit Hiilfe von

welches

Bezeichnet man das Moment

das in Bezug auf die X-Achse genommene
Horizontalstreifen berechnet wird, mit M., so hat man die Gleichungen
] JTE'.IH : b= J'r"d'

lig = _Ifl.} H.\c T l-j‘ll 3

— .
e, 80 geht : i

das sta-

die zur Bestimmung des Schwerpunkts geniigen.
d. h.

Bemerkung, Verschiebt man die ¥-Achse um
iiher in E;"{_.;—:—|—wj= E fx - :,{ﬁ -\,‘;—,—.ﬂ"
tische Moment der Fliche wichst um el I},n on kann man hisweilen

Anwendung machen
2) Ist der Schwerpunkt einzelner Flichentheile durch Symmetrie
verhiltnisse ohne weiteres bestimmt, so treten Vereinfachungen ein
Beispiel. den T-Triger kann die Bestimmung folgender-
In Bezug auf die Grundlinie &,

malsen geschehen.
Fig. 2 die Summe der statischen ‘llﬂlfl-t—“llt’i‘
I, und F, gleich dem

Fiir
ist 1

also ist

Fig. 2
der Einzelrechtecke I
v | ot Momente der (Gesamtfliche }'
o o 7 v 1 T
; h ' = e, I, + e, I,
WO
-F -a = ‘|" .Irf..
- {‘_I — “ 3 :.J. )’,ﬂ -—I—- B) — _ﬂ St

ist. Man erhilt

.lrﬁ (Eﬂl}e‘] —I— I}Eﬁ.gjl e {;[ h,fﬂ-[ | -fiI _|_ hz }‘}

so dals

} by by + byhy (20 + By)
W T e e

Dals der Schwerpunkt in der Symmetrieachse liegt, ist selbst-

ist.

verstindlich.
Fiir das in Fig. 3 dargestellte Winkeleisen ist ehenso

by i + byhy (2R, - Iy) _

4 3 W B )

Fiir 2, erhilt man auf entsprechendem Wege
2 2
e ”_I.)lhl -+ b3h,
4 2 (b by + byhy)
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Findet wie in Fig. 4 Symmetrie gegen die Gerade AB statt, so
! ety el i e
braucht man nur », zu berechnen. Dabei ist BS — z, /2. Ein-

-q-{;r >

facher ergiebt sich jetzt 4, auf folgendem Wege: Es handelt sich um

die Differenz zweier Quadrate, so dafs man direkt schreiben kann
B ?J:

-2 (B8

oder auch, indem man oben und unten durch b — %, dividiert,

g

wobei b — b, = b, gesetzt ist.

-h

|
Lre—

.

Ay
¥

- h—»

In entsprechender Weise ergiebt sich fiir Fig. 5 unter Benutzung
der Grundlinie als Achse der Momente die Schwerpunktshéhe

byhy + byhy (2 + hy) + bgh, (2h, + 20y -+ hy)
‘1.‘ —_— “ 2 L e

2 bk, I byhy 1 b, )




Abschnitt L

Piir das C-Bisen (lies U-Bisen) wird (Fig
2h b2 h, by
i h il 3;’5'[’1 Ay "r’t'i’g
=%, &= 3pb+ b, 2@hkbdb+hbD,
4) Trapez Fiir

las Parallelogramm ist das statische
in Bezug

Moment
i : o - e
wif die Grundfliche gleich

-, fiir das Dreieck, dessen
i Schwerpunkt in der Héohe > h liegt, ist das
- Moment
= et
| o A B |
o I'. : 7 '..\ {':}-_..'.“—’, -:| 2 5 lllf_ . l:i _h e %- U{':ﬂ — frjj |
| 1%. ! | = 3
\ | ’
Lo &/  das Gesamtmoment also
| Vet s oty |
\ % {
i : 1 8b k21 a2hE(D = h
1 \ i E = ] Ly AN 9]
"“I- e .'I B [§ {jl + ¢
| X A, ; :'
) Die Schwerpunktshthe wird daher
] I
| (| e f
: V7 g .; 4+ 2b,) :
Y L e d ' h(b, + 2b)
| 'l.: == - —_ — ==
bt q e 3 |"JL —}- ’J-'-a

80, - b,)
] o BE) PR 1)
5 h

Der Schwerpunkt liegt stets auf der einen Mittellinie des Trapezes,
mag es symmetrisch oder unsymmetrisch sein.

| Fiir den nebenstehenden Querschnith wird
Mg, B
I I f hy'
e -—35:- — ..I |'hl + 25, -+ (}il - -;) b.h,
£ .,l.._.._. S r—l J|rl,l S tJ_'\. S N r-_.__" -
oy A Fse b b, :
X- L.__'_.‘;‘_..'!.L.‘ fi:_!._‘i ,..__._J ..fl l.. .)" }';1 _|.- 'f‘:\. 'FFE
berd
|' I 5 # %
| 1| 7 e B (b, + 205) 4+ (20 + hy) 8 byh
‘:If : ,f. = 3Ly + bo)y + 20y hy |
.
' ll : 5) In einzelnen Fillen benutzt man die
b Li__ Guldinsche Regel fiir Drehungskorper, die
b sich folgendermafsen entwickeln lilst
Dreht man das Rechteck A BCD in Fig. 9
um eine zu AD parallele Achse KL, so entsteht ein Hohleylinde:
vom Inhalte

J=mx (9'2 — J?) h=m= (-}' + ?'1) (a — J'l) h =2 g et

: bh =2moF,
wo F die Rechtecksfliche und ¢ ihr Schw erpunktsabstand von de
Achse ist.
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Besteht eine Fliche aus mehreren Rechtecken von solcher Lage,

deren Flichen F,, F,, F, u.s. w., deren Schwerpunktsabstinde g,

0, 05 u. 8. W. sind, so hat der ganze Drehungskirper den Inhalt
J =20, wly 20,8l + 20xF, 4 ---, Fig. 9.
oder Z

J=2x I91 ‘Frl + 0 - QH-F‘:: =g ]
Ist nun F=F, + F, + F, |- ... die Ge-

samtfliche und ¢ ihr Schwerpunktsabstand
von der Achse, so ist nach dem Gesetz der  |f—
statischen Momente

oF — 0. F, + 0,7, + 0, Fy + - -

: K
demnach ist der Inhalt des Drehungskérpers

J =2¢pal' = Schwerpunktsweg mal Fliche.

Da nun jede ebene Fliche mit Recht-
ecken, die man zuletzt kleiner und Kkleiner
zu nehmen hat, mit beliebiger Genauiglkeit
vollstindig ausgefiillt werden kann, so gilt
die Formel itherhaupt von jeder ebenen
Fliche, die um eine sie nicht schneidende
Achse ihrer Ebene rotiert. Der eigentliche
Grund des Satzes beruht darin, dals S als
Punkt mittleren Abstandes von der Achse
KL den mittleren Drehungsweg zuriicklegt,
so dals der Korperinhalt ist: bewegte Fliche
mal mittlerer Drehungsweg.

Kennt man nun den Flicheninhalt
und den Inhalt J° des durch die Drehung entstehenden Korpers, so
ergiebt sich der eine Schwerpunktsabstand als

Fig. 10.

i il
= 5=7F

6) Halbkreisfliche. Durch Drehung um A B wiirde
eine Kugel vom Inhalte 5 »%n entstehen, die Fliche ist:
I i 4 i
= —— der Schwerpunktsabstand wird

PR 4y
D= - = =
b rem B
.)-

2m
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Halber Kreisring. Die cmtsq_n'eehE'.llde Betrachtung giebt

Fig. 12. 4 (-r:; -
@ 8 {;"' J‘f:l

1< |
= S Man konnte noch oben und unten durch » — »,
x k-0~ *x'l ‘ dividieren, was auf
‘ /] ,
[ / d:(ro=l-rr; 4+ r3)

7 = e

// fithren wiirde.

7) Kreis-Segment vom Radius » und der Sehne s.
Durech ])rehunw um den Durchmesser 4 B, der zur Sehne pm'a]_lel
anzunehmen ist, entsteht ein ]’Lt}lp?} dessen Inha]f gleich dem einer

Kugel mit dem Radius D — —2 ist. Die Formel fiir die Kugelschicht

von der Hohe s ist nimlich (Method. Lehrbuch, II, Stereom. 46)
Hig: 1. J! == = (3({-‘ B /k —|-- “T\}

oder, da hier a = b = F.D — G E ist,

ws?

$%) = mas - =

Hiervon ist der durch Drehung des Rechtecks
FDEG entstehende Cylinder abzuziehen, dessen
Inhalt gleich a?ms ist. Demnach bleibt fiir den zu
untersuchenden Korper iibrig

J =

Demnach wird der Schwerpunktsabstand

s
6 g
=%z BEF
F' berechnet sich mit Hiilfe des Sektors M DE = »’x ;EU,“
dem das Dreieck MDFE abzuziehen ist. Hier bestimmt sich ¢ mit

0
YOIl

Hiilfe der Gleichung sin c: = ”':-_: Der Inhalt des Dreiecks kann, da
im allgemeinen die Trigonometrie doch nicht zu vermeiden ist, als
Fy, = § r® sin « angegeben werden, so dafs
F=vrz_—_ — - 8in ¢ = - (:r Sl .:c)
360 2 2 \" 180
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einzugetzen ist. Die Schluflsformel also wird

e
e TR
i (n’ 180 81n w)
. o g . .
WO @ aus sin o = o 7u bestimmen ist.

9) Bisweilen kann man eine Methode verwenden, bei der die
Kenntnis der Guldinschen Regel fiir Drehungsflichen ndthig ist.

Man kann diese folgendermalsen entwickeln.

Wird die Gerade AB von der Liinge s um
eine Achse K I derselben Ebene gedreht, so ent-
steht der Kegelmantel

Fig. 14.

- % Al o i 7 =
M= (r-+nr)rs=2—"—ms=2oums,

]

wo wiederum ¢ der Schwerpunktsabstand von
der Achse ist.

Rotiert eine Folge von geraden Linien der
selben Ebene um eine Achse dieser Bbene, sind

ferner s,,s,,5,, ... die Lingen der [mmdeu
1y ~22 %82
0.5 B3, 05y <~ ihre c‘»chm‘]punhtmbhmndv von

der Achse, so wird die Mantelfliiche des Drehungs- K

kirpers
M=2gns + 2 0 Sy + 20,8y +
= 2m (9,8 + 058 + 035 | - - . L!

Nach dem Gesetz der statischen Momente
18t aber die Klammer identisch mit 08, WO

$ =3 1 8 + 8
die Liinge des gesamten Linienzugs, o sein
%c’nwmputlkimlhtmul von der Achse isL, dem

nach ist die Mantelfliche ey
: }
M = 2 gms = Schwerpunktsweg
I'I]H.J [J.LTIUL f[l? J.J]Hl(.ll/[lf"* &
Handelt es sich um eine krumme Linie der
=

Ebene, so gilt der Satz ebenfalls, denn man
darf diese als eine Reihe kleiner gerader Linien betrachten.
Kennt man die J_}tt‘J'lll1'lU‘-H.lL'}.IE‘ F und die Bogenliinge b, so er-
giebt sich fiir den “whuvrimnid der AL}_]‘;enrli}‘\tcleI
I

B T
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!73) Fiir den Halbkreishogen ist

o e 492y 4ring 2
Fig. 16, 9 e - = - — = =
—— 2xh 2. rm T
i Fiir den Kreisbogen b vom Radius », dessen Sehne
i sich als s berechnet, giebt die Drehung um KI eine
s Kugelzone von der Fliche 2rmzs. Demmach ist die
YA Schwerpunktsentfernung von M aus gerechnet (Fig. 17)
: 2rms 78
/ { e TfJ (¥
: - . * 0 3 b 0
—_— Hier ist b:rm=2a%:180° d h. « = = 180 und
ra

§ = 2r8in 57 SO dals man schreiben kann

g o
2 7= sn o
Fig. 17. 2
g _ _b —_ ’
L b :
| wo = — 180" ist.
o rar
| no”
i P 10) Dieses Resultat kann fiir Flichen be-
| g nutzt werden, z B. fiir den Kreissektor mit
My—=—¢ Radius » und Bogen b.
% Denkt man sich diesen in zahlreiche ,Drei-
N ‘e ¥ . 2
~ ecke“ zerlegt, deren Basis man damm als
' 3 geradlinig annehmen darf, so liegen die Einzel-
. . - u o o v
K| schwerpunkte in der Entfernung — r von M. Bei

gleichen Teilsektoren liegen sie gleichmiifsig ver-
teilt, also mufs der Schwerpunkt der Gesamtfliche mit dem des
entsprechenden Bogens iibereinstimmen. Man erhilt

9. .58
v @ o Y
{}:‘l[.l = 2 — HJ.T‘
¥ |'IJ' ’_ b 88 °?
oder
A0 ey
29 2y I 5 240 7 gin =
-
ﬂ T— et
4] - o by 4
8-2rx

360

Uber s ist dieselbe Bemerkung zu
machen, wie vorher.

N Man kann das Resultat auch mit Hiilfe
des Kreissegments und des Dreiecks finden.

Fiir ¢ = 180° ergiebt sich das unter 6) fiir den Halbkreis abgeleitete

Resultat.
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11) Sektor der Ringfliche mit »,r,, #ulserem Bogen b und
zugehoriger Sehne s. :
2 iy I . : 3 b b

Jeder Teilsektor kann als Trapez mit den Seiten = und - be-

; S hb - 2b :

trachtet werden, so dals h, = - ™ il

A 3 b +0

sich weg. Da aber b, = b - 1st, so erhilt man, indem man » — », fiir

ist, denn der Faktor : hebt

h setzt,

Fig. 19.

b4 9p

y M e 0 L ST S i i
1= Iz NG s ¥, 47
Pl -
¥ i f
Die Schwerpunkte der Teile liegen also
auf einem Bogen vom Radius

ry =1 _'_,sz'ﬂ’ nr+n)+@ : "lj (ry = 27)
1)

3(r+

2 5 2

g T _J_}'?l'l_"]

e =R ?
4 Tty

mit dem wie vorher zu verfahren ist. Man kann tibrigens, indem man
i 3

— ?"
- 7 . . . P 2 1
oben und unten mit (r — #,) multipliziert, auch schreiben T
] i Vi 7
Das Resultat ist nach 9) i
3 i
e 8 O g W ey
T e —m— == — - -
= 2] a9 2
" 8y 8 {’H 3 b ‘l'f
denn es ist -2 — —.
b b

Ebenso einfach fithrt folgender Weg zum Ziele. Sind S und S,
die beiden Sektorflichen, ¢ und p, ihre Schwerpunktsradien, so ist
filr die Ringfliche F' und ihre Schwerpunktsentfernung z (von M
aus gerechnet)

2F =98 —p, S,

also
1 4 Ci u
r— 28—l _eS—¢ 8
F g — 5
5
-
- : 9 e ala G § 2 . A h P
Hier ist S, — S 59 also, da auch ¢ : 9, = r: 7, ist,
F
el L g 3 g
Yy — ] b 3 — — 5 3 ti]
{ .z .“-}5 ~hi 0 ¥ —?'I 1°h Fho— ?l el i"l
o i 3 al— -5 = % — - = b — = ) =
7 o T Pt Bb 2 __ 42
g1 2 : : :
7
. .o
2.2yrgn— 3 pa 240 sin — _3 3
Fdl : e R
2 T S e e S T
e g MR
360
Holemitller, Ingeniour-Mathematik, I. 2
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Fiir ¢ = 180° bestitigt sich das unter 6) fiir den halben Kreis-
ring gefundene Resultat.

12) Verdoppelt man siimtliche Sehnen eines Kreises, die dem
Durchmesser parallel sind, wobei die Symmetrie erhalten bleiben soll,
so entsteht eine Ellipse. Der Schwerpunkt S der Halbkreisfliche
fillt dabei mit dem der Ellipse zusammen, denn das Moment in

—

(7]

Bezug auf die Schwerpunktsachse hat bei der Verdoppelung den Wert
Null beibehalten. Ebenso ist es, wenn man simtliche Sehnen mit »
multipliziert denkt.

Von der Verkiirzung der Sehnen gilt dasselbe. Der Schwerpunkt
o - : da 1 b - -
liegt also im Abstande o— bezw. 5, vom Durchmesser.

Dasselbe ist der Fall, wenn man die Sehnen des Halbkreises so
verschiebt, dals ihre Halbierungspunkte sich auf schriiger Linie an-

Fig. 22.

s ]

= 1 8
ordnen. Auch dadurch entsteht eine halbe Ellipse, nur ist sie schief
abgeschnitten. Ist & die senkrechte Hohe, so liegt der Schwerpunkt

A, S ; 4]
auf der Mittellinie im Abstande &, = gi vom Durchmesser. —

& T

Ellipsensegmente lassen sich also stets auf Kreissegmente zurtickfithren.

13) Ist aus einer Fliche von einfacher Begrenzung ein Teil aus-
geschnitten, so verfihrt man wie im nebenstehenden Beispiele, wo
ein Halbkreis aus dem Rechteck geschnitten ist. Das statische Moment
der iibrig bleibenden Fliche ist in Bezug auf 4B
iz 47 =f bh? 2 pl

T ek 37’

Bl i B e DB

demnach 1ist
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! 2

bh® D 418
Fh L h, 2 =0 3bh? — 443
o o e e L Suab i AT b L I
: I, — T, Tt 3(2bh — r*m)
2
r . | . ~ta Fig. £8.
Zergchneidet man die Fliiche durch b
& . i o § 5 - i
MC, so liegt der Schwerpunkt fiir Dz A 7L

jeden Teil ebenso hoch, und zwar auf

der Symmetrielinie MD bezw. ME.
Andere Berechnungsmethoden

kommen spiiter zur Sprache.

14) Anwendungen. a) Steht 4 'B
iiber einer Fliche eine senkrechte
Siule, die durch eine Ebene schrig abgeschnitten ist, so ist
der Inhalt des iibrig bleibenden Korpers

of = Tl
wo h, die Linge des im Schwerpunkte auf der Grundfliche errichteten
Lotes bis zur Schriigfliche ist. Man bezeichnet diese Linie als die
Mittellinie des Kdorpers. (Vgl. Method. Lehrbuch, II, Stereom. 61.)

b) Diesen Korper kann man als Diagrammkdrper des seit-
lichen Wasserdrucks auffassen, der bekanntlich proportional der Tiefe
zunimmt. Der Wasserdruck gegen eine senkrechte oder auch schriige
ebene Wandfliche ist -

=it Tl
z. B. in Tonnen, wenn ¥ in Quadratmetern, die Schwerpunktstiefe 7,
in Metern gegeben ist. (Die Druckresultante greift aber nicht im
Schwerpunkte an.)

c) Ist die Sdule oben und unten abgeschriigt, so hat man
einen Normalschnitt zu fithren. Ist dessen Fliche F und ist A, die Liinge
des auf ihr im Sehwerpunkte errichteten Lotes, von der einen Schriig-
fliche zur andern gemessen, so ist der Inhalt wiederum

J=F-h,.

d) Denkt man sich eine Fliche gleichmiifsig mit Masse belegt
und um irgend eine in ihrer Ebene liegende oder diese schneidende
Achse gedreht, so ist die entstehende Centrifugalkraft

mp? 4 mrmz?

P = mrot =" =

If=
Hier bedeutet » die Entfernung des Flichenschwerpunktes von der
Achse, m die Masse, v die Geschwindigkeit der Schwerpunktsbewegung,
# die auf den Radius 1 reducierte Geschwindigkeit (Winkelgeschwindig-
keit), ¢ die Zeitdauer des einmaligen Umlaufs (Umlaufszeit).

(Der Angriffspunkt der Centrifugalkraft fiillt aber im allgemeinen
nicht mit dem Schwerpunkte zusammen.) i
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20 Abgchmitt 1.

Die Centrifugalkraft ist Null, wenn die Achse durch den Schwer-
punkt geht. Thr positiver und negativer Teil aber kénnen ein Kriftepaar
bilden, welches in Bezug auf jeden Punkt der Achse ein konstantes
Centrifugalmoment giebt, sodals im allgemeinen kein Gleich-
gewichtszustand eintritt.

e) Denkt man sich die Fliche gleichmiilsig mit Masse belegt, so
greift die Resultante der einzelnen Schwerkrifte im Schwer-
punkte an. Das statische Moment in Bezug auf jede Drehungsachse

_ist also gleich dem Produkte aus der Schwerkraft und der Entfernung

ihrer Richtungslinie von der Achse. Das statische Moment ist gleich
Null, wenn jene Entfernung gleich Null ist, wenn z B. die Achse
durch den Schwerpunkt oeht. Die horizontal liegende Fliiche balanciert
also, wenn sie im Schwerpunkte oder in zwei Punkten, deren Ver
bindungslinie durch den Schwerpunkt geht, unterstiitzt wird.

Der Schwerpunkt ist auch der Angriffspunkt der Resultante
gleichmiilsig gegen eine Flic he wirkender Druckkriifte (z. B.
Dampfdruck) oder Zugkrifte.

f) Die Guldinsche Regel J = 2 gn I dient zur In haltsberechnung
der Drehungskérper, zur Inhaltsberechnung der Schrauben-

. : oJ ~ .
gewinde, und in der Form ¢ = 5+ zur Schwerpunktbestimmung

ebener Flichen. Fiir Niherungsherechnungen bestimmt man den
Schwerpunkt durch zwei Aufhingungen einer Schablone (z.B.von Blech)
und benutzt ihn fiir die Inhaltsbestimmung der entsprechenden Korper.

) Denkt man sich eine ebene Fliche gleichmilsig mit Masse
belegt und durch einen Stofs im luftleeren Raume vorwérts geschleudert,
so bewegt sich ihr Schwerpunkt in einer Parabel, aulserdem
aber treten Drehungshbewegungen ein. Im Weltraume wiirde die Bahn,
die der Flichenschwerpunkt um einen anziehenden Weltkdrper zuriick-
legt, ein Kegelschnitt sein, also Kreis, Ellipse, Parabel oder Hyperbel
(Schwerpunktsprinzip).

h) Wird ein Balken ein Haken u. dgl. auf Biegung, eine Siule oder
Strebe von grofserer Linge auf Strebung beansprucht, so gehen die
Biegungsachsen der Querschnitte durch die Schwerpunikte der Flichen.

i) Wird eine Welle auf Drehung beansprucht, so geschehen die
Drehungen der einzelnen Querschnitte um die Flachenschwerpunkte.

k) Fiir die darstellende Geometrie ist von Wichtigkeit, dals bei
der Parallelprojektion einer ebenen Fliche ihr Schwerpunkt in den
der neuen Fliiche projiziert wird. (Bei der Parallelprojektion ebener
Kurven ist dies im allgemeinen nicht der Fall, ebensowenig bei ge-
wolbten Flichen.)

I) Mit Hilfe der Schwerpunkislehre kann man Sitze der Geo-
metrie beweisen (barycentrischer Kalkill). So folgt z B. der Batz
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dals die Mittellinien des Dreiecks sich in einem Punkte schneiden,
daraus, dafs die Fliche nur einen einzigen Schwerpunkt haben kann.

m) Bewegt sich eine ebene Fliche so, dals ihr Schwerpunkt eine
beliebige ebene oder réumliche Curve heschtmhi., auf der die bewegte
Fliche in jedem Punkte senkrecht steht, so ist der Inhalt des kirper-
lichen Weges gleich dem Produkte aus Fliche und Schwerpunktsweg,.
(Durchdringen einander dabei Teile des Korpers, so ist der Durch-
dringungsraum doppelt bezw. mehrfach einzurechnen.) Dieser Satz
ist z. B. von Bedeutung fiir die Berechnung der fiir Eisenbahndimme
nétigen HErdmassen.

n) Bemerkung zur Guldinschen Regel. Verschiebt man die
Achse parallel zu sich selbst um — ¢, so geht J = 29 Fx iiber in

Jy =2(oF +

d. h. der Inhalt wichst um den eines Drehungs-
kérpers, der entsteht, wenn die Fliche um eine
Achse rotiert, die vom SL‘:}m-’i?-rpunE{i:{- um e
entfernt ist, oder er wiichst um den Inhalt | | J/\
eines CUylinders, der iiber der Fliche steht und |___ 3 A
den Weg 2ex zur Hohe hat. I ' 2
Dadurch werden Berechnungen gewisser
Art unabhiingig von der Kenntnis der Sehwer-

2elm,

Fig. 24

punktslage gemacht.

15) Graphische Schwerpunktbestimmungen,

Der Graphostatik verdanken wir neuére Methoden, die es dem
exakten Zeichner ermiglichen, namentlich fiir Il‘cigtIt]llL'l‘\(‘hJHtTL" die
Schwerpunkte schnell aufzufinden, Einige Beispiele sollen dies
erliutern.

Symmetrischer Trigerquerschnitt. (Figur 25.)

Die in §,, S, und S; dnmm‘romleu ..,]-\Irlfti_,“:ﬂ} verhalten sich wie
bihy, bhy und byhy, oder wie F,:F,:F,. Man zeichne drei Senk-
rechte AB, B( b 5) J'.J‘ wie In der .1' Ef_{m", die sich wie diese Grifsen
verhalten. Dann nehme man einen beliebigen Punkt (Pol) an und
verbinde ihn mit 4, B, C und D. :

Durch die E 111;91‘«_}1“ erpunkte sind Senkrechte gelegt. An der zu S,
gehdrigen Senkrechten beginne man irgendwo, z. B. bei T mit {nlcremler
Konstruktion: Man ziehe EF | AP und EG | BP bis zur Senkrechten
durch S, sodann G H | C'P bis zur Senkrechten durch .-S'_.“ zum Schluls
durch H eine Parallele zu PD. Letztere giebt mit EF einen Schnitt K,
und senkrecht iiber diesem liegt der iPE‘\llL}lL{-‘ Schwerpunkt S.

*__1 Man denke sich die Flichen homogen mit Masse belegt, so dafs man
von Gewichten sprechen kann,
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Beweis. Denkt man sich den Abstand des Punktes P von der
Geraden AD als Einheit, so wiirde eine durch das Strahlenbiischel P
gelegte Vertikale ¥ W Abschnitte geben, deren Lingen den statischen
Momenten der Kvifte 4B, BC und CD in Bezug auf den Punkt P

Fig. 25.
i %
A,
L=k b h el
ALtk : 2
3 !
I, T B ¢
3 S | '\.
[ R O™
h I —| | ~—L N
e —r— =R s e
h’ e S e ‘1: L {}} 2l o -fJ ] - i ; ‘-;:
; r ! "_ | i ('_ i |
[t o] A= — |4
: I s
= E ) s
: ! ! W
! ] i J-
! g N

! _(':rE

oder dem statischen Momente der in P angebrachten Krifte m Bezug
auf die Punkte der Geraden VW entsprechen, denn es ist z B.
A, B, : AB=¢:1, folglich, wenn l, = b,k — Fist, 4, B,=e¢-AB
— ¢F,. Dieser sogenannte Kréfteplan veranschaulicht also zugleich,
in welcher Weise die statischen Momente zrunehmen, wenn
man den Drehungspunkt des gedachten Hebels vom Angriffs-
punkte P der Kraft aus horizontal verschiebt.

Bei F ist davon Anwendung gemacht, denn durch die Parallelen
ist < ¢, — « dort angetragen. Der Winkelraum ¢, deutet an, wie
das Moment von F, bei Verschiebung des Drehungspunktes nach
rechts zunimmt.

Bei G tritt die neue Kraft F, hinzu, deren Momentzunahme dem
Winkelraume HG M entspricht, wo 8, =  geworden ist. Bei H ftrift
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I, hinzu, dessen Momentzunahme durch den Winkelraum JH N—=yp, —y
dargestellt ist.

Der Winkelraum J K I mit dem Winkel &, + 8, 4+, = a4+ g+ »
veranschaulicht demnach die Zunahme der Ge.-mmli-kmft 4+ F+F,
bei der Verschiebung nach rechts und zugleich die Abnahme bei der
Verschiebung nach links. Bei K selbst aber ist der senkrechte Ab-
stand der beiden Winkelschenkel gleich Null, also auch das Gesamt-
moment gleich Null. In der durch K gelegten Senkrechten muls
demnach der Schwerpunkt liegen.

Bei der praktischen Auafuhrunrr lifst man das Uberfliissige weg.
Man bezeichnet das “Jtrahlmlnnohd als den Krifteplan, das ‘- ieleck
als das Kriftepolygon oder Seilpolygon.

Die folgenden Figuren wird man ohne ausfiihrliche Erldauterung
verstehen.

16) In Fig. 26 ist das Trapez in zwei Dreiecke, jedes vom Inhalte
1o - i - L
g L'y zerlegt, deren gemeinsamer Schwerpunkt S, ist.

Fig. 26.

17) Unsymmetrischer Querschnitt.

[n Figur 21 ist die Be stimmung fiir ein Winkeleisen durchgefiihrt.
Hier mulste der l&ltli[qnllm erst in der Stellung a) fiir die Vertikalen
durch S, S,, S;, sodann in der Stellung b) fm die jetzt in anderer
Reihenfolge nuuunnlmmdcm IT(}’[]AHHtfl].L‘IT durch Sy, 84, S; benutzt
werden. Die gewonnenen Linien KL und K, L, geben durch ihren
Sehnitt den Schwerpunkt S

18) Anniherungsverfahren fiir schwie rigere Quer-
schnitte. (Figur 28.)
Man teile den Querschnitt in Trapeze und Rechtecke ein, deren
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Inhalt mit Hiilfe des Malsstabs anzugeben ist. Auf A B trigt man

von ptrecken ab

eine Reihe

Fig. 28.
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die den Trapez- und Rechtecksinhalten

proportional sind. Man ver-
bindet einen beliebigen Pol
P mit den Teilpunkten,
taxiert die Schwerpunkte
der Trapeze und zieht durch
sie die Senkrechten, mit
deren Hiilfe das Kriifte-
polygon wie vorher zu
zeichnen ist. Die Anfangs-
und Schlulslinien geben den
Schnittpunkt Z und damit
die Senkrechte, in der der
Sehwerpunkt liegt.

Fiir praktische Zwecke
wird es hinreichen, den

Schwerpunkt durch zwei
Aufhingungen der ent-

sprechenden Blechschablone
zu ermitteln. Das hier ge-
lehrte Verfahren wird aber

dadurch nicht iiberfliissig, da es gelegentlich der Trigheitsmomente
noch anderweitige Verwendung finden soll.




Absehnitt 1II.
Die einfachsten Trigheitsmomente ebener Flichen.

20) Begriff des axialen Trigheitsmomentes.

Figur 29 stellt eine beliebig gestaltete ebene Fliiche ' und eine
in derselben Ebene liegende Achse A B dar. Man denke sich die
Fliiche in unendlich zahlreiche Parallelstreifen zerlegt, die selbst-
verstindlich unendlich sehmal werden.

Diese sollen parallel zu AB sein. Fig. 29.
Wihrend man das Produkt f-z aus
jedem Streifen f und seinem Abstande 2

von der Achse AR als das statische ; ]

Moment des Streifens in Bezug aut A5 L‘\, j
bezeichnete, nennt man das Produkt f2* TN

aus f und dem Quadrate des Abstandes z i

das Trigheitsmoment des Streifens A4 :- B

in Bezug auf die Achse 4B. Der
Grund fiir diese Benennung liegt in der Mechanik und kann hier
noch nicht erértert werden.

Wie ferner M = Ef'z die Summe aller einzelnen statischen
Momente, also zugleich das statische Moment der Gesamtfliche be-

m -T L) .. { - "
deutet, so bedeutet 7' = > fz° die Summe aller einzelnen Trig-
i

heitsmomente und zugleich das Trigheitsmoment der Ge-
samtfliche in Bezug auf die Achse ADB.

Wegen der Bezugnahme auf eine Achse bezeichnet man ein
solches Moment als axiales Trigheitsmoment.

21) Veranschaulichung des Trigheitsmomentes durch ab-
geschrigte Korper. .

Man denke sich durch 4B eine unter 45° gegen die Zeichnungs-
ebene geneigte Kbene gelegt, welche die tiber der Fliche F' zu
errichtende senkrechte Siule schrig abschneidet. In Figur 30 ist
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dies fiir eine beliehig gestaltete Fliche dargestellt. Uber jedem
schmalen Parallelstreifen f steht dann eine Siule, deren Hohe i gleich
der Entfernung e von der Achse AB ist. IThr Inhalt ist durech fh
und zugleich durch fe bestimmt, also gleich dem statischen Momente
des Streifens in Bezug auf AB. Da dies von allen Streifen gilt,
so folgt, dafs die Mafszahl fiir den Inhalt des abgeschriigten Korpers
ebenso grols 1ist, wie die
Gzl fiir das statische Moment
der Fliche in Bezug auf
AB, also, abgekilrzt aus-
gedriickt: Korperinhalt
gleich Flichenmoment.
Jede der kleinen Sdulen hat
in Bezug auf AB ebenfalls
ein statisches Moment, wel-
ches gleich dem Produkte
aus dem Inhalte fh und der
Entfernung e ist, also gleich
fhe = fe*. Ebenso grols
ist aber auch das Trigheits-
moment des Streifens in
Bezug auf AB. Dies gilt
von allen Sdulen und Streifen. Die Malfszahl fiir das Triigheitsmoment
der Grundfliche stimmt also ttberein mit der Malszahl fiir das statische
Moment des abgeschriigten Korpers in Bezug auf A B, oder kurz aus
gedriickt:
Statisches Moment des Kérpers in Bezug auf 4B gleich
dem Trigheitsmoment der Grundfliche in Bezug auf 4B.
Diese einfache Vorstellungsweise er-
moglicht es, die Berechnung der Trig-
heitsmomente fiir einige Flichen durch-

e +" 1 >y zufiihren.

22) Aufgabe. Ein Rechteck habe
» 4| | die Seiten b und h, sein Trig-

Fig. 1.

= heitsmoment in Bezug auf eine der

Seiten b soll berechnet werden.
] Auflosung. ABCD sei das
B ‘F . Rechteck mit Seite AB=b und

b AD=Hh. Uber ihm ist das ent-

sprechende Korperdiagramm gezeichnet,

dessen Hohe A ist. Nach bekanntem Dreieckssatze liegt der Schwer-
punkt S so, dals ES = ‘i EH, folglich auch EG = - EF — < h ist.
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bh? i
— - Das statische Moment des

I h_}’f-’! Y bh?

Der Kf"al‘]‘t{‘i‘itl}lﬂlt ist o = (bh) ;: ==

Kirpers in Bezug auf AB ist also M= ('1 h\} e — 3'

D
Ebenso grofs ist das gesuchte Triigheitsmoment. Also
o) = )
Ill,lllf-;:
IT L —
3
- : X h*  hE T . :
Man kann auch schreiben T'= bh - — = F =1y WO F die Rechtecks-
3 il .

flache bedeutet.

93) Veranschaulichung des Trigheitsmomentes durch
parabolisch begrenzte Korper.

Man denke sich dasselbe Rechteck, wie vorher, jedoch stehe
iiber jedem Streifen eine Stule von der Hohe 2% Thr Inhalt ist f2%
also ebenso grofs, wie das Tragheits
moment des Streifens in Bezug auf AB. ;0
Der Inhalt dieses Korpers stimmt also
iiberein mit dem Trigheitsmomente der
Grundfliche, er muls also nach 3) gleich
% sein, d. h. gleich dem dritten Teile

des iiber der Fliche stehenden Recht-
eckskorpers.

Man bezeichnet die Curven AK
bezw. BL als Parabeln. Die ge-
kriimmte Fliche ist die eines para-
bolischen Cylinders mit ADK oder
BCL als Grundfliche. Man hat hier
den Satz gefunden, dafs die Parabel den dritten Teil vom zugehdrigen
Rechteck abschneidet.

Denkt man sich in der Grundebene eine beliebige Fliche und
errichtet man iiber ihr eine bis zur parabolischen Fliche reichende
Siule, so ist der Inhalt der letzteren identisch mit dem Tragheits-
momente der Grundfliche in Bezug auf die Beriithrungslinie 4 3

94) Aufgabe. Das Trigheitsmoment des Rechtecks in
Bezug auf eine Mittellinie zu finden.

Auflosung. In Figur 33 sei ABCD das Rechteck mib der als
Achse angenommenen Mittellinie K. Rechts befindet sich der
sarabolische Kérper von der Hohe | Y=
1 I \2) 4
ist, so hat man links denselben Korper zu errichten. Vom Rechtecks-

o : Ehes ; : -
kirper, dessen Inhalt —— 1st, wird nach Obigem durch die para-

.J'—']“' |'|I 3 l\ - & II"J — ],I'-I i J‘.’_.’::
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s o 9 . : 1 bR Oh?
bolische Fliche - weggeschnitten, es bleibt also stehen S
T v e s & o F_;.?;]

Das gesuchte Triigheitsmoment ist also 7'= -fj-ﬂ- :
Fig. 34
/’/?
|
v Y w, BTN

25) Bemerkung. Die frithere Veranschaulichungsmethode macht,
wenn die angenommene Achse die Fliche schneidef, einige \’m'.':mht-
notig. Aus f-(—2)= —f-z folgt nimlich, dafls die Darstellung
des statischen Momentes durch den d]}“‘t-“-\tillci;_{h‘tl Kérper auch auf
negative Lote fiihrt, so dals ein Teil des Diagrammkdrpers unter die
Grundfliche zu liegen kommt. Dort ist dann dje Schwerkraft als
negativ aufzufassen, damit f-2* und f(— 2) - (— 2) Momente geben,
die zu addieren F,J.nd} wie es das lmghmtsmmumlf verlangt. Die
parabolische Veranschaulichung ist daher im allgemeinen \-‘(J],ﬂ_l,ﬂ(ahe.“_

26) Bemerkung. Neben M — :,‘v und 7= Zf"‘ kénnte
man noch andere Momente, wie S{zF E,f,f . 8. w. befrachten.

Dies soll vorliufie nicht uPhL:]m}l{'n. Jedoeh sei darauf aufmerksam
[ =] o

gemacht, dals man, je nach dem Fxponenten von z, von Momenten

Jter, 2ter  Jter y, 5. w. Ordnung sprechen kann.

27) Satz iiber die Parallelverschiebung. Ist das Trigheits-
moment einer Fliche ' in Bezug auf eine Schwerpunktsachse
gleich T, so ist es in Bezug auf eine parallele, um e von
ihr entfernte Achse derselben Ebene 7, = T 4 &*F.

Beweis. Wird die Achse von 4B nach 4, B, verschoben, so
wird der Abstand 2 eines Parallelstreifens in 2z - ¢ verwandelt,
und aus f-2* wird f(2 + e)* = f2* + fe* + 2fze. Demnach geht

T =D fe tberin I, = Df(z + ot = D f2? + D e+ > 2f ze

=2}‘}22—}— 692}( + 2e _?r,f'z. Der erste Posten ist das alte Triig-
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heitsmoment 7', der zweite ist identisch mit ¢*F, der dritte ver-
schwindet, denn E fz ist das statische Moment der Fliche in Bezug

auf die Schwerpunktsachse 4 B, also
gleich 0. F = 0. Man hat also in
der That T, = T + & F.

Ob man um - ¢ oder — ¢ ver-

Fig. 35.

schiebt, ist gleichgiiltig, stets trittk 4 B
eine Zunahme um ¢*F' en.
Das Trigheitsmoment einer T B

Fliche in Bezug auf eineSchwer-
punktsachse ist demnach stets
kleiner, als in Bezug auf jede zu dieser parallele Achse.
Je grofser man die Verschiebung ¢ macht, um so grolser wird das
Triagheitsmoment.

Man hat nur noch nitig, die Triigheitsmomente in Bezug auf
Schwerpunktsachsen zu untersuchen, da sie sich fiir alle andern
nach dem gefundenen Satze leicht ableiten lassen.

Auch an den beiden Diagrammkorpern lilst sich der Satz leicht
beweisen. Aus ihm lassen sich Siéitze iiber parabolisch begrenzte
Kérper ableiten.

28) Beispiel. Fiir das Rechteck war in Bezug auf die Mittellinie
bhh? h

T = e Verschiebt man die Achse um e= , so erhiilt man
bh? "R\ 2 bh? h? hih?® : . .
st P s e SRR TR SR Sy : g § . .
T = & (2) I 5 -+ = bl - Dies stimmt mit dem

fritheren Resultate iiberein.

29) Aufgabe. Das Trigheitsmoment eines rechtwinkligen
Dreiecks mit den Katheten b und & in Bezug auf die zu b

parallele Schwerpunkts-
achse zu finden. S4B Fig. 317.

Auflssung. Fiir das Recht- 4 bl
eck ist in Bezug auf die Achse K L : |

8 ! ,

1. e i T l{lr"! o | | ..-"'r |

das Trigheitsmoment 7' = T S S R I
2 2 el ol

Fiir das Dreieck ABD 1st es | [

in Bezug auf K L halb so grols, _
wie man am Diagonalschnitt + -
des Diagrammkdrpers (Fig. 33)

S

¥

; q bh? - - . ¥
erkennt, also gleich —-- DBei der Verschiebung nach dem Schwer-

ot
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v SR h i 7 .
punkte hin, d. h. um die Strecke ;, vermindert sich der Werth um
o ]
h® bh (Y

P )
[ }: — 3o
367 -2

In Bezug auf P¢ erhilt man demnach

72

T — bh® P bh® = ] ?1-3‘

e 24 72 56
30) Bemerkung. Ist 7 das Triigheitsmoment einer Fliche in
Bezug auf eine vom Schwerpunkte um e, entfernte Achse, und will
man 7, fiir eine um ¢, von ihm entfernte Achse bestimmen, so hat
man zuniichst fiir die Schwerpunktsachse 7'= T, — ¢, I, sodann

1
r 2 " | » e
T,= T+ ¢, I' zu bilden, man erhilt also
T =T P+ EF=T 4+ (¢ — &) F
g5 ey el S g B S B RN SR e

31) Bemerkung. Verschiebt man einen Parallelstreifen f parallel
zur Achse, so bleibt die Entfernung z, folglich auch das Trigheits-
moment fz* ungeiindert. Dem
nach haben Rechteck und
| Frs /___ ' -f I Parallelogramm von gleicher

Fig. 85.

| f.-" ] G r‘um“i]]it_‘ und ,:_J‘Ie*it,-her Héhe

! / ; i ST ey

1 L { - 11 E ezl au - rer
el e A | p ~ Bezug a 1. die 1in 1Ihr 1

. R Richtung bleibende Mittel-

/ linie dasselbe Trigheits-

Rt .
-—-1"-4//‘—/ moment T Dasselbe ;{1“3

von der krummlinig begrenzten
Fliche der Fig. 38.

-' : '_/--"' Dasselbe gilt von den in
Py g ;’f [ & / Fig. 39 dargestellten ,Drei-
| ; \ | ecken®. Fiir die angedeutete
i A\ | =~ 3
s | Schwerpunktsachse haben
Nissg simtliche das  Triigheits
'| \ | samtliche  das "righeits-
. bh?
\/ IL:’ i moment 7'= — .
| SRR R, S CoR a6

Uberhaupt kann man, dem
Satze des Cavalieri entsprechend, folgenden Satz aussprechen:
Haben zwei ebene Flichen in gleichen Héhen gleiche
Querschnitte, so stimmen ihre Trigheitsmomente fiir gleich
hoch liegende Achsen iiberein.

32) Aufgabe. Ein gleichschenkliges Dreieck habe die Basis b
und die Héhe k. Wie grols ist sein Trigheitsmoment fiir die Basis
CD, wie grols fir die Parallele zur Basis durch die Spitze, also fiir
EF, wie grols fiir die Mittellinie K L?
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Auflésung. Fir CD erhilt man Fig. 40.
bh? *ph  bh® , bh® _ DA r
T '."I"' (}r._) bR __ bk | bA® bR "l | D
1225588 3/ 2 36 ' 18 12 L /
Fir EF wird L2 et /' B
bh* "‘Eh)" bk bR® 2bh® hh®
L bl mra
Fiir KL giebt Dreieck KDL (dhnlich wie \
by n F
: h ()-) hb® >
bei 1;) den Wert —3— = - Dreieck KLC L
. v . . ~an hb®
giebt ebenso viel, also wird fiir das ganze Dreieck Ii= 5

33) Begriff des polaren Trigheitsmomentes.

Man denke sich Jedes Teilchen f einer Fliche mit dem Quadrate
des Abstandes ¢ von einem festen
Punkte multipli?iu'f dann ist das Hig. 41.
Produkt fo* das polare Triigheits-

moment jedes Teilchens in Bezug P

auf den festen Punkt. Das polare A
Trigheitsmoment 7T, der Gesamt- P s 3

fliche wird also definiert durch / 2 BN

die Gleichung A | * |

]
\ — 8| |

= E' s
34) Satz. Das polare Trig- ~ |
heitsmoment in Bezug auf einen
Punkt ist gleich der Summe
zweier axialen in Bezug auf
Achsen, die sich in dem Punkte rechtwinklig schneiden.

Beweis. In Fig. 41 ist o® = a«* 4 ¢* folglich gilt fiir jedes
Teilchen f die ("lf*{r'!nmn‘ Fo? — f;“'-' -+ fy?, also fiir die Gesamtfliche

Z fo* *—2 [z + ,r‘J" oder T, =T, 4+ T;.

35) Bemerkung. Auch von dem polaren Trigheitsmomente
o=

gilt der Verschiebungssatz 7/ = S il Ist niimlich 7' das polare

Moment fiir den Schwerpunkt, so ist dies gleich dem axialen In
Bezug auf die Verschiebungslinie e als \Hm* vermehrt um das
Moment in Bezug auf die dazu senkrechte “'\L]mejpmlhtxns hse. Bei
der Verschiebung #ndert sich nur das letztere um e*F!
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36) Bemerkung. Die Summe der axialen Trigheitsmomente

einer Fliche in Bezug auf die Schenkel eines rechten Winkels bleibt

ungeiindert, wenn sich dieser in der Ebene um den

Fig. 42. Mittelpunkt dreht. Die Summe ist néimlich stets gleich

dem polaren Trigheitsmomente in Bezug auf den
{ —,  Drehungspunkt.

| 37) Aufgabe. Wie grols ist das polare Triig-
__Sif__ | heitsmoment des l{:whn{ln in Bezug auf {h?n
‘ 7 Schwerpunkt?
i Auflésung. In Bezug auf die eine Mittellinie hat
T R man T, = g5 in Bezug auf die andere 7, = L
| 1 12 ? e - R

Demnach ist

= Lo b h? hb® Mt. bl B Fd*
=L+ L=3+5F= U ‘f’PJ—lL, i )
wo d die Diagonale, F' die Fliche bedeutet.
Fig. 43. 38) Aufgabe. Wie grols ist das polare
Trigheitsmoment eines gleichsche nlglic_ren
D I]':elt*clw. mit Basis b und Hohe /i fiir den
/ \ Schwerpunkt und fiir die Spitze?
|5 Auflésung. Fiir den Schwerpunkt ist
/ \ nach 10) und 13)
\ .
A S Rl a : bh? Rb®>  bh . .4 a9
= —— — e = _!, = E —E—‘ 4'18 = 141 [\—.I.l;f + -Jff-‘ ),
f,vf . 3 2 hfi=— a S s
/ e (e, S Addiert man dazu (:;-!’f-) - oder o bk® soerhilt
C man fiir die Spitze
f bl 52 bh
Tffuzlii- (40" + ']'[ub"f' = {]3; —I"F" )-

39) Aufgabe. Wie grols ist das polare Trigheitsmoment
des w;.gelnmlsmen n-FEcks mit Umfang « in Bezug auf den
Schwerpunkt?

Aufldsung. Fiir jedes Dreieck ist in Bezug
auf die Spitze M nach 19)

To= JQ {1”@ -+ b,

b
(73') b 1800

p = —— = cot—— ist.
H.

Fig. 44,

WO
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Fiihrt man # = nb ein, so ergiebt sich fiir die Gesamtfiche
e

n— s
L

SR 1) o [u®
48 EIEQ %_ _”':') = 48 {_H.:: :

Ty =

40) Folgerungen fiir den Kreis. Nimmt man im letzten

: : . w0
Resultate % unendlich grofs an, so wird —; =0, und das Polygon
wird zum Kreise mit Umfang
U= 20%.

Das polare Trigheitsmoment des Kreises ist also in Be-
zug auf den Mittelpunkt

J 5 [ :_'_"LJ?{., I") g tJ':r L ot
e A8 —Q 2 g ?

wo d den Durchmesser bedeutet.
Fiir den concentrischen Kreisring mit + und #; bezw. d
und d, erhiilt man durch Subtraktion

4 4
1l el : . ; ,

g 15 T 74 4y = T fd AN

Iy =33 a2 = 32 (t' T ”{1) =g (j ‘]1)

Das axiale Trigheitsmoment des Kreises ist halb so grofs,
als das polare,-denn 7, = T, 4 1, oder, da die beiden letzten
tibereinstimmen, 7, = 27. Demnach ist fiir den Kreis mit Radius #
und Durchmesser o

rig  d'm

fiir den concentrischen Kreisring

P ) = ().

1 i) s B
' o - : Fig. 45.

41) Aufgabe. Die Trigheits- i
momente einer HEllipse mit den i
Halbachsen @ wund & 2zu be- T 'l _'_"_\ S

= e o e

rechnen. / 7 l R

Auflésung. Fiir den Kreis mit O |' e € = Ty
Radius & ist in Bezug auf ARB \ \ , af /
e bt 2 ) ) : : : \ \ | ./_/
I=" T Fiir die Ellipse ist jede e e | /_,/

)08 (5 1 3 . . !
Querlinie - mal so grols, wie die ent-

{
Jrf
sprechende des Kreises. Folglich ist fiir die Ellipse 1 Bezung auf 4.8
s ab? o LR

4575 Erow

Holemitller, Ingenieur- Mathematik. T a3
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wk
Fig. 46. Fiir den Kreis mit Radius a ist
el P im Bezug auf CID das Tricheits-
_/" \\ - 3 5 =)
: ; ; zat e A
L | N moment 7 = - : Fiir die Ellipse

P o S b
ist jede Querlinie das -—-fache von der

¢ I I—_ L+ 1 p entsprechenden des Kreises. Fiir die
A B - e Ellipse ist also in Bezug auf CD
\ 1. Ill |I.'
\\_ | / __/’ T— mat b b mah
Ak | et s e T
. 3 7 i
e e Das Polarmoment der Ellipse ist
e mah? A ] abm ;.o 3 G &
I, =" 2 gy =T @ )

42) Veranschaulichung des polaren Trigheitsmomentes.
Fig. 47 stellt eine Kreisfliche dar, iiber der ein Cylinder von der
Hohe 2 errichtet ist. Uber jedem Flichenteilchen £ in der Entfernung o
vom Mittelpunkte denke man sich eine Siule von der Hohe o errichtet,
so dafs der Siauleninhalt fg* ist. Dann liegen die Endpunkte der Lote
in einer Fliche, die man als Drehungsparaboloid bezeichnet. Der
[nhalt des Aulsenkdrpers ist gleich F;’Q”, stimmt also mit dem Trig-
el

ek -

heitsmomente iiberein, d. h. er ist gleich ——, d. h. gleich der Hiilfte des

Cylinders.

In #hnlicher Weise ist in Fig. 48 das polare Trigheitsmoment
eines Quadrates veranschaulicht. Aus dem Aulsenraume des Drehungs-
paraboloids ist der entsprechende quadratische Uylinder ausgeschnitten.
Der Aufsenkorper ist vom Inhalte

FrY

DIk,

bh®
12

bhbe :
19

bl
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also, da das Prisma den Inhalt '-J:—L hat, gleich dem dritten Teile des
Prismas®). 3

In entsprechender Weise lifst sich das polare Trigheitsmoment
jeder Fliche durch einen Diagrammkdérper veranschaulichen. Kennt
man die polaren Triigheitsmomente, so kann man Siitze iiber den Inhalt
von Kérpern aussprechen, die in solcher Weise parabolisch begrenzt
sind. Ist die Parabel von der Form y = g% so ist der Inhalt der
parabolisch begrenzten Siule gleich dem polaren Trigheitsmomente 7,
in Bezug auf den Berithrungspunkt der parabolischen Fliche. Ist sie

von der Form y=ag? so der Inhalt gleich aT,.

43) Zusammenhang des polaren Trigheitsmomentes mit
den Trigheitsmomenten der Dynamik. In der Dynamik handelt
es sich micht um Flichenteilechen, sondern um Massenteilehen. An
Stelle der fz* und fo* treten Grolsen mz® bezw. mp® an Stelle der

Gesamtfliche tritt eine (Gesamtmasse.
1

1 - . PP s . rre 1

So war z. B. fiir den Kreis das polare Trigheitsmoment 7, —= -~ =
T = ¢ o4 e : A .
(r*m) 5 = I+ Betzt man an Stelle von /' die Masse m, mit der die

»
1Y ue ; - Y ] e 2
Fliche homogen belegt zu denken ist, so ergiebt sich 7'= m — als das
dynamische Trigheitsmoment einer Kreisscheibe von der
Masse m in Bezug auf das Lot im Mittelpunkte.
Fiir das Rechteck mit der Diagonale d war das polare Tigheits-

r o 2 ] . 4 x
moment T, = bh 5= F e Demnach ist m = das dynamische
Fig. 49 Fig. 50
‘ Fig. 51
Gore = / /]
e P ; | n)
ff!.l. T v SS
| |
!l Ll Ej /
i i

Trigheitsmoment einer Rechteckscheibe i Bezug auf das Lot
im Mittelpunkte der Rechtecksfliche.

*#) Man denke sich ein Gefiils von quadratischem Querschnitt auf der
Centrifugalmaschine in Drehung versetzt, so dals die Wasseroberfliiche gich para-
bolisch einstellt. Ist das Gefils zum 3ten Teile gefiillt, so nimmt der Trichter
in dem Momente, wo er den Boden beriihrt, die oben gezeichnete Gestalt am.

o
ok
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Fiir einen concentrischen Kreisring war

T \ b 1 r

T () I P A —r) =

Demnach ist fiir den entsprechenden scheibenférmigen Ringkorper das
I 2 4 |
2 };'

5]

dynamische Trigheitsmoment gleich m
Das mathematische Trigheitsmoment 7 verhilt sich also zum dyna
mischen 7" wie die Fliche F zur Masse m. Ganz allgemein folgt aus
i = s
dals
T =

44) Einige Anwendungen. In der Mechanik wird gezeigt,
dals das Triigheitsmoment hbei beschleunigten Drehungsbewegungen
dieselbe Rolle spielt, wie die triige Masse m bei beschleunigten
geradlinigen Bewegungen. Bei den letzteren ist die Beschleunigung

e 0 Tl 1 " .

g= . "o p die Triebkraft, m die zu bewegende Masse ist. Ebenso
e !

ist bei Drehungen die am Radius 1 zu messende Winkelbeschleunigung

A "M
e i T

wo pr = M das statische Moment der Triebkraft, T das dynamische
Trigheitsmoment der zu drehenden Masse ist. Die Arbeitswucht

(Energie) der geradlinig bewegten Masse ist dort m o, wo v die

Geschwindigkeit bedeutet. Bei drehenden Korpern dagegen ist sie
I I'—, wo & die am Radius 1 gemessene Winkelgeschwindigkeit
bedeutet.

Die Formel fiir die Schwingungsdauer des mathematischen

Pendels ist = *z] . Um die Formel fiir das physische Pendel
g

: 5 figems
zu finden, hat man fir / den Ausdruck - emzusetzen, wo T das

Triigheitsmoment, M das statische Moment des Pendels in Bezug auf
die Schwerpunktsachse bedeutet. Man bezeichnet dieses [ als die
reduzierte Pendellinge.

Erhilt ein freischwebender Korper einen excentrischen
Stols, so ist im Anfange die Bewegung identisch mit der Drehung
um eine Achse, die von der Richtungslinie des Stolses die Entfernung

7] hat. Daraus berechnet man das Mals der fortschreitenden Bewegung

des Schwerpunktes und der drehenden nach dem Stofse.
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45) Zusammenhang des axialen Trigheitsmomentes mit
Problemen der Mechanik. Auch das axiale Triigheitsmoment einer
Fliiche kann mit dem dynamischen in die besprochenen Beziehungen
gesetzt werden, nur ist dabei die Scheibe unendlich dimn zu denken,
d. h. die Fliche selbst ist mit hypothetischer Massenbelegung zu ver-

: - M y T T
sehen. Auch dann gelten die Formeln y ==, E— ——, l= 35

2
Die Drehung geschieht dabei stets um eine in der Ebene liegende Achse.
Von Bedeutung ist noch eine hydrostatische Anwendung.
Die Resultante des Wasserdrucks gegen eine senkrechte Seitenwand

liegt in der Tiefe h = 5, wo T das Trigheitsmoment der Fliche,

M ihr statisches Moment in Bezug auf die Schnittlinie mit der Wasser-
oberfliche ist. Ahnliches gilt von schriigliegenden Druckflichen.

Die wichtigste Anwendung des axialen Triigheitsmomentes ebener
Fliichen geschieht aber in der Festigkeitslehre. So ist z. B. die
Tragfihigkeit eines Freitrigers von Linge ! und von rechteckigem
Querschnitt mit Grundlinie b6 und Héohe /

If}h::
p ST __ “12 _ Sbh
_ J;ﬁ e ;Iil_ 6l ?
2 2

wo S die zuliissige Spannung fiir die Flicheneinheit bedeutet.
Die allgemeine Formel lautet

wo @ den Abstand der iiufsersten Randfaser von der durch den Schwer-
punkt des Querschnittes gelegten horizontalen Biegungsachse bedeutet.

b
m

) : 5 ¥
Den Augdruek = bezeichnet man als Widerstandsmoment W (oder

auch als Querschnittsmodul Z). Es ist z B. fiir das Rechteck

bhh® et
12 e e 2 e T g G4 e SRs W e
W — == — 2 fiir den Kreis ist W= = =2 fiir den Kreisring
h i d 32! =
2 2
T a4 1 5 ¢
. B4 (& — %) w(dt—d)) : T T
W=- ; = > —-—<. Fur die Strebfestigkeit ist W von
i Fy

entsprechender Bedeutung.

46) Zusammenhang des polaren Triigheitsmomentes mit
der Festigkeitslehre.
Ist PR das eine Triebwelle verdrehende Moment, so ist die
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Gileichgewichtsgleichung der Festigkeitslehre PR — SW,, wo S die
zulissige Schubspannung fiir die Flicheneinheit, W, den Ausdruck --:—j.
! . . =

das polare Widerstandsmoment, bedeutet. Fiir den Kreis z B. ist
Tt
: 82 s
I'I-';l?J — e T
d 6
-.:
fiir das Quadrat
ik
I;- |llnl:l IJ-]:I

W, WY/ ; E;]/’ { 3)/2
Dals auch die Verdrehung der Welle von W, abhingig ist, soll unten
angedeutet werden.

Bemerkung. Diese Bedeutung fiir die Festigkeitslehre allein
wiirde hinreichen, das Studium der betrachteten Momente als besonders
wichtig erscheinen zu lassen. Sie sind aber auch unentbehrlich fiir
gewisse mathematische Berechnungen, die wiederum fiir die Mechanik
von Wichtigkeit sind. Auch dafiir sollen einige Beispiele gegeben
werden. Hs wird sich besonders um abgeschrigte Siulen und um
Drehungskérper handeln.

47) Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Cylinderhufs zu
bestimmen.
Auflosung. Ist die Schriigfliche unter 45° geneigt, so ist das
statische Moment des Korpers in Bezug auf die durch A gehende
Schnittlinie der beiden Ebenen gleich dem
Fig. 52. Triigheitsmomente. der Grundfliche in Bezug
auf diese Achse; d. h.

e rim S gt f2 5

¢ £ U T e e

1 T Trrs=Jrix,
Der Inhalt des Korpers aber ist gleich dem
statischen Momente der Grundfiiche in Bezug
auf jene Achse, d. h.

M= (¥*m) r =r’g = J.
Ist nun D die Projektion des Kérperschwerpunktes S, so ist das
statische Moment des Korpers in Bezug auf die Schuittlinie zugleich
AD - J oder AD - M, also ist, wenn AD = e gesetat w ird e~ M =T
tolglich
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In dieser Entfernung ist ein Lot DE zu errichten, in dessen Halbie-
rungspunkte der {wrpem,.}me1.|1u1ﬁat liegt.

[st die Schriigebene nicht unter 45° sondern unter einem he-
licbigen Winkel & geneigt, so ist der Kérperinhalt J = M - tan «,
soin statisches Moment also 7' tan . Die Entfernung 40D wird

odlMane T
Mtane M'
wie vorher.

48) Folgerung. Die [k ormel ¢ = 37 fiir die Entfernung der

Schwerpunktsprojektion gilt in derselben Weise fiir jeden abge-
schrigten Kérper. Fiir regelmilsige und symmetrische Grund
fliichen ist so der Sc hmqpunH des abgeschriigten Korpers leicht zu
bestimmen. Bei beliebig gestalteten F lichen muls fiir die Lage von D
noch eine zweite I\umdmate‘ hestimmt werden, was mit Hiilfe der
spiiter zu besprechenden Centrifugalmomente geschieht.

Aber nicht nur fiir abgeschriigte Kérper gilt diese Bestimmung,
sondern, wie gezeigh w erden soll, mit- entspri chender Anderung auch
fiir Sektoren von Drehungskdrpern.

49) Aufgabe. Wo liegt der Schwerpunkt des in Figur 53
dargestellten halben Drehungskorpers mit kreisférmigem
(.]m.lm.hmtt?

Aufissung. Jeder kleine Sektor ACDE Lilst sich als ab-
geschriigter Cylinder betrachten.
Sind » und ¢ die Radien, so
hat die Schwerlinie KL eine
Entfernung e von M, die sich aus

0_:'?:: )= 0'3_. :‘2
T R
¢ e
M o Rty SO |
o0 e
'.l' J-

berechnet. Auf dem mit diesem
Radius ¢ um M geschlagenen
Kreise liegen die ‘whn L’I]iLlIﬂ\f{’ der siimtlichen kleinen Sektoren. Der
Schwerpunkt des Korpers 1 fillt also mit dem dieses Halbkreishbogens
zusammen, Demnach ist (vgl. Nr. 9)

g 2 p? | 4¢* pf -+ 42

= 3¢ 2
r” H _ = - — == =
T - x M 7 4y 2rm
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W ichtiger ist das allgemeine Resul tat, dafs fiir halbe Rotations
kérper von beliehigem Hauptschnitt

1 S
:Il o —
S w M

die Entfernung des Schwerpunktes vom Centrum ist.
In diesem Punkte ist die Masse des halben I':uln[i:p|1.-;]-:='i'rppr< ver
emigt zu denken, wenn man berechnen wi

, durch welche Centrifugal-
|~r;Lﬂ' die eine Hiilfte des ganzen Kérpers von der andern .]_}jﬁ{]‘l"--\!l]]
werden soll, sobald er schnell um seine Hauptachse dreht.
Ist & die am Einheitskreise gemessene Winkelgeschwindigkeit, so
ist diese Centrifugallkraft
- Ziad
K=m- -MS: -9 =m — T

T

; - ) J oo
Hier ist m = £ — ----;" , wenn oJ der Inhalt, p" das specifische Ge-
g f
; S i = o 2ra. I
wicht des halben Korpers ist. Nun ist aber nach Guldin J=— "7~

und das Moment M = F'. r, also ist

- relFp 2 T
{ — _ g
K q x

o c )J FFY 3
g2 — 3!‘{ 792
[

Zur Kenntnis der Bl,ln-qnmhmur emes beliebig gestalteten Schwung
ringes durch die Centrifugalkraft reicht also du; Kenntnis des J_lflg-
heitsmomentes der erzeugenden Fliche, der
und des spezifischen Gewichtes p’ aus.

Der vorher behandelte Korper mit kreisfsrmigem Querschnitt wird
also beansprucht durch

Sfedehle

0

- 2p [o'x R B .
;e P [o ,—I OJKJ“ gar 0° ;.« L 4y g2
] (S g : 24
a2 . . o, % : S .
Fiir die Kugel bestitiot sich das bekannte Resultat ‘: ' = Aut-
: T

gaben solcher Art sind von Wichtigkeit nicht nur fiir die Theorie
der Schwungriider, sondern auch fiir die der sogenannten Centri-
fugen, bei denen nicht nur die Centrifugalkraft des halben Gefiilses,

L«:m{[mn auch der gegen die Wiinde geprelsten Fliissigkeit zu berec hnen
ist. Die Gestalt 11(‘1 letzteren kann bei grofsen Geschwindigkeiten als
Rotationskérper eines Kreissegmentes betrachtet werden, wenn das
Gefils kugelformig begrenzt ist.

50) Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Meridiankeils der
Kugel zu bestimmen.
Auflosung. In Bezug auf DE ist das statische Moment der
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N - rim 4r g % T . S yiar
Halbkreisfliche M =~ - S iy das Trigheitsmoment ist T'— g !
e e d . i
folglich
oy Fig. b4.
T 8 L4
g = - — — ¥
M 3 3 e =
b ! //
/

Mit diesem Radius e ist ein Kreis-
bogen K I, zu schlagen, dessen Schwer- /[
punktmit dem des Kérpers tibereinstimmt. -
Die Schwerpunktsentfernung A4S wird “~__
e 8

. wo s die Sehne KL, ) den Bogen
ke < i

= o

K L bedeutet. Ist nun der Keilwinkel gleich «°, so ist b = exm T da
. i . (14
gegen die Sehne s = 2e sin = also
i 1 i : .
e-2esm_ 360 ¢ sin 360 - 3xr s
‘i-'\.j.lz'- ; H"_'—— u= . =
o T 16 woe
ik =
180°
oder
- {04
7 8in
185 -
J-I .!Sr = -
e (V3
Tall ] § 135 ¥ 3 .
Ist z. B. @« = 180°, so wird AS = -2 . —— =— —r, was mit der
? 2 180" 8

bekannten Entfernung des Halbkugelschwerpunktes iibereinstimmt.

An diesen Beispielen wird man erkennen, von welcher Wichtig
keit es ist, von beliebig gestalteten ebenen Flichen die statischen
Momente, die axialen und polaren Trigheitsmomente, die Widerstands-
momente und die Schwerpunktslagen zu bestimmen. In Nachstehen-
dem sind zuniichst einige der wichtigeren Querschnittsformen der
Technik in diesem Sinne behandelt.

Auf jeden dieser Querschnitte lilst sich ein parabolisch begrenzter
Diagrammkérper nach Art der Figuren 32, 33, 47 und 48 aufsetzen,
dessen Inhalt gleich dem axialen oder polaren Trigheitsmomente ist.
Seine korrekte Konstruktion bietet eine vortreffliche Ubung des rium-
lichen Vorstellungsvermigens. In der Abhandlung des Herrn Bantlin,
die in den Vorbemerkungen genannt ist, findet man eine lehrreiche
Sammlung solcher Zeichnungen.
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Trigheitsmomente fiir die wichtigeren Querschnitts-
formen des Bau- und Maschinenwesens.*)

A. Die Momente.
bl) Rechtecksquerschnitt.
A GRE A SRR e SRS B S TR e
=3 =3 L=y t+ta—7p 0+

oder

1 e s
'JI.:'J - 12 th:

wo d die Diagonale, I die Fliiche bedeutet.
Widerstandsmoment:

H_rl sy :‘r|

()

Sonderfall des Quadrates:

bk

\

T, ' b

i b) T _Ei_
(z,

Wy =

i

bt : b b3
I Al e 4 il e L5 0 a— F A S g
=Ty~ L=, Wo=W,=—.
Fig. 55. Fig, 57.

_- ‘J .:.J.. = rj —

i,

| B
!
Y

Quadrat in diagonaler Stellung. Figur 5H7.
Jedes der Dreiecke mit Basis 4B = b)/2 hat die Hohe h']//;‘ ;
nach Nr. 32 ist also fiir jedes in Bezug auf die Basis

*) In dieser Zusammenstellung werden einige schon behandelte Grundformen
noch einmal dargestellt, damit nicht scheinbare Liicken entstehen.
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Wi

\

- =
fiir das Quadrat also
|‘IJ'I
= : b E = 12 LYz
[, =T, ——, W,—=W,: — 212,
! : 127 . ] /1 12
h], =

52) Rechteckige Gurtungen, die durch Fachwerk verbunden
und als ein einziger Korper zu betrachten sind.
3 3 9 3
y Sl 5 b (fﬁ- . -If.l) b(h "":)
1 (B =), W=—"—"t=—"p

12 A\ 1o
2

Die andern Griofsen kommen hier nicht in Betracht.

Fig. 58. Fig. 59
b - J': —=
Tt et
N i iz | L _ g
A | !
[
| |
s |
= 2 —l — i —— =
= L
o
N A
1]

53) I-Triger (Doppel-7-Querschnitt). Figur 59.
bR — Ee? T  Pybi 4 2k

T
L YT 12

-

7, kommt in Frage, wenn der Triiger als Strebe benutzt wird.

> hh®— Lih:l: D ?95313 4+ :.’f.':,h::
I e e e . S 6b ]

54) Gurtungen mit T-Querschnitt. Figur 60.
bh®— bW — byhy
5 12 ?
bk — }‘Jl.’eT - !J,—Jt-li
0= L
6.

Die andern Grofsen kommen hier nicht in Betracht.
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5b) -+ -Eisen (Kreuz-Querschnitt). Figur 61.
b 4 b, b

Tt FFT {i h L FJ. fHd /] |'.F.l"'r .k h:":
]Ill'-__- !\J = : = = ! ! 'f==
= 12 12 ? ! H
v - Oh?* 4+ 0, 0%
T il )|
“ 6l
Fig. 60 Fig. 61
G s A
A i b
i
< Ak N, =
| L - - 2
1 f/f I |
| = L ; B
| 7 vk
Y b
’ Goped e g

Derselbe Wert fiir 7, und T, ergiebt sich fiir die Diagonal-
stellung, nur sind dann die Widerstandsmomente andere, niimlich
b (R 4 h, 6% N b (h2 -4 R, b%)

, b(h? - R b5
Wy=W,=—21 12— A e A s
: ' 125D ofR L BN/ s+ B)Y2
13(2 3)!/:* Gl

56) C-Eisen (U-formiger Querschnitt). Figur 62.
Nach Nr. 3) 1st
Fig. 62.
2h,b° 4 h, b,
s = S (2h, b+ hb,)

]

Die beiden Momente werden

hh®- e’:l h :i"
A
Bl i2 »
T =2 i.-’.l-rtf:'5 ¥ O e 2h nﬁj-
i Bt Eitl PR
bildenden Widerstands-

Die leicht zu
momente sollen von jetzt ab nicht mehr

angegeben werden.
b7) T-Triiger (einfacher T-Querschnitt). Figur 63.
Nach Nr. 2) ist
2 e’ \
6 by 4 bk [\ahl -+ 'I";z_l
8 2(bh, + bR
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Die Momente werden
e Ffli".l'l' - .".l_1 h;

TI = :1'- Irhl’h: —[_ f’-g'f'r: s Fj:zj":; -; y e =

Fig. 63.
= -:’l2 > =
X i 3 —
h"‘i 7, ¥ b =
A R >
{ TS 77 "i‘ ¥ |
——= ,Eﬁ . |
oy | < | Vet
; . | | X
¥ .
’ ¥ W Y ,f,B
W= 2 S Y Al ol
L fy -+ el
'
i

H8) M-Eisen (gleichschenkliges Winkeleisen). Fig. 64
Es handelt sich um die Differenz zweier Quadrate, so dals nach
Nr. 3)

b® — o8

h Ty -r' 5] -h'.' - 'ﬁ == L z 'ﬁ )
& 2 l\ I'I.'“ = hl,_ .| & 5
s - s Fl‘l 3 Fj’ . 0 o |
In Bezug auf AB wird T'= ——5—, also in Bezug auf beide Schwer-
punktsachsen
Bt — W ._
m e e 1 §wd 2 2 = =
jl - i;{ — 3 - Jﬂi-\l {.-I) ;"J IJ 2

59) Diagonalstellung des [-Eisens. HFigur 65.
Vom Quadrat A EBD sind drei A
(Quadrate abzuziehen, wenn man das S
doppelt gezeichnete Winkeleisen er- .
halten will. In Bezug auf AB
ist also
T I:f: - ﬂ':l,::l'! a’:ll i 2 b
12 12 12
Fiir das einzelne Winkeleisen bleibt
die Hilfte oder

T = ;L Hh - fr__l;]'i — .I'IJ.: — 2 fﬂi} ; 5

Nun ist aber h = (b -+ bﬁ) llj und U‘
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W —=h—e Y2. Demnach wird fiir die horizontale Schwerpunkts-

&

achse

L=ullbn)u Rl sy |

In Bezug auf Achse DFE giebt das doppelte I"-Kisen, da

OF = (b, + b)) 2

in-?
i (b + ;J:;,l b (1% ; |
T, — A 2| 5+ 3 (b, + b)Y, |, T,=T,+ 1,

60) T-Eisen. Figur 66. Nach Nr. 3) wird

byhi + byhy (2R, - by) -+ byhy (2R, + 2hy - )

b, — o i SR AT SRR
H 2 (b by + byhy + by ) J
,. 4l P8 9 3 ] 1w |
i - 'L_'hrhx |- h:iﬁ.” — f;_j a, - f}:'ﬁ::I :
?r = ] 5--1{‘l ||',"; _1_ J'li h,‘{ _|_. J'IF IIrJ::':
£ 12 | 7171 il R e
S Fig. 67.
SR e e e
] [T il aesy
L A
d-fJ
o _T.:
o2~
e
||
< | &
- L] ==
o
)
155 ¥

61) I'-Eisen, ungleichschenklig. Figur 67.
Nach Nr. 3) ist

e by ki + byhy (2hy + hy) G2 bih, + 3k,
3 20 by + bhy) 7 e 2(byk, I+ byh,)?
¥ I [ 18 5 5
T, = |".’1'J”'.< = bga.— bia. |,

|

1 "f”_:‘. 5 r’*H ] ‘:I._I
: : |_ ’ b e+ b€, |-
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62) Dreieck, gleichschenkliges.

bh® hb? = bh
m __ Ui T SR
L 367 T, 48 7 Tp = 144 (42* )
In Bezug auf die Spitze ist infolge der Verschiebung um |/
bh 3 :
92 DR [ ] 2
Iy = 5 (12h -+ %)
Fig. 6
Fig. 68. 1
] |
< T — 10 z
e i e T L A
Yz ' A .
\ ]
¥ H_:'f
—
e
¥ ]
a2
| [
|
|
v SR |

63) Trapez (
Nach Nr. 4) ist

In Bezug auf A B hat man durch Parallelogramm und Dreieck

A R N Y

. 3
S 75 (b1 + 30y).

Abzuziehen ist i"e F', so dals man erhiilt

h* 9 h &)
m = e B L i '.._.3-3. Al
T, = 12 (by +38,) — b, 2 h 36 |- h

Das andere Moment wird
by — b,\8

h® f'( E ) :
o 1 9 :"Jj J[J! — ht\n h,_, = i
L= gt 28 Sl 6 } G R

.!{2 —|— by | HJ - Ll{-jf.'

— il - =
g | 144 144

hby | h (b — ’l’]_‘} 548 2 R h (5% 32 b B
¥ (307 + b+ 28,0,) = 55 | by + 07,4 b,b, b
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64) Trapezformiger T-Triger.
Nach Nv. 4) ist

- U3 > =T . : ;
v [ - X ; (b + 20,) + (28 + hy) 3 bghy
A g . _
"‘I_- ] o 3 3 [:'f';] ~+ by by 4 20, By |
il ¥ Y In Bezug auf AB giebt das Trapez wie
3
¥ vorher ,: (b, + 3b,), also in Bezug auf
= ey P s
' ; die Schwerpunktsachse
| | J',l'.j . b —{— b
v I [ 97 21 2
£ !2 [\I'rJi l— o) h:ﬂ) ——t .‘rl"-\\_ 9 g
= . b, 3 8 .
Das Rechteck giebt i (u_ﬁ — rr._L), also wird
T = }f:]j ,'r 27 ! 2 L1 - 'h:: h:t 3 3
= C (t"i + J-g) TS h.\ 2 = Y (”';’. ' ”L!} 3
Das andere Moment wird
m hoby | By g 2r 2 78
f__, = 12 —I— _1:- [‘JI —I— FJ]-‘IJ: = i';lr’f: —-|— b.‘.‘ ‘ =

65) Regelmifsi ges n-Eck.

Aus dem polaren Trigheitsmomente des gleichschenkligen Drei-
ecks fiir die Spitze folgt fiir das regelmiifsige n-Eck mit Seite b
und Radius ¢ des einbeschriebenen Kreises das polare Triigheits-
moment

T wb g

W 48 (]2 Q‘j "F Ii’J‘d}:'

sl

folglich sind fiir jede Symmetrieachse (wie spiiter gezeigt wird sogar
fiir jede beliebige Schwerpunktsachse) die Triigheitsmomente
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Dadurch erhiilt man folgende Reihe von axialen Trigheitsmomenten,
die fiir jede Schwerpunktsachse der regelmiifsigen Vielecke gelten:

a) regelmiifsiges Dreieck: 7' = :r}: V3, denn hier ist o = -?,, V3

b) Y Viereck: T = ;i;, R > i

¢) 5 Sechseck: T'— :J;: V3, 5 A= f; V3

d) Achteck: T—2(1148V2), , , » o= it
So kionnte man fortfahren. — Beim Achteck z B. gestaltet sich die

Rechnung folgendermafsen:

T RS G e /52
I= o (L4+v2) 12 (1 4 V2) + |
-0 (1L Vo3 (a9 L 97/9) 1 ] | b’ (1 /2)(10 L 6 1/2)
=Y ) e i [ i_;‘-_‘(,l _“ L a1 = l ",J il == 924 \ _'}'_ l a4 = ptin b V"z
LR e G & o/ B o e i
=0 +¥2)6+4+3Y2)=506+5y243Y)2+6)

= 1’ (11 4+ 8Y2).

Fiithrt man in die Formel

des n-Fcks den Umfang u =

geht sie iiber in

TR wo | e ),
) =12 (12e°+ 53):

e/

y T n fie  a
T, =T, ——(12¢* +

66) Kreisfliche. Fiir n = o folgt aus der Formel. fiir das
regelmiifsige n-Kck, wenn man u = 2 gx emsetat,
2ORO a0 plm
.UEII I:‘I._.\O e “J —_— 1’

oder, wenn man den
Durchmesser d emn-
fiihrt,

!

."ll'l = ;

G4

dagegen, wiein Nr.42, V7 /
?1 i'l'n’f" \ /
P L

67) Fliche des concentrisechen Kreisrings (Hohlsiiule).

ekt (H."l rf]l): el (r."l u"JI;].

64 p— .59

Holamilller, Ingenieur- Mathematik. I 4

V2).
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68) Fliche des Halbkreises.

2 T ir . 0 oy e ;
Nach Nr. 6) ist h, = -—, in Bezug auf AB ist nach vorigem
S Beispiele
Fig. T5. 74 oA
ey G
’ 128 8

Demnach wird fiir B F

o ar! 2 pin
_!!1 - 8 e ’I'r.u 2
it 16 r® rix ! gpd
ST TR T 9
oder
1 (7% 8 ( T 1 2 .
_’,_, :-}"’(._. )= .-i = ) ! O s 'r=( -
| e U e (Abgerundet T )11 #%)

y x i ‘;1‘.';""
Dagegen ist 7, — ——, also

(1 S mrt i 8\
T.= ‘4{ _ - :-‘d‘{ _ .

el e b B e

69) Fliche des halben concentrischen Kreisrings (Halb-
siule).

(.5 )
Fig. 76. - v i SF =)
Nach Nr. 6) ist h, — — .
3w (r* — 'r;)

aulserdem fiir A B

_T — ': |:-'1 ]".L)J.

1
folglich
2 2
- kL It T
Ty = (:— 1‘1) W=t
.8 8
r?— o)

> o 4 a
r pa ‘.1 % -
T, — (1 —al) — b7 —

70) Querschnitt der Fliigel-
achse und der Siule mit Ver-
stirkungsrippen.

Die Technik betrachtet die Quer-
schnitte der Verstiirkungsrippen an-
genithert als Rechtecke.

= : adl :

Der Kreis giebt i die senk-
recht stehenden Rechtecke nach der
Formel fiir einfache  Gurtungen
b

a4 o o a0 1
1___3{\3’;. — ¢’), die horizontal liegenden
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e B T Iy o et 2 BT S SR i e i :
25 13— 15 » 1080 erhilt also T =T, — = - 1:}]3} (B> —d*) 4+ h, b7
Das polare Moment ist 7, =2 T, .
: : _ Fig. 18
71) Fliche des Viertelkreises. ;

Tas T ?"‘:‘T
Fiir- A B hat man T'= ——, der Schwerpunkts-

16 : o
o 4r . ; NT ety s
abstand ist h, = ;, daraus folgt (vel. Nr. 68) ( 21'

____."-r_ ___./JI._ e
Draopuie L ap gl D E e L 81 T .k
1 2 16 s 4 16 Gx? 4 e =
] 5 w—fi =
- J"i ['—ﬂr _— -4. ] _?‘ e ';".1' L — :5—1. : :
16 Gml’ 4 8 9|

72) Fliche des allgemeinen Kreisausschnittes (Sektors).
Vorliufig kann nur das polare Triigheitsmoment berechnet werden.

AT . a : - . T
Fiir die Kreisfliche war dieses —-, also

Fig. 79.
ist es fiir den Sektor in Bezug auf den fe
Punkt .M = L
L S i

2 360° 720 ?

sobald ¢ in Graden gegeben ist. Nach
Nr. 10) ist

2 rs /b = Bogen)
,‘lj\ == e )
80 \s = Sehne,
folglich ist fiir S
: rimwe 3 [ rixer? .2
To=——h 1w — = - It
P 720 s 360 360 [ 2 s

Zur Ableitung der axialen Momente sind spiiter zu entwickelnde
Hiilfssiitze nitig.

- Fig. 80.

73) Fliiche des Kreisabschnittes
(Segmentes). i
) * e 1

Auch hier kann zuniichst nur das Polar- R
moment berechnet werden. Vom Sektor & AL ﬁ-’%-\'\
2 : ; : : ; K%y ; T 2 ' ~ .
ist das Dreieck abzuziehen, also wird fiir M | l v

| s ) +
rime sh . G % Lohe o
?TJ e —— 19 ;fg Tal) o = i i s il
P = Rt o ;

- By e g¥ ) | WO ),’

Nach Nr. 7) ist h, = TV also wird | \
fiir den Schwerpunkt S ' gy

ol
= e v SR e a5 SR
—i= —s 2 he e e y
Iy 56 i (1242 4 s*)— b F,

' réo e Bl .

wo H— —— — 1st.
a60 2

4%




D2 Abschnitt 111

74) Fliche:der Ellipse. (Vgl Nr. 12))

s

Aus der Formel fiir den Kreis mit Radius a folgt durch Ver-

kleinerung der Sehnen mittels des konstanten Faktors

b
atss b il

et

4 i 4

Fiir die Achse €D nimmt man
den kleinen Kreis zu Hiilfe und findet
mittels des konstanten Vergrilserungs-
faktors

peee biz a bt

2 TR ey

Das Polarmoment wird

o abx , o o g a5
i . (a* < h— [ (1~ )
i Iy @+ b6)= 7 (@ D).

75) Fliche der symmetrischen Halbellipse.

I 1 Yo ; ‘ i ahax o
Erste Form. Fiir AB ist 7" = ~-—=_ da aber nach Nr, 12)
o
4a . " P : ; -
hy - 5, 186, so folgt fiir die horizontale Schwerpunktsachse
P e a’bm (1. u_'}': abmx
8 dml 2 ?
£ g o adbmr e a*bm 4 a\2 abmx
dagegen ist T, — y also T = ——— (Hz_ ;

Fig. 82,

~ -t e )J

. T e 7 b2z o g 4]
Zweite Form, Fir AB ist 7" =2 ;1} nach Nr. 12) ist s, — LY

: p : 3=’
also folgt fiir die horizontale Schwerpunktsachse

.T[ i, 4 bix s (‘-l {,-}2 e

8 3wl 2z 7
= : abix . 3 AT\ E g
wihrend "7, — 2% jo¢ 7 . 8b'= (”’) S
= =) 4 4 3 7/ 9
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76) Fliche der unsymmetrischen Halbellipse.

Diese allgemeinere Form lifst sich aus Fig. 82 durch Hori-
zontalverschiebung der Klementarstreifen
herstellen, wobei weder das statische Fig. 84
Moment, noch die Schwerpunktshihe, noch
das axiale Trigheitsmoment fiir AB ge-
indert wird. Die Fliche der Halbellipse

: . bohw : - ;
bleibt dabei .=, oder, da i = ¢, sin p 1st,
@, DymwEiny : 4 h i
e 11 £ Fernerist h,= — , ehenso
2 3w
: 4 ool 4a Vas A;
08 =% (E=:lcosy—e¢,. Fir /
R o I¢ ‘I.f
_‘j._b} 1‘\'3 rr
T — b ki 23! b, (a; sin y)*x !
8 g i

W 3.'::,_}'1;;1 =
= o @ sin’y =Tk,

folglich fiir die horizontale Schwerpunktsachse
g I

o G UM e e sn e -
i 8 L 2 8 " ) 2

T, kann mit Hiilfe von 7}, berechnet werden, denn fiir (' 1st, wenn
a und b die wirklichen Halbachsen der Ellipse bedeuten, nach Nr. 74

b g D e =5 3 | 1
T, = . (@ + %) = - (a® 4+ b7).

Diese Halbachsen @ und & kann man mittels der aus der Geo
metrie bekannten Formeln
2 Do 2 4 72
a4+ b=a +0b,

ab = a,b, sin p

berechnen, was aber hier iiberfliissig ist. Einsetzung giebt niimlich
sofort

: a b, siny ;2 2 F ( 2 72

J P G O b b e ,

T, = 22t (gf b)) =7 (a0 + b)) -

Fiir die durch ' gehende Vertikalachse wird

== o0 Wk

= i 4 a
Verschiebung um ¢,——;

o 70
achse H.J

T: =

COs o . ten . =
© giebt fiir die senkrechte Schwerpunkts-

Ty =l e (M Sy g

3
oder
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g .- g :
a; = b —h s T -3—|
o [t o e . o8
i —ff[ PR g it AT | -
e 4 dm ) 1
Hier ist
—h = e i — @ 6o
f-! = lf-l (-1 Sl ¢ = Ir.f-l COS (ﬁ}

es wird also

3 S 1 .2 g
?r 2 }1,1- [Hl C”_h__ ke ___-.'__i = (j H? 1’0&'_ }f) d} ;

- 4 R -

Endlich ist noch fiir S

I T o
T — F r!«, ".'__ El_| e ('-i u_?')‘ ‘ :
T e e Sx/) _

"

Polarmomente fiir Ellipsenabschnitte und Ellipsenfaktoren lassen
sich aus den fiir Kreisabschnitte und Kreisausschnitte berechneten
Momenten leicht ableiten.

77) Elliptischer Ringquerschnitt. Sind @, und a, die grofsen,
b, und b, die kleinen Halbachsen, so wird

3 3
Fig. 85, 7 by = r.fzhirc T (-3f 3 \]
: = 7] 1 7 .“'1 ) T Gy 12“ .
Ebenso
=t 7 8 8
Iy == ("113": — r.'.-,_,b,z),

1, =T, + T,

- ﬂ: i_efelf;l (n’-? - J.';l]’)) -— a,b, (r,:.j - Li)_i.
Hier ist zu bemerken, dals die Wand-
stiirken verschieden ausfallen. Ist a:a, —
b:by, so erhilt man ihnliche Ellipsen.
: Nimmt man die Wandstiirke iiberall gleich

grols, so wird die eine Curve eine solche

4tn Grades, und zwar die Paralleleurve der Ellipse. Bei geringen
Wandstiirken ist jedoch der Unterschied so klein, dals er fiir praktische

Berechnungen \'ernm-h[llssigh werden kann, so dals die gegebenen
Formeln fortgelten.

78) Elliptischer Halbring. Gleichung fiir die statischen
Momente in Bezug auf 4 B:

da,

: L. - .
e e St 8 B ol By
% 3x f’ 3x }r’-’ }

folglich
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da, abw day, by : 5
j B 2 8% 2 g apb, —aghs
.l‘s ——— e _— _ - -
D% 1 a0 37 by — aghy
2 2 g
In Bezug auf AB ist Fig. 86a.

il T b 3758
d'= ({ILfJI — rlﬂbs) ;

folglich in Bezug auf die Schwerpunktsachsen

v T 3 B 2 T

I' = 3 (a—lb] - 5523}2) —h - 5 (“1sz — EE-HFJE:]J, .
1 ey 1 @ e 5 HY == 1 r !
T, =3 (o) —ab;); T,=T,+ T, e

Auch der schriige (unsymmetrische) Halbring
lifst sich im Anschlufs an Nr. 76) behandeln.

B. Bemerkungen und numerische Beispiele.

79) Eine grofse Anzahl weiterer Ubungsbeispiele iiber die Quer-
schnittsformen des praktischen Maschinenbaues lielse sich hier an-
schliefsen. Binige sind durch Zeichnungen angedeutet. Figur 86D, ¢, d,e.
— TIn der Regel beschrinkt sich aber die Praxis auf die behandelten
rein schematisch aufzufassenden Formen.

Fig. 860D. Fig, 8fe.
[
P u!= ) v
1 o B [ £
i 5 i
b ;
¢
} g
— _?_ S ————
b
? ?
F-. :--L S =

|

Sind die Querschnitte nicht einheitlich, sondern in ihren Teilen
durch Nieten mit einander verbunden, so ist darauf zu achten, dals
mindestens der Binflufs der Nietlscher beriicksichtigt werden muls.
An einigen der Zeichnungen ist dies angedeutet. Bei Gurtungen,
die grofse Entfernungen von der neutralen Achse haben, kann der
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Einflufs sehr grofs werden. Die Nieten werden in maglichst geringer

Zahl in

Querschnitt gelegt, damit die Festigkeit nicht

zn stark vermindert werde., In

| : den Zeichnungen ist dies dureh
' ' Schraffierung angedeutet.

Die mnachstehenden ['f]nmg.-;-

aufegaben sollen nicht etwa die

Festigkeitslehre ersetzen, sondern

sie setzen diese voraus. KEs soll

nur gezeigt werden, wie mannig
faltig die Anwendung der bisher
[‘lel'it'l‘ltl n Begriffe ist. Die Malse
sind in I\I[Ilmurtun gegeben.
Neuerdings wird auch mit Centi-
metern gerechnet.

80) Aufgabe. Bei einem
T -Triger sei h, = 160 mm, hy =20mm, b, = 20 mm, b, — 100 mm.
Wie grols ist das wichtigste Triigheitsmoment und wie grofs sind
die Widerstandsmomente (oder Querschnittsmoduln)?

Auflésung. y, = 115 mm, also y,"= 65 mm, T, — 17 040 000,
T ; j T
Hrj = — = 262200, W, —te=2i148 2000,
Yy : g iy

81) Aufgabe. Bei einem I -Th dger sei die Gesamthohe =400 mm,
die Teilhdhen h, — 368 mm, f.l,, 16 mm, aufserdem b = ]--1“111111,
b =16mm, also b — b, =1, — 124mm. Wie grols 7, und W?

Auflésung. y, — 200 mm, 7,— 231690000, W, =W,=1158000,

82) Aufgabe. Bei einem M-Eisen sei / = 100 mm, i, = 80 mm,
also hy = 20mm; b = 20 mm, b, — 200 mm, also by =160 mm. Wie
grofs 7,, W, und W,? ;

Auflésung. y,=32mm, y;'=68mm, 7,— 6390000, W,=197000,
H»"2 = 93970,

83) Aufgabe. Bei dem A Eisen der Fig. 65 sel b = 100 mm,
by = 20mm. Wie grofs 7,, W, und W, ?

Auflésung. 1,=46 mm, ¥, =39 mm, T,—1 36000 ), W, =29600,
W, — 34 900.

84) Aufgabe. Eine schmiedeeiserne Achse von 2 m Liinge soll hei
einer zulissigen Spannung von 5 ke eine Last von 20 000 kg in der Mitte
tragen. Wie stark ist sie bei kreisformigem Quersehnitt zu nehmen ?

lhc Festigkeitslehre ffluht rho elementar abzuleitende ig]ethmnr

.“ 18
e = W- 8 Daraus folgt — = :';;— S, also
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; :"_;’g-,;!j F8 20000 - 2000 4
d= 1’ =l - = ~ 274 mm.
] S
85) Aufgabe. Hin I-Triger von den Dimensionen h = 400 mm,
hy = 80mm, also b = 340mm, b =200mm, 0, = 25mm, also
by =0—b, =175 mm, habe 6 m Linge. Wie stark darf er, zwei-

fach frei aufliegend, in der Mitte belastet werden, wenn die zuléssige
Spannung 7,5 kg betragen darf?

Auflésung. Die Festigkeitslehre giebt die Traggleichung
T 485W . - 'J";e:lr - III"| "r*':Jl' : n 1 .
P=——, und zwar ist W= = — 2468 000. Ks folgt
g il ?

P = un 12340 kg.

86) Aufgabe. Eine schmiedeiserne Achse von 2 m Liinge und
274 mm Durchmesser sei bis zur Hilfte des Radius ausgebohrt. Wie
stark darf sie bei 5 kg zulissiger Spannung belastet werden?

724 1
| d ”'11 ]

Auflésung. Zunichst ist W= — ' =1890000. P=

giebt 18 900 kg.

32d

o a

87) Bemerkung. Bei gleichmiifsiger Belastung iiber die ganze

s S S ok il e 85W
Limge. gilt fiir den frei aufliegenden Triiger die Formel P = —,
Der Kriimmungsradius des Trigers wird an jeder Stelle berechnet
TE e 1 - o : ; o e
aUS @ = = {'.R‘ , wo T' das Triigheitsmoment, F der Elastizitits-

modul des Materials, M das biegende Moment ist.

Hat z. B. ein schmiedeiserner Freitriiger rechteckigen Querschnitts
von b= 50 mm und 5 = 90mm am freien Ende die dem Tragmodul

= § - ; . 45 - 200000 FaVe

entsprechende Probelastung (8= 15 kg), soist =" =060000mm
=60 m

Fiir die Strebfestigkeit giebt die elementare Anniherungsmethode
: 2J K : - : B .
P—= ~—;—, die genauere Kulersche Methode P = - fiir den
renannten ersten Fall,

L
D

A

=0

88) Aufgabe. Der Querschnitt einer hohlen Sidule mit vier
Verstirkungsrippen habe die Dimensionen d = 200 mm, d, = 160 mm,
also Wandstirke 0 = 20 mm, ferner sei fiir die Rippen b = 20 mm,
h = 60 mm. Wie grofs ist das Trigheitsmoment 7'7 ;

Auflosung.

T = = (200 —160%) + 5 [(200 4 120)* — 200°| 4+ 7 - 20°

2 | 12

— 87 731 000.
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89) Aufgabe. Ein Schleifstein habe den Radius r =1 m und
das Gewicht 1000 kg. Wieviel Drehungsenergie hesitzt er bei 1, 2, 3
Umdrehungen in der Sekunde?
Auflésung. Bei einer Umdrehung in der Sekunde ist die Energie
. 297 1000 12 45°
E, =m- 52 — 982 2 = 1006 mkg,
bei 2 Umdrehungen
7% = 4 - 1006 = 4024 mkg,
bei 3 Umdrehungen

Ly =9 - 1006 = 9054 mkg.

90) Aufga,be. E’in Schwungring wiege 20000 kg und habe die
Radien : h rechteckigem Querschnitt.
Wie gru[.a 1st seine Dr ehuugswucht (Energie) bei 1, 2, 3 Umdrehungen
in der Sekunde?

Auflosung.
i (r'“J -+ 1|“J)
T = 5 ;

folglich

0 ”’L’ i) 4 4x® 20000 4% 86" 4m' oo

= 5 e s e 582 720 mkg,
demnach
By, = 4. 582720 = 2330880 mkg, E,=9.582720= 5244480 mkg.

91) Aufeabe. Ein Schwunering habe die Radien # = 3 m und

‘ & R

7y =28 m und das Gewicht 10000 kg. Jeder der sechs Radarme
wi(‘,f_};vi' )0 kg, je zwei davon mdgen als ein Rechteck von der Diagonale
d=2r, betrachtet werden. Wie grols ist die Drehungswucht bei
1, 2, 3 Umdrchungen in der Sekunde?

Auflosung.
1 { r‘-J "l_ I?.2.:"}
T.-_-—_-. 1\ E__l'_ —|— % h“” 2 K‘gflj :
WO
L0 000 600
My =951 ™a— oui

1st. Es wird

E; = 26 400 mkg, F, = 105600 mkg, FE; = 237600 mkg.

92) Bemerkung. Wirken an einer irgendwie gestalteten Scheibe
drehende Krifte p,, p,, p; ... an den Radien ¢,, 9,, 05, ... und ist
T' das gesamte Trigheitsmoment, so wird die dem Radius 1 ent-
sprechende Winkelbeschleunigung
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und die Bewegungsformeln, die den drei Fallformeln entsprechen,
werden

I
~
=
&
|
a3
iz
e
I
i
e
o
~
=
=

ir

93) Aufgabe. Um die Achse einer Kreisscheibe sei ein Faden
geschlungen, der am freien Ende festgehalten werde, so dass die
Scheibe nur drehend fallen kann. Wie schnell fttﬂt sie und wie
grofs ist die Fadenspannung?

Auflssung. Arbeit der Schwerkraft gleich der Energiesumme
aus der fortschreitenden und drehenden Bewegung, also

= L= = ph.
Die Drehungsgeschwindigkeit am Achsenradius g ist gleich der Fall-
geschwindigkeit », folglich ist die erstere, am Hadius 1 gemessen,

i— —', also wird
g

die dritte Fallformel wird also

R i
r.f=1,f'2 B2 .U}."
\mo® + T
so dafs, wie aus » = }/2g, h folgt, die Beschleunigung des Falles wird
m‘{:
f ==
4 mp® —|— f

Die Fadenspannung wird gleich g — g,.

04) Aufgabe. Hine Kreisscheibe werde mit den Achsenenden
auf zwei schriige Leisten gelegt und rolle so, ohne zu gleiten, auf
schiefer Ebene herab. Welcher Art ist die Bewegung?

Auflésung. Wie vorher wird

mu? 2 mrs g 0k
2 9 9ad Ui
oder
g e
gt 2ot -1
—— — i Jrf_.
3 2p0° gt
also

P = l /9 (; -.!} ﬂ-y) h— ]2 (a 1'- T sin r.('} L,




G0 Abschnitt 111

wo [ die Linge, « den Neigungswinkel der schiefen Ebene bedeutet.
Die fortschreitende Bewegung hat also die Beschleunigung

2 p® sin e
Ty =7 58l

| e 2 0
95) Aufgabe. Eine Rechtecksscheibe schwinge als Pendel um
eine senkrecht auf ihr stehende, durch den obersten Punkt der
Mittellinie gehende Achse. Wie grofs ist die Schwingungsdauer?

: _.u"!f
Auflésung. Fiir ein mathematisches Pendel ist { = x|/ 7 hier
. A m Y. 4 i A 3
ist { = 5=, wo T, das polare Triigheitsmoment in Bezug auf den
A .E e
Drehungspunkt 4, M, das statische Moment in Bezug auf diesen

Punkt bedeutet, also

. / 'Ir)*
il -] = | m (2 d* + 3Rt
3 h T 7

wo d die Diagonale des Rechtecks ist. Also wird
/d® - B8Rt
S ot .
T—l' 6 gh

06) Aufgabe. FEin Pendel bestehe aus einer Scheibe vom Radius »
und dem Gewicht p, und einer Stange von der Linge [ und dem
Gewicht p,. Wie schwingt es?

Auflosung. Wird die Stange als Rechtecksscheibe betrachtet,
so ist fiir sie in Bezug auf den obersten Punkt

_m?j;"_-' _:|_ o E:}z

Ist das Rechteck sehr schmal, so ist d = h zu setzen und man erhilt

Wy " h? h2 (%
’? P 2 — — :
i 19 1 “J:'_’Z i == ”!2 3 _ JH.E 3

Fiir die Scheibe ist
o ", e Wi i M= o
li=——+m(+ D= o [ e o
Das gesamte Trigheitsmoment also wird

3 > o \E ?E
[ A 20+ DT+ my -

Das statische Moment wird m, (r 1) —{—-m,f-_;, folglich ist die

reducierte Pendelldnge
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"
Wil e ne1 4 [2
= : gL oy 1 4+ R a1 1 E
W Laie Dl s iy syt 204 DY A 2m DR
' M ey Al { a[2m (r + 0 + mal]
1=K ] ’ 28
wh

3 ; ; A
Dies 1st in £t = ;rrl . einzusetzen.

97) Aufgabe. Eine kurze eylindrische Triebwelle soll bei
zuliissiger Schubspannung S ein Moment P - E (in Kilo-
grammen und Millimetern) iibertragen. Wie stark ist sie
zu nehmen?

Auflssung. Die Festigkeit giebt die Traggleichung PR = 5 W,,

P HET :
wo Wy — = T, ist. Also:

PR = §-

Demnach mufs werden

adt 2 Sad?
g9 f oAb

. . ;'.:]'1. PR
u":'; ¥ B

A

Beispiel. Sind 10000 kg am Kurbelradius 500 mm wirkend zu

iibertragen, und ist 6 kg pro qmm die zulissige Spannung, so wird
4 /16 - 10000 - 500 > ke

d = l et 162 mm. Lilst man nur 4 kg Spannung

T -0 L -

zu, so wird d = 204 mm.

98) Bemerkung. Die Kraft P wirke stets am Radius R, dann
ist die Leistung bei einer Umdrehung 2 Rz P in Millimeter-Kilo-
grammen, bei % minutlichen Umdrehungen hat man das n-fache,

7 : . ., n-2RaP ST e
also auf die Sekunde reduciert die Arbeit ——o——- Dividiert man
durch 75000, so hat man die Leistung in Pferdestirken. Ist die

2RBxPn

Anzahl der letzteren N, so ist also N = ———, also
? 60 - 75 000

PR — 116200 -

Setzt man dies in die letzte Formel ein, so folgt als Wellenstirke
o L -
4 /16 - 716 200 N
= 'f,- s i
T n

09) Aufgabe. Fine kurze schmiedeiserne Welle soll 200 Pferde-
stirken bei 120 Touren iibertragen. Wie stark muls sie genommen
werden, wenn 6 kg Spannung zugelassen werden?

Auflosung.

B . - - ~

16 - 716 200 4

d = l//—}" : "J"." = 2 100 mm.
T - b

120
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100) Aufgabe. Die Panzerfregatte ,Konig Wilhelm® hat eine
Maschine von 8325 indicierten Pferdestiirken bei 63,86 Touren. Wie
stark miilste die schmiedeiserne Schraubenwelle zu nehmen sein bei
6 kg zulissiger Spannung?

Aufldosung.

g g Sy L AR =
F16 - T16 200 gs95

T l,; = ~ 430 mm.

o " 65,86

Der Erbauer hat 457 mm genommen.

101) Bemerkung. Die Lehre von der Drehungsfestighkeit zeigt
elemenfar, dafs die Verdrehung in Graden
360 1S

dxl

fﬁ}:

wird, wenn [/ die Linge der Welle in Millimetern, S die Rand-
spannung, ¢ der Durchmesser und &' der sogenannte Gleitungs-

2 et \ - + P g 16 PR
modul (;_ des .].‘]hlstlmtutm'am]rllﬁ:] 1st. Nach Nr. 97) ist aber S — e

setzt man dies in die vorige Gleichung ein, so wird
i —

e 360L16 PR s ! /860116 PR

IR -7 7 S e o dwie - ?

oder, wenn man die Tourenzahl und die Zahl der Pferdestirken
einsetzt,

T by —
360116 - 716200 N : /860716 - 716200 N
&= i - also d = l : Ay :

diniG 7 ? G n

Setzt man nun fest, dafls die Verdrehung einer lingeren Transmissions-
o 1 1 r g w8 . 1es

welle héchstens - Grad auf das laufende Meter betragen soll, so 1st fiir

& der Werth -, fiir I der Wert 1000 einzusetzen. Dann folgt als

nétige Wellenstirke
it B RIS T8 Yo e K
d _—l/.nt - 360 - 1000 - 16 PR

w4 ?

oder, wenn Pferdestiirken und Tourenzahlen eingesetzt werden,

/4 . 360 - 1000 - 16 - 716200 N
”’:'/ - s —
7 (7 7

102) Aufgabe. Kine schmiedeiserne Welle habe 5 m Linge und
120 mm Dicke, die Randspannung sei 6 kg. Um wieviel Grad ver-
dreht sie sich dabei, und um wieviel auf das laufende Meter?
(G = 8000 zu setzen.)
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Auflésung.

86015 860 - 5000 . 6 %
= — = — T ) : : HU
& dn G 120 - 7 - 8000 3,08",

also um 0,716° auf das laufende Meter.

103) Aufgabe. Eine schmiedeiserne Welle von 4 m Linge soll
eine Kraft von H000 kg am Radius 500 mm iibertragen. Ihre Dicke
sei 150 mm. Um wieviel Grad verdreht sie sich?

Auflésung.

860{16 PR 360 - mﬂn 6 - 5000 - 500
S el AU et hiad = 40
o din* G 1504 . . 8000 -1, 4

also um 0,36° auf das laufende Meter.
104) Aufgabe. Eine schmiedeiserne Welle iibertrage bei einer

Linge von 3 m und einer Dicke von 200 mm 300 Pferdestirken bei
100 Touren. Um wieviel verdreht sie sich?

Auflosung.
e 360116 - 716200 N 360 - 3000 - 16 - 716 200 - 800 0.30
— d'niG e 200%. 77 . 8000 =il

also 0,1° auf das laufende Meter.

105) Aufgabe. Hine schmiedeiserne Transmissionswelle soll bei
L Grad Verdrehung auf das laufende Meter 10 000 kg am Kurbelradius
500 mm iibertragen. Wie stark ist sie zu nehmen?

Auflésung.

d =

/& - 860 - 1000 - 16 - 10000 - 500 it
l - = ~ 195 mm.

== - 5000

106) Aufgabe. Kine Schiffsschraubenwelle soll 10000 Pferde-
stirken bei 70 Touren iibertragen. Wie stark fillt sie aus bei der
1
stark bei Festigkeitsherechnung und 6 kg zulissiger Spanmung:s

Auflosung.

Berechnung auf Verdrehung - Grad auf das laufende Meter? Wie

d = 415,6 mm bezw. 442 85 mm.

Letzteres 1st zu wihlen.

107) Beziiglich der Wellen von mnicht kreisférmigem Querschnitt
sel darauf hmu(-ﬂeurst dals man die polaren Trigheitsmomente, wie
St. Venant be“umn hat, nicht ohne weiteres anwenden darf. Der
Grund liegt darin, dafs die Querschnitte bei der Verdrehung nicht
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eben bleiben, was beim Kreisquerschnitt unter gewissen Voraus-
setzungen als richtig angenommen werden darf. Dagegen behalten
die polaren Triigheitsmomente fiir andere dynamische Fragen ihre
Bedeutung vollkommen bei.

108) Beztiglich der Biegungsfestigkeit sei noch hingewiesen auf
die Z,Lp[c nherechnungen, auf die Profilbestimmung fiir Kérper
von iiberall gleicher Biegungsfestigkeit, = B. auf die Kern-
kérper der Balanciers, Krummzapfen, F [||ue I.]Lhwlt Konsolen und dgl.,
auf die Formengebung der Haken, auf die Querschnitte gleicher F t-\tm—
keit fiir Gulseisen und anderes Material, bei dem die Tragmoduln fiir
Zug und Druck verschieden sind. Aueh hinsichtlich der Strebfestio
keit treten Profilbestimmungen entsprechender Art auf. Dies alles
findet sich in den besseren Lehrbiichern iiber Festigkeit und Elasticitit.

Es empfiehlt sich, fiir die gebriiuchlichsten Querschnitte eine
Tabelle anzufertigen, in der fiir jeden der Flicheninhalt, die Schwer-
punktslage, das Trigheitsmoment, das Widerstandsmoment u. s. w.
anzugeben sind. Jede Formel ist dabei méglichst weit auszurechnen,
so dals z B. in : pr il gl it

5 bk 12
durch die entsprechenden Zahlen ersetzt werden. Dabei geniigt eine
Genauigkeit auf drei Stellen fiir das praktische Bediirfnis vollkommen.

Reiches 'IH'lumg'snmt:rrinl nebst Resultaten findet man in den
Katalogen der Hiittenwerke und in den Tabellen einiger Lehrbiicher
der Festigkeitslehre. _

V2 pt die Faktoren von r, d* und b*
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(entrifugalmomente und Triigheitsmomente
fiir beliebige Achsen.

109) In den vorigen Abschnitten wurden die Triigheitsmomente in
Bezug auf besonders bequem liegende Achsen, meist Symmetrieachsen,
berechnet. Gewisse Aufgaben der Festigkeitslehre und der Dynamik
beanspruchen aber ihre Kenntnis fiir ganz beliebig liegende Achsen.
Der Fall der Parallelverschiebung ist schon in Nr. 27) abgethan. Es
fragt sich, welche Anderungen eintreten, wenn man die Achse um irgend
einen Punkt dreht. Auf was es dabei :]!]L{i}i]i[ll.lt. das 1_'!‘2’1'1.‘“'- sich aus
folgender Aufgabe: Die Trigheitsmomente einer Fliche in
3ezug auf zwei aufeinander

senkrechte Achsen O4 und OB Fig. 87

seien bekannt; wie grols ist ihr B

ik I.LU]II’H'"-'IIH’FTI'L[ nt in Bezug auf ;

lPl_l_lt‘ Achse fIJ',IV diemit 04 den .\p j{ a 7

Winkel ¢ bildet? J} el A,
Aunflosung. '_!' \ fr;- und 'l‘ , i '
2}‘ v seien die hsl]\,lnllivn E ,.~--""J.' -

,1111L () A und OB bezogenen Trigheits - oh ks

momente einer gegebenen liche. = :

In Figur 87 ist ein Flichenteilchen
[ dargestellt, dessen IEntfernungen
von diesen Achsen y und 2z sein
s von den neuen Achsen 04, und OB, die Ent-

mogen, wihrend ¢
fernungen % und g hat. Dann ist
— DE — CFE =ycosa &8N e,
folglich '
n? = yfeos? @ + 2 sin® @ — 2oy sin @ cos «
oder auch
1° = y? cos® @ + 2° sin” « zy sin 2.

Holzmitller, Ingenienr-Mathematik, I 0
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Folglich ist das Trigheitsmoment des Teilchens f in Bezug auf 0.4,
[n* = cos*efy® + sin*afz? — sin2eafzy,

und das gesuchte Triigheitsmoment der Gesamtfliche

RN Yo o = e : =
7. — S n® = cOS” 2 Yy -+ sine z @ sin2e N Fro T8
= iy x'lr i | fr'lr | | Jlf g {_‘ | ’l '-"‘

Bezeichnet man den Ausdruck /\' fay mit M,,, so hat man die
i .

G leichung

T, = cos’a Ty 4 sin®e T, — sin2a M,,.

Der Ausdruck M., wird aus spiiter anzugebenden Griinden der
Dynamik als das Centrifugalmoment oder auch als das Deviations-
moment der gegebenen liche in Bezug auf die X-Achse und Y-Achse
bezeichnet. Kann man ihn fiir eine gegebene Fliche berechnen, so ist
die oben gestellte Aufgabe gelst. Es wird sich aber zeigen, dafs durch
die Kenntnis der Centrifugalmomente noch eine ganze Reihe anderer

Aufgaben loshar wird, so dals es

Fig. 68. sich der Miihe verlohnt, sie ge

/‘ nauer zu untersuchen.
e
< e ! ;

5 110) Veranschaulichung
, des Centrifugalmomentes

Aufrifs e o= | einer Fliche.
i eai | In Figur 88 ist eme Fliche F
Chsv ' | | als Grundrils gezeichnet und auf

o) = X o
e |l ! ein Koordinatensystem OA und

- o >

OB bezogen, so dals z B. das
o v n 0 Teilechen f von ' beiden ' Acksen
; die Entfernungen # und y hat.
B e ; Nach Obigem handelt es sich
darym, fir den Ausdruck fay
eme Deutung zu finden.

Man denke sich iiber jedem
Flachenteilchen f eine Siule von
der Hohe #, also vom Inhalte fz
errichtet, dann ist ihr statisches
Moment in Bezug auf die Achse
O A gleich fzy. Diese siimtlichen
Stiulen bilden aber ecinen senk

Grondrils

0 s A

rechten Cylinder (bezw. ein Prisma)
tiber der Fliche, der dureh eine durch OB gehende und unter 45°
geneigte Ebene schriig abgeschnitten ist. Dieser ist im Aufrifs dar-

gestellt,

e
L)
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Die Summe aller Ausdriicke fay bedeutet also das stati-
sche Moment des iiber der Fliche F stehenden und so ab-
geschrigten Cylinders in Bezug auf die Achse OA. Dies ist
zugleich |l|v Veranse lmulu hung des Centrifugalmomentes der
Fliche F 1 Bezug auf die beiden Achsen.

Statt |L[~.-4:-sr-J| hiitte man iiher jedem Teilchen [ auch eine Siule
von der Hohe y errichten und das statische Moment in Bezug auf
die Achse OB bilden konnen. Dies hiitte ebenfalls fay gegeben.
Schriigt man also den iiber F' stehenden Korper durch eine Ebene
ab, die unter der Neigung 45° durch OA geht und sucht man das
statische Moment in Bezug auf OB, so findet man dasselbe Centri-
fugalmoment wie vorher.

~ Gerade wegen dieser Symmetrie gegen z und y, die in ihrer
Bedeutung vertauscht werden diirfen, empfiehlt sich fiir das Centri-
fugalmoment die Bezeichnung M, .

Macht die Berechnung fiir die eine Auffassung Schwierigkeiten,
s0 versuche man es mit der andern. Einige Beispiele werden dies
niher erliutern.

Fig. 89
111) Aufegabe. Das Centrif uuqlmnm@nf des iy iy
Rechtecks in Bezug auf dessen Seiten b und !
I zu bestimmen. |
Auflésung. (Geht die abschriigende Fliche 7l _
durch %, so ist der Inhalt des Korpers | '
T—@rys =" |
= “ (¥] =% —
Das statische Moment in Bezug auf b ist dann
L e
T e AT Bl
Der Wert i
.:'-ler-ru = o /"’-.--_.-‘.-"'\
i : 7 S
ergiebt sich auch bei der andern Auffassung,
wo die Abschrigung durch b gewiihlt ist. ! :
112) Aufeabe. Das Centrifugal- \
moment der Kreisfliche in Bezug aut ’
zwei einen rechten Winkel bildende 70| Feis ey A

Tangenten zu bestimmen.
Auflosung. Der Inhalt des Schriigktrpers wird bei beiden Auf-
fassungen (rim)r — r*m. Der Schwerpunktsabstand von der Moment-

4 . - % dim
achse ist », also wird M,, — r*mw-r = phop — T
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[13) Anwendung des Centrifugalmomentes auf die Schwer-
punktshestimmung abgeschriigter Korper.

Uber einer Fliche F' stehe eine senkrechte Siule, die durch eine
Ebene von zuniichst 45° Neigung abgeschriigt werde. Nach Nr. 21)
st ihr Inhalt J gleich dem statischen Momente M, in Bezug auf
die Schnittlinie OB der Schriigebene mit der Grundfliche, und die
Schwerpunktsprojektion des Korpers hat nach Nr, 48) von OB die
Entfernung

. Ty Trigheitsmoment
F e —— — e Vi
# ary, statisches Moment

wobei beide Momente auf OB bezogen sind.

Die andere Koordinate y wird mit Hiilfe des Centrifugalmomentes
berechnet, wenn man dieses selbstiindie eymitteln kann, Das statische
Moment des Kérpers in Bezug auf OA ist niimlich nach Nr. 110)

Yy - = M,,,
also erhiilt man
: My My Centrifugalmoment
e = PR My ~ statisches Moment

Die Koordinaten  und 2 verhalten sich also wie das Centrifugal
moment zum Triigheitsmoment.

In dem genannten Punkte ist auf der Grundfliche F ein Lot
bis zur Abschriigungsfliche zu errichten, dessen Héhe gleich @, wird.
In der halben Héhe befindet sich der Kérperschwerpunkt.

Ist die Neigung der schriigen Schnittebene nicht 45°, sondern
eine beliebige, so bleiben die Koordinaten fiir die Projektion des
Schwerpunktes dieselben. Die Hohe des zugehérigen Lotes wird
x - tang ¢. Im Halbierungspunkte desselben befindet sich der Korper-
schwerpunkt.

Damit ist zugleich die Lage der

: Mg Resultante des seitlichen Wasserdrucks

B gegen beliebig gestaltete ebene Flichen
vollstindig bestimmt.

| — s
I b 114) Aufgabe. Uber einem Halbh-
/'/ v RGOy kreise mit dem Durchmesser O A
|-F-===-- P ¥ \ stehe ein abgesch rigter Korper,
s \ '

_ dessen Schnittebene durch die
5 ﬁ[" o g 41 Tangente OB geht. Der Schwer-
| - punkt des Korpers soll bestimmt
werden.
Auflosung. Die Koordinate » fiir die Projektion des Korper-
schwerpunktes wird
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o] o

o =3

e a AE
S 7 = _'H':-, = i ‘ = T
=
9
Uitl:_r_'q*ls_:'q'll wEr*L!
Moy My
Vi T oy

Hier handelt es sich um einen Fall, wo das Centrifugalmoment
aus Symmetriegriinden besser mit Hiilfe der andern Abschriigung
herechnet wird, Der Inhalt des neuen Korpers wird bei 45° Neigung

i o T E) - rix 49 T

der Schriigfliiche nach Nr. 21) J = = - 5= = § »*, der Hebelarm fiir
B i o T [ '

das statische Moment in Bezug auf OB ist r, also il =— ey

Hu.t'nlf_';i- schliefslich fiir den zuerst betrachtete: Kﬁ!‘]u.-a‘

=

wat die Hohe L' y. In

Das an der Stelle @, y errichtete Lot
der halben Héhe, d. h. in der Hohe ° r, befindet sich der Kérper-

schwerpunkt. Bei anderer Neigung

ist mit tang ¢« zun multiplizieren. e :

Der Abstand y_entspricht dem 1.;:1,
des Schwerpunktes der Kreisfliche A A
von 0A. Es fragt sich, ob dies T
in allen Symmetriefillen stattfindet: 5 | |
wie sich sofort zeigen wird, ist 7| Anufrifs
diese Frage zu bhejahen. | : i

’ (5] - [

115) Der Fall der symme- 0 ; gﬁ. ;M; i:L,i
tritohen Rlache, Pis im Grond-  ~5~77 o0 i
rils ;IE-?.L'it'hllr-l'.r\ Fliche F sel ' ) = =
symmetrisch gegen CJL. Jeder B ' i
Schnitt wie K L erscheint dann im : 84
Aufrifs als Trapez K, L, L, K, mit | | ;_,-"' |
der Mittellinie M, M,. Das Moment ey N i Gradi
dieses Schnittes in Bezug auf OA ‘ o : \ !
ist also ebenso grofs, als obh fiiber 5 f ;
KL ein Rechteck von der Hohe ' L i ]
M, M, stinde. Dies gilt fiir jeden | :.H’
der zu KL parallelen Schnitte, — V. et A

folglich ist das statische Moment
des abgeschriigten Kdrpers in Bezug |
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auf 04 ebenso grofs, als das der Siule von iiberall gleicher Hohe
M, M,. Folglich liegt die Schwerpunktsprojektion fiir den
abgeschrigten Korper in derselben Entfernung y, wie bei
der gewthnlichen Siule, d h.in der Schwerpunktsentfernung
der Grundfliche. Dagegen hat « fiir beide Fiille verschiedene Lagen.

Im Falle der Symmetrie ist demnach das Centrifugal
moment besonders leicht zu berechnen. Man multipliziert den
Inhalt des iiber I stehenden Korpers, der durch eine Ehene ab-
geschriigt ist, die selbst durch eine zur Symmetrieachse Parallele OB
- geht, mit dem Schwerpunktsabstande der

L Fliche von der zweiten .-'\:_‘h:;i_‘-? so dals
i M =yJ—yM
| i Yy oy Sy 4
: 18T,
' == So erhiilt man z. B. fiir die vorige Halh-
; \ 18
\ : 2 vy 1y i 2
A kreisaufgabe sofort M,, — —— . — —
. ; o7 2 ]
a ohne Benutzung der zweiten Abschriigung.
. Ebenso folgt fiir die nebenstehende
' Halbellipse
3 Hirown | : daabx 2 919
] M., — - — . b — = a*b’.
8w 2 =

Aus den Anwendungen auf abgeschriigte
Korper folgen auch solche, die sich auf Drehungskérper beziehen.

116) Aufgabe. Wie hoch liegt der Schwerpunkt eines
Guldinschen Drehungskdrpers?

Auflosung. Das

Fig. 94, Flichenteilchen f giebt

i hei der Drehung den

Inhalt 2xfz, sein sta-

tisches Moment in Be-

o | e e zug auf die durch 0OA
I \ S P 2 dargestellte Grundebene
e P, l : ""»‘\__ i g J/j ist also 2xfzy, das
< Tl 5 e statische Moment des

‘i i-"’r Gesamtkorpers in Be-

g : 4 zug auf die Grund-

ebene wird also gleich
03 =i
2 } fay oder 2x M, e
: . ~ e = S an
Bezeichnet man die Schwerpunktshthe mit 4, so erhilt man

hyod =2aM, .
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Da nach Guldin J = 2¢nF = 2= M, ist, wo M, das statische
Moment der Fliche in Bezug auf die Achse OB bedeutet, so wird

j 2w My ]L-_, Centrifugalmoment
. = - == - —
s 2ax My My statisches Moment

Ehenso hoch liegt der Schwerpunkt fiir jeden Sektor
eines solehen Korpers.

Tst der Sektorwinkel unendlich klein, so kann man den Sektor
als abgeschriigten Korper im obigen Sinne betrachten. Darin liegt
die Ubereinstimmung der Hemft:ttv die sich auch auf den “3_1.-'111111L'-t-rié—
fall ausdehnen lassen.

{17)DerDrehungs-
korper im Symmetrie-

Fig

D
=

L

falle.

[st dieFliche sym- ‘
metrischgegeneinezur .
Drehungsachse paral- | I
lele Gerade,so liegtder ' %
Schwerpunkt des Dre- / ‘
hungskérpers: ebemnso | | | __|_
hoch, wie der der er- Ul
zeugenden Fliche. Der
Beweis ergiebt sich aus |

(]hl:-vm

Hier findet also ein dhnliches Ausgleichen statt, wie vorher bei
den Trapezflichen. (Dals bei Llll‘ﬂl]]l]!t‘fll‘wthill ]iril'hL‘]l der batz
nicht mehr gilt, sieht man z B. am geraden Kreiskegel, dessen

o S : e s : ) k.
Schwerpunktshthe h = i ist. wihrend die der Fliche b = ist.)
& £ 7 J il
118) Deutungen des Centri- Fig. 96.

tuqrnlmumemhs mit Hiilfe der
Dic htigkeitoderde sspezifischen
Gewichtes.

a) Statt iiher der Fliche F' einen |
abgeschriigten Korper zu errichten, |
kann man eine Massenbelegung an- |
nehmen, deren Dichtigkeit in jedem |
Punkte z B. proportional dem Ab- _'"{7‘ = > A
stande 2 von OB ist. Setzt man
die Dichtigkeit gleich z selbst, so
‘<t das statische Moment der so belegten Fliche in Bezug auf die

Achse OA gleich };;";:,:g;:: M,,. Dabei kann man die Achsen in

ihrer Bedeutung mit einander vertauschen,
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b) Statt dessen kann man den mittels OB abgeschriigten Kérper
beibehalten, aber seine Dichtigkeit proportional zu y setzen. Setzt
man sie gleich ¢, so wird der *Masseninhalt des Kérpers gleich

Z.T‘f'.ry = M,,. :

119) Anwendung auf die Centrifugalkraft ebener Flichen.
Man denke sich eine ebene Fliche homogen mit Masse belegt
und um eine Achse OB ihrer Ebene gedreht.  Jedes n f im
Abstande 2 von der Drehungsachse

Fig. 97, erhiillt dann eine Centrifugalkraft fxd?,
B - wo & die auf den Radius 1 reducierte
" Winkelgeschwindigkeit ist.
, 5 ( p N Die gesamte Centrifugalkraft ist
! _":' s dann o2 >1f: = 8*M,, d. h. ebhenso
e = ey

grols, als ob die gesamte Masse F im
['liichenschwerpunkte vereinigt wiire.

Der "'t‘ltfl'i'ﬂ"-iill]ll]i der Centrifugal-
kraft filllt aber nicht mit dem Flichen-
schwerpunkte zusammen. Um ihn zu
finden, errichte man auf der Fliiche Lote gleich der Centrifugalkraft
im EH{‘»]HH“HH[{H Punkte. Dies giebt einen [illru,mrmlmrpm der
in obigem Sinne abgeschriigt ist. Die P rojektion seines Schwerpunktes
aut die Fliche I' giebt den Angr itfspunkt der Centrifugalkraft,
Seine Koordinaten ergeben sich nach Nr. 113) aus :

i M,
T e T

if i

|
f}I A

[st die Fliche symmetrisch in Bezug auf eine zu OB parallele
(erade, so stimmt y, mit dem Se hwerpunktsabstande der Fliche
itherein, so dafs dann die Rjc htungslinie der Centrifugalkraft durch
den Fliichense hwerpunkt geht, was durchaus nicht alleemein der
Fall ist.

Das Moment der Centrifugalkraft in Bezug auf die Punkte der
Achse 04 ist in jedem Augenblicke gleich

oS fay — a1,

fiir den Sonderfall § — 1 geht dies in M,, selbst iiber.

Es handelt sich in der That bei M., um ein bestimmtes Moment
der Centrifugallraft, so dafs der Name Centrifugalmoment sehr be-
zeichnend ist.

Ist die Achse OB nicht fest und keine freiwillige Drehungsachse,
so wiirde die Centrifugalkraft ein Umstiirzen. also eine ,"L]meu,h_ung
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von der urspriinglichen Drehungshewegung erstreben, so dals auch
der Name Deviationsmoment brauchbar erscheint.

120) Beispiel des Dreiecks.

Ein Dreieck drehe sich um die Achse OB. Wie grols
18t die entstehende Centrifugalkraft, und
wo greift sie an?

a) Geometrische Behandlung. Man )
denke sich auf der Fliche Lote errichtet, die |
gleich den einzelnen Centrifugalkriften fz92 %
also proportional zum Abstande # sind. Der a
entstehende Diagrammkorper ist eine Pyramide,

deren senkrechte Hohe im Punkte 4 zu denken Jef---- XD

Fig. 8.

ist. Thr Schwerpunkt wird gefunden, indem man
den Flichenschwerpunkt S mt der iiber A
schwebenden Spitze verbindet und von der Ver-
bindungslinie den vierten Teil abschneidet. P ist
dann die Projektion des Schwerpunktes: und zugleich der gesuchte
Angriffspunkt der Centrifugalkraft. Die Koordinaten von P sind

|iJ 1 @ /] |rJ i h 1 I3 .er
eseomlna R DSl S s TR RN e L Ol
e L:ij’_:}‘l P S i3 4

In S hat man sich die Masse vereinigt zu denken, um die Centri-

. : N igy - . .
fugalkraft m - #° zu finden. Da aber die Fliche des Dreiecks als

. g bh 2
Masse betrachtet werden kann, so folgt m = —, und man erhilt als
Centrifugalkraft
' (TR hb*a*
} = = -ﬂ"‘ = —— s
P 5 3 6

So wird S benufzt, um die Grofse der Centrifugalkraft zu finden.
[hr Angriffspunkt aber hat ganz andere Koordinaten als S.

b) Behandlung mif Hiilfe des Triigheits- nund Centrifugal-
moments.

B b hh?
: Ty 12 b M,, 24 h
LM, Tk 6 S ®) den W, R d
23 6

Die Kraft wird ebenso berechnet wie vorher.

121) Beispiel des Viertelkreises, der sich um OB dreht.
Gemischte Behandlung. Der mittels OB abgeschriigte Korper
hat den Inhalt

i A 5 r
,r_,r =t k= —

4 ST 3
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(Ebenso grofs ist das statische Moment 1M, der Fliche.) Seine
Schwerpunktsprojektion hat die Koordinaten

1

rem
e, jf.-' 16 B9 | iy 1
1 e e - = —— i i = - == {
}"ii e e TE e T
i"}a.xn Hier versagen zunichst die hifsht:ri.}_{un Me-
(1 = thoden zur Berechnung von M,,. Der Dia-
:,r-|5 i o grammkorper der Centrifugalkraft (bei der
! | el P \ Drehung um ODB) ist aber ein Sektor der
¥ E3 1 : = !
xR . Halbkugel, dessen Schwerpunkt mit dem
0| & e ! 3
- der letzteren in derselben Hohe y — Cr
liegen mufs. (Vgl. Method. Lehrbuch, II,
G = 4 0 . : 3 e gl
Stereom. H6.) So findet man zugleich M —y M = .- = .
= T SNty B = ] 8
Dasselbe Resultat giebt die spiiter zu behandelnde Summenformel. Uber
- ~ - . - . i - " ~ H ¢ ,-I'2
jedem Schnitte z ist nimlich ein Dreieck vom Inhalte z, = = zu

! ik . : &2 :
denken, dessen statisches Moment in Bezug auf 04 gleich = y 1st.
Dafiir kann man schreiben

re — y*® r2 y?

Nach der Summenformel ist dann das Moment von y = 0 bis y = y, gleich

e .”] "'l"]_ .‘.Irll— (T8
< 5 58k By aad i A
T :3--.1:_5.(""] 3”1,}
Fiir y, = r wird dies
e
hl'_j- |1-.:&\::; o
Folglich ist A
M. a8 |
W, = = == i
Yy M e 8
.I'l - =
B

Wiederum haben die Koordinaten des Angriffspunktes nichts mit dem
Flichenschwerpunkte S zu thun. Letzterer giebt als Grifse der
Centrifugalkraft

i

dr .o vl e .'r':i a9
T e Mot =g

mo? =

Zugleich hat man gesehen, dals im allgemeinen Rechnungsmethoden

zur Anwendung kommen miissen, wie sie spiter behandelt werden sollen.
Ein wirklicher Einblick in die Lehre von der Centri-
fugalkraft ist nur mdglich auf Grund der Kenntnis der
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Trigheits- und Centrifugalmomente, die uns die Koordinaten
der Angriffspunkte geben —

122) Fiille, in denen das Centrifugalmoment gleich Null
oder gleich einer Konstanten wird.

Die alloemeine Bekanntschaft mit mechanischen Vorgiingen Lifst
es bequem erscheinen, an der Hand der Centrifugalkraft ebener
drehender Flichen einige besondere Fille

zu hetrachten. ol
a) Hat die Fliche eine Symmetrie-
achse, und betrachtet man diese als B
Drehungsachse, so heben sich die Centri- g
fugalkriifte je zweier symmetrischer B \\‘x
Teilchen gegenseitig auf. Die Centri- [ . 1
fugalkraft und ebenso das Centrifugal- e s R
moment wird gleich Null. Also: ol [,_{v AR 2
Das Centrifugalmoment einer L _ J
Fliche in Bezug auf eine Symme- & e =
trieachse und eine zu ihr Senk- \\\1
rechte ist stets gleich Null i ot =

b) Denkt man sich die beiden symme-
trischen Teile gegeneinander verschoben,
wie in Figur 101, so ist die Summe der Centrifugalkriifte zwar noch
immer gleich Null, da aber die Resultanten nicht in dieselbe Linie
fallen, so entsteht ein Kriftepaar
(Drehungspaar). Das Moment der Centri-

Fig. 101,

fugalkraft wird, wennjede der Resultanten B |
gleich pund ihre gegenseitige senkrechte H“\\
Entfernung gleich e ist, in Bezug auf e
jeden Punkt der Achse OB gleich pe. rie '*",-; s
Dabei ist es durchaus nicht nétig, dals "."‘ ) S &
die beiden gegeneinander verschobenen S| - e
Teile urspriinglich symmetrisch waren, ' L\:
wenn nur die Achse durch den Schwer- |
punkt geht. Folglich:

Das Centrifugalmoment einer
ebenen Fliche in Bezug auf eine 0 4

Schwerpunktsachse und jede Nor-
male der letzteren hat einen konstanten Wert. Beide Achsen
sind dabei in der Ebene der Fliche zu denken.

¢) Fille, in denen das Centrifugalmoment gleich Null wird, kann
man sich leicht konstruieren. So kann man z B. Fig. 102 so ein-
richten, dafls die vier einzelnen Centrifugalkrifte im Gleichgewichte
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stehen, d. h. dals das Moment des Kriiftepaares der Centrifugalkriifte
gleich Null wird.

d) Es giebt rechtsdre

iende und linksdrehende Kriiftepaare. Falst

man das Moment der ersteren als positiv auf, so ist das der letzteren
negativ. Demnach kann auch das Centrifugalmoment einer Fliche in
Bezug auf zwei Achsen negativ sein. Man hat dann nur nétig, die
eine Achse als entgegengesetzt gerichtet aufzufassen, um ein positives
Moment zu erhalten.

]"i:_.; 102
]U Fig: 103.
| el
Vi { A
V27 : | X _—af
- | |
| W
s 7 |
B i-_ X [ r
- .=-__ | —~ === e P
: | /)
! , - —

Liegt ein Fliichenteilechen im ersten oder dritten Quadranten, so ist sein
Centrifugalmoment positiv. Liegt es im zweiten oder vierten, so ist es

negativ. Kbenso ist es bei der gesamten Fliche leicht zu l’[lt-.‘-'(']‘l{‘[tll_'i]} ob
in Bezug auf die Koordinatenachsen ihr Moment positiv oder negativ ist.

Aus diesen Betrachtungen mechanischer Art lassen sich Siitze
ither Centrifugalmomente und abgeschriigte Kérper ableiten. Bei
letzteren ist der iiber der Grundrifsebene liegende Teil als positiv, der
andere als negativ aufzufassen.

Der unter b) angedeutete Satz
B | ist ein Sonderfall eines allgemeineren
Verschiebungssatzes, der sich folgender-

Tig, 104,

malsen ergiebt.

§ 123) Vierschiebungssatz fiir
das Centrifugalmoment.

q S T Das Centrifugalmoment fiir zwei
' aufeinander senkrechte Schwerpunkts-
T —{——7 achsen einer Fliche sei bekannt. Man
suche das Centrifugalmoment fiir zwei
parallele Achsen 0.4 und OB, wobei
O in Bezug auf S die Koordinaten — p, — ¢ habe. Waren die
urspriinglichen Koordinaten eines Fliichenteilchens f durch & und
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-

gegeben, so sind die neuen Koordinaten 2 —=p + &, y=q + 1, und
das Produkt zy wird gleich (p + &) (¢ + n) = pg + &y + pn + gk,
s0 dals

N, ) e~ L N1 ST e

> fxy=nqg > + En+p > fn+4q

2 [z pq 2y >f'- +p X2 Iin+49. 215
wird. Der erste Posten giebt pgF, der zweite ist das urspriingliche
Centrifugalmoment BM:,, der dritte wird Null, da es sich um das
statische Moment in Bezug auf eine Schwerpunktsachse handelt.
Ebenso verschwindet der letzte Posten. Man hat also

Mo — Mo =Ene

Folglich: Bei der durch a =§ 4+ p und y =19 + ¢ bestimmten

Parallelverschiebung der Achsen aus der Schwerpunkts-
lage wiichst das urspriingliche Centrifugalmoment um das
Produkt aus der Fliche F und dem Verschiebungs-
rechteck pg.

Haben p und g gleiche Zeichen, so ist der Zuwachs positiv,
haben sic verschiedene Zeichen, so ist er negativ. Ist p oder g gleich
Null, d. h. verschiebt sich nur die eine der Schwerpunktsachsen, so
ist der Zuwachs gleich Null," und das Centrifugalmoment bleibt un-
verindert. War das urspriingliche Centrifugalmoment gleich Null,
was bei Symmetrieachsen stets der Fall ist, so ist

M v—pal,

was bequem ausgewertet werden kann. (Spiter wird sich zelgen,
dafs dies bei jeder Mittelpunktsachse regelmilsiger Flichen der
Fall ist.)

Die Fille, in denen das Centrifugalmoment gleich Null ist, sind

®

von besonderer Wichtigkeit fiir die Berechnung von Trigheitsmomenten

fiir beliebige Achsen, denn die in Nr. 109) abgeleitete Gleichung
T.=cosal, 4+ sin*el, — sin2a M.,

geht dann iiber in die einfachere Form

7. — cos*el, + sin*al,.

=

124) Der Trigheitsradius.
Fiir das Rechteck war in Bezug aunf die Seite b das Triigheits
Lh®

moment 7 = Man kann fragen, in welcher Entfernung von b

man sich die gesamte Fliiche (Masse) concentriert denken miisse,

damit das Trigheitsmoment dasselbe sei. Man erreicht dies, indem
hhs .

— setzt. Piir das Rechteck folgt

man [I'g® = 7', also hier bho® =
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s 1 a’a : . T
daraus ¢* = —-, oder p = - Allgemein erhiilt man fiir jede be-
A = 5 V8
1]1*]11;_1'1* Fliche

= l I

Fiir die Mittellinie des Rechtecks erhilt man

yal l ks
el 1D hi his 7
Q o ! K =) bh g 1 12 v l £

Beim Kreise ergiebt sich in Bezug auf den Durchmesser

Jj‘l'_r
— il — ==
9 l j,‘ J.:Z-']' <

Den so bestimmten Radius nennt man den Radius des Trigheits
momentes oder kurz den Triacheitsradius.
Futsprechende Betrachtungen kann man fiir das polare Trigheits-

moment anstellen, wo sich ergiebt

So ist oz B. fiir die Kreisfliche
Srix
/ 2 (o |
T St A

-Der Triigheitsradius dient zur Vereinfachung von Rechnungen und
Formeln.
Ein Beispiel fiir seine Verwendung bietet die folgende Aufgabe.

b 125) Aufgabe. Ein ring-
formiger Korper entstehe
durch Drehung einer sym-
j,-! metrischen Fliche um eine
S s bt !; zur Symmetrieachse pa-
\ | I NE rallele Gerade. Wie grofls
\ | I!\\ ist das '|'|'E]ghtaitm:!nmf;“L
|\ des Drehungskérpers in

i T e —';r“ Bezug auf diese Achse?
Sl Auflésung. Jedes Flichen-

teilchen f in der Entfernung
o0 -z von der Achse OB giebt
nach Guldin einen Ring vom Inhalte 2 (¢ 4 z)nf. Ist m die Masse

dieses Ringes, so ist sein Trigheitsmoment in Bezug auf OB gleich
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m (o -+ )% also ist, da die Masse m mathematisch genommen mit dem
Inhalte iibereinstimmt, das Triigheitsmoment gleich

2(p + 2)xf (¢ + ) = 2xf(0 + z)°
oder gleich

w 1] o,

3o*x + 3ex” 4 2°).

5 o

2 (0" -+

Aus Symmetriegriinden gehort zu jedem Teilchen f in der Entfernung

o
¢ - x ein entsprechendes in der Entfernung o —

¢ , und fiir dieses

ergiebt sich ebenso ein Partialring vom Trigheitsmomente

‘ i o £l - . AL pvid )
2xf(0° — So*w 4 85" — 7°).
Beide Partialringe zusammen haben also das Trigheitsmoment

2xf(20° -} 6o*a”).

Fiir das gesamte Trigheitsmoment

Tl -

folgt daraus, dafs Glieder mit ungeraden Potenzen von z wegfallen

2| ey = g ] T . o 3 | L
/H 2 2mfo’ -+ \_'U wfo x |zh nfox* —[—2_2 wfx

und nur die mit geraden Potenzen stehen bleiben. Demnach wird

T=2 19”2;’" + 6 :192?;".-;3"-’.

. i Tyl . AT L] 1 £ - el . i
Hier bedeutet ‘ f die Fliche F' und EJ.’L“* ihr Trigheitsmoment
T, in Bezug auf die Symmetrieachse. Fiihrt man den Trigheits
radius g, dieser Fliche mit Hiilfe der Gleichung o F'= 1, ein,
so folot

T'=2moFo + 6mo Ly,

oder, da 2mo ' = J ist,
T=J(o’+ 3¢;).

Tn Worten lilst sich der Satz ausdriicken:

Entsteht ein Ringkorper durch Drehung einer symme-
trischen Fliche um eine zur Symmetrielinie parallele Achse,
so ist das Trigheitsmoment des Korpers in Bezug auf die
Drehungsachse gleich J{;yﬂ-—}—- 5"@?_:], wo o den Inhalt des
Kiorpers, ¢ den Abstand der Symmetrielinie von der Achse,
o, den Triigheitsradius der Fliche in Bezug auf die Sym-
metrielinie bedeutet. Der Trigheitsradius des Korpers 1st

: e
also gleich }o '+ 3o,.
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Fig. 106 126) Beispiel des Ring-
”f kiirpersmitKreisquersehnitt.
54 Hier ist der Inhalt
{ \ ; / i \I In Bezug auf DFE ist fiir die
ll | |" e s ’T | s oy P :
\ ; | \ / Fliche des Kreises T, — [ » Aus
\“- - L | ______\‘f--._ e oy m e pio
_ o f'=1T oder g -rzx= .
D 2 '
cl folgt o = = Demnach wird das

?‘ - r)T ({):{_:: :‘) Oj\) =

Triigheitsmoment des Kérpers
e
=20rm (

i 'J :_: :-'.‘f
@ T 4 )

127) Der Radius des Centrifugalmomentes.

KEbenso konnte man fragen,

Fig. 107.
B |
[ |
I\
ol
[
€ N0
g
2 - el _y g
= T A
o
ey

wo man sich die gesamte Fliiche
miisse,
um in Bezug auf zwei Achsen 04
und OB dasselbe Centrifugalmo-

(Masse) vereinigt denken

ment zu erhalten. Dann hitte man

71 setzen
Hovdi: y = Mo,
oder
M,
_I'I.“f —_—— r:r
Ist der Ausdruck rechts positiy,
so sind 1m ersten und dritten

Quadranten unendlich viele Stellen

'I moglich, da zwei verinderliche
\ Grifsen # und y vorhanden sind.
: Die gesuchten Punkte liegen auf
Y = M-
einer gleichseitigen Hyperbel mit dem konstanten Rechteck zy—- £ !
Eins dieser Rechtecke ist ein Quadrat vom Inhalte
Y ‘]f.f'.'n’
7 = o
- f’
seine delte 1st
/M
i il
K

Die Ecke €' ist symmetrisch gegen beide Achsen und wird am bequemsten

fir die Anbringung der Masse F
bequem liegen.

sein. Nur noch (| wiirde ebenso

Die positive Grifse ¢ bezeichnet man als den Radius
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des Centrifugalmoments. Man pflegt zum. Zwecke graphiseher Dar-
stellungen ¢ als OD auf OO abzutragen, was ganz naturgemils der
Symmetrie gegen die beiden Achsen entspricht.

M.

Ist dagegen die rechte Seite von zy = J,'." negativ, so wiirden
lie entsurechenden Punkte im zweite T e e e R [
die entsprechenden Punkte im zweiten und vierten Quadranten liegen,
wohei es sich um ein Quadrat mit den Seiten - ¢ und — ¢ handeln
wiirde. Da jetzt ¢ =|/ Z_*¥ imaginiir sein wiirde, kinnte man von

einem reellen Radius des Centrifugalmomentes nicht mehr reden. In
solchen Fiillen ist es besser, die positive Richtung z B. der X-Achse
entgegengesetzt anzunehmen und

so das Imaginire zu vermeiden. ; L St
‘ e . 3 |
Hier sollen solehe Fiille |||n;,1'|ll'|'l-'=1i B |
* 0 | :I
ausgeschieden werden. Die Dar- E \ b o

stellung beschriinkt sich also auf
zwel Quadranten.

l‘L".]{E'Q. L

|

SE
I.‘.jH_"] Hflihpif.‘l des Recht- | \x\f

|

In Bezug auf die Achsen OA ; "';“ S J
und (5 war ee————
M, =", E B e S S
so dafs |
e
e -'UI,._:: 3 4 A bl - b h
A i i e e T Y

ist. Demnach l_l‘ﬁ‘-li' die g‘l[.'ic']lsi“ilj;:‘i‘ }II\']:FE_"J"]}L'] durch den Milt!‘].pm]]if

" g F [
M des Rechtecks, und ¢ ist mittlere Proportionale zwischen - und

=

Auf der Winkelhalbierenden OF ist OK = ¢ abzutragen.

|'_)”;!- Beispiel des Viertelkreises. Fig. 108,
Nach Nr. 121 ist in Bezug auf 0A |
und OB D% o
4 | s
M, 5 ‘ \
is folot N\
Es folo o b
{ J ‘f_.flll H }_I I‘I Il
= S e — e e
5 F it - ey (,Ji 1
1
also ¢ = - ist in O als Winkelhalbierende einzutragen.
2w :

Hol:mitller, Ingenienr - Mathamatil. I, (5
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130) Satz von der Trigheitsellipse.

In Abschnitt 109 war gezeigt worden, dafs man aus den Trigheits-
momenten 7', und 7, einer Fliche das Trigheitsmoment 7. fiir eine
um e« gegen OA gedrehte Achse mit Hiilfe folgender Gleichung
findet:

T = 1T,cos*e¢ + T, sin*e —sin2¢ M,
wo M., das Centrifugalmoment in Bezug auf die urspriinglichen
Achsen ist. Fiihrt man fiir 7., 7, und 7, die Triigheitsradien g, g, und

. | T 3 2 T \ | o B Y on

@, ein, so hat man zu setzen 7. = Ig", T = Fo;, T' = Fg;. Fiir

das Centrifugalmoment werde der Radius ¢ durch die  Gleichung
M., = Fe¢* eingesetzt. Dadurch geht die Gleichung iiber in

Fo” = Fo, cos &+ Fo, sin" e« — Fc sin2e,

5

oder nach |J{_'[rh'4]'.-;1-i’fi;_§t'1' Divigion dureh F in

2 a 2 g . 3 S
0 — o0, cos &+ o, 8m ¢ — 2¢ SN« cose.
! = %
Dafiir kann man sehreiben
i- {‘:Ur-: [{-}'J t Sin 4;{-)‘-’ 9 jx-in o COR &
S \ o 0 0
i e ~ _1 \ N ¢ w -

(o I ) Eh

Diese Gleichung lilst sich geometrisch veranschaulichen. Man setze

- & ; et et DB . sine
die verfinderliche, von « abhiingige Grifse = 2 und = 9.
= 0 0 :
g 16 Dies sind dann die Koordi-
naten emes Punktes P, fiir den
B : '
L= A OP = —und < PO A = « 1st.
e _““'*x.\ o !
/./' b Petzt man aulserdem die Kon-
o |
I3 i 1 i
s 7ot stanten —a, und — —b,,
i = ’/ i 2 B =2
Vi e Ty . kL . - . Ny s
./f __.(_j__f::' (£ /./ 5 -4, 80 I!__{l‘]]T' die t]},lilt_:‘d'- {IilLI{'ElHH},}:
/ 5 ither in
[ | =
\ i (ri .L i 2 &y by
A | 2 & 142
S — L 9
G | {i)

Bildet man also fiir jeden
Winkel & den Triigheitsradius g

' ! o 1 - %
und seinen umgekehrten Werth S und triigt man den letzteren auf
dem freien Schenkel von e« ab, so bilden die Endpunkte P die durch

die letzte Gleichung dargestellte Kurve.
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Diese ist vom zweiten Grade, also Gleichung eines Kegelschnitts.
Vertauseht man in der Gleichung 4 # mit — 2 und zugleich - y mit
— 9, so indert sie sich nicht, folglich ist sie eine Mittelpunktsgleichung,
und O ist Mittelpunkt des Kegelschnitts. Da ferner das Triigheits-
moment der Fliche fiir keine durch O gehende Achse verschwinden

; Y 4 = 5 T : 1
kann (denn /; &% besteht aus lauter positiven Teilen), so kann -

0
fiir keine durch O gehende Achse unendlich grofs werden. Der
Kegelschnitt ist demnach eine Ellipse. Also:

Berechnet man die reciproken Werte der Trigheits-
momente einer Fliche F fiir simtliche durch einen Punkt 0
gehenden Achsen, und trigt man diese Werte auf den
Achsen ab, so bilden die Endpunkte eine Ellipse.

Diese ist die sogenannte Trigheitsellipse.

(Hiitte man nicht die reciproken Werte, sondern die ¢ selbst
abgetragen, so hiitte man die reciproke Kurve der Ellipse, eine
ge‘u‘i%e Kurve 4'" Grades erhalten, die der allgemeinen Anschauung
weniger geliufig ist.)

Ha’r man d]n Hauptachsen dieser Ellipse, so kennt man alle
ihre Durchmesser, folglich auch die reciproken Werthe der Trigheits-
momente fiir simtliche Achsen, folglich auch die Trigheitsmomente
selbst. Man hat also eine sehr einfache graphisehe Darsfellung.
Gleichzeitig aber lassen sich sofort zahlreiche wichtige Folgerungen
ablesen.

131) Folgerungen.

a) Die Ellipse hat einen :wnf%ten und einen kleinsten Durch-
messer, die auf emander bEIll(]eCht stehen. Dem ersteren entspricht
das Minimum, dem letzteren das Maximum des Triigheitsmomentes.
Die Minimal- und Maximalachse stehen also auf einander
senkrecht.

Man bezeichnet beide als die Haupttrigheitsachsen der Fliche
fiir den betreffenden Punkt O.

b) Je zwei Ellipsendurchmesser, die symmetrisch gegen die beiden
Hauptachsen liegen, sind einander gleich. Folglich: § Symmetrisch
gegen die I].'lu]_}tqil_'h“si'n li t=ffeude11 Achsen entsprechen gleiche
Trigheitsmomente.

¢) Von den so zusammengehorigen Durchmesserpaaren bildet
nur eines einen rechten Winkel, das den Winkel der Haupt-
achsen halbierende. Folglich: Sind die Trigheitsmomente in
Bezug auf zwei durch O gehende und aufeinander senk-
recht stehende Achsen einander gleich, so findet man durch
Halbierung der Schnittwinkel der letzteren die Haupt-

6
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triigheitsachsen. Der Kiirze halber sollen die Achsen der gleichen
Triigheitsmomente als Gleichheitsachsen bezeichnet werden.

d) Sind mehr als zwei Ellipsendurchmesser einander gleich, so
ist die Ellipse ein Kreis. Folglich: Stimmen die Triigheits-
momente in Bezug auf mehr als zwei durech O gehende
Achsen iiberein, so stimmen sie fiir simtliche iiberein.
H;mtu wird sich zeigen, dafs fiir jede beliebig gestaltete ebene Fliche
zwel Punkte ﬂ\lwhnml fiir deren Strahlenbiischel simtliche Trigheits-
momente der Fliche iibereinstimmen. Dies sind die sogenannten
Fixpunkte.)

) Ist eine der durch O gehenden Achsen Symmetrieachse der
Fi!ir}u I so 1st sie auch i‘)\mmot]w achse der ]lc:frh{’itaelhl‘}av Folglich:
Eine "‘*\11111101:1 icachse einer Fliche ist stets eine der Haupt-
achsen der Trigheitsellipse, also liegt entweder der Fall des
Maximums, oder der des Minimums vor. Gerade dieser Umstand
erspart zahlreiche Rechnungen.

f) Die Summe zweier Triigheitsmomente fiir auf emmander senk-
1'&(1.}.1t.f_ Achsen 1st konstant, ﬂdl'r_'llll,h gleich dem zugehorigen Polar-
momente. Folglich muls itu die ]‘Hllhf‘ folgender Satz existieren:
Die Summe d(.-' Quadrate der reciproken Werte fiir je zwel
auf einander senkrechte Halbmesser der Ellipse ist kon-

o £ " 1 1
stant, nimlich gleich 5+
: 2 3

32) Die Centralellipse. Die dem Schwerpunkte emer Fliche
Llﬁ‘-s‘[n['lhl‘lldt' Ellipse heifst die Centralellipse. Sie ist von be-
sonderer Wichtigkeif, weil von ihr aus alle anderen Trigheitsmomente
durch Ver n(-hu%nmn‘ (T, = T -+ ¢ F) gefunden werden konnen.

z_.

Auch von ihr g(_-l_t-fzn die letzten Symmetriebemerkungen.

Von besonderer Wichtigkeit ist folgendes:

Hat eine Fliche mehr als zwei Symmetrieachsen, so ist
die Centralellipse ein Kreis.

In diesem Falle braucht man also nur ein eimziges Trigheits-
moment wirklich zu berechnen. Dies gilt nicht nur von den regel-
miilsigen Polygonen, sondern auch von zahlreichen anderen ebenen
Gebilden, die fiir die Technik wichtic sind. Hierher gehiren z. B.
die i\]illfllllt‘rn[‘h]]tﬂ{" und die Schnitte gewisser Siulen und Fliigel-
achsen. Davon wurde im Abschnitt 65 Gebrauch gemacht.

Fiir die Biegungs- und Strebfestigkeit lassen sich daraus soforb

P A : i T
wichtige Folgerungen ablesen. Fiir die erstere ist der Ausdruck =
=, = f

malsgebend, wo @ die Entfernung der iufsersten Fasern von der
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Biegungsachse ist, fiir die andere der Ausdruck 7' selbst, der hier fiir

=

; y : - e v s
alle Achsen derselbe ist. Fiir Figur 111 z B.1st - - m Bezug aut die

Fig. 111. Fig. 112

12

1 !

; : T el o ; . :

Achse A B kleiner als - Bezug auf die Achse GH, die letztere
: :

Biegungsachse ist also fir Biegungsbeanspruchung die giinstigere.
Entsprechendes gilt filr Figur 112,

133) Lage der Hauptachsen fir beliebige Triigheitsellipsen.

Die Gleichung eimer Triigheitsellipse einer Fliche fiir einen

belichigen Punkt ergab sich aus

1) T.= T,eosta + T, sin® ¢ — sin 2 M,
als

4 o T 92
:3} T —!_ : T -...":'.'-f.’jf == l'

! ”T ; .l',]

Hatte in der ersten Gleichung fitr jedes « der dritte Posten
gefehlt, d. h. wiire M., = 0 gewesen, SO hiitte er auch in der andern
(ileichung gefehlt und man hitte die einfachste Gleichung der Ellipse
erhalten. Folglich:

[st fiir die beiden gewihlten Achsen das Centrifugal-
oment der Fliche gleich Null, so ist die Gleichung der
Trigheitsellipse von der Form

= 2 ."i':
:'} e + T = 1.-

a’

wo @ und » Hauptachsen der Ellipse sind.

Umgekehrt folgt daraus, dals das Centrifugalmoment
in Bezug auf die Hauptachsen der Trigheitsellipse gleich
Null ist.

Dies ist z. B. der Fall fiir jede Symmetriea chse einer Fliche

und eine auf der ersteren senkrecht stehende Achse.
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Hat ferner die Fliche mehr als zwei Symmetrieachsen, so ist die
Centralellipse ein Kreis und man darf je zwei heliebige auf einander
senkrechte Schwerpunktsachsen als Hauptachsen betrachten. Fiir
Jedes Paar von Schwerpunktsachsen ist also dann M., — 0. Nac
Verschiechungssatze fiir Centrifugalmomente bleibt dies auch dann der
Fil“, wenn eine der Achsen ?‘:.\'h\'t'!'.'|']111nh.’t.-<;u'}]:-\'tl ist und der Achsen
schnittpunkt O sich anf ihr beliebig bewegt.

1 dem

Folglich: Hat eine ebene Fliche mehr als zwei Symmetrie-
achsen, so ist fiir jede Schwerpunktsachse und eine irgendwo
auf ihr errichtete Senkrechte das Centrifugalmoment gleich
Null, d h. fiir jeden beliebigen Punkt ist die durch ihn ge-
legte Schwerpunktsachse eine Hauptachse der Trigheits-
l‘HiFSL‘.

Gleichung 1) vereinfacht sich in solchen Fillen und iiberhaupt,
wenn M., = 0 wird, zur folgenden:

4) IT. =T, cos* ¢« + T, sin’ ¢,
bezw.
2) @ =0, Cos &« | g, sin” ,

und dabei sind 7, und 7, Minimal- bezw. Maximalmomente, je nach-
dem das eine oder das andere das kleinere ist.

134) Aufgabe. T, und 7, seien das minimale und maximale
Trigheitsmoment fiir eine Fliche I und fiir das Strahlen-
biischel eines beliebigen Punktes 0. Wie grols sind die
Momente fiir die Winkelhalbierenden der Hauptachsen?

Auflosung. In Gleichung 4) ist & = 45° einzufithren. Dies giebt
m Fae P ey g Iz T
T. = Ty cos® 45" 4 T, sin? 450 — 22T =¥,

Dasselbe gilt fiir den Winkel — 45°,

Folglich: Das Trigheitsmoment fiir die Gleichheitsachsen
ist das arithmetische Mittel der heiden Grenzmomente.
(Letzterer Ausdruck soll Abkiirzung fiir die Worte Maximal- und
Minimalmoment bedeuten.)

Folglich: Das Triigheitsmoment fiir die Gleichheitsachsen
ist gleich der Hilfte des zugehtrigen Polarmomentes.

135) Aufgabe. Die Centralellipse des Rechtecks zu be-
rechnen und ihr Trigheitsmoment fiir die entsprechenden
Gleichheitsachsen zu entwickeln.

Oh?

Das Maximalmoment fiir Figur 113 ist ey

das Minimal-
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b h?
! - .. : ; . i? 1
nmioment die Tricheitsradien sind o, — e und
122 = w2 bh 1 12
{ 7 ; ; - i B L2 !
oy = 3 , die reciproken Werthe sind a, = l e = . 50 dals
L5 II 5/ 1 b ¥ 1 h !
1 1 ; . 4 . i
G tn— e Ju:b. Die einbeschriebene Hauptellipse 1st also der
L
Centralellipse dhnlich., Um letztere 1m i i
richtigen Malsstabe zu erhalten, wiirde ;
es der Feststellung einer Einheit be- #
diirfen, wovon jetzt abgesehen werden B e
soll. Fiir die schrigen Gleichheits- Sl “
achsen ist as f ol = a7 5
e Ty - T."' sl (I'l b? il bh ;.] I i ~ 4 ’ i |
S e = T T T B T, T 'h‘;_'__
TR s i
= () = d, i

wo F' die Fliche des Rechtecks, d seine Diagonale ist.
(Bei Millimetermals fallen fiir die gebriiuchlichen Querschnitte
die Halbachsen iulserst Klein aus. Wire z. B. h = 100 mm, so wiirde
Vi2

a =5 kaum sichtbar sein.
. . 1 s b

Ist allgemeiner die Linge 1 gegeben, und hat man ¢, = s ge-

zeichnet, so findet man q, = — mit Hiilfe der Proportion g, : 1 =1:4q,.
s o
2 : . h
Ebenso ist es mit g, = -—— und g, :1=1:0.)
2 Y12 a

136) Aufgabe. Wie grols ist das Trigheitsmoment des

Rechtecks in Bezug auf seine Diagonale d?

Auflésung. Aus Fig. 114
T:= T, cos*e + T, sin°e ”'-.[;:_ ._ > ,_
i o
fnﬁgi, da i i
5 Tt [ J |
Si g = —, COs o= S
o’ o = S o M
und / |
_ d=Vb 4+ I j‘
1st, {, >
A bhd b hb* h? h3Rs bh3h? bt ans i
l-, m— o 3 —'— —— = s == T TR 1’}
; 12 d*° 12 d% 6 d* 6 (b® -+ &7

was auch mit Hiilfe des Dreiecks gefunden werden konnte. [Jedes
= 5 ; di? i 4 % di? = i
Diagonaldreieck giebt — , die Gesamthgur also —- Nun st aber

-
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EERE s o o d bipd o e
s0 | = J. , toleglich T - : — = — |
fl iy = » (1 i Y S

Kommt es auf

dl.="0h, a

3
grifsere (Genauigkeit nicht an, so kann man das Resultat an Fig. 113
ablesen,

137) Aufgabe. Wie grols ist das Trigheitsmoment des
Halbkreises fiir heliebige Schwerpunktsachsen?
In Bezug auf DFE ist nach 68)

Fig. 115
= b 1 4 8 £ o )
M gk oy ot i i :
B 4 s i i \& — 5,
e In Bezug auf OB ist
,/J \‘\; fil— ria
120V Pails it b YRS S
L \ folglich fiir die unter « geneigte
o I e Sch werpunktsachse
o 1 B a 1 ytar - o
I''=r‘m|s—:—)cos’a}— sine.
s \ O Rt =
Fiir ¢ = 45° erhiilt man z B.
by Rt A 3
l'r-\ = ) | l! L} = |

_Jf. ist das .Mili]‘!i!n[—, ..l', das .“i'l]j]]t:llt[[(lnlv]l!"-; die l';l]]ft':l[g_-”j[ﬁt_-
hat also ihre Brennpunkte auf DE: BO ist also die giinstigere

Biegungsachse fiir die Festigkeit.

138) Beispiel des symmetrischen Winkeleisens
Ks war in Nr. 59

Fig. 116.

Jfl: (;J-' - a":";
3 (B -5 =5
e 2) 5]
- 12
; [ -'r!t o e
A< == (-"s L h J_ b
: [ 12 F 2] 2

Dies sind die Grenzmomente

: denn die Winkelhalbierenden geben
(Gleichheitsachsen. Fiir diese ist
R demmnach Lt
Te'= R

wodurch sich das Resultat 58) bei Fig. 64 bestitigen mufs.
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139) Ausgang von den Gleichheitsachsen.

Fiir die Gleichheitsachsen ist T, = T,, wofiir der Gleichheit
halber T, geschrieben werden soll. Fiir die Achse, die um « gegen
die @w-Achse gedreht ist, gilt jetzt nach Nr. 109 die Gleichung

T:=T,cos’ « - T, sin* « — sin 2¢ M,,
= T, (cos® ¢ -+ sin® ¢) — sin 2 M,

folglich
T:=1T,—sm2c¢M,,.

(1]

Nimmt man M., als positiv an, so erhilt man fir ¢ = 45° und

¢ — — 45 das Minimal- und Maximalmoment in der Form
=g — M =T ...

Hieraus folgt durch Subtraktion

Fol
Gleichheitsachsen ist gleich der halben Differenz der beiden
Grenzmomente.

Namentlich bei einfach symmetrischen Querschnitten giebt dies
mancherlei Rechnungserleichterungen. Fiir das vorige Beispiel z. B.

lich: Das Centrifugalmoment in Bezug auf die

o
ton ]

ergiebt sich fiir die Gleichheitsachsen (abgesehen vom Vorzeichen)

Mg, = by e

140) Drehung der Achse des =g 17
Centrifugalmomentes.
[n beistehender Ficur ist

E=0FE+ CD=gxcosa+ ysine,

=20 FE=ycose —axsne, e
also
;‘5_1‘- = XY cos® ¢ — Ty sin” o

4 " sine cose — a®sin e cos &, A
folglich
>7J|"§ ) = (cos® ¢ — sin® (cj S“f',rl.r; L sin ¢ cos o [ S_jfllq'"’ : ‘_’51]::'2" .
e U B il P = |
oder
L) M. = cos2a M,, :I;_ sin2e (T, )

s

Kennt man also das Centrifugalmoment und die beiden
Trigheitsmomente in Bezug auf zwei zu einander senkrechte




90 Abschnitt IV,
Achsen, so erhiilt man dureh Gleichung 1) das Centrifugal-

moment fiir die um « cedrehte Achse.

Danach wird M. =0 fiir
L sin 2¢ (T, T,) = cos 2a M.,
oder fiir
e D Mew
2) tan 20 — i

woraus sich die Richtungen fiir die beiden Hauptachsen

erceben.

]

Greht man umgekehrt von den Hauptachsen aus, fiir die M., = 0
ist, so vereinfacht sich Gleichung 1) zu
an . I Y i s
3) M, =5sin2e (T, —1,),

=) = 2.7
wo T, und 7, Grenzmomente sind. Den Maximalwert hat man bei
den Achsenrichtungen ¢ = - 45°, niimlich
748 T,

4) M, ==L

so dals der Maximalwert des Centrifugalmomentes den Gleichheits-
achsen angehirt und daher auf einer der Hauptachsen graphisch dar-
zustellen ist.

Geht man von den Gleichheitsachsen aus, so erhilt man aus 1)
die Gleichung

D) M. = cos2a M,,,
so dals aus dem maximalen Centrifugalmoment —~——*alle

iibrigen bequem abgeleitet werden kdonnen.
Dies fiihrt zu einer graphischen Darstellung aller Werte, aunf die

wir noeh zuriickkommen. T i
Gleichung 1) geht fiir ¢ = 45° iiber in M. — = % worlin

der unter 139 abgeleitete Satz als besonderer Fall enthalten ist.

141) Aufgabe. Gegeben seien die Trigheitsmomente T,
und 7T, und das Centrifugalmoment BM,, in Bezug auf zwei
aufeinander senkrechte Achsen. Die Haupttrigheitsachsen
sollen bestimmt und die Grenzwerte des Triigheitsmomentes
sollen berechnet werden.

Auflésung. Man erhiilt die Hauptachsen, wenn M. = 0 wird,
also nach vorigem Abschnitt fiir 4
2 M,y

1) tan2¢ = ey
=T
woraus sich die Winkel ¢, und «, = «; 4 90" ergeben.

Diese Werte sind in die Bestimmungsgleichung
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2) T.= T,cos’e 4 T, sine — sin 2a M.,

einzusetzen, und so erhilt man die beiden Grenzwerte.

Um jedoch micht verschiedene Winkel ¢ und 2« in der Formel
zu haben und um statt der verschiedenen Funkfionen nur eine zu
erhalten, setze man nach bekannten Formeln

P 1 1 cos2e e 1 cos 2 o
ORI, - = nnd et — e
und schreibe Gleichung 1) in der Form
%) s 2 ‘Ux_g_; cos 2 )
/ e T
Dadurch geht 2) iiber in
T 14 (,nh 2 o _:_ T, | L_:}-. D o B 2 Jl;'-l;f.ﬁ L"c'.l:“‘.’ e«
; ] = TR

oder In
2 J.!i , €08 2

T,= 5 (T, + L) — 5 (I, — Tx) cos 20 — —2——

y @
oder in
1 F 1 e o : 4 ‘Lri'n HI
== (L+ T, — = (Ty—T2) cos 2| 1 1+ el
: / (T, — TR
=y x) -
oder unter Benutzung von Gleichung 1)
: 1 e N 1 . #r c 9 -
T.= (T, +T1T,)— (T, — T;) cos 2|1 + tan*2¢«].
Die beiden letzten Faktoren formen sich um zu
P sin® 2 o o 08?20 - sin?2w :
cosZ2e|l + — ] = c0s2¢a : = 08 20 —5=
L cos* 2 o Co8” 2« co8* 2 o
i
=t
— —gec2a,
Cos 2o 5
go dals wird
@ ol | e B L rr o .
3) [ =< (T.+ T, 4+ 5 (T — T,) sec2¢.
Setzt man o, = o, 4+ 90° ein, so erhilt man
ol 1 m T | m e &
4) L= = (1o + Ty)— 5 (T — Ty ) sec 2.

Durch 3) und 4) findet man die Grenzwerte des Trigheits-
momentes, den Hiilfswinkel ¢ mittelst der Gleichung 1%).
Damit ist die gestellte Aufgabe gelost.

Auf dasselbe Resultat fithrt die spiiter zu behandelnde Maximal-
und Minimal-Methode. Damit ist eine der wichtigsten Aufgaben der
Festigkeitslehre geldst, denn an der Triigheitsellipse erkennt man z. B.
sofort, dals ein auf Strebfestigkeit beanspruchter Stab senkrecht gegen
die kleine Achse standhiilt, in ihrer Richtung aber biegend nachgiebt.
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142) Die Curve der Radien des Centrifugalmomentes.
In Nr. 140 war zur Berechnung des Cenfrifugalmomentes fiir die
nm gc-l[rphu-n Achsen folegende Formel ;lJl;__-"m\'iL]]tH.‘

1) M, =cos2eM,., + ;sin2e(T, — 15).

o -

Fithrt man die Radien der Momente durch die Gleichungen

FA¥=M,, Fi, =M., Fo,—1T., Fp

1

ein und dividiert man beiderseits durch I, so entsteht die Gleichung

2 A= f; cos 2@ + = (9

<
3
& Aa

a3 B s 3
9}) SIN & 0.

Sind hier T, und 7, die beiden Grenzmomente, sind also die Achsen

die Hauptachsen, so ist M,, = 0, also auch 4, = 0, die Gleichung
vereimfacht sich also zu

3% 2 1 2 2 i

3) A= (g,,—gl}sm_’u,

s
-

- 0 15t

Hier seien die Benemnungen wieder so gewiihlt, dals g,
Dann bilde man

4) 0, — 0, =026,

so dals sich ergiebt

B . "'.'3 + 9] 7 . N Y
D) 4 = - sin 2 ¢ = (¢ sin a) (€ cos a),

so dafs 4 mittlere Proportionale zwischen e sine und e cos e ist.
Dies fiithrt zu fol-

: il gender Konstruk-
B tion fiir den Ra-
/,_/""d—___“‘l“-ﬂ._{:-: dins des Centri-

B
-

Winkel &« und

\.I.
= 7 i e oeoe benen
0 < S / - \ )
Lr"J - = 4‘-- L
/ i e :
" At M) N4 «e— 90" und bel

— e

P

e Pt L
// 02~ \ fugalmomentes
¥ fiir

I|}'1__.. ! ; -
i / | vecehenem Maxi-
: 3 ' /  mal- Radius
\_/, Ny /3 / mal - Radius g
' = ; und Minimal-
/ Radius o,.

O FIHE _____f__/-/ Manbilde 0.4 —e¢
- “=h l!‘, - {;T und

schlage den zu 0 A
als Durchmesser gehorigen Kreis, ziehe die Sehnen OF und OC
unter ¢! und o' — 90° Neigung und verbinde E mit A. Zu
AFE =¢c¢smae wmd OF = ¢ cose¢ bilde man die mittlere Proportionale
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2 und trage sie von O aus als Halbierende OP des Winkels EOC
ein. Damn ist OP der Radius des gesuchten Centrifugalmomentes.

Bezeichnet man den Winkel 4 0P mit ¢, so 18t ¢ — a — 45°
also ¢ = @ - 45° so dals Gleichung 3) iibergeht m

[ <

A= ] LO — 0, sin (2¢ 4 90%) = = (Qﬁ == {JU sin (90° — 2 @)

oder in
2 1 2 2 5 et
6) A= (pg — 91) cos2q@ = - cos 2.

Da jetzt 4 und ¢ susammengehoren, was bei 4 und @ nicht der
Fall war, so kann man 6) als Gleichung der gesuchten Kurve
in Polarkoordi-
naten betrachten.

In Gleichung 6) B
liegt  aber eine
neuere und ein-
fachere Konstruk-
tionfiirdenRadius
1 des Centrifugal-
momentes.

Man zeichne
denselben Kreis
wie vorher und \
trage MOC=2g¢ | 0 /
ein. Als Winkel- =
halbierende trage
man die mittlere Proportionale zwischen OM und OC ein,
was OP =4 giebt. Dies ist der Radius des Centrifugalmomentes
fir die beiden unter - 45° gegen OP geneigten Achsen.

Fig. 113.

Boweis. Nach der Konstruktion ist
OM:0P= 0OP: 0C,
also
OP:—= OM-0C= 0M- 04 cos2¢p = : (ecos2 @) = ;i: cos 2 @.

Dies stimmt mit der Gleichung 6) iiberem.

Man achte auf die Ahnlichkeit der Dreiecke OMP und OMC.
Das in dieser Konstruktion liegende Abbildungsprinzip wird uns
noch mehrfach beschiftigen.

Triigt man® O P auch in entgegengesetzter Richtung ab, was der

(Hleichung ¢ = —+ l - f"-'-.-'f- entspricht, so bilden die Endpunkte aller so

konstruierten Radien OP eine schleifenférmige Kurve, die sogenannte
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Lemniskate, genauer bezeichnet, die ¢

=

leichseitige Lemniskate,
tiber die spiiter eingehender zu sprechen sein wird.

145) Dasselbe Resultat hiitte man gefunden, wenn man von

den G

eichheitsachsen ausgegangen wire. Fiir diese geht,

da fiir sie 7, = T, also 0, = 0, 1st, Gleichung 2) iiber in
22 a2 e*
A= A cosZ o - cos 2«
1 | 9 17
L . e - - . ¥ e |
denn jetzt ist 4] gleich dem Maximalwerte ~-, also 1, =—¢)/! = 0D

in Fig. 119 und 4 wiire aufzutragen gewesen auf die Gerade, die den
Winkel zwischen ¢, und «, -+ 909 die also mit der einen Gleichheits

¢, -+ (e, - 907

achse den Winkel o = o; - 45" bildet. Setzt man
o, + 45" = @, also «, = @, — 45°, so geht die Gleichung fiir 2
tiber in

o e? ; e

Lf = _ cos 2 (g, 45%)
Hitte man aber von der um 45° zuriickliegenden Hauptachse aus
den Winkel geziihlt, so hiitte man statt ¢, zu schreiben @ -+ 45°
und aus @, — 45" wiire geworden @ +45° — 45" = . Demnach

hiitte man wieder die Gleichung

i =i {.;"
(i) At= _cos2 g

gefunden.

144) Bemerkungen iiber die Lemniskate des Centrifugal
momentes.
0A und OB sind die Hauptachsen der Trigheitsellipse. Da

= . 1 = : : .
g, = @, angenommen war, 1st < —, d. h. die grolse Achse der
a 0y 0’ :
Triigheitsellipse fiillt in die Richtung 04, die kleine in die Richtung
OB. Man bezeichnet "die Punkte M und M, als Brenmpunkte der
. e 5 . 5 e o2 T . i
Lemniskate. Fiir ¢ = 0 ist 1* — o 080 =, dies giebt den
/1

Maximalwert O = ¢}

momentes. Fiir ¢ = -} 45° erhiilt man

(J_ilj tiir den Radius des l,'|-1|1.|'jj‘11la_1_'-,;l.

o e
a— - €08 900 — ().

Demmach geben die Richtungen -}~ 45° unendlich kleine Sehuen, d. h.
Tangenten. Im Punkte O haben also die Tangenten ‘der Lemmiskate
die Richtungen - 45°. Es verhiilt sich

8

OM:0D=:: . Y2=1:)2.

- -
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Durch G
dargestellt. In gewohnlichen Koordinaten wiirde sie folgendermalsen
zu bilden sein. Es ist

eichung 6) war die Lemniskate in Polarkoordinaten

] e B SR S & & : y W
-y = A, COBQ = e ——, Slllgp = - = = =
L 'E wt -yt A 'l a2 _'_ y*
al=o
g 5 e il y* i i
S el SRR ]
COE Z @ — COs s11 —_— e = e = — [
¥ ¢ =ty P y o1y
(Hleichung 6) geht aber iiber in
o [ A
2y = 2
. -+ Y 2 2+ y®
oder in
1) (@ 4+ y°)f = < (&° Y
Fig. 121
|
Fig. 120
i 2
‘ S J--—;ﬁ‘r)
el
-1 ‘ e ll..'r |
5 ¥ St
3 I g/ ¥
v = / !
by Y = — —— e
@ e T

Die Haupteigenschaft der Kurve ergiebt sich aus Folgendem:
Man verbinde einen Lemniskatenpunkt P mit M und M,, dann ist

PP — [.‘r b2 ;J" 1 ;?f"'.

g / eh\2 5
= v = ) T ‘i 2
S ey [

folglich

= , = = E =

plet = | (.'f"': ol :,',-; =F E;J il ("""_J ; (: i '."J"'J ] 1) er

oder
{.'"

o= (@ + P 5@+ ) F o — St

Nach Gleichung 7) ist aber fiir die Lemmiskatenpunkte

0= (224 ) — = (22 — ¢?)-




‘“; ,-'\.hr-'i']lh?:tf |l\

Durch Subtraktion folgt aus den letzten beiden Gleichungen

: Tt 1] !'" g 2 et
g =g = T i i T 6
also ist
" (,'.‘. ren s
h.] -}Jf{:Tz f_—_; :

Das Produkt der ,,Brennstrahlen® einer Lemniskate ist also

eine konstante Grolse.

Ist 2., der H;!};i!rlrz!|is_‘i|';lg Hir den Radius des Centrifugal

- o . A1 i
momentes, so ist 4, = e}/, man kann also auch schreiben
I. ':-m ' 2 ) = ;'.j.'
Y = 4 = o

Aus der Eigenschaft 8), welche die Lemmiskate als besonderen Fall
der Cassinischen Kurven pg — a? erscheinen lifst, folgt eine weitere
einfache Konstruktion

kiirlich an, so konstruiert man nach 8) ¢ mit Hiilfe der Proportion

der Lemniskate. Nimmt man niimlich p will-

[; £

Moo= gl

Die Lemniskate fiillt eine gewisse Liicke in der Kurvenlehre aus.

f|1_'.'|"|?l P q = 2q und e = Za sind !]I:l {l||4'§t‘h[|]]IL{1'_\jL der H ]jl]"“"
1 i} . . . - . .
und der Hyperbel, £ — ¢ ist die Gleichung des Kreises. Hier er-
! ) g {
scheint p-g = ¢ als Gleichung der Lemniskate, womit eine gewisse
Gruppe von Kurven abgeschlossen ist. — Spiiter soll nither auf diese

Kurve eingegangen werden.

145) Die Fixpunkte oder die Punkte
momentes.

constanten Trigheits-

Die durch den Schwerpunkt gehenden Koordinatenachsen seien
die Achsen kleinsten und grifsten Trigheitsmomentes 77, und e
Auf der Y-Achse trage man die Emtfernungen SC| und S¢, gleich

, = ¢ ab. Dann wird behauptet, €, und €, seien fiir die

Vo, —e

beliebig gestaltete Fliiche F' die Punkte konstanten Trigheitsmomentes.
Beweis. Fiir jede Achse, die mit der Hauptachse X den Winkel ¢

bildet, ist, da fiir die Hauptachse M,, = 0 ist, nach Nr. 133

o

0, =@

L/

] g a9
Sl ¢ - g, cos -

5

[

also 1st fiir die parallele um p entfernte Achse K nach dem Ver-
schiehungssatze (wo I sich weghebt)

9 ¥ 7 g

@ =09, tp =g,sin ¢+ g cos a-+p
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Sind nun p, und p, die von €, und €, auf die neue Achse ge-

i:i“f(]] Iallfﬂ, 850 l‘a[
= 208 o, JR— - eCOS o,
P P eco ’ 2 P ; 3

folglich

Fig. 122.

PP = p* — *eos e,
folglich

" n : [8 st

P = j.i] :ﬂj —— €° COS8™ @&

= iy + (0] — 03) cos’

und demmnach

2 g . g 2 2
9 = p,8I & + o, CO8 «
-+ PP + 0,C08 ¢ — 0,CO08 «
oder
2 9if iog TN ) e L T b
o' = of (sin’ & + cos’ &) + pyy, L
cma Bl s A 6
= .1(,'!"3 T Pi Ps - | |2 ,'|
Legt man nun die Parallele durch X ! /
C;, oder dureh (,, so wird ent | . /
2y : g
weder p, oder p, gleich Null, d. h. oo T
es wird g = g,, und dabei ist e«
oanz gleichgiltig. .

J"_:Jlglirh: Legt man durch
die Fixpunkte €, und beliebig gerichtete Achsen, so ist
fiir simtliche das Triigheitsmoment gleich grols und ergiebt
sich aus dem Radius g, des maximalen Triigheitsmomentes.

Fiir beide Fixpunkte gehen also die Triigheitsellipsen in
Kreise iliber.

Kennt man die Lage der Fixpunkte, so berechnet sich
das Trigheitsmoment fiir jede beliehige Achse der Ebenen
mit Hiilfe der Gleichung

2

0 =0t Pibs s

wo p; und p, die Enffernungen der Geraden von den Fix-
punkten sind.

(Der zweite Posten ist positiv, wenn p, und p, oleichgerichtet
sind, negativ bei entgegengesetzter Richtung.) '

Der grofse Vorteil liegt darin, dals jetzt goniometrische
Funktionen iiberfliissig sind, und dals auch graphisch ver-
fahren werden kann.

Holzmilller, Ingonicur - Mathematik, I,

=7
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146) Die Culmansche Trigheitsellipse. Ks sei erwiihnt, dals
im Anschlufs an Clebsch durch Culmann eine zweite Triigheits-
en ist, deren bhisher absichtlich nicht gedacht

ellipse eingefithrt wor

wurde. Ks handelt sich um die Ellipse

4 0]

welche g, und p,, d. h. den Maximal- und den Minimalwert des
Triigheitsradius fiir das Strahlenbiischel durch einen beliebigen Punkt O
zn Achsen hat.

e [hre Bedeutung ergiebt
sich aus folgender Be-
trachtung.

In Fig. 123 ist ein Kreis

~L mit Radius ¢, und die
Culmannsche Ellipse fiir
einen heliebigen Punkt O

der Ebene gezeichnet.
Durch O ist eine beliebige
Gerade 'L mit Neigung «
gezeichnet. Legt man durch

K

@
1

die mittels ¢ = ]r&,“ e

konstruierten Brennpunkte
I und F, Senkrechte zu
ihr, so geben die Schnitte G und H mit dem Kreise bekanntlich eine
Tangente der Ellipse. (Vergl. Meth. Lehrbuch II, Ster. 14.) Es wird
behauptet, OJ sei der Trigheitsradius fiir K L.

Beweis:

a9 2 i

(T =="1) 0 T Q:J 1 |_.[‘J JF'.L-K‘[J.*-: (.:_:nﬂ = 0, - e o8 o

2 e 2 2 2 Bty 2 2
=0, — (0, — 9,) cos & = g, (1 cos” ) -} g, cos” «
&os 2 ] g
= 0, SIn" ¢ - @ COS «.

Es ist aber auch fiir die unter ¢ geneigte Gerade nach Nr. 133

o = p,sin" « | g cos a,
also 1st OJ* = p* und O0J = p.

Folglich: Berechnet man fiir jede durch O gehende Ge-
rade das Trigheitsmoment der Fliche F, und zieht man fiir
jede eine Parallele in dem berechneten Abstande, so um
hiillen die Parallelen die Culmannsche Triigheitsellipse.
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Diese Ellipse ist namentlich in graphischer Hinsicht von Wichtig-
keit, und sie wird hier nur vorliiufig erwiihnt, um Verwechselungen vor-
zubeugen. Ist O der Schwerpunkt S, so hat man die Culmannsche
(.’t%litt'ufﬂJi],me_-,

Die Culmannsche Triigheitsellipse ist iihnlich und #hnlich liegend
zur ersten Ellipse. Die Mittelpunkte beider fallen zusammen. Die
Brennpunkte der Lemniskate des Centrifugalmoments liegen auf der
grofsen Achse beider Ellipsen, die Fixpunkte auf dex kleinen. Spiiter
soll die zweite Ellipse eingehend behandelt werden.

147) Um zu erkenmnen, auf was es bei den Berechnungen dieses
Kapitels ankommt; mufls man einige numerische Beispiele nach jeder
Richtung hin durchrechnen. Wird z. B. mit Millimetern gerechnet,
so nimmt die Trigheitsellipse erster Art mikroskopisch kleine Dimen-
sionen an, so dals man sie in 1000- bis 10000-fachem Malsstabe
zeichnen muls, um sie zu veranschaulichen. Die Culmannsche Ellipse
dagegen erhiilt brauchbare Dimensionen. Fir den Maschinenbau
sind solche Berechnungen von geringerer Wichtigkeit, wohl aber fiir
die Fisenkonstruktionen des Hochbau- und Briickenbauwesens. Fiir
die dort auftretenden Querschnitte sind Normalprofile festgestellt.
Jedes derselben kann als lehrreiches l"'h11ng‘rd'reiﬁpiu1 Verwendung finden.
Im nachstehenden Abschnitte ist ein ungleichschenkliges Winkeleisen
numerisch behandelt. Ein Normalprofil wurde absichtlich nicht ge-
nommen, um gewisse Eigentiimlich-
keiten schiirfer hervortreten zu lassen.

Abgesehen von der rein prak-
tischen Verwertung fiir die Festig

Fig. 124,

< | J‘J,_ 206 >

(V)

i

keitslehre lassen sich aber viele physi- | e,

o,
“he

&

kalische Betrachtungen iiber die
Theorie der Drehung, der Centrifugal-
kraft, der Pendelschwingungen, des S 7 X

Stolses, des Wasserdrucks u. dgl.

oo

mit jedem solchen Beispiele verbinden.

-
3

h=.
ft

148) Beispiel des ungleich- ' <
schenkligen Winkeleisens.

Gegeben sei /i = 300 mm, &, -
20mm = b, b, = 200 mm. Die
Hauptaufgabe soll darin bestehen, v 1 [ ¥t %
die Lage der Haupttriigheitsachsen
fiir den Schwerpunkt zu bestimmen
und daraus gewisse Schliisse zu ziehen. Der Einfachheit halber sind
die Resultate jedesmal auf ganze Millimeter abgerundet. Dadurch treten

i

[}
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Ungenanigkeiten in die Rechnung, die praktisch ohne Belang sind,
da der hu]]]ruf_gu-!'h- Charakter des Materials doch mniemals \'{=rh1'i!'|¢_{t
werden kann.

) Schwerpunktsbestimmung. Die Koordinaten des Schwer-

punkts werden nach Nr. 3)

i
i

; byhy + bahy (2hy + hy) 90 . 280% - 200 - 20 (560 - 20)
g 2R + bR N 2(20 - 280 - 200 - 20)

3 888 000 .
= = ~ 203 mm,

19 200
byhy -+ byhy 202 . 280 4 2002 20 912 000 48
o —— —— — — [ &,
1 2(b hy 4 byhy) 2(20 . 280 4 200 - 20) 19 200 i ey

b) Die Trigheitsmomente 7', und T, werden nach Nr. 61)

Jr == ll i.l".rl.‘rﬂ:‘i ~~|— I}:Hij h:i”;

— 520 208% 4 200 - 97° — 180 - T7%| = ~ 89 220 000.
L, =5 he, — he + hye, |
e | 800 - 48% — 280 . 28% + 20+ 152° | =~ 32420 000 .

Demnach ist das polare Triigheitsmoment fiir den Schwerpunkt
T, = 121 640 000.

¢) Das Centrifugalmoment M,, fiir die Schwerpunkts-
achsen. i

Fiir den Mittelpunkt jedes Rechtecks ist das Centrifugalmoment
gleich Null. Nach dem Verschiebungssatze ist dann M, — 0 - p g, F,,

My =04 p,q, Iy, und zwar sind die p positiv einzustellen bei
Verschiebung nach links, die ¢ positiv bei Verschichung nach unten.
Fiir das Rechteck mit Seite 300 sind die Verschiebungen p, 38,
g = — 93, die Fliche F, = 6000. Fiir das Rechteck mit Seite
200 20 — 120 sind die Verschiebungen ps = 4 62, g, = 4 87,

die Fliche F, = 3600.

So ergiebt sich

M, — 0 -1 ( 38) (— H3) 6000 = 12 080 000 .
M, = 0 + (4 62) (4 87) 3600 = 19 420 000 ,

folglich ist das gesamte Centrifugalmoment

M,,= M, + M, = 31500000.

d) Die Lage der Haupttrigheitsachsen,

Nach Nr. 140 ist
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; ] T G3 000 000 G50
ban Do — — 1 == SN
: g A ) A 200 000 AR
G630 Fa o [
lg o = lg tan & =0,04499, also gehért zum positiven Bruche
im ersten Quadranten der Winkel § = 47°58', zum negativen Bruche

also im zweiten Quadranten der Winkel 2 ¢

662 1°
i.v:‘i', |'113E_§_§Jii'|l!

= 132°2". so dals & —

Die eine Hauptachse der Triigheit ist unter 66° 1" gegen die
positive Richtung der X-Achse geneigh. Die andere steht senkrecht

dagegen.
e) Das maximale und das minimale Trigheitsmoment.
Nach Nr. 141) wird fiir die beiden Grenzmomente
S o i gty
I— = | : = gec 2o

28 400 000

- (50 820 000 -~ _— B0 820 000 == 42 420 000 ,

- ¢os 132" 2
Folglich 1st
T — 103 240 00 hs T = 18 400 000,

NAax min
Die Summe beider giebt selbstverstindlich wieder 7.
) Das maximale Centrifugalmoment fir das Strahlen-
biischel durch S ist
o
B U ML 40400600

nmiax s

i =

Die Grenzwerte der Trigheitsradien.

,"l 1

17/ S
mMax A 1085 240 000 ey T o
0= ]/’ e — " — 103,71 mm = ~ 104 mm ,
5 I o 600 ?
nmax
LTE
r
£ i S 15 400 000 o G
n— |f’ ';'f' P —= 4378 mm = ~ 44 mm.
min oht

h) Die erste Centralellipse wiirde die Halbachsen ]_;lll mm
und ll1 mm erhalten, so dafs ihre graphische Darstellung bei den an-
agenommenen Mafsen nicht praktisch erscheint. In umstehender Figur
ist sie 1m willkiirlich gewiihlten 10 000-fachen Malsstabe eingetragen,
was b = 96 mm, ¢ = 227 mm giebt. Letzteres fiillt in die Richtung
K I, ersteres in die Richtung MN.

Hauptachse ist das Verhiiltnis 104 : 44 oder 26 : 11 oder etwa
H: 2 fiir beide Achsen.
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Man erkennt fiir die Festigkeitslehre sofort Folgendes: Bei

Strebbeanspruchung giebt das Winkeleisen in der Richtung M N

nach, hilt aber stand in der

Fig. 125 Richtung K L. Die Tragfihigkeit

im einfachsten Einspannungs-

falle ist, wie die Festigkeits-
ehre zeigt, hichstens

A

wo P die Tragfihigkeit, & der

Elasticitiitsmodul des Materials,

| [ S/ | die Hohe ist. (Alles auf Kilo-
II &/ / o grammeund Millimeter reduziert.)
\\\ e ' Bei Biegungsheanspruchung
K -

durch emn in senkrechter Ebene
wirkendes !'(r';'if'f'c'-]rz!'rtt‘ wiirde es
am giinstigsten sein, M N hori-
zontal anzubringen. Im Falle des Freitriigers wiirde die Grenze der Trag-
fihigkeit sein P = '\f” ; Wo S die zulissige Spannung des Materrals,
[ die Linge des Freitriigers, W — KI bezw. W = :r das Widerstands-
moment (auch Querschnittsmodul Z genannt) des Quersehnitts be-
deutet. M N ist bei dieser Belastungsart neutrale Achse. e, und e,
sind die Entfernungen der fuflsersten Fasern des Materials, wo die
Zug- und Druckspannung am stirksten werden. Welcher von den
beiden Moduln zu wihlen ist, hiingt von den Tragmoduln des Materials
fiir Zug und Druck ab.

Die Festigkeitslehre zeigh ferner Folgendes. Wird der Frei
triiger in beliebiger Lage eingemauert, z. B. in der gezeichneten, und
wirkt das Kriiftepaar in  senkrechter Ebene. so gilt als neutrale
Achse der zu dieser Ebene konjugierte Durchmesser der
Ellipse, dessen Richtung sich aus der Tangente im Schnittpunkte
ergiebt.

Denkt man sich den Querschnitt homogen mit Masse helegt
und um eine in seiner Ebene liegende Schwerpunktsachse gedreht, so
setzt er der beschleunigten Drehung den grifsten Widerstand ent-
gegen, wenn M N Drehungsachse ist, den germgsten, wenn KL als

soleche gewiihlt wird., Die entsprechende Energie wird im ersten

Fal

rrr o SR B 3 = . . S
e 7, im andern 7 5 » Wo & die Winkelgeschwindigkeit ist.

max = min =

Aus der Drehung um eine Achse, die in § auf der Querschnitts-
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ebene senkrecht steht, wird die Centrifugalkraft gleich Null, die Energie
wird 7, -

5
i) Die Culmannsche Triigheitsellipse. Ihre.lange Haupt-

achse fillt mit der der ersten '.I.“r'i.lf_:'ltl,'ii'rif"l|i1!h‘£'ﬂ

zusammen, der sie iihnlich ist. Die Hauptachse Fig. 126.
4, = 104 mm fillt in die Richtung MN. Die N
Brennpunkte # und F; liegen in den Ent-

fernungen

P = l"fQ: - {]! = ]’:"f]H-I-2 — d44F = | 04 mm

nmax min

von S auf MN.
Triigt man diese Entfernungen von 5 aus aut

K L ab, so findet man die Fixpunkte €' und C, des
Querschnittes. Fiir diese sind also die Trigheits-

ellipsen Kreise vom Radius o = 104 mm. Fiir

max
beliebig gerichtete durch Cund () gehende Achsen

sind die Trigheitsmomente gleich 7'= 103 240 000. Man erhilt den
; max
Triigheitsradius fiir eine beliebige Achse der Ebene durch die Gleichung

P =0+ p 1= 104* + p, ps.,
nas
wo p, und p, die von den Fixpunkten aus auf die neue Achse ge-
fiillten Lote sind.

Fiir jede durch S gehende Achse findet man den Trigheits
radius, indem man auf die parallele Tangente der zweiten Ellipse
ein Lot fillt.

k) Die Lemniskate der Centri
fugalmomente fiir je zwei Schwer- 0

Fig. 127 a

N

punktsachsen.
Ihre Brennpunkte fallen in die
Richtung M N und haben von S die

Entfernung - I = 0= + 47. Der A~

»
grifste Halbmesser SG  wird gleich
1 1 o sl o
,,-].:’ - = 94 ].-" ;= 00 mm = A V-
I}i-.l ,;.-_I I": —..]'-lrmslx “‘(‘_‘T'Ei{*“ 'I]']l[[‘.‘%: 50
ergiebt sich hier eine wichtige Rech- : _
nungsprobe. Man erhiilt in der That den M U R
fritheren Werth A%. 9600 — 42 420 000.
Einige Punkte der Lemniskate hitte man aus dem Obigen
ableiten kénnen. Fiir die unter 45° geneigte Gerade hiitte man als
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; i y :p . T 17 My /81500 000
Radius des Centrifugalmoments gefunden 2,, —= |/- = % o
— ~d{mm. Dies muls mit der Zeichnung iibereinstimmen und

giebt durch Symmetrie noch drei andere Punkte déer Kurve,
1) Bei der Drehung um irgend eine in der Querscl

liegende Scl

mittsebene
hwerpunktsachse entsteht im

allgemeinen ein aus zwei
senkrecht gegen diese gerichteten Centrifugalkyiiften zu

[lelli_'_Tlf!l,'."I
Centrifugalmoment, dessen Grofse durch d

en winkelhalbierenden Radins

der Lemniskate angegeben wird. Dieser Radius ist gleich Null in

Fig, 127D,

den Richtungen der Tangente R @ und V W, folglich ist das Centrifugal
moment gleich Null fiir die Hauptachsen KL und MN., Diese

Fig. 127 e

sind also freie Achsen des Querschnittes. Die dritt

e freie Achse
ist das in S auf der Querschnittsebene errichtete Lot
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m) Auf andere Aufgaben der Mechanik, bei denen es sich um
Pendelschwingungen, excentrischen Stols, um Mittelpunkt des Wasser-

drucks und degl. handelt, sei gelegentlich dieses Ubungsbeispiels nur

kurz hingedeutet, da sie nur fiir die Ubung im Ansatze, nicht aber

fiir die Praxis Wert haben.
149) Im Anschluss an Culmanns Graphische Statik sind in den

nebenstehenden Figuren mnoch einige Centralellipsen zweiter Art
ewisse Querschnitte skizziert worden, die fiir Ubungsbeispiele

fiir g
brauchbar sind.

Fig. 187 ¢

|
E-_"'- ______ ""' ‘:-'—-__i:'-_-:\li'__'_'_"_-'--------’-’.
7 Fig. 127Th

stellt den Querschnitt einer Schiene dar, Fig, 127° ein
127° ein Z-Eisen, Fig. 127f

Fig. 127"
Winkeleisen, Fig. 127 ein L-Eisen, Fig.
ein U-Eisen, Fig. 127¢ ein T -Eisen,

Fig. 127* em Quadrant-Kisen, auch Fig. 128
Zores-Kisen genannt. e .
| R ¥
. = glo
150) Aufeabe. Die Grenztrig- . X
- i = = et ¢l ;
Viertelkreises ) i \\

] Ll \

|

[]L_‘?‘i

heitsmomente
fiir den Mittelpunkt zu berechnen
. e roaw "
Aus T, = T, = -~ folot nach der P45
15 08 —y = 1y
U b =
s

Gleichung

lo=1T,cos*c-} T, sin*e¢—sin2aM,,

fiir den <C ¢ = 45"
sin 2&.M,, = 1T, sin 2a M, , .

I. = T,(cos* ¢ + sin®e)

L , folglich

Nun ist aber M,




||
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—= I TN L5 el i )
T. — sin (245 M, — — = 7 o) el
s o5 — S 4  f T = T T,
7 i - { - ria g4 rd o -
f,r == T Sl == HHIIJ'I_{.,-_.I. == 16 l— g === T T _l' 2) = ir-!11ux-

Fig. 129 151) Aufgabe. Dasselbe fiir den
Achtelkreis.

Nach vorigem Abschnitt folot aus 7.
fiir 7%, die Hilfte, also

-, - pd
Y = Ly
[ 32
. \ D I ] e ;
a aber T, = 1st, so folet
T A i Ak
A : : 2yt I
3 T, =1 Ir—== - (=2
_ : \ : 92 32
/i e d
= (RS
gy (% + 2

Fiir die Gleichheitsachsen OG und O @G, hat man

e T rix
= i - e .
1 2 32

Wie vorher, ist

T f g [ 'K 1 . . f- 110 .
T, = T, (cos® & | gin? @) — sin 2aeM,,— T,— sin {2'23 = } M,

folglich
M,, sin 45 = T, 7

und das Maximum des Centrifugalmomentes fiir O

( - B
W Tg — Tz 32 33 \ T =il /5
ROUAREE ST ERY I/ 1 =2 y'2.

Folglich ist

|
¥ 1 ] v T - ! -
M., =cos 2aM,, + 5 sin 2a (T, — T.) = cos 459 - i V:f
9 2 { ‘ : .
=Virya="C
TS 167
demnach
1
m - 1Y e 19 ; o 2 - 14 l’r 2
I'e = T.c0822 5 4 T,8m 22 — sindb'M,, — - (z — 2) L3
5 2 ! g ‘ 282 ¢
s
1
ol 1 ],f 4 o | F vd -
R | O 2 9/1 1 rm r /1 T AT
I ) ; = /
|y A b -- - — i - i
T 39 2 } 2 16 32 ita] 2 1:;' 2
riog ) i i T o ; T
=, 19 —— H- ].i g — 39 r:'.r -v__j J‘-__?J — -"‘m'in 3
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dagegen

S R g i el e B R
Fmimins =t ae — = 2\l = 2 l/— T w42} 2) = Tiax.-
Diese Resultate werden sich spiiter in einer allgemeinen Formel
bestitigen.

152) Eine brauchbare Beziehung zwischen dem Trigheits-
moment und dem Centrifugalmoment ergiebt sich aus folgender
Betrachtung.

Nach Nr. 133 ist fiir die um « und die um § = « 4 90° gegen die
grofse Hauptachse geneigten Achsen -

o

E
o D

sin® « -+ ¢ o0 cos’

0 =0

o 5 1

0, =@, Cos” - 0 sin® «
& (9‘, o;) SIN € COS €.

Man bilde aus den beiden ersten (Gleichungen durch Multiplikation
eine neue, aus der dritten durch beiderseitige (Quadrierung ebenfalls.
Aus den meuen Gleichungen bilde man eine weitere durch beider-
seitige Subtraktion. Dann erhilt man

10, — A =p,sin’« P R L e
0,0, — A =0, sin” @ cos® o + 0,90, \sin” & | cos &) 4 0, SIn @ CoS™ &
Fod 28 AR o g2 2 e 2 e L= 2 7
| @, SIN @ COS" @ — 20,0, SN & COS™ ¢ -+ 9, SI” @ cOS™ ¢ |
Pl Sl S SR Gl R e i
= 0,0, (hm o+ 2 sin” @ cos” & | cos it)
2 2[ i I J 2 3
"'—-OI 9, ~a|i’1 o — LtJ-. (14 : {]|9:
Demnach 1st
14 2 2 cA)
= '9.39\' r hﬂ]'\oj

{ H:{!-‘ r

Daraus folgt z. B.

oder
& s al 2 2 2
j.{.:-'.u T ir: / RrE=s / 01@;’ ?
Von der letzteren Beziehung soll spiter eine wichtige Anwendung
gemacht werden.
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153) Zu ¢

gebnisse der vorstehenden Abschnitte léshar seworden sind, gehiren
= = =

en rein mathematischen Aufgaben, die durch die Er-

solche iiber ganz beliebig abgeschriigte Korper, z B. folgende: Der
Normalschnitt eines Kiorpers sei ein Halbkreis, der Korper werde
durch eine ganz heliebige Ebene abgeschriigt. Sein Schwerpunkt
soll bestimmt werden. Dasselbe ist fiir den Fall zu leisten, dals
er oben und unten durch ganz willkiirlich geneigte Ebenen ab
geschriigt wird. Aufgaben physikalischer Art wurden bereits mehr-
fach angedeutet.



Abschnitt V.
Finige Hiilfsmittel der Elementar-Mathematik.

(Methode der unendlich diinnen Schichten.)

154) Bisher kamen nur mathematische Vorkenntnisse zur An-
wendung, die auf simtlichen hoheren Schulen erworben werden kinnen.
(Hochstens die Guldinsche Formel ist hier und dort noch vom
Grymnasium ausgeschlossen.) Von jetzt ab sollen Fortschritte dadurch
erzielt werden, dafs auch die Newton-Simpsonsche Regel, die
Schichtenformel oder Summenformel fiir ganze positive Ex-
ponenten und die Schichtenformel fiir gebrochene und fiir
negative Exponenten zur Anwendung gelangen. In dem Metho-
dischen Lehrbuche des Verfassers iiber die Elementarmathematik ist
das Notigste dariiber gesagt, auch sind dort zahlreiche Beispiele ge
geben, besonders im dritten Teile. Fiir Nichtbesitzer des Buches sei
das Notigste auch hier auszugsweise dargestellt. Jede der drei Formeln
ist ein formlicher Hebel der Elementarmathematik, mit dessen Hiilfe
weite Gebiete der Technik bezwungen werden komnen. Zum Schluls
soll noch die erweiterte Simpsonregel fiir angeniiherte Berech-
nungen erortert werden.

\. Die Newton-Simpsonsche Regel fiir Korper und Flichen und

die Sehichtenformel fiir Querschnitte bis zur dritten Ordnung.

155) Fig. 130 stellt den Aufrifs von vier Kdérpern gleicher Hohe
dar. Der erste sei ein Prisma oder ein Cylinder, dessen Querschmitts-
fliiche iiberall gleich a ist. Sein Inhalt ist ah. Der zweite sei ein
Dreieckskorper, dessen Querschnittsfliiche m jeder Hihe y gleich by sei,
bh?

also in der Hoéhe h gleich bh. Sein Inhalt ist Bei dem dritten

nehme die Querschnittsfliche zu, wie bei einem geraden Kreiskegel
L

oder einer geraden Pyramide, die auf die Spitze gestellt sind, d. h.
die Querschnittsfliche soll proportional dem Quadrate der Hohe sein,
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z. B. gleich ¢y* in jeder Héhe y, gleich. ¢h* in der Héhe h. In der
Zeichnung ist der Korper so gedacht, dafs er als gerade Siule iiber
der Zeichnungsebene steht und zwar tther der gezeichneten Fliche, die
nach dem Fritheren auf der einen Seite parabolisch begrenzt sein
muls. Der gezeichnete Koérper, und der mit ihm verglickene Kegel,
bezw. die mit ihm verglichene Pyramide haben siimtlich die Hihe h
und die Grundfliche ¢h? ihre Querschnittsfliichen sind in gleichen

fig. 130

M 1
L Bl o ol
; = b = L . e o ; -
| [
|5l .
I i : : i -
I & -'; 2 ; | & g
| a y | ey’ | dy” s
.,f' i -t | e .. | ri
|
ki ;
g | !
i [ | |
S, gy 8 - - - S - - vl = 't
ir

Hohen inhaltsgleich, folglich stimmen nach Cavalier] auch die kirper-
lichen Inhalte iiberein. Jeder ist also, wie die Pyramide, vomt Inhalt

R ch? e ; :
G oder ——. (Die Parabel schneidet vom Rechteck den dritten

Teil ab.) Bei dem vierten Korper sei die Querschnittsfziche proportional

der 3%n Potenz der

s Héhe, und zwar soll
. S L _ dh’ - den Hohen y und h
! ' > bezw. dy* berw. di®
| =8/ o entsprechen. Dals er
: e = f]E‘I]I]]iIE![tr-”f‘ hat, lilst
i | ey dy? 4 '

I i e sich folgendermalsen
; Bk "f.vﬁ"r ; zeigen: Figur 131 stellt
G |.' den dritten und vierten

it Korper noech einmal

PR e O | 2 dar, nur ist beim dritten

d statt ¢ geschrieben.
Nach Cavalieri liegt bei dem letzteren der Schwerpunkt, wie bei der
Pyramide, in der Héhe 1 h. Das statische Moment des Korpers in
S ER ‘ : dh® 3 o f?
Bezug auf die Grundfliiche ist also M — J b= =
Das statische Moment der Fliche dy® in Bezug auf die Grund-
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fliiche ist aber dy?.y = dy’, das der obersten Fliche di*-h = dF’,
und gerade so grofs sind die entsprechenden Querschmittsflichen des
daneben stehenden Korpers. Weil nun die Malszahlen fiir die Quer-
schnittsfliichen des letzteren ebenso grols sind, wie die Malszahlen der
statischen Momente fiir die Flichen des vorigen, so muls die Malszahl
fiir den Inhalt des letzten Kiorpers dieselbe sein, wie die Malszahl
dh?

fiir das statische Moment des vorigen, nimlich

So hat man zuniichst folgenden Patz:

[st der Querschnitt eines Korpers in jeder Hiohe » von
der Form ¢ = a, oder ¢ = by, oder ¢ = ey?, oder g = dy’,
so ist der Inhalt von der Héhe O bis zur Hohe s genommen
hh® eh? . d Rt . : ;

—, o = 5= J = o Es wird sich unten
zeigen, dals man ganz allgemein fiir jedes positive p sagen kann, zum
: = - : Jeh?
Querschnitte ¢ = ky? gehire der Inhalt J = L

= . L ) - 1

Weil jede von diesen Formeln durch Betrachtung der Querschnitts-
flichen oder besser der unendlich diinnen Schichten gewonnen wird,
deren Summe den korperlichen Inhalt giebt, kann man jede als eine
Schichtenformel oder Summenformel bezeichnen.

J = al bezw. J ==

156) Was von den vier gezeichneten Kérpern gilt, gilt auch von
ithren Aufrifsflichen in Fig. 132. Also:
[st die Querlinie einer ebenen KFliche in jeder Hiohe y

von der Linge ¢ = a, oder g =0y oder ¢ = ¢y* oder g = dy’,
so ist der Inhalt von der Héhe Null bis zur Hohe h ge-
: o LA - cht : dh*
nommen IF=ah beaw. l'—=—, F=-—, F= i
F s L

Mit anderen Worten: Die Parabel Oter, 1ter, 2ter  3Jter (Jrdnung
schneidet vom Rechteck den 1ten, Zten Jten gten Mgl ab (; l, s i) .
Hier sind also zwei Gerade als Parabeln 0'" bezw. 1** Ordnung he-
zeichnet worden.

Dies gilt auch dann, wenn man jeden Querschnitt in seinem
Niveau irgendwie verschiebt. So kann z B. die linke Grenzlinie auch
eine schriige Gerade, oder eine Parabel 2*r oder 3% Ordnung sein,
an die sich dann die horizontalen Schnitte anzulegen haben. Dadurch
wird nun die folgende Betrachtung ermiglicht.

157) Denkt man sich die in gleichen Héhen liegenden Schichten
der vier Korper vereinigt, so entsteht ein Korper, dessen Querschnitts-
fliche in jeder Hohe y ist ¢ = a + by + cy® + dy’.  Sein Inhalt

: ; it h bh* ch® dht
aber muls sem J = - T T
&) -

1 2
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Nach Cavalieri muls dieses Resultat allgemeine Geltung haben.
Do erhilt man den

@ . &r"p > i ' 3 a5’

U R L ; E'-fe’/".'“.'j:j‘f,"'-

Satz: Hat ein Kérper in jeder Héhe y den Querschnitt
1) 0= a+ by + ey + dy?

so 1st sein Inhalt von der Hohe Null bis zur Hohe & ge-
rechnet
9 __,.::Izujfl._i'_h_b::_ .f-i'f“_i_rfh'

G 1 2 3 4

lrm Ebenso gilt der
Satz: Hat eine ehene Fliche in jeder Hohe y die Quer-

linie
1) q=a—+ by + cy* -+ dy,
so 1st 1hr Inhalt von der H6he Null bis zur Hohe /i oe-

=
rechnet
ah bh® ch® dh?
= i |
2) = 8 LA Lol gl
0 “

Jede Formel 2) soll als die Schichtenformel (Pummentormel) fiir
Korper bezw. Flichen bis zur dritten Ordnung bezeichnet werden.

159) Es lifst sich nun zeigen, dals damit ‘auch die Simpson
Newtonsche Regel hewiesen ist, welche lautet:
Hat ein Kérper in jeder Hohe y die Querschnittsfliiche

g == _E_ j’;ﬂ,“ _"_ {.yil —f_ Hr‘ij:",

so ist sein Inhalt von der Héhe Null bis zur Héhe /i be-
rechnet
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i .
J=2 [T+ 0+ 4M],

wo U7 den Unterschnitt, O den Oberschnitt, M den Mittel-
sechnitt bedeutet.

Beweis. In Fig. 132 ist der Unterschnitt, d. h. der Schnitt fiir die
Hohe y = 0, U = a, der Oberschnitt O = a 4 bh -} ch® 4 dh’, der
& 5 z 2 B ) nh2 1he
Mittelschnitt M = a 4 b fi == fij - ;E{’:} = a+ 'F_fé + i =+ Ff: .

e : o : : :
Setzt man dies in 5 [U+ O+ 4M] ein, so ergiebt sich
; i 2

I ' 2 5 v bl ch® dit®
|0 + (@ 4+ bh + eh® 4 di®) 4 4 {.” + —- T S )|

alr hh* ch? dh?

— 4+ S+

Letzteres 1st aber nach Nr. 157 der Inhalt .J, folglich ist

I . : .
5 [ U4+ 04+ 4M]| =
160) Ebenso gilt fiir Flichen der Satz:
Hat eine Fliiche in jeder Hohe y eine Querlinie von der
Linge

gi=d —|- f;__l__.' - pyﬁ _g_ ”Ty:},

so ist ihr Inhalt, von der H6he Null bis zur Hohe A ge-
rechnet,

B = h, [# 4 0 4 4m]

5

wo # die unterste, o die oberste, m die in halber Hbhe
liegende Querlinie bedeutet.

161) Selbstverstiindlich kénnen bei beiden Sitzen beliebig viele der
Faktoren @, b, ¢ und d gleich Null sein. Demnach wird bald die
Schichtenformel, bald die Simpsonsche Regel das Bequemere sein.

Wiithrend, wie sich zelgen wird, die Schichtenformel iiber die
3 Ordnung hinaus weiter gilt, ist dies bei der Simpsonregel nicht
der Fall. Diese gilt z B. nicht mehr fiir den Korper mit {Qlu'-::.-.r]mii'.i'..q-
formel ¢ = dy*. Bei diesem wiirde sie geben
- lapt e 2] = 5 e,

G| 4 24

i ; AT
=7 [u + dit+4(5) | = !
was falsch 1st, da nach der spiiter zu beweisenden richtigen Formel
rfirl oder _’. dh® herauskommen miifste. Hier also kinnte die Simpson-
Newtonsche Regel hochstens als rohe Anmiherungsformel gebraucht
werden.

Holzmller, Ingenieur - Mathematik, I

oo
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Sobald es sich um ganze positive Exponnenten handelt
und in der Querschnittsformel der dritte Grad nicht iiber-
stiegen wird, kann die Simpsonsche Regel angewandt werden,
sonst ist ihre A nwendung nicht zulissig.

162) Beziiglich der Summenformel ist noch Folgendes zu bemerken.

Aus

ah, bh:
g o s

Pt o feag loca

che I\ ki
und

l.rh;‘ r.rJ":J : .-'J,:; f';l'r;li : r.".l'r';

SRS PR + TR

folgt durch beiderseitige Subtraktion als Fliche von by bis h,

fy  a(ly- hy) . b(Rg—n3)  e(hd—n}) . a(hy— k)

1 =i 2 i 3 + 4 ?
wotiir man wohl auch abgekiirzt schreibt

o fia
J;"—;l | ey —|— by* R ey’ 1 dy?

1 D 4

B
1

Damit werden die Parallelschichten der entsprechenden Korper und
Flichen in der Regel bequemer, als mit der Simpsonschen Regel, be-
rechnet, weil bei dieser der Mittelschnitt besonderer Berechnung be-
darf, die hier iiberfliissig ist.

Fiir die einfachen Parabeln bis zur dritten Ordnung sind die ent
sprechenden Inhaltsformeln:

h.—h ha B — R By g B By ke T
F—=g-= : , F=ph-= r , F=¢ - : , I'=d 2 =
. i 3 T e 1

163) Die Anwendungen auf Flichen sind znniichst von geringerer
Bedeutung. Dagegen lassen sich, wie im 2% und 3%® Bande des
Methodischen Lehrbuchs gezeigt wird, zahlreiche Korper auf dem
vorgeschlagenen Wege berechnen. Von dem Prisma, dem Dachkérper
Pyramide abgesehen, hande

und der t es sich z. B. um Pyramiden-
stumpf, Kegelstumpf, Prismatoid mit ebenen und windschiefen Seiten
fiichen, mit geradlinig oder krummlinig begrenzten Grundfliichen, um
die Kugel mit ihren Segmenten und Parallelschichten, das Drehungs-
ellipsoid und dreiachsige Ellipsoid mit Segmenten und Parallel-
schichten, um die Parallelschichten des emmanteligen Drehungs-
hyperboloids und des einmanteligen dreiachsigen Hyperboloids, um
die Segmente und Schichten des zweimanteligen Hyperboloids und um

einige Arten von Drehungsparaboloiden hoherer Ordnung.
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164) Die Formeln lassen aber noch anderweitige Deutungen zu.

[t
1) q=a -+ by + cy® + di’
das statische Moment des Flichen- oder Kérperquerschnitts in Bezug
auf die Basis, so 1st

i 9 alid .
9) Mo rr].fr —I— e’:ir- —I-' L:.FI + u’f-‘
0 -‘ & E

gesamte statische Moment der Fliche, von 0 bis A genommen.
[st 1) die Formel fiir das Trigheitsmoment der Fliche oder
Kérpers in Bezug auf die Basis, so 1st

ah . Dh* ch® | dht

a i . 1

o) = 4L 4 — +
o 1 ! 2 ] 4

das gesamte Trigheitsmoment in Bezug aut die Basis.

Ist 1) die Formel fiir den Querschnitt des Arbeitsdiagramms, be-
deutet es also die Grifse der Kraft an der Stelle y, so ist

& » ‘
: ah bh? eh? | dht
4) "Ul_ i G e e el 2
die gesamte Arbeit lings des Weges O bis /.

[st 1) das Gewicht des Querschnitts in der Hohe y, so ist das
Gresamtgewicht

i £ ,

= : af th® ch” daht
2% :I,}:' e A S

165) Beispiel des Trapezes.
Der Querschnitt in Héhe y ist fiir das nebenstehende Trapez

b, — b
1) x="b-+ - =— ¥ Fig. 152D,
. WL ; AL ! b,
wie sich aus der Zerlegung in Parallelogramm (Recht- [ ——
eck) und Dreieck ergiebt. /
Das statische Moment des Querschnitts in Bezug /
i s s ST | b=xb, f’
auf die Grundlinie ist Eel)
-) 'h‘] _I{F o j" -_________f
2) zy = by + ——— y?, L /
! X h 2 !
h /
das entsprechende Triagheitsmoment \ /
B B ". e !J'J — 9 | L. L._ __AIII
el i v
Da keine dieser Querschnittsformeln den dritten Grad iibersteigh, so
darf auf simtliche die Simpsonsche Formel angewandt werden. Die
Fliche wird nach 1)
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. TSy b+ b7 B, :
) F=2[b40b 44 ‘f_} 1| =%5[3b+ i 6t
J 2 I
Das statische Moment wird
; e, bbb A7 WL j 0 :
) = 6 !_J"J-H—!- frJ] /i I 4 4_1 : '.E_i 6 [.";l —I— UJ IL‘ 'I; b | !fJ —{- _"-!'rfj 15
Das '['ri-i_t_f;}leit:munnunt der Fliche wird
. ’ -+ b, S LN b0 R®
i | 2 F | 1 [
6) T,—=[6-0°4bht44° ;__3}_- R e e [T A
Daraus 4-!'3_:;1'14;1' sich die Hl‘h“'i'?'!]ll'[l|(|".‘-i!it.]|"|f'
7 Il'l,l = '”,.,: 3 I |_-f'.r ! ‘_’|"!l"|
G J 347
der Trigheitsradius in Bezug auf die X-Achse
4 /7T R 30
| Y ."’ U — asdaiiipni, L : -
o) Qu __l I h 6 (b - 6,)?
die Hohe des Schwingungspunktes bei Drehung um dieselbe Achse |

T Wb+ 3b,)

0 e = S 2
. .I .I'r’_-,-,- .”F 216 - 20,

1

Emfacher wiirde die Summenformel aus 1) oeben:

# bh b, — b h? b - h
oY =2 | 1 aelly il b i
:: s Wl e b

Aus 2) wiirde folgen
: SR L
M, — S e (b4 20,).
Aus 3) erhilt man
2 bh? b, b ki I e ,
A e ey e T L
Das Centrifugalmoment in Bezug auf die Geraden b und A wiirde fiir
den Querschnitt werden
a4 02 < b 1] I;H"J |:.-|[Jl — b 'J-”-'i h* Ir; ;"JI J].l"' 9 -':E.ﬂl —1’1'::“"{]!'.:
W) Sue=oydtam e e s gl e 2

Da der dritte Grad mthl iiberstiegen wird, liefse sich auch hierauf
die Silnp.‘w‘mliurnwl anwenden. Sie wiirde geben

2 e I flj [ lf.i IR 2 "Iif-_'
i, ---"*L R (s ly Jl : ;@+( et

-

lr:

(1200 + 0" + 200, + b

oder

1 ].I :l;r_,-.,.. —_ }; |J|lJ_ A BRI TR s fr_l ] .
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Die Sehichtenformel wiirde }__g'l:h('—]l

bTR? | bb, —b*RY | (D, —D)° A W raqe ) T . 0 > o B A o el
i RRE e G R W T ;_hh + 8bb, — 8" 4 3b; +5b —600, |
Hl]i‘i'
M., = W [k 159 hh, =8 b |
e e S el e PR W
2 . - L 2
166) Beispiel der Parabel 2 = i
B
Das statische Moment und das Trigheitsmoment des Querschmtts
2 . S cisteyt i
wiirde fiir die Grundfliche werden hj }'fq , das Centrifugalmoment
Ty e 2 !
L Ty L T y b :
wiirde sein -l-]- e J,"“:- ’: = }j’r._— Die Simpsonsche Regel ist also
e [ r. =it

hier nur fiir die Berechnung der Fliche und des statischen Momentes
zu gebrauchen, denn alles Ubrige iibersteigt den dritten Grad. Das
Resultat wiirde werden

_hr ¢ ft eh*

|_H-Er_f;-h_—‘..1 =

f0ferall=2¢ch; M, = L 2

4| 5 ==

IF‘ —

=g

Die iibrigen Dinge kénnen erst im Abschnitt B behandelt werden.
167) Die Gleichung einer Kurve sel

2= a4+ by + cy* + dy’.

Der durch Dréhung um die Y-Achse aus ihr entstehende

Kérper hat die Querschnittsformel

G — %= a% bay + exy” + dmi’.

Da der dritte Grad nicht iiberstiegen wird, kann sowohl die Simpson-
sche Regel als auch die Summenformel angewandt werden. Der
Inhalt wird
2 h bh* ch? dhi]
= ] 1
J "rl s ttead L

Im besonderen Falle 22 = dy* handelt es sich um die sogenannte
sche Parabel. Die allgemeinere Curve wird

semikubisehe oder Nei
bisweilen als Neiloide bezeichnet, withrend andere den entsprechenden
Drehungskorper mit dem Namen Neiloid belegen.

168) Ist die Gleichung von der Form
2 = a4 by + e,
so erhiilt der Drehungskorper den Inhalt
~ah bk E’F:”"I ;

.-_:v'r--'— o - _]— —l" 5

o
(4]

Der Querschnitt hat in Bezug auf die Grundfliche das statische
Moment




118 Absehmitt V.

2y = m(ay + by? 4 ey®),
demnach ist die Simpsonscheé Regel anwendbar auf die Berechnung
des statischen Momentes

B e o2

3 4 s

[st endlich die Curvengleichung von der Form

' =a + by,
so lilst sich auch das Triigheitsmoment 7T, des Drehungskdrpers mit
Hiilfe jener Regel berechnen. Die Resultate werden
(el bhh® (ah* hh?® By (ah bR
R L W S R L

2 ! v \ B

Die angegebenen Beschriinkungen, die z. B. die Anwendung auf das
Trigheitsmoment der Kugel ausschliefsen, lassen die Ausdehnung der
Schichtenformel auf hohere Potenzen als wiinschenswert  erscheinen.
Diese soll in Abschnitt B. durchgefithrt werden.

169) Noch sei darauf aufmerksam gemacht, dafs bei der Curven-

’ 1 - z 7
gleichung @ = - das statische Moment des Querschnitts
e "
1
Ly = —gy=1,
T el ;
. br . 9 | . . : .
sein Triigheitsmoment zy* — ==y wird, so dals siech fiir die

beiden letzten die Simpsonsehe Regel anwenden lifst. Bei der
o 1 : B AL . :
Gleichung &=, die dem Gravitationsgesetze entspricht, ist das
Trigheitsmoment des Querschnitts der Diagrammkurve
g 1 5

XY = — = o= [

. g
der entsprechenden Behandlung zugiinglich.

170) Eine weitere Deutung ergiebt sich folgendermafsen:
Die Gleichung einer Kurve sei

T bag® N b dyt
e .'J| | . 1 , R T A
1 R e e A

In der Héhe y hat sie eine Tangente, die gegen die ¥-Achse
eine gewisse Neigung & hat. Diese berechnet sich nach dem Anhange
von Teil 3 des Methodischen Lehrbuchs Seite 132 nach der Formel

i Ady®

2 by dcy?
o ' 4

tanpg = g - —— L

i o
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oder mnach
tan ¢« — a + by + ey’ + dy’.

Folglich: Deutet man die Gleichung
1) g = i Il_ L_?f _|_ "'H: %_ r!r.ijf::

als die trigonometrische Tangente des \t‘]<"1111§_=|\\\|11|u‘|-1 den die
~ru=mm'i11u.1w Tangente einer gewissen Kurve in der Hohe y ge-
nommen gegen die Y-Achse h:lt so ist die Gleichung der Kurve

-4 1 a 1
ey ay i by? e ey | dy'
i 2 A
Hierzu kann aber noch eine Konstante k. kommen, deren Gréfse nur
von der Wahl des Niveaus fiir die X-Achse abhiingt, die also fir
die Gestalt der Kurve ohne Bedeutung ist.

B. Die Schichtenformel fiir ganze positive Exponenten
von beliebiger Grofse.
171) Figur 133 stelle eine Parabel ganzzahliger Ordnung dar,
die einem Rechteck mit den Seiten b unr] h n:ulw-«.,hneben ist.
Ihre Gleichung ser

i . Fig. 133
e— W
he ¥ - = T
was fir y = 0 den Querschnitt 0, fiir x = J den | = 7]
Querschnitt i i
b T '
jrifl — |'r) | j,-' |
h® . A iﬁ
wiebt, wie es nach der Figur auch sein muls. [ i

Man denke sich die Hohe b in # gleiche Teile
gerlegt und durch die ](‘lll‘jull!\tt" Parallele ge-
legt. Die Streifen mogen, wie in der Figur, zu 1
Rechtecken l_"|'q:r.[11'.-ﬁt werden. Jedes dieser Rechtecke

o % 5 b
hat die Hohe “_. die Grundlinien aber sind nach der Formel z = —y?
der Reihe mach

-F‘“ ( : \.};I} FJ' ("”? Lf‘. lllll” 1‘ :i—fr \)!J. S b (H f@'-)lu

pe \n pE\n/’ AR
oder
17 2P 34 7
— b, b, -0, 0,
n? n? ! nt

so dals die Summe der Rechtecksinhalte wird
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h 12 h 22 h 87 cool o w?
el Bt A Y 7
oY i) T | =
n n AT n n n nt
oder
14 2P L 32 L ... L pP
- : r‘f'J."'f.

nF T

Macht man nun % unendlich grols, die Héhe der Streifen also unendlich
klein, so fallen erstens die storenden Treppenriiume weg, zweitens wird
nach Band IT des Methodischen Lehrbuchs, Arithm. Nr. 88,

Eadis St I I -+ 1

P P 1r 7

und demnach wird die schraffierte Fliche von der Héhe O bis zur
Hohe J

i
et bh
,’_‘ e
0 r—1
5 3
Also: Die Parabel p** Ordnung « ::jf--””' schneidet von dem

zugehdrigen Rechteck den (BT el d k. die Flickhe
b

. ab.
p

Folglich: Die Parahel pter Ordnung 2z = ky? hat von der
_?3 f { o} Jr
Héhe O bis zur Héhe & den Inhalt

i
(] B JI_ 1

Hier nidmlich wiirde das Rechteck die Seiten 4 und kh#, also
den Inhalt £k?+! haben, von dem der (» 4 1) Teil abgeschnitten ist.
Dadurch bestiitigen sich zuniichst die schon vorher bis zur
3*n Ordnung gefundenen Resultate.
172) Durch Aneinandersetzen der Streifen parabolischer Fliichen
nach Art der Figur 132 erhilt man folgende allgemeine Siitze:
Satz: Berechnet sich die Querlinie einer ebenen Fliche
fiir jede Héhe y nach der Forme]

T=a-+bydcey+dy*+-.. L key?

s0 1st 1hr Inhalt, von der Hohe iy =0 bis zur Hiéhe y=h ge-
rechnet,
'l ah i bh= I ch? | il .'

p+1
T ‘
el £ e ey
Satz: Berechnet sich die Querschnittsfliche eines Kirpers
tiir jede Héhe y nach der Formel
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g=a -+ by + ey +dy® + - -+ ky?

so 1st sein Inhalt, von der Hohe y =0 bis zur Héhe y = A
gerechnet,
i hiht 3 T4 B 1
J,=f_FhJ__fr _LF.FJ-J_I'_.IJF Sl h
; T e e T T
i) i L s ' +
173) Durch diese Formel wird ein Bereich beherrscht, der weit
iiber den der Simpsonschen Regel hinausgeht. Die Zahl der Glieder
darf unter gewissen Bedingungen sogar bis ins Unendliche gehen.
Ist z. B. der Quersehnitt durch folgende unendliche Reihe dar
gestellt
1) gy =a -+ by + cy* + dy* + ey* -+ - - - in infinitum,
so folgt daraus
c ah bR* ch’ dh? ¢ ht mpind s s
2) = e e e R e ST T e
0 o 5 :
nur muls der Konvergenzbereich beider Reihen eingehalten werden.
Die Formeln kiinnen auf alle Funktionen angewandt werden, die
sich in konvergenten Potenzreihen entwickeln lassen.
Dies gilt z. B. von der geometrischen Reihe, also von der Kurve
1 5 p =
e il o e o i fiir y absolut <1,

von der Exponnentialreihe, also von der logarithmischen Linie

und zwar fiir jedes y; ferner von der logarithmischen Linie

y*: e e e

&= gy =g f e e fiir y absolut <1,
von der Kettenlinie
X e eV | y* y! 57 ys i
e —— —_— i et it . = i EER i a
2 |1--_1F1--_--;;--1!1-3-:%-4--—‘»*‘-' :
von der Sinuskurve
I . I“Jf I'l.ll:: .JII'”II _’,u""
F=8Y = Gasaaatae =" T )

von Kurven, deren Gleichung mit dem binomischen Lehrsatze zu
sammenhingt, wie

1
o= ]/I +y=(1-49)*

-Ir l, (L, = J} ], (i, = (.I. . -_J]
= ] - E i -+ = 'j'. - Ll 12; Lo

fiir ¢ absolut < 1.




122 Absehnitt V.

Diese Bemerkungen mogen vorliufig hinreichen, von der weit-
gehenden Bedeutung des Verfahrens ein Bild zu geben, denn die
obigen Deutungen bleiben hier siimtlich erhalten. Einige Beispiele

werden die Sache niher erliutern.

174) Anwendungen auf die Halbkugel und die ganze

Kugel.
\ &} B
a) Inhaltsberechnung. Der Schnitt

in Hthe y ist

’_/.--'- l =7
/,. | \ r’].' e— ,{_"'::-'r — |'.J'! ] ‘”z| — j-l’:r. B y‘_’ﬂ, :

/— — = ___-___;_-9\ Folglich: Inhalt der Schicht von O bis y, ist

Fig: 154.

Y % il \ 5 i
f e '! hooorimy,  Cwmyp LM% es g
R J = 5= " — ),
0 1 b 51 i
Inhalt der Halbkugel
! | r 2
o = e A A

b) Das statische Moment in Bezug auf die Grundfliche.
Die in Hohe y befindliche Schicht hatte die Fliche z*m, die Multi-

likation mit dem Abstande y giebt #*yx oder (#° N yw = rimy
plikat t d Abstande y giebt 2*yx oder (¥* — 4*) y= i
- y°m.  Aus

g =1r’zy —y'm
folgt als statisches Moment der Schicht von 0 bis y,

r L 2
i1 iy Uy YT, § g
g 1 J1 b 2
M=rm  —mx = (27" — ).
3 _

fiir die Grundfiiche ist

Das statische Moment der Halbkuge

- - yd pio
M—=rz". —x =
2 4 1
11}
¢) Sehwerpunktshéhe.
Die Schwerpunktshthe der Schicht ist
b0 I’lll:jf'r 1 %
M a2 R o 2
J 0 4 1) 31, ch =i
), ———— — = = . E
- 1 ?_lfj LA ay 4 i': — U-_J
J =) L
i . * ¥
die Schwerpunktshéhe der Halbkugel
r «4
/i s
1] % a4
rilll‘ — = — 5 ,., o g "
£ ] L
0
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d) Trigheitsmoment in Bezug auf die Grundfliche. Die Schicht
in Héhe y ist mit y* zu multiplizieren, wenn man ihr Trigheits
moment fiir die Grundfliche erhalten will. Dies giebt

g, = 2wy = (r! — ) mwy® = r’zy’ — myt.

Das Trigheitsmoment fiir die Schichten von O.bis y, wird also

flr -.rjr y:]; a7 .il-f-lI :"r:li"-r I:"—'} 2 (3] ) :!}
T—pég —— - — — |D¥ — B :
4 3 a B I,
Fiir die Halbkugel selbst wird es
e % J.."l F'i-'l } ;
=" a— =%
wh 5] ’

¢) Der entsprechende Trigheitsradius. Er bestimmt sich
ans der Formel Iﬂf.:,)r:' T also wird er fiir die Schichten von O bis (i

rT, 3

St 5 g
? e l_ |_,.'-: J'_. — H-[. ) ;'--3 2 fe 3 8 a2 )
/ 0 ‘r.' 15 . l/ s 2T : Jl.'l
,?Jf. = F — J == '_’ - P ¥
E /oo 8 2\ 15 (1 — ¥7)
g SR S g ey
0

fiir die Halbkugel

R
Y —-l/ B =yl
~ §'8 i

S

e) Das Trigheitsmoment der ganzen Kugel in Bezug aut
einen |4E111pfm".hl}ilii- ist
T—= El a8
f) Das axiale Trigheitsmoment der Kugel in Bezug auf
einen Durchmesser ist gleich der Summe zweier plamen Triigheits-
momente (in Bezug anf zwei auf einander senkrechte Hauptschnitte),

also

wo m die Masse der Kugel bedeutet.
g) Der axiale Triigheitsradius wird

E= I

J / Eyo

h) Die Energie der homogenen sich drehenden Kugel ist

¥y =

T A L i ma g
E = 5 —_ :_:-- }” 5 — e - 5
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wo m die Masse, & die am Radius 1 gemessene Winkelgeschwindigkeit ist.

2 3 e Bl p’
Fiir den Erdball z B. ist 7' = - 3;
; L

p'=>56, g=981m und r=260-7500m angenommen werden kann.

wo das spezifische Gewicht

Die Umdrehungszeit ist 86 164 Sekunden (Sterntag, nicht Sonnentag

o

von 86400 Sek.), die Winkelgeschwindigkeit also & = H:J'_;_E- Die
T, 1 89%x 5¢ 2 12 ag 900 = _

I]'J':-Iumg«'e*ll:-l},m- 15t dahex TR T l:m; ) ——20988 - 101 Meter-

tonnen = 28 583 - 10” mkg. Division durch 425 giebt die in dieser

Energie enthaltene Anzahl von Wiirmeeinheiten, niimlich 6679710 W -E.

Angenommen, der Sterntag wiire jetzt | Sekunde linger als vor

2000 Jahren, so wire die frithere Winkelgeschwindigkeit gewesen

£ 2 G928 - Y
& - - g%, der i'_.rrt'i'ult'r-'l‘lllr—'T also
! s v S0 6979 283 ;
=26 165 :
o oy 8970 284° 6 979 283° el =
28 388 - 10# e — 81 349 - 107 mkpo,
6979 283° €

Man kann den mittleren Energieverlust innerhalb der 2000 Jahre auf die
Sekunde reduzieren. indem man abgerundet dureh 2000 . 865.25 - 86 400

dividiert. Er befriigt auf die Sekunde 12918107 mke. Division

durch 75 giebt 17225 . 10° Pferdestiirken, mit denen unter jener be-

cannten Annahme an der Verlangsamung der Erddrehung gearbeitet
wird, und zwar besonders durch den Einfluls der Fluterscheinung. Bei
konstanter Wirkung wiirden zur Erschopfung der Drehungsenergie
28 888 - 10
81 349 . 1017
der Probe 81 - 86 164 zusammenstimmt), bei abnehmender Wirkung
noch lingere Zeit. Die Kleinlichkeit der technischen Masseinheiten
im Verhiiltnis zu kosmischen Erscheinungen tritt bei diesem Ubungs-

20000) oder etwa 7000 Millionen Jahre niotig sein (was mit

beispiele in iiberraschender Weise hervor.
1) Die Energie der drehend und fortschreitend bewegten
Kugel. _
s T a2 et s g n

j i . — = =1 - — (B2 L 2 rEG2Y |
2 . 5 10 '

b

Man kann also z B. die gesamte Energie der Erdkugel berechnen.
enden Kugel.

k) Die Energie der ohne Gleitung rol

..ll'
/5 | S
I muvs | g np { ) mus | T
e 2 | 9 o T + 2 o 9 i 0 o
nps ) 1 mu? 1
i g 2
_— = I Hers —— = _!_ muE =15 mu

Bei Thomson und Tait, deatsch von Helmholtz und Wertheim, steht

SR 1 1 ok .
gl il B - ot dals dip LBET Late 4 1 AT rerden.
irrtimlich 5700005 Satt Teooa00 2 F0 dals die Resultate dort ungenau werden
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1) Die Kugel als Pendel. Ist die Entfernung des Aufhiinge-
punktes vom Mittelpunkte gleich ¢, so ist die Dauer kleiner
Schwingungen
g M

— I

wo T— 2 mr® -+ e*m, M —=em ist. Der Schwingungspunkt hat

vom Aufhiingepunkte die Entfernung

(2r® D F'::|

_|ll = == =

M e 5e

{ Ht-’t’illxil‘l'h- |’|:ttl1ir'1|51||;_1't'. |

175) Stols gegen die E rdkugel.

Eine Kugel von der Grolse und Masse der Erde werde
von einem Weltkérper getroffen, dessen Masse der 10005 Teil
der Erdmasse ist und der mit

100000 m Geschwindigkeit gegen S e

den stillstehend gedachten Krd- o

ball trifft, den er in einer Sehne ’ ; \\_\

schneiden wiirde, die vom Mittel- / ‘['— e e T

punkt die Entfernung 600 Meilen (4, 7 i

hat. Der Erdball habe einen \ o | |

Radius von 560 Meilen. Welche oA\ ool o0 Y |

Bewegung tritt ein? ‘;;,\-‘“i\\_ S A
Auflésung. Nach der Stolstheorie s

ist die Entfernung der freiwilligen
Drehungsachse fiir den Anfang der Bewegung in der Entfernung
0 T;’i
BA = e = = zu suchen.
i,
Das Trigheitsmoment der als homogen angenommenen Erdkugel
fiir den Punkt B 1st

Ty =— - mgﬂ'z |- m:H:_

das statische Moment fiir denselben Punkt
ﬂfﬂ = jﬂ-‘i o

demnach ist. da m, sich hebt, die Entfernung
24 + Ha”

J‘jj’d-l_—_‘('z :

Dl
[n B hat man sich eine Hiilfsmasse zu denken, die in Bezug aut
die Achse A dasselbe Trigheitsmoment hat wie die Kugel. Diese re-

duzierte Masse bestimmt sich aus der Gleichung
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(1] i
zet=— T
als »
— M s = s (e AR :
. i 2 ! 2\ g [-j 9 5 [--l‘ r~..',1
r = 5 = —_|Zr-—+—dD(e—a)”].
pl el | d

Jetzt handelt es sich bei B um den unelastischen Stols zweler
Massen m; und # mit den Geschwindigkeiten v, und », = 0, so dals

die gemeinschaftliche Schlufsgeschwindigkeit bei B wird:

PR el g
mv, —~x-u i, 2

> 1
Uy —

|'.l|'I --!- oL N —I— H i

Die Geschwindigkeit bei M wird kleiner im Verhiiltnis der von
it o A aus gerechneten Abstiinde, d. h. die Schwerpunkts-

he‘.\'.'vgm]g wird

A
I [ il
I M e——sil}
| B 2
|V :
2 ey [y Pt B S rhoi P L i i
M—\ag Die Winkelgeschwindigkeit & fiir den Radius 1 wird
" : B, B, Un vy
Y 'l} — } -—
\\ "”l f:l t
B, Sy it : :
B, : Im Beispiele ergiebt sich
29* 4+ bat 2. B0 - 5 - 600° Y ; 9 .
g== = = — o = 1093,1 Meilen; ¢ — @ — 493,1 Meilen;
i

= = joos1 L2 - 86074 5 - 4931%] — 045108 m, ist die Hiilfsmasse.

Die Geschwindigkeit bei B wird

il
Sy
1000 100 000 ¢
D, = = =91 2m,
7 Ity 152,03 ; k
i — 2%
10400 '_

demnach erhilt der Erdball die fortschreitende Bewegung

o, = 221,2 25 _ 99 785 m.
2T 1098,1 !
Die Winkelgeschwindigkeit endlich wird

281.2 — 06,745

S — (0.000269,
GO0 - TH00 ?

An der Stelle BB 1st der Kreisumfang gleich 2600 - 7500 - & Meter
= 9 000 000 & Meter. Dies, dividiert durch vz — v, = 121,42 m, giebt
eine Umlaufszeit von 232 870 Sek. oder etwa 3 Tagen.

Die verlorene Arbeitswucht (Energie) bei diesem Stofse betrigt

@

1 LI (o )= - . . q o
' mkg, wo 2 = 045108 m, und m, bei dem spez. Gew. 5,6

i q
: (860 - 75000 7 - 1000 - 5.6
der Erde gleich 1st, so dals der Verlust an

9,81

Arheitswucht
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L (860 - T500)° 7 - 1000 - 5.6 ¢ 45108 100000  m, - 0,45108 - 10 000
9,81 T e e

:t  Tin Teil dieser Arbeitswucht wird auf Umformung (Zerstérungs-
arbeit) verwendet, ein Teil in Wirme verwandelt. Angenommen,
alles wiirde in Wiirme iibergehen, so wiirde durch 425 - m, zu divi-
dieren sein®), wenn man die Anzahl der Wirmeeinheiten fiir die
Masseneinheit erhalten will, durch 425 -m,- 9,81, wenn man die
Wiirmeeinheiten fiir jedes Kilogramm finden will. Letzteres ergieht
rund 500 000 W.-E. Irgend ein Bruchteil derselben tritt als Erwirmung,
der Rest als Zerstorungsarbeit auf. Um welchen Bruchteil es sich
handelt, das hiingt zum Teil von den chemischen Verhiiltnissen des
Erdkorpers ab.

Nimmt man an, die Himmelskorper wiiren durch allmihliches
Zusammenstiirzen kosmischer Massen entstanden, so wiirde sich ihre
fortschreitende Bewegung nebst der Drehung aut solche Weise ganz
zwanglos erkliren. Das mehrfach beobachtete plotzliche Aufleuchten
neuer Fixsterne, deren Lichtstiirke allmiihlich wieder abnimmt, deutet
auf solche mit Wiarmeentwickelung verbundene Zusammenstolse hin.

Hatte der Erdkorper bereits eine Drehung um eine Achse, so
witrde in bekannter Weise diese einzusetzen sein. Nach der Poinsot-
schen Drehungstheorie kinnte man ermitteln, welche Anderung die
Drehungshewegung unserer FErde durch einen solchen Stofs erhalten
und welche neue Lage die Drehungsachse einnehmen wiirde. Das
Problem lifst sich dahin spezialisieren, dafs man die Erde als Drehungs
ellipsoid annimmt, wobei die neue Achse keine von den freien Um-
drehungsachsen zu werden braucht. Dies wiirde nicht nur aut
Schwankungen (Nutation) der neuen Erdachse, sondern auch auf das
Bestreben hinfithren, ein neues ,Geoid” zu bilden; die Verteilung der
Ozeane wiirde eine andere werden u. s. w. *
Kurz, eine ganze Reihe weiterer Probleme Fig. 187,
der Mechanik und Potentialtheorie wiirde

sich aufdriiugen. I\!

176) Aufgabe. Aufeiner schiefen Ebene =
von Neigung « rolle eine Kugel ohne zu
gleiten herab. Wie geschieht die Bewegung
ohne weitere Beriicksichtigung der Reibung? s

*y Die obige Ausrechnung von ist unterlassen, weil, wenn man hier
durch mg statt durch 1,001 m, dividiert, m, sich weghebt, so dass es sich nar
um den Bruch

0,A5108 - 1070
452.08 - 2+ 9,51

handelt.
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Auflssung. Arbeit der Schwerkraft ph gleich der KEnergie
i/ P' 2
| 5 e : T
mv® | r'a= mo* ‘ 7 } 7 9
: 5 — 5 e 5 - sl 2 = !I'l“'”
zu setzen, oder i
T o /10gh ./ :
mgh = Smvs, v=|/ H 29, h =) 2g,lsine,
also Beschleunigung ¢, = . gsmne.
177) Aufgabe. Wie grols wiirde die Zunahme der Erd-

drehung sein, wenn sich die Erde vom Radius » auf den

Radius r;, zusammenzige?
Auflésung. Das Triigheitsmoment T = . my® wiirde iibergehen
in 7, =  mi|, die Winkelgeschwindigkeit & in die zu berechnende 9.

Nimmt man an, die Drehungsenergie bliehe unveriindert, was ziemlich
wahrscheinlich ist, so hat man zu setzen:

LT R i
e =
1
Oaer
ka0 vy 3 e
My = e
woraus folgt:
.
b, =g
; ",
d. h. die Winkelgeschwindigkeit wichst mit dem Ver-
hiltnisse — - Aus r® = », 9, folgt zugleich, dals die Aquatorial-
| i =3 _
‘ geschwindigkeit unverindert bleibt. Dasselbe gilt unter einer

| einfachen Annahme von jedem Massenteilchen.
Die Centrifugalkraft am Aquator geht fiir die Massenemheit

2 o . o T nd r 9 i i
von x = r& iber in z, = r & =1, ¥ = (rd) =% d.h. sie
T T
1 1

| wichst ebenfalls mit dem Verhiltnisse -
| i

Daraus folgern nun zahlreiche Anhinger der Laplaceschen
Hypothese iiber die Bildung des Somnensystemes, dals die Abplattung
des rotierenden Kérpers gleichfalls wachsen miisse. Dies ist aber
falsch. BEs ist nimlich zu berticksichtigen, dals gleichzeitig die

| Schwerkraft auf der Kugelfliche in dem stiirkeren Verhiiltnisse
' = f‘
{

; ; . 5 : e ; : i
zunimmt, dals z B. bei der Erde die Freifallbeschleunigung ¢ m g
e =

Ll = ¢
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; W rars .
iibergeht. Der sogenannte Abplattungsfaktor . 2- (der nicht etwa
{
das Mafs der Abplattung selbst angiebt, und dessen Betrag fiir die
: : iy i i) i 1 "I“ R
Frde etwa - ist) geht iiber in —_— e — = code b der
e ] = 4 ry 0o qr

_-U’]."|u1"|'-1|ng_f;:éf:lki'-nr nimmt ab im Verhiltnisse der beiden

Radien, er nimmt nicht zu.
178) Allgemeine Folgerungen.
Eine Fliiche habe die Querschnittsformel
1) r=da JI— Ff:f} JI- .r'l.r;"? —I—- I‘f'-_!f'-" —|» .f'_ijl -

Ist die Reihe unendlich lang, so muls die Betrachtung auf den Kon-
vergenzbereich beschriinkt werden, wi |h1enil bei endlicher Reihe Ein-
von 0 big wird

schriinkungen nicht notig sind. Der 1

a0 j:._: ay %_. bay® o ey’ o "_"l.”1 _|_ ey’ |
§ 0 1 TR T ] R

Das statische Moment des Streifens 1) in Bezug auf die X-Achse ist

ay = ay + by 4 ey’ dy* +ey®+ -+,

das entsprechenden Moment der Gesamtfliiche also

" ay’ bhy® eyt day® ey
4 I — et el i o - == . -
: L. 2 % G R } T e
Daraus folgt die Schwerpunktshihe
ays by® ey
Y | J .
TR R s
;i. | -”‘ — : =— S : 0
s 7 ay byt | oy’
1 e Al PR

Das Triigheitsmoment des Streifens 1) in Bezug auf f die X-Achse 15t

ay® = ay® -+ by’ + eyt +dy -,
das entsprechende Trigheitsmoment der Gesamtfliiche also
= S ay® ETR ey® e y®
b) T:= Bl s e T T S

3 4 5 6
Fiir die horizontale Schwerpunktsachse st es
: 7 Jf%f . M

.l.ll e G 25 e ?. — '.-: o i . T :|‘
) ) if 1 : U L ot 7 L Ji

Der Triigheitsradius in Bezug aut die X-Achse bestimmt sich aus

Holzmiillar, Ingonisar - Mathematik. 1 H]
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oy’ byt | U

s : 7 -r [T ERe = T e 2
() (= Tppe— ay , by* , cy® |
TR e T T

Der Schwingungspunkt in Bezug auf die X-Achse liegt fiir die Iliche
in der Entfernung

ay” by! | ey &
- "'l,. 3 : | 4 NG SRS
3 ) Ay = s a i
-.'IIJ_ i.f..lJr- _|_ IIIJ‘l'_Il I f'lflf _|_ ol
Bl SO B

Das Centrifugalmoment des Streifens 1) m DBezug auf die
tt an die Y-Achse

Koordinatenachsen ist, wenn die Abstinde 2 sich dire
ansetzen und im ersten Quadranten bleiben:

s a’ 2ab 5 D2+2ac 5 . 2ad-t+20e | L 2ae-20d . |
e 5 i e NS 5 ¥

Dies ergiebt sich aus beiderseitiger Quadrierung von 1) und darauf

: S : S resd : : e
folgender Multiplikation mit = .- (Ist die erste Bedingung nicht er-

fiilllt, so erledigt sich die Sache durch Subtraktion.) Folglich ist das

Centrifugabmoment der Fliche

W a’y" 2ab y® | b2 2acyt 2ad-f 2be y° | ¢ 2uet2hd y®
My==o+5 57T 3 i 2 L 2 Bl

Ubersichtlicher ist es fiir geringere Gliederzahl, z.B. fiir 2=—=a by cy®.
Dann ergiebt sich fiir den Streifen

a? a® . 2ah bid-2ac o 2be 0
Sl e e e SR
ilul}_l'liw‘h fiir die Fliche
- 2 l} 3 I|'J 21 2 » ! 2 ||' " O _,‘.' G
]lr” s oy —i— oy = 1y 1 acy i I ..'{ —ll-- o
'- Pl b e 2 4 2 5 2 6

Der durch Drehung der Fliche um die Y-Achse entstehende Korper

hat die Querschmittsformel
Gy = x'n =z [o* + Zaby + (b° 4 2ac) y~ 4 | 2be + 2ad) y*
4+ (¥4 2de + 2bd) y* - 7.

Sein Inhalt bis zur Héhe y wird daher

g "
i

s T e L iy i
o = | S 2ab - -+ (b* 4 2ac) 5 + (2be 4 2ad) =

H SR
—I— (.e® + 2a¢ + 26d) = 4 - .-

5
Die Formel fiir das statische Moment des Querschnitts in Bezug auf
die Grundfliche, d. h. fiir ;::'"'517.“!_, ist leicht aufzustellen, ebenso das Trig-
'ne-i'r.-a'mnmw]t_, und so kann man diese Ausdriicke aueh fiir den |h'{-i|1||i;_l;.~1'
korper leicht hinschreiben und die entsprechenden Sehliisse ziehen,
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Ist 1) der Querschnitt eines Kérpers, so gelten die Formeln 2)
bis 6) in Bezug auf die Ebene, von der aus die y gerechnet werden.

Um die obigen Betrachtungen fiir die Y-Achse zu wiederholen, muls
man ¢ durch z ausdriicken, was auf Irrationalitiiten und auf gebrochene

|

Exponenten fithrt. . Daher muls fiir solche das Notigste gesagt werden.

(. Die Parabeln gebrochener und negativer Ordnung und die
Schichtenformel fiir gebrochene und negative Exponenten.

179) Oben war gezeigt worden, dals die Parabel p'** Ordnung

o)
#=yP, wenn p ganz ist, von dem Rechteck mit den Seiten s und
h=h? den (p - 1) Teil abschneidet, so dals die Fliche gleich
e . i : i :
5 ist. Die Fliche von h, bis h, wiirde sem

'J“'—'_ .IF:; rEd ."e;l'i !

e

"y

Es fragt sich, was davon richtig bleibt, wenn p auch gebrochene und
negative Werte annimmdt.

Die Betrachtung soll auf den ersten Quadranten eingeschrinkt

werden, da sich die iibrigen ebenso behandeln lassen und gerade in

der Y-Achse die kritische Stelle liegt, die Zweifel bringen konnte.

Bs handle sich also um die Kurve 2 = ¢, wo « lediglich der Be
dingung gehorchen soll, reell zu sein. Im Methodischen Lehrbuche, Band 3,

M,
| I oy \ 7
! Y I g
¥ § | ;
ot— S

Algebr. Analysis V, ist dieser Fall behande
handlung auf andere Weise geschehen. Zuniichst 1st zu bemerken, dals
- - 3

t worden; hier soll die Be-

bei positivem « die Kurve von O aus aufsteigt, und zwar bis zu unend
licher Hohe, dals sie dagegen bei negativem e« aus unendlicher Hhe
bis zu Null herabsinkt. Welcher Fall vorhegt, ist vorliutig gleichgiiltig,

5

Es kommt darauf an, an Stelle von & = y* eine Reihe zu er-

ll:l“l‘n, die n;u-h canyen :qu'I'_ix'ctn Potenzen fortschreitet. Zu
g*
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diesem Zwecke hat man nur notig, das Koordinatensystem zu ver-
schieben, z. B. den Nullpunkt in senkrechter Richtung von O nach 4
zu verlegen, wobei z B. 04 =1 sein soll. In diesem Sonderfalle
wird die neue Ordmate 2 =y — 1, (also y =2 -} 1), wihrend 2 un-
verindert bleibt. Nach dem binomischen Satze fiir gebrochene und
negative Exponenten, dessen Beweis man 1m dritten Bande des Meth.
Lehrbuchs findet, ist dann die neue Kurvengleichung

; o fhibe e D e 0 D)o i 1) (o — 2} 2
e R e R e SR
eine Reihe, die Geltung hat fiir 1 — <2< 4+ 1, so dals man sich

zunichst innerhalb dieses Konvergenzbereiches zu halten hat.
Nach der Schichtenformel ist dann

.‘1 4 o [ (. ele— 1} ] (oo — 1) (¢ 2 Iy
':rl_l—l_l"l‘.‘%' 1-2.8 g |

Um rechts wieder eine binomische Reihe zu erhalten, multipliziere
man beiderseits mit (¢ 4 1) und addiere beiderseits 1. Dies giebt

=it @11 ¢ 1) e 2 fee—1) (e f-';'.
L (b ) Bt S T, pfE e 51

123 bt s

so dals sich ergiebt
z w a1
e )
0 a1 @1’

folglich, wenn man zum alten Koordinatensystem zuriickkehrt,

1 yi " 1
e —

'; o | 1 (4 _.:._. 1
Bildet man dieselbe Formel fiir F', go findet man duwreh beiderseitige
|

e 3 ; : 1 ;
Subtraktion, wobei der Zusatz i sich weghebt,
' e L 2

e
T o
| ’
/ —_

¥

so dals die urspriingliche, fiir positive, ganze Fxponenten geltende
Formel fiir den Konvergenzbereich als bestehen bleibend nachgewiesen
ist. Nur der Fall « = — 1 ist auszuschlielsen, weil er auf den un-
bestimmten Wert  fithrt. Dieser Fall ist mit Hiilfe des natiirlichen
Logarithmus zu erledigen. (Method. Lehrbuch Band 3, Algebr. Ana
Iysis I1.)
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180) Der Konvergenzhereich kann aber durch beliebige Verschie-
bung des Koordinatensystems beliebig gefindert werden.
Verschiebung um die Strecke 2 w iirde z B. die Kurvengleichung

geben: : ‘
TP ot A e S 7 T | A
.-‘-—.I',f( -—I__’:.'-JI'.:»- = 2 (] =1 3]
oder
r e (2 o (o 1) fz)\* o foe — 1) (e — 2) 249 1|
I i \ g SRl 3 Rk
x =21+ slml iy 5 'L_?} 51 1.2-3 tx} ey
die fiir © absolut < 1 oder z absolut < 2 konvergiert. Die Schichten-
formel giebt jetzt
1 g o o e — 1 R 2 (o= 1){or=="2) (1 24 1
T Y O o] b ) Iy X =4 ool : = Lol Bl e | 5
=iy [l 1*&,:-3.) : 1-2 ‘.‘L:;,) : 1.2-3 {w 1' : |

Rechts und links multipliziere man mit (¢ -+ 1) und aufserdem auf
der rechten Seite oben und unten mit 2. Man erhilt

i w1z (1) (e 1) (o —1) f2,\" g

o 1) = a1 "1 ‘I’ X%y __-. i N /

(e -1) F'= l + t ] 1.9.8 L et ‘

i - Nt _i" 1 —

_ gt |_(1 +3)

so dals

5 9 ! ] 1 P S W, e £
#2448 —t]=letar

I LS

i :,_J_ct 1]

und daher auch

ist. Daraus folgt ebenso, wie oben, mit Hiilfe von ] und beider-

seitiger Subtraktion
e - ”w -+ 1 20 nr-‘r—'—]
e a o1

) = _
; e+ 1

¥1 3
Die Formel 1) gilt also auch fiir den neuen Konvergenzbereich. Man
kann auf diese Weise ihre Giiltigkeit fiir die ganze positive
reelle Achse nachweisen, vorausgesetzt, dals e ve: rschieden

von st

181) Kritisch sind nur die Stellen 0 und co. Dariiber ist Folgendes

ZU sagen. &1
Ist ¢ > — 1, so ist fiir y, = 0 der Werth von — j—_i_-:—l- =) T
diesem Falle wird '
i o oAl 0 y2 11
”_r{—rl_r’i_l::r:-, 1
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Folglich:

Filr « > I schneiden die Kurven den (« -4 1)%® Teil des
Rechtecks ab, mige nun « positiv (Fig. 140) oder negativ (Fig. 141)
1
: e 1 : . -
sein. o 18t z. B. fiir ¢ — - —, also fiir die Kurve & — BTy
! i : 1
: iy 2 iy 2 :
! oo o s el ) 2
{ = b 1 aly =y

was das Doppelte des Rechtecks bedeutet. Das Diagramm reicht

dabei nach rechts bis # = oo und hat trotzdem endlichen Inhalt.
Fig. 140,
i s P
| | i
! '//. ' ‘\.
| __f ¥ '\
v | { %
. / | 5
! / S
: | 2
|
| | 7
- T R o =t=1 .
Ist dagegen & < L, so1st fir y, =00 y," =0, wel ¢ 4 1
negativ ist, und die Formel geht iiber in
o ==1 i 1
" FEaR i
Fig. 142, f scr e N s /1
. e o 41 o 41 o+ 1
] ¥
was positiv ist, weil der Nenner

negativ ist. In diesem Falle ist also

der nach oben bis ins Unendliche fort-

|
i 275N zusetzende schraffierte  Flichenteil
& gleich dem (e 4 1)t» Teil des Recht
\‘\.',M_ ecks, wiihrend der darunterliegende
e unendlich grols werden wiirde. Also

auch hier behilt der Ausdruck:
PO = e =8 ol + 1)er Teil des Rechtecks®
einen bestimmten Sinn, Die
Formel 1) aber bleibt fiir alle posi-
tiven y, und g, richtig, nur ist der Werth Null jetzt auszuschlielsen, denn
das nach rechts gehende Diagramm ist jetzt von unendlich grolsem Inhalte.

182) Der Fall ¢« = — 1 ep]

edigt sich nach dem Meth. Lehrbuche
{
i

Band 3, Algebr. Analysis II dadurch, dafs fiir die Kurve z
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F=-loy

]
wird.
Damit ist die Angelegenheit fiir technische Zwecke ithberhaupt
geklirt und ein weiterer Bereich fiir wichtigce Anwendungen er-

schlossen.

183) Konstruktion der Parabeln héherer Ordnung.

Die Curven z = y* fiir beliebiges reelles « einschlielslich des
Falles & = — 1 haben eine einfache Kon-
struktionsmethode, die sich aus Folgendem

ergiebt:

Ist @, mittlere Proportionale zu Yo e ~ B
und @, also | /
Xyt g = Ty 2 Ty [ ;
1 2 2 H X )
/A ';r{’ i
so folgt aus der Kurvengleichung, dals Ve
XL
u _'." [ i
‘!Jrnl. . I.r;::’ = ff._.' . _.'j;i- ; -'! I; .‘Fj._. |
LYY |
g 1 [ il
folglich auch ol
) | -
l{;l : l.lllf:l — IJ)IL_I' : .rfli i ___{-J e —_— b —

ist. Also: Ist die mittlere Abscisse
mittlere Proportionale zwischen den
aulsenliegenden Absecissen, so ist anch die mittlere Ordinate
mittlere Proportionale zwischen den aufsenliegenden Ordi
naten.

Sind also von einer Parabel x = y® zwei Punkte 4 und B be-
kannt, so kann man durch Einfragen mittlerer Proportionalen einen
dritten Punkt € konstruieren, sodann zwischen 4 und C, C und B
ebenfalls neue Punkte einschalten u. s. w.

Auch nach aufsen lifst sich die Curve fortsetzen. Da es sich
danm um ein Fortschreiten nach geometrischer Weise handelt,
so ergiebt sich folgender Konstruktionsmechanismus.

Sind in Fig. 144 4 und B gegeben, so ziehe man beliebig 0K
und bilde durch Projektion A4, 4, und BB B, Zieht man 4,5,
sodann parallel dazu B,C;, darauf im Zickzack C,C,, C,D, | 4,5,
D.D,, D,E, | 4B, u. s. w,, 80 erhiilt man die in geometrischer
Weise aufeinander folgenden Abscissen. Ebenso verfahre man in
Bezug auf die beliebige Gerade OL mit A AW, BB,YB, und
AW, u s. w., was die Ordinaten G, D, u. s. w. giebt. Dadurch
werden Punkte ), D, E ... der Kurve bestimmt, die auch riickwiirts
fortgesetzt werden kann.

R ———————
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Fig. 144,

3y
H

184) So ist man im Stande, jede Parabel hoherer Ordnung leicht
zu konstruieren, z B. auch die gleichseitige Hyperbel ( Diagrammeurve
fiir das Mariottesche Gesetz) und die adiabatischen Diagramm-
curven

1,41 125
= und y=uwx —

fiir atmosphiirische Luft und gesittigte Wasserdimpfe,
Die Diagrammfliichen fiir die letztern ergeben sich nach Obigem als

2 gLl 1Al ] ay 041 p— 0 a— AL — 041
e LEIENARE o ; 1 | At
i =1 d4l-3 — 0,41 0,41 !
-3
bezw.
9 iy 1 1
T _.'_~!_|_i 8 8 e 1
‘] T, S 1.'! 9 .r!l 3
I = = O ( s E }
o i i hg
) e
a8 S

sodals sich die Diagramme fiir die Expansionsarbeit und Kom-
pressionsarbeit leicht berechnen lassen. (Vergl. Meth. Lehrbuch,

Teil 3, Algebr. Anal. V, d.)

¥
185) Dasselbe gilt von der Newtonschen Gravitationskurve

ity — ]

( Anziehung umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung), deren
Fliche
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die Hebungsarbeit giebt, die z. B. erforderlich ist, einen Korper, der an
der Erdoberfliche das Gewicht p hat, zu beliebiger Héhe zu heben.
Die Diagrammfliche ist identisch mit

der Potentialdifferenz. Auch hierbe: S
vergl. das Methodische Lehrbuch 3, Algebr. |
Anal. V,e. Fiir die Elektrizititslebre, wo H
es sich auch um Abstofsung handeln lann, p
ist dies von fundamentaler Wichtigkeit. IRy
Vgl. Fig. 145. h p
: . 416
186)Parabolische Berechnungen. I \ ’
Es handelt sich hier um Parabeln i‘}f*—-l\fq
hoherer Ordnung. Willkiirlich wird die v
gewdhnliche Parabel 2% Ordnung als Bei- 2t AL
spiel herausgegriffen. Die '}3['1'w-11r1u|1g : \‘“'-x.qw_

der {iibrigen g = s

|
|
geschieht ebenso.  Zum e J
Schlufs soll eine Tabelle iiber die wver- / ‘\

schiedenen Ordnungen aufgestellt werden. —%ﬁ——i——;'—

In das Koordinatenrechteck A BCD 2 /
(Fig. 146) se1 die Parabel
b ; € .2 |
1) e
einbeschrieben, die 4 zum Scheitel, 4B Fig. 146,
zur Achse hat. lhre Fliche ist . T st
2) g 2 S | |

S /
Das statische Moment des Streifens 1) in o /.r/' |
e . c § *”! o |
Bezug auf die X-Achse ist 2y = ;5 das = / e
Moment der Gesamtfliche also: ol
) W ¢ ht eh? / :
3) My=g = / i
: y it . g i 5
Demnach liegt der Schwerpunkt der Fliche %! I e
ACD in der Hohe
ch*
-”I'r' 4 3
4) | et e Fery h.
3

Das Triigheitsmoment des Querschnittes 1) in Bezug auf die X-Achse

et 7 W ¢ o i :
ist wy* = 5y, das der Gesamtfliche also:
: PR

5) Eftiren {; fa‘-_"' = (!{.{_-‘l :
3 h? b bl

S
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Fiir die wagerechte Schwerpunktsachse dagegen' wird es

, e ch® e g f 13 ch?
0) ! AT B Jll!\ F = ch {1 = l-ij " 80
Der Trigheitsradius in Bezug auf 4B ist
.ff(_;:
7 y— : — , f & - - w=nY > —1Y06.

i

Der Schwingungspunkt der Fliche 4CD in Bezug auf AB liegt in
der Hohe

chd
' 1 b 4
bl - S ——t ),
L M, ok =h.
l

Auf die Folgerungen fiir die Pendel- und Stolstheorie sei nur hin-
gewiesen.

Das Centrifugalmoment des Streifens 1) in Bezug auf die
Koordinatenachsen ergiebt sich nach Nr. 165 als

-'-‘l
H H

= ,.)r e 'I: ;f,'- :;.)H :,; _JIJF _",I'EI~

Demnach ist fiir die Gesamtfliche 4 (D in Bezug auf jene Achse

ot e k]
{ 7 S el gelo O 5
9) M R s
Der Sehiwerpunkt des mit Hiilfe von A B abgeschriigten Korpers, dessen
Dehrigebene zuniichst die Neigung 45° habe, dessen Inhalt sich dann aus
eh*

M, . ergiebt, hat daher seine Projektion an der Stelle
Mk | T4 :

Bis hierher wiirde die Lehre von den ganzen Exponenten ausgereicht
haben. Jetzt aber soll die Achse 4D zu Grunde ge

egt werden,
wobel ;_J__'E_'III'U{!IH‘IJ.L‘ l';xill.ml,']n'l,!n auftreten. Zuniichst L'l';j‘Ei_'ht sich der
Querschnitt

11) oo HG — HF = h— -2 57,
so dals die Fliche wiederum wird
=1
Jrl'[ h &2 it 3 eh
i B A T he j e =
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Das statische Moment des Streifens 11) in Bezug auf 4D ist

’ L 3
,I'r! I ( hl e ) X = fr | .ﬁl e
c2 ol
Daraus folgt fiir die Fliche das Moment
he? h e2 e 2 he®
£) — e —— | ——— .
12) JI—"’ 2 {5 he ( ; 10
el 2

Daraus i‘!’l!_’;il‘hi sich als SL']!WL‘T_EJUI]].{?-HF'{k_llll"lIl]-“i'ltl'

he®
_ pelw e
2 Sy e Ay e
3

Das Trigheitsmoment des Streifens mm Bezug auf A D 1st

1 £y
hoi® — ( L x? J 2% = ha® — = 2% .
1 1
Fiir die Flache folgt als Trigheitsmoment fiir 4.0
1
o he? R oe2 g 1 @ fie®
14) Iy=="— 7 =he (5—3) =%

Fiir die senkrechte Schwerpunktsachse wird das Trigheitsmoment

k S het ! he? G¢2 eh e 3 4 37 he?
15) Ty = 21 Y, = SO L (,:l ;nu,) = STy
Das polare Triigheitsmoment wird demnach
: . o = I 3T het i g .
16) T,—=F Pt 2 010 32 12206 ¢
¢ 80 ' 92100 16 8010
ch = )
_— () FHe 48 =],
Sirh [105 /* + 14 |

Der polare Trigheitsradiug wird

! ch [105 7if - 148 &
= , ! "IJ;, /-’ S400) | . | : 105 R* --{- 148 ¢
v @ I ; / ch 3 l 2800
3

Der Trigheitsradius in Bezug auf AD wird

: ;.-"h B
py / 21 & &
E-. 1 gy = '-I — _— — = ' =
2 i F / ;f:;: Vo =l

Der mittels 4 D abgeschriigte Korper hat die Schwerpunktsprojektion

an der Stelle
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RS nict
(9 1 21 10 M 12 b i
Tt e o et Tl e i
10 10
Auch der Schwingungspunkt der Fliche in Bezug aut 4 1) liegt in der
Entfernung 2 ad
1y 21 10
,lJ L —— i i
VM ke S
- 10
Die iibrigen physikalischen Deutungen sind den fritheren Bemerkungen

entsprechend.
Durch Drehung um A .D entsteht ein parabolischer Korper, dessen
Querschnittsformel ist

- a I,.:
LJ”.' y = &' = X f)’l‘T:
dessen Inhalt also wird
:_’1 | -I =3 f:Ji‘I‘ }fl-l — — r-:n;ll -
ki 5 51 2

was den fiinften Teil des zugehorigen Cylinders bedeutet.
Das statische Moment des Schnittes 20) in Bezug auf die Grund-
fliiche ist

g f'::ZF :
Gy Y= TmY = Y

das Moment des Kérpers wird also

22) M, — clmh’ b’

S

Der Schwerpunkt des Korpers liegt also in der Hohe

ctmh®
93 e My = =_1'. & r .
: o e h iz
&
Das Trigheitsmoment des Kérpers in Bezug auf die Grundfliche ist aus
BB [ e'm 5
el es e U =
zu berechnen als
o c?x h? c*mwh?
o W
Das Triigheitsmoment jeder Schicht in Bezug auf Achse 4D ist
« ik 4
5+ =5
das des ganzen Korpers also
25) T2 ¢' mh®  e'wh

BIERREY
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In Bezug auf jeden Hauptschnitt dureh T ist es halb so grofs, also

5 o etah
26) flr-'n.
ab

in Bezug auf die Gerade AB also

S = = cigl . c*xh’ €2 om0 S
!F — 'fl. i f”_ - _ﬂl_ -—i— ~ == [ —l— -'“! Ja.'_,-,
4 ity i iy

b

Auf sonstige physikalische Dinge sei nur hingedeutet. Ebenso leicht
ist der durch Drehung um A B entstehende Korper zu behandeln.

187) Macht man entsprechende Betrachtungen fiir die au feinander
1 hoherer Ordnung, so ergiebt sich die nach-

folgenden Parabe
stehende Tabelle. Betrachtet man die nach rechts au
Ausdriicke, so zeigt sich, dafs die entsprechenden Zahlen nach ein
fachen arithmetischen Reihen aufeinander folgen. Man kann also
nicht nur fir die ganzen Exponenten alles ohne weiteres hinschreiben,
sondern auch fiir die zwischenliegenden gebrochenen Exponenten leichte
[nterpolationen machen. Damit ist die Theorie fiir die einfachen
Parabeln héherer Ordnung erledigt.

einander folgenden

188) Tabelle iiber Parabeln héherer Ordnung.

Fig. 147
e I ] - ter Oy ater (Jyd- ater Ul'l|—
Parabel ik ] - t._1L :
nung nung nung nung
it { ¢ ol
A l i i . ’(‘f .-(‘- -
| [ | e [
| *'_,'r-_ [ rJ"..“. ‘||'_;-J ' | I t'//
» | i ‘ I 7 i .-f A IJ I:"F
¥ v = ' rl |
a) Parabholigsche Fliichen.
Querschnitt 1In I & d 4
- H €, ! = Y
Héhe iy I Y % ¥ Ti )
1. Fliche wvon ¥ j,"", et i bh ch dl
=0 bis y= s g TR 9 7 37 s
9 otatisches Mo-

; ; ah® bh? ch® dh*
ment in Bezug M, = — -, —, s =3
auf Grundlinie

3. Trigheitsmo- == % :
SR o ah® O h? ch dh?
mentfirGrund- T, = = : — e
L » L}

linie
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)

Ps

. senkrechte Quer

linie im Abstan-
[El' M

. statisches Mo-

ment in Bezug
auf Begrenzung

links

Trigheitsmoment

fiir diese Linie

. Centrifugalmo-

ment in  Bezug
auf die beiden
Grenzlinien

. Sehwerpunkts-

héhe

. Sehwerpunktsab-

stand horizontal
Héhe des 'I'?'Eij_f-
heitsmittelpunk
tes m Bezug auf
Grundlinie

. Horizontalab

stand des Triig-
heitsmittelpunk
tes 1 Bezug auf
linke Grenzlinie
Sehwingungs-
]|11H|{f' bei Dreh

ungum Grundlinie

5. Schwingungs

punkt bei Dreh
ung um (renz-

linie links

L Quotient aus Cen

trifugalmoment
tiir beide Achsen
und statischem
Moment M,
Quotientaus Cen-
trifugalmoment
und M,

Abschnitt

arabel Qe [J|'|||||in_|_:"

{951

x

M,

= I .lr"r-I _l

e,

' I,

Lter Ordnung

v

b lff: ':.

j

ot

fi

F Ordnung

I

x

L%,

o

3 Ordnung . ..

Ji

h
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189) Alles andere lilst sich aus diesen Tabellen leicht ableiten,
insbesondere auch die Momente fiir die Restflichen, deren Drehungs-
¢ mathe-
matischer und mechanischer Art, z B. iiber abgeschriigte Kirper, die
iiber diesen Flichen stehen und ihre Schwerpunkte, iiber Centrifuga
kriifte der massenbelegten Flichen, iiber seitlichen Wasserdruck

korper sich ebenso leicht behandeln lassen. Ubungsbeispie

-

regen solche Flichen, iiber die Dynamik der genannten Drehungs

=

a

kirper lassen sich in grofser Zahl anschliefsen. Die Fortsetzung der
Tabellen nach rechts kann ohne Miihe auf Grund arithmetischer Reihen
geschehen, ebenso die Imterpolation fiir gebrochene Exponenten, fiir
die unter 190) ein Beispiel gegeben werden soll.

190) Beispiel der Neilschen Parabel (semikubische Parabel)

B
Durch I-‘:iT]Stfl'l.'L'Jf-iE]lg zwischen die zweite und dritte Kolonne
findet man aus der Tabelle sofort

: ke 5 kh? 9 A . Lk g g
Fe = kh, M= =2k, T,="%_ 2pps
2 5 8. ' 4 ' i
2 2 2 :
- A hi* SREL kh® 3 5
.E]f.f, e 8 3 j.,, —— a1 = 35 7 J_—I-_'I—.'.!l, — 10 i .?j\ 2 1 II'I,' = 7 flr.
% 3 / o
Z, h' b= |:“. fl? 0y h / = i l,/ J' .
4
~ 1 4 1
e & r 2 i o
0. '_-.IFE ”‘i"—'i _:"J'l;’, . IE_J--—;f li ' J'rf. |F T I” ,]J'r- = v
"”'i i ! i | ”.3' i |
f, = T i 0k €= G =3 h, w 8 w

Ebenso ist der Drehungskérper der Neilschen Parabel leicht
mittels der Interpolation innerhalb der Tabelle zu behandeln.

1 1
27 37 4
auch so behandelt werden, dafs man die Parabel Jrer e dtar 5 gexg
Ordnung um die Gerade von 45° Neigung klappt. Es handelt sich
also nur um eine Vertauschung der Koordinaten, im iibrigen sind
die Rechnungen und Resultate dieselben.

Um zu zeigen, wie man aus den Resultaten der Tabelle dje
Resultate fiir die Restflichen der Rechtecke ableiten kann, werde
das Beispiel der gewdhnlichen Parabel behandelt. .

191) Die Parabeln von der Ul'[ﬁmmg 1. 5. w. kionnen
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192) Beispiel der gewthnlichen Parabel. Die Flichen ver-
halten sich wie 1: '_-i’, E'nlj_;;“rh "\] M:MS=2: l, ebenso AB: BC
T L0 o lr" u'l . - J[ o e |

und DE: EF. Da AB=-—_h — — g0 ist BCO= : folglich

1 9 47

i 3 e T2 Lk e S G KA T e e nie
F'S = — h; da ferner DE =5 — g c=55¢, 80 folgt EF = 5 und
diot | g =t 5
daher CS =, c= ¢ und CF = —c. Rig. 148.
Die statischen Momente sind = 35 sy
1 . _.'.;;_ = ,--""’.J
daher D _m__f_._s;\ il
— a 3 ch* S &
J'lf__‘. = 5 f.‘.l'lf " Jll!l — { ? | :::-/
; : ; | - :
| A \ euite st b
x 9 3 9 g |
M,=ch-w¢c=he. e \'\, B €
7% ’f'”‘ i ; S
Die Trigheitsmomente, durch Sub- |/ . ¢
L ! / |8 |
traktion aus dem Rechteck abgeleitet, | | | | _y
sind 0 7 I - “
s ch? cl? 9 0
T =— e ot
o 15 15 /
22 het I e® )
T, = TR le?

Fiir den Sehwerpunkt erhilt man

e=— . —dt (~ f’):l ; - ol ch ' he — ph3 (]_' ey ) T .Ll:. rih:‘l}

16 3 G4 | B2 50
[T, — F (2 =2 het — Lkl = hf (2l — -

193) Aufeabe. Bin Haken habe an der am stiirksten bean
spruchten Stelle einen Querschnitt, der nach der einen Seite
durch einen Halbkreis mit Radius @ begrenzt ist, nach der
andern dureh eine Pa-
rabel. dieeinem Rechteck

Fig. 149 a.

mit den Seiten 3a und Z2a
i'inj_-'t'n't'!!r'il-]ll'l'! ist. Der
Schwerpunkt und das
malsgebende Trigheits-
moment sollen berechnet
werdel.

Auflésung. Nach vori-
gem Abschnitte 1st

3

A8, =2 ¢=2aq,

3] i

aulserdem 1st

o = S 8 il i 2 ¢ c ; (" I
.4.{] J\;.u = )i b i — : [ l:vr —I!- 1 I JLI = a __jp"f . :}r{ — -l .(,"I} j‘_) —_— 5 =
= Aar 4o A ' L e -

Holzmiiller, Ingenieur-Mathematik. 1 10
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Folglich ist in Bezug auf OY

- 3 e ~ = 9 5 1 SO =
M, = AS, - F, + AS; - F, = - a-4a” S (47 - 1)
S6a®  Ba(dm-1) (1 v al
= B 4 LI A oo N B S i e 305 - 61):
5 | g “J|_ = I bR 1:"( I | || 1“[ ] ] T ) _.T!_
Folglich
3 308 - 60
308 - 60 : ;
1S M, a0l i @ [308 -+ 60 =]
'y _ r‘l —_— : e —_ = — : =
; 'fl! : ‘F-:! gl 20 oty it
4 a* - 5

Fiir die Parabel ist in Bezug auf HJ

T 8he® 8.2a-((3al 432 gt
fesS R = 175 ==
Verschoben mufs werden um 5,8 = ¢, ~a. Demnach ist in Bezug
auf HF
g 432 a* [ g oNE g
f_ —_— p— ---!- ff'\_ — f‘l’) l a8 .
175 \ b
Fiir den Kreis ist in Bezug auf KL
T = el
Ty =1t (= — qt :
! { ] ) .-r) [ 5 '.i,-rJ
- S g * a1
Verschoben wird um S8, = A8; —e= o (4 4+ 1) — e,. Dem
nach ist in Bezug auf HE
oy . —a 2
b=y {h el = tm 4+ 1) —e &

Das gesuchte Trigheitsmoment ist
L= <=

Die numerische Ausrechnung fiir einen beliebigen Wert von @ macht
keine Schwierigkeiten.

194) Die gleichseitige Hyperbel & = s

Der Querschnitt ist # = = demnach wird die Flache von 1 his
L1

f — "J;._l' .

Das statische Moment des Querschnitts in Bezug auf die X-Achse
. 1 el ¥ Ty g ¥ a g ELd ) Figh
ist 2y = — y =1, folglich fiir die Fliche von O bis y

i

jv.'! = 4
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obwohl diese Fliche sich nach rechts ins Unendliche erstreekt. Hiir
die Fliche von 1 bis y ist

Die Schwerpunktshohe der letzteren Kliche ist also
M
F "Ig_;j

Y d

Dagegen ist das statische Moment in Bezug auf die Y-Achse mit
Hiilfe der Querschnittsformel

& 1 1

- Ay sewi iy i
Ll b e 2yt 2 Y
su berechnen. Fiir die Fliche von y =1 bis /] ergiebt sich
1 1
i 1 i1 B, 1 ) 1
M, = - = P e
M, ) i 8 —1 2 l~._l u,) 2y 7

so dafs ihre andere Schwerpunktskoordinate wird
3 14
(Bt
e ( 3f.) y—3
F gy 2y lg
Das Trigheitsmoment 7. entspringt der Querschnittsformel
1

=1y,
,')'J 4

a
r.f‘_.' M .H_ ———

demnach wird fiir die Fliche von O bis y

= il N \ ]
y I l’! 3 wu 1) ‘r,- .".ul"" 3100 |
{j_” — J - == ) : — f ; s
Z 1 ey AT lg o
1

5
4

der Schwingungspunkt liegt fiir die Fliche von 1 bis y in der Hohe

Y, = =i'.”_:_l|,~

fiir die Fliche von 0 bis y in der Hohe

]
e gL
H,_,, R ] D
1

[”:E:
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148
Das Trigheitsmoment in Bezug auf die Y-Achse ist aus
x* 1 1 i :
., == == " o g9
J'l:-" 2 3 g 3 Jr
abzuleiten. Es ergiebt sich fiir die Fliche von 1 his y
5= Ly S fee I S
T, = - — - = (1 5] =
- 3 2 J S b\ oY=/ by-
Der entsprechende Trigheitsradius ist
e
e i et v ’
d 6y*lg y
der entsprechende Schwingungspunkt
i !:j.f =y Yy — 1 21 y -1
PR IR g SR s

Das Centrifugalmoment in Bezug auf beide Achsen ist aus der Quer-

schnittsformel
e i 1 1
W= e il T 3y

zu berechnen.
Fiir die Fliche von 1 bis y ergiebt sich
; 1, o }
M, —lgy —5lgl — - “gy.
Auch fiir ein Segment dieser Hyperbel, welches durch eine Gerade
~ 45" abgeschnitten wird, lassen sich alle diese Berechnungen

von -
durchfiihren, indem man vom ganzen Dreieck die entsprechenden

Teile abzieht.
Dreht sich die Hyperbel um die Y-Achse, so wird der Quer-

schnitt des entstehenden |{E}r‘]}c_-|‘.-«'

. ; 1 -
A i ;—1 P { 1Y T I}
'[Jr :T(- =1 1) —1) .Ir'(\l =3 .”J = 9 3
A B
J—-:c(l— 1.\]—rr.
; 5 0 )
Das statische Moment fiir die Grundfiiche wird aus

gy =@ Y= — i —
: ! ik y

berechnet als

y
M==x‘lgy.
1
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s . . -. e s 7T
Das Triigheitsmoment fiir die Grundfliche wird nach ¢, = Y=
R
r:l'l. ] l.l)l l\ il ’. :
{=-:z(] BN ,--_]—rl:{.y— D
bhezw.
W
I'= =y,
L]
q i AT s ok - . 1 .F!TF' T
Sein Trigheitsmoment fiir die ¥-Achse folgt aus ¢, ==~ = 55 als
H ! b 3 39
i P | o \
r T (! i Eer ! 13
T=— {"f-—.:" :) = — (l - -"-4):
i L Ne—) . 6 oy
2B
r, ko i (1 iy T
e ;) (i
0OF Y it : 1 i + - i
195) Beispiel der Gravitationskurve z = il
: 3

Querschnitt g, = ,50 Seil statisches Moment fiir die X-Achse

1 o s T . . 4 n .
oy = -, Sem Irigheitsmoment fiir dieselbe zy” = 1. Folglich
F-’:.___ A = 1__’ SR e
: e e y Y. .
z. B.
- 1
| ——
| oo
Statisches Moment
_ﬂf — g Y,
a
Trigheitsmoment
.Y L
{ pk (e Vi I
Das statische Moment fiir die Y-Achse folgt aus g, = ~ = — als

¥ Tt l_;;- il 1)

das Trigheitsmoment aus ¢, = & = i
5 b 5 ‘-
f. —B — 5% / 5
yvmp 1 (Y L ] 13- 1 }
|Jr."" S ( S Ty =— 15 ( = ey ?

-5

Auf die Bedeutung fiir die kosmische Physik und die Potential-
theorie sei im Anschlufs an das Methodische Lehrbuch aufmerksam

gemacht.
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195b) Ein transcendentes Beispiel. Nicht der technischen

Wichtigkeit halber, sondern um zu zelgen, wie man transcendente

Kurven aller Art, z. B. auch die Sinuskurve, die Cosinuskurve, die Ketten
.i-_! v

e

linie -g':' d . 8. W. behandeln kann, soll die iH‘_{';’LL'iti]ttll-:-st'_|'_1t'
. o

Linie y = ¢* oder z = ‘lg y als Beispiel eingehender untersucht werden.
In Fig. 149b 1st sie dargestellt.

s

Fig: 149b

A A
i
Pl T
i
g |
.
ol
e o
- e !
| £ 2 - (‘ I' | I; — .\r
2 - f rf}' ey 2 5
.I'I.. o
| ar
Zunichst folgt aus
I I | .'lJf — " = l B 1 _i_ Y = 3] —i.. 1 =t
| b N 17 e Ara Nas : -
i nach Nr. 170, dafs die Neigung « der in dem Kurvenpunkte z, ¢
angelegten Tangente sich aus
1! I R Bz . 4x?
{ tne=04 ;457422 4220
: ] | o] 48 :
maa it
berechnet also aus
2) fan ¢ — ¢* —= Y = Z;j :
Demnach ist die Projektion der in angelegten Tangente
i stets gleich 1, wo auch € auf der Kurve liege. Die Tangente
in € wird also konstruiert, indem man das Lot OB tiallt, von B
aus nach links die Strecke 1 abtriigt und den freien Endpunkt mit ¢
verbindet.




Einige Hiilfsmittel der Elementar-Mathematik. 151

Fir die Fliche 4 BCE folgt nach der Schichtenformel aus I

t 5 ¥ . 5 2 ¥ i
Do s T S R e e L e D S e e, S
III 1 S i o i e E plele T L B T SR T
L
oder
3) =g 1
So ist z. B.
]
Fel—e¢g*=1
o
In Fig. 149 b ist fiir jedes Lot BC = y — ¢* das statische Moment
in Bezug auf die Y- Achse
i ¥ o L AN el
Yo = L =&~ Jr T g7 T gr T 7

folglich st das statische Moment der Fliche A BCE m Bezug

auf die ¥Y-Achse

Fa T : riI E f:.l | [.":-_L
‘—II__‘.*_'_J'i-{ atd, * glg ]
oder
g 1 1 B 1 | 4 1 1
M, = a (1' . u'] + @ (z‘ A= ,} 1 2 {J' o l') |
( 1 n? g 1 \} L= i (i
—o(G+ o+ mt+ )G rEt D)
= .¢'{(""—--1|—(r’—1 = lf.::)=rr,' — "+ 1 —xtax=nxe*—e"41,
SlS50

4 «-1.-;_.; BOEes = 1y “Jr 1

Das 'I'riigh(rii.s.mu‘;mnut der Geraden BC in Bezug aut die
Y- Achse 1st

8 ah 5

o] o B el e S et e M| [
e e i e
so dafs fiir die Fliche von O bis z wird

.- |,.'1 .":' 'H

e 5z T 3e T

Nun ist aber der Reihe nach

u.s. w. Folglich ist
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m 2t Sl TR g i by A T 3 2) ! 4
Jrlr = (l' Ra 21 =1 ’:,-l] =1 f; { - T I'f) {— 1 (’I e ,'J -
E B[ | : = I [ '_]'.L o I ! ehe
= 1] 5 21 LE 3 _| <% 'J ! 3! _| A | i
i ,r"I b ;
Eoa T - —_ — et [ g _ S -~
S| T TR B R ‘ s 1) = (’» 1 I.]
B L e VR D=
_|!_ 2 | [ [ 11 — 5 —— i e ') '_'J 1 __; € e . 2:, N ) J
-+ Zx 20 — 2 =¢*(x — 22 -+ 2 2.
HI||‘.J' E_'.tLi'lJii{.h
5) o= ¥ (42 = O IOy
Das statische Moment M, in Bezug auf die X-Achse ist zu

behandeln mit Hiilfe der Querschnittsformel

v B . 5 Y |
e L % 1 ) & L j o | 16
i T, £ S o= Sl =l ]
S e O e TR -_-ll R R R G T P R

Fiir die Fliche von 0 bis # giebt dies

M T I e I_h;'_!_
= II | 112 | 219 | 314 |
.'[ir | & ® | B x® 16 2! |
P TN ERe (R e e e
oder
i 1

6) M, —

Das Trigheitsmoment 7., verlangt die Behandlung der Quer-
schnittsformel

Phk [ 82 | 92 R o :
e R TR R

oder
7) :l,rr; — .1 I:r,-l:.':.:-. 1‘ :

Fiir den Schwerpunkt der Fliche 4 BOE folgen die Koordinaten

M, &z —1)—1 M w1

) = - = S — R — = (¥ 1Y
¥ s e O s = e
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Die Trigheitsradien in Bezug auf die beiden Achsen sind

z /@ —2e+2) —2
9) Oy !"_ — L/ A I J ;
7
Ve ST W Ve

Die Abstinde der Schwingungspunkte in Bezug auf beide
Achsen sind

: Ty e (2 — 202 4 2) —2
10} e = T 2
11',-_,..,- (:" :":r_' S 1
1 o
.}r-r K ( rn xro_ l | : "JI‘{ ¥ i
"I,f — _ - = : = " o
R “ 1 2 1) o2 q

Auch das Centrifugalmoment I,, in Bezug auf beide Achsen lilst

sich berechnen. Die entsprechende Querschnittsformel ist
[ o%)" e .lf_ s T '-'1 i ) i e -i_.r:-' L Q 8 ' 16 2 -
2 = 2 | {1 | 21 ] 31 1 4! 1 J
oder
1 '-. T o 4 ; S L 16 18 : |
a0 |0 1= S S s oy S b

JT”.--_» = _|_'

1 g f1
- 'Ig.F'I"(
5 | / 1!

oder, getrennt geschrieben:

L —-'2.:. '—J:.-i-

= <L) Ll i 1 2a)” (2a
[ 3 Lo i 25 i = = L s ;
-” =g 11 l a1 ] 3 51 31 [ :
oder
7 220 o9, % 2 2]
11) _-]-f_J,,l, = |l.r | | — | o2 1 : |
o 1 F!\J'I |
22— 1] —= [22 — 22 1] — [22 — 1] 4 -
o & -]

[n gleicher Weise lifst sich dieselbe Kurve mit Hilfe der Gleichung
»— gy,

oder, indem man den Nullpunkt um die Strecke 1 nach oben ver-

schiebt, mit Hiilfe von

1:L:'| i I“ ] _}_ g Z e 2 _I 8 2

1 e L 4




154 Abschmitt V.

behandeln. . Man kann aber die obigen Resultate 'von den zum Recht-
eck ABCD gehirigen abziehen und so das Notige filr die Fliche
CDE sofort hinschreihen. So ist z. B.

Irg ] Ji'" S Jr = e = E.n".'r - ] | = g% (4 — I | —— l — I.')' | [.'(_—'\.."l! | | 2ibs I

I
fithren, Man achte darauf, dals die Formeln fiir 7 und M, identisch
sind,

Die Behandlung der Reihe 12) wiirde auf (1 4 2) Ng(142)—1]41

Das statische Moment von CDFE fiir die ¥Y-Achse wird

:]u‘: — ',_:! —— |f"' (g — 1)< 1]=¢"| '_} a2 -—:— 1 | =t
—y|slgy)—lgy 41| —1.

Man achte darauf, dals dies die Hilfte von T, ist.
Das Trigheitsmoment fiir die Y-Achse wird

¥ -
L £ L e 9 g 0N )] A 3 s 5
Jr-h. -_\'——.."! | —_‘.‘J——r-f,—— _‘?l-_-.rr 3 —= —|—-_;,'.f _',,:——_J
. et o
= | (lgy)P — (lgy)* 4+ 21gy — 2| 4 2

Als statisches Moment fiir die X-Achse findet man

M — (z¢) 5 — e — =5 — 1)+ 1 —o*[Flay— 1]+ 1,

als Trigheitsmoment fiir die X-Achse

el e ) e i sl 1 i
.I'r = 3 |.r — l | = | 3 — '_l + l = I.Fl|"5 I_:: lif ff— = -|— ] &
Das Centrifugalmoment von CDFE fiir beide Achsen wird
: P (& \2 L : 2 . : 5
T de (D . 24 i LA (] I
e — = — (20 — Dt o 28
¥ o (1 )2 2lepy -1 1
e b,-|._-.n‘f)'.l — i Al i |+T
Der Schwerpunkt der Fliche ('DE hat die Koordinaten
- ¥ | b L 1 I LISt 1 \ ]
"ifl’ ¢ 5 T | |+ (g )’ la 1 I 1
Ly = —mr = e - F— - = 3 =
I & [w— 1] - 1 yllgy — 1]+ 1
T e Sl ]
M ; B e e o 2 1 y* = lgy —— |41
.{f\ i — -fr'-' = __ = _— - :[ : _I
ef ] - yllgy — 1]+ 1

Die Trigheitsradien sind
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i s 5 =1
oy = Y=1/ — -
! f fa’ r:ll.-j'—'ll_j]
I [y L gy — Qgw)* + 21gy — 2] + 2
= y [lgy — 1] 4 1 :
"l = - |

Sy
Y |58y
y gy —1]

PR B 1 /
% ‘ g . -9 I G X l/
Fla— 1]+ 1

Die Schwingungspunkte in Bezug auf beide Achsen sind
_;'n'!'.I -
Z]'”I,:, r"( ‘ : — 2 + D — D i o
I:,_I_ ot " 1il==11
.3 i
:'f‘ ],F]}_,-H\I_ le ()2 4 2lgy — _}J 9
?’J’['-]?”M‘z—l“ gL —1 /
bEe A o :
o G e | o S A TR | sk
i e - BT = J
I ].FTI e B 15 | g 1 - 7 1 T
¥ FLl |l —35 I -1 1 iy | 5 gy T |
: g Mg Moy .,
L 5 r £ i Y G ..,.
Auf die mt i 0. IF un 5

I i o u
physikalischen Dinge braucht nur hingewiesen zu werden.

Auch der durch Drehung um die X-Achse aus

l.'—};—':

o |

_]I_' 1

zusammenhiingenden

der Kurve

y = ¢* entstehende Korper lifst sich nach jeder Richtung bequem

berechnen. Denn Querschnitt

i i 8 x® 16 &
Ff.a‘ — y—;‘r -~ — L ""J'T_'

w1437 + S +

folglich Inhalt

i Ipe X 2o I 4 i B ! 5
,I_:l',['l 1! + = I 91 0 e 41___
r ! 2 ! !
w[2m o d&* 81 16 ;3
T TR TR (R e
oder
&£
T a2
o — : II".'- — 1]
[0
Sein statisches Moment in Bezug auf die durch die Y-

gestellte Ehene ist aus der Querschnittsformel

gl i 4]

Achse dar-
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: B 8 B 8t
Vo ol 1 e Bl
g = TYim — xetPs ax |l 5 - T b
e e braadd ™ Bt 5
Sk e e e T .

zu berechnen. HKs ergiebt sich

oder endlich

Das Trigheitsmoment in Bezug auf dieselbe Ebene folgt aus der

Querschnittsformel

3 3 8 it T
. = Y 'mwr: = £ F
o! rl
|
s folot Y
LS Tolot
& 3 < 4 )
T=m[% 4 g+ st oo o]
< 3 14T gt e
=R LS i ;
Die Zerlegung in Nr. 195 giebt
b _r..
e J(] 2 -8 ,,uf,_l._-(J & e 5 -(r 2 2\
=—| [ - - - [ & a0 — -1 = =
'{ ) A i Br o) e g ':) B My ety J}-
T/ 22, (22) 2 4 e 2 )t 2a)® (2 @) 5
€ ) ( = | 7 . F i) { &%
= I._:!.'rl [E‘—}- T o . — |3; - .]I.“ = / ||
e B 21 3 | 8 2 4! J
‘..”rl-' _*' g 2 1) e (2.1)0 o i
L ST R UL T el
P y R 2 a A 22 4 p?-
e e TNy SRl AT g e 4
T /! 1 | 1 2
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Der durch Drehung um die Y-Achse entstehende Kérper kann mit

Hiilfe der Querschnittsformel
Pr=nllg(l1+ 2 == = S E + .. ¢

behandelt werden. Rinfacher geschieht die Berechnung jedes seier
beiden Teile, indem man von dem durch Drehung des Rechtecks
ABCD entstehenden Cylinder den vorher berechneten Korper ab-
sicht. Ebenso verfihrt man mit dem statischen und dem Triigheits-
Momente.

Damit kann die Untersuchung von y =¢* und z = "‘lgy ab-
geschlossen und als Beispiel fiir die Behandlung anderer transeendenter
Kurven hingestellt werden.

D. Die Schichtenformel fiir Kreishogen.

196) Die Tragweite der Schichtenformel Iilst sich dadurch er-
weitern. dals man sie auch auf concentrische Kreishogen anwendet.
Ein Beispiel wird dies kliren.

Kreisbogen und Kreisfliche. Irig. 150,
l?ii- : Kreislinie von llflllilll.‘-i r hat den = 5. 3%
Umfang 2rx. IThre siimtlichen Punkte e _\
haben vom Centrum die Entfernung ». / // ‘\‘/"\__
Wiihrend also e ~ Neer &
D e | | ¢ | L ' \
(], = Z% I 1 r e (A ) 1
4 | il, M /1 |1 |.|"'J
. 1 % . 7 1
als Querschnitt aufzufassen ist, kann man |\ oA ;‘f
: i ==
: o 'l !
gr = (20rm)r = 21°n \\ e /f
als Polarmoment erster Ordnung, N S A
¢, = (2rm)r’ = 27°nm TR

als Polarmoment zweiter Ordnung betrachten.
Demmnach wird die Fliche des Kreises von 0 bis r

das Polarmoment zweiter Ordnung der Kreisfliche

T Qoprd i
A e

Letzteres ist das polare Trigheitsmoment.




ey P

i

R kit e e e =

o
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Das Polarmoment erster Ordnung findet Anwendung z B. bei
er Untersuchung der mittleren Drehungsgeschwindigkeit fiir
den Fall, «

{

als die Fliche sich um eine Achse dreht, die senkrecht zu
threr Ebene steht. Ist & die auf den Radius » reduzierte Geschw indig
keit, so ist fiir jedes in der Entfernung r liegendes Flichenteilchen
die sogenannte Bewegungsquantitit

My = mrd,

fiir den entsprechenden Kreishogen also (207) 78 — 29228, und fiir
die Gesamtfliiche

2 !; — W

[st nun w,, die mittlere Geschwindigkeit der Fliche, so ist zu setzen

Ol = Mo — 279"

folglich ist die mittlere Geschwindigkeit

27
M 5 2
Uy = — O =— = =i,
j 4 ]’
ZJ:T" J.a

Der Radius der mittleren Geschwindigkeit ist also

Hig. 151 2
e M, 3 5
X e P = —= 5 7
e e e ; i Sy 5
¢ ——
.-_\?_\___ = e
s v 7 | Seine Bedeutung ist die, dals die in ihm
| 3 T g vereinigh gedachte Masse dieselbe Be-
i T See O wegungsquantitit giebt. Man kann sich
\ e e -5 das Polarmoment veranschaulichen als den
e o, P Aulsenkorper, der dadurch entsteht, dafs

man aus dem iiber der Fliiche stehenden
Uylinder (bezw. Siule) einen Kegel von 45° Seitenneigung aus-
schneidet,

197) Fiir den Kreissektor erhilt man in entsprechender Weise,
wenn & der zum Radius 1 gehirige Bogen des Sektors ist, als Quer-

o

schnitt ¢, = er, als Fliche F — 5 » als Polarmoment erster Ordnung
(1] =

: = [ ) : : ) - ; SN - e} ot

M — = als Polarmoment zweiter Ordnung 7, — =

Fiir den Sektor des concentrischen Kreisrings ergiebt sich als
Fliche
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; 9 fu gt .f-[
}I; i ;L F| bt --,
I:, == fl
was noch durch », — r, gekiirzt werden kinnte.

198) Dies eignet sich nicht nur fir die Berechnung der Polar
momente, sondern auch fiir die Berechnung der axialen Momente, nur
mufls man dann das Notige fiir den Einzelbogen bereits
herechnet haben. Fig. 152

Beispiel der Halbkreisfliche. |

Der Schwerpunkt des Halbkreishbogens liegt in

1 . 2 . . [ {
der Entfernung _, sem Axialmoment erster Ordnung \

. 2r g v . . i
ist also rz — = 2+ Folglich ist das statische Mo- 2r \'L
AL o o I AR I
: ! e . o =T
ment der Halbkreisfliche in Bezug auf AB M, — - i /
Der Schwerpunktsabstand also ist 74

e H I

Das polare Trigheitsmoment des Halbkreisbogens ist »rmr", das

1 rogr ; ! e
e also ~=— =-"- Daher ist fiir die ganze Fliiche

axia

199) Die Polarmomente erster Ordnung sind nicht so leicht und
elegant zu behandeln wie die der zweiten Ordnung, da weder ein
Verschiebungssatz von einfacher Form besteht, noch eme emfach zu
hehandelnde Beziehung zu den M, und M,. So bietet z. B. die Auf-
gabe, das Polarmoment erster Ordnung fiir ein Quadrat zu berechnen
und daraus den Punkt mittlerer Geschwindigkeit zu bestimmen,
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“ig. 153 fiir die elementare Behandlung

[ILIIIIG'||I'!'E(':i Hl'}l'\'n.'l:-(‘ri}_";\'l']lrl’]]. [J"'x
wiirde sich um den I\:Hl'pm' han-
deln, der stehen bleibt, wenn der
7 Kegel von 4H° Seitenneigung

aus der quadratischen Siule aus-

geschnitten wird, bei dem also

l - -z hyperbolische Grenzlinien auf
5 N iae E
o i treten =),
200) Dagegen lassen sich leichte
Betrachtungen iiber Spiralen anschliefsen. Zuniichst gelten die fiir

den Kreissektor abgeleiteten Formeln auch fiir den entsprechenden
Raum zwischen zwei kongruenten Spiralen irgend welcher
Art, die gegeneinander um den Winkel «

Fig. 154. gedreht sind.
et Ber der Archimedischen Spirale
H s 5 . - 5
N \\\ sind die Bogen, vom Anfangsradius M 4
i '\\ aus gerechnet, proportional dem Quadrate
I \L T ¥ 1 .- { 1 - o Ly : a0 At
AN B, des Radius. Die Quersehnittsformel wird
! L s LY 2
r"” PSS -‘-"h"" also =z B.
.I i | - -.\ f = Ll j“‘l
! ’ T S | ;
j o SefLs : 2
) P A \ \ Verhalten sich in der Figur die
i 2 ONE gt \l". Bogen wie 1:4:9:16, so entspricht
L A P Y1 \ \ s 2 > § i -
S T \ ' dies Winkeln &, 28, 38, 48. Die Be-
Ifrl-__:p’.'i' V2 or | | | =iy j : 4 . =) 1
— 14 rechnungen geschehen ganz nach Art der
Parabel zweiter Ordnung. Die Fliche wird
i 1 3 a f.'u
; iy 2y :
F'—= —— = - pektor. Das Polarmoment erster Ordnung wird M, = .

[ f— i =5 . .
das Polarmoment zweiter Ordnung 7, = — Der Radius mttlerer
Drehungsgeschwindigkeit hat die Linge r,, = :I' r, der Trigheitsradius die

- 3
Linge — 7.

Fiir die Spirale nichsthoherer Ordnung ist ¢ = ar’, fir sie ist

.{'1 i J'1 | 2 5 ars = s
M= — = _ Sektor, M,——, T,-= e TR
0 4 = 4 s o 3 B 7

Nas . | ks bt . . i ] * " 1] =
Fiir die Spirale mit Querschnittsformel ¢, = a~ ist die Fliche

'}

*) Analytisch kommt die Sache auf die Integration eines cyklometrischen

Ausdrneks hinauns, die sich nur mit Hiilfe langwieriger Reihenbetrachtungen ele-

egeben

mentar umgehen 1 bpiiter aber soll ein Abbildungsverfahren ang

werden, durch welches sich die Aufgube bequem erledigt.
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-
von # = 1 aus zu rechnen und ergiebt sich als ' = a ‘lgr. Dagegen

7

ist, von O bis » gerechnet M, =a, T,=a,:-

A as . C = # x o 1 . . rul L]
Fiir die Spirale mit Querschnittsformel ¢ = a_; st die Fliche

v oo —1
. . o {1
von 1 bis co gerechnet F' = — — = —, das Polarmoment erster
Ordnung von 1 bis » gerechnet, M, = a ‘lg», das Triigheitsmoment
s ai
Die Analogie mit den Parabeln ist also eine vollkommene und
soll hier nur deshalb nicht weiter ertrtert werden, weil der Gegen-
stand fiir die Technik von geringerer Bedeutung ist.

s

s : : o ; el
Bei der logarithmischen Spirale » = xe” oder & = ‘Ig - handelt

i : ; 3 s I g .
es sich um die Querschnittsformel ¢ = r& —r‘lg - Dabei hat
*

man sich fiir die elementare Behandlung der bekannten Reihen-
entwickelung zu bedienen und auf die Reihe die Schichtenformel an-
zuwenden.

Fiir die Kugel sei beiliufig bemerkt, dafs der Schwerpunkt des
Meridiankeils, der nach 50) fiir sehr kleine Keilwinkel ¢ in der Ent-
: 5 2 : = : ! 4 a e
fernung —=v liegt, der Punkt mittlerer Drehungsgeschwindigkeit ist,

; U ] .

L

denn bei unendlich kleinem e fillt der Punkt mittlerer Entfernung
von der Achse mit dem Punkte mittlerer Entfernung von der ent-
sprechenden Ebene zusammen, so dafs es sich in beiden Fiillen um
den Schwerpunkt des Keils handelt. Die Bewegungsquantitif der
Kugel ist also

37 4 3 pim?
Zrsrine =119,
wenn & die Winkelgeschwindigkeit ist.
Der darin liegende Schlufs ist dadurch gerechtfertigt, dals die

Schwerpunkte der Teilkirper simtlich auf einem Kreise liegen.

Ll

Fiir Drehungskorper also handelt es sich stets um den durch 4

gegebenen Punkt, sobald die Hauptachse des Kdrpers mit der Drehungs-
achse zusammenfiillt. Darin liegt eine meue Bedeutung fiir diese
wichtige Formel. Sie giebt die Punkte mittlerer Entfernung von der
Hauptachse fiir Drehungskorper an.

Um allgemeineres iiber Kreissegmente und K reisabschnitte zu
erhalten, lése man folgende

Holzmiille r, Ingenieur- Mathematik. I. 11
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201) Hillfsaufgabe. Der Kreisbogen mit Winkel « hat in
Bezug auf den senkrecht zur Symmetrieachse stehenden
Durchmesser welches Trigheitsmoment?

Auflssung. Man projiziere jedes Bogenteilechen s auf die zum

m . : h ;
Durchmesser parallele Tangente K17, dann ist #s = — - r, eine Be-
4 (i
merkung, die man von der Berechnung der Kugelkalotte bhezw. Zone

her kennt (2275 =2rm J” F Demnach 1st ber Einteilung in gleiche :’
: r. S e fi LTy fi P h o E g
o Pyt B - R R 1 i S Pt I “"—I .
und
. T L el Lo

Der letzte Bruch bedeutet, da auch A7) in gleiche Teile, deren Zahl
unendlich grols zu nehmen ist, eingeteilt wurde,
A die mittlere Hohe des Flichenstiickes A BECTD :

iiber der Grundhinie 40. Diese ist also
Sektor MBEC 4 24MCD
i{ == == o
Grundlinie k
e I
! = { Lon
360° 2
o :
oder '
3 o D Bt 4 g e O
oo 360 T T COs 9 =T Bln 9
oy
! [/
- [ g ey Lo I
= e el SN o
- o R e
& 7
Demnach ist
5 i A
= e 1T oen T g Sin
L8 fi ! e — hor
. L I
oder
o : q o 1 & ]
E sg? — 9 | w + - sine
: ' | ,'iF;” 1 &
das gesuchte Triigheitsmoment.
[Probe fiir ¢« = 180° giebt —~, was die Hiilfte von +*x und der .

vierte Teil von (2rm)+® ist. Letateres aber ist offenbar das polare
Triigheitsmoment der Kreislinie fir ihren Mittelpunkt.]

Nach der zur Probe gemachten Bemerkung ist fiir den Mittel-
punkt M

el [ e (o
A= Zla — L
’ 860° 180"
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das polare Triigheitsmoment des Bogens, demnach ist das andere axiale
. o & . o Sl
I=1T,—1,=2r7 — — g — — »’ - sine
: £ 4 360 360 2
oder
7 g o o T
L= | w— S e |.
s a0 e j

202) Aufgabe. DasTriigheitsmoment des Kreisaussehnittes
(Sektors) in Bezug auf den zur Symmetrieachse senkrecht
stehenden Durchmesser zu finden.

Auflésung. Die vorige Formel gilt fiir jeden
einzelnen der im Fig. 1566 gezeichneten Bogen
innerhalb des Sektors. Falst man aber in

G —r (ﬂ’u -+ = :n'iu(,-:}
: 360 2 )
r als veriinderliche Grofse auf, so geht nach der
Schichtenformel, die auch hier angewandt werden
o

- fiber, so dals man fir die Sektor

dart, #* in
fiiche hat

4 r 4 y

£ T id 1 - I o A 1

=g+ s sine|==|w - + sine |
ly= 1|3 T w80 [=73 [71%

4 K o ST I . N e
(Probe: Ist & = 180° so folgt T, = ——, was mit dem Friiheren

iibereinstimmt. Ebenso ist fiir ¢ = 90°

N L. e e )
L] LR

Ebenso fiir ¢ = 45°

A ] o - X
Ty=7|5 +sVv)=mlz+2/2])

i oo rire

2 360 720

folglich ist das Triigheitsmoment in Bezug auf die Symmetrieachse M FE

. o S s o 1 . | g4
s = = pe— SN | =
I =T, — Ty= T 350 ; s |

T . F
=111 &

Der Schwerpunktsabstand ist nach Nr. 10

240 sin -

2rh ¥
Sy T s 7T 0
Die Reduktion auf den Schwerpunkt giebt

11%




164 Abschnitt V.

: g syl
240%* sin® — 1604 sin®

7 rim o 2 i o i 2
, — . = - i " ?"’:Ir s —— =y e — —
£ 2 360 ot 360 2 860 T 0
. gl
160 sin* l
il W 2
—— —_— -

720 o

Ebenso 1st dann

. Al
1607 sin*®
| = 4+ sing| — — —
| 7T 0
203) Aufgabe. Die Triigheitsmomente des Kreisabschnittes
zu finden.
Auflésung. In Fig. 156 war fiir den Durchmesser

: r oo -
T, — sin « |.
¥ 8 L180 —[_ %)

Abzuziehen ist fiir das Dreieck M D (

' P L e o ¥ 0
3 2r s — r° cos® ri8im o cos? ; ; ;
7 hb? 2 2 2 rétsme (1 4+ cos o)
: 4 1 + 55 8

Demnach wird fiir das Segment BEC in Bezug auf den Durchmesser

o o - i — aa
i i - : : i o . i
Ty = 8 LSH +sme —sme(l 4 cose) | = 5 |50 — Sl e cose |
oder
: r rmoe i i
1 % m e e ST )
J f_., 16 |90 5IN &€ | .
Fiir M E war
; M roee :
i e LT sin .9;:|
Abzuziehen ist fiir Dreieck MDC
e ’g. AR I e o A R A
j.- RS P cos 5 (u.l s1n 2) et a4 - E C08 2 #1n 5 Sin -2-

= — = £ P —_—

i 43 48 48
oder

5 - o
74 gin @ 8in® - :
G o rsine (1 — cos o)
o e e b e R

12 24

Demnach wird fiir das Segment in Bezug auf ME
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i"‘|':'rcx . / y ¥ T i ; 1
F sy (st - | ) ; ', S—— - | ( — 08 [=— | —— 48 3 &
@ 8 | 180 S1I 3 l]la’l.l 0 fﬁ_] 31| 60 ‘:l‘-IT] rc—{—mncccosa |

oder

- el e . 1, oanes rt oo i ol na |
== (EIT idoue e TR L7 LS ain 2 AL st ) a1 D v |
T 5% |5 4sine + .L,luuw:! T [30 Hsma—}—meaJ,

Addiert man dazu

. rt rwe i
jﬁ:ié :-:i‘(')‘—i"'} Hlﬂ.&’f{},

so erhélt man in Bezug auf M

rt ree £ : T o
T,—=-—| —8sine -+ sin2«¢ + — + 3 sin 2«
R [30 ' T+ 35 |

i . : z
el 4 s1n Zee |.
@15 sine -+ 4 sin er:J

?.I

Die Reduktion auf den Schierpunkt geschieht mit Hiilfe von ¢, F, wo

I3 h?
IrJ"'_lﬂF_l,ﬁ" [\ S L
o (Trl"qﬁ 51n ﬁ)
Es ist also fiir 7, und T, abzuziehen
68 8 n o SOl G
M R R Sy s
T e 1T o S R e e T
29.8%. ¢y |— — 8 9r® | —= — sin
i [130 kmaJ i [180 sin &

= 44
1604 sin® —

~ e — 180 sin o
(Probe fiir den Halbkreis stimmt.)

Bemerkung. Diese Aufgabe ist von Wiehtigkeit fiir die Centrifugen-
theorie, denn bei etwa kugelférmiger Gestalt

kann der Querschnitt der schnell rotierenden Hig, 107,
Fliissigkeit als Kreissegment betrachtet werden. X o
:‘Z.Irl-; Sa

Formel 1) ist in die Formel K =— T8* in

= . g
Nr. 49 emnzusetzen.
204) Aufgabe. Die Trigheitsmomente A7
des Ringsektors zu berechnen. T
Nach 44 handelt es sich in Bezug auf den

Durchmesser um

4 4 -
T, = gty ['Fm — sinr::J
A T T ?

in Bezug auf ME um

A -
1 = }. 4 "
s LEE . sine Jl-‘




T R 2,

I
ﬁ.
[
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und in Bezug auf M um

Ty = ——m«
{20
Da nach 11
> ) . (¢4 -z 'i” . £ o f
o 1 i =car 8N — 8 e a2l 81n — P S,
o of “n 1 “ 1 = 1
;I}r;_tj = |’_'_‘_ _ — = - = S 5 5 — = - - o
; 2 a R =
80 9 e 8. 92pmss i i I'y r
a60
1st, so mufs fir 7, und 7,
T e i 180 sin? X g 349
DAN0=E oy = e B T g Q 2 . o -
S > 24.0° s1n 5 B r:’)." I\!,. — 1}) we 60 gin 5 (2 "
e F =t = e e — e
; el (r" —n 850 e (- —)

abgezogen werden, wenn man die Reduktion auf den Schwerpunkt
durchfithren will.

200) Aufgabe. Die maximalen Centrifugalmomente in
Bezug anf M fiir die letzten Querschnitte zu berechnen.
Auflésung. Sektor:

Lo — 0% [ e ; P 7
M, ==__=-ZF - — Jsm e | - — — sing |
e 2 16 | 180 i) 16 | 180 A
24 gin ¢ #4 sin o
6= W FaH

Segment:

~ { e T ri | o S g | o — = |
M, =—=—"1_——F— —D smfrr:J : — —8sine -4 sn2e |

2 96 | 80 96 | 80
e .o Moo G
= [8 sine — 4 sin 2| = 53 [2 sine — sin 2el.
g6 | . 54 L
Ringsektor:
po B A .4 A 4 '
W Ty T F— " rma 4 : | L e (i S
M = — e — - § — = - | —— — sin e«
E an 3 16 180 illf\f- 6 | 160 Hl{_]‘
- r'f & o e r: ;
—= 2 8¢ = — 81N .
16 S11 & 8

206) Bemerkung. Die hier durchgefiihrte Methode lilst sich
nicht nur auf concentrische Kreise, sondern auch auf Parallelkurven
anwenden, die bekanntlich durch Abwickelung einer gemeinschaftlichen
Evolute entstehen. Hierher gehort z. B. die Inhaltsberechnung der
Kreisevolvente. Dagegen ist die Anwendung auf die Doppelschar
gleichseitiger Hyperbeln, auf die konfokalen Ellipsen und Hyperbeln,
auf konfokale Lemniskatenscharen und Hyperbelbiischel u. s. w. aus-
geschlossen, weil hier die Breite der Elementarstreifen verinderlich
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i - ; ] i B
ist. so dals die Anwendung der Rechtecksformel — -1, wo die
i T

Breite, ! die Linge des Streifens ist, unzulissig erscheint. Dort
miissen also andere Methoden eintreten. Aunf die Evolventen soll
erst im niichsten Bande eingegangen werden.

E. Einige Aufgaben iitber Maxima und Minima.

907) Nach dem Methodischen Lehrbuche Teil II, Anhang, 1st,
wenn die Querschnittsformel einer Kurve die Gestalt
o 014 —I— .IrJ:.iJf —I— r'lifﬂ —I— If!rl’j —: {.’_ﬂf': J,— G
hat, die Neigung der Tangente gegen die Y-Achse an der Stelle y
zu berechnen aus
AN o= [ %— 2r:‘.'f — L’JH’I‘.'JF: + —1-{':€f:' --i— (RN 7

Bin Maximum oder Minimum kann im allgemeinen nur dann statt-
finden. wenn dieser Wert gleich Null ist. Die fraglichen Stellen be-
rechnen sich also aus

h —- jfy — 3 dy + -l-tfl.r;:‘ ~+ o= 0.
Die wirkliche Auswertung kann elementar hichstens bis zum 4** Grade
achen. Trotzdem lassen sich einige wichtige Aunfgaben mit Hiilfe solcher
Betrachtungen erledigen, wie die nachstehenden Beispiele zeigen.

Die Untersuchung, ob an entsprechender Stelle ein Maximum
oder ein Minimum stattfindet, oder ob die Kurve dort einen Riick-
kehrpunkt (eine Spitze), oder einen Wendepunkt oder sonstige Unregel-
miifsigkeiten hat, Lifst sich nur mit Hiilfe der hoheren Differential-
quotienten hinlinglich schart entscheiden. Darauf soll hier nicht

eingegangen werden.
Fig. 158.

908) Aufgabe. Aus einem kreis: —
runden Balken den rechteckigen Balken Do & -t::‘!('
von grolster 'l']*-rLgﬁlhjg}wii- auszi- ,/\\
schneiden. AR

Auflosung. Die Tragfihigkeit ist, wie
in der Festigkeitslehre gezeigt wird, pro

: s /
portional dem Ausdrucke 'j .—oder auch /
2
4 9 3 s co Vi
Y =2 (df — z?) = d®x — 2% Stellt man o
y— d®x — o graphisch dar, so ergiebt sich A o

als trigonometrische Tangente der geome-

trischen Tangente tan ¢ = d* — 32°. Eine Maximalstelle ist nur mogliel,
o a9 .8 : 5 o /1
wenn @ — 3a* — 0 ist, d. h. a® = oder s =d}/5- Man kann z
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: : ; g et
konstruieren als mittlere Proportionale zwischen 4 und 5, Indem

== s
man z. B. AF = —

ok

macht und in F das Lot ERB errichtet, was

Fig. 150, nach Pythagoras A B = gz giebt.

209) Aufgabe. Dieselbe Aufgabe fiir
einen elliptisehen Balken.
= - X . 5 i." 'e::!
Die Gleichung der Ellipse sei *’f;. - 73 = 1
ok T/ !
die gesuchte Basis sei £, die zugehorige Hohe 1,
Die Tragfihigkeit ist proportional dem Aus-
drucke &n*, oder, da & — 2% und

2

C
; . a g , 4 qxp?
1?3:—-{2?““—4(1 —:—-g)afr3 =Sl e
b \ h* b2
= . -+ & g 6{.2‘.'”
18t, proportional 8 ¢®*x — ey oder auch pro-
: pE
. L @t
ortional # — -5+ Stellt man aber 2z — 2 — &
I 3
b b

graphisch als Kurve dar, so ist ein Maximum

o ; oo 4 . .
nur moglich bei der durch 1 — 5+ — O bestimmten Stelle, so dalfs

& = e"a'[f’i-.l_i- folgt, wie vorher, also £ = Ebl/_i‘

Die Konstruktion erfolgt wie vorher. Man macht 4 F — e

errichtet das Lot EB bis zum Hiilfskreise, dann ist AB die geéuch‘w
Strecke £, der KL gleich zu machen ist.

210) Aufgabe. Dieselbe Aufgabe fiir einen parabolischen
Querschnitt, der einem Rechteck mit den Seiten 22, und y,
einbeschrieben ist.

Auflosung. Die Gleichung der Parabel ist z? — 2py, wo sich

]
B

5 &
~ Parameter » aus 2" — © alag e L it :
der Parameter p aus %, = 2py. als p= e bestimmt. Die Trag-

o
)|
tahigkeit des einzubeschreibenden Rechtecks wird proportional zu

a N b . .
En?, wo E=2z wnd =y, — y— Yo — 55 20 setzen ist. Fiir £4°

15t also zu setzen

F I\;{;ﬂ-_
2‘?’ (.")'1 - -'_:'_;}}
oder
2 ( 3oz B -v*]
i U; e 2p —I_ 4;;2;

oder endlich, da der Faktor 2 tiberfliissig ist,

Sy g 2t
F- :‘)‘j.l, - ‘IT =t l}“-_

—
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Stellt man 2 graphisch als Curve dar, so

Fig, 180,

169

handelt es sich um die Stelle, wo A
8. 81, g y Dx ' r
tan & = y; - 2t A—==rl) :"’j
P 4 p* / ¥ ‘
ist. Das entsprechende z ergiebt sich aus / r
i £ [/
der Gleichung / LA
N
12 py 4p? g ; \
A 2P 9 B 2
a = —— P = — —— 1
aus der y | \
g e e .J 1 \
P T et ol
.  6py, , 1/%6 T 20 p*y; A} —_— B
Xt = ==L | TR T T i - s !
5 — 25 256 \ - v
__Spy, | 4oy N i
5 ' 5 &

b i e SR T SRR e N L

xTr = /I:—

1
b

T = o
I . ) l/ Py

die Basis wird also entweder
g — 2]/ 2%
oder
RN A
£ o= 21/ “’_?;5”..1. .9

Das erste giebt aber y = 0, d. h. einen Balken von der Tragfihigkeit
Null, was hier kein Maximum, sondern hichstens ein Minimum bedeuten

kann. Die zweite Losung giebt ein Maximum, und zwar lifst sich
i 1 - o . . B =) .-

E=)/ — als mittlere Proportionale zwischen AB = 2g
AB T 1 BT

und ¢ #; = —— konstruieren. Ist also AD = AB, so giebt

)

das Lot DFE bis zum Hiilfskreise das gesuchte &

211) Um eine Variante in der Behandlung der Aufgaben iiber
Maxima und Minima hekannt zu geben, soll die in Nr. 141 bhehandelte
Aufgabe, die Trigheitshauptachsen fiir eine Fliche I' aus
T,, T, und M,, zu bestimmen, auf eine andere Art gelost werden.
Man wandle die Gleichung

Te=T,co8* ¢« + T, sin* ¢ — sin 2 M,

mit Ausnahme des letzten Postens ebenso um, wie in Nr. 141, was
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| : - T : R
T,= - (T,+T,)— 5 (T)— T,) cos 2e¢ — sin 2e M,

giebt. Hier ist rechts alles konstant, mit Ausnahme der Grofse e.
Es kommt also darauf an, zu untersuchen, wann die beiden letzten
Glieder ein Maximum oder ein Minimum geben, d. h. wann ein Aus-
druck von der Form

9y = acos 22 + b sin 22

ein Maximum oder Minimum giebt.

Zn diesem Zwecke denke man sich den Ausdruck als Curve ver-
anschaulicht und untersuche, an welcher Stelle die Tangente horizontal
ist. Vergrolsert man die Abscisse um eine kleine Grifse &, so geht
die rechte Seite der Hiilfsgleichung iiber in

acos2 (x4 &)+ bsin2 (x4 &)

Subtraktion der beiden rechten Seiten von einander giebt

aleos 2 (x + E) — cos 2x]| + b [sin 2 (2 4 &) — sin 2x].

Da die Nachbarordinaten beir horizontaler Tangente gleich sein miissen,
so ist diese Differenz gleich Null zu-setzen, also, wenn man nach
bekannten goniometrischen Formeln umformt,

¢ . (2ed-28)1-22x . (@x-f+2E) 2
R :3 1...”1 ____..._...é...__ e h]]l T _:2_ =
] (2a-F28 F2x . R4 28)—2x
Ll [T GOS8 it 73 _...‘_"._.l___ — s1n AL '). =)

L . 3 7]

ia ; TRl : 1 v (228 —2w
Division durch den gemeinschaftlichen Faktor - sin +.._é-.:._ —— giebt
~asin (20 4 &)+ beos (20 &) =0
oder
; b
tan (2 + ) = —,
'3 "

oder, da & unendlich klein gedacht werden sollte,

]
tan 24 =

(i
Setzb man fiir ¢ und & die eigentlichen Faktoren wieder e, so folgf
wie frither
I 2 M,
an (28) = —=
r i lrf.l'_ !.i'
zur Bestimmung der Lage der beiden Hauptachsen.

[Setzt man die Reihenentwickelung fiir sin 22 und sin 2y als

bekannt voraus und wendet man die Formel fiir den Neigungs-
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winkel @ der Tangente auf die Reihen an, wozu man Method. Lehr-
buch Band 2, Anhang oder Band 3, Algebr. An. VI vergleiche, so
findet man sofort als malsgebende Gleichung

2a cos 22 + 2b sin 22 = 0

oder

fan 2o —

zur Bestimmung der betreffenden Stelle. Damit wiirde eine dritte
Losung dieses wichtigen Problems gegeben sein.|

F. Verallgemeinerte Simpsonsche Regel.

212) Reichen die bisherigen Methoden zur Berechnung von Fliichen
oder Korpern oder ihrer Momente erster oder zweiter Ordnung nicht
aus, so ist man zu Anniherungsversuchen genitigt.

Fine erste Anniherung wiirde die Trapezformel geben, die
darauf beruht, dals man die einzelnen Streifen gleicher Hohe als
Trapeze berechnet. Addiert man die Resultate, so ergiebt sich z B.
fiir Fig. 161, wo iibrigens 9, = 0 ist,

P HNQ-.lsﬁl; |2+ @5 + 2 (2, + 2, + 25+ -+ )|
Das Resultat wird einigermalsen brauch- : g ciot
bar, wenn die Kurve gegen die Y-Achse 1
bald konkav, bald konvex 1st. Das Resultat =¥ *5
wird aher zu klein, wenn sie iiberall | ¥r———
konkav, zu grofs, wenn sie iiberall kon- yl—a
vex ist. i R
Es ist leicht, die Formel fiir £ oder = y——;-
Ya : i I A &
F u. s. w. aufzustellen. i) 3
213) Ein weit genaueres Resultat giebt .:i'__‘x;r_.,f; s
in der Regel die verallgemeinerte Q|

Hin[pﬁu]]#rhu |‘1cr|'1m"l_, (‘liv tlﬂ-!‘ﬂllr |}{;'F11}]E'-,
dals man eine gerade Anzahl von Streifen anmimmft und auf jeden
Doppelstreifen die Simpsonsche Regel anwendet.

Thut man dies, so ergiebt sich z B. fiir Fig. 161

o Y=o e gL 3 5 | [ P e ! n :
= 6.4 ["“-'u - &5 2 (g == Ly T L) _L 4 | 3%y —I_ g —|— &y _|_ Xg 'I. ,

. Yak — o T '
allgemein fiir n Streifen oder -, Doppelstreifen
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¥n
F—
Yo ]
Cl-'rn'"—yﬂ“ : ! 2 : ! o 1 . b | 4 ; = k! =
= — " o] "l" iy "{" | g =g uley "{" bl "-L.lr—:.’_,' + |y + &y + Sy T i
6.— )
9

Die Genaunigkeit wird deshalb grélser, weil sich durch je drei auf-
einanderfolgende Kurvenpunkte unendlich viele Parabeln gemischter
Ordnung vom 3'" Grade legen lassen, fiir welche die Simpsonsche
Formel ein richtiges Resultat giebt. Irgend eine dieser Kurven wird
sich in der Regel weit genauer an die wirkliche Kurve anschmiegen,
als es die geraden Linien der Trapezformel thun.

214) Die Berechnung der statischen Momente wiirde nach der
Trapezformel sehr ungenau ausfallen.

Die verallgemeineste Simpsonformel dagegen wiirde fiir Fig. 161
folgendes Resultat geben

|
1
i M.
I == _£\3|_.- W2 o2 (Bt 22 4 -2t I—|—'—L - Wy T Y = T Y )
i = g4 | Yol XelgT &\ LYo 1T Xy Yy T XYy )T XLy Yy T X Y3 T X Y51 7) |-
t i
i : ;
i Allgemein ergiebt sich fiir gerades »
1
|
i M =
B &
4 Yo=Y%or : 9 (1 : : VoL d( i T \]
1| e ZoYo+ LnYn—+ i.--f-zyﬂ“:'xu_tﬂrf"""l"ﬂ-.-.-—-z'f;'u—s,.'+ f.ﬂl'J;{hTﬂ"rﬁya+'“—."-'111_13,-’;;_1||-
i E! - 9
I GNC = : : ; -
- 215) Fiir das Triagheitsmoment ergiebt sich ebenso bei geradem
_?‘J- P e~
Yn— Yo ; . ; . =
== i o e e D e Sl ; 2 ..'.. 2
T o | LYy, :"J'?.T-) (J-.,H;;T-?'_1 Yy e &g - >) -+ 4 L1 —|—-ir;iff:s+ ot g Y1) ! 2
9

Um M und T zu berechnen, wird man zweckmilsiger Weise
die Streifenrichtung senkrecht gegen die vorige wiihlen.

216) Fiir die Centrifugalmomente miifste man bei Figur 161
folgendermalsen verfahren: Der erste Doppelstreifen wiirde nach
Nr. 110 geben

[ 2 2
Yao— Yo | % g &4 ‘ Yo— ¥ |_ z 2 e
g M | < Y% T 5 Y T 4 T i e T [ ZoYo T %Y, i 43'1”1_!'

Die vollstindige Formel wiirde lauten
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M, —

a2 2 e 2 7 \ o2 a2 !
ll‘|r.'r'_ rJrLI T ."L-“ &y ”l-.l "’I-u—': .!‘ e )
o |_ Yo+ 5 Yn T 2 (Tj'j -|'";;?IL—|'"‘:— 5 Jn -:3]+"‘LL., J|—I— 5 3!‘;—]— _L_._z_"'y.'r—l:

0

ﬂ
oder
M =
xy
Yn—%or .2 afedonen. o8 2 L4 (g2 3 < pis} 5|
= Gr . Llllll?jtl { 'LJEB‘ |- ( ‘31"3_'":{.-1?’;{—'_‘“_'_&.'[ Zi?f??—i')-l (Ii’l'l'ul_l_x:;y“—’_“l—r;}"""']y"" j) :
In der Regel wird die Formel nur fiir Kérper verwendet, obwohl
auch die Berechnung der genannten Momente fiir die Technik ganz
brauchbare Resultate giebt. Als Beispiel konnte der in Fig. 28 da
gestellte Schienenquerschnitt dienen. Auf die Schwerpunktsberechnung
WIS M B S T I S
mit Hiilfe von -, auf die mit Hiilfe von l 2 HE ---Fr' durch-
zufithrenden Berechnungen und ihre praktischen Anwendungen braucht
hier nur hingedeutet zu werden.
217) Der durch Drehung um die Y-Achse aus Fig. 1061
entstehende Korper wiirde folgendermalsen zu berechnen sein:
s Yoo 2 | 2 oo ff B 2 } | (2 2 2 ]
I-_ T _-ii;.l_-r”_r‘, TR B ('.:-2 J “l_r + L.'e - 2) -I (}r _|- 'f.",—l_ ..... |- n—l}
¥o 6 -
2
Sein statisches Moment in Bezug auf die Grundfliche wiirde sein:
JFIJTI ——
-?"‘.'r_-ﬁrﬂ. P 1 2 | ,."l | I_ r-.z -ul'l il e .1!
T 3 1 IV;Iﬂifﬂ_i.-v{.lEy }— (t’ ?'f’ b -‘ 4 I-ll I“_‘_'f.'?---‘.’?fn—"_’)_l.-_' f._;flyf_‘_;hﬁyﬁ_’_”. J '}:re—!yu—'l)jl'
i} 2-
Das Trigheitsmoment in Bezug auf die Grundfliche:
'J“ —_
(12
Yu—Yor 2.9 3 3 9 3
: : “ar” Ly e Vi o et T el P [0 s e ] I B Dt el IS (L e S
=TT = n I:'f'dyﬂ_r'}'ae (: ?}f:—r?’ ” + i't " R—2= ) ( P‘FJ. 1".:5?;.‘3 I |. Ij.'r !}il
6

5
Das Trigheitsmoment in Bezug auf die ¥-Achse wiirde werden:

P a] b 5 -".l." "rll I _i_--'i h L 7 “l 1 1 ,.'1 q
‘Jﬁ St D |“I’ =ity ;—_3( i + 'IL+ i) "l'.--—-.')_' _'1'('J"J'l"":'s_r""T"Ju—l)_‘
i
Denselben Formeln gehorchen die Korper, die sich nach der
Methode von Cavalieri aus dem Drehungskorper ableiten lassen. —
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Die Annidherungsformeln geben um so bessere Werte, je mehr
Schnitte man zu Hiilfe nimmt und je weniger Unregelmiifsigkeiten
das Profil i-ﬂf.f'ig‘T'. Als HE'EHEJI'{‘] berechne man das Trigheitsmoment
der in Fig. 98 dargestellten Schiene, deren Malse man zu bestimmen
hat, indem man z B. die Querschnitte fiir 6 Doppelstreifen von gleicher
Breite abmilst.

Fiir rein mathematische Untersuchungen sind die Methoden dieses
Abschnitts unbrauchbar, dort miissen sie durch die strengen Methoden
der hiheren Mathematik ersetzt werden, wenn diese iiberhaupt der
Aufgabe gewachsen ist.
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Anwendung der lemniskatischen Abbildung auf
die Bestimmung polarer Trigheitsmomente und
polarer Momente erster Ordnung.

218) In Nr. 142 wurde eine Konstruktion besprochen, die einen
Kreis in eine Lemniskate verwandelt. Macht man die entsprechende
Transformation mit

allen Punkten der Fig. 162.
Ebene, und trigt })’i

man, um die Zeich-
nung mnicht zu ver-
wirren, das ,Bild“
jedes Punktes in einer
besonderen Zeich-
nungsebene ein, so
ergeben sich fiir beide
Ebenen interessante
gegenseitige Bezieh-
ungen, die einen
eigentiimlichen Hin-
blick in die héhere
Mathematik und in die mathematische Physik geben und auch fiir
den Techniker von Wichtigkeit sind.

Um das Bild P des Punktes ¢ zu finden, hat man die mittlere
Proportionale zwischen OM = 1 und O(' als Winkelhalbierende ein-
zutragen.  Will man mng{alwhrt das Bild ¢ zu P finden, so setze
man auf die Seite OP des Dreiecks OM P das ihnliche Dreieck O P(!

219) Die erste Konstruktion verwandelt den Winkel CO M =@ =2¢
in den Winkel POD —= ¢ = e den Radius OC = R = »* in den

<L F)

Radius OP =V 00 =r = VR
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I Die zweite verwandelt den Winkel @ in 2 ¢, den Radius » m »~ ‘:
! | [Die erste entspricht der Moivreschen Formel :

i VR (cos @ + ¢ sin @) = V'R (cos 1 @+ isin, ), ;
i die zweite der Formel fl
r [r (cos @ + ¢ sin )] = #* (cos 2 12 sin 2¢). |

Wegen dieses Zusammenhanges soll die erste Transformation als die
Abbildung z = VZ, die zweite als die Abbildung Z = 2* bezeichnet
, werden.

it Auf den Zusammenhang mit der Lehre von den komplexen
Grofsen soll hier zu Gunsten der elementaren Darstellung nicht ein- ‘
gegangen werden. Die entsprechende Behandlung findet man in des
Verfassers , Einfithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften®.]

T

Bl S B 4 b

P e -

|

| 99(0)) Zwischen den Polarkoordinaten aller Punkte beider Ebenen, @
‘ von denen die eme die Z-Ebene, die andere die z-Ebene heilst, finden
l
|

BT = amecw =

jetzt folgende Beziehungen statt:
Dem Punkte mit den Koordinaten R und @ (bezw. @ 360°)

entspricht in der Z-Ebene ein Punkt der z-Ebene mit den |
I ; : |

Koordinaten r=}R und ¢ = i_ @ (huzw, @ = 1 D - ]3“‘3);
dem Punkte der z-Ebene mit den Koordinaten » und ¢ (bezw. ‘
g + 180°) entspricht in der Z-Ebene ein Punkt mit den
Koordinaten R=1r" und @ = 2 g.

Dem um den Nullpunkt der Z-Ebene geschlagenen Kreise mit
dem Radius R = ¢ entspricht in der z-Ebene der Kreis r = Ve odex
»2 — ¢; dem vom Nullpunkte der Z-Ebene ausgehenden Strahle von
y (bezw. @ = y | 360°) entspricht in der z-Ebene

4 180°

f
1
i
|
!
-

der Neigung @ —

>

ein Strahl von der Neigung ¢ = oder 2p—yp (hezw. @ =
oder 2 = y -+ 360°).

Das doppelte Entsprechen beim Winkel giebt gewissermalsen
die beiden Wurzelwerte an.
i Umgekehrt geht jeder Kreis der z-Ebene, der mit Radius r =¢
um den Nullpunkt geschlagen ist, tiber in einen Kreis R = ¢* oder

VR = ¢ der Z-Ebene, jeder Strahl, der mit Neigung ¢ = p (bezw.
. - ol . = . 1]

_, -+ 180°) vom Nullpunkte ausgeht, in einen Strahl @ =2y oder 5 =1y.
i S ; ; v an

i Jeder der genannten Kreise der Z-Ebene ist doppelt durchlaufen
zu denken, wenn der der z-Ebene einmal durchlaufen wird, denn der
Winkel 360° entspricht dem Winkel 180°. Die ganze Z-Ebene wird
auf der Halbebene z dargestellt, die zweischichtig mit Punkten zu
bedeckende Z-Ebene auf der ganzen einschichtigen z-Ebene.

B |
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Auf das zweifache Entsprechen soll nur noch aufmerksam ge-
macht werden, wenn es besonders nétig erscheint.

221) Jeder Punktfolge oder Curve der einen Ebene entspricht eine
Curve der andern. In Polarkoordinaten entsprechen einander die
Y |
Curven

f(R,®)=0 und F£[(),(2¢)] =0,
f _I]/:H), {\q_:v) -| =0 und f(r,@)=0.

222) Wichtig ist nun Folgendes:

Jedeni rechtwinkligen Flichenstiicke 4 BC'D der Z-Ebene, welches
von den besprochenen Kreisen und
(reraden begrenzt wird, entspricht ein Yig. 168
rechtwinkliges Flichenstiick 4, B, C, D,
der andern Xbene, und zwar wird
behauptet, bei hinreichender Klein-
heit seien beide ,Rechtecke®
einander dhnlich, 1thre Malsstibe
verhielten sich wie 2p:1, wo

o=04,, also p>= 04 ist, ihre !
Fléachen also wie 49%:1. e
Beweis. Man setze 04, = o, 43 op
eweis. _1.1:1 setze O ,.I[ : 0. //’/
also OAd=¢9% OB,=r, also OB=1r", = = 7 ——
den zum Radius OM =1 gehirigen s
Bogen FE\F, = o, also EF = 2¢,

so dals Bogen 4, D =gpa, AD = ¢*2a¢ = 2 p*« und demnach

I ;F-J 2o 2p
'_I’ }; o oo o=,
it ok
wird. HEbenso wird
4'___\-" T
LG, =ru, DO—r Sasesligte:
folglich
B 2o A
e — — 3
B C T 1

wofiir, wenn die Dimensionen der Rechtecke unendlich klein sind,

also fiir die Grenze r = g zu setzen ist, geschrieben werden kann
B( 20
e - = 1
B G

Fiir die beiden Hugulrfa‘;m]-v 18t also das nhj}_{&‘ Verhialtnis als l'it'.'lit'ig
nachgewiesen.

Holzmitller, Ingenienr- Mathematik, 1. 13
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Ferner ist

By 0, also AB = ¢* o= (r+o9)(r—op),

demmnach
,—_{ j; IV, p'i- [‘JE by ..’_ _: F‘};I | f'--.y . r ’- _;— L}
ll 'H'I . g (j r 0 1

Bei unendlicher Kleinheit der Dimensionen strebt dieses Verhialtnis

20

0 = 0 1 O . [
- oder [ Zu, wie es oben behauptet war.

= I =

der Grolse
Weil bei unendlicher Kleinheit alle Rechtecksseiten sich
wie 2p:1 verhalten, sind die sich entsprechenden kleinen
Rechtecke beider Ebenen als ihnlich zu betrachten, Diirfen
z. B. die kleinen ,Rechtecke“ der einen Ebene als ,Quadrate” betrachtet
werden, so sind auch die der andern als ,Quadrate zu betrachten.
[Nach dem Methodischen Lehrbuch (Teil II, Anhang) erreicht
man diese Quadrateinteilung, wenn die Strahlen unter den Winkeln
27 4w 6 87t
8 e i o i T o

n - i ' T

aufeinander folgen, die Lingen der Radien aber der geometrischen

Reihe

2 47 i, 4 oo B

gehorchen. |

223) In den nebenstehenden Figuren sind die sich gegenseitig ent-
sprechenden Quadratnetze fiir einfache Winkelteilungen 16 bezw. 8
dargestellt, wobei das doppelte Entsprechen klar hervortritt.

Fig. 164

(

." :—:If’ <L
|I \

X

Z-Ebena 2= Eheno.

Die Diagonalkurven der Quadratnetze sind logarithmische Spiralen,
die das Strahlenbiischel und die Kreisschar unter 45° durchsetzen, so
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dals auch die kleinen ,Dreiecke® 4 KB beider Ebenen einander ihn-
lich sind.

224) Bei #hnlichen ,Rechtecken® stimmen die Diagonalwinkel
ebenfalls iiberein, und so schlielst man tiberhaupt, dafs einander ent-
sprechende Winkel (mit Schenkeln von unendlich
kleiner Liinge) beider Ebenen iibereinstimmen, so it
dals die Beziehung eine winkeltreue oder iso-
gonale ist, und dafs unendlich kleinen Dreiecken
der einen Ebene unendlich kleine und #hnliche der
andern entsprechen, kleinen geometrischen Gebilden
ihnliche Gebilde der andern entsprechen. Man sagt,
beide Ebenen seien in den kleinsten Teilen
ahnlich, die Abbildung der einen auf die andere sei eine
konforme,

Wie man nun ein Gemiilde mit Hiilfe eines Quadratnetzes ver-
orifsert oder verkleinert wiedergeben kanm, so kann man mit Hiilfe
der hier besprochenen Quadratnetze zu den (ra‘i}ll den der einen Ebene
mit beliebiger Genauigkeit die entsprechenden der andern Ebene
konstruieren.

Das 1'.mwrn!a{*:unmﬁ.mlmli‘ma ist, wie oben gezeigt wurde, fiir
jede Stelle 29 : 1, wo ¢ den Abstand des kleinen Gebildes der z-Ebene
vom Nullpunkte bedeutet. In der Umgebung des Nullpunktes wird
es zu O: 1, im unendlichen Bereiche zu oo : 1, so dals beide Bereiche
Ausnahmestellung einmehmen. Im Nullpunkte hért anch die ,Ahnlich-
keit“ auf, da dort 2y und y einander entsprechen.

225) In technischer und mechanisecher Hinsicht ist nun
Folgendes von Wichtigkeit:

Jedem Flichenelemente [/ der z-Ebene, welches die Entfernung
¢ vom Nullpunkte hat, entspricht in der Z-Ebene ein solches von

der Grofse 4 ¢*f, jeder Fliche F — :[ der ersteren entspricht also

in der letzteren eine Fliche vom Inhalte F, — §~192f'=4- E,/'Q"’.

Letzterer Ausdruck ist aber das vierfache polare Triigheitsmoment des
Flichenstiicks F' in Bezug auf den Nullpunkt. Folglich gilt der
wichtige Satz:

a) Der Flicheninhalt jedes Gebildes der Z-Ebene ist
viermal so grols, wie das Trigheitsmoment des ent
sprechenden (ebildes der z-Ebene in Bezug auf den Null-

punkt.
226) Jedem Flichenstiick f, der Z-KEbene entspricht ein solches
von der Grifse f— [1, — 11 iy der z-Ebene, wo g, der Abstand
4 p* 4 o, ! &1

12*
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des ersteren Gebildes vom Nullpunkte ist. Jeder Fliche F| ";Zf’;

der Z-Ebene entspricht also eine solche von der Grifse

y Je _._ 1 ﬂl e 2 I8

der z-Ebene. Den .-'-"\um'lrlu_'kzill deutet aber die Mechanik als

das (Newtonsche) Potential der Fliche f;f[ in Bezug auf den
dmm
Nullpunkt. Folglich gilt der Satz:
y) Der Flicheninhalt jedes Gebildes der z-Ebene ist gleich
dem vierten Teile des (Newtonschen) Potentials der ent-
sprechenden Fliche der Z-Ebene in Bezug auf den Nullpunkt.

297 Jedem Kurvenelemente s der z-Ebene entspricht m der
Z-Ebene ein solches von der Liinge 2gs, der Kurve von der Linge

_1 - 1 EL] £ .
2':; also eine soleche von der Liinge No p3i=5 \}' ps 1n der
/ oY L
Z-Ehene. Der Ausdruck > 08 ist aber das P nlu_l'mumt'm: erster Ord-

. R v - B .
nung der Kurve > s in Bezug auf den Nullpunkt. Folglich:
dm— .

¢) Die Liinge jeder Kurve der Z-Ebene ist gleich dem
doppelten Polarmomente erster Ordnung der ‘]]I.HFJH(I'H"IILI[‘H
Kurve der z-Ebene in Bezug auf den \ulllmu]f.l

228) Ebenso entspricht jedem Kurvenelemente s, der Z-Ebene

. ey Sl e | T80 . 2""
der _';‘-Hhmw eimn solehes von l]vl' |.il||$;'r.' e y 80 tli{IH Sy
i e 2V e /
= i 1 & ] oy . . ' .
iibergeht i - N Auch dieser Ausdruck hat eine Potential-
= l 0,

bedeutung fiir ein gewisses anderes Anziehungsgesetz (als das
Newtonsche), soll aber hier nicht untersucht: werden.

Ebenso soll die unter b) genannte Potentialbeziehung erst im
niichsten Bande bei den Potentialbetrachtungen zur Sprache kommen.

Aus diesen Beziehungen ergiebt sich eine Fiille der interessantesten
Resultate, sobald man weils, welche Kurven beider Ebenen einander
entsprechen, denn es werden sich noch zahlreiche andere Anwendungen
fiir die Wiirmetheorie, Elektrizitiitslehre, Hydrodynamik, Kartographie
und Kinematik anschlielsen.

220) Beispiel zu a. Der Halbkreisfliche mit Radius ¢ und
Mittelpunkt O der z-Ebene entspricht in der Z-Ebene ein ganzer
Kreis vom Radius #* und vom Inhalte »'m, folglich ist der vierte
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Teil davon oder rl']:r das Trigheitsmoment des Halbkreises in Bezug
auf den Nullpunkt.

Beispiel zu b. Der Kreisfliiche mit Radius », und Mittelpunkt O in
der Z-Ebene entspricht in der z-Ebene ein Halbkreis vom Radius }/r,

1 ] W T, 7 + c 5
und vom Imhalte & (V)" = %~ Das Vierfache, also 27w, ist

demnach das Potential jener Kreisfliche in Bezug auf den Nullpunkt.
Beispiel zu e. Der Halbkreislinie += der z-Ebene mit O als
Mittelpunkt entspricht in der Z-Ebene eine Kreislinie von der Linge
2(rY)w = 2r’x. Demmnach ist die Hilfte davon, oder »°z, das Polar-
moment erster Ordnung der Halbkreislinie vom Radius » in Bezug
auf den Nullpunkt.
Jetzt einige Aufgaben iiber das gegenseitige Entsprechen von

Kurven.

230) Aufgabe. In der Z-Ebene sei das von horizontalen
und vertikalen Geraden gebildete Quadratnetz gezeichnet.
Welches Quadratnetz entspricht diesem in der z-Ebene?

Auflésung. Der Geraden X = a oder I cos @ = a entspricht
die Kurve »*cos 2¢p = a oder #*(cos® ¢ — sin® ¢ ) = @ oder 2* — y* = q,

oder

5 @

e i e !

| |1'Je‘r * (Y a 2

Dies ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, die durch die
Punkte + Va der z-Achse geht.

Der Geraden ¥ =054 oder Rsin® = b entspricht die Kurve

P sin2¢ —Db oder 2rsingr cosp =>= oder 22y — b, wofilr man

schreiben kann
; h
xY ==

Dies ist eine gleichseitige Hyperbel mif dem konstanten Asymptoten-

) i . . 0
rechteck —, deren Asymptoten in die #- und y-Achse fallen.

Sind die Geraden der Z-Ebene der Heihe nach

J\(' —— f}. a, 2{!" :'_;(.-‘., -1”,"'
Y=20, s 2, 9, -lﬁl_---j

so gehen die Hyperbeln auf der X-Achse bezw. der Geraden von
der Neigung 45° durch Punkte, die von O die Abstinde

v, V;r“l’-? 5'2 EE’? .i"f?‘_"_"" !";"1 (g Ex e

haben, und es entsteht ein quadratisches Netz.
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Jedes der hyperbolischen Quadrate der Fig. 168 hat in
1
s

Bezug auf O das polare Trigheitsmoment 7, =
Jede Quadratseite der Z-Ebene hat die Linge 1, folglich:

Jede Seite der hyperbolischen Quadrate hat in Bezug
|

auf den Nullpunkt das Polarmoment erster Ordnung M, =

232) Aus den.Beziehungen X =2 — %* und ¥ = 22y folgt
ferner der

Satz: Jeder Kurve f(XY)=0 der Z-Ebene entspricht in
der z-Ebene eine Kurve f|(a* — ¥*), (2ay)] = 0.

Da aus jenen Beziehungen folgende sich ergeben:

VX F T4 X e g T
g 0ty Pl ,

so folgt der entsprechende
Satz: Jeder Kurve f(azy) =0 der z-Ebene entspricht in
der Z-Ebene eine Kurve

},[ l f l;_.l,-_- —_ z + X -I:I,f’ Y X _]_'j_* — X] Sy

2

233) Aufgabe. Was entspricht der Geraden

L. 4 = tan
X TS S . o
durch den Punkt a der Z-Ebene?

Auflésung. Ihr entspricht die Kurve

2ay i g 2
=3 3 =t
S —=if ==

= oder z* — ¢* — 1%y = a.
Setzt man zugleich — z und — ¢ statt 2 und y em, so #ndert sich
nichts, so dafs es sich um die Mittelpunktsgleichung eines Kegel-
schnitts handelt, der, weil er unendlich ferne Punkte enthalt, eine
Hyperbel semm mufs. Nun lic‘c___a;{:n aber die unendlich fernen Punkte
der (leraden auch von O aus gesehen in den Richtungen « und
« -+ 180°% folglich die der Hyperbel, von O aus gesehen, in den

Richtungen % und ;—|—E]H"_ Dies sind also die Asymptoten-

5
richtungen, und da sie auf eiander senkrecht stehen, handelt es sich
wieder um eine gleichseitige Hyperbel.

Folgerung: Jedem schrigen Quadratnetz in der Z-Ebene
entspricht ein schriges Quadratnetz gleichseitiger
Hyperbeln.
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R AED, Ferner: Die iso-
: v gonalen Trajekto-
A rien jeder solchen

gt Hyperbelschar
/ i e sind - wiederum
- o £ gleichseitige Hy-

3 —— Y perbeln.

T 4 234 ) Fiir jede solche
I'l / Hyperbel besteht eine
III _ wichtige =~ Winkelbe-
ik | ziehung. Verbindet
\ \ man nimlich einen he-

S liebigen Punkt P der
Kurve mit den Schnitt-
punkten - J'a auf der X-Achse, so folet fiir die Neigungswinkel 9,

1

und 8, der Verbindungslinien p, und p, Folgendes:

CP Yy q, cr ¥
tan &, — i T tan 4, - T e Vo
tolelich
1y ; i
| tan 4; - tan 4, at—Va oz +Va 2ay
tan (& + ;) = 1 — tan @, tan 8, | yes Ik Andead - yi—a

r—Va x-+Va

Nach Obigem ist aber letzteres gleich 4 oder gleich tan «, es folgt
also
tan (&, 4 9,) = tan ¢,
folglich auch

gy T+ dy=u.

Also, wenn man die Geraden p, und p, als Radii veetores (nicht mit
den gewdhnlichen Brennstrahlen zu verwechseln) bezeichnen will:

Fir die gleichseitige Hyperbel ist die Winkelsumme
der Radii vectores konstant.

Jetzt kann man sich kurz foleendermalsen ausdriicken:

Der Geraden ® — p durch den Punkt a der Z-Ebene
entspricht die gleichseitige Hyperbel &, + #, = y durch die
Punkte - }/a der #-Ebene.

Dem Strahlenbiischel durech den Punkt o, dessen
Neigungswinkel durch 0, ¢, 2¢, 3e, ... gegeben sind, ent-
spricht ein Biischel gleichseitiger Hyperbeln durch die
Punkte -+ Va, deren Winkelsummen (#, + &) nach derselben
teihe aufeinander folgen.
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235) Aufgabe. Was entspricht dem Kreise B =¢ um den
Punkt ¢ der Z-Ebene?
Auflésung. lhm entspricht, da sich statt B = ¢ auch (X — a)*

+ Y*® = ¢® schreiben lifst, nach Nr. 232 die Kurve

(@ —y—aP+ Lay)r==

deren Gleichung sich folgendermalfsen umformen lafst:

- —|— ‘f_!'l HEE 2 .";:y_" — 2 ax® —{— 2 nfli,"" + i r_:"',

:.\7'2 —|r'— f;"l —I— a -!-"I — l H.'.f'j = €7,

B+ tat2zVa)z?+ 9P +a—22Va)=¢

Verbindet man aber wiederum einen Punkt P der Kurve mit den
Punkten - Va, so gilt fir die Verbindungslinien
p=@—Va)+y =24y +a—2zVa,

30 e i o AN ik
Pi=(o+Va) +¢ =o' +o +at+20Va

Demnach liifst sich die Kurvengleichung auch schreiben als p; p, = ¢, oder
endlich als
Fig. 170,
PPy = C. ,
Dies ist die bekannte
Gleichung der Lemnis- o
ftaten zweiter Ord- o /

nung oder Cassinischen el o p/
Kurven, zu denen auch 2= /
die in Nr. 142 besprochene __,— T
oleichseitige Lemniskate e i
gehirt. Die Punkte + J/a
heilsen thre Brennpunkte,
die Geraden p, und p, ihre |
Brennstrahlen. Also:

Jedem Kreise R=¢ um den Punkt ¢ der Z-KEbene ent-
spricht in der z-Ebene eine Cassinische Kurve p, p, = ¢ mit

I
den Brennpunkten + Ja.

Folgen die Radien der Kreise der Grifse nach folgendermalsen
aufeinander:

B s L eI G S

so folgen die konstanten Produkte p,p, nach derselben Reihe auf-

einander.
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236) Folgerung: Ist in der Z-Ebene eine Kurve in Polar-
koordinaten in Bezug auf den Punkt a durch die Gleichung
f(R, ®) =0 gegeben, so entspricht ihr in der z-Ebene eine

Kurve von der auf - J/a bezogenen Gleichung

Fl(pipy), (8 +8,)] =0.
Die Variabelen (p,p,) und (8, 4 9,) sind die zuerst von Lamé auf-
gestellten lemniskatischen Koordinaten, deren Anwendung fiir die
mathematische Physik von grofser Bedeutung ist und viele Rechnungs-
erleichterungen giebt.

237) Aufgabe. Es soll bewiesen werden, dals alles, was vom
Punkte a gesagt ist, auch von jedem beliebigen Punkte mit den
Koordinaten @ und & gilt.

Die Ausfithrung ist nur eine Wiederholung der obigen Rechnungen.

238) In Fig. 161 und 162 ist das gegenseitige Entsprechen in
Bezug auf den Punkt a dargestellt (O = a). Dem Quadratnetz
der Polarkoordinaten entspricht das Quadratnetz der lemnis-
katischen Koordinaten.

[ / [“’
| | &y
i & i

\
o ) o
“\-""--J \ -

Z-Ehene,

259) Aufgabe. Wie grols ist das polare Trigheitsmoment
fir die halbe Lemniskate, fiir jede halbe Cassinische Kurve,
fiir jeden hyperbolischen Sektor einer solchen u. s w. in
Bezug auf den Nullpunkt?
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¢ mit den
e . 1 J.I'“- ‘ - - .
Brennpunkten -}~ }/¢ entspricht ein Kreis R =¢ um den Punkt e

Auflésung. Der gewiohnlichen Lemniskate p, p, =

Fig. 172.

s - Ebene

o o ; . : o, 4 e . :
Sein Inhalt ist ¢*a, folglich ist i das gesuchte Trigheitsmoment der
halben Lemniskate. Ebenso ist fiir die zugehdrigen konfokalen (assi-

£

L
. = S . i “1
nischen Kurven p, p, = ¢; das Trigheitsmoment 7, = 3
2
T : = ; . Gr s
Fiir jeden der gezeichneten Kreissektoren ist F'= —-, folglich
3 - & g I.Tﬂ' ]
fiir jeden der hyperbolischen Lemniskatensektoren 7, = i Fiir
jeden Kreisring ist F'= =z (¢ ﬁ-;)j folglich fiir jeden halben lemnis-
2 AR T N | T e g i O '.3_ )
katischen Ring 7, = - (f . }

240) Aufgabe. Wie grofs ist das Polarmoment erster
Ordnung der lemniskatischen und hyperbolischen Kurven
in Bezug anf den Nullpunkt?

Auflssung. Der Lemniskate p, p, = ¢ mit den Brennpunkten
-+ Ve entspricht ein Kreis vom Umfange 2¢x. Das Polarmoment
der Halblemniskate ist halb so grols, also gleich ex. Fiir jede
konfokale Cassinische Kurve p, p, = ¢, ist jener Kreisumfang gleich
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2¢m, also das Polarmoment erster Ordnung der Kurve gleich ¢ .
Der Hyperbel von p, p, = 0 bis p, p, = ¢ entspricht ein Kreisradius

e . g M 5
von Linge ¢. Demnach ist . das Polarmoment erster Ordnung des
genannten Hyperbelbogens in Bezug auf den Nullpunkt.

241) Aufgabe. Welche Kurven entsprechen den logarith-
mischen Spiralen R = ¢k? in Bezug auf den Pol a?

Auflosung. Die isogonalen 'f']“;]jv]{i-ur'hln der konfokalen Lemnis-
katenschar erhalten die Gleichung

93

py By = clht e,
Sie sind als Diagonalkurven in das Netz ihnlicher ,Rechtecke® leicht
eimzuzeichnen. Den elementar abzuleitenden Eigenschaften der loga-
rithmischen Spiralen entsprechen solehe dieser neuen Kurven.

242) Aufgabe. Welche Kurven entsprechen den Geraden

E1E Sk & =—a oder r cos & = a und

y=>0 oder »sin® =10 der
z-Ebene?

Auflésung, Die gesuchten

Kurven haben die Gleichungen

| eSS

3 e
e @
oder VR cos — = a,
1 - cos @ i
oder R—T"—=q°
und
' YXEL Y —X
- b,
. &
oder VR sin - =10,
= | cos @ =
oder g A e L2

Dies sind wiederum Kegel-
schnittgleichungen, und zwar
Brennpunktsgleichungen von
Parabeln, wie man erkennt,
wenn man bei einer davon durch
Koordinatenverschiebung nach a?
die Scheitelgleichung bildet.

AN

Z=Ebene.

Folgen in der z-Ebene die beiden Schaaren von Geraden in den
Abstinden
i t] s 13 ] B o
0, +a, + 2a, + 3a, 4 4a,
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aufeinander, so schneiden die Parabeln der Z-Ebene Fig. kit
die X-Achse an den Stellen |

0, 4+ a* 4 4a°, 4 9a%, 4 1647

_l.‘

N

die Y-Achse an den Stellen

, g s
0, | 2a?, - 8a® - 1847 -|- 824% - 7 n|
243 ) Bemerkung. Die schraffierte parabolische
Fliche hat, wenn 04 = 1 ist, den Inhalt i
i — [“? folglich hat das Rechteck D BC in Bezug auf O das
polare Trigheitsmoment : - [Probe:
G+5)+6 1 2=G+o+i—75]

Allgemein handelt es sich bei der Parabelfliche durch + ¢* um

T 2 f a1 o 16 o = . : 1 L
den Inhalt 3 (2¢°) (4a*) = 7 a’, also bei dem Rechteck von der
0 s - 4 iy g
Breite @ und. der Hohe 2a um - a® = T,.

r

244) Die Parabel hat nach dem Methodischen Lehrbuch, I1TI, Sehluls-
seite, von B bis D die Liinge £ [)/2 4 1g (1 4+ ¥2)] = 1,1478 p.
Ist also 04 = a® und BD = p = 4a” so handelt es sich um die
Lénge

2a® [1V2 4 lg (1 4 J/2) = 1,1478 . 442

Halb so grofs ist das Polarmoment der Fig. 175

Geraden von Liinge BD=2a (Fig. 174)
im Abstande @ von O, also gleich

e 4 O | 3
a® 2 4+ lg (1 + y2)| + b
i ) 0 o 5 R = ' | :
= 1,1478 - 2a® = 2,2956 a*. : _ | 5
Denkt man sich jetzt die Linge 2¢ und {J'!-----::'":'—':if—';'"
hstand veranderlich als 2% bozw. 2 e
den Abstand veriinderhich als 2z bhezw. x, UMt
g0 hat man im letzten eine Querschnitts- il e
formel - Ul
o 5 f ~ /5 T /4
g =22 [YV2 +1g (1 + V2) D 1

fiir ein Dreieck 0AB in Bezug auf O.

(Fig. 175.) Fiir dieses ganze Dreieck ist also das Polarmoment
erster Ordnung nach der Schichtenformel

1,1478 - 228

M=% V2 +1g(1 + V2)] =55
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fiir das Quadrat 4 BCD mit Basis 22 ist also in Bezug auf O

M, 43 V2 +1g(1 4 ¥2)] = ‘i .1,1478

3,0608 2.
Dreht sich das Quadrat in seiner Ebene um O mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit &, so ist demnach die mittlere Geschwindigkeit
Mg — Y2 g (14V/2)] 0 = I 1147820 —0,765249,
also ist der Radius der mittleren Geschw indigkeit

o = U, (bd2x

Dies 18t zugleich der mittlere Abstand siimtlicher Punkte der Quadrat
fliche vom Mittelpunkte.

245) Damit ist zugleich der in Fig. 153

dargestellte Diagramm
kérper berechnet.

Sein Inhalt ist fiir 2 — °

-

e ; - 1,1478 b° s
M, === lJ02 - 1g{ 1 V2) — 57— — 0,5826 %

i & /1 a1/ 1 P 7
Der ganze Rechteckskorper hat den Inhalt 2. b |/ - =1/ - — 07071 H°
der innere, trichterfirmige Raum also ist

;3 l’f L

M, = 0,7071 1* — 0,3826 3% — 0,3245 b*

Der auf der Spitze stehende Kegel hat die Hihe & lrli und den
: 1/
Radius b}/ =, also den Inhalt

b - * 1 i s s

‘)"f L [/ L = ‘: lff — 00,7071 (,-r: = 00,3702 3,

5 3 5 ; 5 ) )

Von ihm sind vier gleiche hyperbolische Teile abgeschnitten, deren
Gesamtinhalt ist
i'l,:i:'r-lllf’l I Ij 1 ,U, 3 35 [_ﬂ"]- T 1 ;i! _f:= 023709 0 :'r.)_l_;'
Bk s (b TR J’.)Z i WG T _‘%_i- p=0 MYy illa — U, 0a3d )
— 0045713,
so dals jeder Abschnitt fiir sich den Inhalt 0,0139#® hat.
Damit ist iiberhaupt gezeigt, wie hyperbolische Abschnitte solcher

Art zu berechnen sind.

246) Aufgabe. Das Polarmoment erster Ordnung fiir das
Rechteck mit den Seiten 24 wnd 26 zu bestimmen.

Den Geraden B und C'B der z-Ebene entsprechen nach Nr. 242
Parabeln von den Gleichungen
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Fig. 176.

VXE+ Y24 X =242
und
VYXEL-LPr—_X-—99
aus denen durch Subfraktion folgt
2N = 2¢q% — 2p°
i'!ll_l_"i'
X =a*— P,

durch Addition dagegen

2YX?+ Y2 =2 (a+ 1?)
uti:_"r'

R=VYX*+ Y:=a®+ b

so dals Z-Ehone.

T ]-/;Tfi' B 'l__f[H_"—’ ey a? — b¥)? = 'I,*".'_| a?h? = -+ 2ab.
Nach dem’ Methodischen Lehrbuch, III, Schlufsseite, ist die Parabel-
linge AB fiir gegebenes ¥ Fig. 177,

~ Y s Y 4 Vp' F T¢
s =3, VP + P4 pig—TFE ]
] : 1 - !i L
also fiir p = 2¢* und ¥ = 2ab der ganze Bogen

L —

B = 2% Via* + &ab?

+ 2a? g 2ab 4 Via* 4 4a®h®

o] 2t

oder : -Ebene.

I

fﬁ)’ = 2} ._[.-’ffff + ;’f‘; —I— f:!:" |g’ Y _I— |"(f.”

({3

Demnach ist das Polarmoment der Geraden HB halb so grols, nimlich

et 3 b-1a® -+ B2
M, = bY@+ 5 + arag 2TV +
T i o b
— at a1 e P TF ! : )
a [” l s L S ]t‘-{ [ @ F 1 ) l

oder

M, — a? [tan B1/1 + tan® B -} “Ig (tan g 4 }/'1 4 tan® g)].
Setzt man nun @ verdnderlich gleich z, so folgt fiir das Dreieck
OB H in Fig. 177 nach der Schichtenformel

o}
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M, = ,;. [tan /1 - Eafngﬁ i (tan ﬁ + V1 -+ tan® ﬁ ]

2ot

Z-Ehena,

Fig. 179,

| 1

_}1
.
%
£~ Ehene.
f v '}

Bl 8 'l i
: ;Lﬂ V“- - 1 i 1 J | — 8a @ :]

s b+ H"I—:— E

P‘] ; - = :
Va? _{_E}_ + - ]-f—’f S ) e S

o (L

Das Dreieck OBD giebt {‘TI‘L-HIH‘L'L;II[‘IIIJ

{ a® - h*
M, — = Vu -+ 3* % AL 5 I'i_ =0
also wird fiir das :___fi_*.\'tiiili’&‘ Rechteck HBD F
M Syt g8 o 2 g, O Y
] £ 3 ) i
2b° 10 Yot b
F R e

Der Radius der mittleren Geschwindigkeit er-
. : My i
giebt sich aus 5= 1.y Auch die betreffenden

Kegelabschnitte sind leicht zu berechnen.

247) Bemerkung. Die Parabelfliche 4 B
in Fig. 176 hat, da Z0 — p2- a®, also ZA = b?
ist, den Inhalt > 4ab. b — 1 ab®. Der vierte Teil
dayon, ; al?’, ist das polare Triigheitsmoment der
hyperbolisch begrenzten TFliiche 4 HBZ der
z-Ebene, fir die 07 = Vb — a® ist.  Die
Gleichung der Hyperbel in Fig. 177 ist also

Y —a = b — 4

248) Aufgabe. Das polare Tri igheits-
moment des Segments der gleichseitigen
Hyperbel in Fig. 179 zu berechnen.

Reicht das Il\]}uh{ Isegment von 1 bis a,
so entspricht ihm in der Z Ebene (Fig. 178) ein
Pars abelsegment, von 1 bis 11_~1(hmnl. Aus

(a® 1):a0° = ¥2: 444
oder

Y:2a2 = V.rs'-' — 1:a
ihigt‘

Y = 2¢ }"fr:'-' —1,

das P:lra-bu]segnwnl- wird also

. :4]:3

3
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Demmnach ist das polare Triigheitsmoment der Hyperbelffiiche

]

e (a0t 1) 2

In Bezug auf die Gleichheitsachsen & und % wird
?.: = ?”J: = -, ||'."2 — Ii!,

Da nach Nr. 178 M:, berechnet werden kann, so lifst sich auch
T. und T, hestimmen.

249) Aufgabe. Was entspricht dem Kreise » — ¢ um den
Punkt a der z-Ebene?
Auflosung. Die Gleichung des Kreises Lilst sich schreiben als

5 SRR o N I el S R o
(& —a)f 4y =c¢ oder 2°+f+y 2ax 4+ a® = ¢

reht iiber in

Dies g¢

S ”:i = piZ

9y l y X .j)'ﬂ +X

L2
]

oder in

— = /- Xe 1 Yo | Y
ir" Xz —| e e b l } ! 5 ! @ =c,
oder auch
; E-- R cos @& 5 =
— 2 ] ] : 2 + @ = ¢
oder
) =7 q] S =
1) R—2a ].-f_.-'g + COS - 07 = ¢~
Ist dabei @ = ¢, so entsteht die emfachere (xleichung
X5 ¥2 —="2a%( J,f";\""' + ¥* 4 X)
oder
R* = 2a* (R + R cos @)
oder
el ros @ 5 g D
2' J“= -l--f{.' - =8 == -l—re" GOS8~

Dies ist die Gleichung der Cardioide, die allgemeineren Kurven 1)
mogen daher als cardioidische Kurven bezeichnet werden. Sie
kommen spiiter noch einmal als c¢yklische Kurven zum Vorschein.

250) Aufgabe. Den Inhalt der Cardioide zu berechnen,
deren Grundkreis den Radius 1 hat.

Holzmilller, Ingeniour- Mathematik. T, 15
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Hig: 180. Auflésung. Der entsprechende
Y Kreis der z-Ebene hat in Bezug
auf O das Trigheitsmoment

folglich ist der Inhalt der Car-
dioide das Vierfache davon, d. h.

F— 6.

251) Aufgabe. Wie grols ist
die Fliche zwischen dieser
Cardioide und der symme-
trisch teilenden Parabel?

Auflésung. Der schraffierte
Halbkreis hat fiir O das Triig-
heitsmoment

(o 8 / 4r\2pig
el il
k b7 e
also fiir » =1
Fig. 181. 737
e ST
¥
folglich ist die gesuchte Fliche
, :
D I*T_ :;ﬂ'.' + |::.:l'
Der Rest ist
0

bx — {;55:7, - “’J = Fm 2.

So kann man jeden der entsprechenden para-
bolischen Sektoren der Cardioide berechnen.
[Setzt man den Umfang der Cardioide, 16,
also hier 16, als bekannt voraus, so folgt das Polarmoment erster Ordnung
der Kreislinie vom Radius » = 1 in Bezug auf seinen Randpunkt O
2

16 - ; ! 16 ) r - o '
als | = 8; allgemein als - !’, — = 8r fiir den Kreis vom Radius

Vr, also 8¢ fiir den Kreis mit Radius g.]

Weiteres iiber diese Kurven siehe in des Verfassers , Einfiithrung
in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften”. Noch sei
bemerkt, dals man auch bei Spiralensektoren der Lemniskaten die
Triigheitsmomente sofort hinschreiben kann, ebenso die Polarmomente
erster Ordnung fiir die Bogen der lemmiskatischen Spiralen, wozu
man nur die logarithmischen Spiralen der Kreisschar vergleiche.
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252) Aufgabe. Symmetrische Brennstrahlsektoren der
Parabel zu berechnen.
Das polare Triigheitsmoment des Dreiecks in Bezug auf O ist

. o (4

B i -2 tan = ot tan =

[ .*}H:'I—-I— LR = D2 | . _:" i H{E — =) ,‘:’ Lt “—J.ﬁ_ 3
w1267+ b%) s ’71 2a°+4a® tan® - g } - tan®

Folglich ist die entsprechende o

1 an =t Pig. 182,

Fliche der Parabel das Vier- Fig. 188,
fache, ndmlich :
- ; \
LA B B e g @ |

50 tan — | 3 4 tan® 5 J : a

(Probe: fiir ¢ =900 entsteht : o A

ki< I des Rechtecks A BCD, / |

wo 04 =ga°> 0D =2a" ist.) ™

253 ) Bemerkung. Vergleicht G
man die Gleichungen der Lemnis-
kate und der gleichseitigen Hy
perbel in Polarkoordinaten, so _
erkennt man, dals die Lemnis- ey
kate die reciproke Kurve
der gleichseitigen Hyperbel ist. Die Transformation der Figur 184,
in der Kreis und Gerade 4B von O aus gerechnet reciprok sind,
mittels der Funktion Z = }/z, giebt b
den Beweis dafiir, denn dabei ver- K |
wandeln sich Kreis und Tangente in '
Lemniskate bezw. Hyperbel.

Transformiert man dieselbe Figur
mittels Z = 2°, so gehen Kreis und
Tangente in Cardioide und Parabel

iiber, und so folgt, dals die Cardioide
reciproke Kurve der Parabel in Bezug
auf den Brennpunkt ist.

Weil das Inversionshild eines
Kreises stets ein Kreis ist, so ist das
Inversionsbild jeder Cassinischen Linie

vom Mittelpunkt aus stets eine Cassi-
nische Linie, das einer cardioidischen
Kurve in Bezug auf O stets eine car-
dioidische Kurve. Dem Sonderfalle der Geraden entsprechen die
Sonderfiille der gleichseitigen Hyperbel und der Parabel.

18*
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Transformiert man das System der confokalen Lemniskaten und
der orthogonalen Schar gleichseitiger Hyperbeln noch einmal mittels

der Funktion Z = }/z, so entstehen Lemniskaten 4ter Ordnung von
der Gleichung p, p, p,p, = e und Hyperbeln 4%t Ordnung von der
H|r']'t'|]u1]g' &y + &y + By -+ &, = p, die ebenfalls fiir die Festiokeits-

lehre von Bedeutung sind.

204) Als Gesamtresultat des Obigen kann man fiir die Theorie
der Polarmomente 1** und 2'" Ordnung Folgendes hinstellen:

a) Kennt man den Inhalt einer Fliche, zu deren Be
grenzung erade, Kreise, Parabeln, ecardioidische Kurven,
gleichseitige Hyperbeln, Lemniskaten 2% Ordnung im Sinne
der obigen Darlegungen gehoren, so kennt man fiir die
durch # —=)Z% entstehende Fliche, die beziiglich von gleich-
seitigen Hyperbeln, Lemniskaten 2% Ordnung, Geraden,
Kreisen, Hyperbeln 4% Ordnung, Lemniskaten d4ter Ordnung
begrenzt ist, das polare Trigheitsmoment in Bezug auf den
Nullpunkt.

b) Kennt man umgekehrt das Triigheitsmoment der
letzteren Fliche in Bezug auf den Nullpunkt, so kennt man
aunch den [nhalt der ersteren Fliche.

¢) Kennt man die Peripherie der ersten Fliche, so kennt
man das Polarmoment 1* Ordnung fiir die Peripherie der
zwelten Fliche.

d) Kennt man umgekehrt das Polarmoment 1% Ordnung
tiir die Peripherie der
der ersteren Fliche.

etzteren, so kennt man die }'1-1'i]'r[] erie

255) Physikalische Bemerkungen zu den behandelten
Kurvensystemen.

Um fiir die besproehenen Kurvenscharen zu imteressieren, migen
einige physi

calische Bemerkungen iiber dieselben eingeschaltet werden. *)
a) Fig. 168. Stromt lings der Koordinatenachsen Elektrizitit kon-
stanter Spannung in die leitende Platte ein, die unbegrenzt zu denken
ist, und wird die Elektrizitit in unendlich grolser Entfernung auf den
Winkelhalbierenden abgeleitet, so ist die eine Hyperbelgruppe die der
Ptromungslinien der Elektrizitiit, die andere Gruppe ist die der Linien
gleicher Spannung, sobald der stationiire Zustand eingetreten ist.

) Die Bemerkungen in den eingeklammerten Abschnitten sind nur fir vor
geschrittene Leser bestimmt. Sie mogen als eine Hindeutung darauf, dals es
noch héhere Gebiete giebt, aufgefalst werden, Dort kommt die hohere Analysis
zur Geltung, die im Anfange des Studinms noch entbehrt werden kann.
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An Stelle der stationiiren Elektrizitiitsstromung kann man eine
stationiire Wiirmestromung setzen. Die Stromlinien behalten dann
ihre Bedeutung und die Spannungscurven werden Isothermen. Solche
Kurvensysteme bezeichnet man daher als isothermische Kurven-
systeme.

Erkennt man die Forchheimersche Theorie der Grundwasser-
stinde fiir gleichmiilsig durchlissiges Erdreich als richtig an, so gilt
von der Figur 168 Folgendes: Man denke sich die Koordinatenachsen
als sehr weitgehende Sickerschlitze, die energisch ausgepumpt werden,
dann geben die einen Hyperbeln die Stromung des Grundwassers an,
die andern die Niveaukurven des Grundwasserstandes. Durch die
einzelnen . Quadrate® flielsen dabei stets gleich grolse Fliissighkeits-
mengen, sobald nur das Niveau in den Schlitzen als iiberall gleich-
miifsig betrachtet werden darf. Man vergleiche auch die Theorie des
Helmholtzschen Geschwindigkeits- Potentials.

b) Fig. 172. Man denke sich die Brenmpunkte der konfokalen
Lemniskaten als Einstrémungsstellen konstant gespannter Elektrizitit
in die chene Platte und den unendlich fernen Bereich derselben als
Ausstrémungsstelle, dann ist das Biischel der Hyperbeln das System
der Stromlinien, withrend die Lemniskaten zweiter Ordnung die Linien
konstanter Spannung sind. Beziiglich der Wiirmestromung und der
Grundwasserbewegung findet Analoges statt, wie vorher. Ubrigens

o}

lassen sich die Stromlinien und Spannungskurven bei geeignetem
Arrangement mit einander vertauschen. MM, und das Lot in O sind
dabei als Einstromungslinien, die beiderseitigen Fortsetzungen nach
aulsen als Ausstromungslinien zu betrachten.

Hat man ein Gefils, dessen Gestalt die iufsere Lemniskate
der Figur 172 ist und denkt man sich den Boden an den Brenn-
punkten durchbohrt, so hat man ein angenihertes Bild von
dem Gange der Stromlinien und Niveaukurven unter Voraussetzung
niedrigen Wasserstandes und Konstanthaltung desselben am Rande
des (efilses.

Denkt man sich eine elastische Platte von der Form der iulseren
Lemniskate der Figur 172, die lings des Randes horizontal aufliegt
und in den Bremnpunkten gleich stark helastet wird, so hat man
unter gewissen theoretischen Voraussetzungen ein angenihertes
Bild von Biegung der Platte, und zwar kann man mehrere Theorien
aifstellen. Nach der einen wiirden die Lemniskaten Niveaulinien sein,
die Hyperbeln Linien stiirksten Gefilles. Nach einer andern wiirden
die Lemniskaten Linien fiir konstante Werte einer Funktion der
arifsten Biegungsspannung sein, woraus sich Entsprechendes iiber
die Kriimmungsradien aussagen lassen wiirde. Damit soll iiber die
Richtigkeit solcher Theorien nichts behauptet werden. Ls steht zu
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vermuten, dals eine Reihe von Physikern ihre Theorien der Lehre
von der konformen Abbildung geradezu anbequemt haben, so dals
an Stelle ihrer Hypothesen eine einzige gesetzt werden kénnte, welche
die Erhaltung der Konformitit und der unendlich Kleinen Quadrate
bedeutet. Dies diirfte z. B. bei der Forchheimerschen Theorie der
Grundwasserstinde der Fall gewesen sem, ebenso bei der Theorie
frerer Ausflulsstrahlen von Helmholtz und Kirchhoff.

Zu Fig. 180 lifst sich beziiglich der Parabeln und cardioidischen
Kurven Entsprechendes aussagen, nur tritt fiir die aulserhalb der
Cardioide liegenden Isothermen die Unbequemlichkeit ein, dafs man
sich die Ebenen doppelt bedeckt denken mufs.

Auf kartographische und andere Deutungen soll hier nicht ein-

gegangen werden, auch nicht auf den schwierigen Fall der Torsions-
probleme nach 8t. Venants Theorie, auch nicht auf gewisse Probleme
der Kapillaritit.)
[266) Die reiche Anwendbarkeit der Transformationen Z — +* und
2 =VZ auf die Lehre von den Polarmomenten 1ter ynd ter Ordnung,
von der Flichen- und Bogenberechnung, von der Elastizitiit, von den
stationiren Stromungen der Elektrizitiit, der Wiirme, des Grundwassers
und der Fliissigkeiten iiberhaupt, auf stereometrische Berechnungen
u. dgl. sollten die Ingenieure veranlassen, sich in héherem Girade mit
der Lehre von den konformen Abbildungen zu beschiiftigen.

Es wird gestattet sein, aulserhalb des Zusammenhanges auf einige
besonders wichtige Anwendungen der Abbildungslehre hinzudeuten.

Die Abbildungen

. 1 - =+ bz [ l
Z=-, Z=7"— (2B Z—

nr,.l.'

[}

=

sind identisch mit der Kreisverwandtschaft von Mobius. An den
entsprechenden Kreishiischeln und Kreisscharen hat Kirehhoff zuerst
die Theorie der stationiiren Elektrizititsstromung erértert, Thomson

5

zuerst die Theorie der elektrischen Bilder erliutert. An die A bbildung

Z = - lassen sich gewisse Gravitationsprobleme anschliefsen.
Die Abbildung
I{ P f- ";— J

fithrt auf die wichtigen elliptischen Koordinaten (Fig. 207) und wurde
zuerst von Prof. B. Heine physikalisch verwertet. Die erste Ein-
fihrung der letzteren verdankt man Jacobi. :

Durch die Abbilding Z — z* bezw. 2 — VZ lernt man die
Lemniskaten und Hyperbeln snter Ordnung kennen, die ebenfalls in
physikalischer Hinsicht von Wichtigkeit sind.
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Die Abbildungen
Z=V1—¢, Z=sinz, Z=—0082
fithren auf die zuerst von Lamé behandelten lemniskatischen Koor-
dinaten, die oben eingehender besprochen wurden.

Die Abbildungen Z =lgz und z = ¢? geben den Zusammenhang
der Mercatorkarte mit der Polarkarte von Hipparch und Ptolemiius,
erleichtern die Theorie der logarithmischen Spiralen und lassen im
Anschlufs an Burmesters Untersuchungen kinematische Deutungen
su. Auch Gravitations- und Potentialprobleme lassen sich anschliefsen.

Ganz neue Bereiche des mathematischen Denkens werden durech
die Abbildung mittels der elliptischen Funktionen Z — sin am 2,
7 — cos am ¢ und Z = 4 am g erotinet, durch deren doppelt-
periodischen Charakter die Moglichkeit erdffnet wird, die ganze
Ebene auf ein Rechteck konform zu iibertragen.

S0 ist z B. im Anschlufs an Jacobi, Schering und Schwarz
durch Peirce gezeigt worden, wie man im Stande ist, die Kugelober-
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fliche mit dem Netz der Meridiane und Parallelkreise auf der Fliche
emes Quadrates darzustellen. Die Unste tigkeitspunkte sind geschickter
Weise in den Ocean verlegt worden. Der ";rfluirn erscheint als Quadrat.
Die symmetrische Fortsetzung der einzelnen Oktanten 1Lifst zwanglos
die doppelte Periodizitiit erkennen. Aus geographischen Griinden ist
in Figur 185 nicht die Einte tlung in kleine Quadrate gewiihlt, sondern
die Einteilng in Rechtecke, die, wie auf dem Globus, nur in der
Nihe des ’u[aa.ttnh qll.lr;t itisch erscheine n, dagegen nach den Polen hin
das Verhiilltnis der Linge zur Breite gesetzmillsio zunehmen lassen. #)

Fig. 186

D ! 7

Die entsprechenden physikalischen Deutm ngen sind leicht im

Anschluls an die .(n:utnunn des Gradnetzes zu oeben,
Es handelt sich z B. um Einstromung der Elektrizitit oder
Wiirme in der Mitte, _-‘\11.»'><i'i‘i'mj|n|lr_:' in den Eckpunkten 4, B, (! und D.
Die Figuren 185 und 186 sind nach einem Cliché angefertigt worden,

welehes von Herrn Prof Adr. Guébhard in Paris freandlichst zur Verfiigung
gestellt wurde.
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Denkt man sich das Quadrat 4, B, C, D, aus der Figur heraus
geschnitten, so lassen sich Deutungen entsprechender Art ablesen,
auch solche iiher den Zustand eimer quadratisch geformten elastischen
Platte, die i der Mitte belastet ist, auch iiber die Kapillaritit im
Innern emes engen Rohrchens von quadratischem Querschnitt, oder
iiber die Wasserstandslinien in dem Terrain einer quadratisch ge-
formten Insel, in deren Mitte sich ein Pumpwerk befindet. Nur ist
zu beachten, dals die Annahme der Hypothesen, die dem Charakter
der Konformitit mit den emfacheren Koordinatensystemen ent-
sprechen, an der Hand des Experimentes auf ihre Zuldssickeit zu
priifen ist. ]

Ohne Kenntnis des konformen Zusammenhanges ist ein Ein-
dringen in die feineren Theorien undenkbar. Dieser spielt schon jetat
in einigen Lehrbiichern der Mechanik eine hervorragende Rolle, und
Kirchhoff und Helmholtz haben mit dem Hiilfsmittel der kon-
formen Abbildung sogar die schwierige Theorie der freien Ausfluls-
strahlen angebahnt. Deshalb sei an dieser Stelle auf die , Ein-
fithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften
und der konformen Abbildungen® hingewiesen, zu deren Studium
grolsere Kenntnisse aus der hoheren Amnalysis nur fiir den Schlulsteil

nitig sind, wihrend der Anfang ganz elementar gehalten ist. Die
oben genannten Abbildungen und zahlreiche andere sind dort eingehend
behandelt und die angedeuteten physikalischen Beziehungen erliutert.]




Abschmtt VII.

Graphostatische Methoden zur Bestimmung von
Trigheits- und Centrifugal-Momenten.

A. Graphische Methode von Nehls zur Bestimmung des statischen
Momentes und des Triigheitsmomentes einer Fliiche.

207) Der schraffierte Teil der Figur ser die gegebene Fliche F.
Um das statische Moment M, und das Trigheitsmoment M, zu be-
stimmen, verfahre man folgendermalsen:

Py P se1 der Horizontalschnitt f in der beliebigen Héhe
AB die Parallele zur X-Achse in der Héhe 04 = 1. Man ziehe

Fig. 187.

die Senkrechte P¢) und 0@ bis zum Schnitbe P, mit dem Horizontal-
schnitte. _I'_)znm st 4Q = f, folglich ;"'”J‘r'-’1 =/f-y, d h. PP, ist das
statische Moment von f in Bezug auf die X-Achse. Fiir simmtliche
Schnitte mache man dasselbe, dann bilden alle Punkte P, eine
iber U stehende Fliche F, und diese Fliche stellt das
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statische Moment M, der Fliche F in Bezug aut die
X-Achse dar.

Wiederholt man dasselbe mit der Fliche F), so entsteht durch
die neue Konstruktion eine Fliche F, ither C'D. Diese stellt das
statische Moment zu F, und zugleich das Trigheitsmoment
T, fiir F' dar, denn es ist 4@, = [y, folglich P, P, = fy* folglich

Fo=>fy=T.

258) Bemerkung. Wiihlt man 04 = b, so wird bF, — M, und
b*F, = T,, wie leichte Rechnungen zeigen. Dabei kommt die dritte
hezw. vierte Dimension von M, bezw. T, zum Vorschein.

Ist die Fliche anders gestaltet, so lassen sich die Querschnitte
nach Cavalieri an die Gerade CI verschieben, wodurch nichts ge
indert wird. Man kann aber auch die wie in Figur 188 durch 0Y
getrennten Teile gesondert behandeln und dann addieren bezw. die
Resultate fir ABCDE und ABFDE in Figur 189 durch Sub
traktion mit einander verbinden.

Fig. 158, Fig. 180.

]
|
S e S --—-n.l B s

Die Methode ist einfach und brauchbar, wenn man die Flichen
mit Hiilfe des Polarplanimeters zu hestimmen versteht.

B. Graphische Methode von Mohr mit Hiilfe des Kriifteplans
und Kriiftepolygons.

259) Man bestimme, wie in Nr. 18 mit Hiilfe des Kriifteplans das

Kriftepolygon und die Schwerpunktsachse 4,5, nur wihle man P

als den symmetrisch teilenden Punkt des Halbkreiges iiber

AR =f=fi+Fi+f+- -+t




204 Abschnitt VIL

Im Kriftepolygon ist /A A, B, C'~ A ABP, so dals sich die In-
halte wie die Quadrate der Hohen iiber 4, B, bezw. A B verhalten, die

gleich z, bezw. - [ sind. Also:

i, o QY ikl
‘fl Hlf : :J,f] Rt ! [_})

folglich
L IE i e o] Yo o
f]-tl "'r...‘.a]lliil{' J')-
17 S tratfe '.,;' ‘ L -.--l_l
en Streifen ist aber f x|
des ersten -Streifens in Bezug auf die Schwerpunktsachse A, S.

Bei unendlich schma das Trigheitsmoment

Fig. 100

= _._—. |
e

Ebenso ist es mit den andern Streifen, d. h. es ist das Trigheits-

moment der Fliche [

Z s LT

wo I die Fliche des Kriiftepolygons ist, also gleich dem
Produkte aus der gegebenen Fliche und der Fliiche des
Kriftepolygons.

Bemerkung. Verschiebt man die Schwerpunktsachse um ¢ (parallel
zu sich selbst), so wird nach Nr. 27
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T=1T, 4 f = Ff 4 élfi— I,l'. F - e*),
d. h. zum Kriiftepolygon ist noch die Fliche 4, VW = ¢® hinzuzu-
fiigen.
(', Andere Methode von Mohr,
auf Benutzung eines Hiilfskreises gestiitzt.

260) Um das Trigheitsmoment und das Centrifugalmoment einer
Fliche F' in Bezug auf Achsen zu bestimmen, die durch emen ge-
aebenen Pol P gehen, benutzt Mohr einen durch P gehenden Kreis

Fig. 191

von sonst beliebiger Lage und von beliebigem Radius ». Von dem
bei A liegenden Flichenelemente [ aus ist e Polstrahl A P bis zum
Schnittpunkte 4, mit dem Kreise zu ziehen. Sind PB und PC die
Strahlen, in Bezug auf welche die Momente bestimmt werden sollen,
und bilden diese mit PA die Winkel ¢, und ¢,, so sind, wenn
PA— 2 gesetzt wird, die Abstinde des Fliichenelementes von den
Achsen gleich 2 sing, bezw. 2 sing,. Multipliziert man f mit dem
Produlkte der Abstiinde, so erhi

t man
f-2°sin g, sin @,,

und dieser Ausdruck wird als das Centrifugalmoment oder Deviations-
moment des Elementes f in Bezug auf die Achsen PB und PC
s die friilhere Definition, bei der es

definiert. Dies ist allgemeiner, a
sich nur um Achsen handelte, die sich unter 00" sehneiden.
Man verlingere die beiden Achsen bis zu den Kreispunkten B,

und €, was zu Kreissehnen A, B, = 2rsing;, A,C, =2rsme,
und B, (, = 27 sin(p, — ¢,) Veranlassung giebt. A, hat von der

letzteren Sehne einen Abstand e = 2# sin g, sing,, wie .sich leicht
aus der Figur ergiebt.
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Jetzt liegt es nahe, in A, eine Masse von der Grifse

- |

anzubringen, denn deren statisches Moment in Bezug auf O B,
wird gleich

~f 27 sin g, sin @, = 2*f sin g, sin Py,

d. h. gleich dem Centrifugalmomente des Flichenelementes in Bezug
auf die zu B, C, gehirigen Achsen PB und PC.

261) Ist @, = @ - 90° so erhilt man das friiher definierte
{'.‘:511tr1'f'ug'alhm_1111unil- ﬂj_'_,.:,,. . Macht man dagegen ¢, — Py, 80 dals d_iw
beiden Achsen z. B.in PB susammentallen, so geht € B, in die in B,
beriihrende Tangente iiber, und me = 2*f sin @, sin @, verwandelt
sich in

me = [ (z sineg)*,

d. h. in das Trigheitsmoment in Bezug auf die Achse PB.

Das hier definierte allgemeine Centrifugalmoment ent-
hilt also das friher behandelte und das axiale Trigheits-
moment als spezielle Fiille in sich.

262) Macht man jene Konstruktion fiir jedes Fliichenelement f, so
erhilt man fiir die ganze Fliche E f=F auf einem Kreishogen
die gesamte Hiilfsmasse

1
f]

w51 S| Sy T, Fo,
2 Sr .yl T ey T 3

wo 1), das polare Trigheitsmoment von F'in Bezug auf den Pol P
und g, den zugehirigen Triigheitsradius
bedeutet.

Das statische Moment der ge
samten Hillfsmasse in Bezug auf B, (!
ist dann gleich dem Centrifugal-
moment von ¥ in Bezug auf PB und
PC. Diese Hiilfsmassen haben eien Schwer-
punkt S, derals Trigheitsschwerpunkt
der Fliche F' in Bezug auf den Pol P
(und den gewdhlten Halbkreis) bezeichnet
werden soll. In ihm denke man sich die
gesamte Hiilfsmasse vereinigt.

Fillt man dann von S, aus ein Lot auf B, € und multipliziert
man dessen Linge mit der Hiilfsmasse, so hat man wiederum ein
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statisches Moment, welches gleich dem Centrifugal- (hezw.
‘riigheits-) Moment von F ist.

963) Bine kleine Vereinfachung wird fiir das Trigheitsmoment
noch dadurch erzielt, dals man S,
mit dem Mittelpunkte I des Hiilfs-
kreises verbindet und iber S, M als
Durchmesser einen zweiten Hiilfskreis
zeichnet. Verbindet man dann den Be
rithrungspunkt B, der Tangente mit M
und verlingert man diese Gerade bis
zum zweiten Schnitte ' mit dem klemen
Hillfskreise, so ist B, I'=— e, und man
hat nicht erst néthig, die Tangenten zu
ziehen und ein Lot zu fillen. Ist also S,
bestimmt, so kann man fiir jede beliebige
Tangente sofort den zugehorigen Hebelarm mit Hiilfe des Radius finden.

264) Kommt es hauptsiichlich daraut an, nur solche Achsenpaare
Zl 1)(,]’.1;1!1#1[1]] fiir die das {“ann1’ruud|ummunt verschwindet,
fir die also auch das statische Moment der Hiilfsachse gleich Null
ist — so dafls die Kreissehne B € durch S; gehen muls , 80
braucht man sich vorliufig nicht um das '\ouewhun des Centrifugal-
momentes zu bekiimmern. [Es ist fiir f positiv, wenn die von [ aus
sefillten Lothe auf derselben Seite von z liegen, negativ, wenn 2
zwischen diesen Lioten liegt.]

265) Geht B,C, durch 5, so hezeichnet man PB und PC als
konjugierte Achsen. Zu ]ulem PB ist die konjugierte Achse PC

Fig. 195,
Fig. 1%
— 5]
- -
Ni et o
s TN . g /,/
i .f B I ”
C~ /s o 2

leicht zu konstruieren. Geht B, (; sowohl durch S,, als auch durch
M, so hat man den besonderen Fall, dafs die konjugierten Achsen
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PB und PC aufeinander senkrecht stehen. Dies ist der frither be-
sprochene Fall der Haupttriigheitsachsen fiir den Pol P,

266) Den frither behandelten Sym-
metriefiilllen entspricht in allgemeinerer
Weise Folgendes: Lifst sich die Fliche

- so i Parallelstreifen einteilen, dafs

die Schwerpunkte der Streifen auf einer

Geraden liegen, so ist die Richtung

ok T ~der Mittellinie PB konjugiert zur

' P Streifenrichtung PC, PB und P(

sind also ein Paar konjugierter Achsen.

Das Centrifugalmoment wird niimlich in diesem Falle gleich Null,

weil zu jedem Teilchen f ein andres fi gehort, dessen Moment das
des ersteren aufhebt.

. inaten von S, zu be-

stimmen, ebenso das polare Trigheitsmoment 1, und mit

dessen Hiilfe die dem Punkte S,

Yig 197, Fo®

beizulegende Hiilfsmasse 3;’"

so ist die Angelegenheit im
wesentlichen erledigt.

267) Gelingt es, die beiden Koore

¥

Grundsiitzlich ist die Aufgabe
folgendermalsen zu 15sen:

Man bestimmt die Trigheits-
momente auf irgend eine Waeise
tir drei Achsen PB,, PB, und
PB;. Sie migen sein

f'g“ F 0, [ Q5 »

so dals sie sich verhalten, wie 9;: 9,10, Dann miissen sich ¢, e,

und ¢; ebenso verhalten, so dals man zur Bestimmung von S, hat

L S el e ——

2 2
1 - 5 51

die Richtung

AR CE T

¢ 0] - ] : ; i o i
Aus r' = - ergiebt sich die Richtung KL, aus = —
a 05 b €y 0

en gewihlten Hiilfskreis.

[iQ) zur Bestimmung der Lage von S, fiir
F

g . o Cp 1
Dem Punkte S, ist die Hiilfsmasse —— oder, was dasselbe ist,
T ; :

Bl i ifles vie Bigh .
- T veizulegen,
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[st durch die Form der Fliche ein konjugiertes Achsenpaar als
jug
selbstverstindlich bekannt, so braucht man nur noch eins der obigen

- " . { - . 5 . .
Verhiiltnisse, z. B. © zu berechnen, demn die Sehne des konjugierten

Paares geht bereits durch S,. Also ist nur noch die Berechnung
aweier Trigheitsradien bezw. Triigheitsmomente notig.

Kennt man dagegen zwei konjugierte Achsenpaare, so schneiden
sich die zugehorigen Sehnen in S, so dals es jeta ausreicht, 1), zu
kennen.

268) Die Mohrsche Abhandlung im 33ste® Bande des Civil-
Ingenieur beschiiftigt sich eingehend mit der moglichsten Verein-
fachung des Verfahrens, von dem hier nur der Grundgedanke an
gegeben werden sollte. Dafs die Methode eine allgemeine Lisung
der betreffenden Aufgaben der Graphostatik ermoglicht und nach
Uberwindung der ersten Schwierigkeiten iibersichtlicher erscheint,
als die Culmannsche Methode, kann zugestanden werden.

D. Modifikation der Mohrschen Methode durch Land.

269) Weil bei Mohr die Berechnung der Koordinaten der Kreis-
punkte B;,B;, B, trigonometrische
Funktionen nstig macht und auch
die Berechnung der von der Lage
der Kreispunkte abhiingigen sta-
tischen Massenmomente unbeguem

ist, schligt Land im 34'® Bande o e
des  Civil - Ingenieur folgenden A 3 . it
Weg ein. / ;

Die Tangente des Hiilfskreises  /
in P und der zugehdrige Radius (
werden zu Koordinatenachsen ge- |

macht. Das Flichenelement f im \

Punkte Z habe die Koordinaten 2  \

und y und die Entfernung PZ = \\\

vom Pol. Der zu Z gehorige Kreis- — —:\““--l_—J y

punkt Z;, habe die Koordinaten z,
und y,. Dann ist

) ; : o o]
gp=rsin2¢p=2rsingecosp=27—_ "= 29 =
- ¢ -_ - a ¥ 2
e — PL — v -+ reos 2 =1 (1 4 cos 2¢) = 27rcos* o =2r L
[ | (JI' | f oL

Holegmilller, Ingenieur- Mathematik. I 14




210 Absehnitt VI,

o

=

o=

In Z, ist die Masse m = y, anzubringen, dann ist in Bezug auf
die ¥-Achse das statische Moment der Masse m

gl ;
M- Ly == ’r v P s =ipy.

d. h. gleich dem Centrifugalmoment des Massenteilchens f in Bezug
auf beide Achsen. Dagegen ist in Bezug auf die Y-Achse

2* y? iy
my, = 'f -2y =fy,

] r 32

d. h. gleich dem Trigheitsmoment des Teilchens f in Bezug auf die

X - Achse.

Ebenso wirdZm-xf 2; Ty ”“{EZ””& fo;" Die ge-

1
samte Hiilfsmasse ist aber Ef 7, = m,, also folgt, wenn g

P L

und #, die Koordinaten von S, Hm_fl,
s
M., == Zlf.?;l?; =
‘1 L
Y, == E,‘_rr =

Die Koordinaten von S, sind also

; M,y Moy 9

Sy = — == T ¥
1, D
T i/ i

-L;‘l,’, = — e ']||" bt
me, 5

270) Auch Land giebt noch weitere Vereinfachungen an und
baut die Theorie in eingehender Weise aus. Hier stehen, wie bei der
fritheren Behandlungsweise, die gewiihlten kr]m n wieder aufeinander
senkrecht, was zwar weniger (i““f‘ll]t’lll 1st, aber die Entwickelungen
wesentlich erleichtert, ohne die Lmhmnahe Verwendbarkeit ein-
zuschriinken.

Mohr selbst #ulsert sich iiber einen Vorzug der von ihm ge-
schaffenen Methode folgendermalsen:

»Man hat die Lehre von den Triigheitsmomenten als das eigentliche
Gebiet der graphischen Statik beze u:hnv I)m-{= %(hau]rrunf- war
bis jetzt kaum berechtigt, denn die Tri mit welcher die
(ll]llld]]ﬂ‘-!_h{‘ maphtsghe ‘:mhh OInenmt ]ulrl:l El]{’ seit langer Zeit
bekannte T einer auf analytischem W ege abgeleiteten Formel,
der ein ~I3.1h‘-aehm E:n_m nicht unter gelegt wird, dt;awlbo gilt von dpn
frither bekannt gewordenen Darstellungen (/P[tkthl‘ des Halmm-m&ghen
Architekten- und Ingenieur-Vereins, .I.zingang 1870, S. 41—63 und
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Jahrgang 1877, S. .‘J'l 62, ferner die Abhandlung von Lodge, Philo-
k[)}ﬂ-] magazine 1886, 8. 453—458) der Triigheitsmomente iluu‘h Kreise,
welche fitr die pre 'l]\l'!‘nf‘hi]l Anwendungen unm-.enfeihaft bequemer bmd
als die Ellipsen. Erst durch die hier enmn:..hehe Darstellung wird dw
Lehre von den Triigheitsmomenten auf diejenige von den statischen
Momenten zuriickgefithrt und dadurch fiir das Gebiet der graphischen
Statik gewonnen.”

Mohr fihrt dann damit fort, seine Zahlenrechnungen durch
graphische Operationen zu ersetzen, letztere im Anschluls an die
Streckentheorie, wodurch er in der That Vereinfachungen erzielt.

E. Einige Eigensehaften und Anwendungen der Culmannschen
Triigheitsellipse.

271) Geometrische Vorbemerkung. In Fig.199 ist ¢ die Polare
von @, so dals PQAD har 1110111th0 Punkte -\mt] Nach Pythagoras

ist »2 = M- M P, also MQ =

u P Fig 199
eine Beziechung, die fiir »r =1 in die ¢
. : i ; i
reciproke M () = - ibergeht. Macht | s o
i _# 5 \\
. P2 o / P kY
¥ — e : 1 ay | \
man M Q, MQ Grpr 50 hat Blo  (LT0R
man die entsprechende ,negative Ab- Sl e S g

Ebenso wie ¢ Polare zu @ ist, ist ¢
Antipolare zu Q. g
Hat @ die 1\:}01‘dmaten Loy Wy BO
ist die Gleichung der Polaren ¢ (vgl. Meth. Lehrbuch, II), voraus-
gesetzt, dals M \u[lpunkt des }\om‘dnmiena\atenh ist,

bildung®, und wie @ der Pol zu g ! \\ | E
heifst, so heilst ¢, der Antipol zu ¢. ‘ ™~
|

2Ly + YYo ="
[Ist letzteres nicht der Fall, sondern hat M die Koordinaten p und g,
so ist die Gleichung von g
(x—p) (#,— 1) + U — ) (o — @) = "]

Ist M Nullpunkt, so sind die Koordinaten des Antipols z, =

Mo (Hlote . T s lago G u

z, und 3y, = — y,. Die Gleichung von ¢ lautet in diesen Koor
dinaten

—
:
]

o | 5
X, T Y4 =
ader

zay +yy + 1 =0.
14%
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272) Denkt man sich die Fig. 199 durch Parallelprojektion auf eine
beliebige Ebene iibertragen, so dals sich der Kreis in eine Ellipse
verwandelt, so bleiben die harmonischen Beziehungen bestehen, ebenso
die reciproke Beziehung, die Gerade g aber wird parallel zu den

Tangenten in den
Fig. 200 Endpunkten 4 und
9/ BdesDurchmessers,

5 . S0

als es sich um
konjugierte  Rich-
tungen handelt.
Demmnach  sind
in Fig. 200 PQARB
harmonische Punk-
te, die Parallele ¢ zu
: den Tangenten in
A und B ist die

J Polare von ¢ und
zugleich die Anti-
polare von @;. Es ist MQ- MP— MA® MQ, - MP— — M A% Sind

ferner z, und y, die Koordinaten von @, so ist die Gleichung von ¢

Ty | YYa i

at AL rnd B
wo a und b die Hauptachsen der Ellipse bedeuten. Sind dagegen
2, und y, die Koordinaten von @,, so hat die Antipolare ¢ die Gleichung
H R
“u’: + J’;;il _il_ Gl
273) Aufgabe. Den Antipol einer Geraden ¢ zu bestimmen,
welche die Ellipse nicht sechneidet.
Auflésung. Man ziehe (Fig.
Fig. 201, 200)eine beliebige Sehne parallel
zu ¢ und verbinde ihren Halbie-
rungspunkt mit M. Dies giebt
den konjugierten Durchmesser
MP. Von P aus lege man Tan-
genten an die Ellipse. Die Ver-
bindungslinie der Beriihrungs-
punkte giebt den Schuittpunkt
. Man mache M@, = M@,
dann ist ¢, der Antipol.
Schneidet die Gerade die
Ellipse, so ist die Konstruktion noch etwas ecinfacher. (Fig. 201.)
Es giebt noch zahlreiche andere Losungen.
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274) satz. Die Koordinaten des Antipols der Ordinaten-

achse in Bezug auf die Centralellipse einer Fliche F be-
stimmen sich mittels der Gleichungen

T Triigheitsmoment
AT --”_.,- = Hf-:-lti.-az-!.l.r'-s-' .-\'[t)l-;]-i‘_l]-t-?

M. Centrifngalmoment
"h="H ¥y = &'_I'iiiiﬂ('l_lz‘;-'_il—(mli‘,l.'ll '

-y
n

Boweis. In Fig. 202 sei S der Schwerpunkt der Fliche F, seine
Koordinaten seien ¢ und p; P sei der nach obiger Methode kon-
struierte Antipol der Ordinaten-

achse OY in Bezug auf die Sl
Centralellipse. Die Hauptachsen Y | y
T sy . . -
der letzteren bilden ein zweites T ‘H 'S
Koordinatensystem . In diesem ‘ e
System habe P die Koordinaten ', / /’ \ -
& und 7, m anderen z; und ¥, . | N 7 o
Die Gleichung der Anfi polare S 4 \% e b
0 Y ist dann in ersterem System (e I/
nach Obigem i
EE 177 N - "'-/’ i \
ol G e B S EEly 2= ] I /(""'—""" 12
e - LR 1 : p ! i-‘;' 2l
Al el '. >
< E : S = L .
Setzt man £ = (0 und dann V %
y =0, so findet man die Ab- ,.-’i‘l
schnmtte
a* Vs
S4d=———, SB=——-
':E}l T

Hat « die aus Fig. 202 ersichtliche Bedeutung, so ist mit Hiilfe der
Schwerpunktskoordinaten
S e — Tons Ny B8 et

gin o’ Cos o

Qetzt man dies in die vorigen Gleichungen ein, so folgen die Ko-
ordinaten des Antipols P als

a? . bh®
= —sine, g = C08¢c.

» : »
Zwischen den Koordinaten z, ¥y, & und %, bestehen aber folgende
Beziehungen:

e

@, = p -+ & sine - 7, cos e,

Y, =g + & cose — gy simne.

Einsetzung der Werte von und %, giebt
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g iy [ &7 En®e b cos® &
i Sy BT
P r
@ sin @ cos w« b? sin @ cos o

Y =q -+ - o
¥ S P P

oder, wenn man gleichnamig macht und a® — p2 — ¢2 setzt,

}!2 S a? sin? ¢ + b* cos®w
P !

P -+ e 8in o« cos o
11: — ——
h P
Multipliziert man oben und unten mit F, so wird

Fp® 4 Fa® sin®« + Fb® cos «
_‘_TI _ — = e — — 3
I'p

_ Fpg+ Felsina cosw
™y Fp

Nach Abschnitt 133) ist die erste Gleichung nichts anderes, als
das eine im Satze Behauptete, denn Fa? sin? ¢ -+ F'b* cos® ¢ bedeutet
das Triigheitsmoment fiir die durch Drehung um ¢ gewonnene Achse,
und p*F' ist der Verschiebungsteil, d. h.

Yy

Fp* 4 Fa®sin?e 4+ Fb® cos? e — Fo*

18t das Trigheitsmoment der Fliche £ in Ba‘-zug auf die Ordmaten-
achse,

275) Ebenso ist in der zweiten Gleichung Fpg der Verschiebungs-
teil des Centrifugalmomentes, wihrend nach Nr. 140

Fe* sine cos ¢ = F= sin 2 = F3?2

das durch Drehung gewonnene Centrifugalmoment ist.
Die Nenner in beiden Gleichungen bedeuten das statische
Moment M,. Es ist also in der That
T M

* o 1}

e o 8 T
¥ Sy

®

Demnach stimmt der Antipol iiberein mit dem Angriffs-
punkte der Centrifugalkraft der um die Ordinatenachse ge-
drehten Fliche F, ebenso mit dem A ngriffspunkte des seit-
lichen Wasserdrucks gegen diese Fliche, vorausgesetst,
dals die Ordinatenachse Wasserstandslinje ist, mit der
Schwerpunktsprojektion des mittels einer durch QY gehen-
den Ebene a bgest-.hrligh:n Cylinders, und das Entsprechende
21lt von allen andern physikalischen, mechanischen und ste-
reometrischen Problemen, die frither besprochen worden sind.
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Graphisch lassen sich also die entsprechenden Punkte mit Hiilfe
der Culmannschen Centralellipse sehr leicht bestimmen.

976) Auch fiir den Zusammenhang zwischen der Culmannschen
(entralellipse und den iibrigen Culmannschen Triigheitsellipsen 1st
der Antipol von grundlegender Bedeutung, wie sich aus den folgenden
Betrachtungen ergiebt.

Satz. Die gemeinschaftlichen Tangenten zweler Cul-
mannschen Trigheitsellipsen sind parallel zu ihrer Centrale.

Beweis. Sind P, und P, die Mittelpunkte, und 1st Fp* das
Triigheitsmoment in Bezug auf die Achse P, [, s0 hat man auf der
letzteren in P, bezw. P, ein Lot ¢ zu errichten und durch seinen
Endpunkt eine Parallele zu legen, die sowohl Tangente der einen,
als auch der andern Triigheitsellipse wird. Damit ist der Beweis
geliefert.

Dafs es sich nur um #ufsere Tangenten handeln kann, ergiebt
sich aus dem Parallelismus zur Centrale und erhirtet sich gelegentlich
des folgenden Satzes.

277) Satz. Die Polare des Flichenschwerpun ktes in Bezug
auf eine heliebige Trigheitsellipse 1st zugleich die Anti-
polare des Mittelpunktes dieser Ellipse in Bezug auf die
Centralellipse.

Fig. 203

Beweis: In Fig. 203 ist die um S gelegte Centralellipse und die
um einen beliebigen Punkt O gelegte Triigheitsellipse dargestellt.
Die gemeinschaftlichen Tangenten sind nach Nr. 276 parallel zu OS.
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Die in den Schnittpunkten L, H, K, J dieser Geraden mit den
Ellipsen an die letzteren gelegten Tangenten sind simtlich parallel
(konjugierte Richtung zum Durchmesser 0S). Die Gerade s, die
Polare des Punktes S in Bezug auf die Ellipse O, ist parallel zu den
Tangenten, ebenso die zu 0S konjugierten Halbmesser OF und S@.
Der von diesen konjugierten Richtungen eingeschlossene spitze Winkel
sel «, der senkrechte Abstand der gemeinschaftlichen Tangenten vom
Durchmesser OS also OF - sin ¢, wihrend 0 H - sin ¢ der Abstand der
in H und J beriihrenden Tangenten von O ist.
Das Trigheitsmoment der Fliche F fiir die Achse OF ist. wie
sich aus der Erklirung der Culmannschen Ellipse ergiebt,
Fo* = F(OH-sing)? =T

12
das in Bezug auf die Achse SG genommen ist ebenso
I'= F (SK . sin «)®.
Nach dem Verschiebungssatze ist ferner

T, — T+ &F,

also hier
F.-(OH: sine) =F-(SK-sina) + F(OS:sine)

denn OS- sin« ist die Verschiebungslinge von S nach OF. Daraus
'f'l'.l],{_"f

Nach den vorangegangenen Krliuterungen besteht aber die reciproke
Beziehung
OH?= 08- 0P, =
also folgt
SK* 4+ 08 = 08.0P,
so dals
SK*= 08 (0P — 085)= 08.8P
ist,
Daraus aber folgt, dals O der Antipol von s in Bezug
auf die Centralellipse ist. :
Damit ist der Satz bewiesen. Zugleich ergiebt sich aus
OH® = S8SK® 4 08,
dals OH > 08 ist. Der Sehwerpunkt S wird also von jeder
Culmannschen Trigheitsellipse umschlossen.

Bemerkung. Kennt man mehrere Triigheitsellipsen und den
Schwerpunkt, so kann man auch mehrere (doppelt so viel) Tangenten
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der Centralellipse zeichnen. Es muls demmnach eine ganze Reihe
von Konstruktionsaufgaben hestehen, z. B.:

278) Aufgabe. Die Triigheitsellipse einer Fliche F' fiir
einen beliebigen Punkt O sei gegeben, ebenso der Schwer-
punkt S der
Fliche; die Cen- Fig. 204,
tralellipse mit
ithren Haupt-
achsen soll kon-
struiert werden.

Aufldsung. Die
m Figur 204 um O

gelegte Ellipse sei

die gegebene, S, wel- [ e

ches nach Obigem Yos 2 b S
innerhalb -Hogen y/ -
mufs, sei c}ur ge- \“‘“---h 3 G
gebene Schwer- T LB o2

punkt. Man ziehe =

0S und die beiden
parallelen Tangenten, konstruiere zu S die Polare s und bestimme
SK — SI mittels der Gleichung (vgl. Nr. 277)
SK:= 80 PS.
Legt man durch K und L Parallele zur Polare, so erhiilt man ein
Parallelogramm F'G HJ. Diesem
ist die Hauptellipse (die in den

Fig, 205.

Halbierungspunkten die Seiten be- ?;;f 3]
rithrt) einzubeschreiben, was leicht /,f——-—'-——-x__fhh ‘//
zu bewerkstelligen ist.  (Vgl 5 =Ny
Method. Lehrbuch, IL) a Py
s wird nun behauptet, die I.-'f Rt ._J-fi"‘:’“ -“_T‘:L:’{-K:.'f
Hauptachsen wiirden durch ll_ — HL_\‘“ _Hf\ll |
Halbierung des Brennstrahl- "-\ t H“‘“M‘H , “{\-H__.\u_f’l 2 ._'
winkels F,SF, un d seines L "'_;,-.’Hh; j.r' _‘.x'
Nebenwinkels der Lage nach S / lh“wf; ///
gefunden. Tl Aot
Beweis. Bildet die beliebige /

Achse 0Z mit OF, den Winkel ¢,
so ist mach Nr. 133 der Radius des Trigheitsmomentes in Bezug auf
diese Achse zu bestimmen aus

S B
[ COS” .

L il CREe
{.’i =) 4 .1 B ¥ 4 i {J
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Fiir eine Parallele durch §, die von O um [ entfernt sein mag, ist
demnach

2 b 2 2 8
@ = 0,8 « - g, cos a« — [,
Z 2 ]
oder, da g, — p, = ¢ isi;
2 e R L S 2 2
0 =@ s+ ¢ s« p eos ¢ — |
oder
3 2 g i ch) 2 2 v ' -. . .
0 =9, T+ ¢sme—1U =g - (esine -+ ) (esine — ).

Zieht man nun die Lote F)¢) und F,RV, so ist

F@=c¢smna+41, RF,=¢sine—1I,

folglich

o*=10 -1 FQ RF,.

Sind nun # und p die Winkel, die Z, @ mit den Brennstrahlen p und ¢
bildet, so 1st
RFy = gsiny, F, Q= psinp,
also
0® = b* 4+ pgsin fsiny
oder

0 =b* + ;pq[eos(f — p) — cos (B + 7).

Hier ist rechts alles konstant, mit Ausnahme der Differenz (§ — ).
Ein Maximum tritt also ein, wenn 8 — py =0, folglich ist die
Winkelhalbierende die Achse des Maximalmomentes, das Lot dazu die
des Minimalmomentes.

Damit ist die Behauptung bewiesen. Zugleich ist die Grélse
des Maximalradius durch

Onay = 0" — ZLeos (B + ) = b — 22 cos (F, SF,)

Y AKX

bestimmt. Der Minimalradius ergiebt sich fiir g — » = 180°, also

cos (f — ) = — 1, so dals man erhilt
Onn =" — 211 | cos (F, S F,)).

279) satz. Die Achsen der Ebene, in Bezug auf die das
Trigheitsmoment einer Fliche konstanten Wert hat, um-
hiillen eine Schar confokaler Kegelschnitte, deren Brenn-
punkte die beiden Fixpunkte sind.

Beweis, Nach Nr. 145 war in Bezug auf eine Achse, die von
den Fixpunkten die Entfernung p, und p, hatte, der Trigheitsradius o
zu bestimmen aus der Gleichung

o =0, + b,
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Aus Figur 206 folgt ferner Lal i L
g g s 2 2 9 .3 '
SD—p + DD, =p -+ ¢ sin” e, _I___L{/L
y - = /‘—_'/
Aufserdem war schon in Nr. 145 ge- D |
zeigt, dals, wenn S () — ¢ gesetzt wird, A D A, |
| P E“ &2 eog? "»-*"‘/A-\ \p:| 4
PPy = P — € COS7 &, AN
also K~ \ \ &J \‘(\: b
= i o L2 |
. PP =1, p; & RO O \ \,—»*j“;\//ﬁ
Demnach ist —t LN o 4
T2 2 2 | Qe B f e -
SD; = p,p, + € €08 ¢ - € Sl & g \ \l
‘ral
2 g 2 /I|/ ¢ '
=p,p,+ € =DD -+ 0, — 05, - | JJ'
folglich unter Beriicksichtigung der ‘ /
ersten Gleichung

Ist nun o konstant, so ist auch SD); konstant, d. h. KL liegt
dann stets so, dafs die von €, und C aus darauf gefillten Lote in die

Peripherie des mit S, =1-/9j — .gj
um S geschlagenen Kreises fallen.
Dies ist aber eine bekannte
Brennpunktseigenschaft der Ellipse
und der Hyperbel. Ist SD, >e,
so schneidet KL die Gerade
C, €, aufserhalb der Strecke C,C,,
und es handelt sich um eine

Fig. 207,

i - - 2 i s

Ellipse. Dabei ist o — g, > ¢,
2 2 2 2

d. h. " — o, >0, — 0,, demnach

LS

handelt es sich um den Fall o > ;.
Ist dagegen SD, < e, so sehneidet
die Gerade KL zwischen C; und
C,, was auf den Fall der Hy-
perbel fithrt. Dabei ist o < 0.

Ist endlich SD, =e, so ist
o =a, d. h. die Strahlen geben
zwei Biischel durch €, wnd G,
welches gewissermalsen die un-
endlich flache Ellipse C;C, bezw.
die unendlich flache Hyperbel (die von C; nach - oo, von (, nach
— oo geht) umbhiillt.

Fig. 207 stellt die betreffende Doppelschar confokaler Kegel-

-y
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schnitte dar, Die eine Schar hat das Gesetz P+ ¢ = ¢, die andere
das Gesetz p — ¢ = ¢,.

2R0) | [);nw ist eines der wichtigsten isothermischen Kurvensysteme.
Nach Kap. VIII der Einfithrung in die Theorie der isogonalen Ver-
\\*111f11=~u11c:1’r{11 wird die {'mdmim he Einteilung erreicht, wenn in
: [’I + J =
- ¥ T

die Werte von #» der geometrischen Reihe

folgen, withrend

die # der arithmetischen Reihe

Oy —e, +2«¢, + 3a,-:-

folgen. Das hys’rvnl entsteht mit Hiilfe der l (# -+ )

bezw. 2 = Z 4/ Z* — 1 aus dem System der concentrischen Krejse
und Radien dm z-Ebene, aber auch mit Hiilfe der Abbildung Z = cosz

bezw. 2z = are cos Z aus der Doppelschar der Horizontalen und Verti-
Ty " 1 i 3 B

kalen der z-Ebene. Dabei ist zu beachten, dals cos z — (,.,., 4 _fJ ist.

5 . ;

was den Zusammenhang der beiden Abbildungsarten aufllirt,
Die so definierten elliptischen Koordinaten geben zu zahlreichen
geometrischen und physikalischen Bet trachtungen Anlafs. Interessant

ist, dafs bei der Abbi ldung Z = | f o Ij dem Kreishiischel durch

die Fixpunkte 4 1 in der einen Ebene wiederum ein solches in der
andern entspricht, nur dafs der Schnittwinkel zweier Individuen in
der einen jedesmal doppelt so grofs ist, wie in der andern. Bin
Teil der aus diesen Dingen hervorgehenden Folgerungen ist in
Kapitel VIII der ,‘]m]{uhrunw h(i_nmlcr]

281) Satz. Der geometrische Ort aller Punkte der E} ene,
fiir welche die H-uipttr.|w1u‘1i-m hsen parallel sind, ist eine
durch die Fixpunkte gehende gleichseitige Hy pmhel, deren
Mittelpunkt der Hah“mpunkt 18t und flmun Asymptoten
den beiden gegebenen Richtungen parallel sind.

Beweis. Die Figur stelle die um S gelegte Centralellipse dar.
Die Achsen & und % sollen die gegebene konstante Richtung der
zu untersuchenden Hauptachsen r1a1-tcll-:~11 Die Winkelhalbierenden X
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und ¥ geben also die BAERI S
Richtungen der Gleich-
heitzsachsen an, die eben
falls fiir alle zu unter-
suchenden Punkte kon-
stant sind. Diese letz-
teren mogen mit der
Hauptachse der Central-
ellipse den Winkel « ein-
schlielsen.

[st nun P ein Punkt
des zu umntersuchenden
Ortes, so ist nach demVer
schiebungssatze und dem
Drehungssatze in Bezug
auf die beiden Koordi-
naten 2 und y fiir dasTriig
heit.-_anu_n}m]lt{__vgl.Nr. 133

=)

1

& .

gy 8
= g, SIN_ « 4+ 0

cos” & y'"',

0

£

5] g

2 9. = 2 2
0, =0, COS @ -+ o, sin @ 4 ¥,

Da aber X und Y die Gleichheitsachsen sind, so sind die lmken
Seiten, folglich auch die rechten Seiten gleich. s folgt also

2 Z g 2 2 2 PSS R e e (iant
Yy — & = C08 & (92 = QI) — Bl & (92 - 91) = ¢ (LUH o — 8In ri)

oder
y®? — a? = é* cos 2,

oder. auch

2° — y? = ¢% cos (180° — 2a).

Demnach ist der geometrische Ort eine gleichseitige Hyperbel, die durch
die Fixpunkte C; und G geht, weil deren Koordinaten e cos e« und e sin ¢
der Gleichung y® — 2 = ¢* cos” & ¢? sin® ¢ geniigen. Thre Asymptoten
aber haben die Richtung &, %. Die Halbachse dieser Hyperbel 1st

gleich e }/cos (180° — 2¢), der Scheitel liegt also auf der durch
r? — ¢ cos (180° — 2a)
bestimmten Lemniskate.
9892} Das durch die Fixpunkte gehende Biischel gleichseitiger

Hyperbeln giebt die geometrischen Orte fiir alle moglichen konstanten
Richtungen von Hauptachsen an. Die Figur ist nichts anderes, als
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Trig. 209. die Abbildung der
nebenstehenden mit
Hiilte der Funktion
7 =)/ 2, wobei C'nach
den Fixpunkten C,
und ¢, transformiert
wird. Das Strahlen-

v biischel durch C'giebt
das Hyperbelbiischel
durch C; und C,
der Fulspunktkreis
durch O wund C
giebt die Lemniskate
durch O, C; und C,.

So haben denn
die Betrachtungen des vorigen Kapitels neue Bedeutung fiir die
graphische Statik gefunden.

F. Ersatz der homogenen ebenen Fliche F durch
drei Massenpunkte nach Reye.

283) Soll eine Fliche F' in mechanischer Hinsicht durch drei
Massenpunkte m,, m,, m, ersetzt werden, z. B. beziiglich der Drehung
um irgend einen Punkt oder eine Gerade der Ebene, so mufs zu-
niichst sein
1) my - my + my = F.

Werden hierbei s, und m, willkiirlich gewiihlt, so ist die dritte Masse
durch my — F — (m; - m,) bestimmt.

Fig. 210. Damit z B. auch die Centrifugal-

Y] krifte iibereinstimmen, miissen die sta-
m, tischen Momente der Fliche und des
Punktsystems in Bezug auf willkiirliche
Koordinatenachsen identisch sein, so dafs
auch die Schwerpunkte zusammenfallen.
5 ; Um die Gleichungen méglichst einfach
2, X zu machen, kann man die Gerade My My zUY
U Y-Achse machen, das vom Schwerpunkte S
i auf diese Gerade gefillte Lot zur X Achse.
| Dann mufs in Bezug auf die Y-Achse sein

My By - My @y -+ my 2y — Fz,
oder, da 2, =2, =0,

2) my &y = Fao = Fp.
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In Bezug auf die X-Achse muls sein

3) moyy +mgyy +mgyy="F.y =F-0=0.

Damit auch die Triigheitsmomente iibereinstimmen, so mulfs fir die
gewithlten Koordinatenachsen sein

2 | T e ]
m, &, -+ m, T, + M, Xy = Iy
oder, da 2, = 0 = &, 1st,
4) m,x, =T,
und
= : 2 I 2 r;n
D) m, Y, + MYy T MYy — L.

Endlich ist noch Ubereinstimmung der Centrifugalmomente erforderlich,
d. h. es muls sein

. a4 A b R, 4 P e

Wy Ly Yy | My Ty Yy - Mg Ly Yy = j{r;,:
oder einfacher
6) my x4y =M, .
Da die Anzahl der Unbekannten m,, my, Mg, 2y, Yy, T, Yoy T Ys grofser ist,
als die der Gleichungen, so kann man die Grofse und Lage der drei
Massenpunkte nicht durch Rechnung bestimmen, sondern man darf
drei Elemente willkiirlich wihlen und die iibrigen sechs berechnen.
An Stelle der Rechnung aber kionnen geometrische Beziehungen treten,
wie sie aus der Lehre vom geometrischen Orte bekannt sind.

Zuniichst ergiebt sich Folgendes: Aus Gleichung 2) und 4) folgt

durch Division

R Ty _ Trigheitsmoment
L™ pF ~ statisches Moment’
aus 6) und 2) folgt
M,, M, Centrifugalmoment
Y1 = Tmaz, = pF ~ statisches Moment

Nach Nr.274 ist demnach m, der Antipol der Koordinatenachsen in
Bezug auf die Centralellipse der Fliche. Ist diese bekannt, so kann
also die Lage von m, nach Nr. 273 leicht konstruiert werden, sobald
nur i, und m, festgelegt sind.

Was von der Geraden m, m, gilt, gilt auch von den Geraden
my m, und m; my. Also:

Die drei Massenpunkte miissen so liegen, dafls jeder von ihnen
der Antipol fiir die Verbindungslinie der beiden andern in Bezug
auf die Centralellipse von [ 1st.

S =
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Angenommen, diese Aufgabe wire gelost, dann findet sich die
Grofse der Massen aus den Gleichungen

Fp

.'|'.|

wWy — , My -y = F — my, My Yy My Y = — My Y-

Damit wiirde die Aufgabe iiberhaupt erledigt sein.

284) Um weitere Gesichtspunkte aufzufinden, denke man sich die
Massen m,, m, und m, der Gréfse nach willkiirlich gegeben und nach
Art der Figur 211 die Centralellipse in das System eingezeichnet, wo
bei zuniichst nur darauf Riicksicht zu nehmen ist, dals #; als Antipol
der Koordinatenachsen erscheint.

In Nr. 274 war nun

p* - a®sin® o 4 b2 cos? & | a*sinae | b*eostw
e = 1) =1 = )
Ay P I I » | P ]
also
1, oo s1n” h®cos® o
== ] 7 = JI_ o E ’
P P P
oder, da nach Gleichung 2)
' I @ ' = m
L—e " also 2 —1l="— —1="——
P n, ) My iy
Fig. 211 ist,
¥ ' g Py
. F By @ 8ine b* eos® &
B | =t e
|\\\- : ” my P P
i ';//
: = 7 Dort war ferner

-~ = \
i /...--:"'_‘ 5 /'\/, = (FhiE h* )
e )\ X \ §y =——38lle, 1 =——COS U
i o /)-» | =1 . st LS 1 P H
| gy ; .

i p
P
o

gso dals man hat

T 1 = ‘ri'..

Demnach ist der geo

! metrische Ort von My eine
. ! : : et

| i Ellipse mit dem Mittelpunkte
S, die der Centralellipse

iihnlich ist und &hnlich zu ihr liegt. Ihre Achsen sind von der Liinge

) AT
a, = a 1,-" Loob=0b 1 a1

iy 1

Ebenso ist es mit den andern Massenpunkten. Also:
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Denkt man sich m,, m, (und dadurch m,) der Grilse
nach gewahlt, so sind die drei Punkte in ihrer Lage auf
drei Ellipsen mit dem Mittelpunkte S beschriinkt, die dhn-
lich und ihnlich liegend zur Centralellipse sind und folgende

Gleichungen haben:

.9 2 v -2 2 T
& { N1 F'— ny £ . M '— my
e TR o — i 3 TR 2 — e
- = J”l " h= ”"g
g 9 5
55 i3 F'— mg
s T 53— .
a” i My

285) Einen von den Punkten darf man auf der ihm entsprechenden
Ellipse willkiirlich legen. Die Lage der andern ergiebt sich dann
aus Folgendem:

Es wird sich zeigen, dals das von den Punkten gebildete Dreieck
einen konstanten Inhalt haben muls.

Nach (Hleichung 1) und 5) ist namlich

my ~+ mg = F—m,,

2 g
+ myy, = T, — m,y, ,

L

m,y

folglich durch Multiplikation

22 2 - a3 e 1 ' 2 Z. 2
Wy Yy ~+ Mg (-yj - '-’f:;) + myy, =T, (F m,) — Fm y, + my, .

Da nach Gleichung 3)
W 1 + myyy = — My,

und durch Quadrierung

w

myfy ~ 2mgmgy, i, + Mgy = My,

ist, so ergiebt sich durch Subtraktion

il & 1r gl g | " y il 3
m, M, (,,, — 290+ _i’ju) = T B -xm ) —Emy,;.

Multipliziert man beiderseits mit m, z, , so folgt

o i

o \ — {1-.__ . \ I'-J-'I b .';'__.'J &
m, Moty (Y, — Yy )" & = | F m,) m o, T — FEm 2.y, .

Nun ist der Inhalt des von den drei Punkten gebildeten Dreiecks
Ad =5 \#a — Ys) %1,
folglich
+ 1 VR : 2
4.4 m mom, = 4 - (Y — Yg )" Ty M MMy
— (FP—m )ma, T — F'm &y,

Holzmiller, Ingenieur - Mathematik. I 15
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Da nach Gleichung 6)
my = M

und, wenn 7' das Trigheitsmoment von F' in Bezug auf die senk-

rechte Schwerpunktsachse bedeutet,

ist, so folgt

44 m mgmy, = (' —m ) (T 4 Fp) i FM:

1 i
oder

ddmmm, = FI.T, — FM, + T, [Fp’ — m, (T, 4+ Fp’)].

E‘{ '|I'I i '; h r') o A+ : ‘- — |-2' :-I Y , (| 4 -r‘ Lj _— -: ':‘L l-'
detzt man wieder wmyz, = F'p- und m (7,4 Fp') = mz, ein,
so wird der dritte Posten gleich Null, und es bleibt stehen

4 A" m, mym, — Bl o et ]
woraus folgt

A8 =TT M

Nach dem Verschiebungssatze fiir das Centrifugalmoment ist dieses

fiir die X-Achse und die durch S gelegte Senkrechte ebenso grofs,
wie M . so dals man schreiben kann

; M, =M.
Nach Nr. 152 ist dann

M =TT —ab F*
oder

T — ..fi'i_"_' —a b F~.
Dies in die obige Gleichung eingesetzt giebt

4 BT . 2R,
so dals

ok a b __,-” I

2 1y Wy Mg

Damit 1st nachgewiesen, dals das von den Massenpunkten
gebildete Dreieck nicht von der Lage der Punkte auf
den drei Ellipsen abhiingig ist, sondern einen konstanten
Inhalt hat. Hat man eins von diesen Dreiecken, so kann man
unendlich viele andere leicht konstruieren. Sind ndimlich »,, »,, r, die
Radien von drei coneentrischen Kreisen, auf deren Umfingen die Ecken
eines Dreiecks ABC liegen, so berithrt jede Seite einen concen-
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trischen Kreis «, 8, . Beginnt SR
man das Tangentenziehen an einer
andern Stelle 4, des ersten Kreises,
so schhielst die Figur stets und
erhilt konstanten Inhalt.

Durch Parallelprojektion ent-
steht eme Figur aus con-
centrischen und @hnlichen Ellipsen.
Auch bei diesen schhielst die
Tangentenkonstruktion stets wund
agiebt ebenfalls flichengleiche Drei-
ecke. Daraus ergeben sich un-
endlich viele mogliche Lagen der
drei Punkte.

286) Aufgabe. Rine Fliche F durch drei mit gleicher
Magsse belegte Punkte zu ersetzen.

&

: : : : I
Auflssung. Jede der Massen ist gleich — zu setzen.

Die drei oben besprochenen Ellipsen fallen in eine einzige
zusammen, deren Gleichung wird

i
o g ' jl T
= s e 9
i) L b2 I
3
oder
l;": II'E

. 3 | =
I.r_n'-’ Ve --53 Uk |2 e
Thre Achsen sind also das }/2-fache von den Achsen der Central-
ellipse.

Das von den drei Massenpunkten gebildete Dreieck erhiilt den
Inhalt

b, JFT  84b _,
i o I I/x f N 3 1 ) ll",}

2 | 7 2

O

Dies ist aber, wie leicht gezeigt werden kann, der Inhalt der
ordlsten Dreiecke, die sich iiberhaupt einer Kllipse einbeschreiben
lassen.

Das grifste aller Dreiecke, die dem Kreise einbeschrieben werden
konnen, ist, wie leicht bewiesen werden kann, das gleichseitige. Sein

o 8

Inhalt ist r; VE}.

Er verhiilt sich zum Kreisinhalte, wie

T ——y
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b
B3
an

3

5 ol T Ra/B
]-/331 s r?x  oder wie iy ]
4

' . . . - . . ¥ )
Alle diese Dreiecke sind einem Kreise vom Radius - umbeschrieben.

Durch Paral
den grolsten Dreiecken der Ellipse und ihrem Inhalte stattfindet,

elprojektion folgt, dals dasselbe Verhiiltnis zwischen

dals also

38
4 7

__'.i':r.rl.'alj‘rz 14!

also

__ f':] i
1

ist. Hier aber war

FI] —— !”jl}. IJ)I —— (fl l,"'!'_’.| 5

:‘t|.~.¢|a
nf]f':] = 2uab,
&5 tﬁi Jl]:-iu
A= —ab} 3.
Damt 1st die obige Behauptung bewiesen. Alle diese Dreiecke sind

aber einer iihnlichen Ellipse halben Malsstabes umbeschrieben.
In Fig. 213 sei die mittlere
Fig. 213 Ellipse die Centralellipse der
Fliche F mit den Halb-
achsen ¢ und b; die grifste
Ellipse habe die Halbachsen

a)/'2 und b}/ 2, die kleinste
& - 'r’]
die Halbachsen « )/~ und

b i*’l Um die kleinste
Ellipse lassen sich tunend-
lich viele Tangentendreiecke
legen, die ihre Heken auf
der grifsten Ellipse haben.
Bringt man in den Eecken

; i ; : S I
eines beliebigen dieser Dreiecke Massen von der Gréfse — an, so

o

konnen diese Massen die Fliiche ¥ in mechanischer Hinsicht ersetzen.

287) Der Hauptvorteil der Reyeschen Methode beruht darin,
dals man die statischen und die Trigheitsmomente einer Figur fiir
beliebige Achsen sofort hinschreiben kann, sobald man eins der

Punktdreiecke kennt. Sind niimlich #,, #,, a, die Entfernungen der
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Punkte von der Achse, so ist das gesuchte 7' = x° +- IR

1] !
dagegen ist M = m,z, + mya, 4 mya,, also z B.
1 o <r i
{5 My Ty —+ Mgy mﬁ;a-:‘:
;’l.l'.'_h, = MLy - My — Mgy

Dasselbe kann in Bezug auf jede Senkrechte zu jener Achse gemacht
werden, wodurch man 7, erhilt, so dafs man auch 7), ableiten kann.

Ferner wird M., =— m., x4 < m.x.y, - m.2.y,, woraus sich z. B.
& 1 |Jr] ! 2 ,_,.Jlr_, | 20 d5)

Ti?' X 'T-'.r s b i

% ynd —Z entwickeln lifst.

i i,

Endlich lassen sich durch Parallelprojektion (Collineation) Schliisse
auf andere Figuren ziehen. Kennt man die Centralellipse, so sind
auch die beiden andern Ellipsen bekannt und alle Berechnungen
kommen auf die eines Punktdreiecks hinaus.

Einige Beispiele werden dies erliiutern.

988) Das Dreieck. Sollen die Punkte gleiche Massen - haben,

gl
so muls fiir den Fall, dafs die Verbindungslinie m,m; der Basis
parallel sein soll, S4:SB=1:2
sein. [Es folgt also

o P S O F'h®
e T e ) R
3 ] 5 B ] = ab =
m'lf."]' B2 _“‘h
2= ey
also
h h L 8
Jf e g7 :"'J ?J’ e g ! 2

d h. der untere Punkt fillt in die Grundlinie, die beiden andern in
die Verbindungslinie der Halbierungspunkte. Fiir das oleichseitige
Dreieck also ist das Fuls-
punktdreieck der Hohen, fiir
jedes beliebige Dreieck durch
Parallelprojektion das Fuls
punktdreieck der Mittellinien
eins der gesuchten. Von der
dulseren Ellipse hat man,
da SG=GD, SH=SE,
SJ = SF sein muls, sechs
Punkte. Diese Ellipse aber
ist identisch mit der 1n
D. E. F beriihrenden, Dies konnte auch durch Projektion aus dem
Falle des gleichseitigen Dreiecks geschlossen werden, wo es sich um

+
___*-“;('
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den In-Kreis handelt. Die Verkleinerung auf I/f' und l des Mals
stabes giebt die Centralellipse und die einbeschrichene Ellipse fiir
samtliche miglichen Punktdreiecke. Die Richtungen der Hauptachsen

sind mit Hiilfe eines

Fig. 216 Kreises um S, der in

symmetrisch liegenden
Punkten schneidet, be-
quem zu bestimmen.

. T

h

289) Das Rechteck.
Die Ellipse der Punkt-
dreiecke fiir gleiche
Massen hat die Mittel-
linien zur Symmetrie-

. e e R achse. Demnach miissen

zwel der Dreiecke sym-
metrisch, wie m,, m,, m, liegen, wobei SB = 2 A4S sein muls. s
folgt fiir die X-Achse

e e
1

.. T ¥ g LR b F'h?
Loe= s AU B0 =
also
2 @ -IJ: 1 ?ﬂ
T e !}'—*‘rfl/h =~k

= o ¥ e 5 hh® Fh*
Iy=yg2°+ 38+ 520 =2F = 12 -~ 12’
also
- e
G — T
24 ¢
daher
J'J b _ .':1
.,l':_-—. — 1 _;}',‘:—- B
l-":-l 2 } G /6

Durch Symmetrie gegen die beiden Achsen findet man drei neue

Punkte der Ellipse, die also bestimmt ist. Die eine Halbachse ist
F h g 5 . r .
t, = 22 = —, die andere bestimmt sich, wenn man Vorkenntnisse
Ve ,

nicht voraussetzt, aus dem Punkte m,, dessen Koordinaten der Ellipsen-
gleichung geniigen miissen, also aus

oder
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= -
e il h i
)4 F:" Q ||‘,I-
]
1 h*
oder = ol
8 h
e 5 ) o
;1]_\:‘1) [ g iy [i. . I'lllj = iff l’: ~y
H If)lll, k7 (1]

Die Halbachsen verhalten sich also wie b und h, was nach
Nr. 135 selbstverstindlich war.
b e Fig. 217.
200) PFir das : : = S eralies ol e,

Parallelogramm er- ;

geben sich die drei

[llipsen durch Pa-

rallelprojektion der

Figur 216. [hre

konjugierten  Halb-

achsen  bestimmen

sich als 11: und l: . Eins der Punktdreiecke ist eingezeichnet. Die
/6 /6

drei Ellipsen sind #hnlich der einbeschriebenen Hauptellipse des
Parallelogramms,
: Fig. 18
201) Kreis. Aus

b S el i R e T L o e 1
s ¥+ Dl gdtly =g 7=

]
3]

folgt
Aus 5 Fa = }*:u :
foleat

p—r Ve, 20— d, =1 11:

Die drei Punkte bilden einen Kreis mit

Radius @, = r |/ L. Die beiden andern Kreise sind leicht einzuzeichnen,

202) Ellipse. Durch Projektion folgt aus dem Vorigen S4 =a V=i
: 1/ 1 B /8
fiir m, folgt der Abstand a V-, fiir m, und my der Abstand + b} -
Nun muls m, der Ellipsengleichung geniigen, d. h. es muls sein

— = e = I.

ey
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Fig. 219 1 3 b2
s di=h; =1
e ‘|- _-_-H“"“-,. 8N
e e T
SR = o ! oder =
/ R R S 03
L T I L By o
| i = Vaoe iimye ) i s - - :
o . i TR / Es folgt b, =10 I/fi . Die beiden
e | o N Ellipsen sind also #hnlich, die

H”“-xtr'_‘; L ____r..e”'/ andern Ellipsen sind leicht ein-
& =5 zuzelchnen.

In dhnlicher Weise kann man mit andern Gestalten fortfahren.

Zahlreiche weitere Beispiele lassen sich aus den fritheren Resul-
taten entnehmen. Im iibrigen sei auf die Reyeschen Abhandlungen
in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Band 10, Seite 433
und in der Zeitschrift deutscher Ingenieure, Band 19, Seite 401 ver-
wiesen. Hier handelte es sich nur darum. die T\Icr;;i!{*.};]{t--lf. des Er-
satzes durch drei Punkte nachzuweisen.

293) Schlufsbemerkung zu den graphischen Methoden.
Von den graphischen Methoden, deren Wichtigkeit in hiherem Grade
auf dem Gebiete des Bauwesens, als auf dem des Maschinenbaues liegt
ist bisher noch keine zur unbestrittenen Alleinherrschaft gu[mlgt.
Aus diesem Grunde mulsten die bekannter gewordenen hier simtlich
zur Sprache kommen. Welche von ihnen sich einen dauernden Platz
auf dem Unterrichtsgebiete und in der Praxis sichern wird, das mulfs
die Zukunft lehren. Wie auf andern mathematischen Gebieten, so
scheint es auch hier das Richtige zu sein, jede Methode an der
Stelle anzuwenden, wo gerade sie am schnellsten und einfachsten
zum Ziele filhrt. Es gab eie Zeit, wo die graphische Statik etwas
tiberschiitzt wurde. Uns sind hervorragende Lehver des Maschinen-
baues bekannt, die sie so zu sagen gar nicht anwenden. Eine Reihe
von Errungenschaften der graphischen Statik ist zwar von hohem
theoretischen, aber von geringerem praktischen Werte. Binen Vorzug
besitzt sie: anschaulicher zu sein, als der abstrakte Funktionsbegriff
oder die Integralformel. Wo es '-]{_h nicht um allzugrolse i;rmnmwkml
handelt, und wo Ubung im Gebranche des I’ﬂLiJJl]‘l]]ITTlLfPIH und
HO!]\*]‘T{J mechanischer [tlt{'i)'ldl..f}]!'ll ‘) vorhanden ist, scheint sie am
ersten am Platze zu sein. Der Blick dafiir, welche besondere Methode
i den einzelnen Fillen am besten zu gebrauchen ist, schirft sich
durch den praktischen Gebrauch. An eine vollstindige Ver dringung
der rechnenden Methoden ist nicht zu denken.

*) Das sonst gebriuchliche Wort _ Integraph® ist als sprachliche Mifshildung
zu vermeliden, da inte ger and "J[J{’t}'(d in der !’]lm"i{ﬂjl‘[{"]‘jaetgunn etwas ganz anderes
ergeben wiirden.
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Schwerpunkte und statische Momente
homogener Korper.

294) Bei den Flichen zerfielen die Momente jeder Ordnung in
zwei Gruppen, polare und axiale Momente. Bel den Kérpern dagegen
sind drei Gruppen zu unterscheiden, denn je nachdem die Abstinde
der Korperteilchen auf einen Punkt oder Pol, auf eine geradlinige
Achse, auf eine Ebene bezogen werden, handelt es sich um polare,
axiale und Plan-Momente.

Am Beispiele der Halbkugel migen die entsprechenden Momente
erster Ordnung erliutert werden.

Teilt man die Wolbung mittelst zweier Scharen von Meridianen
und Parallelkreisen in kleine ,Quadrate® ein und verbindet man
deren Eekpunkte mit dem Kugelmittelpunkte, so ist die Halbkugel
in ein System von Pyramiden eingeteilt. Der Schwerpunkt jeder
Pyramide hat von dem Mittelpunkte die Entfernung 1 r. Demnach
18t 1 » der mittlere Abstand aller Punkte der Halbkugel vom

i

= 4 3 q réa . X
Kugelmittelpunkte, und | r- 'z = ist das Polarmoment

erster Ordnung in Bezug auf den Mittelpunkt.
Teilt man, wie es in Fig. 54 angedeutet ist, die Halbkugel 1n
anendlich viele Meridiankeile ein, so liegen die Schwerpunkte derselben

- o b Ll ; 39T .
nach Nr. H0) auf einem Kreise vom Radius ——= 7. Demnach ist

16
7 S
L. der mittlere Abstand der Halbkugelpunkte von dem als
; ¢
o 9 S a.. im rig?
Achse gewihlten Durchmesser, Gnd-==v « = rm =— 15t 'das
' 16 3 o

Axialmoment erster Ordnung in Bezug auf diese Achse.

Der Schwerpunkt der Halbkugel liegt in der Entfernung _ » von
der Grundfliche. Demnaeh ist - r der mittlere Abstand der
Halbkugelpunkte von der Grundfliche und —r- 5 r'm=-

ist das Planmoment erster Ordnung in Bezug auf jene Ebene.
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[st eine Unterscheidung nitig, so kann das Polarmoment mit
M,, das Axialmoment mit M,, das Planmoment, weil es auf eine
Fliche bezogen ist, mit M, bezeichnet werden.

Das vorliegende ]_{;i'E'ljt;L

beschiiftigt sich nur mit den Momenten
erster Ordnung, und zwar besonders mit den Planmomenten, die
mit der Lehre vom Schwerpunkt zusammenhiingen. Die Momente
zweiter Ordnung kommen im niichsten Abschnitte zur Sprache.

205) Der Sechwerpunkt eines Systems homogener Massen-
punkte.

In der Mechanik wird der Sechwerpunkt definiert als der Angriffs-
punkt eines Systems paralleler Krifte, wobei die Richtung

dieser Kriifte gleichgiiltig ist. Angenommen wird, dals in den einzelnen
Punkten gleichviel Masse angebracht sei, dafs alle Punkte gleich
schwer seien. Dann lilst sich beweisen, dals der Sechwerpunkt
der Punkt mittleren Abstandes von jeder beliebigen Ebene ist.

Beweis: Man denke sich die gegebenen Massenpunkte 4, B, C, D
durch die Lote e, e, e,e, mit der gegebenen Ebene PQRS starr
verbunden, die Ebene denke man sich senkrecht auf eine andere ge
stellt und die in jedem Punkte wirkende Schwerkraft als die Kraft-
einheit angenommen.

Der Hebelarm jeder Kraft in Bezug auf die Achse P@, um
die sich die belastete Ebene mit den Punkten drehen will, wird
gefunden, indem man von ihr aus auf jede Kraftlinie ein Lot fillt.
Diese Lote erhalten die Liéngen der Abstinde ¢, ¢,, ¢;, ¢,. Die stati-
schen Momente werden e, -1, ¢,-1,¢ -1 und ¢,-1. Denkt man sich
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im Schwerpunkte S,, dem Angriffspunkte der Resultante, die Kraft 4
angebracht, und ist ¢, die Entfernung des Schwerpunktes von der
Ebene, so ist das statische Moment der Resultante gleich e, - 4. Dieses
\Iummmt muls oleich der Summe der Einzelmomente sein, also wird

de,=—¢ 6 1+ ¢ 1 ¢
und daher

Ehenso wird fiir den Schwerpunkt von n Punkten gefunden

€ 1 6 =l €y 4_ = e

Der Schwerpunkt ist also der Punkt mittleren Abstandes
von jeder beliebigen Ebene.

206) Bekanntlich kann er folgendermalsen gefunden werden:

Man halbiere A B, verbinde den Halbierungspunkt S, mit €' und
schneide von der Verbindungslinie den dritten Teil S,S; ab. Man
verbinde S, mit D und schneide auf S,D den vierten Teil S;8; ab,
dann ist S, der Schwerpunkt der vier Massenpunkte u. s. w.

Beweis: Die Krifte in 4 und B kann man |"1'*~'{'f2f‘,[‘11 durch die
in S, wirkende Resultante 2. Am Hebel S,C wirkt in S, die Kraft 2
in (' die Kraft 1, beide konnen ersetzt werden durch die m h';.,
wirkende Resultante 3. Am Hebel S,D wirkt in §; die Kraft 3, in
D die Kraft 1, beide konnen ersetzt werden durch die in 5, wirkende
Resultante 4

207) Bemerkungen. Diese Konstruktion ist erstens unab-
hiingig von der Richtung der Parallelkriifte, der obige Satz
oilt 11«1: von jeder beliebigen Ebene. Zweitens ist sie unab-
hingig von der Reihenfolge der Punkte. Man kann daraus
h.l.n'rm-t..rirs('h:' Schliisse ziehen.

Fiir drei Punkte folgt, dals die drei Mittellinien des Dreiecks
einander in einem Punkte schneiden, der von jeder den dritten Teil
abschneidet.

Fiir vier Punkte folgt, dafs die vier Mittellinien des Tetraeders sich
in einem Punkte schneiden, der von jeder den vierten Teil abschneidet.

Diese Art, geometrische Sitze mit Hiilfe der Lehre yom Schwer-
punkte zu EHIL[LH bezeichnet man als den barycentrischen Kalkiil
Im Methodischen Lehrbuche, Band II, sind z B. die Sitze von Ceva
und Menelaos so bewiesen \\r_mlun, Die Formel fiir e, wird dort
in der Koordinatenlehre abgeleitet. Die Guldinschen Regeln, die
Sitze iiber abgeschrigte Prismen und iiber die Schwerpunkte von
Drehungskérpern bezw. ihrer Sektoren, gehoren hierher.
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298) Dals der so gefundene Schwerpunkt der Punkt mittleren
Abstandes ist, ldlst sich auch rein geometrisch beweisen.
I | f_’z
=¥

@

Geometrischer Beweis. In Fig. 1 ist das Lot S;S;=="
als mittlere Hohe des Trapezes 4, ABB,. Das dortige Trapez
C, €8, 8; ist in Fig. 2 besonders gezeichnet und durch S, die Parallele

KL zur Grundlinie gelegt. Wegen des
Fig. 921, Teilungsverhiltnisses 1: 2 der Linie S, (! ist
e T i
G B S, K= 21L0C,
! B d. h.
iy e N el ) B S ) ==ty
! [ LI 3 _h=h—e
H""\-\.]'p‘r 9 )
i . : oder
- e, + e —2h=2h— ¢,
ere, also
s {7t e gi=<l=er =l
| [ 3 B ="4 o
: | ]
| Ebenso ist das niichstfolgende Trapez
K | ¢ zu behandeln, in dem S, K = 3-LD wird
] '(’r-' 7 7 by
s u. 8. W,

299) Die rein geometrische Definition des Schwerpunktes ist also
folgende: Der Schwerpunkt eines Systems homogener Massen-
punkte ist der Punkt mittleren Abstandes von jeder be-
liebigen Ehene. :

Mit Hiilfe dreier nicht paralleler Ebenen, z. B. der drei Koordinaten-
ebenen, kann er bestimmt werden.

Sind die Raumkoordinaten der n Punkte a,,4,, 2,; %y, ¥y, 253 o, Us

&, Y.,%, 80 sind die Schwerpunktskoordinaten

g

§
b Bt

. e e 1 | = | I
Ly T &y o &y e & iy e Vi e e i i 4
..!. — - ! n N T =

P o == B ;

o

Sind in den einzelnen Punkten die Massen my, my, my, - - - m_ an-

gebracht, so sind die Schwerpunktskoordinaten, wie sich ganz ebenso
zeigen lalst,

g A I + g i e

Wy S Mg Xy - My Ty _l_ R _|_ ”'I.I."I.l.' ']‘Fr
X = — ; e s

L My + My + My + - - m m 7

4 i L i F - i . 2 3 ]

Y+ ey Mgy, +m.y, M,
Y = e = S = e
Y, My - My o My - o M, m ’

My - M2y - Mgy oo moz M,

S my = my - omy ¢ e n, "
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wo M, M 6 M, de Planmomente des Systems fiir die Ebenen YZ,
ZX und XY sind und m die Gesamtmasse bedeutet.

erdings nur fiir eine endliche
Anzahl von Massenpunkten abgeleitet worden; da aber die Zahl der-
gelben beliebig gl‘nil‘ﬁ angenommen werden darf. lilst man die Beweise
auch fiir unendlich viele Punkte gelten. Jede Linie, jede Fliche und
jeder Korper kann als aus unendlich vielen ,Punkten® bestehend an
genommen werden, und so bleibt der Schwerpunkt auch fiir solehe
Gebilde der Punkt mittleren Abstandes in Bezug auf jede beliebige
Bhene, nur muls die Anordnung der Punkte als eine homogene an
genommen werden. Dies entspricht der in der Mechanik gebriuchlichen
Annahme, dafs der Korper iiberall gleich dicht sei, dals er tiberall
dasselbe spezifische Gewicht habe.

300) Die gefundenen Formeln sind al

301) Allgemeine Sétze. Besitzt ein Korper eine Sym
metrieebene, so geht diese durch den Schwerpunkt; besitzt
er zwei Symmetrieebenen, so geht ihre Sehnittlinie durch
den Schwerpunkt; besitzt er drei Symmetrieebenen, die nicht
durch dieselbe Gerade gelegt sind, so schneiden sich die
drei Schnittlinien im Schwerpunkte. Sind mehr als drei
Symmetrieebenen vorhanden, so gehen simmtliche Schnitt-
linien derselben durch den Sehwerpunkt. Der Sch werpunkt
regelmiifsiger Korper fillt daher mit dem Mittelpunkte zu-
sammen.

Stimmen die Querschnitte zweier Korper im Sinne des
(Cavalierischen Prinzips fiberein, so liegen ihre Schwerpunkte
‘1 derselben Hohe. An Stelle der Gleichheit der zusammen-
gehorigen Querschnitte kann auch ein konstantes Ver
hiltnis der Flicheninhalte treten. Der Beweis fir den ersten
Fall liegt darin, dals je zwei zusammengehorige Querschnitte in Bezug
auf die Grundfliche gleiche statische Momente haben. Demnach
stimmen auch die Momentsummen iberein. Bei beiden Korpern wird

M statisches Moment " o . -
hy =+ = : . Entsprechendes geschieht 1im zweiten
; J Inhalt :
Falle.

Die oben gegebenen Formeln bleithen auch dann richtig, wenn

die Ebene, auf welche die Abstinde bezogen sind, den Korper
schneidet. Dabei sind die auf der einen Seite befindlichen Abstinde
als positiv, die andern als negati einzurechnen. (Geht die KEbene
durch den Schwerpunkt des Korpers, so ist der mittlere Abstand

gleich Null.
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Fiir zahlreiche Kérper ereiebt sich die Schwerpunktslage durch
einfache Betrachtungen, die hier unterbleiben kéimnen: fiir viele andere
ist sie in den fritheren Kapiteln bestimmt worden. Hier soll eine
Zusammenstellung des Wichtigsten geseben werden.

302) Kérper von der Ordnung Null Bei senkrechten
und schrigen Prismen und Cylindern liegt der Schwerpunkt im
Halbierungspunkte der Mittellinie, d. h. der Verbindungslinie der
Sehwerpunkte der beiden parallelen Grundfiichen.

Solche Korper werden als soleche von der Ordnung Null be
zeichnet, weil der Querschnitt von der Form g = a=—=aqay" ist. Alle
frither behandelten ebenen Flichen, deren Schwerpunkte bestimmt
worden sind, geben zu entsprechenden Ubungsheispielen Anlafs.

303) Koérper erster Ordnung, deren Querschnitt von der
Form ¢ = by' ist, sind z B. der Dreieckskérper, das Drehungs

paraboloid, das elliptische Paraboloid, parabolisch begrenzte

Fig. 299

Kérper, deren Querschnitte #hnliche Vielecke sind, z B.
Quadrate, regelmilsige Sechsecke und dergl. Die letzteren Korper
konnen bei umgekehrter Aufstellung als parabolische Gewdibe
aufgefalst werden.

Weil bei dem ersten dieser Korper der Schwerpunkt in der
Hohe —Fh liegt, liegt er bei siimtlichen in dieser Hohe. Dies gilt
auch dann, wenn, wie in Fig. 223, die Schwerpunkte der Querschnitte
auf schiefer Achse angeordnet sind.

304) Stumpfe der Korper erster Ordnung. Diese Stumpfe
sind in Fig. 3 mit angedeutet worden. Der Sehwerpunkt des ersten
lifst sich mit Hiilfe der Trapezformel berechnen. Ist (7, die kleinere,
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(+, die grofsere Grundfliche und ist F e
h die Hohe des Stumpfes, so folgt
nach Nr. 4 als Schwerpunktshéhe
h & 1 2 r’!‘_,
‘ll|1 = =5 ! £ e
& g6, -1 r:\.:

Dies gilt nach Cavalieri {iberhaupt
von den Korpern dieser Art.

305) Eine zweite Berechnungs-
methode ergiebt sich nach Nr. 164
folgendermalsen:

[st, von der gemeinschaftlichen

Grundebene der Fig. 222 aus gerech-
net, b, die kleinere, k, die grolsere Hiohe, so ist bei Querschnittsformel
g = by die Schwerpunktshohe

bhd bR

M Oz 3 a ;‘:‘i? 5 jr:I.J
,I'lﬂf == ] _— - — = '.l _’ =3
s=J  pnl WA Yh R
% op 2
was noch mib hy, — h, gekiirzt werden kdnnte.

306) Korper zweiter Ordnung, deren Querschnitt von der
Form ¢, == cy® ist, sind z B. die Pyramiden und die Kegel

s

o

von beliebiger Grundfliche, aulserdem der in Fig. 224 dargestellte
parabolische Cylinder. Bei simtlichen liegt der Schwerpunkt an

der Héhe ' I. Dies folgt nach Nr. 164 aus der Formel

e e
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[ =}
[
[
&
=~

e~

M 4 g
D B R
h i i ks

st sich aber auch fiir die Pyramide
durch eine geometrische Betrachtung
nachweisen und gilt dann nach Cavalieri
tiir die simtlichen Kirper dieser Gruppe.
Alle Schichten der in Fig. 225 dar

i

gestellten Pyramide haben nimlich die
Schwerpunkte in der Mittellinie DS,, in
dieser muls also der Schwerpunkt liegen.
Dasselbe gilt von der Mittellinie AS,.
Die Dreiecke ASD und 8,88, sind
ihnlich und ihr Malsstabverhiltnis ist 3 : 1, folglich ist S, S = ]3 SD,

folglich S,8 = i S, D und daher bei dieser Aufstellung h, — : h.

An Stelle der m Figur 224 dargestellten Kérper konnen auch
soleche mit schiefen Mittellinien (bezw. schiefen Seitenflichen) treten.

307) Anwendung auf den Kugelsektor. Wie bei der Be-
rechnungsmethode der Kalotte denke man sich den Sektor in lauter
Pyramiden zerlegt, die ihre unendlich kleine Basis in der Kalotte

haben, deren Spitze aber in M liegt.
Fig. 226. Alle diese Pyramiden haben ihre
M Schwerpunkte in der Entfernung '] ¥
von M. Die Schwerpunkte bilden
also selbst eine Kalotte, die der ge
gebenen dhnlich ist. Der Schwerpunkt
des Sektors stimmt iiberein mit dem
der neuen Kalotte. Zur Hiilfskugel
gehirt ein  umbeschriebener senk-
rechter Cylinder. Jede Horizontal-
schicht seiner Mantels ist von der
Fliche 2raxh,, und ehenso grols ist jede Schicht der Kalotte. Waeil
nun der Mantel des Hiilfseylinders seinen Schwerpunkt in halber Hohe
hat, so hat auch die Hiilfskalotte den ihren in halber Héhe. In
Fig. 226 hat man also nur D, C, zu halbieren, um S zu finden.
Nun ist ans Ahnlichkeitgriinden M D, — : MD — :Ia (# — h), wo

I die Pfeilhohe der Kalotte ist, also D, C, = 1 r— 2 (s -h)= : h, folglich

‘ 1 b 8
l)l"'} = 3 1)1 IrTl = i! * 4 ;.‘ —— s ,lr;:.
folglich
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ME=23(r—h) +ih=3[2r—2h+h] =5 @2r—h).

%

Anwendung auf die Halbkugel. Fiir h = r geht der Sektor
in die Halbkugel iiber, fiir diese folgt also MS = S@2r—r)= 7.

Die Wiederholung der vorigen Berechnungsart fillt filr diese ganz

ginfach aus.

308) Stumpfe der Kérper zweiter Ordnung. Hinige solche
sind in Fig. 224 angedeutet. Kann man die

Berechnung fiir den Kegelstumpf durchfiihren, Fig. 237,
so ist sie fiir alle andern Formen erledigt.
In Fig. 227 seien die Radien » und g, LR
die Stumpfhohe h. Der ergiinzte Kegel hat Bk
- . fr . : 7 s A
die Hohe Yy =? . Wie eine E'l'l!'hll‘-]]{' Be : !
' P —p ;
i-!'all,-..]'|t111_1g ergiebt, also lieghb der Schwer : [ :
punkt S, des Erginzungskegels in der Hohe AT e
/ o \
ot 5h 4 bt \
p + Y L e T .‘f. / i \
i gre A / L6 \
A \
- . Y s 1 -+ H
der des ganzen Kegels in der Hohe ;r . Nach % - A
dem Satze von den statischen Momenten ist
A8, - Stumpf 4+ 48, - Ergiinzungskegel — SA - ganzer Kegel, oder
h s : 9 Sh4y (s y—M Y ra ¥
A La ™ 1 7o 1@ '_| G 4 ;‘_9 * e J—c l.* g jie

S hor : : , G o
Setzt man — fiir y ein, so ergiebt sich schliefslich
e ! .. £

i hrid-2r0 4 8¢°

L 4 rE _|_ rp _Il [J'_'

Multipliziert man oben und unten jedes Glied mit =, so erhiilt man

e s horimt2Vrine®zm -+ 3e*'x K G, + 2V GGy + 36,

£ i+ Vriwe'w + o'x 4 G, + VGG + G,

wo G, die untere, G, die obere Fliche ist, wobei gleichgiiltig ist,
welehe von beiden als die gréfsere angenommen wird.
Diese letzte Formel gilt nun fiir sémtliche Stumpfe dieser Gruppe.

309) Nach Nr. 164 lLilst sich fiir die Querschnittsformel g = cy*
im Anschlufs an die Figur 224, auf deren Grundfliche die Abstiinde
h, und h, zu beziehen sind, die Schwerpunktshéhe folgendermalsen
berechnen:

Holzmiillor, Ingenieur-Mathematik. 1 16
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e .Tz_l, s f:';
= hE — R
y T M 4 ) it
: J ch ,' C Jli:!j . Jr.'j Jrf:l; 1
was noch dureh hy, — &, gekiirzt werden kinnte, wodurch jedoch die

Formel an Hinfachheit verliert.
Dals sich auch die Simpsonsche Regel anwenden lifst, ergiebt
aus den nachstehenden allgemeinen Betrachtungen.

510) Kérper gemischter Ordnung bis zum zweiten Grade,
Hierher gehdren die Kugel, der Kugelabschnitt und die Kugelschicht,
das Drehungsellipsoid mit Abschnitt und Schicht, das dreiachsige
Ellipsoid mit Abschnitt und Schicht, das einmantelige und zwei
mantelige Drehungsellipsoid (letateres auch mit seinen Schichten),
das ein- und zweimantelige dreiachsige Hyperboloid, das hyper
bolische Paraboloid, séimtliche Prismatoide mit ebenen oder
windschiefen Seitenflichen. Dafs dies der Fall ist, soll fiir jedes
Beispiel nachgewiesen werden.

>

311) a) Berechnung mit Hiilfe der Schichtenformel.
Ist der Quersehnitt von der Form

g, = a + by + cif’,

so liegt nach Nr. 178 der Schwerpunkt in der Héhe

ay? by? eyt

_ i enbe g
Y= ay* by’ | eyt
it 2 T 3

Hier kinnte noch durch y gekiirzt werden, jedoch verliert die Formel
dadurch an Ubersichtlichkeit.
512) b) Berechnung mit Hiilfe der Simpsonschen Regel.
Ist der Querschnitt von der Form
g, = a+ by + ¢y,
0 ist sein statisches Moment in Bezug auf die Grundfliche
O + LH'—' _‘!_ {.H::'
Da nun der dritte Grad nicht iiberstiegen ist, kann sowohl der In
halt, als auch das statische Moment nach der Simpsonschen tegel
berechnet werden.
Der Inhalt wird
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F=2(U+F044H),

wo U den Unterschnitt, O den Obersehnitt, M den Mittelschnitt be-
deutet. Das statische Moment wird
: I = 5 "
M=, (U+0+4M),
wo 7" das statische Moment des Unterschnittes, O das des Oberschnittes,
M das des Mittelschnittes in bezug auf die Grundfliche bedeutet.
Demnach wird die Schwerpunktshihe

b L0 AN

T UFO0FiM
. ‘ " - o = e .
Nun ist aber ' =U-0=0, O =0-h, M =M. : , also wird

der Zihler gleich Oh - 4 _Z'H'i_} — (0 + 2M). Demnach folgt

0O4+2M

hh=hzg FOFam

Im allgemeinen ist die Summenformel vorzuziehen, weil man bei ihr
den Mittelschnitt nicht besonders zu berechnen braucht. In vielen
Fillen aber wird die Simpsonsche Regel dadurch besonders einfach,
dafs einzelnes ganz wegfillt.

313) Beispiel des Kugelabschnitts,

Aus 22 =2 — (r — 9)* = 2ry — y* folgt als Querschnittsfliche
e : g
g, = v'm = 2rzy — ny-. S i
Hat also das Kugelsegment die Héhe A, M
: TR : 3 AT
so folgt als SchwerpunktshGhe i
'-' \\_\_\ \-‘?.
e Rt Rt [ PR
B AR = b Br—38h — i
Y=g — h? R & 8r—h N o I
e —in= S |,
4 3 ~"-;‘___‘__ [.-r

(Fiir h = r ergiebt sich 3 r als Schwer-
punktshohe der Halbkugel.) Die Simpsonsche Regel ist hier unbequemer,
als die Summenformel. Man wende sie trotzdem zur Ubung an.

314) Beispiel der Kugelschicht.
a) Sind hy, b, und r gegeben, so ist nach dem Vorigen in Bezug
auf die Grundfliiche
16%

TR
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[ h : h hy
gy — J, = (2rm = — 'r) (_z‘m” S )
I h,‘,) { 5 hr)
— | 2 4 = g . s
W, W, (_Mr___1 T LI T
folglich
21T /48 T (74 4
L ;.'.J It - l:xln’ A h
i M, — M, 3\ T 1)
i o Jo0 T e s g T (28 a4
1 : |'L.j31-; — i) : [_.J'.'ﬂ Irﬁul
= &g “‘{'_': — f,l:ij — g ”{;— 'I'l;,} :
12 r He;_; — Ie'f’} 4 [J’ej - .7.*‘]51
Hier konnte noch mittels (h, — h,) gekiirzt werden, was aber die
Formel nicht vereinfachen wiirde.

Fig. 220

Fig. 230

b) Sind jedoch die mefsharen Radien @ und b und die Schicht

hohe h gegeben, so
Aus »* = @ 1+ 2% und »% = B2 + (I + 2)® folgt
=0V 2he 22,

L o ;"_'

2 h

kann man folgendermalsen verfahren.

also

Jetzt ist
=t M= 4 : 2= (2 %— I/ ',U:':

o

— (= Rt — 2h2) + 2+ h)y _U.J_s-‘-l

ill!‘ll]
g, =xw=mx[(a*—h?—2hs) + 2(» + h)y — y*],
*} Dies ist die Gleichung des Kreises in Bezug auf A als Nullpunkt des

Hnul':{it.l;Ji'i,'||.~:_-,'_-'1e‘]]L-'
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folglich
7 . Rt - oo a-
|{ = LIU’" — W —2h) ; + 2(2 4+ h) !‘3 ;,f |= wh|a® — zh — hi .

Setzt man hier den Wert von z ein, so erhilt man

o/ 9 9
J="[3a" 4 30°
Dagegen wird
[ . . hi i 1~ & .
M = 5‘?31 (a® — h* — 2h) ’ +2(z+41h) i) 7% ‘I’l | = ﬂ’__“;_,,,;_ dhe — k¥,
0 - £ - * 2
Finsetzung des Wertes von z giebt
wh? 9 2 g
J;'I == _{3_ ]l’ o —'— L’-;. ir.'“ "|— JIIA’.'

Endlich folgt
M b 4ardgbrop
|
=

4 Tt e T B B R

Setzt man b = 0, so erhilt man eine neue Formel fiir das Segment,

namlich
h 4a®*4+ K

$ T gat | h?
die der friiheren vorzuziehen ist, weil sie nur mefsbare Stiicke enthilt.
Setzt man oben a = 0, so folgt

Y

. B 25 -{-.l'-'
o g 92 3t o ]

-

als Schwerpunktsabstand des Segments von seiner Grundfliiche. Die
vorangehende Formel gab den vom Scheitelpunkte aus. gemessenen

Abstand.

L}

315) Damit sind zugleich die “schu-}mm der nach Cavalieri aus
der Kugel abzuleitenden Kérper erledigt, z. B. der des Drehungs
ellipsoids, des dreiachsigen K H_]I\*-ﬂllii'- und der aus der Halb-
kugel abzuleitenden Gewdlbe. Bei den Ellipsoiden kann man
\t‘“}-‘tt‘;i‘l‘:ti'lﬂ(“lf}l auch von der Ellipsengleichung ausgehen, #hnlich
wie es nachstehend fiir das Hyperboloid geschehen soll.

316) Beispiel des einmanteligen Drehungshyperboloids.
a) Berechnung mit Hiilfe der Schichtenformel.

Die Gleichung der Hyperbel sei
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Durch Drehung um

die Y-Achse entsteht ein einmanteliges Drehungs-
hyperboloid.

Fig. 231

y
™~ 7 P
e = — 1 —— —
e { ]
S | i - |
N N 7
\\‘ J|I bl ;j |
\ | [/ |
\.IJ ~4| - : I !{-\, +
— == = —e ————ft — ll - — F———— -
O [ A\ |
Aus der Gleichung folgt
3 e e
ot =at 4 5P,
so dals der Querschnitt des Korpers in der Hohe y wird
e a*mw 2
q,= &'w = a°®w < i Y
Die Sehwerpunktshohe wird also nach Nr. 174 fiir den von 0 bis J
reichenden Kérper

Fig. 282 e
s S L aiz hP

il sy e

ik 208 LR

1 3% L At

was nur von s und b,, nicht aber
von @ abhiéngig ist.
Ist z. B.b =1 und h — 2, so0
9

folgt y = -

Alle nach Cavalieri daraus ab-
zuleitenden Korper, auch die durch
Affinitit  (schriiges Koordinaten
system) damit zusammenhiingenden,
werden ebenso behandelt, z. B. der in Fig. 232 dargestellte.

b) Berechnung mit Hiilfe der Simpsonschen I

Aus der Gleichung

e
tegel,

3 (¢ o)
Q” — ff".';"[' _f_ .hﬂ_'-y"
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folet als Obersehnitt

a

(O — a’x + —3
9

Bt

als Mittelsehnith

alm (h\?
208

M= a*n+ 5=
be

withrend der Unterschnitt U = a’m ist.
Dies ist nach Nr. 312 in die Formel

O 4-2:M
Jllfs = ||Ili T4 0 _.I_—-'!.—..”
; : 4 r o 1 <
einzusetzen und giebt
f.f r G .Fr"\ g fatoy a0 h:‘\]
e R 2 4L 2 [a=m -
] ] l._{ B ) ! (.' TR 3h20b3 -+ A*
TR MRS UnRS FIARE o cathty 4 Ak
aimw -4 [\r.'":-r b= 53 ,u-] 1 4 (H'_'f S _1)

was mit dem obicen Resultate {ibereinstimmt. Die Schichtenformel

war offenbar vorzuziehen.

317) Das zweimantelige Hyperboloid. Die Gleichung der
Hyperbel sei zuniichst dieselbe wie vorher, nur geschehe die Drehung
um die X-Achse. Um die Schichtenformel anzuwenden, verlege man
den Koordinatenanfang nach A, so dals man statt z zu schreiben hat
(z 4+ @), wihrend y unveriindert bleibt. Die Gleichung geht dadurch
iitber in

i | 2 2
- @) Y=
+ 7 1-;

e

oder 1n
2 b2
A

W
+ = S

der senkrechte Querschnitt des Drehungskorpers in der Ent-

"’f— T (158
so dals
fernung & von A wird

3 2 b biw o
g, =Y'm= T T

Fiir den von A bis z; (be (") reichenden Korper wird der von A

aus gerechnete Schwerpunktsabstand

o o <3
2 héx 4; b*x ;r_.'JL
( 3 @ 4 a8 -+ 3,
Wy = . F o A R |
2 \i:" Vxa 4 30 = &,
1 1
¢ 2 s 3

Ist z. B. AC =2, =1 und a =1, so folgt 2, = :" :li = :.I:' Der

fiir 2. oefundene Ausdruck ist von b unabhiingig. — Aus beiden

P

E——
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Arten von Hyperboloiden lassen sich auch Gestalten ableiten, deren
Querschnitte #hnliche Polygone sind, z B. hyperbolische Gewdlbe.

318) Prismatoid. Im Method. Lehrbuch.
Bd. II, Stereometrie 37 bis 39, sind die all.

5

gemeinsten Prismatoide mit ebenen und
windschiefen Seitenflichen behandelt, und zwar
mit Hiilfe des sog. Halbtetraeders.

Fithrt man in Fig. 235 einen Horizontal-
sehnitt in der Hihe 9, s0 entsteht ein Parallelo-
gramm, dessen Winkel durch den Kreuzungs-
winkel der beiden Horizontalen @ und b be-
stimmt werden. Die Parallelogrammseiten b,
und @, ergeben sich aus ihnlichen Dreiecken
mit Hilfe der Proportionen y: 5 — b : b

)
und (A —y):h =a,:a als b =y , und

t = a — ;:Ef, s0 dals die Schnittfliche wird

: e B h ; ab ein y absiny .
=147 ;o A — =E 2 Q P = — 4= da, u>=
/, 1 ) 811 3 {\:.' h _.?;J 5 Y sy ) T
Die schraffierte Fliche des Halbtetraeders wird halb so grols, sein
Inhalt von der Héhe O bis zur Hihe iy, wird
s absin y : ."Jr-|_ 1 yltj—|
AT g h 3’

das statische Moment des bis dahin reichenden Kérpers in Bezug
auf die Grundfliche wird

M — .r.e_.".« sin y | Uy 1 ff1l_

2h L3 h 4

die entsprechende Sehwerpunktshihe also

¥y 1 iy
y 3 ih Y, 4 h 3 ¥,
Vs '.i'f-f '-’f_f 28k — 2y,
TR T

Ebenso konnte die Simpsonsche Regel angewandt werden, da ¢ den

zweiten Grad nicht iiberschreitet, Setzt man Yy = h, so erhilt man
h

&)

=

319) Die windschiefe Fliche des Halbtetraeders ist ein hyper-
bolisches Paraboloid, iiber weleches man Method. Lehrbuch, Band III,
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Kegelschnittflichen Nr. 42 vergleiche. In Fig. 234 hat man nur BD
zu ziehen, um den Raum des Halbtetraeders zu begrenzen.
Der ganze Raum wird

el e : :

2h 2 3h

al sin y fi
12

Sein Schwerpunkt liegt in <<
halber Héhe. Die Schicht
von beliebiger Hthe g, be-
stimmt sich nach den obigen
Formeln.

Damit sind sdmtliche
Flichen zweiten Grades 1m
wesentlichen erledigt.

320) Fig. 235 stellt ein
besonderes Prismatoid mit windschiefen Seitenflichen dar. Im Mefhod.
Lehrbuche I, Stereometrie 40, ist es behandelt worden. Man braucht
nur einen Eckpunkt der Grundfliche mit dem
driiber liegenden der oberen Fliche zu ver- Fig. 285
binden, um zu erkennen, dals aus dem
prismatischen Kérper vier Halbtetraeder
ausgeschnitten worden sind. Ganz IEnt
I)

sprechendes geschieht bei dem Prismatoid
mit zwei verschiedenen, ganz beliebig ge-
stalteten Grundfliichen. Aus dem Prismatoid
mit ebenen Seitenflichen sind Halbtetraeder
in beliebiger Zahl ausgeschnitten.

Daraus folgt, dals die Querschnitts-
formel der Prismatoide den zweiten
Grad nicht iibersteigt, dafls also Inhalt
und statisches Moment mit Hiilfe der
Simpsonschen Regel und ebenso mit
Hiilfe der Summenformel bestimmt
werden konnen.

Die einmanteligen Hyperboloide sind als Prismatoide zu betrachten,
deren Grundflichen regelmilsige Polygone mit unendlich vielen Seiten
oder entsprechende elliptische Polygone sind.

321) Zu den Prismatoiden gehren noch Formen, die man sich
in beliebiger Zahl darstellen kann.
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Kin Beispiel sei hier angegeben. Fig. 236 stellt einen Korper dar,

desgen untere Grundfliche ein Kreis ist, withrend die obere Grund-
fliche durch eine Gerade AB dargestellt wird, deren Projektion der

KCreisdurchmesser €D ist. Die senkrecht zu CD stehenden Sehnen,
z. B. KL, sind mit der oberen Projektion (z. B. N) ihres Halbierungs-
punktes N verbunden, so dals Dreiecke wie K LN, entstehen. Die
Schenkel dieser Dreiecke bilden eine krumme Fliche. Der Querschnitt
in halber Hohe wird eine Ellipse, deren Inhalt die Hilfte vom Kreis-
inhalte ist.

Auch dieser J.\':("}l'lr!*r‘ ist als Prismatoid zu hﬁt]*;‘l_(_-.htsl}]? kann also
nach der Simpsonschen Regel berechnet werden, Sein Inhalt ist

D

h 5 .275- 3[[

also gleich der Hilfte des zugehdrigen Cylinders, wie auch aus dem
Vergleich der Dreiecke mit den zugehérigen Rechtecken des Cylinders
folgt. Das statische Moment in Bezug auf die Grundfliche ist

{i h s i R h?
{4 [ = o || 2= . “] ” . j —_— e ; -“_I
| M G L’ T - Ji R -+ 5 :EJ 3 rem,
die Schwerpunktshohe also
M 9
| Jras A
| s 5 =,

wie auch sofort aus den Schwerpunkten der Dreiecksschnitte ge
schlossen werden kann.

Jeder Horizontalschnitt des Korpers ist eine Ellipse, die Ellipsen
gehen nach oben hin aus der Kreisgestalt allmihlich in die der
Geraden iiber. Der Kérper kann, wie der Kegel, nach oben hin
fortgesetzt werden, ebenso nach unten.




Schwerpunkte und statische Momente homogener Kdrper. 251

(3}

322) Durch Horizontalverschiebung der Querschnitte erhdlt man
den in Affinititsbeziehung zum vorigen stehenden Schriigkorper.

Eine andere Transformation erhiilt man, wenn man statt der
parallelen Schnittebenen (Dreiecke) solche nimmt, die (z. B. ober
halb A B) sich in einer Kante schneiden, die senkrecht zur Zeichnungs
ebene steht. Dadurch erhélt man einen Korper, bei dem die Schneide
AB < OD ist, wihrend der Parallelismus erhalten bleibt. Auch jetzt
sind simtliche Horizontalschnitte Ellipsen, denu jede Ellipse ist eier
Centralprojektion unterworfen worden.

BEine weitere Umgestaltung erzielt man durch Drehung jedes
Querschnittes in seiner Ebene, z. B. um den Mittelpunkt.

An diesem Beispiele erkennt man, welche grofse Mannigfaltigkeit
im Gebiete der Prismatoide zu finden ist. KEine grofse Anzahl solcher
Korper sind in der ,Genetischen Stereometrie® von Heinze - Lucke
(Leipzig, bei Teubner, 1886) behandelt worden. Die Schwerpunkte
simtlicher sind der elementaren Bestimmung mit Hiilfe der Summen
formel und der Simpsonschen Regel zugiinglich, weil nirgends der
2. bzw. 3. Grad iiberstiegen wird.

323) Korper vom Querschnitt

g, =a-+by4cy’ + -+ kyP-
Nach Nr. 172 wird
. a bhz ehts o kh? T
= i ._|_, 2 + TR AR P —’5-_.]" ?
ah® hh® ch? Lpet2
M=co A pmerE o p+2?
folglich s
ah® bhs eht EhRP T
j 3_+§_+ 4 —'__l- -p—|—_‘.1:.
e ~ .
wh a’_J}r'-' Tt f_f: Sre s oo EhF "'l_
TEREE S g e SR

Hier kinnte noch durch i gekiirzt werden, jedoch wiirde die Formel
dadurch an Einfachheit verlieren.

Einige Beispiele sind frilher gegeben worden, z B. in der Tabelle
iither Parabeln héherer Ordnung.

324) Eine umfangreiche Gruppe von Drehungskorpern
Eine Kurve habe die Gleichung
z=a -+ by + .{_-?;f 4o kyl-
Dureh Drehung um die Y-Achse entsteht ein Drehungskérper, dessen
Quersehnittsformel ¢ = #*x auf die Form

I
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P

f,l’b. = —|" |.'l.‘|jj -—E—- ['i.,;f'—' __r_ s _l_ r .U.‘Jlu

gebracht werden kann, so dafs die Schwerpunktshihe des Korpers
wird
a k* | DK? ¢, i
M, aib @il B Tl

Jr.f —— E—
s T .y f by h? e o
R A B R

Nach Nr. 116 ist aber zugleich

folglich _
' MM, M . Fo M,

e

1: /| e ”.'.:...._....:_-... x
M, b hs ‘U—f’ T 2oxl 2

Darin liegt ein Mittel, fiir zahlreiche Flichen das
Centrifugalmoment in Bezug auf die Koordinatenachsen be
quem zu bestimmen,

Entsprechendes gilt von den

' =a + by + ¢y’ + - - - + ky?-

Der letzte Satz kann iiberhaupt fiir alle Flichen benutzt werden,
bei denen aus irgend welchen Griinden (z B. Symmetrie) die Schwer-
punktshihe des Drehungskérpers leicht bestimmt werden kann.

Kurven, deren Gleichung lautet

520) Beispiel der gleichseitigen Hyperbel 2* — g — 1.

Fiir den gezeichneten Quadranten ist das Centrifugalmoment mit

Hiilfe des Drehungskérpers folgendermaflsen zn hestimmen. Moment
des Streifens
Fig. 257. & %
MWy Yy-q —y:xax=ny(l + y°),
E e also
< 7 xht it The -
. M, = Sy e e U
?.".i'. 7 + <
= /,-’ Demnach
M h3
3 i c o
forarls = edant 49
,f M, =S ¥=249 4 4

526) Beispiel des Halbkreises in
dem Sonderfalle der Fig. 238,
Da die Symmetrieachse parallel der Drehungsachse ist, so ist
nach Nr. 117 der Schwerpunkt des Drehungskérpers in der Héhe
ir 3 Treis : e a9
b 4 5, 20 finden. Sein Inhalt ist -~ -2ax = az’®, also das
: A - 5 s 47
Moment M, = (ax?r®) Lf i
) (b +52)

by B o

, folglich
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am*r* (3 b - 41 ar.
j'f{_“_z 5 ! — ; I-'} ;J,T _|l_ 1 -
" AL A i :
[m letzteren Falle war die Summenformel fiir ganze Exponenten nicht

ohne weiteres brauchbar, denn die Kreisgleichung (x —a)* 4 (y — b)* =1#*

fithrt auf 2 = a + V»* (y — b)*, wobei rechts erst nach Potenzen
von y in unendlicher Reéihe
entwickelt werden miiflste. ol
Der gewonnene Satz |
iiber das Centrifugalmoment ' T
sagt nichts Neues, bietet ' S \
aber doch fiir viele Fléchen v i A
einen bequemen Weg zur | 17 ? A
Berechnung. IFr gilt auch | B
fiir die Fille, wo # oder &* | g
durch eine unendliche Reihe : b
gegeben ist, sobald man 3 |
nar im Konvergenzgebiste ssgpe—r——————— &

bleibt.

327) Negative und gebrochene Exponenten.
Ist die Querschnittsgleichung von der Form
x=gq,= ay” + by? + cyv 4 ,I.fy-d e -,
wobei unter den Exponenten auch negative und gebrochene sind, so
ist nach Absehnitt V. ¢ (Nr. 179 bis 195) zu verfahren. Tritt in der
Querschnittsformel fiir den Korper oder fiir sein statisches Moment
der Exponent — 1 auf, der als Ausnahmefall zu betrachten ist und
auf den natiirlichen Logarithmus fithrt, so ist einige Vorsicht notig,
denn der unendlich werdende Streifen darf nicht zu der Fliche ge-
horen, die untersucht werden soll. Sind siimtliche Exponenten grolser
als — 1, so kann der Kérper von Null bis zu jeder beliebigen endlichen
Hihe ¢ berechnet werden. Kommen Exponenten vor, die kleiner als
1 sind, so darf nicht von Null ausgegangen werden, da dann der
entsprechende Diagrammteil im allgemeinen unendlich grofs wird.
Dagegen kann die Fliche zwischen emem endlichen y, und einem
endhichen y, berechnet werden.

328) Irrationale und transcendente Querschnittsglel
chungen kénnen insoweit beriicksichtigh werden, als die Knt
wickelung von g, in unendliche Reihen mdéglich ist. Auch hieriiber
ist schon vorher, z B. in Nr. 195, das Notige mitgetheilt, jedoch
kann auch der entsprechende Abschnitt in Band Il des Method. Lehr
buchs verglichen werden. Bei der Anwendung der Summenformel er
hilt man Reihen, die man entweder zu geschlossenen Ausdriicken
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summieren kann, wovon in Nr. 195 einige Beispiéle vorkommen, oder
bei denen man auf eine geschlossene Summierung verzichten muls.
Im letzteren Falle erhilt man Anniherungsresultate, indem man eine
hinreichende Anzahl von Reihengliedern summiert.

329) Sektoren allgemeiner Drehungskorper. Ist die
Y-Achse die Drehungsachse fiir eine Fliche, so liegt nach Nr. 116 der
Sechwerpunkt jedes Sektors des entstehenden
Drehungskérpers in der Hohe

wo M,, das Centrifugalmoment der Fliche
in Bezug auf die Koordinatenachsen, M, ihr
statisches Moment in Bezug anf die Y-Achse
ist. Im iibrigen ist (nach Nr. 47—50) der
Schwerpunkt desjenigen Kreisbogens zu be-

stimmen, dessen Radius
7

CIBE

u
ist und desgen Centriwinkel der des Sektors
ist. Nach Nr. 9 ergiebt sich als Abstand

Ly

2€° 8ln —

e8 l =

= JOLW. @ = ——
¢ b 0 b ?
. b B
WO & = 180°% ist.
€T

Die Beispiele aus Nr. 49) und 50) mégen

geniigen.

330) KérperlicheSchraubengewinde.
Im Method. Liehrbuche, Teil 111, Stereometrie,
ist an Fig. 91 gezeigt, dals der Inhalt der
korperlichen Sehraubengewinde ohne weiteres
nach der Guldinschen Regel berechnet werden
kann, da die einzelnen Sektoren des Drehungs-
korpers nur in ihrer Lage verschoben siﬁrl,
, was den Inhalt nicht éindert. (Dies entspricht
| ganz der Flichenverschiebung beim Cavalie-
rischen Prinzip).
Fiir einen vollen Umgang findet man also nach Nr. 116 den Schwer-
punkt folgendermafsen. In der erzengenden Fliche bestimme man den

Punkt mit den Koordinaten y = —n;"”: @ = 4;- In der durech diesen

1] i
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Punkt gehenden Schraubenlinie liegen die Schwerpunkte aller unend-

lich klemen Sektoren.
1en.  Er liegt in halber Hiohe. Seine Ent
fernung von der Achse

SU6
stimmt iiberein mit
der des Schwerpunktes fiir den Kreisbogen,
in den sich diese Schraubenlinie projizieren
|iii}-:i'.’ wobei ﬁl]l':igt’.l].‘i o =860 sein kann,

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieses
Verfahrens ergiebt sich ebenfalls ans dem
Prinzip von Cavalieri.

Als Beispiel behandle man nach Art von
Nr. 165 das in der Fignr angedeutete Trapez-
gewinde.

331) Aufgabe. Ein Sechraubengewinde

e

Der Schwerpunkt dieser Schraubenlinie ist zu

Fig. 241.
e il T
| 7l
"\‘-‘-:I
maE
i 5
/

|
|
|
|

NS S

entstehe durch Drehung eines Halbkreises um eine unendlich diinne

Spindel und zwar so, wie es Fig. 242 darstellt.

genau konstruiert werden, z B. mit Hiilfe
der durch die Punkte €, D, E, F, G, H, JJ
gehenden Schraubenlinien.
Der Inhalt und der Schwerpunkt sollen
fiir einen halben Umgang bestimmt werden.
Das Ausfithren der Zeichnung wird

dem Leser fiberlassen. Der Inhalt wird

gleich dem der Halbkugel, also J = - #°=.

Der Sehwerpunkt liegt in der Hohe von 5.
Der Punkt K, durch den die Hiilfs-
schraubenlinie geht, hat nach Nr. 50 den
L 3n ¥ i
Abstand A K = ==, demnach ist 1m
1)
Grundrils die Schwerpunktsentfernung
g 2AK 5 <
M8 = — 2 p, was dem Schwer-
k=1 - )
punkte der Halbkugel entspricht.
Fiir einen beliebigen Umdrehungs-
winkel findet man die Losung
(14

y I 81N '_!

o 155
J-i .IIF 1 h] — 3 -”—

ebenso, wie in Nr. B0,

=

Pig. 242

Er =soll im Aufrils

332) Andeutung tiber parabolisch abgeschnittene Prismen

nnd Cylinder.

———————

e
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Fig. 243 stelle ein Prisma bezw. einen Cylinder in Grund- und
Aufrils dar. Derselbe ist durch einen parabolischen Cylinder 2. Ordnung
abgeschnitten, der die Grundrifsebene
in der Geraden A, B, berithrt. Wie
grols ist der Inhalt des Kérpers und

Fig. 248

Y| R

wo liegt sein Sehwerpunkt?
Auflosung. Ist die Parabel
gleichung y = * so steht iiber jedem
Flichenteilechen F' des Grundrisses
eine Siaule vom Inhalte fz*. Der ge
samte Korperinhalt ist also

Aufrifs ‘ pad
\\'\ 7 r.-’ == E i".'f.'-_? — :'."_\..
_“1-~‘Q‘"‘J i | X I :
AB) i D ‘ e ;
! | d. h. gleich dem Trigheitsmomente der
| : Grundrifsfiiche in Bezug auf die
I : .
P ! ! Z-Achse des Grundrisses.
Das statische Moment jeder kleinen
: Sidule in Bezuge auf die Z-Achse ist
B = S - . AL .. .
d T gleich z - fa® = f«*, also ist das des
—ae—{thg Korpers
f}."r.'ﬂ.{f)f’f.i; Willkell ! 57— 25 fas,
=5
= T e o T e
0, s0 das es sich um ein Flichenmoment

dritter Ordnung handelt. Da zugleich
M. = x, - J 1st, so folgt als die eine Koordinate des Korper-
schwerpunktes

Das statische Moment jeder Siule fz* in Bezug auf die X-Achse im
Grundrils ist zf2® = fa"s. Das des gesamten Korpers ist

M, =Z’ fats.

Demnach ist die zweite Schwerpunktskoordinate
”' ‘_,\_'}";1:33
£ — .-.r —_— el T
e J \}‘.«-
e

Die Schwerpunktshohe y wird folgendermalsen gefunden. In Bezug
auf die Grundfliche hat jedes Siulchen fu* das statische Moment
T W L 2 s A :
5 [ oder =-fa* oder endlich ! faz!. Das Gesamtmoment in Bezug

5y R 1 | Yl : 4 i
auf die Grundfliche ist also — EI‘(;:"‘, also die Sechwerpunktshéhe



Ahnlich ist es bei der Parabel y = ca*.

Bei der Parabel y = " handelt es sich um die Ausdriicke

= | ' B 1 0
DR e ety 3

An diesen Beispielen erkennt man die Bedentung der Flichen-
momente hoherer Ordnung.

Das Beispiel des regelrecht aufgestellten Rechteckskdrpers, der
in solcher Weise abgeschnitten ist, lifst sich an der Hand des Fritheren
bequem durchfithren. Andere Grundrifsformen sind schwerer zu be-
handeln.

Das Abschneiden kann auch mit Hiilfe eines Drehungsparaboloides
p¥r Ordnung erfolgen, wobei Polarmomente hoherer Ordnung auf-
treten.

Auf diesen Gegenstand, der nur theoretische Bedeutung hat, soll
nicht nither eingegangen werden. Er bietet zahlreiche Ubungsbeispiele
fitr die hiohere Analysis.

333) Anwendungen der Schwerpunktslehre.

a) In der Mechanik spielt der Schwerpunkt von Kérpern eine
hervorragende Rolle als Angriffspunkt eines Systems paralleler Krifte,
in ihm greift die Resultante der einzelnen Schwerkriifte an, und zwar
fiir alle moglichen Stellungen des Korpers. Die elementare Theorie
der einfachen Maschinen ist dort dadurch zu verfeinern, dals der
Binflufs des Gewichtes der einzelnen Teile mit eingerechnet wird.
Ein interessantes Beispiel bietet in dieser Hinsicht die Untersuchung
iiber .die Empfindlichkeit der Wage. Dabei handelt es sich nicht
nur um den statischen, sondern auch um den dynamischen Einflufs.

b) Die Stabilitit von Mauern, d. h. der Widerstand gegen seit
lichen Druck (Winddruck, Wasserdruek, Druck von Erdmassen, Druck
von fehlerhaften Dachkonstruktionen, von Gewdlben) hingt ab von
dem Momente der im Schwerpunkte angreifenden Schwerkraft m
Bezug auf die Kippkante der Mauer.

¢) Die Untersuchungen diiber labiles, stabiles und indifferentes
(leichgewicht von sich drehenden, rollenden, schwimmenden Korpern
beruhen auf der Schwerpunktstheorie. Die bei dem stabilen Zustande
eintretenden Pendelschwingungen und iihnliche Erscheinungen erfordern
die Kenntnis derselben Theorie.

d) In den Lehrbiichern der Mechanik werden die Sitze iiber den
Angriffspunkt des Auftriebs bei schwimmenden Korpern

Holemitller, Ingeniour-Mathematik. 1 1%

S
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vielfach falsch angegeben, indem der Angriffspunkt in vollem
Widersprueh zu den Hebelgesetzen einfach in den Schwerpunkt
der verdriingten Wassermasse gelegt wird. Die Korrektur ergiebt
sich aus Folgendem: Der Druck p bei der Stelle 4 in Fig. 244
zerlegt sich  in eimen Seitendruck und einen Auftrieb. Der erstere
st gleich dem Drucke gegen die ent
sprechende Wandprojektion des Flichen
teilchens, der letztere gleich dem Ge
wichte der verdringten Wassersiiule.
Der Angriffspunkt 4 liegt aber doppelt
so tief, wie der Schwerpunkt der Wasser
siule. Da dies fiir alle Siulchen gilt,
80 liegt der Angriffspunkt des
Auftriebs im Falle der KFig 244
senkrecht unter dem Schwer-
punkte der verdringten Wassermasse und zwar in doppelter
Tiefe. (Darin liegt eine Anwendung des Prinzips von Cavalieri
versteckt.)

Ist der Korper vollstindig untergetaucht, so findet dasselbe statt.
[st niimlich in Fig. 245 S, der Schwerpunkt der verdriingten Wasser-
masse, 5, der Schwerpunkt der dariiber schwebenden Wassermasse,
S, der Sehwerpunkt des Gesamtraums, und
sind o, J, und J, die entsprechenden
— =%  Riume, so ist in Bezug auf die Niveaufliiche
K1, das gesamte statische Moment gleich der
Summe der Einzelmomente, d. h. (wenn die
Schwerpunktstiefen mit tuy, t, und t, be-
zeichnet werden)

7 S S N

demnach 1st die Schwerpunktstiefe der ver-
dringten Wassermasse
g L

g°g 0
1) t, =  —

[

Dies gilt fiir jede Gestalt und Lage des untergetauchten
Korpers, anch kann dabei S,S, eine schrige Gerade sein.

Die Auftriebsverhiltnisse gestalten sich nun folgendermalsen.
Nach. unten driickt den Korper die Wassermasse des Raums o,, nach
oben driickt ihn die dem Gesamtraume J, entsprechende Wassermasse.
Die Resultante beider Kriifte ist J,—J,=2dJ,. Nun liegt der Angriffs-
punkt A, doppelt so tief wie S,, also in der Tiefe 21,5 der Angriffs-
punkt A, liegt ebenso in der Tiefe 2¢,. Die beiden Krifte sind ent
gegengesetzte, der Angriffspunkt bleibt nach bekanntem Satze derselbe,
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wenn man die Richtungen der Kriifte findert, wenn sie nur entgegen-
gesetzte bleiben. In der Fig. 246 sind die Kriifte der Deutlichkeit halber
in horizontale Lage gedreht worden. Dort stelle A4, B die Kraft J,, 4,C
die Kraft J, vor. Macht man dann 4,0 = 4,0 und 4, E - 4,8,
dann giebt DE auf 4,4, den Schnittpunkt A4, als den Angriffspunkt
der Resultante. Dabei mufs nach dem Gesetz der statischen Momente
in Bezug auf KL sein

- 28, — Jp - 28, =y - .

Fig. 246

; et A L
Demnach ist die Tiefe | i
’ | |
=) \ 1
_.|llr J{. — -Jr ! | : A ]
2) f = —21 . I gl :
T - 5 Ot ;
! Eis i
d. h. das E]{l]‘rilultﬁr von der Tiefe | 4 I
18] Q B ! A |
des Punktes S,. SRR Eesndin.
(Auf diesen Umstand hat meines 5 ;
e . ' "-’u': |
Wissens  zuerst Herr Ingenieur ; i R
P = - 3 oy i : s i
H.Hidicke in einem Schriftchen vom A iz
Jahre 1881 aufmerksam gemacht, : s
welches unter dem Titel ,der Angriffs . i
punkt des Auftriebs® bei Orell und S
Fiissli in Ziirich erschienen ist. Die . ¥
hier gegebene Darlegung ist allerdings e

cinfacher und kiirzer.)
A, F — J, stellt die Resultante dar. Bringt man sie in A4,

entgegengesetzt an, so herrsecht zwischen den Kriften A,B, A,C und

— A, F Gleichgewicht. Die Resultante ist senkrecht nach oben ge
richtet zu denken.

Der horizontale Seitendruck gegen den Korper ist in jeder
Richtung genommen gleich Null. Er besteht aus zwei gleichen
und entgegengesetzten Komponenten, deren Grilse man folgender-
mafsen findet. Man projiziere den Korper auf eine senkrechte Wand,
die zugleich senkrecht gegen die gewiihlte Richtung liegt (z. B. auf eine
der senkrechten Koordinatenebenen). Der eine Teil des Seitendrucks
ist dann gleich dem statischen Momente M, der Projektionsfliche in
Bezug auf die Wasseroberfliiche, der Angriffspunkt liegt in der Tiefe
1y
M,
Fliiche in Bezug auf die Wasseroberfliche ist. Die andere Koordinate

wo T, das Trigheitsmoment, M, das statische Moment der

M. ,
wird mittels der Formel = gefunden, wo M,, das Centrifugalmoment

der Projektionsfliche in Bezug auf den Schnitt der Wasserfliche
und der senkrechten Koordinatenebene ist. (Vgl Nr. 113.) Jetzt 1st
17%

T et

s e ey e

e

S
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die Lage und Grilse der betreffenden Druckresultante genau bestimmt.
Die andere ist ihr enfgegengesetzt und gleich grols, die Summe beider
also Null. Das Gesagte gilt fiir jede beliebige Gestalt. Damit
st die Statik untergetauchter Kérper erledigt.

e) Stabilitit eines Sehiffskdrpers in scehriiger Lage. Ist S
der Schwer punkt des Schiffskérpers, p das gesamte Gewicht lll“w Schiffes,
so ist der Auftrieb nach Archimedes gleich — p. Ist S, der Schiver-

punkt der verdriingten

Fig. 247 Wassermasse, so liegt der

Angriffspunkt 4 des Auf
triecbs doppelt so tief
Das Moment des Kriifte
paares ist fiir diese Lage
des Schiffes gleich pe. Da
— es ein aufrichtendes ist,
kann das Schiff noch einen
Winddruck vom Momente

- pe aushalten, ohne zu
kentern.

f) Dreht sich ein Korper
um eine beliebige Achse,
so ist die entstehende Centrifugalkraft gleich der Centrifugalkraft der im
Schwerpunkte vereinigt gedachten Masse. Im allgemeinen oreift sie
aber in einem anderen Punkte an und giebt fiir jeden Punkt der
Achse ein bestimmtes Centrifugalmoment. In der Regel zerlegt man
die gesamte Centrifugalwirkung in eine im "ﬁn]nnw}nml\tﬂ tnnrtmi{*nrle

Kraft und in ein I\mit:]a.i.n, dessen Ebene besonders konstruiert
werden muls (vgl. Fig. 101 fiir den

Fig. 248 Fall ungleicher Kriifte). Die drei

B Hauptachsen des Centralellipsoids
sind freie Umdrehungsachsen. Das

| Problem kann also nur mit Hiilfe
| ; der korperlichen Trigheitsmomente
! ' zum Abschlufs gebracht werden. —
b ez i Uber die Centrifugalkraft, die einen
i um seine Achse drehenden Rotations

I | korper zerreifsen will, vgl. Nr. 49.

| g) Wird ein physisches Pendel
vom Gewicht p ans der Ruhelage
gebracht und hebt sich dabei sein
Schwerpunkt um £, so ist die geleistete Arbeit gleich p - A (Liifst
man es In die Ruhelage zuriickschwingen, so wird der tiefste
Punkt mit einer Drehungsgeschwindigkeit passiert, die sich ans
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i /2 pt s
T+ =ph als & = I ;,“ berechnen lLifst. Die Schwingungsdauer
. 5/ 1 T

st == l ) wo [ = i 15t )

h) Ist ein Hebel AB durch Lasten p und ¢ ins Gleichgewicht
versetzt und dreht man ihn um €, so bleibt der Schwerpunkt S beider
Lasten in derselben Hohe. Entsprechendes gilt vom Gleichgewichts
sustande anderer einfacher oder zunsammengesetzter Maschinen, z B.
Rad und Welle, alle Arten von Flaschen- und Rollenziigen, schiefe
Thenen. Schraubenmechanismen u. s. w. Hierher gehoren Fragen des
indifferenten Gleichgewichtes. Dazu gehort eben, dals bei em-
tretender Bewegung der Schwerpunkt sein Niveau nicht iindert.

i) Wird ein Kérper durch einen Stols fortgeschlendert, so bewegt
sich sein Schwerpunkt in einer Parabel (im allgemeinen Falle in einem
Kegelschnitte) und aufserdem finden Drehungsbewegungen statt, die
mit Hiilfe der Trigheitsmomente zu untersuchen sind. Dies 1st ein
Fall des sogenannten Schwerpunktprinzips. Zur Lehre vom excen-
trischen Stolse ist ebenfalls die Kenntnis der kirperlichen Trigheits-
momente notig.

k) Bewegen sich zahlreiche kosmische Massen nur in Folge der
segenseitigen Anziehung, so bleibt der Schwerpunkt des Systems in
Ruhe. Wurde vorher jeder Masse ein Stols gegeben, so bewegt sich
der Sehwerpunkt des Systems in gerader Linie. Handelt es sich nur
um zwei Kérper, so bewegt sich der Schwerpunkt in gerader Linie
wen sich in Ellipsen um den Schwerpunkt des

und beide Korper dre
Systems (allgemeiner in Kegelschnitten ).

1) Dafs in der Theorie der Gewdlbe der Korperschwerpunkt eine
wichtige Rolle spielt, ist selbstverstiindlich. Dasselbe gilt noch von
vielen anderen Lehren der Mechanik, auf die jetzt nicht eingegangen
werden soll. Uber die Flichenschwerpunkte sei noch folgendes gesagt:

m) Bei Schiefsversuchen gilt der Schwerpunkt simtlicher Treff
punkte als mittlerer Treffpunkt. Bei den Untersuchungen iiber die
Abweichung rotierender Langgeschosse wird er zu Grunde gelegt.

n) Soll bei einer Gleichung n'** Grades durch eme Substitution
das zweite Glied entfernt werden, so handelt es sich um eine Ver
legung des Nullpunktes des Koordinatensystems nach dem Schwer-
punkte der Wurzelpunkte, mogen diese nun reell oder imaginir sein.
(Die Gleichung darf auch komplexe Koeffizienten haben. )

0) Stromt in » Punkten einer sehr grolsen Platte Elektrizitit in
den Quantitiiten v, v,, ..., ein, und wird sie in grofser Entfernung
abgeleitet, so gehen die Asymptoten der Stromlinien durch den
Schwerpunkt der mit dem Gewichte vy, vy, ..., ¥ 21 belegenden

Einstromungspunkte.




Abschnitt IX.

Die Trigheits- und Centrifugal-Momente der
wichtigsten Korper.

A. Allgemeines.

334) Wiihrend der vorige Abschnitt die polaren, die axialen
und die Plan-Momente erster Ordnung behandelte, sollen hier
die entsprechenden Momente zweiter Ordnung abgeleitet werden.
Die fiir die Mechanik wichtigsten sind, wie sich zeigen wird, die
axialen, wihrend die Plan-
momente zur Berechnung
der ersteren verwendet
werden koénnen,

335) Begriff des
Planmomentes zweiter
Ordnung.

Ist m ein kleines Kérper-
teilchen (in der Mechanik
ein Massenteilchen), wel-
ches von den Koordinaten
ebenen die Abstiinde «, g, #
hat, so nennt man ma?,
my® mz® die Planmomente
zweiter Ordnung des Massenteilechens in Bezug auf die entsprechenden
Koordinatenebenen, die als die Ebene Y%, ZX und XY bezeichnet
werden mégen. Handelt es sich um einen Korper, so ist sein Trig-
heitsmoment eine Summe solcher Ausdriicke, also

Ly 22”?-"'31 Y =Z-m-y*, Loy =2m.—:”_

Dabe1 beziehen sich die Marken der 7' auf die Ebenen. Die 7T sind
die Planmomente zweiter Ordnung oder die Trigheitsmomente in Bezug
auf die drei Grundebenen des Koordinatensystems.
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336) Begriff des Axialmomentes zweiter Ordnung
Ist » der Abstand eines Korperteilehens m von der X-Achse, so 1st
mr? das Axialmoment zweiter Ordnung oder das axiale Triigheitsmoment

des Teilchens in Bezug auf diese Achse. Fiir den ganzen Korper ist

JT N | =}
.-’_, = T

das axiale 'i";-Eig}u_-ifsmmnnn{ oder das Axialmoment zweiter Ordnung

fitr diese Achse.

Da »? = o + 22 ist, so folgt m#® = my" + mz%, also auch
\ a2 1 SET i \ o
mrs = muy: - me-,
S. 2 Yot o

oder
ebenso 1st

,'""\lh'ﬂ:

Jedes axiale Triigheitsmoment ist gleich der Summe
sweier Planmomente zweiter Ordnung in Bezug auf Ebenen,
lie sich in der Achse des ersten Momentes rechtwinklig
schneiden.

337) Begriff des Polarmomentes zweiter Ordnung.

[st @ der Abstand des Korperteilchens m vom Nullpunlkte des
Koordinatensystems, so ist me® sein Polarmoment zweiter Ordnung
in Bezug auf diesen Punkt. Fiir den ganzen Korper ist

’ B 3
Lo = > mo-

das polare Triigheitsmoment oder das Polarmoment zweiter Ordnung
in Bezug auf jenen Punkt.
Nun ist aber o = a* -+ y* -+ &% folglich auch

b4 X3 ARE A s Ny pd
mo® = ML - my" - me,

E mne* :21 mat —|r2-m-;ﬁ —}—Zm:'",

ehenso

also

Folglich:

Jedes Polarmoment zweiter Ordnung ist die Summe von drei
Planmomenten, deren Ebenen durch den Pol des ersten Momentes gehen
und dabei anf einander senkreeht stehen.

Natiirlich ist auch

P L = e =T, -+ T,

r .
was auch leicht in Worte zu kleiden 1st.

AT
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358) Verschiebungssatz fiir das Planmoment zweiter
Ordnung.

Handelt es sich um das Planmoment T, = E ma®, wobel die
Ebene Y2 durch den Schwerpunkt des Kérpers gehen soll, und ver

schiebt man die Ebene parallel zu sich selbst um + ¢, so geht der
Abstand z iiber in 2 - ¢, also wird das neue Trigheitsmoment

rrr ! — Y __T L -T g =
SpE= E m (x 4 ) = Z max® - 2 me” - > 2mex,

oder in
iral _-_T bt 3 - -“1:
== > ma 4 e -—1: m - 2e z .
] I

Hier ist 2 ma* das urspriingliche Trigheitsmoment A o E m ="t
das Produkt aus dem Kérperinhalte und dem Quadrate der Ver-
schiebungstrecke, E ma; das statische Moment des Korpers in Bezug

auf die durch den Schwerpunkt gehende YZ-Ebene, also gleich Null,
so dals man hat
T, =T, 4+ éJ.
er datz: Verschiebt man die Ebene des Trigheits-
momentes aus der Schwerpunktslage um -+ ¢, so wichgt es um
e*J, d. h. um das Produkt

Folglich gilt ¢

Hig. -250 aus dem Korperinhalte
/Z - und dem Quadrate der
/// . J Vf‘!'::i('-]li{-%}lllllgﬂﬂtl'f!{']\'t-‘.
- e e e

Wy

= i

39) Verschiebungs

SRR 3 _\ | satz flir das axiale Trig
g i . .

e e ] heitsmoment.
‘ - \J_Ja; 2 . Ny Ist 7, das axiale Trig-
o e heitsmoment eines Korpers
[ .-_;J’”-:‘/'; in Bezug auf eine durch den
i i Schwerpunkt gehende Achse,

z. B. die X-Achse in Fig. 250
und verschiebt man die Achse um 4 ¢, so verwandeln sich die Koordi-
naten y und 2 in (y — y,) und (2 — 2,), und

14k 22.»;;?;” —{—Zw:z” =T..+ 1,,

T = E'm- v — )+ Er m (2 — z,)°
oder in
y Vit ol Nl i T ¥ o
T = E m iy 2 my: — E 2myy, + E’nu - 2 mes— E.»Zm.,:zi.

geht iiber in



—
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Wie im vorigen Abschnitte wird E 2myy, = 0 und Z 2mze, =0,

dagegen

E'm;ﬁ = 43 E m =y*J und Ef-m,.::'[' =2 Em = #7d.

Man erhilt also

e ST G TR AT T i e
' T . +yid J_‘_J_‘H—|—.;])T (L 7_',.”| FJ (425 =1T 4 Je
Folglich gilt der Satz: Verschiebt man die Achse eines Triigheits
momentes aus der Schwerpunktslage nm e, so wichst das

Trigheitsmoment um das Produkt aus dem Inhalte und dem
Quadrate der Verschiebungsstrecke.

340) Der Satz T, =1, ¢ J gilt auch vom Polarmomente
zweiter Ordnung. I}vr Hm'.mn ergiebt sich ebenso, wie vorher aus

J =2m. (x — 2, + E m (y — uy,)® —|—2-m. (z — 2,)°,

was sich auf 7T, -+ e*J reduziert,

B. Die einfachsten Formen, besonders von der Ordnung Null.

341) Aufgabe. Die wichtigsten Trigheitsmomente des
Rechteckskorpers
zu berechnen.

Auflésung. Sind s P oa 5
a, b und ¢ die drei /,/": s e e e |
Kanten, so hat in Fig. g waslone 2 L [ R | -
251 jeder Horizontal ' | s 5 |
schnitt die Fliche ab ol ' | !
und in Bezug auf die ! '/“|
Grundfliche, wenn y o e e
der Abstand ist, das o e Lo B i & ‘
Trigheitsmoment aby®. ' _ :
Dies giebt, wenn man bmol, g

| ) :

die Schichtenformel an- | B 7 e e e

wendet, fiir den ganzen el e Bl | S0 LA
Korper dd,'- th— / s L,_./Ff o
7 k:

moment hn Uder J— —

Fiir 111(1 parallele Hehwm'pnn]ftﬁe.he':.ne wird nach Nr. 338

{a- -'rlrri_'::
(2} 12

.T.; = e)"
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(G

In Bezug auf die durch den Sehwerpunkt gehenden Koordinaten-
ebenen ist also

Die Axialmomente fiir die durch S gehenden Koordinatenachsen werden
Ty= T,z + Toy = H;::: p ”f—jl:i 35 ”1{: (6* + ¢*) = 1{: (0* 4 ¢*),
Tg, s 1". -+ ‘?I_-_r: = rr:J:i I 1’,—:‘-:!5 4] rji{.‘_;{ (¢ 4+ a®) = IJ’_] (* L-af),

Lo kgish dours h :;f "' =} : ";i’:i 5 t(Jlilf_:{'! (a® + b*) = ]{}: (@4 b%).

Das Polarmoment fiir den Schwerpunkt wird

m T T r fI"IFJ{J e 5 G "Jf )
T =T, 4 T >ds T 5— - 4 b* 4 %) = = gt

wo o die Hauptdiagonale ist.

524) Aufgabe. Die wichtigsten Trigheitsmomente fiir
den Kreiscylinder zu berechnen,
[n Fig. 2562 ist jeder Horizontalschnitt

Fig. 202 gleich »*x, sein Tridgheitsmoment beim
e Tt Abstande y von der Grundfliche ist in Bezug
__~1 | —1 auf diese gleich »*=zy*. Nach der Schichten
| | | ; : { riaght Jht o
I ! | formel ergiebt sich RS als Trig-
| | | : ’

heitsmoment des ganzen Kérpers in Bezug
auf die Grundfliche.
I'iir die horizontale Schwerpunktsebene
wird nach Nr. 338
riahd R 2 hd JhE

Ty == (r¥zh) (a ) =

3

TRy e
Das Polarmoment der Grundfliche ist in

-
Bezug auf ihren Mittelpunkt gleich Ji—f

folglich das Trigheitsmoment des ganzen
= " sy i rixh g A
Korpers in Bezug auf die z-Achse gleich — = — = T.

Fiir jede der beiden durch die z-Achse gelegten Koordinaten-
ebenen ist das Trigheitsmoment des Korpers halb so grofs, also

e Jr? Fe Jrd
-".‘:.l'= P -"!_r.r::'__i_'

Fiir die durch S gehende 2-Achse ist

! 1 -l{?'t lIr}in? o a . a o
To=Tos+ Top= e 4 e —+ k¥,
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fiir die y-Achse durch S ist ebenso

¥ e Jh i ‘;-F! o ey 9 A
D=ttt Insg g —pof #1

Das Polarmoment zweiter Ordnung fiir S ist

Iy = Toyt Ty T =2 20 T I TP 2 (8 67)

Mechanische Aufgaben iiber den C \Imfiw siehe unter Nr. 84, 86, 8Y,
93. 94. 96 bis 106, wo es sich um Siulen, Achsen und [llt'iﬂ'- E_‘HPH

um schwingende Pendel u. del. handelt.

fom )

343) Das wichtigste Axialmoment des Hohleylinders

mit den Radien r und 7. 5
P - . s v T e . rdor i‘_r'
Fiir den Kreisring ist das polare Trigheitsmoment — — -

=5 (r*— (" + r]: =5 + ), das entsprechende Axialmoment
g 2
des Cylinders ist also > = (g (" 4r}). In der Mechanik 1st

statt J die Masse m = i: einzusetzen, wo p in Kilogrammen, g = 9,51

in Metern gegeben werden kann. (Besser ist es, mit Tonnen und
Metern zu rechnen.)

Hierzu vergleiche man die Aufgaben unter 86, 88, 90 iiber
hohle Achsen, llﬂhl"\l.]l]lll Schleif- oder Mithlsteine and Schwungringe.

344) Das Gegebene reicht auch Fig. 253.
hin, in die Theorie der Atwoodsehen e T
Fallmaschine einzufithren.®) Ist ” 'I_ & \\
nimlich m die Masse des treibenden I | iy \\L‘ \"-\\
Ubergewichtes, 2{“_;“\} = m, die der [ [ L] "!l "'.l
beiden Schleppgewichte, my; die des l L P B = /|
Ringes, m, die jedes durchgehenden
Radarmes, wobel der schraffierte Korper L e ,_,ff i
doppelt genommen ist, wofiir die «_ ]
Achse weggelassen ist, so hat man I
als gesamtes Trigheitsmoment myl Ji_m
; I m, (" - #5) e e
(ntm) A giset g W x L gl ]

denn die aufgehiingten Gewichte bewegen sich mit derselben Ge
schwindigkeit, als ob sie am Rande des Kreises angebracht wiiren, so

#) Dieses und die folgenden Beispiele aus der Dynamik kinnen auch an
Nr. 48 angeschlossen werden.

o
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dals der Widerstand durch (m - m,) r® dargestellt ist. Fiir obiges
kann man schreiben

g ;
£). g el = - e
& ”J-I 'f'l. My |7 | ¥ 1.

T=(m+m)r + —— 5 .

denn die Flichendiagonale d, des Rechtecks ist gleich 2». Das
statische Moment der Triebkraft ist p = mg. Die Beschleunigung
am Radius 1 wird nach der Mechanik

stat. Moment der Triebkraft
LI B - s o —— R E = =
" gesamtes Trigheitsmoment g 2 2T
| g ] o))

(m - m) r* -} — 3

Die Beschleunigung am Radius » ist #-mal so
treibende Ubergewicht die Beschleunigung

&
mi®
=49 = 5
2m, T3 )
i “ X -
(- my) = 5 - =

Die Fallbewegung des Ubergewichtes geschieht nach den Formeln
1 ¥ =2 o B 5

v=gt, h =g, v="V,2gh. Die Fadenspannung des rechts
0 : i my\ s o N

hiingenden Fadens ist (m + 57) (9 — g,), die des links hiingenden

”_i' (9 + g,), die Reibung hat die Differenz beider Spannungen zu iiber
winden, wenn kein Gleiten stattfinden soll.
Einige Beispiele werden zeigen, wie leicht sich jetat
mit Hiilfe des Satzes von der Erhaltung der Arbeit ge
asserl.

Fig. 254

A wisse Bewegungsprobleme ansetzen
345) Aufgabe. KEin Cylinder, um den ein bei
A befestigter Faden gewickelt ist, falle senkrecht
herab, werde aber durch den Faden zur Um

drehung gezwungen. Welches sind die Bewegungs

formeln?

Auflésung,.
um k, so ist die Arbeit der Schwerkraft ph.

sprechende Fallgeschwindigkeit v, so ist die Drehungsgeschwindigkeit

[st sein Gewicht p, und senkt er sich
Ist die ent-

die Arbeitswucht (Energie) also

ey
mri\r i

mv* ir® m? 3 g
A =— —'_ T-)_' =iy —I_ & b el muy-

2

* . 1
an der Peripherie § = ;

Ebenso grols muls die geleistete Arbeit ph oder mgh sein. Aus

V; gh= V2 (j _f,-‘) I, wihrend die ent-

& I
mgh = —mv* folgt v =
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sprechende Formel beim freiem Falle lautet V' 2gh. An Stelle von g
tritt also hier %,¢, die drei Fallformeln sind demnach hier

o L B g e T oo ool

v=5gt, h= 5359t T i{‘(h' -q)ﬁ'

Durch den Drehungszwang wird also die Fallge-
sechwindigkeit fiir jeden Zeitpunkt auf % der freien Fall-
geschwindigkeit herabgesetzst.

Wie grofs ist die Fadenspannung bei diesem Beispiele? Es

i @ i i o {] ] -
st g — gy =9 — 9= ',_:, die Spannung also m - = ‘:_; - Oder wenn

man den Vorgang eingehender analysieren will: Die Fadenspannung
ist die Kraft, welche die Drehung hervorruft. Die Beschlenmigung

! a : 24 i1 Fire
der letzteren ist am Rande © g, am Radius 1 also y = -,;"I- Gleichzeitig
o L B L ‘;
ist aber )

Moment der Kraft o 2p
Fe Trigheitsmoment — mr?  mr?
2
: . i TR 2 1 29 ¢ n
wo p, die drehende Kraft ist. Es folgt —=1 = o=, dhp=-2=%

Die Fadenspannung betrigt also nur den dritten Teil
des Cylindergewichtes. Dieses Resultat soll spiiter

sur Aufkliirung iiber gewisse Reibungsverhiiltnisse be ST

nutzt werden. Statt den Faden bei A4 zu befestigen, f’,‘},-.!
kann man ihn dort iiber eine leicht bewegliche Rolle [""’i

4 " J
legen und durch das Gewicht f;:m_\']ulnm:-n. Der am

Faden herabrollende Cylinder p hiilt dann dem Gewichte ‘: 20l

das Gleichgewicht, wie leicht experimentell bestitigt
werden kann.

Gewohnlich wird die behandelte Aufgabe anders angegrifien.
Man betrachtet B als angenblicklichen Drehungspunkt des Cylinders,

v 1 e . mr 9 .
so dals das Trigheitsmoment —- um pmr® zu vermehren und gleich
S ma? zu setzen ist. Das Moment der Triebkraft in Bezug auf B ist pr,
: : e ] i 2maqr 2 ¢

also ist die Winkelbeschleunigung ¢ = L = - m.:l" = '_j‘ Der
o g o e o T

mirs

Punkt M befindet sich am Radius », bewegt sich also mit der Ge-
2y

e -~ ¢g. Das Resultat ist dasselbe wie oben.
a1 il

schwindigkeit g,
346) Noch stirker lifst sich der Fall verlangsamen, wenn der Faden

nicht um die Scheibe oder den Cylinder, sondern um eine Achse

mit dem kleineren Radius ¢ gewunden wird. (Vgl Nr. 95.)

r——

—
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Ist die Fallgeschwindigkeit », so ist jetzt die Winkelgeschwindigkeit
v - ¥ . 4 . .
& — —-  Vernachlissiot man das Gewicht der Achse, welches ein-
o = b,
zurechnen iibrigens keine Schwierigkeiten macht, so wird die Arbeits
wucht

v

P\ 2
ma i mu® mirs ( o ) mu: r*-- 2’
4"1 —_— . + —— _'_ . — . ~
2 2 2 2 2 2 Zp°
Setzt man dies gleich der Arbeit ph der Schwerkraft, d.h. = mgl,

80 flul;-,;'l.

= "l/jl’ (f;' = j—@.‘:y \J .

An Stelle von g in der Freifallformel v = J/2¢h tritt also

e

20
G

Uy —= _,.é_|_ EZ.(J“

was alg Beschleunigung in die drei Bewegungsformeln einzufithren ist.

2ip* ( .

0 g‘zc..,l- 20 f:rl ST

Fallgeschwindigkeit wird also der 51. Teil der Freifallgeschwindigkeit.

(Entsprechende Versuche iiber Unterrichtszwecke lassen sich mit dem

Rade der Atwoodsehen Fallmaschine machen, um deren Achse man
Faden gewickelt hat.)

Die Fadenspannung wird hier grifser als bei der vorigen Aufgabe,

2o gr°

denn es ist g — g, =9 — ¢ - —|—‘::éuﬂ e aa also die Spannung

Macht man z B. r =109, so wird g, =g

wmgrs e : : g :
R e b L Oder, wenn man die obige Betrachtung wieder-
r® -4 2p° re 4 2p° : '

: ' 2p° ; - .
holen will: Aus g, =gy oo folgt als Winkelbeschleunigung
- . i, Dy Lo A x
(am Radius 1) y = i - _l_"-f T Dieselbe Winkelbeschleunigung
L 1 TR

wird durch die Fadenspannung p, hervorgerufen, so dals auch

Kraftmoment 70

s Trigheitsmoment ~  mor®

s

ist.  Aus der Gleichsetzung der rechten Seiten ergiebt sich die

Fadenspannung

mgr- pr-
Py s R
20 ro=- 2
% 5 { . . .
Ist z.B. » = 10 g, so folgt p, = ;; p, wo p das Cylindergewicht ist.

Man bemerkt, dafs bei der Herabsetzung der Freifallbeschleunigung
v 1 i 1 ; ; .
von g auf ;g die Fadenspannung nm - des Gewichtes vermindert wird.

Dies bestitigt die obige Bemerkung tiber den Ausdruek m (g — g,).
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Der Grund, weshalb wir auf die Fadenspannung iiberhaupt ein
gingen, wird sich aus der folgenden Anfgabe ergeben.

347) Der Cylinder ist wiederum mit einem Faden um
wickelt. Das Ende desselben sei aber bei 4 an der schiefen
Ebene mit Neigung e« befestigt,
auf welcher der Cylinder herab-
rollen soll. Beschleunigung und
Fadenspannung sollen berechnet
werden, ohne dals die Reibung
beriicksichtigt wird.

Beim senkrechten Fall ergab sich

.3 Tl
unter Drehungszwang » — ]/;’1: - ."!’) h.

Man braueht nur [ sin « fiir b zu setzen,

um hier v = [;/'-_3‘- ( y)f sin ¢ zu finden, so dals an Stelle von g, = — g jetat
¢y = ;g sine als Beschleunigung ftritt. Man kann aber auch so,
wie vorher, die Gleichung der Erhaltung der Arbeit benutzen, oder
auch B als Drehungspunkt betrachten. Das statische Moment der
Schwerkraft in Bezug auf B ist dann pr sin @, das Trigheitsmoment

mir® 3 2 S op . re : .
aher ——= s we mre. s folgt die Winkelbeschleunigung

prsin o g gsino
Ay — == —
d 3 3 g r 7
— mr?
also fiir M, d. h. fiir den Radius », das »-fache oder g, = ¢ sin «.

Die Drehung wird, wenn keine Reibung vorhanden ist, durch die

- ; , : ;& 2
Fadenspannung p, hervorgerufen, so dals auch ist: y = til me i

mrs mi
(tleichsetzung beider Ausdriicke fiir p giebt 2
g 8in e pin
1, == — - T
' 3 3

348) Diese Fadenspannung giebt uns an, wie grofs die
Reibung mindestens sein mufs, um das Herabgleiten zu ver
hindern und die Cylinderbewegung zu einer rein rollenden
zu machen.

Ist also der Reibungskoeffizient fiir Gleitung w, die Reibung selbst

: S . ) : ) sin e
also hier wp cos ¢, so ist im vorliegenden Falle up cos ¢ = *——, d. h.
b

— ! tano
u = - tang «.

en Korpern ist bekanntlich der Koeffizient

Bei den gleitenc
u = tang o; man hat also fiir den rollenden Cylinder das

']
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bemerkenswerte Resultat, dals sein Gleiten schon durch den
dritten Teil derjenigen Reibung verhindert wird, die einen
nicht rollenden Kidrper vom Gleiten abhilt. Mit anderen
Worten: Bei nicht rollenden Kérpern findet das Gleiten
bereits statt bei tang ¢ < g, bei dem rollenden Cylinder erst
bei tang ¢ > 3 u. Die Steigung der schiefen Ebene darf also
hier die dreifache sein, ohne dals Gleitung stattfindet.®)
Ist z B. der Reibungskoeffizient y = 0,2, so folgt aus tang ¢ = 0,2
der sog. Reibungswinkel 11° 18" 40”. Sobald die Neigung grifser ist,
beginnen ebenflichige Ko&rper zu gleiten. Der rollende Cylinder aber
gleitet erst bei tang @« = 2u = 0,6, d. h. bei ¢ = 30° 57" 50”. Sobald
der Winkel kleiner ist, findet lediglich ein Rollen statt, und ab-
gesehen von der geringfiigigen rollenden Reibung gelten die oben
entwickelten Bewegungsformeln. Ist dagegen die Neigung grifser, so
findet Rollen und Gleiten .zugleich

Pig. 257. statt. Dies ist ein ganz anderer Fall

4 /‘\ mit besonderen .I%v'c'.-'r}.g11n;__rsgleiIeiumgen.

=3 \ Spiter soll auf diesen schwierigen Fall
\\“\?:f. \ noch eingegangen werden,

. 2

/ : : 1 i

1 \\.( 349) Das obige Resultat i#indert

o 2 sich sofort, wenn der Cylinder unter

Auflagerung auf eine Achse aunf

. der schiefen Ebene herabrollt.

Zunichst werde hier wiederum die

Reibung weggedacht, dafiir aber ein Faden, der bei A befestight ist,

um die Achse gewunden. Nach Art der obigen Entwicklung erhilt
man als Beschleunigung des Punktes M
')-.(3

. =
G =g sme& 51—,

Y

als Winkelbeschleunigung (am Radius 1) also

g 2g sineo
?} = 1 e = ;j— 5
e 4 2¢

Die Fadenspannung p, am Radius

den Wert

o giebt aber fiir dasselbe y

0.0 2. 0

}. _— Jr_l.‘.‘o e ‘lr]“( .
mr- miuyr=
s

*) In mehreren Lehrbiichern und Abhandlungen finden sich in dieser Be-
ziehung irrtiimliche Ableitungen, die aunf detr falschen Annahme fulsen, dals der
Reibungswinkel derselbe bliebe.
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Aus der Gleichsetzung beider Werte ergiebt sich als Faden

spannung
Mg s SN g p sin er®
',lr ] 0 a p— -y — -
Py r® - 2p® p2 -2 p®
L . . ol 3 3 .
[st z. B. » =109, so wird p, =psm e - HKbenso grols muls

die gleitende Reibung sein, wenn das Gleiten verhindert werden und
blofses Rollen stattfinden soll. * Der Koeffizient berechnet sich fiir
den Grenziall aus

P 8in e r®

wp Cos & = —3 o as
' ! —Il-- 2 ]

also
Illl-
= e ang o,
J |_ 'A.g- 3
. s * . ol ! ~ . 5
im gewithlten Beispiele also ¢ = ; tang &, so dals der Grenzwinkel
L ol -
aus tang ¢ = _, w #zu berechnen ist.
[st 7z B. wieder @ =02, so wird der Grenzwinkel, wie aus
0l - . g = . tes .
tang ¢ = 5 - 0,2 folgt, « = 11° 31" 50", withrend er fiir nur gleitende

Kiorper war: 11°18°40”. Der Unterschied ist also jetzt ein
weit weniger auffallender als bei dem einfach aufliegenden
Oylinder, wo der eine Winkel fast dreimal so grols war als der

andere.

Ein entsprechender Versuch kann wieder gemacht werden, indem
man das Rad der Atwoodschen Fallmaschine mit der Achse auf
zwei parallel gestellte Lineale legt und so anf schiefer Ebene herab
rollen lifst. Angenommen, der Reibungskoeffizient wiire 0,2, so wiirde
bei & grdfser als 11931 50" fast nur ein Herabgleiten, kaum ein
Rollen bemerkbar sein, withrend ein Cylinder noch bei nahe 30° 58’
einfach herabrollen wiirde. Fiir o = 0, d. h. fiir unendlich diinne
Achsen, hort der Unterschied ganz auf.

Versuche dieser Art sind mit so einfachen Hiilfsmitteln durch
zufithren und werfen so {iberraschendes Licht auf die entsprechenden
Punkte der Bewegungslehre und der Reibungstheorie, dals ihre Nicht
beriicksichtigung in den Lehrbiichern eine erhebliche Liticke bedeutet.

350) Nur noch ein Beispiel fiir die schiefe Ebene sei angegeben:
das der herabrollenden Kugel unter dem Einflusse der Reibung
egten Fadens. Das Triigheits

oder des um den grifsten Kreis ge
or Kugel war schon in Nr. 174 abgeleitet worden. Die

moment
Arbeitsgleichung wiirde hier lauten

5]

W ae e

. s f 2 N e np: .2 ™ T/ e
T e ot AP LT o e b T AR S TV .
A=plsing =" f\__‘ e Lt e
Holzmiiller, Ingenieur-Mathematik. 1 ]
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-

Aus der Gleichung folgt als Geschwindigkeit des Mittelpunktes

R e
U = |r":.’{;y Hmrc)f?

als Beschleunigung desselben also g

, = - ¢ sing, sodafs die Winke
beschleunigung ist :
D g =N e

p =L

-r
Die Fadenspannung p, giebt aber die Winkelbeschleunigung

nor mr _bp
R T 2w

Gleichsetzung beider Werte bestimmt die Fadenspannung als

=1 b2

Py = = p sin ¢.

Ersetzt man fiir den Grenzfall p, wieder durch die Reibung, so
folgt

wp cose = —p sin e, |

i

2 7 .

d. h. u=— - tange und tange = ;. |

Daraus ergeben sich wiederum entsprechende Folgernngen. Beim

Reibungskoeffizienten g = 0,2 wiirde tang ¢ = 0,2 = 0,7 den Grenz
winkel « = 34°39"30” (statt 11°18’ 40”) fiir das blofse Rollen er-

geben.

351) Da die Lehrbiicher elementaren Charakters auf die ent-
wickelten Unterschiede keine Riicksicht nehmen, kommen bisweilen
gelegentlich der Reibung unmogliche Beispiele vor, durch welche die
bestehenden Unklarheiten noch unterstiitzt werden. IFast nirgends wird

man z. B. folgende naheliegende

Fig. 28, Aufgabe gestellt oder berticksichtigt
et finden:

p werde dureh eine an seiner

( M ap o5 Ein Cylinder vom Gewichte

4 o
T T Achse angreifende Horizontal-
kraft p, auf horizontaler Bahn
bewegt. Wie grols muls die gleitende Reibung mindestens
sein, damit nieht Gleitung, sondern nur Rollen entstehe?
Zunichst werde wieder von der Reibung abgesehen und das

Rollen durch einen Faden, der bei A befestigt und um den Cylinder
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geschlungen ist, erzwungen. Legt nun der Angriffspunkt den Weg /
zuriick, so ist die Arbeitsgleichung

R .
I = _|lr — J”ll.! { ”'r'l.-. h I tJ‘ 5]
A=ph="1C+ =T D =L

Daraus folgt die Geschwindigkeit

o s Ij (32) &,

fiir den Punkt M also die Beschleunigung g, = ﬁ,‘?' und demnach
2 v 3o
die Winkelbesehleunigung p = - :;I,--' Wie frither ist zugleich die
s _ pir__ 2p* (8 e
Fadenspannung p,: y = S und durch die Gleichsetzung
2 " ¢
5
R 2 Py 2p
ergiebt sich =22 — ZPr oder p, — 2
e mr o E 3

Wie grols also auch das Gewicht und der Radius des
Cylinders seien, die Fadenspannung ist in allen Fillen der
dritte Teil der Zugkraft.

Soll demnach auch ohne Faden nur Rollung ohne jedes
Gtleiten stattfinden, so muls die Reibung mindestens der
dritte Teil der Zugkraft sein. Sie ist aber in diesem Falle up,

also ist der Minimalwert fiir g zu berechnen aus pp = S dh. er
18b @ = L.
! ap

Sobald u < _‘;-1 oder p, > B up ist, findet Gleitung und Rollung
[ 5 p 1 f , . .

zugleich statt, und ganz neue Bewegungsgleichungen sind zu bilden.
Ist z. B. w = 0,2, so muls p, unterhalb 0,6 p bleiben, damit nur
Rollung stattfinde.

Unter dieser Bedingung bewegt sich dann M, abgesehen von der
geringfiigigen rollenden Reibung, nach den Formeln

) 2] f £}
a L =% 9 foy =y
SR e
dm = dm Sm
die Drehung aber gehorcht den Formeln
20 1 2P o : __#_) 2 Py
=3 8 ﬂ, 0 = 5 o I!‘-_.I = '.-’ & .
3mr -’ 23 mr amr

r., wenn jene Be-

=

352) Wie aber erfolgt die Bewegun
dingung nicht stattfindet, d. h. wenn p, >3 up 1st?
e Lt']:-ilul}_l' (_‘I“'Hi{‘hl'. sich durch foloende !|1']|1':-'~:|_||1'}_f;iha‘_ die auch

:
an sich nicht ohne Interesse ist.
l-":i':'-

g S T 5

oy r—
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Ein Faden sei um einen Cylinder vom Gewichte p ge
schlungen; er werde durch eine Kraft ¢ bei 4 senkrecht
nach oben gezogen. Wie bewegen sich die

Fig. 259 Punkte M und 4, und wie dreht sich der Cy-
r linder?
Auflésung. Man zerlege p in ¢ und p — ¢q. Die

Kraft ¢ und die nach oben gerichtete (— ¢) bilden das
Kriiftepaar, welches den Cylinder in Drehung versetzt,
die Kraft p — ¢ zieht ihn nach unten. Die Drehung

A

S e
erfolgt also mit der Beschleunigung y — e e
{ z'}
i
also am Rande mit der Beschleunigung g, — -m‘l- Die

Senkung des Punktes M geschieht mit der Be-

. -l .
schleunigung ¢, —* = 1. Der Punkt B senkt sich
i /]

erstens mit der Beschleunigung ¢, , steigt aber zweitens
mit der Beschleunigung g,, seine wirkliche Beschleu-
nmgung, ebenso die von A, ist demnach

i i 24q p—3dyg
o i :

/113 m m

(Ist p = 84, so steht A4 still, was mit dem frither behandelten Falle
tiberemmstimmt.)

s ist nicht iiberfliissig, auch hier den Satz von der Erhaltung
der Arbeit zu priifen. Die Arbeitswucht der bewegten Masse ist

mo* e : ! g . o

—+ 1 Ist & die Senkung von M, so ist v = )2g,h, also
muy? . 3

— =, = (p — q)h. Ist ferner @ der Drehungsweg fiir den
Radius 1, so ist die Winkelgeschwindigkeit & = )2 yw@, also

y i mr? eyt Sl ;

T = & yo= = ;:[.w = ¢rw. Nun ist aber o:h = yp:q,
2 2 2 il -
2q p—¢ 2 0h - ; : A 2q*h

St = "r_ also © = — Lig |*n1ght:h st 4 == L
mr e A L Iil‘_r e ITI b e — fll'

g 3 Bl = : 5 2 a2h

Die Summe der Arbeitsfihigkeiten ist also (p — ¢) b 4 =2

o : " p—aq
h S S : : f e

= |[p + 3¢* — 2pg|. Ist dies eben so grols wie die geleisteten

p—q - L4 z 1

Arbeiten? Die Kraft p hat den Weg h nach unten, die Kraft ¢ den
Weg hy nach oben zuriickgelegt; die Leistungen sind also zusammen

¥ st —'8 i = q i p — 5 0]
ph—qhy. Esistaber hy:ih=g;:9, =" m o om Blsd fereds p—q
) — 8 A A e . el LR

und ¢h, = qh? 1. Die Arbeitsleistung ist also ph— gh? — =1
1 P— ; i b
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h a0 o8 : : : : >
— [p? + 3¢ — 2pqg]. Dies stimmt mit dem obigen Resultate
p—4q . ; !

iiberein, die Giltigkeit des Satzes ist also nachgewiesen.

353) Die Anwendung auf das Reibungsproblem ist nun sehr einfach.
Das Gewicht des Cylinders sel wiederum
p, die ziehende Kraft p,, die gleitende

Fig. 260,

Reibung ¢ = wp und p; > 3 g, wie voraus- PraeE
cesetzt werden musste, um Rollung und SR S P
. i g . = | [ ’
Gleitung zugleich zu erhalten. Die rollende \ A
: B/

Reibung bleibe unberiicksichtigt. Die —ragssrrrymrry
Besehleunigung der Drehung erfolgt

LR & I # i
durch das Kriftepaar + ¢ am Radius », ist also p =
£ mae
( g, )

2upr 2 1L o L . > i 7
— "o — 250 An der Peripherie ist die Beschleunigung g, = 2 uyg
mr? r : g 4 g
Der Kraftiiberschuls p, — ¢ = p, — wp bringt die davon unabhiingige
2 . . . J L -y "
Beschleunigung von M hervor, und diese wird g, = L= e - Die

m

Sehleifung des Punktes B hat die Beschleunigung
¥, — P ly ==
o=y — gy =2t 249 =B —"EL
(Das Schleifen ist Null, sobald p, = 3 up ist. Es findet statt, sobald
. . ’ P = 3 i, soh
p, > Bup ist, es findet nicht statt, sobald p, <3 up st Die
Anfangsgeschwindigkeit war als Null vorausgesetzt.) Der von M
suriickgelegte Weg [ verhiilt sich zaum Reibungswege [, wie g, zu g,
Die Arbeitsgleichung wiirde sein
wvt T
2 = @ + I".I"'FI )
wo der letzte Posten die Reibungsarbeit ist. Dals aber
mv? T
5= Ti=n
ist, war schon bei dem Hiilfsbeispiele nachgewiesen worden.
Die Bewegungsgleichungen fiir M sind

Ay =

Pyt — gl =

i By — M J?'II{ i _[’ by — BP I,rj! i -l’__r’fz Pp— BR -

by
m 4 = m e

die Gleichungen fiir die Drehung sind

—
2Ly 1 200 1 /e 2w
g="ty o=3Mpg g=1]2" e
3 TR . :
Das Schleifen geschieht nach den Formeln
) — dup 1Py — P 0 oy — Bup
t‘-] —— J?l l IF. I'F] = = Py G f_. -f.'l = I .?}l'l-—— ! I|l|.'
m . = m % T

3T i

— e
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) : . . :
'r_l', so wirkt sie trotzdem stets nur in der

Ist die Reibung up > *
T 1 ~y 9 . ‘ . ey -
Stirke wp ="'- Setzt man dies ein, so wird das Schleifen Null,
und die Formeln werden die fritheren.

Die Richtigkeit des Ganzen kann man erproben, indem man
untersucht, ob der Satz von der Erhaltung der Arbeit gewahrt bleibt.
Man legt dabei bequem das Ende der ersten Sekunde zu orunde.

g ! _ ‘
An einem allgemeineren Beispie

e soll dies durchgefithrt werden;
der Abwechselung halber werde dabei die Behandlung geiindert.

354) Ein beliebig gestalteter Kérper rolle unter Achsen
lagerung von schiefer Ebene herab. Die Achse habe den
Radius g, und ihre Mittellinie
gehe durch den Schwerpunkt des
Korpers. Wie erfolgt die Be-
wegung?

Zuniichst sei die Reibung Null und
das Drehen durch den bei 4 befestigten

und um den Cylinder geschlungenen

—~. Faden erzwungen. Die Bewegung ist

Drehung um M und gleichzeitige Ver
er auch Drehung um den jedesmaligen Berithrungspunkt
B allein. Das Moment der Schwerkratt in bezug auf diesen ist
psine, die Winkelbeschleunigung also

schiehung o

Po BN o mp 81N «

i --|- :JEL};E = o —' ur!‘J\':

'})ﬁ

Ebenso grofs ist die Winkelbeschleunigung der Dre
Die geradlinige Beschleunigung von M ist

ng um M,

po? sin o mp® sin e

{ — Y0 = = - = (] fo————
L0 ry T L mp? /) FIEE(Z mg?

Die Fadenspannung ist
- ; ad 1
P, == g SN o — MG, = Mg SN« ) = M BN e -
Py g P s g = (l I+ JH(J') g T 4 nig*

Soll die Reibung den Faden ersetzen, so muss sein

e
WP COS ¢ = 1 Sin ¢ — =t
wi = 1 {..-' - mp*?
der Koeffizient also
> tang e
e : I'4+ me*

Der Reibungswinkel fiir gegebenes w folgt schlielslich aus

T 4 me?

tang e = u - 7
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Ist tang « kleiner, so findet die Bewegung nach den soeben
herechneten Beschleunigungen ¢, und y statt. Ist tang e« grolser, so
findet Gleiting und Rollung zugleich statt. Die Drehung entsteht
durch das Kriftepaar -+ up cos ¢ mit dem Hebelarme g, hat also die

-

Winkelbeschleunigung

1 .IiJ COB kg Wi o COs
e T = T
der Kraftiiberschuss p sine — up cosa giebt die fortschreitende Be-

schleunigung fiir M, nimlich

posin ¢ — pp COS o ; .
(), = R = g (8SIn & — W COS &),
ol m v ¥ i !

An der Peripherie ist die Drehbesehleunigung

L)) COS ro® Wi Cos e p”
G — P10 = s = g
S & ] g T

die Beschleunigung des Schleifens ist also

3 _%_ ”Fl:j""
g5 =g — gy =9 (sine — peose—7—)
5 3 5 AET = T -+ me*® . oo
(Das Schleifen ist Null, sobald g < tanga——7—— ist, die Probe

stimmt also. Ist die Reibung gréfser, so wirkt sie trotzdem nur wie
P A I g T 4 mp* «
die Fadenspannung, niimlich nach dem Gesetze y = tange ——7z— )

o )

350) Eine weitere Probe werde gemacht, um zu zeigen, wie es
sich bei Reibungsproblemen mit dem Satze von der Erhaltung der
Arbeit gestaltet.

[st zuniichst 7, der von M zuriickgelegte Weg, so ergiebt sich
der Gleitungsweg aus der Proportion I,:l, = gy:¢, als
T 1 mo*

—

8in o — W COS ¢
|!I —_ ||r 'r)l"i -
3 Lyg, 1 8in o« — . CO8 ¢

Man setze nun folgende Arbeitsgleichung an:

Arbeit der Kraft = Energie der Massenbewegung - Reibungsarbeit,
oder
Arbeit der Kraft — Reibungsarbeit = Energie der Massenbewegung,
also
¥ T+ mp*®
21N o I COR- 0 ————s g .9
e vl : i mys Td"
DS el o L 81T ¢ i COR e L D o)
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[st diese Gleichung richtig? Als Zeitpunkt wihle man z B. das
Ende der ersten Sekunde. Dann ist
Lf i

! i y _. o e COs g
= S (sine — peose), ©=g (sine—ucose), #=y= Pt

Durch Einsetzung dieser Werte formt sich die linke Seite um zu

i

&

g [ing ; : N g I - mo*y
= sin*e — 2 u sine cos e 4 u? cos?e = -
2 | ) ; 1 |

Die rechte Seite fiihrt auf denselben Wert. Die Probe mit dem
datze von der Erhaltung der Arbeit stimmt also gleichfalls.

Dem Leser bleibe es iiberlassen, eine
ganze Schar hierher gehoriger Aufgaben,

e S 7. B. solche, bei denen es sich um das
T~ — . i ; h : T
s = SRS Hinaufrollen handelt, selbst anzusetzen. Um
PR jedoch zu zeigen, wie man die Schwierig
= | keiten des Ansatzes in mannigfacher Weise
e 5

e = | iiberwinden kann, behandeln wir noch ein

verwandtes Beispie

[_ 506) Kin Faden seiiiber eine leicht-

bewegliche Rolle gelegt, deren Masse
Null sei. An dem Ende A4 sei ein Gewicht befestigt, das
andere Ende sei um einen Cylinder vom Radius » und vom
Gewichte p, geschlungen, der infolge
der Fadenspannung und Schwerkraft

}l\ abrollen wird Wie erfolgen die ein-

Fig. 263,

zelnen Bewegungen?
\\_/ Auflosung., Sinkt 4 mit der Beschlen
_ nigung g, statt g, so bleibt die Fadenspannung
[ S=(g—g,) my. Da die Masse der oberen
. Rolle als Null angenommen ist, so herrscht
y ; auf der andern Seite dieselbe Fadenspannung.
il | Damit 18t die Aufgabe auf eine friihere
AR zuriickgefithrt, bei der es sich um die
Fadenspannung ¢ statt S handelte, nur ist
noch die Unbekannte g, darin. Dort erfolote
die Drehung mit der Winkelbeschleunigung
o H_:Ih;,.' __’nr-_a';ij:l-;__.‘fv . an der Peripherie also mit g, — :“ = 21 :i”

Iy S g —my g —{fs)
.rHI i .'.r-'I ‘
Die beiden Bewegungen von B sind entgegengesetzt, die wirkliche
Bewegung also

M dagegen sank mit der Beschleunigung g, =

—

=
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L (g — ) — g (g —gs) By (g —ga) — Mg
[ = e _ :
Hn’l J”]

und dies ist zugleich die Beschleunigung ¢, von A, sodass

m. € S gy — My (
gy — Ny Hig s 19
v3 Ty
Daraus folgt
S, — m 31, 3
gy =2t A go—g f1 L.
S ¥ i?‘f:: i _rHI o ¥ ]H__, 1 l”l

Dies in die Gleichungen fiir # und g, eingesetzt, giebt die Winkel-
beschleunigung
dim, g 49, g
"} —_ ——

r[8my & ] r[8p. + n]’?

fiiv M aber die Beschleunigung

- | i, |
My - g L
et T U=l
Wy T 3 ity Py T 2P
Setzt man z B. p, = 3p,, so wird, wie in einem friiheren Bei-
spiele, g,=0, g, = = ¢g. Setzt man p, — oo, so wird g, = g, womit
. i e, 1 ' . v - % ; [i

A die grifste mogliche Geschwindigkeit erhilt. Dabei wird g, = S
. d ! 37

was die geringste Senkungsbeschleunigung fiir M giebt. (Ein Steigen
von M wiirde nur moglich sein, wenn man das Gewicht p, durch eine
Kraft ersetzte, die nicht an die Maximalbeschleunigung ¢ gebunden ist.)

Beriicksichtigt man die Masse «
Losung nicht viel schwieriger, nur ist natiirlich die Fadenspannung
rechts eine andere, als links. Ist niimlich die Spannung links wieder

er oberen Rolle, so wird die

S —m, (g — ¢,), so wiirde, da die Rolle am Rande die Beschleunigung g,

e = . s i my - s !
erhiilt und ihre auf den Rand reduzierte Masse —* ist, fiir die Spannung
T ; 4 M, , %
rechts nur iibrig bleiben S — =t g, oder S = m, (g — g) == s

m _-- . . . v
= My J — s (-m__. + = j Von jetzt ab ist die Aufgabe zu behandeln
\ W,

wie vorher.

357) Auch die Schwungradtheorie lilst sich mit den bisherigen
Hiilfsmitteln behandeln. Man kann bei gegebener Schwungmasse die
Grofse der Schwankungen in der Geschwindigkeit und umgekehrt aus
der zuliissicen Schwankung die Schwungmasse berechnen, Uber
dieses Kapitel vergleiche man den Anhang.

Zu entsprechenden Beispielen konnen noch herangezogen werden
der Drehungskérper mit symmetrischem Schnitt in Nr. 125, besonders
der ringformige Wulst in Nr. 126, die Kugelbetrachtungen in Nr. 174
und 175, besonders die Stofs- und Pendeltheorie, die Energiezunahme
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der sich zusammenziehenden Erde in Nr. 177, die Drehungsparaboloide
verschiedener Ordnung in der Tabelle des Abschnittes 18R
Man erkennt, welch reichen Ubungsstoff man schon an diese ein-

fachsten Korperformen anschliefsen kann, und wie viele wichtige Kapitel
der Mechanik nur mit Hiilfe der Trigheitsmomente erschlossen werden
kiinnen.

358) In idhnlicher Weise wie der Kreiscylinder und der Rechtecks
korper kionnen andere senkreehte Cylinder und Prismen beziiglich
der Triigheitsmomente behandelt werden, da jede der frither besprochenen
ebenen Flichen als Grundfliche genommen werden kann.

Man beginnt mit 7,. Ist F' der horizontale Querschnitt, so folgt
I'y* als sein Triigheitsmoment, also wird 7', = fr;d, und fiir den
Rt dh?

12 12
axiale Trigheitsmoment der Grundfliche, so ist .4 das des Korpers fiir
den entsprechenden senkrechten Schnitt, d. h. es ist T,. = ,h. Ist {,
das andere Axialmoment der Grundfliche, so wird 7,. = ¢, k. Fiir die
senkrechte Sehwerpunktsachse wird nun 7. = 7, .+ T, ., fiir die durch
den Schwerpunkt des Korpers gelegte X-Achse wird 7, =7, + 7.,
fiir die Y-Achse 7, = T., + 7,,. Endlich wird das Polarmoment
fiir den Schwerpunkt des Korpers 1, = T, + T1,. + T...

(Auch fiir schriige Prismen und Cylinder lassen sich gewisse
Momente leicht berechnen, andere aber erfordern Kenntnisse des
nichsten Abschnittes. So lilst sich z B. das schiefe Parallelflach oft
in ein senkrechtes Prisma und zwei Dachkoérper zerlegen, welche
letzteren aber der Ordnung 1 angehéren.) '

Schwerpunktssehnitt wird 7, = Ist ferner £, das eine

Fig. 264.

I tr // - &h* _,-/ % &h* ,;.}
i e e Rl e T I ! e BRI /
| | /::/ N _,/
| | 7 T '
L | | rd ,/ \-. i
i e ¥
%
i | / Vi W o
! | / \ fl
l'l'- |'I IIJ
/ /
| | VRS, =51 e b
) .n'
A A i
“ e e
..—-"(/‘L = i et oo
s -

359) Im Anschlufs an Fig. 130 lassen sich auch die Triigheits-
momente der Koérper von der Ordnung Null stereometrisch ver-
anschaulichen. Wegen der Querschnittsformel g, = T'y* handelt
es sich um eine Darstellung durch Kérper von der Ordnung 2. Seo
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ist z. B. das Trigheitsmoment des ersten Korpers in Fig. 264 gleich dem
Inhalte des zweiten parabolischen und auch des dritben Karpers, sobald
nur die letzteren statt der Grundfliche G die Grundfliche G'A® erhalten.

Das Axialmoment des ersten in Bezug auf die senkrechte Achse
kann man durch ein Prisma oder einen Cylinder von derselben Hohe
darstellen, dessen Grundfliche gleich dem polaren Trigheitsmomente
der Grundfliche des ersten Kirpers ist. Ist letztere z B. ein Quadrat
von der Seite b, so hat man fiir die ”I”Il[':i]-;;.‘:l'}".‘l' die Grundfliiche III:,1

)

711 nehmen.

Da hier und spiter fiir die Linien o 4
mehrfach Ausdriicke htherer Dimension auf f :
treten, so sei an folgendes erinnert. i

360) Um Ausdriicke wie a? a’, a, ... als \ ot
gerade Linien darstellen zu konnen, muls o //:'- =
man neben der Linge a noch die Linge e_-' S
der Einheit kennen. Man bildet nun aus 1 St g |
und @ ein beliebiges Dreieck OA,A4,, setzt /{r; f"
auf OA, ein ihnliches, auf 04, wiederum Ly H;,-"" [
ein ihnliches und fihrt so fort, dann erhilt e B ____,'f_;
man O A4, als a®, 04, alsa’, 04, als a® u.s. w. /I _,/.»"::;_:_;'a{—--‘-"’ 5 '_,»F :
Dies folgt aus Proportionen wie l:a =a:z o057 4
oder a:a°=@a":2 u.8 W

Schaltet man als Winkelhalbierende die mittleren Proportionalen
zweier aufeinanderfolgenden Strahlen ein, so erhilt man auch die

| 3 5
Lingen fiir a?, a®, a® u. s. w. Fihrt man nach unten fort, so
: " 1 1 1 : Ny
erhilt man zuniichst , =5, —5 W 8 W, oder, was dasselbe 1st,
' ed [ e " 5 4 A

= a it

a—', a? a % u s.w. Die so entstehenden Hekpunkte liegen auf

einer logarithmischen Spirale. Hat man diese korrekt gezeichnet und

lifst man die Winkeltheilung mit Hiilfe des probewsisen Zirkel-

abstechens auf einem Kreisbogen zu, so kann man alle Potenzen von

@ mit rationalem ']ﬂxpnuentm{ im Prinzip konstruieren. Dreiteillung

des Winkels ¢ giebt dann bis zur Spirale reichende Strahlen von der
. ]

Linge @® und a®

¢. Korper von der Ordnung 1.

361) Der symmetrische Dreieckskdrper mit rechteckiger
Grundfliche.
Ist G = ab der Oberschnitt, so ist der Horizontalschnitt in der
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Hihe g gleich r'ir';;_, also sein Triigheitsmoment in Bezug auf die

yTas £ ; 3 I J
untere Fliche 7 & 80 dals nach der Schichtenformel fiir den ganzen
: :

Kérper wird

31

Fig. 266,

G ht = &h e h*

Tu = S o= 2

Verlegung nach dem durch
S gelegten Horizontal
schnitte giebt

L

3 |3

o 2 h

e = — oder auch <
18 S e

(Oder: Der durch z ge-
legte senkrechte Dreiecks-

- e s hhd ; .
schnitt hat in Bezug auf die X-Achse das Moment s demnach ist fiir
3 hh3 (rh3
den ganzen Korper das Pl oment 7. =-"""g— J
g orper das Planmoment 7, oo -

Der durch z celegte senkrechte Dreiecksschnitt hat nach Nr. 52

=] B

o
==

; T . P s . . hb : ; :
im Bezug auf die senkrechte Mittellinie das Moment !L* , folglich is

fiir den ganzen Korper

=t hbd JhE
T e
In Bezug auf den durch # gelegten senkrechten Dreieckssehnitt hat der
s } o =
S L : s ot
Kérper nach der Prismenformel T, = e
Fig. 267
ot abh® ._.,-//( e ne‘th: 3 ,\
e e o R e R
[ . o e 7
[Sa g \ 7
b \ i
A Novahy i
’/’ | Vi l\. ! r..r
/ 4
! ..-"rf i e s Tean oo oo e S e Y II.'r (et iR o ngad =
il e { -
Al 2
A .
-~ /.r/

Fitr die durch den Kérperschwerpunkt gelegten Koordinaten-
achsen erhilt man also
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" JIF g e 135 : : Jb?
L sl ) el H a2 2 S ] ] oo
T. = 18 | 12 38 2ZW + 347, T, = 24 2 15

ol Ja? JbLE d e iy -
I, — — T |__._frf' + he).

. & o 3 o
AT R

Das Polarmoment fiir S wird

T Tk By Al s = (B 0% e 803 o )

72

= e L :

Nach der Querschnittsformel I kann das Trigheitsmoment
T, dargestellt werden durch die in Fig. 267 gezeichneten parabolischen
Cylinder dritter Ordnung oder durch das Drehungsneiloid, dessen Profil
durch semikubische Parabeln gegeben wird.

Auch fiir die anderen Triigheitsmomente lassen sich Darstellungen

finden, die als Ubungsbeispiele dienen mdogen.

362) Das Drehungsparaboloid

Der Sehnitt in Hohe # ist & =, sein Tricheitsmoment in Bezug auf
h? o -

Gl L i & : :
die Grundfliche W& also wird wie vorher Fig, 208
e TR SR e S At
Wl A A T 36 T AR
!z (. el =2
Der Radius in Héhe 2z ist r—l W dag”— f— /|
Polarmoment des zugehdrigen Kreises ist \ -
SR Y o2 \ |
Tz o Gr? o 3 e j
L2 22 also ist nach der Schichten = ; =%
2k LIl TR | | /
formel fiir den ganzen Kborper in Bezug \\ | 7
auf die z-Achse A e
s Griht i:_.fi' p M _!i 5 ’,’d' :}\_1_'_;“’/ 2
AT L T T T " ______________r.f"
Halb so grofs sind die Momente Te.=1T,.

g1 : fiss 4 - :
— “". In Bezug auf die durch S gelegten Koordinatenachsen & und y

hat man also

Tp=Toy + Tos =1 (T Thi 7 (1 4 8r9).

i 18

patd

Ebenso grols ist 7,. Endlich ist
i =, e = h? re 7 J G e
Iy = Loy + Lys+ Lea =1 {IS' TET GJ ) el

P

363) Bemerkung iiber die Korper von der Ordnung L
Bei allen diesen K&rpern, also auch beim elliptischen Paraboloid und
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bei den umgekehrt aufgestellten parabolischen Gewdlben von heliebiger
Grundfliche, findet man zuniichst 7, = J:ii (Dies gilt aunch von
den entsprechenden Schriigkdrpern, die aber vorlinfig ausgeschlossen
bleiben sollen.) 7). und 7%.. ergeben sich mit Hiilfe der beiden Axial-
momente des Horizontalschnittes, 7" mit Hiilfe des Polarmomentes, wo-
bei man die Summenprobe machen kann. 7, und 7, sind leicht zu
bilden, ebenso 7',.

Auch die Stumpfe dieser Kérper sind leicht zu berechnen,
da nur der Ausdruck fiir s, vom Ausdrucke ftiir h, abzuziehen und
dann auf den Schwerpunkt zu reduzieren ist.

D. Korper von der Ordnung 2.

364) Der senkrechte Kreiskegel
Der Schnitt in der Hohe 2z ist, wenn G die Grundfliche bedeutet

5

;;.f:"’, das Trigheitsmoment in Bezug auf die Ebene, aut die der I\’{*;;'vl-
mit der Spitze gestellt ist, wird aus ’12:;: #* nach der Schichten-
;r fij = ”;ﬁ abgeleitet. In Bezug auf den Horizontal
schnitt durch den Schwerpunkt wird

GRS

formel als T, =

h

1 I.r_'_.l =

(8 2\ 3 13
- (_I .f:) = = Jh".
I'iir die senkrechte Achse hat der Querschnitt in Hohe 2z das Trigheits-

moment

Die Schichtenformel giebt fiir den . ganzen Korper

= a2 Rt (rv*h

Gh 8¢ 3 Jre
" 201 5 10 T 10 i

Iiir jeden vertikalen Hauptschnitt wird das Trigheitsmoment halb so

grofs, also ist

5 B T 3 "F =
-"f_.l:- == j;_r e )'_(,':'; i
Daraus folgt
o e . 8Jr? 3.Jh® 30 o 2
Iy — Tt Ty =20 L 2T 3 g0y 1y).

libenso grols ist 7,. Das Polarmoment in Bezug auf den Schwer-
punkt wird

I LR ey e e

: ? ; 80 ° 4 10 40

(167* + A).
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365) Paraboliseher Cylinder. Der in Fig. 269 dargestellte
parabolische Cylinder zweiter Ordnung, der symmetrisch von zwel
parabolischen Flichen begrenzt ist, hat in Hohe 2 den Quer

T : ;
schnitt 738", 80 dals wie

Fig. 265

vorher
ok (+ h® G I®
,lI gy B = =
(%l )
Gh3h? 3 Jh?
7T R R

wird. Fiir den Schwerpunkts-
schnitt wird

oy JJht /8 2
Ty = % J | 1 J
AT
T
a b e

wobel J = ist.

3
Der Oberschnitt habe in Bezug auf seine Mittellinien die Triigheits
momente
ba® alh®

Il r
T = nnd T = :

1 12 2 12

dann sind fiir den in Hohe z liegenden Horizontalschnitt die Momente

b fa g\8 ba® . [ l\._” J"r"'.llll_.: - ab® o
sln?) —npd TR e D L

Fiir den ganzen Korper also wird

o ba® k7 a®bh abh a® Ja*

Loy = opsy = 8L . 88k 98
und

s ab® h? ah®h abh b? g6

L = fomig— 96, & 13 33
Das letzte Resultat konnte direkt nach der Prismenformel hingeschrieben
werden. Folglich ist

; 3 Jb* J s

¢ | A s . J0  J gz2 1 90pe

Ty Loy + Tow = 55 I° + T3 = 5O 1 - 2000,
3. Ja? o 3 :

i b= L P L e 2 = : =) 2 1.9 4

T,= 1w+ 1= %5 h= -4 e i (21 h= 4 20 a%),

P o o Jb# Ja® S g9 58

I =T.4+ T, = - ;r.“ - (Th* 4 Sa*).

12 28 84

Das Polarmoment fiir den Schwerpunkt wird
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e Jb3?
Pryincs o LT 7 2 : v 1y
JF].. — .ff,-_,r —l_ f:,l,:_.l - T.. = 560 (21 k -+ 20 a*) 4 =
"'r 53] 5] 1 L) & o
= —— (63 h* 4 60 a® 4 1408%).
1680~

366) In derselben Weise sind alle Arten von senkrechten Korpern
zweiter Ordnung zu behandeln, z. B. simtliche senkrechten Pyramiden
und Kegel, wobei die letzteren beliebige, z. B. auch elliptische Grund-
fliche haben konnen.

Die Trigheitsmomente dieser Korper konnen ebenfalls veran-
schaulicht werden, z. B. 7, durch den von der Parabel vierter Ordnung

P , i 1 Gh® GBS
W fp-.-.:” begrenzten parabolischen Cylinder, dessen Inhalt PE T

G - ! s | ]
ist.  Fiir ithn kann auch ein Drehungskérper eintreten, der von
Parabeln zweiter Ordnung begrenzt ist. Sein Schnitt in der Hohe ¢ ist

2 G . 5 L - <l
a'mw = ;52 , so dals die Gleichung der begrenzenden Kurve ist
CEas
b= z5— 8
h_ﬂ'.

Die Stumpfe der Kérper zweiter Ordnung sind nach der Subtraktions-
methode zu behandeln, indem man vom Kérper von der Hohe %, den
von der Hohe £, abzieht.

E. Korper gemischter Ordnung bis zur zweiten Potenz.
367) Die Kugel. Dieser Kérper ist bereits in Nr. 174 behandelt,
und zwar ist fiir ihn

i e Al 4 E 1 9 m F gt 2 9
.",e-H= f:.,_. = 1’3_r = T = — J-.l‘“_ also f — j = 7T == .;r'r‘

LH - i} b

das Polarmoment in Bezug auf den Mittelpunkt aber gleich = J»>.

Demnach ist derjenige Radius, dessen Quadrat fiir alle Kugelpunkte

i o
a gl E ) B 8 o 5
das mittlere ist, zu bestimmen aus g — 7 =1, so dals
o, =) - ist. Dagegen ist der axiale Trigheitsradius ¢ — r}/ =,
der anf den Hauptschnitt bezogene Trigheitsrading der Halbkugel
gl
l = _}..'
9r=-3‘]/,_-'-, wie aus ¢% = ——— folgt. Fiir den Horizontalschnitt der

”Jl“rkngt’l in der Hohe z ist nach 174
g, =rme —md.

Demnach kann das Trigheitsmoment der Halbkugel veranschaulicht
werden durch den parabolischen Cylinder, der von der Parabel ge-
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mischter Ordnung @« = r*zz? — wz* begrenzt wird, oder durch den
Drehungskérper, dessen Schnitt in der Héhe y ist

2 o o A
LI =T & ns ,

woraus sich die Gleichung der begrenzenden Kurve als

).

ergie

368) Das Drehungsellipsoid mit den Halbachsen @ nnd b.

GGeschieht die ]h'e-]mng der K |]'=1.=11- um die Achse b, so trtt an

Stelle des Kreisschnittes 6%z der Schnitt a’m, an Stelle seines Polar-
btz s Ee :
momentes — tritt = das letztere

") Fig. 270
entsteht also auns dem ersteren dureh ’
e e s sy G R e
Multiplikation mit ;5. Dasselbe gilt 0 e f i
: : : — S e
von jedem Horizontalschnitte. Dem- / I \
nach . wird das Axialmoment des HJI—F——f———F——IB

Ellipsoids ( ¥-Achse als senkrecht £y /

IL"-\ I\\. | ."I
betrachtet) \\_# //:/

a*

e ' (,_l:li h:"ﬂ") Pyi— :_r atbm,
- - - o & .-n'"! { o .
oder, da der Inhalt des Ellipsoids gleich — b%x - 3= @bm ist,
’} s - E -.1. "-fﬂ-li.l;-[.) “r-_a e -: l_"!”!.

Fiir jeden senkrechten Hauptschnitt ist das Moment halb so grols,
:ll'.‘”.?

FFT 1 o 8| L A

Toy=+Ja* = a'bax = T),.

Das Moment 7., ergiebt sich aus dem Kugelmomente, indem man

- . . . 7L . aa
jeden Horizontalschnitt mit 5 multipliziert, was
; X ] ]
"r_ . |-1_ ;,J'-i:['. . :lr: — I-l' h_‘.gj):':f'[: o ! _fh'i

giebt. Demnach wird
To—= Loy -+ Too— = Ja®  ; Jb* =< J (a® + 1)

4 9 e A (s £ O R
= a*bmw (@* 4 b*) = T..

Endlich folgt als Polarmoment
.a‘rj.. — .-’_,._,., - J".,J_.,l 4 e — 5 Ja” - 2 Jb* (b= =2t

| 9 79 o
———3 = { = 2=
- bx (b -+ 2a”).

Holzmiiller, Ingonienr - Mathamatik, I 19
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Der Radius, dessen Quadrat unter den Radienguadraten aller Ellipsoid-
punkte das mittlere ist, ergiebt sich ans

: i h* - 2a
QF‘ = J. ol 5
;-ll:-:
/0% 4+ 2a®
Q.-" = l 7]

Der axiale Trigheitsradius ist fiir die Y-Achse o, =0 V=, fir die
; z AR e 3 A
X-Achse und Z-Achse o, =Va'+ b*. In Bezug auf die Haupt

schnitte des Halbellipsoids erhilt man fiir dieses

/1 /1
9.:--.-; =Ty Qs.r; = % ]f Bl Ir‘t":.r T II"‘ lf 5
Dieselben Resultate ergeben sich anf Grund der Gleichung

e p;! - 5 e
5 Jr =1 oder z°=na* TR
T b el

woraus sich die Trigheitsmomente der Querschnitte als

b | A

S 2 4" g
)

! d P

il 4 Sy i )
- —_— i — 1
2 o[ i e )

3 % 3 a¥ o . '
LY =T ‘ L I.'J-.'ﬂ-: |
ergeben, auf deren jedes die Schichtenformel anzuwenden ist.
Entsteht das Drehungsellipsoid durech Drehung um die Achse «,
g0 sind in allen Formeln @ und & 2zu vertauschen.

369) Das dreiachsige KEllipsoid. Die Achsen seien der
Gréfse nach @, b und ¢, den Koordinatenachsen des vorigen Beispiels
entsprechend. Das neue Ellipsoid entsteht aus dem vorigen durch
konstante Verkiirzung aller horizontal nach hinten gehenden Achsen
mittels des Faktors — . Jeder Horizontalschnitt wird in demselben

[/
Verhiiltnis verkleinert, folglich wird
5

e ! 278 4 o
== g . —_— ”,’",r'_.
"' g 15 Sl b i 15 2CT

4 4 = 72
oder, da - abex der Inhalt des Korpers ist,

Der horizontale Hauptschnitt hat in Besng auf die 2-Achse das
3

e . et atzw EX B L
[riigheitsmoment ==, welches aus — — (dem des Kreises) durch
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i . s =g At A : ¢ 3 .
Multiplikation mit —; entsteht. So 1st es m jedem Horizontalsechnitt,
f

folglich wird

A 3 1 :
— — bt = = Jct
" 15

]

T,, = (& atbx)

Y

. g £ e ca'mx

Jeder solche Schnitt hat in Bezug auf die z-Achse das Moment — —,
- alx v .

welches aus dem des Kreises, d. h aus ——, durch Verkleinerung

. = i - 5
mittels des Falktors : entsteht. Demnach wird

- 4 (5 4 g 2 i
T,.=—=abrg. — = 1_, atheaq = L Tad
we 15 i) 15 o
Jetzt folgt
J‘frll : Jr"_ : ?.." y = .-II ,J | IIrJ-"J —I— r"ﬂ 1 I_g".l___: = :‘If! _ll 'JFIlJ_. = I r;;‘ | f': —|— ”Z |17

."!’: =W -I.'-': _!!'- "; e _l J (a* —'— R
indlich 1st das Polarmoment

rpr 1 a9 8 o
et ek e
! i | |

Dividiert man jedes Moment durch .J, so erhilt man das Quadrat des
entsprechenden Triigheitsradius, So ist z. B. der Radius, dessen Qua-
drat unter allen Radienquadraten das mittlere ist,

- __.-"”: + bt p2
Q == 1_1 = e

5
Dieselben Resultate ergeben sich aus der Untersuchung der Schnitte
in der Hohe y, nur treten dabei irrationale Ausdriicke auf.
370) Kugelabsehnitt. Nach Nr. 313 ist der Horizontalschnitt
gy = 2*m = 2rmy — wY,
also das Triigheitsmoment in Bezug auf die Grundebene der Fig. 228
Qrmy® — wy.

Fiir den Korper von Hohe 5 wird also
T, =2vrx— —m—-

Der Schwerpunkt erfordert mach Nr. 313 Verschiebung um
h  8r — 3h
a p— -
Ys 4 8r—h?

Cl

so dals fiir die Horizontalebene durch S

i

s o

e s s
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A It mh® he /By — 88 axh . i
— 1!' - e ,! — 2ra - ) {are !’-’-Lj|
1 ¥ ! 4 5 16 ( By =10 Bl
ist, was sich noch vereinfachen lifst. Hier ist es aber vorzuziehen,
mit den Hiilfswerten i, und J zu rechnen.
Das Polarmoment des Schnittes in Héhe y ist
4 i 1 T o & by 4 o .o o »
q,=— =5 Q@ry — 9y’ =5 (4r’y — 4ry® 4+ ).

Demnach wird fiir den Korper in Bezug auf die senkrechte y-Achse

! 3 i g iy
A5 0 T i ‘h; — 47 j.l 3 j: ) = nf U:; rh - ff:_).

Fiir jeden senkrechten Hauptschnitt wird das Moment halb so grols,
also

: ah® (4r?

o I (5 —?'h—[—f{-“)z i

Die durch den Schwerpunkt gelegten Koordinatenachsen geben neben

dem obigen 7, noch
.11,:- = -'I'”.r'_-s _'{" -inl': = ?-”.'_-
ebenso

rf; _:'_ ?rz- + jf‘_u: + -T:.r:;

was ziemlich komplizierte Formeln giebt, aber keine Schwierigkeiten
macht.

371) Kugelschicht. Sind », & und h, gegeben, so ist mit
den Formeln in Nr. 314a zu arbeiten. Sind a, b und & gegeben, so
ist die Formel

L= (g* W — 2hs) +2(z4 h) y Yy’

T § . . i R, .t
aus Nr. 314b anzuwenden, aus der sich die Momente 2%y, ° e
leicht ableiten lassen. Die Resultate werden mit Hiilfe der Schichten-

formel auf den ganzen Korper ausgedehnt.

372) Ellipsoidschichten. Sind die Schichten durch parallele
Schnitte zu den Hauptebenen begrenzt, so sind die Formeln aus denen
filr die Schicht einer ebenso hohen Kugel abzuleiten. Am ein
fachsten geht man von den Hauptschmitten aus.

Die Kugel vom Radius & hat in der Hohe y den Schmitt

r’w = blax — y'n.
Der des Ellipsoids wird daraus abgeleitet, indem man zunichst mit

(4 .
— . dann mit

- multipliziert, was

%
b
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QCT iy =
q = =5 (G — )

2

=

giebt. Man erhilt fiir die Schicht von O bis y den Inhalt

ACTE (79 U y
J = 4':3 E._h— i 3 }

7. B. von O bis b den Inhalt des Halbellipsoids ® aber.

Fig. 971
A s b/t 0 Tt
"(r i o \\ ff | X e
fé— ':'.'_“f_,l__-_r_-----.f l \ L'II_/ i Vi 'l_i!___ e 2R \
IL e I-| .||; //'IL— i s —_._Illl

Multipliziert man den Schnitt mit 4 so erhiill man in Bezug
auf die Grundfliiche sein Triigheitsmoment

[

llu
b2 i

(OPy* — o

Fiir die Schicht von O bis y ergiebt sich also

'_'{'.r__ L eI {h‘_’ ’F' 0 ?If- ]

= i

Fiir das Halbellipsoid wird z. B.
0 W CT (bt (i o 5

I R e } = i ab’em.

3

Tyt .| - - g v e . ar 4
Die Grundfliche hat in Bezug auf x das Triigheitsmoment —7—, "Wwas

S b o { R vl X
aus dem der Kreisfliche, — durch Multiplikation mit —5- (erst mit

5

{1 1’ Pl b },..-.-.. : ‘o
j;» dann mit h==',]' jervorgegangen 1st.
also auch mit der ganzen Schicht von 0 bis .

entsprechenden Triigheitsmomente der Kugelschicht, welehes mit Hiilfe

,1'1:‘{ b T 14 9 9 |
1 : = 1t — 2b%* + y*) berechnet wird und

von R e —

So ist es mit jedem Schnitte,

Es folgt aus dem

sich als ;
T (14 o ¥ ¥
ol o T 5)

4

e -
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ergiebt,

T, = "’i {.l]'ﬂ y — 2b? “_ i ,;1; ,! :.-; _
Fiir die Schicht von 0 his b z B. ergiebt sich
In Bezug auf z hat die Grundfliche das Triigheitsmoment F:-r:fﬂf_ was

ff:" & . -
-+ hervorgeht. Aus dem Momente
: .

der Kreisschicht von 0 bis y, d. h. aus

ity -2+ 5,

aus -I_:E durch Multiplikation mit

ergiebt sich also

mo T (1 ops ¥’ ;i;"') wte
o < (\.EJ y — 28 - + = —

ad

Der Sehwerpunkt der Ellipsoidschicht liegt in derselben Héhe, wie
der der Kreisschicht. Fiir letztere ist

, 8 y* y?

i 7

) - g T4 By, obv— gt
e ;,s,,-‘lf_ - ﬂ,f{:" T

Die Reduktion auf den Schwerpunkt und die Berechnung von 7, i
und 7, fiir sein Koordinatensystem sei dem Leser iiberlassen, da es
sich um ganz einfache lu(.chmmge'n handelt.

Damit ist auch die Angelegenheit der Ellipsoidsegmente und der
beliebigen Horizontalschichten erledigt, denn dabei sind nur Subtrak-
tionen oder Additionen auszufiihren.

373) Das Drehun :mh\pm holoid.
Man benutze Figur und Grundformeln des Abschnittes 316, wo sich

4 3 -
L) e e

ergeben hatte, wihrend die Schwerpunktshihe war

3 h ’h- -L k2
-'|‘l — —_—
.f‘ _1 EL = h,.
Die Trigheitsmomente der in ]If’i'lu_- y liegenden Horizontalschicht
i 4
. g g ET &t : il - 3 :
sind 2*zy®, - und =, was mit Hiilfe von 1) leicht auszurechnen
ist. Die Formeln mu:lsn denen des Drehungsellipsoids analog.
Der Ubergang zum dreiachs sigen Hyperboloid erfolgt (lmn-n

wie der vom IJuhlumﬂ-olhpsmtl zum dreiachsigen Ellipsoid.
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374) Fiir das zweimantelige Dreh ungsh \'lwr-huLuiJ sind
die Formeln des Abschnittes 317 zu Grunde zu legen, mit t denen ebenso
leicht zu rechnen ist. Auch dort bietet der Ube rgang zur dreiachsigen
Form keine Schwierigkeiten.

Die Prismatoide sind auf Grund des Abschnittes 318 zu behandeln
und haben geringeres technisches Interesse, ohne auf Schwierigkeiten

zu fithren.

F. Einige Kérper hoherer Ordnung.
375) Ganz analog sind die Kérper hoherer Ordnung zu behandeln,

bei denen Formeln wie

2= a -+ by + ¢y + dy’
oder

22 = a -+ by + cy® + dy* +
malsgebend sind. Namentlich die mit diesen Formeln zusammen-
hiingenden Drehungskorper bieten interessante und einfache Ubungs

beispiele.
Sind die t’lltH!IHEhLi!tiL'I! Reihen unendliche, so hat man sich im

Konvergenzbereiche zu halten.
Hitte man dag dreiachsige Ellipsoid direkt berechnet, so hitten

. o . - 5 . " il & a3
sich als Horizontalschichten Ellipsen mit den 1l:‘11hm-h.~uzn.r;_,,:-jr Vo —y?

und ¢, = 3V ¢2 — y* ergeben, was aul ['viigheitsmomente von den
Formen

= o ey 2 ] 5]

c,my® oder -—1 (b® y?) (¢ Y,
3 B
ma,c, ®a,e, WAC
S = Y ol IJn
1 4 1

gefithrt haben wiirde. die siimtlich irrational sind. Die Irrationahtiiten
konnen mit Reihe nentwickelung mittels des binomischen Lehrsatzes
behandelt werden, was langwierig ist und zu den ansc ‘hanungsmilsig
abgeleiteten Resultaten guriickfithren muls.

376) Begiiglich der entsprechenden Drehungskdrper lassen
sich einige Resultate des Abschnittes IV benutzen. Hierher gehort
die Formel

Centrifugalmoment

h, =

statisches Moment
-m Abschnitte 116 und der dazu gehorige Symmetriefall, die Formel

T=J(e + 30;)

i
|
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des Abschnittes 125 iiber den dort behandelten Symmetriefall und
das Beispiel des Ringkérpers mit Kreisquerschnitt, fiir den in Nr. 126

Ty=2¢r*a*(o* 4 + »*) berechnet

Fig. 272 :
1st, so dals T,, und 7., halb so
B orols sind.
! K Schwerer ist 7., zu be-
/*’_‘*—3\'\""“ R A rechnen. Der Schnitt in der Héhe
{ \ ,-/ " N\ y iiber dem horizontalen Haupt
'. || k———Y | schnitte hat die Radien
I'"\ / E \ | /
*, i ra
e e |_ fL e, =0 + Vr* —u°,
| fiane s
{ 1 € =09 Vre —y

! Die Schnittfliche wird also

o, =74 —a)==(e+a) o, —0) =22 217 —p

= dox |/r* — y~

[hr Trigheitsmoment in Bezug auf den horizontalen Hauptsehnitt
1t also

3 o [ ] Tl

1) quy* = domy*Vr* — o~

Der variable Ausdruck ¢*1/#® — 4 ist aber weiter nichts, als das
Triigheitsmoment der Querlinie des Viertelkreises

Fig. 273 i . 0 =5
- in Bezug auf den horizontalen Durchmesser. Die

o Anwendung der Schichtenformel auf diesen Aus-
o e druck giebt also fiir die Schichten von O bis » das
| Triigheitsmoment des Viertelkreises, d. h. rll{:-r-
== Demnach giebt 4 y*)/»2—? fiir dieselben Schichten
M ———u

r4op Y . 557 o
den Ausdruck o Fiir die obere Hilfte des

Korpers wird demnach
e prrim
! —_— - -
4 ?
fiir den ganzen Ko&rper entsteht

e r o
2 L =—=26x% % =

wo f, das Triigheitsmoment des Kreisschnittes fiir die 2-Achse be
deutet. Aus 7. und den iibrigen Triigheitsmomenten folgt nun leicht

T:=T,= prix (p"' - | .1"’) = J f;; -+ H r'-’) und T, = J (o4 ).

il

377) Satz fiir Guldinsche Kérper, deren erzeu gende Fliche

symmetrisch gegen eine Parallele zur Drehungsachse ist.
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Hat der Korper die nebenstehende Gestalt und hat der i der
Héhe y liegende Horizontalschnitt die Radien ¢, und ¢, so ist die
Fliche des Schnittes gleich

g S Fig. 274,
T (r,-l r) und  sein  Trig-
hs?its;.m_mwn'r in Bezug auf die
Ebene xz {rJ = ] y*
1 _3 b e,
> | 2 ;J
98 T % f, , Vos2 :
= 2 (f,l --—{.2);1')'. Da- e sksanrumlioyr L WY 2
///\ ! \
bei 1sb ‘+ * die Entfernung / \ B
ler S trielini | [ \ [ - :!f'u"
ey Symmetrie ¥ 3 o | [ | '
o der Symmetrielinie von der [ S S e )
Achse, (¢, — ¢,) y* ist das Triig 0 (D

heitsmoment des Flachenquer-
schnittes in Bezug auf die
X-Achse, welches ¢, sei. Folg-
lich ist nach der Schichtenformel fiir den ganzen Korper

?Tﬁ;.‘ o .—?Q-’-'I:!Ilt

Nun war in Nr. 125 fiir solche Korper gezeigt, dals T, =/ (9_' - -‘39]’)
o [l T 1 4 - ' .- 7]
war, so dals T,. =T,, = 5 J (g i ) t., demnach 1st filr den

vorliegenden Symmetriefall

"!r.' T J;‘r".' g "’I_r:'_,l _=_ Jir“; = I_ '1'{ {:"J "'_ -J.g } —|— ‘) :rf

und

2

T, = J (o" + 3¢}) + 2¢mt. = 2¢x [ F (o’

+ 3¢1) + t)
Hier bedeutet g, den Trigheitsradius der Fliche in Bezug auf die
Symmetrieachse.

Daraus folgt, dals eine grofse Zahl von Drehungskorpern, von
denen die mut Hiilfe von

2 —=a+by+of+dy' + -

erzeugten nur spezielle Fille sind (es handelt sich um den Sonderfall
o = 0) beziiglich ihrer Hauptsehnitte vollstindig behandelt werden
konnen. Die fiir Riider, Kreisscheiben, Kugeln, Hohleylinder u. dgl.
oelosten Aufgaben iiber die Energie drehend und fortschreitend
hewegter Korper, iiber excentrischen Stols und Pendelbewegungen,
iiber Fadenspannung und Rollen und Gleiten auf schiefer und hori
zontaler Ebene lassen sich also, soweit es sich um die Hauptschnitte
und Hauptachsen handelt, auch fiir die hier besprochenen Drehungs-
kirper lmmt

e

==

==

B —
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G. Der Drehungssatz fiir die Trigheitsachsen.

Finige Hiilfsaufeaben der Raumgeometrie werden vorausgeschiekt.

31T7) Aufgabe. FKEine Gerade OA bilde mit der X -Achse und
Y-Achse die Winkel «

Sl und . Welchen Winkel
p bildet sie mit der
Z-Achse?

i Auflésung. Sind

i Ty, Yy, 2 die Koordi

! A naten von 4, so ist
[ ™, Ty = r COS e,
7 hiats
b ey Y, =7 cosf,
’ r.J \‘ ~ — AR ] -]
X _E.J__l__ St #, =17 CO8 Y,
N aus
B i o B o ol T BRI
o B
tolot also
r*cos® e 4+ ¥ cos® f -+ r¥cos’y =1r" oder cos*a - cos® B 4 cos®y = 1.

Demnach bestimmt sich ¢ aus

cosy = Y1 — cos*a — cos® B.

379) Aufgabe. Die Punkte 4, und 4, mit den Koordinaten
g 1 2

&y, Yy, & und @, ¥y, 7, seien gegeben. Wie grofls ist ihre

gegenseltige Entfernung?

Fig. 276

| 5 |
| o =
| L.~ .
-
| - sy
| A s
| T-p
ol |
| ! l
|
O — RIS EStere o s o
.F'/ j): ]
¢ sl fe L) |
Yo e b ey .
Gl T e T Wil T ) —==ip
’/"){ R X i

Auflssung. P, und P, seien die Projektionen der Punkte A,
und A, auf die Grundebene, @, und ¢, die von P, und P, auf die
Y-Achse, ferner sei P, R | @,¢,, 4, B | P, P,, dann ist
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2 N A i s e e \2 o 558 I8
j;\ - {1 r-|-— |_\.-C-'._: Rl ';'L;! = I".';: —— '}.'l'-' ==l 4’,"_, — ?f‘[/.:l _Jl_ [-‘._:_‘ e _,_]j : |
|
also :
I|r —_— -l-'"’:..'j":! .f'l -I: —E— { ?J’.,: "Fh.'l‘z + { 'G.'_) T ;?-1-|._I. |' i

380) Aufgabe. Eine Ge- Fig. 877

rade 04, bilde mit den |z
Koordinatenachsen die . 13
Winkel ¢, §; und y, eine o j !
andere Gerade 04, die // (Tl
Winkel e, f; und ¢,. Der i
Sehnittwinkel g der beiden e it |
Geraden soll berechnet (i 4. |
werden. . ﬁ;_ T : '

Auflésung. Der Cosinus- = ' |
satz giebt = ! |J|

i

3 2 S e
P=r) 4 13— 21,75 CO8 @,
so dals

2ryryc08p =1} 4 1] — B = (2i + oi + &) + (& + 02 + %)

— [, — %)% + (4, — 9.)° — (& — 2)*] = 22,35 + 29,9 + 2212, r
I I - '
Folglich ist e E
e e Sy g rr |
COS @ — = == et : i R b A
P e U ) ' P
oder
/ |
COS @ = COS ¢y COS |
. e ~ eyl T / e '
~-cos f; cos f3; - cos ; cOs p;. r/ A 'i .
."r b e —
Oleh b ) AL ".;I 1“\ ,f")._ I
381) Aufgabe. Wie / 7
i e . . i SRt
grofs ist die Entfernung N _—
» i s 4 -
¢ eines Punktes 2z, y, 2 (/ff . i e _
von einer Geraden OA, Pre !

die mit den Koordinaten-
achsen die Winkel e, 8, » ¥
bildet?
Auflésung. P sei der gegebene Punkt, ¢ seine Projektion auf die

Gerade, OP = » bilde mit den Achsen die Winkel &, n, &, dann ist

=yt — 0@ = (" + 9"+ &%) — (r cos@)*
— 2% + y® + 2 — »? (cos & cos E + cos ff cosn + cos y cos §)®,

LT - P
also, da r cosf =z, r cosy =y, r cos§ = z 1st,
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1) &=+ y I 2 (#* cos® o« -+ y* cos® f -+ 2° cos®yp)
2xy cos e cos B 29z cos 3 cosy 2 gz co8 y CcOS @

oder

e' = z* (1 — cos*a) 4+ y* (1 — cos® B) 4 #* (1 — cos?y)

2zycosecosf — 2yz cos B cosy — 232 cos y cos &,

Hl:“”?
7 B = Rt o e o P,
2) ¢ = x° sin" @ < y* sin* B 4 2" sy

— 2 &Y COB ¢ COSs ||"]‘ — 2 Yz cos Irf cos ¢ 2 2% cos 9 COS .

Die Ausziehung der Quadratwurzel giebt e.

Im Folgenden soll jedoch eine andere Formel angewendet werden,
die dadurch entsteht, dafs man in Formel 1) die Klammer mit
cos® @ 4 cos® B 4 cos®py = 1 multipliziert, wodurch nichts geindert
wird. Dabel erhilf man nach leichter Umformung

3) e? = (y* 2%) cos?a <+ (27 x%) cos® B 4 (x* 4 y*) cos?y
1 i / e A

— 22y cos o cosf 249z cosfeosy — 223 COS Y COS .
! ] f 7 v

382) Aufgabe. Die axialen Triigheits- und Centrifugal-
momente eines Korpers in Bezug auf ein Koordinatensystem
seien bekannt. Wie grols ist sein Trigheitsmoment in Bezug
auf eine Achse 04, die mit den Koordinatenachsen die
Winkel &, g und p bildet?

Auflésung. Nach Gleichung 3) des vorigen Abschnittes handelt
es sich um

I i 9 f 1 o _1 2 P R T | [ I g

E me® = cos® « E my® -+ 2 mz®) + cos® B ( > me= -+ E m,.-r')

+ cos®y | E ma* my?) — 2 M,, cos ¢ cos 8
2M,, cosf3 cosy — 2 M., cosy cose,

h ) ] | 1 F &l T T = 5
oder, da 2 my* —+ ?. me*=T,, 4 T,.,= T, 1st und entsprechend die
anderen Klammern sich umformen,

1) = T,cos?e 4+ T,cos*f + T, cos®y
— 2.M,, cosecos— 2 M, cosfcosy — 2 M,, cos y cos .
Das gesuchte Triigheitsmoment kann also mit Hiilfe der Axial

momente und der Centrifugalmomente leicht bestimmt werden.
fon ]

383) Bedeutung der Centrifugalmomente. Ein Korper
drehe sich um die Z-Achse, und P sei die momentane Lage eines
Kérperteilchens, dessen Entfernung von der Drehungsachse gleich ¢
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sein mijge. Ist & die Winkelgeschwindigkeit, so entsteht die Centri

fugalkraft p = med*, die in den Richtungen der Koordinaten-
achsen die Komponenten

Py = med* cos £ und Fig. 279

p, =med* cosy hat, wo- ¥

fiir man sehreiben kann

Pe=mad>, p,=myd". B

Die statischen Momente
dieser Komponenten in

—

Bezug auf die Grund

ebene sind

|
g N ] (9] PO 7
) max L et 5

und Yo

a4 > myz. T
<

[st & = 1, so hat man
T ] . "]
M, = \:Im.:a:,e: und M,. = : Mz,
wobei z und 2, ebenso y und z ihre Rolle vertauschen kdnnen. Also:
3‘111?;{!;2 — M., ist zu deunten als das Moment der X-Kom-
ponente der Centrifugalkraft fiir einen sich um die z-Achse
drehenden Korper in Bezug auf die Ebene XY, oder es he
deutet das Moment der ZKomponente der Centrifugalkraft fiir einen
sich um die X-Achse drehenden Korper in Bezug auf die Ebene Y 7.
In beiden Fillen ist jedoch die Winkelgeschwindigkeit # =1 zn
- . ] .
setzen. Entsprechend sind > may g und Z mex zu deuten.
" . _I l . i
Beispiele fiir Berechnung der Centrifugalmomente sollen unten

cegeben werden.

384) Das Trigheitsellipsoid.

Man fithre in Gleichung 1) des Abschnittes 382 die Radien der
Trigheitsmomente im fritheren Sinne ein, und zwar mittels der

Gleichungen
o =T, g2J=1., o;J =1y, o.d =T,
dividiert man dann beiderseits durch J, so erhilt man
o — o cose - o cos B+ ¢ cos

2 M,, cos cosf3 2 M, cosffecosy — 2 M. .. cos y cos «.

. . : 1
Man berechne hieraus ¢ und trage den reciproken Wert — von 0

s

aus auf der Achse OA4 ab. Bezeichnet man die Koordinaten des




302 Absehnitt TX.

3 ; e i : 1
Endpunktes mit z, y, 2z, so dafs = cos ¢ — z, = cosf=y, —cosy =2z
x : o e

ist, so kann man fiir simtliche Cosinus ihre Werte cose — zg,
08 § = yg, cosy = zg einsetzen, worauf sich beiderseits g* weghebt.
Die Gleichung geht iiber in

i. =] Q.L_.L "Jl—' Q.”lf’-‘ '-I— Q;:.- — "]{_,-_,.,--'*f)‘ — ‘_? ;h"_,:lﬂ'.; — J J[_'_m.a.n'a.

Fithrt man auch hier fiir die ¢ die reciproken Werte ein, also ¢, = =
1 1 R N :

b, = — ¢ — = so lautet die Gleichune

1 o 1 0. B

i y? 2 3 _
ST R T A w2y — 2.M, . y2 — 2 M, .50 — 1.
() hi i ¢ -

- - : P, o : A e

Der geometrische Ort der Endpunkte aller - ist also eine Fliche
i

zweiten Grades. Nun besteht aber ein Trigheitsmoment E-m-'ﬁ aus

lauter positiven Gliedern, kann also im allgemeinen nie Null sein.

- . . R .

Kann aber ¢ nicht Null werden, so kann nicht unendlich werden,

" (1]

d. h. die Fliche besitzt keine unendlich fernen Punkte, sie ist also

ein Ellipsoid, aber nicht ein Paraboloid oder Hyperboloid. Sie

heilst das Trigheitsellipsoid des Korpers fiir den Punkt O.

Ist O der Schwerpunkt, so heilst die Fliche das Centralellipsoid

des Korpers,

385) [Dasselbe Resultat hiitte Gleichung 1) des Abschnittes 381
gegeben. Man hiitte erhalten

) “ ] g -G 9 i+ g ) 9 i
—12 me” = >, ma” sm* e -J,~21.'-.#;r sin® 8 + \:. me" sin®y

— 2M,, cos ¢ cos 8 2M,, cosf cosy 2M,, cosy cos e

oder
1) T'=T,.sin"ae~+ T,,sin®g -+ T,,sinyp
— 2 M,, cose cos 2M,, cosfeosy — 2 M., cos Y €OS &,

so dals man das Axialmoment 7' auch mit Hiilfe der Planmomente
berechnen kann. Fithrt man die Triigheitsradien ein, so ergiebt sich

0" =g,  sine + o sin*pB 0,5y —2M cosecosf
i ey et 9 7 s
2M cospeosy —2M cosycose.
Berechnet man hieraus o fiir jede Achse und triigt man den reciproken

: 1 : e e : :
Wert — ein, so mufs man dieselbe Fliche erhalten, wie vorher, Hier
¢ 4
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- | - , = !
giebt aber =~ sin« nicht eme Koordinate z. sondern den Abstand von
n 4

der X-Achse, dessen Quadrat gleich ¢* 4 2* ist. Kbenso ist es mit
den andern Grofsen. Nach beiderseiticer Division dureh g erhilt

ATl
B !f"l _: 52 | .:7'! :_ .":? m2 - _ff'—' 9 7 o 7 v (9] A i)
] = 2 o I 3 + 5 — 2 M,,ry — 2 M, .yz—2 M, .22,
(s b3 fi s bt e
oder
y 1 2 1
A (mta) te (et £ 7 (o)
i cs s s fty b

— 2 M, zy — 2 M,.yz - O M..z2x,

WO dy, by, ¢, die reciproken Werte fiir die Radien der oegebenen Plan-
1

: —- il e ; 1 1
momente bedeuten. Da aber 7., -+ T,.=— T, ist, so 18t — 4+ - = -,
' ' j AR D L D

cbenso ist es mit der andern Summe, also stimmt die neune Ellipsoid
oleichung mit der fritheren iiberein.]

386) Jedes Ellipsoid hat aber drei Hauptachsen a, b, ¢, fiir die
seine (fleichung lautet

Hier fehlen die Teile — 2 M, zy — 2 M,.yz o M..zx, also
miissen fiir die Hauptachsen als Koordinatenachsen die
(entrifugalmomente gleich Null sein. Dies gilt von den Haupt
achsen fiir jedes Trigheitsellipsoid eines Korpers.

Gieht man also von den Hauptachsen eines solchen aus, so ver-
einfacht sich die Bestimmungsgleichung fiir ein Trigheitsmoment zn
folgender Gestalt:

T— T,ecose + T, cos®p - T cos®p.

387) Aufgabe. Gegeben seien drei Trigheitsmomente T
in Bezug auf drei beliebige Achsen durch O, die mit den
Hauptachsen die Winkel a, B, 71, @, s %2, %) By, v bilden.
Die Momente fiir die Hauptachsen sollen bestimmt werden.

Auflosung. Man stelle folgende Gleichungen aut:

T, cos® e, + T, eos® B, 4 T. cos®py = 1,
T. cos® e, + Ty cos? By 4 T eosly, = T,
T, cog? o Sk r,-usgﬁn + T cos® p, = /A
Sie sind in Besug auf die gesuchten 7' vom ersten Grade, lassen sich

also leiecht auflésen,




304 Abzehmtt IX.

388) Bemerkung iiber die Dynamik.

Der Umstand, dals die Centrifugalmomente fiir die Hauptachsen
jedes Trigheitsellipsoides verschwinden, ist fiir die Dynamik von be-
sonderer Bedeutung.

Aus Abschnitt 4 ist bekannt (ebenso durch die Deutung in
Nr. 383), dals bei der Drehung eines Korpers um eine feste Achse an
dieser ein umstiirzendes, d. h. auf Anderung der Achsenrichtung
wirkendes Kriiftepaar zur Geltung kommt. Dieses Kriiftepaar
wird aber nach obigem Null, wenn der Kérper sich um eine
der Hauptachsen des ihm zugehorigen Trigheitsellipsoides
dreht. Dann also bleibt nur eine auf Parallelverschiebung der Achse
hinarbeitende Centrifugalkraft iibrig.  Geht aber die Drehungsachse
durch den Schwerpunkt des Korpers, oder handelt es sich um das
Centralellipsoid, so ist auch die letztere Kraft gleich Null, so dals
weder Kraft noch Kriftepaar wirken. Daraus folgt im letzteren
Falle:

Dreht sich ein Kérper um eine Hauptachse des Central-
ellipsoides seiner rr]';if_{'llllit-‘il[ln'l]]i‘llL{‘} so wird die Achse dureh
die Drehung in keiner Weise beeinflulst, d. h, sie fibernimmt
die Rolle einer freien Achse.

Angenommen z. B. der Erdkérper oder vielmehr das an seine
Stelle zu  setzende ideale Geoid sei ein homogenes dreiachsiges
Ellipsoid, dessen Hauptachsen, wie sich zeigen wird, mit denen seines
Triigheitsellipsoides zusammenfallen, angenommen ferner, die Drehung
finde um eine der |'l{lu|1t'rtt‘]'|:'-u:rl statt, so wilrde diese |}!‘i,",|.'|1lng_l"a-;:].rJ_l?-'u'_‘l,
vorausgesetzt dals keine #Hulfseren Kriifte stirend einwirken, ihre
Richtung im Raume konstant beibehalten.

Wiirde jedoeh durch irgend welche iufsere Einwirkung, z B. dureh
hinreichend wuchtigen Anprall eines Meteorsteins oder eines Welt-
korpers eine andere Achse zur Drehungsachse gemacht, die nicht
Hauptachse ist, so wiirde deren Richtung nicht konstant bleiben.
sondern nither zu untersuchenden Schwankungen unterworfen sein.

Wird emn homogener Rechteckskérper emporgeschleudert, so be-
wegt sich sein Schwerpunkt in einer Parabel und aufserdem findet
Drehung um eine Schwerpunktsachse statt. Ist zufillie eine der
Mittellinien die Drehungsachse, so behiilt sie withrend des Wurfes ihre
Lage bei, sonst aber ist dies nicht der Fall Hierbei ist selbst-
verstindlich vom Luftwiderstande abgesehen.

:'.}Hfﬂ'j Fille besonderer Einfachheit. In vielen Fillen 15t die
oben angegebene Berechnung der Hauptachsen nicht nétig, da man
direkt aus der (restalt des Korpers aunf ihre Lage schliefsen kann.
Ist 2z B. die ZY-Ebene eine Symmetrichene des Korpers, so gehirt
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s jedem Elemente mxy des Centrifugalmomentes ein symmetrisches
m (— z)y — — may, so dals je zwei emander aufheben. In diesem
) b < = : ; :
Falle ist also :'JH.-;I."J;" = () und > maz = 0 und jedes auf der Sym-
f 4 : j v u .
metricebene errichtete Lot ist Hauptachse fiir das Trigheitsellipsoid,
welches zu seinem Fulspunkte gehort. Wiihlt man den Schwerpunkt,
so hat man die eine Hauptachsenrichtung fiir das Centralellipsoid.
Sind zwei Symmetrieebenen vorhanden, z. B. die Ebene ZY und
- , 1 ) :
X Z, so ist wegen der ersteren may — 0 und Sinzs = 0, wegen

. N ] ! L
der zweiten z.m;s,'.: = () (und EI'JJJ.;.?,'.'x'zl'I. Weil fiir jeden Punkt

ihrer Schnittlinie alle drei Momente verschwinden, hat man in jedem
sofort in den Loten und den Schnittlinien die drei Hauptachsen ¢
Triigheitsellipsoides. Wiihlt man den Sehwerpunkt, so hat man die

(]

des Centralellipsoides.

Sind drei Symmetrieebenen vorhanden, die nicht durch ein und
dieselbe Gerade gehen, so hat man in ihren Schnittlinien die Haupt-
achsen des Centralellipsoides.

Gehen hingegen die drei Symmetrieebenen durch eme Grerade,
so ist fiir jeden Punkt der Schnitthne das Trigheitsellipsoid ein
Drehungsellipsoid mit der Geraden als Achse. Wihlt man den
Schwerpunkt, so hat man das eentrale Drehungsellipsoid.

Werden die letztgenannten drei Symmetrieebenen durch eine
vierte (rechtwinklig) geschnitten, so handelt es sich um das centrale
Drehungsellipsoid. Dies ist z B. der Fall bei jedem regelmilsigen
Prisma. Bei einer gewissen Liinge desselben ist das centrale Drehungs-
ellipsoid eine Kugel, in anderen Fillen ist die Drehungsachse die
es. Beim Rechtecks-

kleinere oder die grifsere des Drehungsellipsoic
kérper hat man den Fall der Kugel, wenn er ein Wiirfel ist. Man
versuche den Fall der Kugel bei dem dreiseitigen, sechsseitigen u. s. w.

regelmiifsigen Prisma aufzufinden. Beispiele folgen in Nr. 398 und 400.
Bei jedem regelmiifsigen Korper 1st das Centralellipsoid eine Kugel.

300) Folgerungen aus der Existenz des Trigheits
ellipsoides.
a) Weil jeder Halbmesser den umgekehrten Wert des thm zu-

gehrigen axialen Trigheitsmomentes angiebt, so braucht man nur
die drei Haupttriigheitsmomente zu kennen, um geometrisch oder
rochnerisch simtliche fiir das durch O gehende Strahlenbiindel zu
finden.

b) Sind @, b, ¢ die nach der Grdlse ceordneten Hauptachsen, so
entspricht die lingste a dem kleinsten Triigheitsmoment, die kiirzeste ¢
dem grofsten fiir das vorliegende Strahlenbiindel.

Holzmiiller, Ingenieur - Mathematik, 1 20

=
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¢) Es war fiir beliebig gerichtete Koordinaten durch einen be-

liebigen Punkt fiir den gegebenen Kérper
e L il ol P o L £ X i
1{,»_-; _|r' JF_-.:: -— Jr-:'.' 3 f‘.u_r: = = ,f__._r, e J'_. : "r:w A ..; Y| j
7 | N il w1
Tev~+ Tys = Tow —-Ty,

f'u|g'[|'{'.Fl 18t

x /!

I+ 7,4+ 7I.=2(T.,.+T,.+ T,,) =2 i
ndd

"f"” ~—— ’!I::.' _i' IT:.J' === ?‘: —|r_ ?‘.r_-_.l =rva ?‘_' + ?‘:'_1';'

Diese Gleichungen lassen sich auch schreiben als folgende

2 ] ey o 2 & . = 2 . =
.m0 o o, —0, 0.0, —0p,
O [PPSR R R 2 R S S R B
| T « (@ T 05 T 0] 29,,3
Aran i e L e a 9
=T 0L = RN w—T e o

Die polaren, axialen und planen Trigheitsmomente hiingen also einfach
zusammen, und die verschiedenen Arten von Triigheitsradien lassen
sich durch Pythagoreische Addition oder Subtraktion aus einander
ableiten.

d) Aufgabe. Die Trigheitsradien ¢ , ¢ , 0. seien bekannt, wie
findet man alle iibrigen mit diesen Achsen zusammenhingenden
Trigheitsradien ?

- ) 2 2 T a2 2
Auflésung. o = Vo Vo + 0, 403 @y — Vo> — 0%
O =Vol— 0% 0..=10¢’ o;
e) Aus o2 4 o -} o2- 207 folgt der Satz: Die Summe der

Trigheitsmomente fiir je drei auf einander senkrechte
Achsen 1st eine konstante Grolse, nimlich gleich dem
doppelten Quadrate des polaren Triigheitsmomentes.

Daraus folgt der geometrische Satz:

Die Summe der Quadrate der reciproken Werte je
dreier auf einander senkrechter Halbmesser des Ellipsoides
- 3 S . 1 1 1
1st eine konstante Gréolse, und zwar gleich A W

; B pt A

f) Ist ferner der Satz bekannt, dals die Summe der Quadrate
je dreier konjugierter Halbmesser des Ellipsoides konstant ist, so
kann man fiir die entsprechenden axialen Triigheitsmomente folgern,
dals die Summe ihrer reciproken Werte konstant sei, nimlich

; 1 1 1
gleich — 4 — -+ -
: i s 2 ]k T

it
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391) Satz. Legt man durch einen Punkt einer der Haupt-
achsen des Centralellipsoides Parallele zu den beiden andern
Hauptachsen, so hat man fiir den Punkt die Richtungen der
drei Hauptae 1]‘-.( n des zugehorigen T 1.1<rht=|t-£‘i||}r-u1{|v:~.

Beweis. Wird der Punkt # — a auf der X-Achse zur Unter
snchung genommen, so handelt es sich in Bezug auf diesen um die

neuen Koordinaten &= (x —a), y =1y, {=2 Die Centrifugal-

momente fiir das neue Koordinatensystem sind also 1) N mEny

- . = : _
— Sl (x — a)s=— 5 MY — Z.'““'."" = _1:. maxy — ady = 0, denn

'may war im alten Systeme gleich Null, da es sich um die Haupt-
achse des Centralellipsoides handelte, und der Schwerpunktsabstand y
ist gleich Null, denn er ]ie:z;:l‘- im Mittelpunkte des Centralellipsoides.

e
2) E mng = \ miyz = (0 aus entsprechendem Grunde.

o 2 ! 2_‘- 21
3) E mEE — 2 me (v — a) = mrs — Mg = MLz

— a2z =0, dhnlich wie vorher.

392) Verschiebungssatz fiir das Centrifugalmoment.
Verschiebt man den Nullpunkt des Koordinatensystems
num — @, b, —e¢ vom Schwerpunkte weg, so werden die

Centrifugalmomente M,,, M,., M., in M,, 4 abd, M,. + bed,
M,. + ecad verwandelt.

- -T . - e
Bewelis. Z‘I may geht iiber m}jm (x 4+ a) (y 4 b) =2m Y

-+ rf,Z my 52-».1.1: - H.hz? M.

S T, , 45

Dabei ist 2-3;;-;; = (0 und E mz = 0, weil es sich um den
Schwerpunkt als Nullpunkt des Koordinatensystems handelt. Hs
bleibt iibrig

M, , = M, + abd.

Ebenso ist es bei den beiden andern Momenten.

: 393) Ist in M,, 4 abJ eine der beiden Koordinaten a, b gleich
Null, so ist der Zusatz Null. Folglich:

Verschiebt man das Centr |1mr,;lmu}mm1t aufeiner Schwer-
punktsachse, so bleibt es ungeiindert.

[st die Schwerpunktsachse nun Hauptachse des Centralellipsoides,
so bleibt der Wert des Centrifugalmomentes gleich Null, wenn man
es auf dieser verschiebt.

394) Anwendung. Fiir den Schwerpunkt der Kugel sind in
Bezug auf beliebig gerichtete Koordinatenachsen z, y, 2 die Centri
20%
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fugalmomente gleich Null, weil siimtliche Achsen Hauptachsen sind.

Verschiebt man nach — a, b, — ¢, so erhilt man

- i i gy
":],""IIZ'"I s ”;'j ] .f"JTE_, ‘-t"lr:'a'.:. = 'Ir”: 3 jnl.:l'r:- .1!’.—.\24' = (0 y gt A

b i b

Kbenso ist es bei allen Korpern mit drei Symmetrieebenen,
weleche die drei Hauptachsen des Centralellipsoides geben. Man kann
also tiir behebige E].‘H'H“(‘I[‘ Koordinatenebenen sofort die “sini'.|'iﬁ|g’:1]—
momente hinschreiben.

395) Bisweilen lassen sich die Centrifugalmomente leicht fiir
andere Koordinatenachsen berechnen, bei Sektoren von Drehungs-
korpern z B. in Bezug auf die Drehungsachse # und die zugehérigen
Achsen # und y. Dann hat man die Verschiecbung nach dem
Schwerpunkte hin vorzunehmen, wobei der Ausdruck abd bezw.
bed, cadJ abzuziehen ist. Hinige Beispiele sollen spiiter gegeben
werden.

396) Aufgabe. In Bezug auf die Hauptebene eines
Trigheitsellipsoides seien bekannt 7,,, T,., T... Wie grols
15t das Trigheitsmoment 7 in Bezug auf eine durech den
Koordinatennullpunkt gelegte Ebene, die mit den Haupt-
ebenen yz, 2o, ay die Winkel ¢, f (und p) bildet?

Auflésung. Zuniichst bestimmt sich p aus der Gleichung
cosy = Y1 — cos? o — cos®f.

Aus Gleichung 1) des Abschnittes 385 folgt fiir das Lot I auf der
It_l't-lt_ﬂ_'ln:nvn Iﬂl"l”“: welches mit den Achsen dieselben Winlkel ¢, D
und p bildet,

T)=Ty.sin*e¢ 4+ T.,sin*g + T, siny,

denn die Centrifugalmomente fallen weg. Folglich ist fiir die
gegebene Ebene im Anschluls an 390c¢

I'=171,—1,=1T,.4+T..+ T,,— (Ty.sin’a 4+ T.,sin*g + T,, sin*y)

I'=T1T,.co8*e¢ + T,, cos* + T, cos®yp.

Die Formel fiir Planmomente ist also ganz analog der Formel
fiir die Axialmomente.

397) Méglichkeit von Fixpunkten. Frither wurde gezeigt,
dals fiir jede ebene Fliche zwei Fixpunkte existieren, in Bezug auf
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welche die Triigheitsellipse ein Kreis ist. Hs fragt sich, ob solche
auch fiir jeden Korper in dem Sinne vorhanden sind, dals das Triigheits-
ellipsoid in Bezug auf sie eine Kugel ist, so dals auch hier Erleichte-
rungen eintreten wiirden. Hs wird sich zeigen, dals dies im allgemeinen
nicht, sondern nur unter gewissen Bedingungen der Fall ist.

Man gehe von dem Koordinatensysteme der Hauptachsen des
Centralellipsoides mit dem Schwerpunkte als Nullpunkt aus. Soll ein
Punkt mit den Koordinaten a, b, ¢ ein Fixpunkt sein, so miissen die
durch ihn gelegten Parallelen zu den Koordinatenachsen Hauptachsen
sein, denn jede Gerade durch den Mittelpunkt ist fiir die Kugel
Hauptachse. Fiir diese Parallelen miilsten also die Centrifugalmomente
verschwinden, d. h. es miilste sein

1) E' m(y—>b)(z—c¢) =0, 2) E m(zg —¢) (@ —a)=2~0,
;5__| ? miln —a) (z— = 0.

il

Zundchst soll die erste dieser Gleichungen untersucht werden. Sie

lautet
E' myz — b E me —¢ E my + be E m = ().

Weil die Koordinaten Hauptachsen waren, ist E myz = 0 als
zugehtriges Centrifugalmoment. Ferner ist b Some —=bJe,, wo J

der Inhalt

ist Null, denn es war vom Centralellipsoid ausgegangen, also 1st

b E mz = 0. HEbenso ist ¢ > my = 0. Die Gleichung beschriinkt

‘qi(ah :11]1" f}(_': ; m = I,lf_',. -— ',_ ]);l -)'r El!h I‘\:l"‘l['l“'l.ijlhl‘:lh Vo1 Nll]] ver-
e

ot

des Korpers, ¢, sein Schwerpunktsabstand ist. Dieser aber

schieden ist, mufs das Produkt be = 0 sem.
Ebenso giebt die zweite Gleichung die Bedingung ca =0, die
dritte. die Bedingung ab = 0.

Frste Bedingung dafiir, dals der Punkt ein Fixpunkt sei, ist also,
dafs zwei der Koordinaten @, b, ¢ gleich Null sind, d. h. der Punkt muls
auf einer der Koordinatenachsen liegen, d. h. auf einer Hauptachse.
Angenommen nun, der Punkt habe die Koordinaten a, b = 0, ¢ =0,

er liege also auf der durch den Schwerpunkt gehenden X-Achse, so
sind. wenn T,, T,, T. die Triigheitsmomente Bezug auf die Haupt

achsen bedeuten, die in Bezug auf die durch den Punkt gelegten
Parallelen genommenen 7., 7, 4 o°J, 1. + a®J (Verschiehungssatz).
Da sie aber gleich grols sein sollen, so folgt zuniichst aus T, 4 a*

— T. + a?J, dals T, = T, sein muls, d. h. das urspriingliche Centra
ellipsoid muls ein Drehungsellipsoid mit der X-Achse als Drehungs-

achse sein. Ferner folgt aus T, = T, + a*J, dals T, > T, und
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ebenso T, > T, sein muls, d. h. die X-Achse ist die kleinere Achse
der Ellipse, durch deren Umdrehung das Centralellipsoid entstanden

ist. Ist dies der Fall, so findet man « reell aus der Gleichung
T,= 1T, 4 a?J als

i .-"r-rlT.r' T
s 7

o

Folghich: Soll es Punkte geben, fiir die das Triigheitsellipsoid
eine Kugel ist, so mufls das Centralellipsoid ein durech
Drehung um die kleinere Achse entstandenes Drehungs
ellipsoid sein. Je nachdem diese Drehungsachse die X-Achse,
Y-Achse oder Z-Achse ist, hat man auf ihr die Punkte zu
suchen in der Entfernung

/T, — T 1/T, — T, r,—1T,
= —|—_ it J.—'} oder b = _-|: .-/ S =2 &= —{:1/—df =

Dafs diese Bedingung nicht nur notwendig, sondern auch hin-
reichend ist, ergiebt sich ‘aus der Probe fiir @. Ist niimlich das
Centralellipsoid durch Drehung wm die X-Achse entstanden, so ist

zuniichst 7, = T., und wenn die X-Achse die kleinere Achse war,
T.> 1T, Folglich giebt es auf der X-Achse Punkte

7
7 —Y oder T, — T+ a*d
und da 7, = T, ist, T, = T. 4 a*J. Weil die drei Momente gleich

sind, ist das Triigheitsellipsoid fiir die beiden Punkte eine Kugel.

In Bezug auf jeden der beiden Punkte ist —=

398) Beispiel. Das quadratische Prisma mit den Kanten
@, @&, h.

Die Mittellinien sind Hauptachsen des Centralellipsoids, und zwar
soll i der Achsenrichtung # entsprechen. Die Haupttrigheitsmomente
sind dann
- of | riy i e R g ; s g 9 J 5
)= @&+ #¥), T,= s W+ o), T.== (a* + a°) = = a7,
also ist T, = T, so dals es sich um ein centrales Drehungsellipsoid
Fr . T
T — 1

handelt. Ist nun & < a, so giebt ¢ = + l‘ - J—f-' zwel reelle Werte,
S /a®* a4+ B® 1 /a® — h? : 3
nimlich ¢ = -+ |/ : : o il l/ 5 - Diese Punkte sind

die Fixpunkte, wie auch die Probe ergiebt.
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=} ] )

Ist @ =h, so fallen die Punkte -+ ¢ in den Schwerpunkt,
and es handelt sich um den Wiirfel, dessen Centralellipsoid eine

Kugel ist.

399) Bemerkung. Fiir jedes regelmiilsige Prisma und fir jedes
Prisma oder jeden Cylinder mit mehr als zwei durch die Achse gehenden
Symmetrieebenen ist das Centralellipsoid ein Drehungsellipsoid, z. B. mit
der z-Achse als Drehungsachse. Es lilst sich also stets eine Hohe
so bestimmen, dafs das Centralellipsoid eine Kugel wird. Diese Hohe
ist der Grenzwert fiir die Existenz von Fixpunkten.

400) Beispiel des regelmilsigen dreiseitigen Prismas,

B2h5) 3 b*h) B ; bihY 8

|
48

?1. — == == ?,_ - ?‘; =

s 45 k 96

1

Setzt man 7, — T, so folgt h =10 ]/_ .

Fiir diese Hohe ist das Centralellipsoid eine Kugel, bei geringerer
Héhe aber sind zwei leicht zu berechnende Fixpunkte vorhanden,
nimlich in der Entfernung

/"’lrl'l.lrf I,x o L Irﬂl'r.lr#;i I,F'- 3
; 96 96 /e
P —d ! ALt / _— - / .
€ g f F = bt i = 94
1 V3 h

401) Entsprechendes gilt von den Planmomenten. Handelt es
sich wieder um # = a, ist also 7, = T.., so bleiben diese beiden

Momente fiir @ unveriindert, nur 7,. verwandelt sich in T}, + a°J.

Soll nun 7., + a*J = 1., sein, so0 folgt a = j.—“___ Was
o -"r !-r' —_— y T . . s . = 5
mit @ = ] : 7 identisch ist. Ebenso ist im Falle b
e iy /T, —T,,
b=+ I ————, 1m [Falle ¢ dagegen ¢ = ] N

Bedeutung und Anwendbarkeit der Fixpunkte sind also fiir Korper
weit geringer, als fiir ebene Flichen, weil nur der Drehungsfall ins

Auge zu fassen ist.

402) Die Aufgabe, mit Hiilfe der Fixpunkte die Momente
fiir beliebige Ebenen und Achsen zu finden, ist genau nach
Fig. 122 zu l6sen, denn man kann das Koordinatensystem so legen,

.—_—-.—-—‘__

T
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Absehnitt X,

dals die Schnittlinie der durch S gelegten Schriigebene mit der ¥Y-Achse

zusammenfillt.
Die Gleichung fiir Flichen

e
b

oder die fiir Achsen geltende

e 3
- = Q.l'

vereinfacht sich dann dadurch, dals g = 90° und » = 90°

also

cos® & + @7

cos® e 4 o° cos®

(In der Figur ist dann p statt « zu schreiben.)

, C0s* f§ + @2 cOs”y

-+ o? cos*y

e wird,

2 2 aims 2 opn?
Q" =g, sy - o7 COs*yp,

bezw.

=]
| §
|
=)
Tt
o

Da nun

¥

2 sin®p 4 o? cos®p.

L I ST T
1 /7. — 1 o SR
SO e e R T e S Bl e
¢ l ok = |. 5 . if Q‘:.U Q.]Z‘h' o | - l 9 T gr
wird, so ergiebt sich dieselbe Berechnungsmethode, wie bei Fig. 122,
und es wird
o, ZR0, a o ;
5 0" =g¢,, + 10,
| D hezw.
A e S T
B | 0" =10, + P2,
i ! i
, | 403) Einige Beispiele von
h ' Centrifugalmomenten.
| | Quadrant des Kreiseylinders.
[~y . F . s 4
. | In der Lage der Figur ist die Schicht
i - w ’ A &
v\ o =i der Hohe y gleich , ihr Schwer-
0 C : e . g L
punktsabstand von der Ebene Y7 ist
4 r -
it D 5 5, das entsprechende Moment also
B rim 4y g
i i = - o) 1a 13 e - o
| e e das Centrifugalmoment
by B s rd
= R in Bezug auf die Grundebene also — .
_/-f,-/ Fiir den Kérper von Hohe h erhilt
et ST man also

i =1
Fbenso grofs ist > my 2.
iri—
. .
Die Schicht im

zu berechnen.

’ 2R3 rih*
; ¥ "F;’ = — > — & .
= L ¥

A 7 . :
Dagegen ist S mzx folgendermalsen
B il

Abstande = ist gleich
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AB+C D=1 '1!"-.-1’ e ﬁ.‘_:

der Schwerpunktsabstand von der Hbene XY ist 3)/r* —a’, das
entsprechende Moment also " (r* — «?). Dies mit dem Abstande ¥

T azen . Tl oy b .z iz :
multipliziert giebt -’z — 5 a°. Fir den ganzen Korper von 0 bis r
e [T hort fr? s {
entsteht 3 %2 e Die Verlegung nach dem Schwerpunkte

des Korpers hin bietet keine Schwierigkeit.

i, Schwer-

: : L ; 5 : f
404) Dreieckskorper. Schicht in Hohe y 1st a T

- e b . :
punktsabstand von Ebene Y27 ist : ;- y, das entsprechende Moment
y
abt o " » o :
also ey das Centrifugalmoment fiir die . 381
Y ! .
< PhE 2 N
Grundebene also -t)'h! y*. Fir den ganzen — s 5]
(e |/
Kérper von O bis / entsteht also | /e
. _, | /i
S‘, ab® hi ab®h* | ’;’
MEY = 5557 — =" [T
| . Sht 4 8 [
a— 1
bl //}/
: 3 [ = | !
Die Schicht « IE y hat von der Kbene ":,r/ f
- ~ it [.r
XY den Schwerpunktsabstand - und das Y/

s gt g ol i Tohe ey
statische Moment ‘: j: y, dies mit y multiph 0

ziert. oiebt fiir die Grundebene des Centrifugal- | | 4
jioh] \ 0 =
a~i g e . | |
moment - 4. Fiir den ganzen Kérper wird ! ;
£ : | :
R a*b h* a*bh® HI i |
: mie = = - ;
ik ah 3 i
Im Abstande z hat man die Schicht | 5 |
= b —x it | 7 B
AB - CD =a-h — = ah — 7 & |
2 - - ot L (7 .
[hr Abstand von der Ebene XY ist -, also das statische Moment

5 o
a? a2 h 5 ! = L : :
z I 55 % Dies ist mit # zu multiplizieren und giebt das Centri-
: i a*h e
fugalmoment — hx & Fiir den ganzen Korper wird
= & 0

1 aih b* ah b ash=h
SI'JHEC-L — — '.3_ 55 3 = — -“_J—--
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Die Verlegung nach dem Schwerpunkte hin macht keine Schwierig-
keiten.

In fhnlicher Weise lassen sich parabolische Cylinder pte* Ordnung
und entsprechende Sektoren von Drehungsparaboloiden behandeln

auch kann man zu Drehungskorpern iibergehen, deren Profilkurven

Parabeln gemischter Ordnung an-

Fig. 233

gehoren, =z B.:

405) Quadrant eines para-
bolischen Drehungskirpers.

In Héhe y ist & = :: y*, die
Viertelkreisschicht ist also

ata byl

: A A
sein  Schwerpunktsabstand von
i el Y, - = el y 4 1 i h .l’.f_‘l
X der Ebene YZ ist =
3L Smh®
also das Moment

X
-'-II "r"l"".;":lj "1' ‘rtrj'." ;-r::”l:l
>.in.;.-;-———-‘_. e Y T
) 4ht Brht 3k
Dies mit y multipliziert giebt
b3y7 i
;}‘i,; als das Centrifugalmoment
der Schicht in Bezug auf die
Grundebene. Fiir den ganzen
Koérper wird
. h® he I,IJ:;‘,-! &
L4 MYy = . — .
_> MY =3 ie 24

Der Schwerpunkt des Kérpers liegt nach der parabolischen Tabelle
I 1 { I

(Seite 143) in der Héhe y = —h, wie der des vollstiindigen Korpers.

5 (]
Zur Berechnung des andern Abstandes kann die Methode der
konzentrischen Kreise benutzt werden. In Fig. 282 ist einer der Teil-

cylinder angedeutet. Ist 2 sein Radius, so ist die Grundlinie —,

e

die Hohe h — y = h — X Vax , also die Mantelfliiche

I,-’ b
&L B R /i xh ,
li = —
2 2 Vb 2 2y b

- , T 1T,
Sein Schwerpunktsabstand von der Ebene Y27 ist , also das

statische Moment in Bezug auf diese
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o
Pl

T

2o Qe wh &
e ——x? = hat —
7T 2 ey I L h

I" Jl.-' ;
Liafst man die Radien von 0 his b wachsen, so erhilt man das statische
Gesamtmoment des Korpers als

h:: Jri |"J'I 1 o g 1 o
h e (:; '.') hb? = = hb®.
Hriet
e . = . 1 Gz ) hEh v
Dividiert man dies durch den Kérperinhalt 4 - "z, = —5, so folgt
: ; 20 1 & : ! :
als Schwerpunktsabstand 2 = _JI_:_- Verleot man endlich das Centri-

: bR 3 . .
fugalmoment —+ nach dem Schwerpunkte, so ist abzuziehen

: an b 5h bl 3 F
g = — - i e i e
Bl =5 e S T
’ .Ir”-ﬂ.:
so dals man hat —-

406) Das zweite Centralellipsoid.
Bildet man ein Centralellipsoid, dessen Hauptachsen nicht die

o o
ig. 253

A
|

O

AR

i b

/ -

'\.,\

LR <

/ .

,” \\
) H‘\
{ D 3
:'}-_ -
0 |-~= AT ____- > = Y
e e
f = e ——
. e
“ B
_-/‘
X

reciproken Werte der Radien a, b, ¢, sondern diese selbst sind, so
ist seine Gleichung

Die Tangentialebene A BC in Figur 283, die sich in einem Punkte
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x, Y, 2 der Fliiche an diese legen Ilifst, hat, wie leicht zu zeigen ist,
die Gleichung

ot

AU
P ! he I ol 1
i . T J L s ¢ &l
wetzt man y und 2 gleich Null, so folgt fiir A der Abstand 04 — x — =
. g ; § z,
Ist OD das Lot vom Nullpunkte auf die Fliche, so wird fiir dessen
o : - .lf dr: : = 7 :'r.l
Winkel mit der X-Achse = ”f.-.' =cos . Ebenso cos f = J'{,] 3
S i . p & 7
Iz ;
cos p = —g+ Daraus kann man hilden
\ 7 2
a® cos® & ++ b® cos® B - ¢ cosPy = F( :) ==
Go/

denn weil der gegebene Punkt auf der Fliche des Ellipsoides liegt, ist
die letzte Klammer gleich 1. Nach Abschnitt 385 ist aber der
Ausdruck links, wenn man wie hier von den Hauptachsen des
Centralellipsoides ausgegangen ist, gleich dem Werte des Trigheits
radius fiir die Achse mit den Winkeln «, g, y.

Das von Clebseh eingefiihrte und von Culmann vielfach be-
nutzte zweite Gentralellipsoid hat also die Eigenschatt, dals die
Lote vom Nullpunkte auf die Tangentialebenen den Lingen
der Trigheitsradien fiir die betreffenden Achsen entsprechen.

Will man demnach zu einer durch O gehenden Geraden das zu-
gehdrige axiale Triigheitsmoment eines Korpers finden, so lege man
senkrecht gegen die Gerade eine Tangentialebene des Centralellipsoides,
diese schneidet von der Geraden die Liinge ¢ des gesuchten Triigheits
radius ab.

Denkt man sich also im Schwerpunkte eines Kérpers heliebig
viele Achsen gezogen, jede von der Liinge des Triigheitsradius. und
in den Endpunkten Normalebenen errichtet, so umbhiillen diese das
zweite Centralellipsoid.

Wie die zweite Centralellipse, so ist auch das zweite Central
ellipsoid von besonderer Verwendbarkeit. Dabei sind jedoch Kennt
nisse itber die konfokalen Flichen zweiten Grades nitig, deren drei
Gruppen, die der Ellipsoide, der ein- und zweimanteligen Hyperboloide
sich rechtwinklig durchsetzen. So hat z B. Binet (Journ. de I'école
polyt. XVI, Seite 41) folgendes bewiesen: Kennt man das zweite
Centralellipsoid eines Ko6rpers und sucht man die Richtung der Haupt
achsen fiir einen beliebigen Raumpunkt, so braucht man nur fiir die
drei zum Centralellipsoid konfokalen Flichen, die durch den Punkt
gelegt werden kinnen, in diesem die Normalen zu errichten, wodurch
man die gesuchten Achsenrichtungen hat. Auch die Liingen lassen
sich leicht berechnen.
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Man vergleiche hierzu die in den Vorbemerkungen besprochene
Abhandlung von Clebsch und den betreffenden Abschnitt in den Lehr-
biichern der analytischen Mechanik, z. B. bei Schell, ebenso in der
Graphischen Statik von Culmann. .

Hier ist das zweite Ellipsoid nur der Vollstindigkeit wegen
genannt.

407) Bemerkungen zur Methode von Reye. Reye hat in
Schlomilchs Zeitschrift, Band X, Seite 432 u. s. f. gezeigh, wie man
fiir die Zwecke der Mechanik einen Korper durch einen Massenpunkt
ersetzen kann, dhnlich wie in Abschnitt VII F die ebene Fliche durch
drei Punkte ersetzt wurde. Auch auf diese ziemlich viel Vorkenntnisse
beanspruchenden Dinge soll hier nur hingewiesen werden, da sie iber
den elementaren Zweck dieses Buches hinausgehen.

408) Anwendbarkeit der Lehre von den korperlichen
Triagheits- und Centrifugalmomenten.

a) Berechnung der Energie von Kirpern, die sich um eine feste
Schwerpunktsachse drehen. Wueht von Schwungriidern, Miihl
and Schleifsteinen. Einflufs der Schwungmassen auf plotzlich fest
geklemmte Wellen oder Achsen. Arbeitsleistung, Uberwindung von
Reibungswiderstinden in Folge der Wucht. Beschleunigte Drehung
umi solehe Achsen. Atwoodsche Fallmaschine ohne und mit Beriick:
Schwungrad als Fgalisator der Maschinen bei einer oder mehreren
Kurbeln. Stols geg
elastischer. Stampfwerke. Centrifugen.

b) Drehung von Kérpern um eine beliebige feste Achse.

sichticung der Reibung. Probleme der Fadenspannung. — Das

pgen einen sich drehenden Kdrper, nnelastischer und

¢
=

Einwirkung der Centrifuogalkriifte und Centrifugalmomente auf die
Achse. Energie. Pendelnde Bewegung um eine feste Achse. Lehre vom
Schwingungspunkte und von der reduzierten Pendellinge. Anwendung
n unter dem Einflusse einer

auf horizontal schwingende Magnetnade
richtenden Kraft (Intensitiitsmessungen). Das Reversionspendel und
die Bestimmung der Schwerebeschleunigung. Unelastischer und
elastischer Stofs wegen so schwingende Korper. Stofspunkt und
Stofsmittelpunkt. Anwendung auf schwingende Himmer. Ballistisches
Pendel.

¢) Berechnung der Energie von Korpern, die sich fortschreitend
und drehend bewegen. Herabrollen auf schiefer Ebene unter Be
riicksichtigung des Widerstandes gegen das Drehen. Beschleunigtes
Rollen auf horizontaler Ebene. Verlangsamtes Fallen beim Abwickeln
umgeschlungener Fiden von der Achse. Anwendungen der Faden-
spannung auf die Reibungstheorie.  Grenzwinkel fiir das allemige

{
!
|
i.
'
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Rollen auf schiefer Ebene. Rollen und Gleiten zugleich, sowohl auf
schiefer als auch auf horizontaler Ebene. Fiille

des Hinaufrollens auf
schiefer Ebene, sowohl bei geradliniger, als auch bei parabolischer
Bahn. Bewegung auf krummer Fliche.

d) Bewegung eines I'-.urp!-ra um einen festen Punkt. Sphiirische
“‘\ti]\\JHUIHJHUrI des um einen festen Punkt schwingenden physischen
Pendels. Gewisse Fille des Foueaultschen i':-nr[v]‘w Theorie des
Fesselschen Apparates und des Kreisels. Anwendungen auf Priicession
md  Nutation. Unelastischer und elastischer Stols gegen solche
Kérper.

e) Drehungsbewegung freier Kérper. Freie - Drehungsachsen
(Hauptachsen des Triigheitsellipsoides). Drehung um eanz beliebige
Achsen. Unelastischer und elastischer Stofs gegen solche Korper.
Freiwillige Drehungsachse fiir den ersten Augenblick. Parabolischer
Wurf bei gleichzeitigem Drehen. Bewegung und Drehung der Himmels
l{i'n'pv' Bewegung und Drehung im widerstehenden Mittel, Ballistik
der Geschosse.

f) Allgemeine Pendelbewegungen beliebig gestalteter Korper
auf der Ebene. Her:

solcher Kérper auf der schiefen Ebene
oder auf krummen Flichen. Allgemeine Pendelbewegungen schwim-
mender Korper, z B. Schwankungen der Schiffe.
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Die Schwungradtheorie.

Ein elementares Beispiel zum Abschnitt 43.

409) Das nachstehende Beispiel soll zeigen, in wie fruchtbarer
Weise die Lehre von den Triigheitsmomenten in der Technik Ver-
wendung finden kann.

Zur Schwungradtheorie gehdren zuniichst die Aufgaben 90) und 91),
bei denen die Gestalt, die Masse bezw. das Gewicht und die Winkel-
geschwindigkeit gegeben sind. Eine Reihe weiterer Aufgaben lifst
sich anschliefsen. Bei diesen soll bisweilen nur vom Schwungringe,
statt vom ganzen Rade die Rede sein, auch soll bisweilen, wie es
in der Praxis meist geschieht, einfach der mittlere Radius als mals-
oebend angenommen werden, obwohl z B. bei rechteckigem Querschnitt

eigentlich aus
o Mm = m

folgen wiirde

-
o=
p—t
s
b

PR . - < : ‘ :
Tt . Bei den Beispielen kommt es hier weniger

nicht aber ¢ —-—
auf rechnerische Genauigkeit, als auf die Art des Ansatzes und die
Aufstellung der Gleichungen an. Die Forderung strenger Genauigkeit
giebt dann zu umfangreicheren Ubungsaufgaben Anlafs.

Bs ist zu raten. stets mit Metern und Tonnen zu rechnen,
nicht aber mit Metern und Kilogrammen, weil die letzteren die Ein
filhrung von Dezimetern verlangen, so dafs zweierlei Malse in der
Rechnung vorkommen und daher Umrechnungen im Laufe der letzteren
notic werden. Dabei treten bisweilen naheliegende Versehen auf,

indem man z B. versiumt, g = 9,81 m in g, =98,1 dem umzuwandeln.
Bei den ersten Aufeaben handelt es sich um die Thitigkeit
des Sehwungrades als Arbeitsaufsammler, bei den spiiteren um

seine regulierende Thitigkeit bei der Kurbelbewegung. Auf-
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gaben iiber das Zerreilsen der-Sechwungriider durch Centrifugalkriifte
sollen auch zur Sprache kommen, obwohl der Gegenstand schon in
Abschnitt 49 behandelt worden ist.

A. Das Schwungrad als Ansammler der Energie.

410) Aufgabe. Eine Dampfmaschine leiste bei einer sekund-
lichen Umdrehung 300 Pferdestirken. Wie schwer miilste
der Schwungring von 3 m mittlerem Radius sein, um nach
Abstellung der Triebkraft denselben Widerstand 10, 20,

30 Sekunden lane zu ibherwinden?

o
Aufldsung. Die sekundliche Leistung

R der Maschine betriigt 500 . 76 mkg = 225
ﬂr'i—rr'\’ Metertonnen. Das Auslaufdiagramm fiir
I ™~ 10 Sekunden ist unter der Annahme kon-

[ IQ stanten Widerstandes em Dreieck BCE,
- -J7 halb

ol welches so grols ist, als das ent-

sprechende Rechteck ABCD fiir eine kon
stante Maschinenleistung von gleicher Dauer. Der Widerstand kann
durch Lote von gleicher Liinge, die auf die Diagrammfliche auf-
zusetzen sind, dargestellt werden. Vom Schwungrad, dessen Arbeits-

0 99 F =
- 225 Metertonnen be-

o

T . : : o
wucht 18t, wird also eine Arbeit von

=)

ansprucht. Es ist demmnach zu setzen

T2 _ 1 o9g
. 5 - 22
oder
):_.r'l‘_’rr 10 995 .
i 2 2 ?
also
10 - 22.5 i 225 - 9.81 . : :
P = T e 6,2 Tonnen = (62 Doppelzentner.
1.8 (31 U] h

Fiir 20 Sekunden sind 124, fiir 30 Sekunden 18,6 Tonnen erforderlich.

Bemerkungen. Fiir blofse Uberschlagungsrechnungen kann man
9,81 5ok Hip i < i
o — Hl‘t?.{.‘l]_. Was }J'E‘] [ill".-E"II! Ht*t:-l}_:iL']v h.,:f:l |nim|'.ll ;1_‘1:}1(-]] wiirde,

Die allgemeine Formel fiir diese Art von Aufgaben ergiebt sich
bei 7 sekundlichen Umdrehungen und einer sekundlichen Leistung I
der Maschine fiir eine gegebene Auslaufszeit ¢ aus

T % <2 e y
I_j — i L oder i; - ..;-rr_. = ; L
als ;
1) P gt T._. 3 gt L ;
; U= gpipi = 7} (rym)®

Ist eine der andern Gréfsen als Unbekannte betrachtet, so folgt daraus:

#|
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~ 4p(rn )

2) __4p(rm
| : gk}
3) : 49 (rar)?
3) et _&_;;H_ _:
/ gtL A ¥
4) r— i"l 'rj;._ — = 5 IJ/{}GL :
dn*m~p D917 »
1 1/9tL
D) i o ] q . :

Mit Hiilfe dieser Formeln lassen sich entsprechende Aufgaben ldsen
und an sie allgemeinere Betrachtungen ankniipfen.

411) Aufgabe. Eine Maschine leiste bei einer sekundlichen
Umdrehung 400 Pferdestirken, ihr Sch wungring wiege
90 Tonnen bei 3 m mittlerem Radius. Wie lange kann das
Rad nach Abstellung der Triebkraft den gesamten Wider-
stand noch iiberwinden?

Auflésung. Die Sekundenleistung der Maschine 18f L= -i-‘:i]“':;—' =30
Metertonnen. Gleichung 2) giebt

4 .90 8%x" .
— phEitn chile s = i | Se 3
{ 9581 - 30 24,14 Sekunden.

412) Aufgabe. Die Leistung einer Maschine bel einer
sekundlichen Umdrehung soll bestimmt werden, nachdem
sich ergeben hat, dafs das Schwungrad von 20 Tonnen
Gewicht und 3m Radius nach Abstellung der Triebkraft den
gesamben Widerstand noch 20 Sekunden lang iiberwinden
kann.

Auflésung. Nach 3) ist

4-20-8%.1%. *

L=="""""""— 36,22 mt/s (Metertonnen pro Sekunde)
9,81 - 20 , S ?

oder 483 Pferdestiirken.

Bemerkung, Da das Absperren des Dampfes Zeit beansprucht,
mitfste man die Geschwindigkeit zuniichst hoher treiben, sodann den
Dampf absperren und die Zeit des Auslaufs von dem Augenblicke ab
zihlen, wo das Rad eine Tour in der Sekunde macht.

Die gefundene Leistungsfihigkeit ist gewissermafsen die Brutto-
leistung der Maschine, denn siimtliche Widerstinde sind darin ent-
halten, z. B. Kolbenreibung, Stopfbiichsenreibung, Reibung der Gerad-
fithrungen, simtliche Zapfenreibungen, die Luftwiderstinde und dgl.
Um die Nettoleistung zu finden, miifste man nicht nur die Triebkraft
abstellen, sondern auch den eigentlichen Widerstand (die Last) auslosen
and die Dauer des Auslaufs des Rades und der Maschine beobachten,

Holzmitller, Ingenieur-Mathematik I 21
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Angenommen, es handle sich um 600 Sekunden, dann ist die foloende

Aufgabe malsgebend.

413) Aufgabe. Mit wieviel Pferdestiirken miifste ein kon-

stanter Widerstand einsetzen, um das obige Rad in der Aus

lanfszeit von 600 Sekunden zur Ruhe zu bringen?
Auflosung. Gleichung 3) giebt

4.20.3%. 1% xt 2 I S
Ay = . — — 1,208 Metertonnen auf die Sekunde
! 9.81 - 600 2

oder 16,1 Pferdestiirken.

Die Nettoleistung der Maschine wiirde also sein 483 — 16,1
— ~ 477 Pferdestiirken.

In dem Effektverlust von 16,1 Pferdestirken ist jeder Widerstand
enthalten, auch der Einflufs der etwa hin- und herschwingenden Teile.
Die Annahme, dafls der Widerstand konstant sei, ist z. B. im Hinblick
auf den Luftwiderstand nicht ganz richtig, das Resultat ist aber fiir
praktische Zwecke hinweisend genau und kann zur Ergiinzung der Er-*
gebnisse von Indikator- und Bremsversuchen dienen. In solcher Weise
ist man auch imstande, den Arbeitsaufwand, den Lochmaschinen,
Pressen u. dgl. fiir ihre Funktionen erfordern, versuchsweise fest-
zustellen. Da theoretische Vorhersagungen hier kaum méglich sind,
miissen Experimente die nitige Unterlage geben.

414) Aufgabe. Mit wieviel Pferdestiirken miifste ein kon-
stanter Widerstand einsetzen, um obiges Rad in einer

) . 1 o | a E
Sekunde oder in o Sekunde, oder in G Sekunde zur Ruhe zu

Zwilngen.

Auflosung, Fiir eine Sekunde bedarf es einer Anfangsarbeit von

4p321%x® = - . g i . 5
= ‘“f =5 = (24,4 mt/s oder 9640 Pferdestiirken, bei [].?- Sekunde
7 e § 4 .
das 10-fache, bei 1-:"-] Sekunde das 100-fache.

Bemerkung. Nach den in Nr, 97, 98 und 101 behandelten
Formeln kann aber die Schwungradwelle aus Griinden der Festigkeit
nur eine begrenzte Anzahl von Pferdestirken iibertragen, z B. die

Anzahl

A anSd® T Gnxid?

N = e om0 Pozw- N= 4 . 360 - 1000 . 16 - 716 200’
daraus geht also hervor, dals die Triebwelle durch Torsion zerbrechen
muls, wenn das Stillstehen in allzukurzer Zeit geschehen soll. Selbst-
verstéindlich kénnen vorher die zu schwach gebauten Radarme nach
geben, oder der Keil, mitfels dessen die Nabe auf die Triebwelle
gekeilt ist, wird vorher durch Abscherung beseitict. Letsteres




Die Schwungradtheorie. 323

witrde noch das am wenigsten schiidlich wirkende sein, und deshalb
pflegt man den Keil nicht allzuwiderstandsfihig zu machen.
Bezeichnet man den Widerstand, der das Rad schnell zur Ruhe
bringen soll, karzweg als Stofs, so folgt aus Gleichung 3) dals die
Bruecheefahr umgekehrt proportional der Stoflsdauner ist.
2 | proj
Setzt man in abstrakter Weise { = 0, so wiirde L = oo, das Rad

oder die Welle a

so unter jeder Bedingung zertriimmert werden.

415) Aufgabe. Ein Schwungring vom spez Gewichte p’
mit den Radien » und »;, der durch Rotation einer Rechtecks
fliche mit den Seiten h=» —r, und d entstanden gedacht
wird, hat bei ®# Umdrehungen in der Sekunde welche
Arbeitswuecht in sich?

Auflgsung. Das polare Triigheitsmoment der Ringfliche ist

o #l e o s I g _,-E”T' Jf
= (P —r)a=F—

Hier also wird

@ 2 2 2 Fasd ' * & [ A 4
. e N pri (r* — rap’ g =5 r* —rmpd
j = IR — —— . e — = 2
2 gz g 2 29
also
% iy AN X AN P o B\ g s
1, ?_I,gu 3o (r®—ry)mp 7 F5 i (' —1)mp dana® (1 t—ryatpidn
e T i R 24 2 4q g
Metertonnen.
Ist 2.B. r =2m, r, =16m, d=02m, p" = T7,5m, so wiirde
sein
(28 —16Y% =% . 75602 T
e - “nd = 44786 n® Metertonnen

9,81
oder A = 44786#® mkg. Also bei 1, 2, 3 Umdrehungen bezw.
44 786 mkg, 179 144 mkg, 403 074 mkg.

Die plotzliche Herabsetzung der Geschwindigkeit von 3 auf 2

sekundliche Umgiinge wiirde schon 403074 — 179144 = 223930 mkg.
Zerstorungsarbeit in die Maschinerie werfen. Stolsweise Ver

langsamungen also, wie sie beim Walzen, Bohren, Pressen hiufig ein
treten, miissen bei der Konstruktion beriicksichtigt werden. Ebenso
wiirden Stifse eintreten, wenn man, Schleifsteine, Miihlsteine oder
vollstindige Transmissionshetriebe durch plotzlich wirkende Einriick-
kuppelungen in sofortige Bewegung versetzen wollte. Der Vorgang
beim Zerbrechen der Radarme oder des Kranzes 1st in Figur 285
dargestellt. Dreht sich das Rad in der Richtung v und ist — w die
plotzlich hemmend wirkende Gegenkraft, so wird jeder Radarm A BC
oL
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gebogen, wie ein beiderseits eingespannter Triiger, bei dem 4 und €
die am meisten gefihrdeten Stellen sind, wihrend die Biegungs-
spannung im Wendepunkte B gleich
Null ist. Die Biegung des Radarmes
bei € wirkt auf den Kranz in Form
eines Kriiftepaares, welches durch die
Krifte 4 p und — p angedeutet ist.
Entsprechende Komponenten der Kriifte
— p und + ¢ konnen als ein Krifte
paar betrachtet werden, welches den
Quadranten (oder Sektor) €D links-
drehend zerbrechen will. Dabei sind
C und D und zwei zwischen C und D
liegende Punkte als besonders gefiihrdete
Stellen aufzufassen.

Die Abnahme der Arbeitswucht des auslanfenden Schwungrades
geschieht unter Voraussetzung konstanten Widerstandes nach Mals
gabe des Fallgesetzes und der ZE"-l'l{‘.;_i"llﬂ'l_g_:; des Diagramms in Teil-
trapeze. Dauert der Auslauf z B. 10 Sekunden, so wird nach dem
19 17 15 18

Gesetze der ungeraden Zahlen von Sekunde zu Sekunde 357 e oS

¥ 1
" 1007 1007 100

der Energie aufgebraucht.

416) Aufgabe. Eine Maschine leiste bei einer sekundlichen
Umdrehung 400 Pferdestiirken. Der Schwungring soll
20 Tonnen wiegen und imstande sein, den gesamten Wider
stand nach Abstellung der Triebkraft 40 Sekunden lang zu
iberwinden. Wie grols ist der mittlere Radius zu nehmen?

Auflésung. Aus Gleichung 4) folgt

1 9,81 - 40 - 50

N e e 9 op
y = 1_ = T - == ; Vl-l-l:’l:] == E?F}'.S"!Ejl 1.

Den Aufgaben iitber den Auslauf der Maschine entpsrechen solche
tiber den Anlauf.

417) Aufgabe. Eine Maschine leiste bei 3 Touren in der
Sekunde 400 Pferdestirken. Wieviel Zeit hat sie niotig, beim

Blindgange das Schwungrad — abgesehen von den Reibungs-
widerstiinden — in diesesGeschwindigkeit zu versetzen,

wenn dieses bei 3m Radius 20 Tonnen wiegt?
Auflésung. Auch hier ist, wie aus der Gleichung

!.Jr,- T2
Y
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b}
1G]
]
]

hervorgeht, die Gleichung 2) umi'sgvhend. Man erhiilt

4 '){) ( :i )"

7 - 80 — 217,2 Sekunden.

fl:' —
Dies ist O-fache des Resultates der Aufgabe 411, was sich naturgemdls
daraus erklirt, dals ¢ dem Quadrate lli_[ Winkelgeschwindigkeit pro-
portional

B. Schwungrad und Centrifugalkraft.

418) Sehwungriider werden in der Regel durch Betriebsstockungen
in der c:heu erwihnten Weise zerstort. Bei sehr grofsen Geschwindig-
keiten, z B. beim Durchgehen der unbelasteten Maschine, deren
U';l‘:]}(iﬂﬂntl | nicht n (h:lmmn‘ ist, kann die Zerstorung .H'IE.II durch
die Centrifugalkraft erfolgen. ‘mh‘r man von den Radarmen vor
liufig ab, so handelt es sich um das Abreifsen der einen Kranzhilfte
von di: andern. Malfsgebend ist also die im Schwerpunkte S,
einigt gedachte Masse jeder Hilfte. (Vgl. Figur 53.)

Ist ¢ die Dicke des Rades mit lP(*thL']\lﬂf‘]u Hauptschnitt, sind
y und 7, die Radien, und ist p" das npe.ﬁ]ﬁm_-]it: Gewicht, so handelt

F.

: 3 } b o il . ‘i Fegie
es sich um die Masse ’—:f- = — (¥ ") {I‘:—_{ und um Centrifugalkrifte
: : A B
4 (; ?1j

mo (2mm)*, wo o der Sn-hn—-v1'1}'Lmkt:-'.:ai:sl-mld n die Touren-

3 } m [{J — 7 J\ ?
zahl fiir die Sekunde bedeutet, also um
x(r® —)dy 4(r° ) 2dyp (r® — +3) (2 nm)®
\ 1 1/ L g \ 1)\ J
;o e ( 2 (2mw)? = T
29 a(r® —1q) a ff

419) Aufgabe. Wie grols ist die Centrifugalkraft, die
einen einfach gestalteten Schwungring von den nach
stehenden Dimensionen bei einer, zwei, drei Touren in der
Sekunde zerreifsen will? r=33m, »,=3m, d=0,3m, p'=1p0,

Auflosung.
2.08-75(8,3%— 3% dx? 6 (8,3% — 3% 58,62 n* o
K== 5581 R i T T I 53,94 Tonnen,

Bv 9 Touren handelt es sich um das 4-fache, bei 3 Touren um
das 9-fache u.s. w.
Bemerkung. Die gesamte Rilsfliche ist EI_I'- doppelte Rechteck

aus d und (r — #,), also wh-in-h 2d(r —r)=2-03-03=0,18 qm
— 180000 qmm. Von der Spannung 53 940 luf kmmmu also auf
jedes Quadratmillimeter H,Eﬂfh = ~ 0,3 kg. Der Tragmodul des

Gulseisens ist 7,0 kg. Wann wird er erreicht? Bei n Touren

e
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handelt es sich um %*-03 kg Spannung, aus n?. 03 = 1,5 folgt
n?— 25 und n—5. Bei 5 Touren also wird hut{*rtw die }Jlrlﬁt[fliaLT‘ﬁ
grenze erreicht. Wird der Bruchmodul als 11 angenommen, so erfolgt
das Zerreifsen bei

/i e .
0= l/ﬁ = 6,055 Umdrehungen in der Sekunde.

Die Annahme, dafs der Zug sich gleichmilsie itber die ganze
Rilsfliche verbreitet, ist nicht ganz richtig, aber fiir praktische
Zwecke zulissig.

Bei anderer Gestaltung des Hauptschnittes kommen die Formeln
des Abschnittes 49 zur Geltung.

Will man direkt die Spannung erhalten, so ergiebt sich in
Tonnen auf das Quadratmeter die Zugspannung

e 2dp (-:'H 27 J]J) (2 nx)? 5 p'(?'f:l- ey —I: rf:l (JJ*_?!‘\_‘J
1 dg2dr—nr) ¢

Multiplikation mit 1000 und Division durch 1000000 reduziert diese

Spannung auf Kilogramm pro Quadratmillimeter, so dals man dann hat
1:,'[‘1.;’ + re; + pf; (2 ma)®

S 3000 g ; ;

im Beispiele also

7,5 (10,89 -+ 99 - 9) 4 =*
3000 - 9,81

S = = 0,2997 kg/qmm.

Bei den grofsen z B. in Drahtwalzwerken gebriiuchlichen Um
drehungszahlen sind nach Obigem gufseiserne Rider von grolsen
Dimensionen unbrauchbar. Sie werden dort durch schmiedeeiserne
ersetzt. Bei dem Schriigwalzverfahren (Mannesmann) hat man die
Sicherheit noch durch Umspinnung mit Draht zu vergrifsern gesucht.

C. Die ausgleichende Arbeit des Schwungrades bei der
einfachen Kurbelbewegung.

420) Der Kurbelradins der Maschine sei », der W iderstand, auf den
Radius » reduziert, sei ¢, also ¢r das Moment des zu iiberwiiltigenden
Widerstandes. Man denke sich z B. die Last ¢ an einem Seile
wirkend, um +lu- |[1|[J]1un~ des Kurbelkreises geschlungen
ist.  Die uhtlmtf der stange werde stets als horizontal an
genommen, was bei der sogenannten Kurbelschleife durchaus richtig,
bei I'ft*nolstann’vn gewohnlicher Art angeniihert richtig ist, sobald sie
mehr als die H-fache Linge 11(-- Kurbelradius haben. Die treibende
Maschine werde, wie iiberall in den Lehrbiichern, zuniichst als Voll
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druckmaschine angenommen, so dafs es sich um eine konstante
Triebkraft p handelt. 7' ser das Triigheitsmoment der gesamten
Schwungmasse (zu der im angenommenen Beispiele auch die am Seile
hingende Last ¢ gehren miilste, wenn sie nicht vollstindig abstrakt
als Kraft aufgefalst wird).

421) Aufgabe. Wie grols mufs die Triebkraft p theo-
retisch sein, damit der Gang der Maschine ein periodisch
regelmiifsiger werde?

Auflésung. Bei jeder Umdrehung ist die Arbeit g - 277 zu leisten.
Fbenso viel Arbeit mufs die Dampfmaschine hergeben®), wenn die
Maschine nicht in dauernde Beschleunigung oder in Verlangsamung
geraten soll. Der Hin- und Riickgang des Kolbens giebt den Weg
4y, also ist p - 4r die entsprechende Arbeit der Maschine. Aus
p-dr=q-2rx folgt

Fig. 286.

—

1) p= —;E.f; = 1,5708 ¢. 7

b
— —.
ki A i :
Die Triebkraft ist also mehr als —P_ﬁ\ T B{
/ r\ . e
ofr | [

das 1- fache der Last, und zwar des- /

halb gréfser, weil ihr Hebelarm zwischen A i:;,{ i
den Werten Null und » schwankt, | /
wihrend der Hebelarm der Last kon- \\}:

stant gleich » bleibt. Bemerkenswert 1st, g \“‘u__;__.,/

dals die Grofse von » fiir das Resultat

Li]i_‘i{':l_LgfilLi};{ ist.

422) Aufgabe. In welchen Stellungen ist das statische
Moment der Kraft gleich dem der Last?

Auflosung. Fiir die beliebige Stellung a (Fig. 286) ist das statische
Moment der Kraft prsine, das der Last ist stets gr. Setzt man
heide gleich, so 1st

prsine = gr

oder
T &
5 dr sine = gr.
Daraus folgt
1 ]
sing — —,
=
d. h:
2 o= 39032 307,

* Der Satz von der Erhaltung der Arbeit bei diesem Probleme ist vorher
in bekannter Weise elementar zu beweisen.
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Dagselbe gilt von den Stellungen

39°32'30” und - 140°27" 30",

Diese Stellungen sind die einzig médglichen fiir das (xleichgewicht.
Bleibt die Maschine zwischen H und E oder zwischen ¥ und
stehen, so ist es der Dampfkraft p nicht moglich, das Moment der
Last zu f{iberwinden und die Maschine in Gang zu setzen. Entweder
muls die Last vermindert oder das Rad mit besonderen Mitteln iiber
die Minimalstellen hinaus getrieben werden, d. h. mindestens 39° 32 =
iber die Totpunktstellung hinaus. Die Vorrichtungen, die
dem Maschinenwiirter diese Arbeit ermbglichen, sind wohl allgemein
bekannt.

Folgerungen. Von H bis F ist das Moment der Triebkraft
zu klem, von FE bis F' ist es zu grols, von F bhis G zu klem, von ¢
bis H zu grols. Demnach herrscht Verlangsamung des
Maschinenganges von H bis I, Beschleunigung von I his F,
Verlangsamung von I' bis G, Beschleunigung von G his H.
Folglich: Das Minimum der Drehungsgeschwindigkeit be-
findet sich bei E und G, das Maximum bei F und H Die
beiden Minima werden sich als gleich herausstellen, ebenso die Maxima.

423) Aufgabe. Die Winkelgeschwindigkeit in der Tot-
punktstellung sei #,. Wie grofs ist die Winkelgesechwindig-
keit & fiir jede beliebige Stellung « des Kurbelradius?

Auflésung. (Geht in der Figur der Endpunkt des Radins von A
nach F, so ist die Last um den Bogen AF — » - ¢ gehoben. Die ge
leistete Arbeit ist also grea, oder, wie aus der Proportion &: 7 = «°: 180°
14
18007
moge, um Verwechselungen zu vermeiden.

Der Weg des Dampfkolbens aber ist 4 K, die aufgewandte

folgt, geleistete Arbeit — gra

wobel man die Gradzeichen dulden

Arbeit der Maschine also p-AK, oder, da _;n:-in g und AK —

; N . ok T - . ”
r (1 — cos &) ist, aufgewandte Arbeit — 547 (1 — eose). Folglich

?

Kraftarbeit — Lastarbeit

S e il o se S e (g

= gr(l Cos ) — '1”"1:-;21‘-"—?‘“,_&" {.1 — GOS8 (f..} = ﬁ{jﬁ:l'

Dieser Arbeitsiiberschuls, der allerdings positiv und negativ sein

kann, wirft sich in die Schwungmassen und bringt deren Arbeits
i T2

wucht von —— auf —— so dals sein muls:
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T ._.‘}2 ()‘-,\, == 1. 1 "1 oy (t'rl

i ¥y) = qrw |5 (1 — 008 &) — sam |
Hieraus ergiebt sich

: : 2 2qrx o’
3) o* =9t — 20T

B _.l_ |]: — 08
T L[i80° ~ T COB &) 15

woraus sich die Winkelgeschwindigkeit # fiir jedes « leicht be-
rechnet.

Setzt man fiir ¢ den Supplementwinkel 180° — ¢ ein, so ver
wandelt sich die Formel in
0

%) 9 =92 2UE[ C

e Lrler — doma)
T Ligo® — 3\ Sl

so dals die Summe der Quadrate der Winkelgeschwindig
keiten fiir Supplementstellungen stets gleich 287 ist. Daraus
folgt, dafls in den Stellungen A4, B, C und D, d. h. fiir 0° 90°,
180° und — 90° die Winkelgeschwindigkeit gleich 4, ist, was
sich bei Einsetzung dieser Winkel auch bestitigt. In der statiseh
giinstigsten Stellung ist also die Geschwindigkeit dieselbe,
wie in der Totpunktstellung,
Auch fiir die Minimal- und Maximalstellung ist die Summe der
Quadrate der Winkelgeschwindigkeiten gleich 2, also
N

] .
max mim

—
oder
i & 1 £ :d

q t
Mmax

4) = —

min

9

Folglich: Das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit in der
Totpunktstellung ist das arithmetische Mittel der Quadrate
der Maximal- und Minimalgeschwindigkeit.

424) Noch klarer tritt das Resultat hervor, wenn man beide Seiten

der Gleichung 4) mit - multipliziert. Es ergiebt sich

F T8 P T Es

B) P i s =
: 2 2 |2 “max ' 2 “min |?

oder

R .'|m‘,l_‘_ + ‘:llm'll

5*) A= e

-

d. h. die Arbeitswucht der Sechwungmassen in der Totpunkt
stellung ist das arithmetische Mittel der Arbeitswuchten in
den Stellungen der Maximal- und Minimalgeschwindigkeit.
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Dasselbe gilt von den Stellungen -+ 90°. Nach den Bemer
kungen zu den Gleichungen 3) ist A, anch das arithmetische Mittel
der Arbertswuchten fiir jl_'l],lL":_i Paar der dort l](151j]'q_;{_‘.]’.]q’:“q_‘f“ HlL_[.ilJli'."Illl"‘llt
stellungen.

425) Aufgabe. Die Maximal- und die Minimalgeschwindig-
keit sollen aus der Totpunktgeschwindigkeit berechnet
werden.

Auflosung. Beide berechnen sich nach 3) und 3%) aus der
Gleichung

3 a . 2rmg 39089 80 137 ‘ T |
8 =a] + S [TEX L (1 — c0s39° 32 307)],
=l ey 180° 9 ]2
also:
o2 , 06614 gr
Pmax = -]/&1 = i s o
6)

0,6614 gr
.']II'.'

B
J o=
rﬁ'|:1'i:| s ] "}!

P

Folgerungen: Die gesamte Schwankung ist:

0, !:bli qr fia 0,6614 qr
Pmax — Pmin "—l 'l} + = [-f'ﬁ—1 ] gy

Aus 6) folgt

- 2 2 agao 47T
0 9. — 97 =13228%
’ max min T
(was unabhiingig von 8, ist), oder wenn man beiderseits mit = mul-

tipliziert:

Tt o2y o
5 'f};uw B 'ﬁ.min == ”?{J'Jl-.l- qr,
d. h
8) Aoie —d min =— ”,'315'—!—-“}'}‘ - |_'_,|;{."I-14 M.

Also: Die Arbeitswucht, die von den Schwungmassen in
der Beschleunigungsperiode aufgenommen und in der Ver-
langsamungsperiode wieder abgegeben wird, ist gleieh
dem 0,6614-fachen des Lastmomentes, oder etwa gleich

des Lastmomentes. Die Grilse der Schwungmasse, die Grifse
ihres T riigheitsmomentes, die mittlere Geschwindigkeit und die mittlere
Arbeitswucht  der ht..]nnnlgl'llri::-hv sind dabei vollstindig gleich-
giiltig. Die Arbeitsaufnahme eines Schwungrades ist also
nur von dem Lastmomente abhingig.

=)
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426) Soll das Schwungrad iiber die Minimalstelle wirklich hinaus-

kommen, so muls nach Gleichung 7), in der fiir &, der Grenzwert
Null einzusetzen ist,

o T
Fmax :>| 1,3228 4

by

sein. Die kleinste denkbare Maximalgeschwindigkeit ist also
. ! 2 3 i i|
Fmax = li/ ].EQEH Jr,f. :

Die kleinste denkbare Totpunktgeschwindigkeit ist also nach 6)
ziw berechnen aus

o —o., — 0661427 —13228%° — 066147

1 X
Dals sie mindestens
_.'r' = ar
&y =]/ 0,6614%;

sein muls, ergiebt sich auch aus der zweiten der Formeln 6), die
sonst Imaginiires ergeben wiirde.

Man erkennt darans, dals bei gegebenem Lastmoment und ge-
gebener Schwungmasse die Maximalgeschwindigkeit und ebenso die
Totpunktgeschwindigkeit unter gewisse Minimalwerte nicht herab-
sinken diirfen. Will man jedoch mit geringerer Maximalgeschwindigkeit
arbeiten, so muls man das Trigheitsmoment T der Schwungmasse
vergrifsern, denn das gestattete Minimum ist umgekehrt pro
]nl}'{'.iu'l]:{l der Quadratwurzel aus dem Trigheitsmomente.
Schon daraus wird man den Sehluls ziehen, dals man grofse Sehwung-
massen anwenden muls, wenn man der Maschine moglichst geringe
Tourenzahl bei einiger Regelmiifsigkeit des Ganges geben will.

Man sieht ferner, dals die grélste mogliche Schwankung diejenige
zwischen dem Ikleinsten Maximalwerte und Null sein wird, also

1,5228 ':, was sich spiter noeh deutlicher zeigen wird.

427) In der Technik berechnet man die Schwankungen vom
Mittelwerte der Maximal- und Minima

geschwindigkeit aus, der &

™

seln mag. Dem wird .Ll_’.:[‘!l.l.]gt, WEenn man
o 1y
'ﬁ:ul:lx e ﬁ %_ ™ — 'H-H.n ( I _l— . } 3

min =

o e
-

%
%
-
=
-
Rl
sl
.
s
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setzt, woraus eben folgt
alm.‘lx ﬂ.min
e

l'ﬁnm —

: . 1 : : p '
Man bezeichnet dann = als die Schwankung (vom Mittelwerte aus

gerechnet) und # als den Schwankungskoeffizienten.
Durch Addition und Subtraktion folgt aus den Gleichungen 9)

'{}[]1.'11 _IE_ '{}:n[n — —) 'F-} .

2 it
e
'ﬂul:u = ﬁmin e 3

"

und durch Multiplikation erhilt man aus den letzteren

49
\ 3 a 7
I{"I ‘E"]Tail_\; F ;}]Itill " " :

Vergleicht man diese Gleichung mit 7), so findet man

i}i — 139987
n Bttt
oder
11) Im 0 3307 L. — 0.3307 T
n ! T 2 T

Sind also gegeben das Widerstandsmoment M, das Triigheits-

: : : e ; i g el S
moment 7" und die Mittelgeschwindigkeit &, = ——L -2 g0 lilst

-

. ok $32ET
sich die Sechwankung — leicht berechnen.

428) Fiir den Techniker ist die wichtigste Aufgabe die, fiir eine

zuliissige Schwankung — die dazu nétige Schwungmasse zu bestimmen.
= :

[hr Trigheitsmoment ergiebt sich aus

0.8307 Mn

11%) e

Aus

2o 1 0,3307 M

11 #*) e
- L f&.f.'.' Jr

ﬂ‘_‘.

1]

folgt ohne weiteres, dals die Schwankung umgekehrt pro-
portional dem Trigheitsmomente und dem Quadrate der
Mittelgeschwindigkeit &, ist, welche letztere jedoch nicht mit
der mittleren Geschwindigkeit in Bezug auf die Zeit verwechselt
werden darf. Man ist trotzdem berechtigt, daraus abzulesen, dals
man bei grofser Umdrehungsgeschwindigkeit auch mit einem
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kleineren Schwungrade grolse Regelmifsigkeit des Ganges
J 0,3307 M
T

m

erzielen kann. Der Ausschlag T} wird in jedem Falle
4

429) Aufgabe. Wie unterscheidet sich die Mittel-
geschwindigkeit &, von der Totpunktgeschwindigkeit &,7?
Auflésung. Es war

o 1= o f 132
2 2 (14 =) + @ (L —)
geta. kg Sl aR) opr e
1 2 2 m | ni]?
also
12) o =aa)/14(5)-

Die Totpunktgeschwindigkeit ist also stets ein wenig grolser,
als der :\'Iittc-lwe.rt &.,. Ist z B. die Sechwankung, von diesem aus
so ist

gerechnet =,

e — 'H.-'”V] 3500 _. ~ Dy (I _|_ f;I}]Uil) e o }:{‘H 102 ﬂ-’” .

Bei grofsen Greschwindigkeiten darf man also Totpunktgeschwindig:-
keit und ] "‘-httelgemh\\-md]gkmt zur Not mit einander vertauschen, bei
geringer Umdrehungsgeschwindigkeit aber nicht. Die Unterschiede
konnen sogar sehr grofs werden. Bei der kleinsten mdglichen
Maximalgeschwindigkeit und der zugehdrigen Mi”i'!‘Fll.‘u!-"-"f"‘-"h“'i“di?_%']‘fﬁ'it

o]

qr

Null z B. ist die Mittelgeschwindigheit @, = §|/1,3228%;, die
Totpunktgeschwindigkeit dagegen & I/ J ’i"éH ’:, , so dals sich

oder wie 1:)/2, also etwa wie 1:1,41,

wobei die Vertauschung doch wohl etwas bedenklich sein diirfte.

: | - 1/ 1

beide verhalten wie — : V—z-}

Diese Bemerkung soll nur dazu dienen, auf die Unzulissigkeit

des Verfahrens aufmerksam zu machen, dessen sich einige Lehrbiicher

bedienen, wenn sie solche Vertauschungen ohne jede Vorsichts-
malsregel vornehmen.

Nach Gleichung 11##¥) wird nun allerdings bei grolsem &, die
Schwankung > sehr klein, der Unterschied zwischen mittlerer Ge-
schwindigkeit, Mittelgeschwindigkeit und Totpunktgeschwindigkeit

: ) : : : el 0,8807 M
ebenfalls klein, jedenfalls weit kleiner als Unterschied _:;_ oder - 5

m

der den Gesamtausschlag vom Mittelwerte aus bezeichnet. Bei grofserer
Umdrehungszahl also wird es fiir technische Zwecke berechtigt
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sein, &, ¥, und die mittlere Gesechwindigkeit in Bezug auf die Zeit
etwa &y, mit emander zu verwechseln. Dann i1st man noch in der
Lage, Pferdestirken und Tourenzahl (pro Minute) einzufiihren.

430) Aufgabe. Welche Beziehung findet zwischen dem
statischen Momente des Widerstandes M = g», der Anzahl
von Pferdestirken N und der Tourenzahl m statt?

Auflésung. DBei jeder Umdrehung wird die Last ¢ um 2rx
gehoben, also die Arbeit 2rzg geleistet, die Arbeit pro Sekunde ist

2rogm

also bei m minutlichen Umdrehungen = also, wenn =z
5] 2 &

B. in

2rogm |

Meterkilogrammen gerechnet war, N — ~— Pferdestirken. Demnach

bl « T5H
15t das Lastmoment
6 - 60N

13) M=qr = ———
: de Zwm
zu sefzen. Die mittlere' Umdrehungsgeschwindigkeit aber ist jetzt
é}ﬂ — ‘Efﬂy ”.L =
60

Darf man nun &, und &, verwechseln, so geht Glei-
chung 11%¥) iiber in
5. 60 . I

08807~
2
n ArizimE . ?
3600
woraus folot:
; T m?®
14) W=
; 21 600 N ?
oder auch
B = 21 600 Nn
15) T —

o
m-

Dies ist die auf den technischen Hochschulen gebriiuchliche Formel®).
Schon sie ist streng genommen nur eine Anniherungsformel fiir den

#) Die hiohere Rechnung wiirde fiir die halbe Umlaufszeit die Formel

TE
1 ’ o
G o
&y 2qr /= T =) y
S ( s COR r-:)
L Ta; \ = & J
0 oy

ergeben. Auf die Berechnung der wirklichen mittleren Geschwindigkeit &, — i
wird jedoch auch anf der Hochschule wegen der Schwierigkeit der Auswertung
des Integrals verzichtet. Vergl. meinen Aufsatz in der Zeitschr. d. V. deutscher
Ingenieure, Bd, 84, 3. 30 u. 5. w.
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Fall grofser Gesehwindigkeiten. Weit komplizierter wiirde die Rechnung
werden, wenn man statt der Volldruckmaschine die Expansionsmaschine
behandeln wollte. Immerhin wiirde die Berechnung von hohem Inter-
esse sein, sowohl bei Zugrundlegung des Mariotteschen Diagramms

(gleichseitige Hyperbel) als des adiabatischen Diagramms fiir

atmosphiirische Luft bezw. gesittigte Déampfe. Hier sind graphisehe
Darstellungen vorzuziehen, wie sie am Schlusse zur Sprache kommen

sollen.

431) Aus Gleichung 14) lalst sich folgendes ablesen:

Die Sehwankung der Maschine ist direkt proportional
der Anzahl der Pferdestirken, umgekehrt proportional der
Schwungmasse und umgekehrt proportional der dritten Po
tenz der Tourenzahl

Was diese dritte Potenz anbetrifft, so scheint darin ein Wider-
spruch gegen die Formel 11) zu liegen, nach der die Schwankung
dem Quadrate der Geschwindigkeit, also auch dem der Tourenzahl,
umgekehrt proportional war. Der Widerspruch ist jedoch nur em
scheinbarer, denn wenn die Maschine doppelt so schnell (bei gleicher
Belastung) geht, wird auch die Anzahl der Pferdestirken verdoppelt,

¥

P Al 1 » 18 - .
so dals der Faktor ; auf - oder  reduziert wird. Man eérkennt

wiederum, dals man bei doppelter Umdrehungsgeschwindigkeit (und
doppelter Anzahl der Pferdestiirken) mit dem vierten Teile des Triigheits-
momentes, dieselbe Regelmiilsigkeit erzielt.

Darf man das Trigheitsmoment der Last ¢ vernachlissigen, was
stets gestattet ist, sobald es sich um einen nur passiv wirkenden
Widerstand handelt (z. B. um die Reibung, die niemals eine entgegen-
sesetzte Bewegung der Maschine aktiv hervorrufen kann) und will
man beim Schwungrade nur den Ring, nicht aber die Radarme, die
Achse und die Nabe beriicksichtigen, so kann man Aufgaben der
folgenden Art ohne weiteres losen:

432) Aufgabe. Ein Schwungring habe den Radius R. Wie
schwer ist er zu nehmen, damit bei N Pferdestirken und m
minutlichen Touren die Schwankungen der Maschine, vom

Mittelwerte aus gerechnet, den Betrag — nicht iiberschreiten?
; -
; . : Ll . : A
Auflssung. Ist P das Gewicht des Rades, so 1st . seine Masse,
B -

q 9,81
grammen zu rechnen ist. In Formel 15) eingesetzt, giebt dies

R? sein Triigheitsmoment, wobei in Metern und Kilo

21 600 Nn

'.FH.‘”’ ?

B
g
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also ist das gesuchte Gewicht des Ringes

p__ 98121600 Nn_

= Rim?

Leistet z B. die Maschine 100 Pferdestirken bei 60 Touren, und soll
1 . = ey
5 nicht iibersteigen,
so ergiebt sich als Gewicht des Ringes, wenn der Radius R = 2m

sein soll,

die Schwankung, vom Mittelwerte aus gerechnet,

y 9,81« 21 600 - 100 - 100 9.81 « 216000 000 =
S N el e e eI dethelo o IR ¥, 2T B o
E i - 603 L - 216000 2452 ]‘L

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit der Maschine ist dabei 2, die
Maximalgeschwindigkeit 2z l:l -+ -1-\_1-”,), die Minimalgeschwindigkeit
2x (l - '1'3]3)? wobei beziiglich des Ausdrucks mittlere Geschwindigkeit
von der oben erdrterten Erlaubnis zur angeniiherfen Berechnung
Gebrauch gemacht worden ist.

Bei dieser Aufgabe war der Radius des Ringes schlechthin gleich
R angenommen. In Wahrheit handelt es sich um einen #ulseren
Radius R und einen inneren Radius R,. (Das vorige R ist nicht
otwa dag arithmetische Mittel der beiden jetzigen Radien, sondern sein
Quadrat ist das Mittel der jetzigen Radienquadrate.) Also:

433) Aufgabe. Dieselbe Aufgabe fiir einen Schwungring
mit rechteckigem Querschnitte und den Radien B und R,
zu lésen.

Auflosung. Das Trigheitsmoment ist jetat:

P R*+ R

g 2

Einsetzung in Gleichung 15) giebt als Gewicht des Ringes

P 2-981.21600Nn

m* (H? + R})

Sind z B. fiir das vorige Zahlenbeispiel die beiden Radien B = 2,3 m
und B, = 2m, so ergiebt sich unter denselben Bedingungen das
Gewicht 2112 kg.

434) Aufgabe. Ein Schwungring habe den Radius B und
das Gewicht P. Welche Schwankung macht die Maschine
bei N Pferdestirken und m minutlichen Umdrehungen?

Auflésung.

1 981.21600 N
:-1“ = _---“1"}{??115 e




Die Schwungradtheorie. aar
Ist z B. P=5000kg, R=2m, Tourenzahl m = 60 und Zahl der
Pferdestirken N = 100, so folgt

1 9,81 - 21600 - 100 1

. DO0QEAAB0A T 204

Beriicksichtigh man dagegen beide Radien, so lautet die Losung

1 2.081-21 600N
7 P |: TP:? = H;I} ”i::
Dasselbe Beispiel, jedoch mib R=—23 und R, = 2 giebt als

Schwankung -
Gtenauer pfegt die Praxis nicht zu rechnen. Will man die Auf-
gaben durch Einrechnung der Radarme u.s. w. komplizierter machen,
<o stellen sich bei einfacherer Gestaltung dieser Teile Schwieriglkeiten
nicht in den Weg.
BEndlich sei noch folgende Aufgabe gestellt:

43b) Aufgabe. HKine Maschine leiste N Pferdestirken
bei m minutlichen Umdrehungen. Wieviel Arbeit hat das
Schwungrad in der giinstigen Periode aufzunehmen und in
der ungiinstigen wieder abzugeben?
Auflosung. Nach Gleichung 8) war die aufzunehmende und
abzugebende Arbeit
Amax — o {_H}|114 s

Nach Gleichung 13) war aber
75 - 60N
o — -
! 2mm
Folglich ist die Arbeitsaufnahme und Abgabe der Schwungmasse

75 - GON

,."'I_ ——— “HHI—I— s

i s |
~ ] (|
2o e

Werden z B. 100 Pferdestiirken bei 50 Touren geleistet, so ist die
Aufnahme und Abgabe von Arbeit

A -
A —4787 - = 9474 mkg,

i1

wobei die Grolse des Schwungrades, die der Sehwankung

. s. w. ganz gleichgiltig ist.

436) Ein leichtverstindliches Diagramm fiir die Geschwindigkeits
vorhiltnisse des Schwungrades erhiilt man, indem man durch einen
Punkt ein Strahlenbiischel legt und aut jedem Strahle die der ent
sprechenden Kurbelstellung sugehirige Geschwindigkeit anftrigt. Die
Endpunkte geben die verlangte Diagrammkurve.

b

Holzmiiller, Ingenienr-Mathematik. 1




338 X. Anhang.

Durch ein anderes Diagramm (Fig. 287) Lilst sich veranschaulichen,
wie sich die Verhiiltnisse der Schwungradarbeit gestalten, wenn nicht
von der Volldruckmaschine, sondern von der Expansionsmaschine die
Rede ist, moge nun das Mariottesche Diagramm, oder das adia-
bitische fiir Druckluft oder Dimpfe, oder endlich ein beliebiges
Indikatordiagramm zu Grunde gelegt werden.

Fig. 287.

— :‘r) i
J o AT S
ME % G X ] ; ¢ K

r

e - o i

In Figur 287 ist der Fall des Mariotteschen Diagramms und der
der Volldruckmaschine zugleich behandelt.

Als Expansionsdiagramm ist dasjenige fiir ; Fiillung gewiihlt,
so dafs SN = 1 TA, UR= T4 ist und das Diagramm von einer
gleichseitigen Hyperbel begrenzt wird. 7TU ist die Grundlinie, A, J,
die atmosphiirische Linie des Diagramms. Die schraffierte Fliclie giebt
also den Uberdruck an. Die Uberdruckshéhe A, A4 ist halb so grols,
wie die Grundlinie des Diagramms gezeichnet worden, was bei der
Willkiirlichkeit des Malsstabes der Allgemeinheit keinen Bintrag thut.
Ebenso grols ist der Radius des Kurbelkreises, von dem nur die
Hilfte gezeichnet zu werden braucht.

Der Halbkreis ist durch die Punkte B, C, D, E, F, G, H in acht
gleiche Teile geteilt. Rechts davon ist iiber der Geraden AJ— rm,
die in derselben Weise eingeteilt ist, durch Horizontalprojektion der
Kreispunkte auf die entsprechenden Lote die zugehérige Sinuslinie
konstruiert. Diese bedeutet das aufdie Peripherie iibertragene
Arbeitsdiagramm bei der Volldruckarbeit.

Angenommen XV sei die Horizontale, fiir die AJ Y X gleich der
Fliche der Sinuskurve ist, d. h. also 4 X = -7y 80 wiirde die Fliche
VEW gleich der Summe der Flichen AXV und JY W sein. Das




@
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Schwungrad wiirde also in der Uberschufsperiode die durch VEW
dargestellte Arbeit aufnehmen und in der Verlustperiode ebensoviel
abgeben.

Handelt es sich dagegen um das Expansionsdiagramm, so ist
folgendermalsen zu verfahren. Auf dem Radius M1 des Kurbelkreises
ist die Uberdruckslinie D, L als ML abzutragen und der nun ge
fundene Endpunkt L ist auf das Lot D, D der Sinuslinie zu projizieren,
was dort den Punkt L giebt. Ebenso ist mit den iibrigen Radien
des Kurbelkreises zu verfahren. Die neue Diagrammkurve fiir die
Kurbelperipherie ist also von A bis K die vorige Sinuskurve, von
dort ab aber tritt der Expansion entsprechend die Kurve KL NOPQJ
fiir diese ein. Die schraffierte Fliche des neuen Diagramms ist, da
bei der Anwendung des Hebelgesetzes die Momente und die Arbeiten
sich nicht #indern, gleich der des Expansionsdiagramms.

Berechnet man die letztere theoretisch oder mit Hiilfe des
Polarplanimeters, so findet man durch Multiplikation der Fliche mit

:—n die Hohe AX,, die das Rechteck AJY; X, der Diagrammfliche

gleich macht. Jetat giebt die Fliche V, W, K = AX, V, 4 JY, W,
die Arbeit an, welche das Schwungrad in der Uberschuls- und Ver
lustperiode aufzunehmen bezw. abzugeben hat.

Wihrend bei der Volldruckarbeit die Verlingerung von XY den
Kurbelkreis in den Punkten schneidet, wo das Moment der Kraft
gleich dem der Last ist und zugleich das Minimum und Maximum
der Winkelgeschwindigkeit stattfinden, hat man jetzt X, Y, bis zu
den Schnitten mit dem Kreise zu verlingern, um den Minimal- und
Maximalpunkt (aber nicht den der Momentengleichheit zwischen
Kraft und Last) zu finden.

Ist A die Uberschufsarbeit, so hat man fiir diese Geschwindig-
keiten die Gleichung

19— T8, =4

mMax 2 min

Fiigt man noch die Geschwindigkeit der mittleren Arbeitswucht
des Rades als & ein (d. h. das Mittel der Gremzwerte), so geschieht

dies durch die Gleichung

I m 2 ] 1 i il | F 1{-}:
] j ﬁkm;lx g 1 Iﬁ.llﬁu ki Jr 3 :
Aus diesen Gleichungen folgt
1 ma2 T L[ Q] |5-}'1 —‘
2 f '&.'u.'ix MR 1 2 _|_ T I !
I rral  OF| [ 2 T
—To . —<|27T—— 4|
2 min 2 2 A
o
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Will man die Wirkung der Voreinstromung des Gegendampfes
heriicksichtigen, so hat man dessen Uberdrucklinien am Ende des
Expansionsdiagramms von dessen Drucklinien abzuziehen, was stellen-
weise auch Negatives geben kann.

[n entsprechender Weise ist mit dem adiabatischen Diagramm
fiir Druckluft, Heifsluft oder Dimpfe zu verfahren.

Will man fiir die Kurbelbewegung nicht die Sinusversus-Be
wegung als malsgebend annehmen, sondern die verschiedenen Lagen der

Pleuelstange beriicksichtigen, so hat man von der durch die Kolben

stange iibertragenen Druckkraft die in der Richtung der Pleuelstange
liegende Komponente zu bilden und von dieser die Tangentialkomponente
zu bilden, die dann im Diagramm der Sinuslinie als Lot abzutragen ist.
So gewinnt man genaue graphische Darstellungen fiir die Arbeits
vorginge am Schwungrade, wihrend der exakten rechnerischen Durch
fithrung uniiberwindliche Integrationsschwierigkeiten im Wege stehen,
die nur durch Niherungsrechnungen umgangen werden konnen.

Die Behandlung der Fille der Zweicylinder- und Dreicylinder
maschinen soll dem Leser iiberlassen bleiben, Der rechnerische und
der graphische Weg schliefsen sich dem fiir einfache Maschinen ge-
gebenen genau an.

—aD 4




T 5 P P e Ry

W = S e e e e e M LR - S R —e —



|
!







JITI







	Vorderdeckel
	[Seite]
	[Seite]

	Vorsatz
	[Seite]
	[Seite]

	Titelblatt
	[Seite]
	[Seite]

	Vorwort.


	[Seite]
	Seite IV
	Seite V

	Inhalts-Verzeichnis.
	[Seite]
	Seite VII
	Seite VIII
	Seite IX
	Seite X
	Seite XI
	[Seite]

	Vorbemerkungen.
	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8

	Abschnitt I. Schwerpunktsbestimmungen für ebene Flächen.
	Allgemeine Formel.
	[Seite]
	Seite 10

	Verschiedene Profile.
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12

	Guldinsche Regel für Drehungskörper.
	Seite 12
	Seite 13

	Halbkreisfläche, halber Kreisring, Kreisabschnitt.
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15

	Guldinsche Regel für Drehungsflächen.
	Seite 15
	Seite 16

	Kreisbogen, Kreissektor, Ringsektor.
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18

	Ellipsensegmente.
	Seite 18

	Flächen mit Ausschnitten.
	Seite 18
	Seite 19

	Anwendungen auf abgeschrägte Körper, Diagrammkörper des seitlichen Wasserdrucks, Centrifugalkraft u.s.w.
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21

	Graphische Schwerpunktbestimmungen.
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24


	Abschnitt II. Die einfachsten Trägheitsmomente ebener Flächen.
	Begriff des axialen Trägheitsmoments.
	[Seite]

	Veranschaulichung durch das statische Moment abgeschrägter Körper.
	[Seite]
	Seite 26
	Seite 27

	Veranschaulichung durch parabolisch begrenzte Körper.
	Seite 27
	Seite 28

	Satz über die Parallelverschiebung.
	Seite 28
	Seite 29

	Einfache Beispiele. Dreieck, Rechteck, Parallelogramm.
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31

	Begriff des polaren Trägheitsmoments.
	Seite 31
	Seite 32

	Einfache Beispiele, Rechteck, Dreieck, regelmässiges Vieleck, Ellipse.
	Seite 32
	Seite 33
	Seite 34

	Veranschaulichung des polaren Trägheitsmoments.
	Seite 34
	Seite 35

	Dynamisches Trägheitsmoment.
	Seite 35
	Seite 36

	Anwendungen auf Energie drehender Massen, physisches Pendel, excentrischen Stoss, Hydrostatik, Festigkeitslehre.
	Seite 36
	Seite 37
	Seite 38

	Schwerpunkt abgeschrägter Prismen und Cylinder.
	Seite 38
	Seite 39

	Schwerpunkt halber Drehungskörper und Centrifugalkraft für solche.
	Seite 39
	Seite 40

	Schwerpunkt des Meridianskeils der Kugel.
	Seite 40
	Seite 41


	Abschnitt III. Trägheitsmomente für die wichtigeren Querschnittsformeln des Bau- und Maschinenwesens.
	A. Die Momente.
	Rechteck, Quadrat, Gurtunge, [...]-Eisen.
	[Seite]
	Seite 43
	Seite 44

	[...]-Eisen, [...]-Eisen, [...]-Träger, [...]-Eisen.
	Seite 44
	Seite 45
	Seite 46
	Seite 47

	Dreieck und Trapez.
	Seite 47
	Seite 48

	Regelmässiges n-Eck.
	Seite 48
	Seite 49

	Kreisfläche und Kreisring.
	Seite 49
	Seite 50

	Halbkreisfläche und Halbkreisring.
	Seite 50

	Flügelachse, Viertelkreis, Kreis-Ausschnitt und -Abschnitt.
	Seite 50
	Seite 51
	Seite 52

	Ellipse, Halbellipse, elliptischer Ring.
	Seite 52
	Seite 53
	Seite 54
	Seite 55


	B. Bemerkungen und numerische Beispiele.
	Vernietete Träger.
	Seite 55
	Seite 56

	Trägheits- und Widerstandsmomente für Träger und Säulen.
	Seite 56
	Seite 57
	Seite 58

	Schleifstein und Schwungring.
	Seite 58
	Seite 59

	Beschleunigung drehender Massen.
	Seite 59
	Seite 60

	Schwingungen physischer Pendel.
	Seite 60
	Seite 61

	Cylindrische Triebwellen.
	Seite 61
	Seite 62
	Seite 63
	Seite 64



	Abschnitt IV. Centrifugal- und Trägheitsmomente für beliebige Achsen.
	Der Drehungssatz.
	[Seite]
	Seite 66

	Begriff und Veranschaulichung des Centrifugalmoments.
	Seite 66
	Seite 67

	Centrifugalmoment für Rechteck und Kreis.
	Seite 67

	Anwendung des Centrifugalmoments auf die Schwerpunktsbestimmung abgeschrägter Körper.
	Seite 68
	Seite 69

	Halbkreis, Halbellipse und symmetrische Fläche.
	Seite 69
	Seite 70

	Schwerpunkt Guldinscher Drehungskörper.
	Seite 70
	Seite 71

	Der Drehungskörper im Symmetriefalle.
	Seite 71
	Seite 72

	Andere Deutungen des Centrifugalmoments.
	Seite 72
	Seite 73

	Dreieck und Viertelkreis.
	Seite 73
	Seite 74
	Seite 75

	Fälle, in denen das Centrifugalmoment verschwindet.
	Seite 75
	Seite 76

	Verschiebungssatz für das Centrifugalmoment.
	Seite 76
	Seite 77

	Trägheitsradius.
	Seite 77
	Seite 78

	Satz über ringförmige Körper.
	Seite 78
	Seite 79
	Seite 80

	Radius des Centrifugalmoments.
	Seite 80
	Seite 81

	Satz von der Trägheitsellipse.
	Seite 82
	Seite 83

	Folgerungen dieses Satzes (Hauptachsen und Gleichheitsachsen).
	Seite 83
	Seite 84

	Centralellipse.
	Seite 84
	Seite 85

	Hauptachsenlage beliebiger Trägheitsellipsen.
	Seite 85
	Seite 86
	Seite 87

	Rechteck, Halbkreis, gleichschenkliges Winkeleisen.
	Seite 87
	Seite 88
	Seite 89

	Centrifugalmoment für die Gleichheitsachsen.
	Seite 89

	Drehungssatz für das Centrifugalmoment.
	Seite 89
	Seite 90

	Bestimmung der Hauptträgheitsachsen.
	Seite 90
	Seite 91
	Seite 92

	Lemniskate des Centrifugalmoments.
	Seite 92
	Seite 93
	Seite 94
	Seite 95
	Seite 96

	Die Fixpunkte oder Punkte konstanten Trägheitsmoments.
	Seite 96
	Seite 97

	Die Culmannsche Trägheitsellipse.
	Seite 98
	Seite 99

	Beispiel des ungleichschenkligen Winkeleisens.
	Seite 99
	Seite 100
	Seite 101
	Seite 102
	Seite 103
	Seite 104
	Seite 105

	Centralellipse für einige Querschnitte.
	Seite 105

	Grenzmomente für den Viertelkreis und Achtelkreis.
	Seite 105
	Seite 106
	Seite 107

	Eine Beziehung zwischen Trägheits- und Centrifugalmoment.
	Seite 107
	Seite 108


	Abschnitt V. Einige Hülfsmittel der Elementarmathematik. (Methode der unendlich dünnen Schichten.)
	A. Newton-Simpsonsche Regel für Körper und Flächen und Schichtenformel für Querschnitte bis zur dritten Ordnung.
	[Seite]
	Seite 110
	Seite 111
	Seite 112
	Seite 113
	Seite 114
	Seite 115
	Anwendungen auf Mechanik.
	Seite 115
	Seite 116

	Beispiel des Trapezes, der Parabeln zweiter und höherer Ordnung.
	Seite 116
	Seite 117
	Seite 118
	Seite 119


	B. Schichtenformel für ganze positive Exponenten von beliebiger Grösse.
	Seite 119
	Seite 120
	Seite 121
	Anwendung auf unendliche Reihen.
	Seite 121
	Seite 122

	Anwendungen auf die Mechanik der Halbkugel und Kugel.
	Seite 122
	Seite 123
	Seite 124
	Seite 125

	Stoss gegen Erdkugel.
	Seite 125
	Seite 126
	Seite 127
	Seite 128

	Rollen auf schiefer Ebene, komisches Problem.
	Seite 128
	Seite 129

	Allgemeine Folgerungen.
	Seite 129
	Seite 130
	Seite 131


	C. Die Parabeln gebrochener und negativer Ordnung und die Schichtenformel für gebrochene und negative Exponenten.
	Flächenberechnung mit Hülfe der Entwicklung in unendliche Reihen.
	Seite 131
	Seite 132
	Seite 133
	Seite 134
	Seite 135

	Konstruktion der Parabeln höherer Ordnung.
	Seite 135
	Seite 136

	Mariottesches, adiabatisches und Potential-Diagramm.
	Seite 136
	Seite 137

	Parabolische Berechnungen.
	Seite 137
	Seite 138
	Seite 139
	Seite 140
	Seite 141

	Tabelle über die Parabeln höherer Ordnung.
	Seite 141
	Seite 142
	Seite 143
	Seite 144

	Beispiel der Neilschen Parabel.
	Seite 144
	Seite 145

	Restfläche der gewöhnlichen Parabel.
	Seite 145

	Hakenquerschnitt.
	Seite 145
	Seite 146

	Die gleichseitige Hyperbel, ihre Fläche und ihre verschiedenen Momente.
	Seite 146
	Seite 147
	Seite 148
	Seite 149

	Die Gravitationscurve, Fläche und Momente.
	Seite 149
	Seite 150

	Die logarithmische Linie, Fläche und Momente.
	Seite 150
	Seite 151
	Seite 152
	Seite 153
	Seite 154
	Seite 155
	Seite 156
	Seite 157


	D. Die Schichtenformel für concentrische Kreisbogen.
	Polarmomente 1. und 2. Ordnung.
	Seite 157
	Seite 158

	Beispiel des Kreises, des Sektors und der Halbkreisfläche.
	Seite 158
	Seite 159
	Seite 160

	Archimedische und andere Spiralen.
	Seite 160
	Seite 161
	Seite 162

	Kreisbogen und Kreissektor.
	Seite 162
	Seite 163
	Seite 164

	Kreisabschnitt, Ringsektor.
	Seite 164
	Seite 165
	Seite 166
	Seite 167


	E. Einige Aufgaben über Maxima und Minima.
	Der Querschnitt grösster Trägfähigkeit, aus verschiedenen Flächen ausgeschnitten.
	Seite 167
	Seite 168
	Seite 169

	Berechnung der Hauptachsen der Trägheit auf andere Art.
	Seite 169
	Seite 170
	Seite 171


	F. Verallgemeinerte Simpsonsche Regel.
	Seite 171
	Seite 172
	Anwendung auf Flächen, Körper, statische Momente, Trägheitsmomente und dgl.
	Seite 172
	Seite 173
	Seite 174



	Abschnitt VI. Anwendungen der lemniskatischen Abbildung auf die Bestimmung polarer Trägheitsmomente und polarer Momente erster Ordnung.
	Die lemniskatische Abbildung.
	[Seite]
	Seite 176
	Seite 177

	Ihr isogonaler (konformer) Charakter.
	Seite 177
	Seite 178
	Seite 179

	Anwendung auf die Berechnung von Trägheitsmomenten, Flächen, Potentialwerten, Kurvenlängen und Polarmomenten erster Ordnung.
	Seite 179
	Seite 180
	Seite 181
	Seite 182

	Die Doppelschar gleichseitiger Hyperbeln.
	Seite 182
	Seite 183
	Seite 184
	Seite 185
	Seite 186
	Seite 187

	Die konfokalen Lemniskaten und das Büschel gleichseitiger Hyperbeln.
	Seite 187
	Seite 188

	Die Doppelschaar konfokaler Parabeln.
	Seite 188
	Seite 189

	Anwendungen auf Dreieck, Rechteck, parabolische Sektoren, Hyperbelsegmente, Cardioiden, u.s.w.
	Seite 189
	Seite 190
	Seite 191
	Seite 192
	Seite 193
	Seite 194
	Seite 195

	Hyperbel und Lemniskate als reciproke Kurven.
	Seite 195

	Cardioide und Parabel als reciproke Kurven.
	Seite 195
	Seite 196

	Das Gesamtresultat des Abschnittes.
	Seite 196

	Physikalische Betrachtungen.
	Seite 196
	Seite 197
	Seite 198
	Seite 199
	Seite 200
	Seite 201


	Abschnitt VII. Graphostatische Methoden zur Bestimmung von Trägheits- und Centrifugalmomenten.
	A. Graphische Methode von Nehls zur Bestimmung des statischen Momentes und Trägheitsmomentes einer Fläche.
	[Seite]
	Seite 203

	B. Graphische Methode von Mohr mit Hülfe des Kräfteplans und des Kräftepolygons.
	Seite 203
	Seite 204
	Seite 205

	C. Andere Methode von Mohr, auf Benutzung eines Hülfskreises gestützt.
	Seite 205
	Seite 206
	Seite 207
	Seite 208
	Seite 209

	D. Modifikation der Mohrschen Methode durch Land.
	Seite 209
	Seite 210
	Seite 211

	E. Einige Eigenschaften und Anwendungen der Culmannschen Trägheitsellipse.
	Geometrische Vorbemerkung.
	Seite 211
	Seite 212

	Antipol der Geraden und Antipolare des Punktes in Bezug auf eine Ellipse.
	Seite 212
	Seite 213
	Seite 214
	Seite 215

	Eigenschaften der Tangenten Culmannscher Trägheitsellipsen und entsprechender Konstruktionen.
	Seite 215
	Seite 216
	Seite 217
	Seite 218

	Auftreten konfokaler Kegelschnitte.
	Seite 218
	Seite 219
	Seite 220

	Auftreten von Lemniskaten und Hyperbeln.
	Seite 220
	Seite 221
	Seite 222


	F. Ersatz der homogenen ebenen Fläche durch drei Massenpunkte nach Reye.
	Der allgemeine Fall.
	Seite 222
	Seite 223
	Seite 224
	Seite 225
	Seite 226
	Seite 227

	Der Sonderfall gleicher Massenpunkte.
	Seite 227
	Seite 228
	Seite 229

	Beispiele: Dreieck, Rechteck, Parallelogramm.
	Seite 229
	Seite 230
	Seite 231

	Kreis, Ellipse.
	Seite 231
	Seite 232

	Schlussbemerkungen zu den graphischen Methoden.
	Seite 232



	Abschnitt VIII. Schwerpunkte und statische Momente homogener Körper.
	Polare, axiale und Planmomente erster Ordnung.
	[Seite]

	Beispiel der Halbkugel.
	[Seite]
	Seite 234

	Schwerpunkt eines Systems homogener Massenpunkte.
	Seite 234
	Seite 235
	Seite 236
	Seite 237

	Allgemeine Sätze.
	Seite 237
	Seite 238

	Körper von der Ordnung Null.
	Seite 238

	Körper erster Ordnung und ihre Stumpfe.
	Seite 238
	Seite 239

	Körper zweiter Ordnung.
	Seite 239
	Seite 240

	Kugelsektor.
	Seite 240
	Seite 241

	Stumpfe der Körper zweiter Ordnung.
	Seite 241
	Seite 242

	Körper gemischter Ordnung bis zum zweiten Grade.
	Seite 242
	Seite 243
	Seite 244
	Seite 245
	Seite 246
	Seite 247
	Seite 248
	Seite 249
	Seite 250
	Seite 251

	Querschnitte höheren Grades.
	Seite 251
	Seite 252
	Seite 253

	Negative und gebrochende Exponenten.
	Seite 253
	Seite 254

	Schraubengewinde.
	Seite 254
	Seite 255
	Seite 256

	Parabolisch abgeschnittene Körper.
	Seite 256
	Seite 257

	Anwendungen der Schwerpunktslehre auf Stabilität, Auftrieb bei schwimmenden Körper, Pendel, einfache Maschinen, kosmische Massen u. dgl.
	Seite 257
	Seite 258
	Seite 259
	Seite 260
	Seite 261


	Abschnitt IX. Die Trägheits- und Centrifugalmomente der wichtigsten Körper.
	A. Allgemeines über Planmomente, Axialmomente und Polarmomente zweiter Ordnung.
	[Seite]
	Seite 263
	Seite 264
	Seite 265

	B. Die einfachsten Formen, besonders von der Ordnung Null.
	Prisma, Cylinder, Anwendung auf Atwoods Fallmaschine.
	Seite 265
	Seite 266
	Seite 267
	Seite 268

	Anwendung auf Fadenspannung bei von Fäden ablaufenden Cylindern.
	Seite 268
	Seite 269
	Seite 270
	Seite 271

	Anwendung auf Körper, die zugleich rollen und gleiten.
	Seite 271
	Seite 272

	Korrektur des Reibunswinkels bei solchen Problemen.
	Seite 272
	Seite 273

	Rollen und Gleiten der Kugel auf schiefer Ebene.
	Seite 273
	Seite 274

	Rollen und Gleiten des Cylinders auf horizontaler Ebene.
	Seite 274
	Seite 275
	Seite 276
	Seite 277
	Seite 278

	Rollen und Gleiten beliebig gestalteter Körper auf schiefer Ebene.
	Seite 278
	Seite 279
	Seite 280

	Ein dynamisches Übungsbeispiel.


	Seite 280
	Seite 281
	Seite 282

	Senkrechte Prismen und Cylinder, Veranschaulichung ihrer Trägheitsmomente.
	Seite 282
	Seite 283

	Konstruktion der Ausdrücke aⁿ
	Seite 283


	C. Körper von der Ordnung 1.
	Dreieickskörper.
	Seite 283
	Seite 284
	Seite 285

	Drehungsparaboloid.
	Seite 285
	Seite 286


	D. Körper von der Ordnung 2.
	Senkrechte Kreiskegel.
	Seite 286

	Parabolischer Cylinder.
	Seite 287
	Seite 288


	E. Körper gemischter Ordnung bis zur zweiten Potenz.
	Seite 288
	Seite 289
	Drehungsellipsoid
	Seite 289
	Seite 290

	Dreiachsiges Ellipsoid.
	Seite 290
	Seite 291

	Segmente und Schichten der Kugel und des Ellipsoids.
	Seite 291
	Seite 292
	Seite 293
	Seite 294

	Hyperboloid.
	Seite 294
	Seite 295


	F. Einige Körper höherer Ordnung.
	Allgemeine Körper n[ter] Ordnung.
	Seite 295
	Seite 296

	Drehungskörper höherer Ordnung.
	Seite 296
	Seite 297

	Der Drehungskörper mit symmetrischer Schnittfläche.
	Seite 297


	G. Der Drehungssatz für die Trägheitsachsen.
	Hülfsaufgaben.
	Seite 298
	Seite 299
	Seite 300

	Trägheitsmoment für beliebig gerichtete Achsen.
	Seite 300

	Bedeutung des Centrifugalmoments.
	Seite 300
	Seite 301

	Das Trägheitsellipsoid.
	Seite 301
	Seite 302
	Seite 303

	Bestimmung der Hauptachsen aus gegebenen Momenten.
	Seite 303

	Dynamische Bedeutung der Hauptachsen.
	Seite 304

	Symmetriefälle.
	Seite 304
	Seite 305
	Seite 306

	Beziehungen zwischen Plan-, Axial- und Polarmomenten.
	Seite 306
	Seite 307

	Verschiebungssätze.
	Seite 307
	Seite 308

	Drehungssatz für Planmomente.
	Seite 308
	Seite 309

	Möglichkeit von Fixpunkten.
	Seite 309
	Seite 310

	Fixpunkte bei regelmässigen Prismen.
	Seite 310
	Seite 311

	Bemerkungen über Planmomente.
	Seite 311
	Seite 312

	Beispiele von Centrifugalmomenten.
	Seite 312
	Seite 313
	Seite 314
	Seite 315

	Das zweite Central-Ellipsoid.
	Seite 315
	Seite 316
	Seite 317

	Anwendbarkeit der Lehre von den Trägheits- und Centrifugalmomenten.
	Seite 317
	Seite 318



	X. Anhang.
	Die Schwungradtheorie als elementares Beispiel.
	[Seite]
	Seite 320

	A. Das Schwungrad als Ansammler der Energie.
	Seite 320
	Seite 321
	Seite 322
	Seite 323
	Seite 324
	Seite 325

	B. Schwungrad und Centrifugalkraft.
	Seite 325
	Seite 326

	C. Die ausgleichende Arbeit des Schwungrades bei der einfachen Kurbelbewegung.
	Seite 326
	Seite 327
	Seite 328
	Seite 329
	Seite 330
	Seite 331
	Seite 332
	Seite 333
	Seite 334
	Seite 335
	Seite 336
	Seite 337
	Seite 338
	Seite 339
	Seite 340


	Vorsatz
	[Seite]
	[Seite]

	Rückdeckel
	[Seite]
	[Seite]

	Rücken
	[Seite]


