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fehr hanblidjen gorntat 16/11 cm . finb, tote au? obiger Stufphlung
heröorgeht, für (Spmnafien, fRealfdjulen, Sehrerfeminare, höhere SRäbdjen»
fdfulen unb öertoanbte Slnftalten beftimmt . ® ie öon berufenfter Seite
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© übb . 83 t . f. tjölj . Unterr . * Stuft . : Nad )öem bie gtoei erfteit
Stuflagen pon Nr . 10 bet © öfdfenfchen (Sammlung (Nibelungen nnb
ßubrun in StuSroaljl) beifällige Stufnapme unb fetfr rafdjen 2lbfa| ge»
funben haben , fiitb Herausgeber unb Verleger übereingetommen , biefe
Nummer in j$wei SBänbrfjeu ju ^erlegen : a) ® cr Nibelitnge Nöt sc .
b ) Shtbruit nnb ® ietrid ; epen . ®aburd ) ift eS möglid ) geworben , ben
Sejt äu öermehren unb lfm , jowie baS 2Börterbuch, mit größeren Settern
ju brmfen . . . . SBir jweifctn nicht, baß bie borgenommene Stenberung ,
bie gewiß ben Sßünfdjen bieter Schulmänner entgegenfommt , biefer Sin »
Ieitung in baS mittelfwchbeutfche Schrifttum biete neue ffreunbe 5U»
fuhren Wirb .

® eutf dfe Beßrerjeitg ., 83ertin : gn fttappfter , aber bocfj att-
gemein Perftänblidfer fform Bietet uns Dr . $ raa @ bie © cologic . S3e»
fonberS aber t)at uns baS 14. Sänbdjeit , welches bie if3ft)d)ologie nnb
Sogil enthalt , ungemein attgefprochen. (SlfenhanS bcrfteljt eS , für biefen
Se^rgegenftanb Qmtereffe ju erregen . 23er größere SBerfe nicht burch»
junefmen bermag , wer fjalb SSetgeffcneS auffrifdjen witt , wer in Stürze
Sogit unb iffpdiotogie in ben ©runbjügen in leicht faßlidjer 2Beife fid)
«neignen witt , ber greife ju biefem 33üd|tein . Sr wirb ’S nidit bereuen.
BefftngS tjßtjitotaS , ber Betanntfidj in antifem © ewaitb ben (Seift beS
fiebenfaßrigen Krieges unb bor altem bie ®entart griebridjS beS ©roßen
fdjilbett . unb bie iJ3oefie beS fiebeniätjrigen ffriegcS finb ecf»t patriotifdje
nnb tjerjerfreuliche © aben . Nad ) ben borliegenben 23änbd)eit fteßen wir
nicht an , bie gan ^e Sammlung aufs angelegentlichfte nid )t allein ftimt
©ebrauch in höheren ©chulen , fonbern auch aut ©elbftbelehrung p
empfehlen. ‘‘

© dfwäbifdjer Ntertur : ®er betannte Jenaer ipäbagog ißrof .
Dr . SB . Kein giebt in ber „ tßübagogif im ©runbriß " eine nicht ttnr licht*
bolle , fonbern gerabejn feffelnbe ®arftettung ber prattifdien unb ber tfieore*
tifdjen ißäbagogif . Qebermann , ber fid) für SrjiefiungSfragen iutereffiert ,
barf man baS 83üd)tein Warm empfehlen . Nicht minber trefflich ift bie
S3earbeitung, Welche ber Ntarburger ©ermanift lauffmann ber ® eutf <hen
Nii | t ()oloiiie gewibmet hat . ©ie Beruht burchauS auf ben neneften
fjorfdjiutgen , wie fich an nicht wenigen ©teilen, j . 83. in bent fdjönen
ßapüet über 85atbr, ertennen läßt .

© taatSan ^ eiger : ®aS 20 . 83änb <hen , baS einen Slbriß ber
bentfdjen ©rammatit unb im Slnljange eine fnrje © cfrf)id)tc ber bent *
fchen ©prache enthalt , bietet auch eine gute UcBerfid )t ber beutfdfen
Sprachlehre unb beutfchen ©prachgefchichte . ®ie llare unb Inappc ®ar »
ftettung giebt auf engem Kaum einen überrafchenb reichen Stoff , fie
ift mehr ins Sinjetne eingehenb, als baS fleine 83anbd)en erwarten laßt .

Nfätj . Kurier : Slu<h in ber griechifdjen SlltertumStunbe non
Dr . N. SNaifdj ift bie ®arftettung concis unb , ohne ben wiffenfchaft*
liehen Stjaratter ju oerteuguen , populär im beften Sinne beS SBorteS .
® rucf unb .Rapier firtb , wie Bei alten 23ünbct)en ber „Sammlung
© ö f d) en "

, ocrgüglid ) ; ber SinBanb ift gut unb gefchmadooll. ®abei
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Arithmetik , Algebra und niedere Analysis .

I . Abschnitt .

Grundoperationen und Kombinatorik .

§ 1 . Benennungen .
Summe : a + b ; a und b Summanden .
Differenz : a —- b ; a Minuend , b Subtra¬

hend .
Produkt : a . b ; a und b Faktoren (a Mul¬

tiplikator , b Multiplikand ) .
Quotient : a : b ; a Dividend , b Divisor .

§ 2 . Addition.
1 . a + b b -j- a .
2 . a + (b + o) = a + b + c

= a -|- c + b = b + a + c = b + c + a
= c + a + b = c + b + a

2 . ' a -|- (b + c + d + . . . . ) = a + b + c + d + . . . .
= b -(- a -j- c —f- d. -J- . . . . = . . . .

3 . a + 0 == 0 ; 0 + a = a ; 0 + 0 = 0.

§ 3 . Subtraktion .
1 . Erklärung : (a — b ) + b = a .
2 . a + b — b = a .
3 . a — a = 0 ; a — 0 = a ; 0 — 0 = 0.



8 Grundoperationen und Kombinatorik .

§ 4 . Negative Zahlen .

( 7 - 5 = 2
1 . Erklärung : j 5 — 5 = 0

{ 5 — 7 — — 2
/ + a + (+ b) = + a + b

^ \ - a + (+ b) = - a + b
O / + a + ( — b) = + a — b

\ — a -j- ( — b ) = — a — b
, / + a - (+ b ) = + a — b

l — a — (-j- b) = — a — b
( -fa — (— b) = + a + b

a — (— b) = — a + b

(a + b ) — a = b
a — a = 0

a — (a + b) = — b.

Zusammenstellung :
/ + (+ b ) = + b
\ - (- b) = + b
f + (_ b) = - b
\ - (+ b ) = ~ b

§ 5 . Verbindung von Addition und Subtraktion .
Gesetze erster Stufe :

a -j- (b + c) = a + b -j- c
a —|— (b — c) — a “j- b c
a + (b — c — d) = a + b — o — d
a —j— ( — b — d ) — a — b [ c d.

!
a — (b -j- c) = a — b - ■c
a — (b — c) = a — b + c
a — (— b —{— c — d) = a + b — c - |- d .

3 . a — b + c — d = a + c — b — d = a + c — d — b
= — b + a + c — d = .

Klammerregeln :
1 . Regel : Eine Klammer , vor der ein -(- Zeichen

steht , kann ohne weiteres weggelassen werden ; jedes in
der Klammer befindliche Glied behält sein Zeichen .

2 . Regel : Eine Klammer , vor der ein — Zeichen
steht , kann weggelassen werden , wenn alle in der Klam¬
mer befindlichen freien + in — Zeichen und umge¬
kehrt verwandelt werden .



Multiplikation . 9

3 . Regel : Kommen in einem Ausdruck nur + und
— Zeichen vor , so kann eine einem -f- Zeichen folgende
Reihe von Gliedern ohne weiteres von einer Klammer
umschlossen werden ; die einem — Zeichen folgenden
Glieder dürfen nur dann von einer Klammer umschlossen
werden , wenn man die von der Klammer zu umschliessen -
den freien + in — Zeichen und umgekehrt verwandelt .

§ 6 . Multiplikation .
1 3 . a = a + a + a

r arung .
^ m >a == a _|_ a _|_ tt >t _j_ a (m Summanden ) .

1 .
2 .
3 .

4 .

l . a = a ; 0 . a = 0 ; 0 . 0 = 0.
a . b = b . a .
(a + b) . c = ac + bc ; (a — b ) . c = ac — bc .
' (a + b ) (c + d) = ac + bc + ad + bd

(a + b) (c — d) = ac + bc — ad — bd
(a — b) (c -l- d) = ac — bc -j- a,d — bd

. (a - b) (c - d) = ac - bc - ad + bd .

Zusammenstellung .

5 .

6 .

(+ b ) (+ d) = + bd , kurz : - |- |- = +
(+ b) (- d) = - bd , „ + • - = -
(_ b) (+ d) = - bd , „ - . + = -
( — b) ( — d) = + b d , „ - . — = 4 -

(— a) (- b ) (— c) = — abc ; ( - a) (— b) (— c) ( - d)
= + ab cd .

Bei ungerader Zahl der negativen Faktoren ist das
Produkt negativ , bei gerader Anzahl positiv .

7 . (a + b) 2 = a2 + 2 ab + b 2.
8 . (a + b + c + d)

2 = a 2 + 2ab + 2ac + 2ad + h 2
+ 2 bc + 2bd + c 2 + 2 cd + d2.

9 . (a + b)3 = a3 + 3 a2 b + 3 ab 2 + b 3.
10. (a + b) 4 = a4 + 4 a3 b + 6 a 2 b 2 + 4 ab 3 + h 4.
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11 . Binomialtafel :

i , 1 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5

u . s . f .
1

(Binomischer Lehrsatz s . § 28 .)
( a3 + b 3 = (a -j- b) (a2 — ab -J- b 2)1A \ a6 + b 5 = (a + b) (a4 — a3 b + a 2 b 2 — ab 3 + b5)

u . s . f.
j a3 — b3 = (a — b ) (a 2 + ab + b 2)ö ‘ \ a5 — b 5 = (a — b) (a4 + a3 b + a 2 b2 + ab 3 + b4)

u . s . f.
' a2 — b 2 = (a -)- b) (a — b)

a4 - b 4= (a 2- b 2) (a 2+ b 2
) = (a+ b ) (a - b ) (a2+ b 2)14 ' = (a + b ) (a 3 — a 2 b + ab 2 — b 3)

= (a — b ) (a3 a 2 b + a b 2 + b 3)
u . s . f.

§ 7 . Division .

Erklärung : ( (a ^ ) . b = a
l a . b : b = a .

(+ a) : (+ b ) = + (a : b ) , kurz : + : + = +
(- a) : (- b ) = + (a : b), „ +
(+ a) : (- b) = - (a : b) , „ + -

, (— a) : (+ b ) = — (a : b ) , „ — : + =
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1

a : a = 1 , a : 1 = a , 0 : a = 0;
a : 0 = go (wobei 0 etwas unendlich Kleines ) ;
0 : 0 = unbestimmte Zahl .

( (a + b) : m = (a : m) + (b : m)
3 , | (a — b) : m = (a : m) — (b : m)

I (a — b + c —d) : m = (a : m) — (b : m)+ (c : m) — (d : m) .

§ 8 . Verbindung von Multiplikation und Division .
Gesetze zweiter Stufe :

I
a . (b . c) = a . b . c
a . (b : c) = a . b : c
a . (b . c : d . e) = a . b . c : d . e .

1

a : (b . c) = a : b : c
a : (b : c) — a : b . c
a : (b . c : d . e) = a : b : c . d : e .

3 . a : b . c : d = a . c : b : d = c . a : b : d = c : b . a : d = etc .
Klammerregeln :
1 . Kegel : Kommen in einer Klammer nur freie

Rechenzeichen zweiter Stufe vor und steht vor der¬
selben 1 . ein Multiplikations - oder 2 . ein Divisions¬
zeichen , so darf die Klammer im ersten Kall ohne
weiteres , im zweiten nur dann weggelassen werden,
wenn man sämtliche freien Multiplikations - in Divi¬
sionszeichen und umgekehrt verwandelt .

2 . R e g e 1 : Kommen in einem Ausdruck nur Rechen¬
zeichen zweiter Stufe vor , so kann eine beliebige einem
. Zeichen folgende Reihe von Gliedern ohne weiteres
von einer Klammer umschlossen werden ; die einem
: Zeichen folgenden Glieder dürfen nur dann von einer
Klammer umschlossen werden , wenn man die von der
Klammer zu umschliessenden freien . in : Zeichen und
umgekehrt verwandelt .
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§ 9 . Klammerlose Ansdrücke.
1 . Kommen in einem Ausdruck nur Rechenzeichen

gleicher Stufe vor (nur + und — oder nur . und :) ,
so darf die Reihenfolge der Glieder beliebig geändert
werden , doch darf kein Divisor erstes Glied werden
(s . § Ö3 und § 83) .

2 . Der Gang der Rechnung ist von links nach rechts ,
die höhere Rechenweise ist vor der niederen auszuführen .

§ 10 . Brüche .

Erklärung :

1 .

a
a
a

IT

a u-7- . b = ab
ab-

b
“ = a

a
h t = a’

<» 0 - § 7,2) ,

_
o_
a

_
0_
0 unbestimmte Zahl.

2.
a

1
b a + b

X — X X
b ab b

b . a . - — - - ^ a =
c c ; c

a a
4 . TT : 0 = :ü—

b c
b c ac

5 . a :
c

a * b T
an a a : n a

D. h^ ~ b ’ b : n
'~ b

a c ac
7 . TT • T =

bd

ba
c
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_ b ' + b b ’ - b~"
-f b + b

a — b b — a b — a a — b
c — d d — o c — d d — c

§ 11 . Proportionen .

Wenn a : b = c : d, dann ist -rr- = - 5- undb d
1 . a : c = b : d , c : a = d : b,

b : a = d : c , c : d = a : b,
b : d = a : c , d : b = c : a,d : b = c : a,

d : c = b : a , d . h . :
In einer Proportion kann man die inneren Glieder

unter sich , die äussern Glieder unter sieb vertauschen
und es dürfen die inneren Glieder zu äusseren , und
die äusseren zu inneren gemacht werden .

2 . a d b c , d . h . :
Das Produkt der äusseren Glieder ist gleich dem

Produkt der inneren .
Umgekehrt : Sind zwei Produkte aus je zwei Fak¬

toren einander gleich , so kann aus denselben eine^
Pro¬

portion gebildet werden . Die Faktoren des einen Pro¬
dukts werden die äusseren , die des andern die innern
Glieder der Proportion .

3 . a m : b m = c : d, (a : m) : (b : m) = c : d ,
am : b = cm : d, (a : m) : b = (c : m) : d , d . h . :
In einer Proportion darf ein inneres und ein äusse¬

res Glied zugleich mit derselben Zahl multipliziert oder
dividiert werden .

4 . a n : b 1 0 » : d1
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5 . Korrespondierende Addition :

a : (a + b) = c : (c -j - d) j b : (a + b) = d : (c + d) .

Korrespondierende Subtraktion :
a : (a — b ) = c : (c — d) ] b : (a — b) = d : (c — d ) .

Korrespondierende Addition und Sub¬
traktion :

(a 4 - b) : (a — b ) = (c + d) : (c — d"
).

Das erste oder zweite Glied einer Proportion ver¬
hält sich zur Summe oder Differenz des ersten und
zweiten , wie das dritte oder vierte Glied zur Summe
oder Differenz des dritten und vierten .

Die Summe des ersten und zweiten Glieds verhält
sich zur Differenz derselben wie die Summe des dritten
und vierten Glieds zur Differenz derselben .

6 . Wenn a : a, = b : bx = c : cx = . . . = w : 1 ,
dann ist
(a -j- b -J- c -)- ) : (aj - l- b, 4 + • • •) = a : ai — • • • = w •
und
(a m -J- b n -\- c p -|- ) : (a , m -J- bx n -f- cx p . . .) = a : a ,

= . . . w : 1 .

7 . Wenn a : b = c : d
a, : b , == cx : d, , dann ist

( (a aj : (b b x) = (c cx) : (d dx) und
\ (aia, ) : (b : bx) = (o : Cj) : (d ^ ) .

8 . Wenn a : b = c : d und
a : b = c : x , dann ist

x = d .
9 . Stetige Proportion : a : x = x : b.
10. Harmonische Proportion :

(a — b) : (c — d) = a : d ;
stetige harmonische Proportion :

(a — x) : (x — b) = a : b .
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11 . a) Arithmetisches Mittel aus a und b :
a 4 b

a) x

b ) Geometrisches Mittel aus a und b :
x = j/a b.

c) Harmonisches Mittel aus a und b :
2 ab , 1 1/1,1

X = - ;- r , also — = — - 1- - T-
a 4 b ’ x 2

Bei drei Grössen a, b, c ist
a 4 b 4 c 3

a

§ 12 . Potenzen mit ganzen Exponenten.
I . Positive , ganze Exponenten .

J a3 = a . a . a
^ am = a . a . a (m Faktoren ),

a heisst Basis , m Exponent , am Potenz .
( °

1 . a ' ^ a , 0U= 0 , 1 “= 1 , a° = l ; a“ = < 1 , wenn a

( (- 1 ) 8 " = 41 , (— l )2n + l = _ l
2 . J (— a)2 n = : 4 a2 n , (— a )2 n + 1 = — a2 n + 1

[ (a - b)2" = ( b - a)2», (a - b)2 n+ i = - (b - a)2“+ h
3 . am . ar = a '» + r

4.

5 .

6 .

am : ar =

am — r, wenn m > r
1 , „ m = r

1

(a b )m = am bm
am
bm

(am)r = am r

m < r

V
||

A
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7 .

8 .

am '
a — b

a m — b m

-= am — 1 -f- am—2 b -j- a m~ 3 b 2- |- . .- |- ab m 2

+ b m - 1.

_
0
0

: m a ra~
a = b

XI . Negative Exponenten .

Erklärung : a~ ra = -

{

am . a~ r ==
a— m . ar =
a- m . a - r =

{

am : a~ r=
a- m : a r =
a— m : a— r :

a m
a m - r

a — m + r

_ a - m - r .

am + r
a — m - r

- (m -)- r) .

3 . (ab ) -

/ a V
4 ‘ TT

a— m b - m .

r = r a— m r

5 . •! (a ~ m) r = a- mr

(a ~ m ) — r = amr .

§ 13 . Wurzeln .
n -

Erklärung : Wenn xn = a , dann x = j/ a , also

n/-
Benennungen : Bei y a heisst a Radikand , n

Wurzelexponent ;

a = V a

I . Wurzelformeln :
p — n — 2 n 4- 1 —

1 . 1/ 1 = 1 ; yo± = 0 ; j/i = 1 ;
2 n -f 1 - -

V - 1 = - L



Wurzeln . 17
j. .— 2 n -f- 1j-2 . ]/a = a ; ]/a 2n+ 1 = a 7

2 n y-
j/ (— a)2 “ = — a.

3 . f a . y b = j/ab .

2n -f- 11/-
V — a2n+ i -= — a :

4 . j/a : yb = ya : b =
J/ ^ -

5 . ]/ a>- z= a j •

n / nXy- — n , n -
6 . y a i- = ]/ arxj ]/ ar = )/ a— r.

7 - j/w="
8 . a y b = j/a n b .

II . Rationalmachen des Nenners :

1 .

2 .

z _ z y a
yä ä ’

y a + yb

y a + j/b

z 1/ an — 1

3 .

n
/ 7

: (fa - fb ) .
a — b ’

z ( j/T2 + ^ab -f Ĵ )
a + b

1( l a -j- yb — y c )
yr + yb + y ^ (y a + y b ) 2— c

_ z (]Tä4 - y b — ]/
~

cT) (a + b — e — 2y ab ) ,
(a + b — c) 2 — 4 ab ’

besonderer Fall a -f- b = e .
B ü r k 1e n , Formelsammlung . 3
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z z ]/a + / b z ]/ a + y b (a — y b)
4 ' a2 - b

z ]/ (a 2— b) (a — y b)
= a2 — b

III . Zerlegung einer Quadrat - "Wurzel :

]/a + / b =
j

+
"

^
/JLlZZj wobei r = ya 2 — b.

IY . Beispiele für Quadrat - und Kubik
wurzelausziehung :

1 . yi2153116 = 354

_ 9
6 | 353

325
70 )2816

2816

2 . 4413611864 = 354
27

27 17361
135
225

125
3675 1486864

14700
1680

64
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3 . (
25x 6

+ 25x 6
. 30x 5 + 79x4 — 57x 3 -f 58x 2— 21x + -

10xs —- 30x 5- |- 79x4
+ 30x 5+ 9x4

= rw 35x3 — 3x2 + 7x —-

10x 3- Gx2l+ 70x 4
|+ 70x4 + 42x 3+ 49x 2

10x3 — 6x 2+ 14x - 15x3 9x2

+ 15x 3+ 9x 2+ 21x + -l

4 .
3 -
)' (125x9- 225x8+ 660x7- 657x6+ 924x6- 441x4 + 343x3)
+ 125x 9 = 5x3- 3x2+ 7x

75x 6 225x 8

+ 225xs + 135x 7+ 27x6
75x 6—90x5+ 27x 4

|+ 525x 7— 630x 6
|+ 525x 7+ 630x 6+ 189x5

+ 735x 5+ 441x 4+ 343x3

§ 14. Potenzen mit gebrochenen Exponenten .

Erklärung :
_ r
a r ; aa

r r
l . l ^ - i ;

r P_ ~ + ^
2 . a“ . aq = a n q .

r _p_ r p
3 . an : ai — p p

1
*ö
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r r r

4 . (ab ) n = an bn .
r r r

5 . (a : b ) n = an : b n.

§ 15 . Imaginäre und komplexe Zahlen.

Erklärung : i —■ 1 = i (imaginäre Einheit ),
y — a = i y a (imaginäre Zahl ),
a + b i (komplexe Zahl ; Normalform ) .

1 . i = i i* “ = + 1
12 = — 1 j4 n 4" t r— i
13 = — i i< n + 2 r= _ 1
14 = + 1 i< n + 3 — — i.

2 . y — a . y — b = i2 Vab = — yab ; (y — a) 3 = _ a ;
y — a : y — b = ya : b.

3 . Konjugierte komplexe Zahlen : a —{-
"bi und a —bi ,

(a + b i) (a — b i) = a2 + b2.
4 .

"Wenn a + bi = 0, dann ist a = 0 und b = 0,
„ a + bi = x -|- iy ; dann ist a = x , b = y.

5 . Setzt man : a = rcosijp (p Anomalie ) ,
b = r sin cp (r Modulus ) ,
r = ya2 + b2

, dann ist
a -j- b i = r (cos q> + i sin cp) (Kanonische Form )

allgemeiner :
a + b i = r ((cos cp -f - 2 k n) -j- i sin {cp -j- 2 k re)) .
6 . (cos cp + i sin cp) (cos tp + i sin cp)

— cos (cp -f - c]>) -J- i sin (y + 'f ) -
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7 . Moivre ’ s Formel :

(cos cp+ i sin q>) a — cos ™ (2 k n cp) + i sin ™
( 2 k n cp) ;

im einzelnen : (cos <p + sin q>)a = cos n <p + i sin n cp
L 2kw + gp . . 2k 7t -\ - cp

(cos y + i sin q>) n = cos - + i sm — - .

Lo

§ 16 . Logarithmen .
C

Erklärung : Wennc x = a , dann ist x = log a, daher
c c c

Ologa — a . l0g ( c n) = n ; log (c — n ) = — n
c heisst die Basis , a der Logaritlimand , n der
rarithmus .
1 . log ab = log a -f- log h

2 . log log a — log b

3 . log a“ = n log a
n/ 1

4 . log ]/ a = — log a

c c c c
5 . log o = l ; log 1 = 0 ; logO = — co ; logco = co
6 . die Basis der künstlichen , oder gemeinen ,

oder Briggschen Logarithmen ist 10 ; die Basis der
natürlichen Logarithmen , welche mit log nat , oder
log n oder l bezeichnet werden , ist e = 2,71828 . . . (s . § 29)

c
b 10 „ a o b o

7 . log a = . ; log a = log a . log b

log b
8 . Umrechnung der gemeinen in natürliche Loga¬

rithmen :

a) l 10 = log 10 =
io

log 10
io

log 0,43429 . ..
=2,30259 . . .
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10

b ) U = log a = = log a . 2,30259 . . .
log e

Weiteres über Logarithmen s . § 29.

§ 17. Kettenbriiche .
1 . Verwandlung eines gewöhnlichen Bruches

in einen Kettenbruch :
14 1 1 1 1a) 47 47

14 3+ l4 3 + 14
5
1

2 + -

3 +
2 + -

b ) 14
H -

die Nenner sind 3 , 2 , 1 , 4 .

4 [ 4
2 . Statt eines Kettenbruches k kann man stets

folgenden schreiben :
-

1
- , dessen erster Näherungswert -i - , dessen

0 -
0 “t“ ^ zweiter ist .

3 . Verwandlung eines Kettenbruches in
einen gewöhnlichen Bruch .
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Sind B ’ u . s . f . die einzelnen Näherungswerte

des Kettenbruches - so ist :
ai + S

"
+ 1

2 + aa + • • •
Ar . Uf i Ar —|—Ar — i A , 1
B r + ,

—
ar + I B r + B r _ ,

’ Bj
“

a,
’

u . s . f .

A 2
B» a 2 ai + 1

Schema :
j a! '

a 2 . a 31 0 1 a 2 a 3 a 2 H~ 1

0 1 al a! ai J1 a3 (a„ a, + 1 ) + a,

I
32 1 4

1 0 1 2 3 14
0 1 I 3 7 10 47

4 . A r _ , . B r — A r . B r _ , = (— l ) r
Ar - . A, (— l )r
B r — i B r B r _ , . Br
Ar - , A r (— l )r
Br — i B r

< B 2
r _ 1

5 . S ätze :
1 . Die aufeinanderfolgenden Näherungswerte

(N .-W . ) eines Kettenbruches sind abwechselnd

grösser und kleiner als der wahre Wert der¬
selben und zwar sind die ungeraden (der 1 . ,
3 . . . .) grösser , die geraden (der 2 ., 4 . )
kleiner als der wahre Wert des Kettenbruches .

2 . Jeder N . -W . liegt dem wahrenWert des K .-Br .
näher als der vorhergehende .

3 . Der Unterschied des wahrenWertes des K . -Br .
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und eines N .-W . ist kleiner als der reziproke
Wert des Quadrates vom "Nenner dieses N .- W .

4 . Die N .-W
"
. eines K .-Br . sind in den kleinsten

Zahlen ausgedrückt , d . h . Zähler und Nenner
sind relative Primzahlen .

5 . Kein Bruch , dessen Nenner kleiner ist als
der Nenner eines N . -W ., kommt dem wahren
Wert des K .-Br . näher als dieser N .-W.

§ 18 . Kombinationslehre .
I . Permutationen .

1 . Die Permutationen aus n Elementen be¬
stehen aus den Komplexionen, in denen sämtliche Ele¬
mente Vorkommen ; die Gruppen unterscheiden sich nur
durch die Stellung der Elemente.

Die Permutationen von a , b , c , d sind :
ab c d baed cab d dab c
ab de bade ca db dacb
aebd b ca d cb a d db ac
aedb beda ebda db ca
a d b c b da c edab de ab
a d cb b de a c db a deba

2 . Die Anzahl der Permutationen aus n verschie¬
denen Elementen ist :

P (n) = 1 . 2 . 3 . . . (n— 1 ) . n
= n ! („ n Fakultät “ )

3 . Sind unter den nElementen « unter sich gleiche
Elemente , ebenso ferner ß und y je unter sich gleiche
Elemente, so ist die Anzahl der Permutationen :

P (n) _ n !
0 , ß , y)

— “ ! ß ' y !
Bestehen die n Elemente aus 2 Gruppen von r und

n — r je unter sich gleichen Elementen , dann ist die
Anzahl :
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P (n) _ n ! _ n (n — l ) (n — 2) . . . . (n — r -fl )
(r , n — r ) r ! (n — r ) ! r !

I, vergl . § 21 .

4 . Irgend zwei Elemente einer Komplexion bilden
eine Nichtfolge (Inversion ) , wenn das erste Element
höher ist als das zweite .

Durch Vertauschung zweier Elemente einer Kom¬
plexion ändert sich die Zahl der Nichtfolgen um eine
ungerade Zahl .

II . V ari ationen .
5 . Die Variationen aus n Elementen der rten

Klasse bestehen aus allen Komplexionen , die sich aus
je r der n Elemente bilden lassen . Die Variationen
zweiter Klasse der 4 Elemente ab cd sind :

ohne Wiederholung mit Wiederholung
ab ac ad aa ab a c ad
ha b c bd b a bb bc bd
ca cb c d ca cb cc cd
da db de da db de d d

6 . Die Anzahl der Variationen aus n Elementen
zur rten Klasse ist

V r (n) = n (n — l )(n — 2) . . . . (n — r+ 1) = ^ j . r ! (s . § 21)
Vn (n) = n (n — 1) (n — 2) . . . . 1 = n ! (Permutationen ) .

7 . Die Anzahl der Variationen mit Wieder -
t

h o 1 u n g ist : V (n) = nr.

III . Kombinationen .
8 . Die Kombinationen aus n Elementen zur rten

Klasse sind die Komplexionen , die sich aus je r der
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n Elemente bilden lassen , wobei aber blosse Verstellung
der Glieder keine neue Kombination ergiebt .

Eie Kombinationen der vier Elemente a , b , c , d zur
zweiten Klasse sind :
ohne Wiederholung : ab , ae , ad, ' bc , bd , cd ;
mit „ aa , ab , ae , ad ; bb , bc , bd ; cc,
cd ; dd .

9 . Die Anzahl der Kombinationen aus n Elemen¬
ten zur rten Klasse ist

n (n — 1) (n — 2) . . . . (n—r
r ! (n—r ) !r !

Aus den Kombinationen ergeben sich die Varia¬
tionen, wenn man die Elemente der einzelnen Kombi¬
nationen permutiert .

10 . Die Anzahl der Kombinationen aus n Elemen¬
ten zur rten Klasse mit Wiederholung ist

K; (n) = i <°+ 1) (n+ 2 ) -
;
- (n + .

r ^ )
== (n + r - l )r

§ 19. Determinanten .

Unter der Determinante eines Systems von
n2 Elementen a„ a2 , . . . . an , b, , b2, . . . . bn , . versteht
man die Summe -2'

(+ a i c3 in welcher jedes Glied
alle Buchstaben und Indices ohne Wiederholung ent¬
hält und welche zugleich alle möglichen Produkte um¬
fasst, die durch Permutation der Indices gebildet wer¬
den können. Jedes (alphabetisch geordnete) Glied ist
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positiv öder negativ zu setzen , je nachdem die Anzahl
der Nichtfolgen der Indices gerade oder ungerade ist .

2 . Der Wert einer Determinante wird nicht ge¬
ändert , wenn die Vertikal - als Horizontalreihen und
umgekehrt geschrieben werden . Z . B .

a l \ a i a 2
a 2 b 2 bi b ,

3 . Werden irgend zwei Horizontal - oder zwei Ver¬
tikalreihen mit einander vertauscht , so ändert sich das
Vorzeichen der Determinante .

4 . Sind in einer Determinante zwei Horizontal¬
oder zwei Vertikalreihen völlig übereinstimmend , so ist
der Wert der Determinante gleich Null .

5 . Bezeichnet man in einer Determinante A den
Faktor von ar mit A r (TTnterdeterminante ) , den von b r
mit B r , dann ist

A — a, Aj -j- a2 A 2
-j- . "Fa, , A n

= bi B , + b 2 B 2 . + bn B n
= . . . . , ferner ist

b , Aj -j- b2A 2 — . . . . —(- bnA n = Cj A t + c2 A 2 . . . . cn A n = 0 .
6 . Wenn alle Elemente einer Horizontal - oder einer

Vertikalreihe mit demselben Faktor multipliziert sind ,
so ist die Determinante mit diesem Faktor multipli¬
ziert . Z . B .

ka , b t Cj a i \ C1
ka 2 b2 c2 = k . a 2 ^ 2 C2
ka g b3 c3 a 3 ^ 3 C3

Sind alle Elemente einer Reihe 0, so ist die ganze
Determinante gleich Null .

7 . Wenn jedes Element einer Reihe eine Summe
zweier Grössen ist , so ist die Determinante in die
Summe zweier Determinanten zerlegbar ; z . B .
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a i + ®i b i ° i a , b , c , “ l b l ° 1
a 2 + « 2 b 2 ° 2 = a 2 b 2 C2 + « 2 b 2 C2
a 3 + “ 3 b 3 ° 3 a 3 b 3 ° 3 « 3 b 3 ß3

oder : (a , + ) \ + (a2+ aa) A2 -f (a3-]_ «3) A3= at A , + a2As
+ asA3 + «i Äj + «2A2+ “3A3.

Bestehen die Glieder einer Beihe aus m , die einer
andern aus n und die einer dritten aus p Summanden,
so ist die Determinante in m . n . p Determinanten zer¬
legbar.

8 . Der Wert einer Determinante bleibt unverändert ,
wenn man zu den Elementen einer Beihe beliebige,
gleich vielfache der entsprechenden Elemente einer an¬
dern Beihe addiert ; z . B .

a i b l C1 a i b l C1 H- ba i
a 2 b 2 C2 = a 2 b 2 C2 + ka 2
a 3 b 3 C3 » 3 b 3 ° 3 + k £l3

9 . Wenn
ai bi ci “1 ßi 7i

D = a2 b2 C2 und A = “2 ßi 72
a3 b3 ° 3 “3 ßs 73

ai « i + ft + o1 Yl a, «2
Jr \ ß2 + c , y2

D . 4 = »2 “l + b2 ßl + °2 7, »2 «2 + \ ßz + C2 72
a 3 « 1 + b 3 ßl + c 3 7 ! a 3 « a + b 3 ß % + c 3 y 2

a! «3 + b i ß> + ci 73
a2 “3 + b2 ß3 + c2 y3
a3 “3 + b3 ßz + °3 7s

10. Wenn alle diejenigen Elemente einer Determi¬
nante verschwinden, welche m Vertikal - mit n — m Hori¬
zontalreihen gemeinschaftlich haben , so lässt sich die¬
selbe in das Produkt zweier Determinanten zerlegen;
z . B . :
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ai K ci di ei
a2 b2 C2 ^2 e2 a , b,

c 8 d 3 e 3

0 0 ° 3 d 3 e 3 a„ b .
c4 d4 e4

0 0 C4 d4 e4 C5 ds e5
0 0 % d 5 e 5

11 . Jede Determinante kann auf folgende Weise
erweitert werden :

a i \ c i
a2 b2 c2
a 3 ^*3 C3

1 ßi ß i ß<l ßz
0 1 ßj ß 2 « 3 |
0 0 a, bj ct I
0 0 a2 b2 c2 I
0 0 a8 b3 c3

§ 20 . Wahrscheinlichkeitsrechnung .
1 . Ist für ein Ereignis die Anzahl aller möglichen

Fälle m , die der günstigen Fälle (Treffer) t , so ist die
Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen :

t
w = — ,m .

für das Nichteintreffen
m — t

u = - = 1 — w, alsom ’
I . w -f- u = 1 .

2 . Ist bei m möglichen Fällen w4 = ~ die Wahr -
scheinlichkeit für das Eintreffen des Ereignisses E , und
w2 = -^ - diejenige für das Eintreffen von E 2, so ist die
Wahrscheinlichkeit dafür , dass entweder E , oder E2eintrifft :

ii . w = w , + w2;
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3 . Die Wahrscheinlichkeit , dass mehrere Ereignisse
E E 2, E3 . . . gleichzeitig (oder nacheinander ) ein-

treffen , ist :
III . W = w, . w2 . w3 . . . .

4 . Die Wahrscheinlichkeit , dass von zwei Ereig¬
nissen E , und E2 das erste eintrifit , ist

IV . Wz w, + w2
Soll von zwei Ereignissen E , und E 2 eintreten :
1 . E t und E 2, so ist AV = w, . w2 ;
2 . Eu aber nicht E ä , so ist AV = w, ( 1 — w2) ;
3 . E , nicht , aber E 2, so ist AV = ( 1 — w, ) . wa ;
4 . Eines , aber nicht beide , so ist AV = w, ( 1 — w2)

+ (i — wi ) • w2 ;
5 . Höchstens eines von beiden , so ist

W = 1 — w, w2 ;
6 . Wenigstens eines von beiden , so ist

AV = w, + w2 — w, w2 ;
7 . Beide oder keines , so ist AV = 1 — w, ( 1 — w2)

— (1 — Wi ) wa ;
8 . E , n mal , E 2 m mal in bestimmter Reihenfolge ,

dann ist AV = w,“ . w2
m ; ist die Reihenfolge

beliebig , dann ist

w = (n + m) !
n ! ml 1

§ 21. Binomialkoeffizienten .

1 . Der Bruch
° (?-~ 1 } (° ~

^
~(n ~ r

-± ^ = ( ; ) ,

gelesen „n über r “
, heisst Binomialkoeffizient .

2 . Ist n positiv und ganz , so wird l
) = 0 , wenn



Arithmetik , Algebra und niedere Analysis .

I . Abschnitt .

Grundoperationen und Kombinatorik .

§ 1 . Benennungen .
Summe : a + b ; a und b Summanden .
Differenz : a —- b ; a Minuend , b Subtra¬

hend .
Produkt : a . b ; a und b Faktoren (a Mul¬

tiplikator , b Multiplikand ) .
Quotient : a : b ; a Dividend , b Divisor .

§ 2 . Addition.
1 . a + b b -j- a .
2 . a + (b + o) = a + b + c

= a -|- c + b = b + a + c = b + c + a
= c + a + b = c + b + a

2 . ' a -|- (b + c + d + . . . . ) = a + b + c + d + . . . .
= b -(- a -j- c —f- d. -J- . . . . = . . . .

3 . a + 0 == 0 ; 0 + a = a ; 0 + 0 = 0.

§ 3 . Subtraktion .
1 . Erklärung : (a — b ) + b = a .
2 . a + b — b = a .
3 . a — a = 0 ; a — 0 = a ; 0 — 0 = 0.
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r > n ; ist aber n gebrochen oder negativ , so wird

für keinen Wert von r Null .

II . Abschnitt .
Reihen .

A . Endliche Reihen .
§ 22. Arithmetische Reihen erster Ordnung.

Reihe : a , a + d , a + 2d , . . . . a -)- (n — l ) d.
1 . z = a + (n —■1) d .
„ _ (a + z) . n (2 a + (n — 1) d) . n

8 ~
2

_ 2

§ 28 . Geometrische Reihen .
Reihe : a , aq , aq 2

, aq 3 . . . . aq"“ 1.
1 . z = a qn_ 1.
o _ _ a (qn — l ) __ qz — a

s . ^ >
q — 1 q — 1
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3 . Ist n = oo und 0 < q < 1 , dann ist s = -

l + x + x

1

2 + x3 +
4.

! - * + ** - x * +

1
—

1 — X
1

“
1 + *

0 < x < 1 .

1

§ 24. Zinseszins - und Kentenreclinung.

Zinsfuss p °/o , Zinsfaktor q 1 -f- , ursprüng¬
liches Kapital a; angewachsenes b, Zahl der Zinsperi¬
oden (Jahre ) n , Rente r .

1 . b = aq n (Zinseszinsformel) .
r (qn —. q )

2 . b = a qn + ^ (erste Rentenformel ).

3 . b =

4 .

5 .

b =

r (T - l )
1 — 1

rq (qn — 1)
1 — 1

q“ — 1

(zweite Kentenformel) .

(l — 1 ) • 1 “ 1 — 1

(dritte Kentenformel ),
r / . 1

1" )
1

1 - ~
J (n = » ) .

6 . b qn = b Pi 1n -
100 q — 1 '

1 . Giebt den Endwert an, auf den das Kapital a
in n Jahren durch Zinseszins anwächst.

2 . Giebt den Endwert an , den a durch Zinseszins
erreicht, wenn dasselbe am Ende jedes Jahres noch um
r vermehrt oder vermindert wird ; wird a in n Jahren
aufgezehrt, so ist b = 0.

3 . Giebt die Summe an , welche bis zum Ende des
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nten Jahres erreicht ist , durch eine am Ende jedes
Jahres erfolgende Zahlung r .

4 . Stellt denselben "Wert dar wie 3 , wofern die
Zahlung r am Jahresanfang geleistet wird .

5 . a ist das Ablösungskapital (Mise ) einer
n mal am Jahresende wiederkehrenden Rente .

5 ' . a Ablösungskapital einer immerwährenden Rente .
6 . Amortisation . Die Gleichung giebt die

Bedingung an , unter der ein Kapital b in n Jahren
durch Verzinsung mit p ,

°/0 getilgt werden kann , wenn
der Zinsfaktor (bei dem üblichen Zinsfuss p) q ist .

§ 25. Arithmetische Reihen höherer Ordnung .

1 .
.

Reihe : y0 y, y2 y3 y4 . . . . ya
erste Differenzenreihe : dy 0 Jy , Jy 2 Aj a . . . .
zweite „ J 2y0 A 2y, J 2y2 . . . .
dritte „ d 3y0 J 3yt . . . .

A r + 1 ym = Ar j m + 1 - A* ym .
Ist die rte Differenzenreihe konstant , so ist die Reihe

von der ' rten Ordnung .

2 . y» = y « + ( j ) Aj 0 + ft ) 4 2 y „ + ft ) 4 * y 0

+ . . . . + A r jo .

Sätze : 1 . Das Glied yn einer Reihe rter Ordnung
ist eine ganze Funktion rten Grades von n .

2 . Ist y„ = a0 + a, n + a2 n 2 . . . . -j- ar nr also eine
ganze Punktion rten Grades von n , so ist die Reihe ,
welche man erhält , indem man n = 0, 1 , 2 . . . . setzt,
von rter Ordnung .

"Wenn die Reihe mit y, anfängt , dann ist :
B ii r k 1 e n , Formelsammlung . 3
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ya = y1 + (
n

1
X

^ yi + 1 \ i 2 ] /n

+ • • • • + (
n

r
1
) i r y1.

3 i
A 3 y>

/n + V3 . = (
“

I
1

) y0 + (
n + 1

) 4 y0 + 1
) 4 2 y0

+ . . . . + (
“TtM' y.<?ii)

oder bei der zweiten Bezeichnung :
s“ = ( l ) yi + ( 2 ) 4 ^ + ( 3 ) 42y i + - - " + (r + l ) <4ryi -

4 . l 2-f- 2 2 -f3 2 + . . . . + n 2 = ^ j
- (2n -|- l ) (n + l ) . n ;

l 3 + 23 + 33 + _ ^ n3 = -j
*- (n + l )3

. n\
5 . Figurierte Zahlen ,

a . Polygonalzahlen :
Dreieckszahlen : 1 3 6 10 15 21 . . . ., ^ 2̂

^
) '

Yiereckszahlen : 1 4 9 16 25 n2,
3n 2 — nFünfeckszahlen : 1 5 12 22 35 . . . - 5- .
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b) Pyramidalzalilen .

dreieckige : 1 4 10 20 35 . . . . , (
"
j^

^
j 1 .

n + 1
'

viereckige ; 1 5 14 30 55 . . . ^ + 2 ^ ^
*
j ,

fünfeckige : 1 6 18 40 75 . . . ., (a
l,

”
+ 3 ^

1 \

B . Unendliche Seihen .

§ 26 . Konvergenzbedingungen .
1 . Eine Reihe sn = a0 -f- a, -(- a2 -)- . . . . an

heisst konvergent , wenn die Grenze von s„ bei un¬
begrenzt wachsendem n eine endliche Zahl ist .

2 . die abnehmende geometrische Reihe ist konver¬
gent , also 1 -f x + x 2 + x 3 + . ist konv . , wenn der
absolute Betrag von x < 1 .
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3 . Eine Keihe ist konvergent , wenn sie von einem
bestimmten Glied an konvergent ist und kein voran¬
gehendes Glied unendlich gross ist .

4 . Eine Keihe ist konvergent , wenn jedes Glied
derselben kleiner ist als das gleichvielte einer konver¬
genten Keihe.

5 . Erste Hauptkonvergenzbedingung :
Eine Keihe von positiven Gliedern ist konvergent , wenn
von einem bestimmten Glied ab der Quotient aus einem
Glied und dem vorhergehen < 1 und wenn auch

lim ^ +
9j n

< 1 .
n = a >

Ist der Grenzwert gleich 1 , so kann nur eine be¬
sondere Untersuchung über Konvergenz oder Divergenz
entscheiden.

6 . Zweite Hauptkonvergenzbedingung :
Eine Reihe mit abwechselnden Zeichen konvergiert ,
wenn die Glieder von einer bestimmten Stelle an ab¬
nehmen und lim a „ = 0

(Bei einer Reihe mit gleichen Zeichen ist diese
Bedingung notwendig, aber nicht hinreichend .)

7 . Jede Keihe mit negativen oder abwechselnden
Gliedern ist konvergent , wenn sie konvergiert , falls
man alle Glieder positiv setzt.

8 . Eine Keihe heisst divergent , wenn lim s n
nicht endlich ist . Dies ist der Fall , wenn lim a n
nicht 0 ist .

§ 27. Satz von der Koeffizientenvergleichung .
Ist

A 0+ A t x + A2x2+ A3x3+ . . . = B0+ B1x + B2x 2+ B3x3+ . . .
und sind beide Reihen konvergent , so ist
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A0 = B0
A 1 = B,
A2 = B3 u . s . f.

Dieser Satz dient zur Entwickelung von Funktio¬

nen in Reihen .

§ 28. Binomischer Lehrsatz — Newtonsche Reihe.

(1 + x)» = 1 + (
“) x + (

«) x 8+ . . . + (
“) xr 4-

Für negative und gebrochene Werte von n wird

die Reihe unendlich . Sie ist konvergent für
1 > x > — 1 .

Beispiel :
1

_ - / b 2\ 2 / , 1 b 2
^ + b ' - a (1+ ^ ) = a ( l + 2

- - ^ +

Ist b gegen a sehr klein , dann ist

faA + b = a + — (Näherungsformel .)

| /a 3+ b = a +
3 ^5

§ 29. Exponentialreihe,logaritlnnische , trigonometrische
und cyklometrische Reihen .

1 .

2 .

3.

X , I x , x , x ,e = 1 + ü + 2 !
+ 3 !

+ - - -

e = 1 + ü + 2l + -
gT + . - = hm

= 2,7182818284 . . . .

a* _ 6xza _ 1+ ^h + W +a _ e — J-T 1 -
2 ! t -

3 !
x x 2 x 3 x4

^(1 + X) = Y
-

2 + 3
“

! + '~ -

n
'n — co

n 1
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4 . 1 (1 — x) 1 > x >

Zz = 2
Ö o \ z~\~xj J

' <‘+h) - !* = 2 {^ FE
+ J ' (2Äh )

’
+ " "}

\ 2 a -j- h 3log (a+ h) = log a+ 2 M

7 . Uebergang vom natürlichen zum Briggschen
System :

10
log z . 1 10 = l z

M, „ . Iz

M10 = Modulus des Briggschen Systems —
= 0,4342945 . . . . (s . auch § 16 8) .

« / 3C X 3 X 5

|
sin X = jy - — + ^ y — + . . . . x = arc x°

| x 8 x 4 x6
[ C0BX = 1 —

^ +

9 . cosx -|- i si.nx = e IX
cos x — i sin x = e~ " x

f e ix + e - ix

sin x

2
e ix _ e - ix

2 i
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10 . e 5p = e ?>+ 2k7Ii
,- e 2k ?ci = l , e <ak + ‘> ?» , = — 1

11 . Ist y = eT = ex + 2k ;, : i
, so ist

Zy = x -f- 2k ?ri .
l {— 1 ) = (2k + l ) jti ; i (— y) = / y + (2 k + l ) « i .

Ist y -f- iz = re ^>1
, so ist

12.
I (y -f - i z) = l r -f- (cp -j- 2 k n ) i .

1 x 3 1 3 x5
are smx = x -|— — . -jp ■- _ J _ _

3
_

5
5 + 2 ' 4 ' 6

arc tg x : + 1 > x > — 1

^ 111 (Leibnizsche
“
J

“ — arc tg 1 = 1 — —
g 1 g

- Reihe .)

Zur Berechnung von n kann folgende Borme ] be¬

nützt werden :

n = 6 arc tg — 1̂ 2 | l 3 . 3 1 5 . 3 2 7 . 33n "

TI 1 1 11
— = arc tg — + arc tg -

j = arc tg — -f- arc tg

1
arc tg 8

n 11— = 2 arc tg -
g

- + arc tg—

III . Abschnitt .

Gleichungen.

§ . 30. Gleichungen ersten Grades.

a) Umformungs - und Yersetzungsregeln :

1 . Jede Gleichung bleibt richtig , wenn . auf jeder
Seite dieselbe Operation mit derselben Zahl vorge *

nominen wird .
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2 . Ein freier Summand der einen Seite kann auf
die andere Seite als Subtrahend gesetzt werden und
umgekehrt .

3 . Eine Zahl , welche Eaktor der gesamten einen
Seite ist, kann auf die andere Seite als Divisor der-
selben gesetzt werden und umgekehrt .

4 . Eine Zahl, welche Potenzexponent der gesamten
einen Seite ist , kann auf die andere Seite als Wurzel¬
exponent derselben gesetzt werden und umgekehrt .

b) Gleichungen mit einer Unbekannten .
5 . Aus J x -f- a = b folgt x = b — a

^ x — a = b „ x — b + a .
ax = b „

b
x = —

a
x n
T = b ” x = ab

xn = a „ II Tl
/ x = a „ %II

6 . Aus ( ax = 0 folgt x = 0
j a (x — b ) = 0 folgt x — b = 0
1 (x — a) (x — b) = 0folgtx — a = 0u . x — b = 0
< ax -J- bx = cx folgt x = 0
\ a (x -- b) + c (x — b) = d (x —b) folgt x—b = 0.

Ist die linke Seite einer auf null gebrachten
Gleichung ein Produkt , das x oder Ausdrücke in x
als Eaktoren enthält , so ist jeder dieser Faktoren gleichnull zu setzen .

Kann eine Gleichung mit x oder einem Ausdruck ,der x enthält , durchdividiert werden , so ist x , bezw .dieser Ausdruck , gleich null zu setzen.
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c) Gleichungen mit zwei und mehr Unbe¬
kannten .

7 . Aus ( ax -J- by = c
\ at x -f- b t y = c t , folgt

I .

II .

III .

— — , daher

c — ax c, — a, x (Gleichsetzungs -
b methode ) ,

c — a x (Einsetzungs -
ax + b . — = c methode )>

a b , x - j~ b bt y = c b,
at b x -f- b bj y = cx b
x (a bj — a , b) = c b, — b

cb . ■— c . b
X = ab . — a . b

(Kombinationsmethode ),

IV . 1) a x + b y = c m
2) »iX + bjy = ct
3 ) (am-f-ajx + ^ m-f b1)y= em+ c1 ,

setze b m -f- bt = 0 , so ist m =

cbj

h
b ’

b . \r + \ ) x ; -j - Cj , oder
dies in 3) eingesetzt gieht

ab .
T>

(— abj + a1b)x = — cbj -[- Cjb
c bj — Cj b

X — a bj — axb
’

ebenso wird y bestimmt .
(Methode der unbest . Koefficienten Von Bezout .)
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8 . Hat man drei Gleichungen mit drei Unbekannten :
ax + by -f- cz = d
ai x + biy + ci z = di
a2x + b2y + c2z = a2

so stellt man durch zweimalige Elimination derselben
Unbekannten , z . B . von z , zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten und dann hieraus eine Gleichung mit
einer Unbekannten her . — Bei vier Gleichungen mit
vier Unbekannten eliminiert man dieselbe Unbekannte
dreimal und erhält dadurch drei Gleichungen mit drei
Unbekannten u . s . f.

9 . Lösung durch Determinanten :
ai x + biy + ci z = di
a2x + Ky + c2z = d2
a3x + b3y + c3z = d3

Durch Multiplikation mit den angeschriebenen Unter¬
determinanten und Addition folgt :

(a, A, + a2A2 + a3A3) x = d , A, + d2A2 + d3A3, also

x _ dt A t + d2A2
-f d3A3

aj A , " p a2A2
-j- a3A3.

Der Nenner ist die Determinante A des Systems der
linken Seiten . — Eiir y uud z folgt ebenso :

d1B1 + d2B2 + d3B3y A
d10 1 + d2C2 + d3C3z = - - - .

10 . Die Bedingung für das gleichzeitige Bestehen
von n homogenen Gleichungen, z . B . von

a,x + b,y -)- c,z = 0
a2x + b2y + c2z = 0 ist
a3x + b3y + c3z = 0

a i b i c i
a2 b2 c2
a„ b„ c„

= 0
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§ 31. Gleichungen zweiten Grades und Exponential¬
gleichungen.

a) Mit einer Unbekannten .

1 . x2 = a
x = + / a

"

2 . x s + bx -(- c = 0 ( 1 . Normalform.)

, , b2 b2
x + bx + -r = — c + -J

— b + yb 2 — 4c

3 . ax 2 + bx + c = 0 (2 . Normalform .)
— b + Vb 2 — 4ac

2 a
Die Gleichung liefert :

2 verschiedene reelle Werte
2 gleiche „ „
2 verschiedene imag. „
b2 '— 4ac heisst Diskriminante der Gleichung .

4 . (x — a) (x —ß) = 0 (3 . Normalform .)

je nachdem b 2— 4ac -

/ x i = «
\ x2

= i?.
Aus ( x2—(a+ /?)x -f aß= 0 folgt

| x2 -f- b x + c = 0
5 . Die Gleichung

( x1 + x2 = — b
\ xi • ** = c-

11 . 1
x -j- = a -|- hat die Wurzeln x, = a , x„ = —

X a 1 ' ^ p

x - = a -
x a

i
Xg - •*7 2 a

6 . Gleichungen , die durch Einführung einer
neuen Unbekannten oder durch Zerlegung auf

quadratische zurückgeführt werden können :

A
iiV
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1 .

6 .

8 .

ax 4 bx 2 -]- c = 0,
ax 6 + bx 3 -|- c = 0,

ax2m 4 b xm -|- c = 0,
ax -f- b / x -)- c = 0,

a ]/ x8 + b ]/ x4 -j- c = 0,
au8s + bux + c = 0,

(x24 ax) 24 b (x2+ ax) + 0 = 0,
« I+ bV , “ + b + e = 0iox + d/ 1 cx + d

setze x2 = y
» x3 = y

xm = y
yi = y

ux = y (§ 31c.)
x2+ ax= y

ax + b
cx4d

7 . Symmetrische Gleichungen :
1 . ax3+ bx2-(-bx+ a= 0 , a(x3-(- l ) 4-bx (x-(- l )= 0 , zerfällt in

I . x -f~ 1 =~0 und II . a (x2 — x4l ) 4 ^ x = 0-
2 . ax 4 4 bx 3 4 cx2 4bx4a = 0 , Division mit x27

a (x2 4 4 -) + b(x 4 ^ -) 4 c = 0 ;

setze x 4 ~ = y> x2 + ^ 2- = y 2 — 2 .
3 . ax5 4 bx 4 4 ex3 + cx2 4 bx 4 a = 0,

a (x5 4 1) + bx (x3 4 1) + ex2 (x + 1) = 0
Abspaltung von x 4 1 = 07 Restgleichung symmetrisch
vom vierten Grad .

b) Mit zwei Unbekannten .
Für die Auflösung quadratischer Gleichungen mit

zwei Unbekannten kann keine allgemeine, einfache Me¬
thode angegeben werden , da die Elimination einer der
Unbekannten im allgemeinen auf eine Gleichung vierten
Grades führt . Es ergiebt sich jedoch in vielen Fällen ,
in welchen die eine der Gleichungen oder beide nicht
alle möglichen Glieder enthalten , die Schlussgleichung
als quadratische oder sonst lösbare . In jedem einzelnen
Fall ist nach Massgabe der Eigenschaften der vorliegen-
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den Gleichungen zu verfahren . Die wichtigsten Dalle

sind :
1 . Die eine der beiden Gleichungen ist vom ersten

Grad ; mau drücke eine Unbekannte aus und setze sie

in die andere Gleichung ein.
2 . Durch Elimination der quadratischen Glieder

entsteht eine Gleichung ersten Grades.
3 . Es lässt sich eine Vereinfachung durch Absonde¬

rung eines Faktors erzielen .
4 . Die Einführung einer neuen Unbekannten in

die eine Gleichung bewirkt , dass dieselbe nur noch

diese Unbekannte enthält , oder es wird das ganze System
durch Einführung neuer Unbekannten vereinfacht .

5 . Durch Addition und Subtraktion , Multiplikation
oder Division der beiden gegebenen Gleichungen , oder

auch durch korrespondierende Addition und Subtrak¬
tion bei einer derselben, entsteht eine Gleichung , in

X
der für x -|- y, x — y, xy oder — oder einen sonstigen

Ausdruck in x und y eine neue Unbekannte eingeführt
werden kann .

6 . Die Gleichung ist homogen ; man dividiert mit
X

y2 durch und bestimmt — •
y

7 . Es kommen ausser dem Absolutglied in jeder

Gleichung nur quadratische Glieder vor ; man eliminiert

die Absolutglieder , so erhält man ein homogene Glei¬

chung. Oder : Mau bringt die quadratischen Glieder

nach links , dividiert die eine Gleichung durch die

andere , dividiert dann Zähler und Nenner durch y2,

setzt — = t und bestimmt t .
y

8 . Man kann z . B . aus x2 -j- y 2 = a
2 xy = b
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durch Addition und Subtraktion der zweiten (x -(- y) 2 und
(% — y) 2 bilden und hieraus x y und x — y bestimmen .

c) Exponentialgleichungen (logarithmische
Gleichungen ) .

1 . Grundaufgabe :
a * = b ;

i , i log bx log a = log b , x = -p -2— .
2 . Besondere Fälle :

1 . a* = ar ; x = r .
/ a \ * ( b

2 ‘ T = t ) 5 x = ~ m-
„ / a V — c _ log c — log d

\ b / d ’ X
log a — log b '

m + x n -f x
4 . (ab )

~
“ ^ = a . b r + *

Logaiithmiere , sammle die Glieder mit x
nach links , die ohne x nach rechts , und löse
nach x auf .

5 .

6.

7 .

8 .

ab x -j- c (d b x ) = e ; setze und bestimme
zunächst y = bx.
ax + P -)- ax + q = b x + m -)- b x + n ;

a x (ap -f aq) = bx (bm + bn)
a \ x bm + bn

= '
ap + aq

~ 5 hleraus ^ x-
xr x1»? * = b ;
r l°gx+ logx . log x = log b , setze und bestimme
y = logx u . s. f.
log (ax + b) -}- log (cx + d) = m ;
es ist log ( (ax + b) (cx - j- d)) = m , also

(ax + b) (cx + d) = 10m
woraus x folgt .
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9 . ax by = p
cx dy = q ;
logarithmiere und bestimme aus den erhal¬
tenen Gleichungen log x und log y.

§ 32 . Diophantische Gleichungen ersten Grades.

a) Mit zwei Unbekannten .

1 . Euler ’ sche Methode . (Absonderung der

grössten Ganzen .) Beispiel :
61x + 7y = 1000

1000 — 61x „ , 2x — 1 ,
y = - —?j- — 143 — 9x ^-

^
— (= u)

u -f 1
X ;

U =

7
7u + l

3u + (= v)
=2 v -

14 v
1 , also

- 7 + 1 — 7v — 3

1000 — 61 (7 V — 3) = 169 — 61 v.

V X y |

0 — 3 169
l 4 108
2 11 47
3 18 — 14

|
4 ( 11

\ 108 \ 47
sind also die brauchbaren
Werte für die Unbekannten .

2 . Kettenbruchmethode von Lagrange :
Ist 1 . a x + b y = c gegeben , so setze man

2. a, x + b, y = t . dann folgt :
b , c — b t

ab,
at -

y = Kb
-

- a, b ;
- a , c
- a , b

3 .
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x und y sind dann ganze Zahlen , wenn ab , — a, b = + 1 .

Dies ist der Fall , wenn vorletzter Näherungswert
a .

des in einen Kettenbruch verwandelten Bruches ist

(s . § 17*) .
Beispiel : 1 . 61x4 - 7y = 1000

Näherungswerte des in einen Kettenbruch verwandelten

Bruches ^ sind : y , also

2. 26 x -f 3 y = t
3 . x = 3000 — 7t = 7 (429 - 1) - 3

= 7 v — 3
t — 26x 429 - v- 182v+ 78

4. y = —
3
- = -

3
-

= 169 - 61 v.

V 0 1 2 3

X — 3 4 11 18

y 169 108 47 — 14

Res • ( 4 / 11
\ 108’ \ 47

b ) Mit drei Unbekannten .
3 . Man eliminiere aus den zwei gegebenen Glei¬

chungen eine der drei Unbekannten , z . B . z , dann löse
man die erhaltene Gleichung nach a) auf und berechne
z vermittelst der erhaltenen Werte von x und y aus
einer der gegebenen Gleichungen.

§ 33 . Allgemeine Sätze über höhere Gleichungen .

1 . Hat f (x) = a0 x11+ a, xn — 1 a,2 x“ — 2 -f - . . . + aa = 0
die Wurzel x = a , so ist f (x) durch x — ® ohne Rest
teilbar .



Allgemeine Satze über höhere Gleichungen . 49

2 . Eine Gleichung nten Grades hat n ,
aber auch nur nWurzeln ,

3 . Sind et, , a2 . . . a „ die Wurzeln der Gleichung
f (x) = 0 , so ist

f (x ) = a 0 (x - ßi ) (x — a -2) . . . . (x — a „) und
4 . Symmmetrische Funktionen :

TT = — ^ KiOi ? a 2 . - - - “ n) = — (“ i + “2+ - " -+ a n) ;a o

— = 2K3 (a, , a2 . . . . an ) = “ , “2 + ai “3
“t” • • ■ • 4“ a2 a30

+ • . . . + «n - l «ni

~ = « 2 • • ' ■ - (“ l “ 2« 8+ « l “ 2“ *+ • • • - + “ 2“ 3“ 4a o
- |- . . . . ”f " — 2 — 1 a a •

~ = (— l )n - «1 . «2 . a3 . . . . an.ao
5 . Eine Gleichung hat höchstens soviel reelle po¬

sitive Wurzeln als Zeichenwechsel und höchstens soviel
reelle negative Wurzeln als Zeichenfolgen (die fehlenden
Glieder sind mit + 0 zu ergänzen ) .

6 . Ist p -j- qi eine Wurzel einer Gleichung mit re¬
ellen Koeffizienten , so ist auch p — qi eine Wurzel . Die
Gleichung hat , wenn sie imaginäre Wurzeln hat , stets
eine gerade Anzahl derselben . Eine Gleichung von un¬
geradem Grad hat daher zum wenigsten eine reelle
Wurzel .

7 . Wird f (x) für x = p negativ und für x = q po¬
sitiv , so liegt mindestens eine Wurzel der Gleichung
f (x ) = 0 zwischen p und q .

8 . Sind die Koeffizienten der r niedersten Potenzen
von x (x ° eingeschlossen ) gleich null , so hat die Glei -

ß ii r lt 1e n , Formelsammlung . 4



50 Grundoperationen und Kombinatorik .

chung r mal die Wurzel null ; sind die der r höchsten
Potenzen 0 , sq hat sie r mal die Wurzel oo .

9 . Ist a eine Wurzel der Gleichung 1 . , so ergiebt
sich aus derselben durch Division mit x — a die Glei¬

chung n — 1 ten Grades

= b0 xn - 1+ b1 xn - 2+ . . . . + bn _ 2 x + bn _ 1 = 0,
X ß

dann ist br = br _ i . a + ar .

Beispiel 3 x5 — 7 x4 + 2 x3 + 4 x2 — 7 x — 2 = 0
soll durch x — 2 dividiert werden .

3 - 7 + 2 + 4 - 7 - 2

2 3 - 1 0 4 + 1 0

Res . : 3x 4 — x3 + 4x + l = 0.

Durch diese Division wird festgestellt , ob x = 2 (= a)
eine Wurzel der ursprünglichen Gleichung ist .

Dm die ganzen rationalen Wurzeln einer Gleichung
aufzufinden , zerlege man a„ in Paktoren p„ p2 . . . .
und versuche , ob x — p, , x — p2 . . . . ohne Rest in die
Gleichung aufgeht . s . auch § 37a, i .

10 . Wurzel verkleinerung . Soll die Gleichung
f (x) = a0 xn + a, xn ~ 1 + . . . . + a„ _ i x + an = 0

in die Gleichung
f (x) = Poxn + p1 x" - 1 + . . . ; + p„ - ix + pn = 0

umgewandelt werden , so dass die Wurzeln der letzteren
Gleichung um k kleiner sind als die der gegebenen , so
muss f (x) = <p (x — k), also
a„ xn + »jx " - 1 -)- . . . . + an = p0 (x — k)n + p , (x — k)“ - 1

+ . . . . + p n - 1 (x - k ) + ptt
sein und es sind daher p n , p a _ i , . . . . p0 die Reste ,
die sich ergeben , wenn man f (x) fortlaufend mit x — k
dividiert .
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Beispiel : x 4 — 4x 3 — 39x 2 + 46x -J- 80 = 0
4) 1 0 — 39 — 110 — 360 = pn
4) 1 4 - 23 — 202 = p „ _ i
4) 1 8 -)- 9 = Pn — 2
4) 1 12 = pj
4) 1 = p0

die gesuchte Gleichung ist :
x4 + 12x 3 + 9x 2 - 202x ~ 360 = 0.

11 . Wurzelreduktion (= Transformation ) .
Soll die Gleichung f (x) == 0 so umgeformt werden , dass
das zweite Glied der neuen Gleichung 0 ist , so ist , da
P , = a , + aka 0 = 0,

a,k = — n a,

x — 6
Beispiel : x 3- 18x 2+ 105x - 196 = 0 ; k

6 ) 1 - 12 + 33 + 2
6) 1 - 6 — 3
6) 1 0 Bes . : y3Bes . : y 3 — 3y -f- 2 = 0.

§ 34. Binomische Gleichungen .

1 . xn = -f 1 = cos 2 k ?r -j- isin2k ?r ;

wobei k alle ganzen Werte von 0 bis n erhält .
2 . xn = — 1 = cos (2 k + 1) n + i sin (2 k + 1) n ;

?/ 7 2k -pl , . 2k + l
x = |/ — l = cos - 7i -\- i sin - n .

3 . Beispiele ,
n n
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mit k

mit k

mit k :

mit k :

mit k :

mit k

mit k :

mit k :

mit k

mit k

mit k

mit lt

mit k

mit k

mit k

=0 .

J 1
x = l ,

9 . Ix = cos 120 °+ i sin i20 °
\ -

2 . x s = — 1 ;

- 1 +

: . ( x = oos 60°+ i sin GO'

- 1 . I x = - l .

a
, ß-

o_ 1 + iy 3_

3 . x 4 = l ;
= 0 . x = l ,
= ln . x = cos 90 + i sin 90 = + i ,

13
= 2 . Jx = - 1 .
4 . x4 = — 1 ;
J0

13
J 1
12 J

= 1 ;

x = cos 45 ° + i sin 45°.

x = cos 1 .35 ° + i sin 135°.

0 . .
/ I
U

*

/ 2
13

*

x = l ,

x = cos 72 ° + i sin 72 °,

x = cos 144° + i sin 144°.

6 . X5 ;

_ /o-
( 4 "

- fl
IS

' "
= 2 . . . .

- l ;

. . . fx = cos 36° + i sin 3G ° ,

cos 108° + i sin 108 °,
- 1 .
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a4» x11— a

(R - F+ i 1 = (W r
wobei (j/a ) den absoluten , reellen Wert von j/a bedeuted ,
welchen man durch direkte Wurzelausziehung oder loga-

n - n ,-

rithmische Berechnung erhält , während 1/-J—1 und J/ — 1

jeden der durch 1 . und 2 . bestimmten Werte darstellen

§ 35. Kubische Gleichungen
xM- a = 0

(f}
“ (/ » ) ■“

(j/a ) . ß(j/a ) . ß
s . § 34 , 3 1, 2 *

2 . x3 -f ax ! -fbx -|- c = 0
Transformiere die Gleichung (durch Wurzel Verklei¬

nerung um^ oder Subtsitution von y = x -
^>s. § 33io)

auf die Form
y* + 3 p y + 2 q = 0

und setze y = u + vundu 3 + v 3 -[- 2q = 0,

dann ist

(Cardan ’sclien
Formeln )

2
u + v l , ,

y3= — ^ - - irJ 3 (u —'v)
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Die Cardanschen Formeln führen zu einer Lösung
nur so lange q2 -)- p 3 > 0 ; sie liefern dann 1 reelle und
2 imaginäre Wurzeln .

3 . Fall der 3 reellen Wurzeln (casus irreduci -
bilis). Ist q 2 + p 3 < 0, so hat die Gleichung 3 reelle
Wurzeln , aber diese können nicht mit den genannten
Formeln bestimmt werden ; dann

7i = 2 V— p . cos
<

2 y— p . cos

2 ]/— p . cos ^
— 60°

j

4 . Trigonometrische Auflösung für Fall 2 :
q2+ p 3 > 0.

1 . p > 0

yi = + 2yp - °tg2 ip

y^ + m 01« 2 ^ sin 2 ip,

y3 = + Vp ctg2V>

hiebei sind die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen,
je nachdem q < 0.
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2 . p < 0

— tzJ 1) 2
; tg ^ £ = tgij >

+ q 2sin cp

= + 2 V—- p

y,= ±V- p (s^ 4

j s = ±i zl >L 1

sin 2 -ip

ifo ctg 2 q j

iflTctg 2 i/' j .
’ 3 — ' r \ sin 2 ip

Zeichen wie oben bei 1 . zu nehmen .

§ 36 . Biquadratische Gleichungen .

1 . Besondere Fälle s . § 31 , 61 , 7 2.
2 . Methode der Zerlegung . Man reduziere

die gegebene G-leichung auf die Form :
x4 -f a x2 + bx + c = 0 und setze

x4-[- a x2 -j- b x 0 = (x2 -f- “ x H- ß) (x2 “ i x ßi ) 5
hieraus durch Koeffizientenvergleichung

a = — cq

1 [ ß + ß, — “2= a
'

| a (X — ß) = b
ßß t =^ o

Durch Elimination von ß und ßx ergiebt sich :

2 . ct
6 -f- 2 a ß4 -|- (a2 — 4c ) a2 '— b 2 — 0

3 . Transformation und Lösung dieser (nach a 2)
kubischen Resolvente . (Ein Wert von a ge¬

nügt ; die andern liefern die x nur in

anderer Reihenfolge .)
4 . Berechnung von ß und ßt aus 1 .
5 . Lösung der Gleichungen : ( x 2 + ax + !? = 0

| x2— ux + jl^ O
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3 . Euler ’ sche Methode .
1 . Transformierung der Gleichung auf die Form

x 4 -f a x 2 + b x + c = 0
2 . Bildung der Resolvente

. a „ a 2— 4 c b 2
y + w y + y — jrr = o64

Sind die Wurzeln dieser Gleichung y i ; y2, y3, dann ist
( xi = ± (VyL+ VyL

- VyD
) x2= ± (l/y1

-^ l/y2
-H /y3 )

| x3= ± ( — fa + Ws + fih )
1 xr= ± ( - Vyi - Vyä- Jfys );

wobei die Vorzeichen so zu wählen sind , dass
6

Vyt • yy 2 - l/ y3
= -

g
-

§ 37a. Höhere Numerische Gleichungen . — Nälierungs -
metkoden.

1 . Rationale Wurzeln , Zerlegung ' des
Absolutgliedes . — Man bestimmt alle Faktoren
ßj , a2, “3 • . • • des Absolutgliedes und stellt durch Ein¬
setzung derselben in die gegebene Gleichung fest , ob
sie derselben genügen .

Ist die Zahl der Faktoren eine sehr grosse , so
stellt man mit der Substitution x — y + 1 eine neue
Gleichung her und bestimmt wiederum die Faktoren
des Absolutgliedes . Es können dann nur diejenigen
Faktoren des Absolutgliedes der gegebenen Gleichung
Wurzeln derselben sein , welche um 1 grösser sind als
die entsprechenden Faktoren der zweiten Gleichung .

2 . Newtons Methode . Hat man durch Ver¬
suche (oder durch Aufzeichnung der Kurve ) gefunden ,dass a annähernd eine Wurzel der Gleichung

f (x) = a0 xn + ai xn - i -f . + an = 0
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P =

ist , so ist an a noch eine Korrektion anzubringen , um
den wirklichen Wert zu erhalten . Die erste Korrektion
p ergiebt sich aus (Taylors Satz s . § 95)

— (a0an a , a n 1 - [- . . . . -f- a„) f (a )
na 0 a" - ' + (n— l ) a, a “ - 2 - |- -f an _ i

— f ' (a )
'

Setzt man nun n -|- p an Stelle von cc, so erhält hiemit
aus der angegebenen Beziehung eine weitere Korrektion
p , u . s . f .

3 . Regula falsi (indische Methode ) . Hat
die Gleichung f (x) = 0 eine Wurzel zwischen a und a,
(f (a) und f (a, ) haben also entgegengesetzte Vor¬
zeichen ), so erhält man einen angenäherten Wert für
die Wurzel , wenn man an Stelle des Schnittpunktes der
Kurve mit der X achse , den der Sehne setzt , welche
die zu den Abscissen a und a, gehörigen Kurvenpunkte
verbindet ; man hat dann :

f (a)

x = a -f-

ff
somit

(« , — a ) f (a)
f («) - fW
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Mit dem neuen Wert und einem benachbarten , kann das
Verfahren wiederholt werden n . s . f . — Dieses Ver¬
fahren ist insbesondere bei transcendenten Gleichungen
anwendbar . Beispiel :

xx = 100, also
xlogx = 2 oder xlogx — 2 = 0.

Ausrechnung : f (x) = xlog x — 2
- 2

1,4
0,5687
0,4084

x = 3
1 . 0,57

0,98
= 3,58

3,58 + 0,0171
3,60 - 0,0027

x = 3,58 + 0,02 . 0,0171
1 0,0198

= 3,58 + 0,01727 = 3,59727 u . s . f.
(die richtige Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729 ) .

4) Kettenbruchmethode von Lagrange .
Beispiel : x3 + 3x — 5 = 0

Man findet 2 > x > 1 und setzt x = 1 + — ;

hiermit folgt aus der gegebenen Gleichung
y 3 — 6y 2 — 3y — 1 = 0

1
nun ist 7 > y > 6 ; man setzt y = 6 -f- —

und erhält 19z3 — 33z 2 — 12z — 1 = 0 ; es ist

t
■84t 2 — 81t — 19 = 0 und es ist

18 > t > 17 u . s . f.

3 > z > 2 ; mit z = 2 + — folgt

5t 3 -
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Es ist nun : x = l -f- - = 1 -15416

oder x = 1 -j- -
^
- = 1,15418

§ 37 b. Grösste und kleinste Werte.
(Elementare Behandlung.)

Ist y eine Punktion von x, also eine von x ab¬
hängige Grösse, und z . B.

1 . y = ax 3+ bx 2-|- cx + d,
so können hiebei die verschiedenen Werte von x als
Abscissen, die von y als Ordinaten einer Kurve be¬
trachtet werden .

Zieht man eine Parallele E P zur X axe , welche die

0 :*■

betreffende Punktionskurve in den Punkten Er P , deren
Abscissen x , und x2 sind , schneidet , so hat y in diesen
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Punkten E und E die gleichen Werte , es ist also für
obiges Beispiel 1 .
ax ,

3 + bx ,
2 + cx , + d = ax 2

3 -f bx 2
2 + cx s

-f d , woraus
a (x,

3 — x2
3) + b (x ,

2 — x2
2
) + c (x, — x2) = Ö , folglich nach

Division mit x, — x2.
2 . a (x 1

2 + xx x2 -f x2
2
)+ b (x, + x2) + c = 0.

Wenn sich nun E P parallel weiter bewegt , so werden
x, und x2 für den Punkt , wo y einen grössten oder
kleinsten Wert erreicht , einander gleich . Ist die Ab -
scisse dieses Punktes x, so ergiebt sich demnach aus 2 .

3 . 3ax 2 + 2bx -|- c = 0.
Durch Auflösen dieser Gleichung findet man die Werte
von x , welche y zu einem Maximum oder Minimum
machen .

Das Verfahren lässt sich nach Vorstehendem in
folgender Weise fassen : *)

Dm einen grössten oder kleinsten Wert (oder
mehrere ) einer abhängigen Grösse zu finden , muss man :

') Yergl . hiezu : Martus , Maxlma und Minima , Berlin 1861.
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1 . Die Funktion in einer unabhängigen veränder¬
lichen Gx*össe x ausdrücken ;

2 . in diesen Ausdruck x, und dann x2 einsetzen
und die sich ergebenden .Ausdrücke einander gleich
setzen ;

3 . die gleich hohen Glieder zusammenfassen , so

dass sich mit dem Faktor x, — x2 durchdividieren lässt ;
4 . nachdem mit x , — x2 durchdividiert ist , hat man

in der hiedurch erhaltenen Gleichung x, = x2 = x zu
setzen und die Gleichung aufzulösen . Für die gefun¬
denen Werte von x erreicht y ein Maximum oder Mi¬

nimum .
5 . Ob ein grösster oder kleinster Wert vorliegt , er -

giebt sich aus der Natur der Aufgabe oder durch Be¬

rechnung der Werte von y für solche Werte von x ,
die dem gefundenen benachbart sind .

Bemerkungen : 1 . Bei Funktionen , in denen

eine Quadratwurzel vorkommt , muss vor dem Divi¬
dieren lxxit x , — x2 in der Regel noch umgeformt werden .

Beispiel :
mx , -f- n -F ^ax ,

2 + bx , + c = mx 2 + n + Vax 2
2 + bx 2 c,

m (x , — x2) -f ax ,
2 + bx , - j- c — + bx 2

-|- c = 0 ,
woraxxs

m (Xl — x2) +

folglich m -f-

a (x i
2 — x2

2
) -f b (x, — x 2)

V ax ,
8 + bx , + c + Vax 2

2 + bx 2
~
+ i

a (xi + x2) + b

=0 ,

0.
yax ,

2 + bx , -f- c + yax 2
2 + bx 2 + c

Nun ist x, = x2 = x zu setzen u . s . f .
2) Das Anwendungsgebiet der obigen , elementaren

Methode ist begrenzt ; allgemeine Verfahren für Auf¬

findung grösster und kleinster Wei ’te giebt die höhei ’e

Analysis (s . § 97 ) .
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§ 38 . Winkelsätze (von Parallelen , vom Dreieck
und Yieleck) .

1 . Nebenwinkel betragen zusammen 2 E .
Scheitelwinkel sind einander gleich .
a) Werden zwei Par al 1 elen von einer dritten

geschnitten , so sind :
1 . ie zwei entsprechende Winkel I . ..

, ( einander2 .
3 .

innere Wechselwinkel ;
gleich

und es betragen
1 . ie zwei innere Gegenwinkel |
n .. zusammen2 . „ „ äussere „ f 2 ß
3 . „ „ gemischte Wechselwinkel )

b ) Werden zwei gerade Linien von einer
dritten geschnitten und sind

1 . zwei entsprechende Winkel oder -i .
2 . „ innere Wechselwinkel „

I einan er
.. gleich

6 . „ äussere „ ) ö

oder betragen
1 . zwei innere Gegenwinkel oder \
o .. | zusammen2 . „ äussere „ . ” I 2 E
3 . „ gemischte Wechselwinkel J ’

so sind die Geraden parallel .
Zusätze : a) Lote zu derselben Geraden sind parallel ;

b ) eine Gerade , welche zu einer von zwei
Parallelen senkrecht ist , ist auch Lot
zur andern .
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4 . Jeder Aussenwinkel eines Dreiecks ist gleich
der Summe der beiden ihm nicht anliegenden Drei¬
eckswinkel.

5 . Die "Winkelsumme ist im Dreieck 2 R , im
Viereck 4R, im n-Eck 2n — 4 R.

6 . Die A n z ahl d er D i a g o n alen , die von einer
Ecke eines n-Ecks ausgehen, ist n — 3 , die Anzahl samt¬

ig n — 8)licher Diagonalen -
2

§ 39 . Kongrnenzsälze und Längenbezielmgen .

A) Zwei Dreiecke sind kongruent , wenn
1 . Zwei Seiten und der eingeschlossene

"Winkel
gleich ,

2 . Eine Seite und zwei gleichliegendeWinkel gleich ,
3 . Die drei Seiten gleich,
4 . Zwei Seiten und der Gegenwinkel des einen

Paares gleich und die des andern Paares gleich¬

artig (beide = E ) sind.
<

(Besonders zu merken : Zwei Dreiecke sind kon¬
gruent , wenn sie zwei Seiten und den Gegenwinkel der
grösseren gleich haben .)

B ) Zwei n - E c k e sind kongruent , wenn sie alle
Seiten bis auf eine und alle entsprechenden

"Winkel bis
auf die an der letzten Seite liegenden gleich haben ;
(2 n — 3 unabhängige Stücke .)

C) Inkongruenz .
1 . Haben zwei Dreiecke zwei Seiten gleich , die

eingeschlossenem Winkel aber ungleich , so sind auch
die dritten Seiten ungleich und zwar liegt dem grösseren
der beiden Winkel die grössere Seite gegenüber.

2 . Haben zwei Dreiecke zwei Seiten gleich, die
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dritten Seiten aber ungleich , so sind auch die Gegenwinkel
der letzteren ungleich und zwar liegt der grösseren Seite
der grössere Winkel gegenüber .

D ) 1 . In jedem Dreieck
a) liegt der grösseren von zwei Seiten der grössere

Winkel gegenüber,
b ) liegt dem grösseren von zwei Winkeln die j

grössere Seite gegenüber j
c) ist die Summe zweier Seiten grösser als die

dritte , j
d) ist die Differenz zweier Seiten kleiner als die j

dritte .
2 . Unter allen Verbindungen zwischen zwei Punkten

ist die gerade die kürzeste .
!

3 . Unter allen Strecken zwischen einem Punkt und ;
einer Geraden ist das Lot die kürzeste . I

§ 40 . Sätze vom Parallelogramm und Trapez.
(Winkel, Seiten , Diagonalen) .

Im Trapez sind nur zwei , im Parallelogramm je
zwei Gegenseiten parallel .

1 . Im Parallelogramm
a ) sind je zwei aufeinanderfolgende Winkel zu¬

sammen 2 R ;
b) sind je zwei gegenüberliegende Winkel einan¬

der gleich ;
c) sind je zwei gegenüberliegende Seiten einander

gleich ;
d ) halbieren sich die Diagonalen gegenseitig

2 . Ein Viereck ist ein Parallelogramm :
a) Wenn je zwei Gegenseiten gleich ;
b ) „ „ „ Gegenwinkel „ ;
c) „ ein Paar Gegenseiten gleich und parallel ;
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d) Wenn sich die Diagonalen gegenseitig hal¬
bieren .

3 ) Ein Viereck ist
a) ein rechtwinkliges Parallelogramm , wenn drei

Winkel rechte sind ;
b ) ein gleichseitiges Parallelogramm , wenn alle

Seiten einander gleich sind .
4 . Im rechtwinkligenParallelogrammsind

die Diagonalen einander gleich .
5 . Im gleichseitigen Parallelogramm

a) halbiert jede Diagonale die Winkel , durch die
sie geht ;

b) stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht .
6 . Ein Parallelogramm ist rechtwinklig :

a) Wenn ein Winkel ein P ;
b ) Wenn zwei aufeinander folgende Winkel einan¬

der gleich sind ;
c) Wenn die Diagonalen einander gleich sind .

7 . Ein Parallelogramm ist gleichseitig :
a) Wenn zwei aufeinander folgende Seiten einan¬

der gleich sind ;
b ) Wenn eine Diagonale einen Winkel desselben

halbiert :
c) Wenn die Diagonalen senkrecht aufeinander -

stehen .
8 . Im gleichschenkligen Trapez sind

a) Die Winkel an derselben Grundlinie einander
gleich ,

b ) Die Diagonalen einander gleich .
9 . Ein Trapez ist gleichschenklig :

a) Wenn zwei Winkel an derselben Grundlinie
einander gleich sind ;

b ) Wenn die Diagonalen einander gleich sind .
10 . Die Parallele durch die Mitte

B ii r k I e n , Formelsammlung . 5



66 Ebene Geometrie .

a) einer Di'eieeksseite zu einer zweiten halbiert
die dritte und ist gleich der Hälfte der zweiten,

b) einer nicht parallelen Seite eines Trapezes zu
einer Grundlinie halbiert die andere nicht pa¬
rallele Seite und ist gleich der halben Grund¬
liniensumme.

11 . Die Verbindungslinie der Mitten
a) zweier Dreiecksseiten ist parallel und gleich

der Hälfte der dritten .
b) der nicht parallelen Seiten eines Trapezes ist

parallel den Grundlinien und gleich der halben
Summe derselben.

§ 41 . Gerade Linien und Winkel am Kreis ; regel¬
mässiges Vieleck.

1 . Ein Punkt liegt innerhalb , auf oder ausser¬
halb einer Kreislinie , je nachdem sein Mittelpunktsab¬

stand = als der Halbmesser ist ,
>

2 . Eine Gerade hat mit einem Kreis zwei,
einen oder keinen Punkt gemeinschaftlich , d . b . sie
schneidet , berührt oder trifft nicht , je nachdem ihr Mit¬

telpunktsabstand = als der Halbmesser ist .

3 . a) Gleiche Sehnen haben gleiche Mittelpunkts¬
abstände und umgekehrt .

b ) Von zwei ungleichen Sehnen hat die grössere
den kleineren Mittelpunktsabstand und umge¬
kehrt .

4 . Zu gleichen Zentriwinkeln in gleichen Kreisen
oder in demselben Kreis gehören gleiche Bögen, Sehnen,
Aus- und Abschnitte und umgekehrt .

5 . Ein Peripheriewinkel ist die Hälfte des
zugehörigen Zentriwinkels .O O . . . . . .
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6 . Alle Peripheriewinlcel über demselben Bogen
sind einander gleich .

Datum a , r , « .
7 . Der Tangentensehnenwinkel ist gleich

dem Peripheriewinkel im nicht eingeschlossenen Bogen .
8 . a) Im Kreisviereck ist die Summe zweier

Gegenwinkel gleich der Summe der zwei an¬
dern , d . h . 2 B .

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier
Gegenwinkel 2 B ist , so ist es ein Kreis¬
viereck .

9 . a ) Im Tangentviereck ist die Summe zweier
Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern ,

b ) Wenn in einem Viereck die Summe zweier
Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern
ist , so ist das Viereck ein Tangentenviereck .

10 . Tangentenabschnitte beim Dreieck

an den Inkreis ,

von der Ecke A
b c — a

2 (= s

an den Ankr . d . Gegens .
b -f c -f a

— a) , - 5- = s

c + a — b
7? 77 17 g

S

r , a + b — c , ,
„ 77 H ^

2 ( S C)?

7?

77

Datum 8 , o .
11 . Zwei Kreise K und K ,

a ) berühren sich , wenn sie einen Punkt der
Zentrale gemeinschaftlich haben ,

b ) haben einen Punkt der Zentrale gemeinschaft¬
lich , wenn sie sich berühren .

c) K und K , berühren sich , wenn z = r + q

1! 11 1!
( z < r + fU .

” | z > r — qschneiden
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K liegt innerhalb K, , wenn z < r — ^
K „ ausserhalb „ „ z > r + q ,
z Zentrale , r der grössere , p der kleinere
Halbmesser .

4
12 . Kreisteilung . Zu einem Zentriwinkel von —R

2
— oder einem Peripheriewinkel von — R — gehört der

nte Teil der Kreislinie .
13 . Regelmässiges Vieleck .

Eckenzahl : 3 4 5 6 . . . n

Zentriwinkel : -̂ R 1R ,-R „ R . . . — R
o d o n

Polygonwinkel : R 1R ^-R —R . . . - R .
o ö o n

§ 42 . Proportionalität von Strecken , Aehnliclikeit.

1 . Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten , so sind
die Abschnitte auf dem einen Schenkel proportional den
entsprechenden auf dem andern und die Parallelen ver¬
halten sich wie die zugehörigen Scheitelabschnitte des¬
selben Schenkels . — Umkehrung .

2 . Die Halbierungslinie eines Winkels im
Dreieck teilt die Gegenseite innerlich im Verhältnis der
Anseiten ; die Halbierungslinie des Aussenwinkels teilt
sie äusserlich in demselben Verhältnis . — Umkehrung .

3 . Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten , so sind
die abgeschnittenen Dreiecke einander ähnlich .

4 . Zwei Dreiecke sind ähnlich , wenn
a) zwei Seiten proportional und der eingeschlos¬

sene Winke ] gleich,
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b) zwei Winkel gleich ,
c) die 3 Seiten proportional ,
d) zwei Seiten proportional der Gegenwinkel

des einen Paares gleich und die Gegenwinkel
des andern Paares gleichartig sind . — (B e-
sonderer Pall : Zwei Dreiecke sind ähn¬
lich , wenn sie zwei Seiten proportional und
den Gegenwinkel der grösseren gleich haben .)

5 . Zwei Höhen eines Dreiecks verhalten sich um¬
gekehrt wie die zugehörigen Seiten, oder wie die reci-
proken Werte der Seiten und umgekehrt ; also

li : h' : h" = = bc : ac : ab
a b c

6 a) Zieht man von zwei ähnlich liegenden
Punkten bei zwei ähnlichen Vielecken Strah¬
len nach allen entprechenden Ecken, so ent¬
stehen paarweis ähnliche Dreiecke .

Besonderer Pall : Durch die Diagonalen aus
zwei entsprechenden Ecken werden zwei ähnliche Viel¬
ecke in paarweis ähnliche Dreiecke zerlegt .

b) Entstehen durch Strahlen , die man von zwei
Punkten nach den Ecken zweier Vielecke
zieht , paarweis ähnliche , in gleicher Reihen¬
folge liegende Dreiecke , so sind die Vielecke
ähnlich und die beiden Punkten ähnlich liegend .

Besondere Pälle : 1 . Werden zwei Vielecke
durch die Diagonalen aus zwei Ecken in paar weis ähn¬
liche in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke zerlegt ,
so sind die Vielecke ähnlich.

2 . Zwei Parallelogramme sind ähnlich , wenn sie
einen Winkel gleich und die einschliessenden Seiten
proportional haben .

7 . Regelmässige Vielecke von gleicher Seitenzahl
sind ähnlich.
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8 . InähnlichenVielecken sind entsprechende
Winkel einander gleich und entsprechende Längen pro¬
portional ; die Umfänge ähnlicher Vielecke verhalten sich
daher wie entsprechende Seiten .

9 . a) Sind zwei Vielecke in perspektivischer
Lage und n — 1 Seitenpaare (worunter keines ,
das mit einem Strahl zusammenfällt) parallel ,
so ist auch das nte Paar parallel und die
Vielecke sind ähnlich .

b) Sind zwei Vielecke ähnlich und zwei Seiten¬
paare parallel , so sind auch die übrigen parallel
und die Vielecke sind in perspektivischer Lage .

10 . a) Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
ist mittlere Proportionale zwischen der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypote¬
nusenabschnitt .

b) Die Höhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist
mittlere Proportionale zu den Hypotenusen¬
abschnitten .

11 . Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis
gleich dem grösseren Abschnitt des stetig geteilten

2Schenkels, so ist der Winkel an der SpitzeB , und um¬

gekehrt, (Bestimroungsdreieck des regelmässigen Zelin-
ecks) .

12 . a) Sekantensatz . Werden die Schenkel eines
Winkels oder zweier Scheitelwinkel von einem
Kreis geschnitten , so sind die Scheitelabschnitte
des einen Schenkels innere , die des andern
äussere Glieder einer Proportion , d . h . das
Produkt der Scheitelabschnitte ist konstant .
(Potenz eines Punktes in Beziehung auf einen
Kreis = P02 — Ph )

Besonderer Pall : Wird der eine
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Schenkel eines Winkels von einem Kreis ge¬
schnitten , der andere berührt , so ist das
Quadrat des Tangentenabschnitts gleich dem
Produkt der Scheitelabschnitte der Sekante ,

b) Sind auf jedem Schenkel eines Winkels oder
zweier Scheitelwinkel vom Scheitel aus je
zwei Stücke abgetragen und ist das Produkt
der Abschnitte des einen Schenkels gleich dem
Produkt der Abschnitte des andern , so liegen
die vier Endpunkte der Abschnitte auf einem
Kreis .

Besonderer Pall : Sind auf dem
einem Schenkel eines Winkels zwei Abschnitte
auf dem andern ein Abschnitt vom Scheitel
aus abgetragen und ist das Produkt der Ab¬
schnitte des ersten Schenkels gleich dem
Quadrat des Abschnitts auf dem zweiten
Schenkel , so berührt der durch die Endpunkte
der drei Abschnitte gelegte Kreis den zweiten
Schenkel.

§ 48 . Fläclienvergleicliung, Inlialtsbezieliungen .

1 . Parallelogramme — Dreiecke von gleicher Grund¬
linie und Höhe sind gleich.

2 . Ein Dreieck ist halb so gross als ein Parallelo¬

gramm von gleicher Grundlinie und Höhe.
3 . Ein Trapez ist inhaltsgleich mit einem Parallelo¬

gramm, wenn beide gleiche Höhe haben und wenn die
Grundlinie des Parallelogrammes gleich der Mittellinie
des Trapezes ist . Trapeze sind gleich , wenn sie gleiche
Höhe und gleiche Mittellinie haben.

4 . ' Datum für Parallelogramm und Dreieck : a , h , f2,
für das Trapez : b + d , h , f2.

5 . Ein Kreis ist gleich einefn Dreieck , dessen
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Grundlinie gleich dem Umfang und dessen Höhe gleich
dem Halbmesser ist .

6 . Parallelogramme — Dreiecke , die einen "Winkel
gleich haben, verhalten sich wie die Produkte der den
gleichen Winkel einschliessenden Seiten .

Datum a , (bc ) , f2.
7 . Aehnliche Vielecke verhalten sich dem Inhalt nach

wie die Quadrate entsprechender Längen .
8 . Das Quadrat über einer Kathete eines recht¬

winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt .

9 . Das Quadrat über der Höhe eines rechtwinkligen
Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus den Hypotenusen¬
abschnitten .

10 . Pythagoräischer Lehrsatz :
a) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Qua¬

drat über der Hypotenuse gleich der Summe der Qua¬
drate über den Katheten .

b) Allgemeiner Pythagoräischer Lehr¬
satz : Konstruiert man über den Seiten eines recht¬
winkligen Dreiecks ähnliche Figuren , so ist die Figur
über der Hypotenuse gleich der Summe der Figuren
über den Katheten .

c) Pythagoräischer Lehrsatz für das
schiefwinklige Dreieck : Das Quadrat über einer
Dreiecksseite ist gleich der Summe der Quadrate der
andern Dreiecksseiten vermehrt oder vermindert um
das doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der
Projektion der andern auf sie, je nachdem der Gegen¬winkel der ersten Seite stumpf oder spitz ist (vgl . § 58,6 ) .

§ 44. Längen - und Flächenberechnungen.
1 . Inhalt des Rechtecks : a . b
2 . „ „ Quadrats : a '
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3 . Inhalt des Parallelogramms : ah
4 . „ „ Dreiecks :

a . h
~

2
~ ’

a —h b — c
) P - g ~ P • s>

Pi - - = Pi (s - a ) =r Pa (s - b) = c8(s - c),

l/s (s — a) (s — b) (s — c) ,
h (b + d)5 . Inhalt des Trapezes : - -- ,

6 . „ regelmässigen n Ecks :
n . a . p

j 22\
7 . UmfangdesKreises : 2r ?r — dw ; ( ?r = 3,1416 ; = -

^
-
j ,

8 . Inhalt
d2

: r ;r :

9 . Bogen : 2r ^ r= a°
.- 360 °

; Bogen : 180 ’
ß r 2 7c br

10 . Sektor : r 2 7r = a° : 360 °
; Sektor = = ——,obO 2

11 . Bogenlänge im Kreis vom Halbmesser 1 :

arca "
180 180°

Regelmässige Vielecke :
12 . Dreieck .

, a r- 3 r
h = = -~ - = 3 p

2 a
r = ^ - h = -- — 1/3 = 2 p
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h
? = T

= -

J = T ^ :

13 . Sechseck .

r = a =

y
'ä :

h2
1/3 = 3

^ l/3 := 3 ? 2
1̂

I f,/3

a — r
e =

T y ;-3 =
t i/3

Diagonale d1 = a }
/3 = r )/3 = 2 <?

„ d3 = 2a = 2r = ^ - () l/3/

j = -
^ )/3 = -

^ /3 = 2 ? 2y3
14 . Quadrat .

r = ~
2

~v^~= p y 2

J = a 2 = 2 r 3 = 4 (>
2

15 . Achteck .

r = y / 4 + 2 ^ = P ^ - 2 lY

e =
y * ) =

a = r | /2 — 1/2 =» 2e ( )/2 - 1)
d3 = a ]/2 + 1/2 = r }

'2 = 2 ? |/2 — l-Y

d2 = a (f2 -J- 1 ) = r |/2 + y 2 = . 2 p
d3 = a | -l : • 2 | 2 = 2 r = 2 e |4 — 2 f 2
J = 2 a2 (y

'T + 1) = 2 r 2
y
'2 = 8 ? 2 (l 2 — l )
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16 . Fünfeck .

r = ~ y
'50 + IÖW = Q (VT- 1)

Q = -
Jq

- ]/25 + 10 >
'5 = -

jT (V5
"
+ 1 )

a = ]/lÖ 2 | 5 = 2 Q )
'5

~
— 2W

d = Y (j/5
~
+ 1 ) = ~ y 10 + 2 }

'5 = e ]/10 - 2 j
'5

J = ~ |/25 + lÖW = ^ y .lO+ 21+

= 5 ?
2 y5 -— 2 ]+

17 . Zeh neck .

r = Y (f5 + 1 ) = \ j/öÖ^ lÖfl

e j/ö + ^ yi = ^ - y ioTWB

a = ^ (f5 - 1) = y / ÜT- 10 y 5

+ = — |Tio + 2yÜ = Y Yü = m = e (y 5 - 1)

a s = Y (3 + V 5 ) = Y (/5 + 1) = f 1 50 ■ 1015

a3 = a j/T+iyf = ~ f lö+iyf = 2 e

d4 = a ( |/5 + 1 ) = 2 r = ~ ~ j/50 ^ 101 +

K „ 2 _ _ r. ,.2 -- ,- —
.1 = ~ y 5 + 2 y 5 = -

4 y io — 2y 5 = 2 r y25 — 10 yö .
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§ 45 . Zusammenstellung von Daten ; weitere Formeln .
A ) Datunisbeziehungen . Wo nichts bemerkt

ist , beziehen sie sich auf das Dreieck .
1 . h , m , (ß — y) .
2 . f h + h'

, a -]- b , y
\ h — h '

, b — a , y.
3 . a , r , a .
4 . | s ■— a , q , a .

\ b, e lt «.
5 . a , h , f 2.

Trapez : b + d , h , f2.
6 . / s, q , f2

1 s — a, Qli f 2.
Tangentenviereck : a -J- b + o + d , q , f 2.

7 . (bc ) , a, f 2.
8 . b 2 — c2

, (p + q) , (p — q) s . C 17 dieses § .

B ) Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck .
9 . b 2 = ap , c2 = aq , (aHyp . , p und q Abschn .

derselben ) .
10 . h 2 = pq .
11 . a2 = b 2 + c2

; a = yb 2 + c 2
12 . bc = ah .
13. Rationale rechtwinklige Dreiecke sind

bestimmt durch
a = u 2 -j- v2
b = u 2 — v 2
c = 2u v .
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u V u 2 -j - v2
a

u 2 — v2
b

2uv
G

2
~~

1 5 3 ^ 4
3 1 10 8 6
3 2 13 5 12
4 1 17 15 8
4 2 20 12 16
4 3 25 7 24

' 5 1 26 24 10
5 2 29 21 20

C) Beziehungen am schiefwinkligen Dreieck .
14 . bp = cq (p Projekt , von c auf b , q Projekt ,

von b auf o) .
15 . a s = b 2 -f- e 2 2eq (Pyth . Lehrsatz für das

schiefwinklige 4); (q Projekt , von b auf c) . a > R .

16 . bc = 2 rh .
17 . b 2 — c2 = pj 2 — q t

2 (pj und Projekt , von
und c auf a) .

18. a2 + 4t 2 = 2 (b 2 + c2)
4 (t 2 + 1/ 2 + t " 2) = 3 (a2 + b 2 + c 2)

b

aa = -^ (2t ' 2 + 2t " 2 — t a
) .

19. m2 = bc — vw (v und w Abschnitte der Seite
a, erzeugt durch Winkelhalbierende m) .

J :

20 . Dreiecksinhalt J = ]/s (s — a) (s — b ) (s -
ah

: T
abc
4r ‘

- ° )

21 • ( Q ■Qi ■Qi • Qt — J2

| + i + =
l Pi Pa P3

1 _
P
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22 . Kreisviereck (Ptolemäisclier Lehrsatz )
eej — ac -f- bd

Inhalt des Kreisvierecks :
]/ s (s — a) (s — b ) (s — c) ( s — d)

a + b -j- c —|—d
wobei s = - „- .

§ 4G . Geometrische Oerter.
A . Der geometrische 0rt für einen Punkt , der
1 . von einem Punkt A die Entfernung r hat , ist die

Kreislinie um A mit r ;
2 . von einer Geraden L auf bestimmter Seite der¬

selben die Entfernung h hat , ist die Parallele zu L auf
jener Seite im Abstand h ;

3 . von zwei Punkten A und B gleiche Entfernung
hat , ist das Mittellot zu AB ;

4 . von den Schenkeln eines Winkels gleichen Ab¬
stand hat , ist die Halbierungslinie des Winkels ;

5 . von zwei Parallelen gleichen Abstand hat , ist die
Parallele im mittleren Abstand .

B . Der geometrische Ort für den Mittelpunkt
eines Kreises , der

6 . den Halbmesser r hat und durch Punkt A geht ,
ist die Kreislinie um A mit r ;

7 . den Halbmesser r hat und die Gerade L auf
bestimmter Seite berührt , ist die Parallele im Abstand
r auf' jener Seite )

8 . durch die Punkte A und B gehen soll , ist das
Mittellot zu A B ;

9 . die Schenkel eines Winkels berühren soll , ist die
Halbierungslinie des Winkels ;

10. zwei Parallelen berührt , ist die mittlere Parallele ;
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11 . eine Gerade L im Punkte A berührt , ist das
Lot zu L in A ;

12 . eine Kreislinie im Punkte A berührt , ist die

Verbindungslinie des Mittelpunkts mit A ;
13 . den Halbmesser q hat und eine Kreislinie K

vom Halbmesser r von aussen oder innen berührt , ist

ein zu K konzentrischer Kreis mit dem Halbmesser
r + p oder r — <?, bezw . q — r .

C . Der geometrische Ort für die Spitzen aller
Dreiecke auf derselben Seite über der gemeinsamen
Grundlinie a mit

14 . demselben Winkel « an der Spitze , ist der Kreis¬

bogen über a, welcher den Winkel a fasst ;
15 . dem gleichen Inhalt , ist eine Parallele zur

Grundlinie ;
16 . demselbenVerhältnis m : n für die Seiten b und c

ist ein Halbkreis über der Strecke zwischen den beiden
Punkten , welche a innerlich und äusserlich im Verhält¬
nis m : n teilen (Satz des Apollonias ) .

§ 47 . Besondere Linien nnd Punkte am Dreieck .

In einem Dreieck schneiden sich
1 . die Mittellote zu den Seiten in einem

Punkt , der von den Ecken gleiche Entfernungen hat

(Umkreismittelpunkt 0) ;
2 . die Halbierungslinien der Winkel in

einem Punkt , der von den Seiten gleiche Entfernungen
hat (Inkreismittelpunkt M ) ; desgleichen die Hal¬

bierungslinie eines Winkels und die der beiden Aussen -
winkel an der Gegenseite (Ankreismittelunkte
M i ; Ma , Ms) ;

§ . die Sphwerlinien (Seitenhalbierende Trans -
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versalen) in einem Punkt und teilen sich gegenseitig
im Verhältnis 2 : 1 (Schwerpunkt S) ;

4 . die Höhen in einem Punkt (Höhenschnitt¬
punkt H) .

In einem Dreieck liegen:
5 . Der Höhenschnittpunkt , der Schwerpunkt und

der TJmkreismittelpunkt in gerader Linie , und es ist
hiebei H S : S 0 = 2 : 1 ;

6 . die drei Pusspunkte der Höhen , die drei Hal¬
bierungspunkte der Seiten und die drei Halbierungs¬
punkte der oberen Höhenabschnitte auf einem Kreis
(Feu erb ach scher Kreis ) .

§ 48. Harmonische Teilung.
1 . Wenn die Strecke AB durch die Punkte P und

Q innerlich bezw . äusserlich nach demselben Verhältnis
geteilt ist , dann heissen A , B , P , Q harmonische
Punkte ; A und B , ebenso P und Q heissen zu¬
geordnet . — P Q wird ebenfalls durch A und B in
gleichem Verhältnis geteilt .

2 . Gehen die Strahlen eines Büschels durch vier
harmonische Punkte , so heisst dasselbe ein harmo¬
nisches Büschel ; je zwei Strahlen , welche durch
zwei zugeordnete Punkte gehen , heissen selbst zu¬
geordnet .

3 . Zu einem Teilpunkt einer Strecke giebt es nur
einen harmonisch zugeordneten Punkt ; zu einem Teil¬
strahl eines Winkels giebt es nur einen harmonisch zu¬
geordneten Strahl .

4 . Der zum Halbierungspunkt einer Strecke (in
Bezug auf die Endpunkte ) harmonisch zugeordnete Punkt
ist der unendlich ferne Punkt ; der zur Halbierungs¬
linie eines Winkels in Bezug auf die Schenkel harmo¬
nisch zugeordnete Strahl ist das Lot zur Halbierungslinie .

0
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5 . a) Wenn man zu einem Strahl eines har¬
monischen Büschels eine Parallele
zieht , so wird das Stück derselben
zwischen dem andern Paar zugeord¬
neter Strahlen von dem zum ersten zu¬
geordneten Strahl halbiert . (Bestim¬

mung des 4 . harmonischen Elementes zu 3 ge¬
gebenen .)

b) Umgekehrt : Werden durch drei Strahlen eines
Büschels auf einer Geraden gleiche Strecken
abgeschnitten und ist der 4 . Strahl dieser
G eraden parallel , so bilden die vier Strahlen
ein harmonisches Büschel.

6 . Jede Gerade schneidet ein harmonisches
Büschel in harmonischen Punkten .

7 . In einer Nebenecke eines vollständigen Vier¬
ecks wird der Winkel zweier Gegenseiten durch die .
Strahlen nach den andern Nebenecken harmonisch geteilt .

8 . Auf einer Nebenseite eines vollständigen
Vierseits wird der Abstand zweier Gegenecken durch
die andern Nebenseiten harmonisch geteilt .

9 . Harmonische Proportion , harmonisches Mittel
s . § 11 io, 11.

10 . Ist M Halbierungspunkt der durch P und Q
harmonisch geteilten Strecke AB , so ist :

AM 2 = MP . MQ .

§ 49 . Kreispolaren .

1 . Sind A , B , P , Q vier harmonische Punkte und
beschreibt man über der Entfernung AB des einen zu¬
geordneten Paares als Durchmesser einen Kreis ' und
errichtet in P ein Lot auf AB , so heisst dieses Lot

B ü r 1U e n , Formelsammlung. 6
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die Polare von Q in Beziehung auf den Kreis . —
Ebenso ist das Lot in Q die Polare von P ; P und Q
heissen zu geordnete Pole .

2 . Die Berührungssehne der von einem Punkt
an einen Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes
Punktes . —• Eine Tangente ist Polare ihres Berührungs¬
punktes . — Die Polare des Mittelpunktes ist die un¬
endlich ferne Gerade und der Pol eines Durchmessers
ist ein unendlich ferner Punkt .

3 . Die Polaren aller Punkte einer Geraden
schneiden sich in einem Punkt , dem Pole
dieser Geraden .

4 . Die Pole aller durch einen Punkt gehen¬
den Geraden liegen auf einer Geraden , der
Polaren dieses Punktes .

5 . Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden
ist die Verbindungslinie der Pole derselben .

6 . Der Pol der Verbindungslinie zweier Punkte ist
der Schnittpunkt der Polaren derselben .

7 . Jede durch einen Punkt gehende Sekante wird
durch diesen , durch seine Polare und die Kreislinie
harmonisch geteilt .

8 . In jedem Sehnen vier eck ist eine Nebenecke
der Pol zur Verbindungslinie der beiden andern Neben¬
ecken .

9 . In jedem Tangentenvierseit ist eine Neben¬
seite die Polare zum Schnittpunkt der beiden andern
Nebenseiten .

§ 50 . Ceva *, Menelaos*, Pascal - , Brianclion -Satz .
1 . Satz des Ceva : Schneiden sich drei Eck¬

transversalen eines Dreiecks in einem Punkt innerhalb
oder ausserhalb eines Dreiecks , so ist das Produkt dreier
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nicht aneinanderliegender Seitenabschnitte gleich dem
Produkt der drei andern . — (Umkehrung .)

2 . Satz des Menelaos : Schneidet eine Trans¬
versale eines Dreiecks die drei Seiten oder ihre Ver¬
längerungen , so ist das Produkt dreier nicht aneinander
liegender Seitenabschnitte gleich dem Produkt der drei
andern . •— (Umkehrung .)

3 . Satz des Pascal : Die drei Schnittpunkte je
zweier Gegenseiten eines Sehnenseclisecks liegen in einer
Geraden.

4. Satz des Brianchon : Die drei Verbindungs¬
linien je zweier Gegenecken eines Tangentensechsecks
schneiden sich in einem Punkt .

§ 51 . Aeluilichkfeitspunkte , Potenziellen (Cliordalen) .

1 . Zieht man in zwei Kreisen zwei gegenläufige
oder gleichläufige parallele Halbmesser , so geht die Ver¬
bindungslinie der Endpunkte jedes Paares stets für sich
durch denselben festen Punkt . Diese beiden Punkte
teilen die Centrale innerlich und äusserlich im Verhält¬
nis der Halbmesser ; sie heissen innerer bezw . äusse¬
rer Aehnlichkeitspunkt .

2 . Satz des Monge : Die drei äusseren Aehnlich -
keitspunkte dreier Kreise , ebenso je zwei innere und
ein äusserer liegen auf einer Geraden (A ehnlich -
keit sachse .)

3 . Die Potenzlinie zweier Kreise (d . h . die gerade
Linie deren sämtliche Punkte in Bezug auf zwei Kreise
gleiche Potenz haben , s . § 42,i2a -) steht senkrecht auf
der Centrale .

"Wenn gemeinschaftliche , gleichartige
Tangenten vorhanden sind , halbiert sie dieselben ; schnei¬
den oder berühren sich die Kreise , so ist die Potenz-
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linie gemeinschaftliche Sekante oder Tangente im Be¬
rührungspunkt ; sind die Kreise konzentrisch , so liegt
sie in unendlicher Entfernung . Die von einem Punkt
der Potenzlinie an die beiden Kreise gezogenen Tangen¬
ten sind einander gleich.

4 . Die Potenzlinien je zweier von drei gegebenen
Kreisen schneiden sich in einem Punkt , dem Potenz -
oder Chordalpunkt derselben , oder sie sind parallel .
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§ 52 . Gerade Linien und Ebenen .

1 . a) Eine Gerade ist einer Ebene parallel , wenn
sie einer in der Ebene liegenden Geraden
parallel ist .

b ) Ist eine Gerade einer Ebene parallel , so
schneidet jede durch die Gerade gelegte Ebene
die erste Ebene in einer parallelen Geraden .

c) Ist eine Gerade einer Ebene parallel und zieht
man durch einen Punkt der Ebene eine Pa¬
rallele zu der Geraden , so fällt die Gerade
ganz in die Ebene hinein .

2 . a) Legt .man durch jede von zwei Parallelen eine
Ebene , welche die andere .schneidet , so ist die
Schnittlinie der beiden Ebenen den beiden
Geraden parallel .

b) Sind zwei Geraden einer dritten parallel , so
sind sie einander selbst parallel .

3 . Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten
geschnitten , so sind die Schnittlinien parallel .

4 . Sind die Schenkel zweier Winkel parallel , so
sind auch ihre Ebenen parallel .

5 . Sind die Schenkel zweier Winkel parallel und
beide Paare gleichläufig oder beide gegenläufig , so sind
die Winkel gleich ; ist das eine Schenkelpaar gleich - ,
das andere gegenläufig , so sind die Winkel supplementär .

6 . Sind zwei Ebenen einer dritten parallel , so sind
sie einander selbst parallel . ;
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7 . a) Steht eine Gerade zu zwei Geraden einer
Ebene senkrecht , so steht sie auf allen in
der Ebene liegenden Geraden senkrecht , d . h .
sie ist senkrecht zur Ebene ,

b ) Alle Geraden , welche in demselben Punkt
zu einer Geraden senkrecht sind , liegen in
einer Ebene , die senkrecht ist zu der Geraden .

8 . Zu einer Ebene lässt sich durch einen Punkt
auf oder ausserhalb derselben nur ein Lot ziehen .

9 . Zu einer Geraden lässt sich durch einen auf oder
ausserhalb derselben gelegenen Punkt nur eine senk¬
rechte Ebene legen .

10 . a) Jede Ebene durch ein Lot zu einer Ebene
ist zu dieser Ebene senkrecht .

b) Eine Gerade , welche innerhalb einer von
zwei zu einander senkrechten Ebenen senk¬
recht zu deren Schnittlinie ist , ist auch senk¬
recht zur andern Ebene .

c) Eine Gerade , welche senkrecht zu einer von
zwei senkrechten Ebenen ist , fällt ganz in
die andere oder ist ihr parallel .

d ) Sind zwei sich schneidende Ebenen senk¬
recht zu einer dritten , so ist auch ihre Schnitt¬
linie senkrecht zur dritten .

11 . Ist ein Winkel , dessen einer Schenkel in der
Projektionsebene liegt ein R , so ist auch der Winkel
selbst ein R ; umgekehrt ist die Projektion ein R , so
ist der Winkel selbst ein R .

12 . a) Stehen zwei Geraden auf derselben Ebene
senkrecht , so sind sie parallel ,

b ) Ist die eine von zwei parallelen Geraden
senkrecht zu einer Ebene , so ist es auch die
andere .
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13. a) Stehen zwei Ebenen auf derselben Geraden
senkrecht , so sind sie parallel .

b) Ist die eine von zwei parallelen Ebenen zu
einer Geraden senkrecht , so ist es auch
die andere .

14 . Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene ist
die kürzeste Strecke zwischen Punkt und Ebene und
umgekehrt .

15 . Diejenigen Strecken zwischen einer Ebene und
einem Punkt ausserhalb derselben sind einander gleich ,
deren Endpunkte von der Projektion des ersten Punktes
gleichweit entfernt sind und umgekehrt .

Die gleichen Strecken machen mit der Ebene gleiche
"Winkel und umgekehrt .

16 . Von zwei von einem Punkt nach einer Ebene

gezogenen Strecken ist diejenige die kleinere , deren
Endpunkt näher bei der Projektion jenes Punktes
liegt und umgekehrt .

Die kleinere der Strecken macht mit der Ebene
den grösseren Winkel und umgekehrt .

17 . Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine
Ebene ist kleiner als der Winkel der Geraden mit
irgend einer Geraden in der Ebene .

18 . Alle parallelen Strecken zwischen zwei parallelen
Ebenen sind gleich und machen mit derselben Ebene
gleiche Winkel .

19 . Die kürzeste Strecke zwischen zwei windschiefen
Geraden ist diejenige, die auf beiden Geraden senk¬
recht steht .

20 . Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten
geschnitten , so sind :

a) entsprechende Keile 'i
b) innere Wechselkeile > einander gleich ,
c) äussere „ )
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und d) innere Gegenkeile
e ) äussere „
f) gemischte Wechselkeile

Jeder der sechs Sätze ist umkehrbar .

1 betragen zusammen
| 2 rechte Keile .

§ 53. Kugel-, Cylinder-, Kegelfläche.
A . Lagebeziehungen .

1 . Ein Punkt liegt innerhalb , auf, ausserhalb einer
Kugel , eine Gerade und ebenso eine Ebene schneidet,
berührt , liegt ganz ausserhalb der Kugel , je nachdem der
Mittelpunktsabstand = r ist : (r Halbm .)

2 . Ein Punkt und ebenso eine zur Achse parallele
Gerade liegt innerhalb , auf , ausserhalb einer Cylinder -
fläche, eine zur Achse nicht parallele Gerade und eine
zur Achse parallele Ebene schneidet , berührt sie, trifft
sie nicht , je nach dem der Abstand von der Achse = r
ist . (r Grundkreishalbm .)

3 . Eine durch die Spitze eines Kegels gehende Ge¬
rade liegt innerhalb , auf , ausserhalb einer Kegelfläche,
eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet, be¬
rührt sie , trifft sie nicht , je nachdem der Winkel der
Geraden oder der Ebene mit der Achse = der erzeu-

>
gende Winkel a ist.

4 . Eine Ebene welche eine Kugel schneidet, schnei¬
det sie in einer Kreislinie . — Eine zur Achse parallele
Schnittebene einer Cylinderfläche schneidet diese in zwei
zur Achse parallelen Mantellinien . — Eine durch die
Spitze eines Kegels gehende Schnittebene schneidet die
Kegelfläche in zwei Mantellinien .

5 . Eine Berührungsebene an eine Kugel ist (u . a .)
bestimmt durch zwei Tangenten , eine Berührungsebene
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an eine Cylinder - und ebenso an eine Kegelfiäche ist
bestimmt durch Berührungsmantellinie und Grundkreis -

tangente .
6 . Das Lot vom Kugelmittelpunkt auf eine Kreis¬

ebene, Berührungsebene , Sehne der Kugel geht bezw.
durch den Kreismittelpunkt , Berührungspunkt , Halbie¬
rungspunkt derselben .

Umkehrungen .
7 . Zwei Kugeln berühren sich , wenn sie einen

Punkt der Centrale gemeinschaftlich haben und um¬
gekehrt .

Die Centrale zweier sich berührender Kugeln ist
gleich der Summe oder gleich der Differenz der Halb¬
messer.

8 . Ein Puukt der Kugelfläche ist Pol eines Kugel¬
kreises , wenn er von drei Punkten desselben gleiche
sphärische Entfernungen hat ; er ist Pol eines Gross¬
kreises, wenn er von zwei Punkten desselben sphärische
Entfernungen von 90 ° hat .

B . Grössenbeziehungen .

9 . Der Grosskreisbogen ist die kürzeste Linie zwi¬
schen zwei Punkten auf der Kugelfläche.

10 . Ist ein sphärisches Dreick Polardreieck zu
einem zweiten , so ist auch das zweite Polardreieck
zum ersten.

11 . Die Bogengrade der Seiten eines sphärischen
Dreiecks ergänzen die Winkelgrade der entsprechenden
Winkel des Polardreiecks und die Winkelgrade des
sphärischen Dreiecks ergänzen die Bogengrade der ent¬
sprechenden Seiten des Polardreiecks zu 180 °.

(Nr . 10 und 11 gelten ebenso für Dreikant und
Polardreikant .)
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12 . Zwei sphärische Dreiecke gleicher Kugeln oder
zwei Dreikante sind entsprechend gleich , wenn

a) zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel ,b) eine Seite und zwei anliegende Winkel ,c) die drei Seiten,
d) die drei Winkel ,
e) zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen

gleich sind und der Gegenwinkel der andern
in beiden zugleich = 90 ° ist ,

f) zwei Winkel und die Gegenseite des einen
gleich sind und die Gegenseite des andern in
beiden zugleich = 90° ist .

13 . In jedem sphärischen Dreieck und jedem Dreikant
a) liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegen¬über und umgekehrt ,b) liegt dem grösseren Winkel die grössere Seite

gegenüber und umgekehrt ,
c) sind zwei Seiten zusammen grösser als die

dritte ,
d) sind zwei Winkel zusammen kleiner als der

um 2 R vermehrte dritte ,
e) ist, wenn die Summe zweier Seiten > 180 °,< ’

auch die Summe der Gegenwinkel 180 ° und
umgekehrt .

14 . Ein sphärisches Zweieck verhält sich zur Kugel¬oberfläche wie sein Winkel zu 4 R ; oder
sphär . Zweieck = 2 R 3arc a

15 . Der Inhalt des sphärischen Dreiecks verhält sich
zur Kugeloberfläche wie der sphärische Exzess zu 8 R ;oder

sphär . Dreieck = R 2arc (ce -f ß -f- y — 2 R)
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16. In einem sphärischen Dreieck liegt
a) die Summe der Winkel zwischen 2 Rund 6 R
b) „ „ „ Seiten „ 0 und 4R .

§ 54 . Geometrische Oerter.

1 . Eine um Punkt A mit dem Halbmesser r be¬
schriebene Kugel ist geometrischer Ort
a) für jeden Punkt , der von A den Abstand r hat ,
b) „ jede Gerade , die „ „ „ „ „ „
e) „ „ Ebene , „ „ „ „ „ „
d) „ den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb¬

messer r , die durch A geht .
2 . Eine um die Gerade L als Achse mit dem Grund¬

kreishalbmesser r beschriebene Cylinderfiäche ist

geometrischer Ort
a) für jeden Punkt , der von L den Abstand r hat ,
b) „ jede Gerade , die „ „ „ „ „ „
c) n n Ebene , , , , , , , , , , , , , ,,
d) „ den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb¬

messer r , die L berührt .
3 . Eine Kegelfläche mit der Achse L , der Spitze A

und dem erzeugenden Winkel a ist geometri¬
scher Ort
a) für jede durch A gehende Gerade , welche mit L

den Winkel a bildet ,
b) für jede durch A gehende Ebene , welche mit L

den Winkel a bildet ,
c) für jede durch A gehende Ebene, welche mit

einer zu L senkrechten Ebene den Winkel
K — a bildet .

4 . Eine zu einer Ebene E im Abstand r auf einer
Seite derselben parallel gelegte Ebene ist geo¬
metrischer Ort
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a) für jeden Punkt auf dieser Seite , der von E
den Abstand r bat ,

b) für jede parallele Gerade auf dieser Seite, die
von E den Abstand r hat ,

c) für den Mittelpunkt jeder Kugel auf dieser
Seite, die E berührt und den Halbmesser r hat ,

d) für die Achse jedes Cylinders auf dieser Seite,
der den Grundkreishalbmesser r hat und E
berührt .

5 . Die Mittellotebene zu einer Strecke AB ist
geometrischer Ort
a) für jeden Punkt , der von A und B gleiche

Entfernungen hat ,
b ) für jede Gerade , die von A und B gleiche

Entfernungen hat und mit AB einen rechten
Winkel bildet ,

c) den Mittelpunkt jeder Kugel die durch A
und B geht.

'6 . Die Mittellotebene zu einem Winkel ABC ist
geometrischer Ort
a) für jeden Punkt , der von den Schenkeln

gleichen Abstand hat ,
b) für jede durch B gehende Gerade , die mit

den Schenkeln gleiche Winkel bildet ,
c) für den Mittelpunkt jeder Kugel , welche beide

Schenkel berührt .
7 . Die Halbierungsebene eines Keils (M Q) ist geo¬

metrischer Ort
'») für jeden Punkt , der von M und Q gleichen

Abstand hat ,
b ) für den Mittelpunkt jeder Kugel , welche M

und Q berührt .
8 . Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABO im
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Unikreismittelpunkt 0 desselben ist geometri¬
scher Ort
a) für jeden Punkt , der von A , B und C gleiche

Abstande hat ,
b ) für den Mittelpunkt jeder Kugel , die durch

A , B und C geht .
9 . Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im

Inkreismittelpunkt oder einem Ankreismittel¬
punkt desselben ist geometrischer Ort

a) für jeden Punkt , der von den drei Seiten
gleiche Entfernungen hat ,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel , welche die
drei Seiten berührt .

10 . Die Schnittlinie der drei Mittellotebenen der
Seiten eines Dreikants ist geometrischer Ort

a) für jeden Punkt , der von den drei Kanten
gleiche Abstände hat ,

b) für den Mittelpunkt jeder Kugel , welche die
drei Kanten berührt . Die Schnittlinie ist
Achse des dem Dreikant umbeschriebenen
Kegels.

11 . Die Schnittlinie der Halbierungsebenen der drei
Keile eines Dreikants ist geometrischer Ort
a) für jeden Punkt , der von den drei Seiten¬

flächen , gleichen Abstand hat ,
b) für den Mittelpunkt jeder Kugel , welche die

drei Seitenflächen berührt .
Die Schnittlinie ist Achse des dem Dreikant ein¬

beschriebenen Kegels .



94 Stereometrie.

§ 55 . Sätze über Polyeder. Formeln für Oberflächen,
Rauminhalt .

A . Allgemeine Sätze .
1 . Eulers Satz : Bei jedem Vielflächner ist die

Summe der Anzahl der Ecken und Flächen um 2 grösser
als die Zahl der Kanten ,

E + F = K + 2 .
2 . Die Anzahl der Kanten ist halb so gross als

die der Winkel ,
K " i w\

3 . Ein Parallelschnitt einer Pyramide ist ein
der Grundfläche ähnliches Vieleck und es verhält sich
der Inhalt des Parallelschnittes zu dem der Grundfläche
wie die Quadrate ihrer Entfernungen oder derjenigen
entsprechender Ecken von der Spitze der Pyramide .

4 . Satz des Cavalieri : Haben zwei Körper
gleiche Höhe und gleiche Grundflächen und sind alle
Parallelschnitte , die in denselben Entfernungen von den
entsprechenden Grundflächen gelegt sind , einander gleich,
so sind die Körper selbst inhaltsgleich .

5 . Aehnliche Körper verhalten sich der Oberfläche
nach wie die Quadrate , dem Inhalt nach wie die Kuben
entsprechender Längen .

B . Berechnungen .
M Mantel, 0 Oberfläche , G Grundfläche , Q Quer¬

schnitt , h Höhe, r Grundkreishalbmesser , R Kugel -
lialbmesser, a , b , c Kanten , s Mantellinie , S Mittelschnitt, .
V Rauminhalt .

’ 6 . Quader . 0 = 2 (ab -J- bc -J- ca)
V = 3 ab c

7 . Prisma . V = G . h = Qs



Sätze über Polyeder . 95

8 . P y r a m i d e . V = Gr . -=o
9 . Oy lind er . M = 2r ?rh

0 = 2 r n (h -f- r)
V = r 2 ?rh .

Pür den Hohlcylinder
Y = (r 2- ri > h

10 . Kegel . M = r7rs
0 = r Ti (s -)- r)
s = ]/K + T?

o
11 . Pyramidenrumpf .

V — -
jj

- ( Gr - j- lAjrG -
j + GJ

12 . Kegelrumpf .
M = (r -f - rj Tts — 2p ah

(p Mittellot zur Mantellinie bis zur Achse, )

Y = ^ (r 2 + rr 1 + r1
2)

13 . Prismatoid .

Y = | - (G + G1 + 4S )

14 . Schief abgeschnittenes dreiseit . Prisma .

15 . Kugel . 0 = 4 K 2 7r
4K ‘ *

Kugelzone . 0 = 2ß ?rh

Y = ^ (3r 3+ 3 ri 2+ h 2)
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Kugel ab soll n itt .
0 = 2R7rh = (r 2+ h 2

) ?z

V = ^ (3r ' + h *
) = ^ -

,
(3R - h)

Kugelausschnitt .

V = R 2 ?i; h
o

?rR s .a
Kugelkeil . Y =

16 . Guldins Sätze . a) Die Oberfläche einer Dreh -
flache ist gleich dem Produkt aus der Länge der er¬
zeugenden Linie und dem Wege des Schwerpunkts der¬
selben .

Besteht die .Erzeugende aus den Teilen 1, , 12, ls . . . . ,
deren Schwerpunkte die Abstände s, , s2, s3 . . . . von
der Achse haben , während der Abstand des Gesamt¬
schwerpunktes der Erzeugenden s ist , so ist

s Ol + + 13 + • • ■•) = S1 + s 2 \ + s 313 + • ;
• •

b ) Der Inhalt eines Drehkörpers ist gleich dem
Produkt aus dem Inhalt der erzeugenden Fläche und
dem Weg des Schwerpunktes derselben .

Zerlegt man die erzeugende Fläche i in die Teile i, ,
i2, i3 . . . und sind die Achsenabstände der Schwerpunkte
der ganzen Fläche und der Teile s , s, , s2, s3 . . . . , so ist

si = s, i , + s2 i2 + s3 i8 + . . . .
17 . Regelmässige Körper . R Halbmesser der

umbeschriebenen , r derjenige der einbeschriebenen Kugel ,
a Kante .

Tetraeder . R = r = — ]/6 ;

0 = a 2
]/ 3 ; Y = -̂ l/ 2 .
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Würfel . R = — 1/3
“
; r = -^ i

0 = 6a 2
; Y = a3.

Oktaeder . ^ — r = — ^ 6 ;

0 = 2 a2 ]/3 ; V = ^ f * .

Dodekaeder . R = — (1 + fb ) / IT;

r = ^ | /50 + _
22_K1 = a ctg 36 „ CQS 36 o ,

0 = 3 a2 i 5 (5 + 2 y 5) ;
12 I 1 . r

Y = - ^- = 4F . r (F Seitenfläche )
ö

a3 —
= (15 -j- 7 y 5) = 5 a 3 ctg 2 36° cos 36°.

Isokaeder . R = — ]/ 2 (5 -f- V5) ;

_ a 1/7 + 3y5 __ _
a

_
3 + f lT

r _
2 f 6 4 ]/ 3

2 a cos2 36 °
~ ~—

fZ ?

0 = 5 a 2 y 3 ;

y 20 . P . r
3

5a
_
3

12 (3 + / 5) ;
10 a3

3 cos2 36 °.

B ii r k 1e n , Formelsammlung . 7
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I . Goniometrie .

§ 56 . Funktionen einfacher "Winkel .
1 . Erklärung der Funktionen .

a) Am rechtwinkligen Dreieck (a Hypotenuse ,
b und c Katheten .)

b b a
- * p.ncpp . R = —

bsm ß = — ; tg ß = ——; cosec ß =
81

c°s/ ? = — ; ctg/? sec ß = — .c

b) Am Koordinatensystem (r Fanrstrahl , x und y
Abscisse und Ordinate .)

sm a

y cos a ~ — ; ctg a
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Der sin hat das Vorzeichen der Ordinate ,
der cos das der Abscisse , tg und ctg haben
gleiches Vorzeichen .

c) Vorzeichen in den vier Quadranten :

sin cos tg ctg

I . + + + +

II . — — —

III . — — + +

IV . — + — —

2 . I — cc E — a R —j—cs 2 R — a 2R -fß

sin — sin a cos a cos C£ sin a — sin a

cos cos a sin cc — sin a — COS Cf — COS Cf

| — tg « ctg a — ctg a — tga + tga

ctg- | — ctg a tg « — tga — ctg a + ctg a

3 K — a 3 R —{—Cf 4 n R -j- a

sin — COS Cf — COS Cf sin (- |- a )

cos — sin a -j- sin a cos (+ a)

tg 1 + ctg a — ctg a tg (+ a)

ctg | + tg « — tg « Ctg (+ a)
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3 . Grenzwerte und besondere Werte :

0°
360° 90 ° 180 ° 270 ° 45° 30 ° 60 °

sin 0 1 0 — 1 1
2

1 -
yV3

cos 1 0 — 1 0 1
2

tg 0 00 0 — 00 i Vs

Ctg- 00 0 - 00 0 i fl
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4 . Zusammenhang der Funktionen :
sin 2 et -f eos 2 ar = l

tg « :

ctga =

Sin a
COS a
COS a

tg a . ctg a = 1

1 + tg 2 ct =

1 -f ctg 2 ct =

"
COS 2ct

1
Sin 2 a

ctg a
1

tg a

sin a cos a tg a ctg a

sin a = tg a 1
V 1 — cos 2 a

y 1 + tg 2 a yi + ctg 2 «

cos a —
1 ctg a

V1 — sin 2 ct
y 1 + tg 2 a y 1 + Ctg 2a

tga =
sin ct y 1 — cos 2 a 1

V1 — sin 2 a cos a Ctg" ct

ctg- a = V 1 — sin 2 ct COS a 1
sin a yi — cos ‘ a tg ct

y/stnFös cos a ctg a
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§ 57 . Funktionen zusammengesetzter Winkel.

1 .

a)

sin (a -j- ß) = sin a cos/ ? + cos a sin ß
cos (a + /?) = cos a cos ß 41 sin a sin ß

tg (a + ß) =

ctg (« + /?) =

tga -j- tg ß
1 + tgatg ß

ctg a ctg ß ip 1
ctg ß 4 ^ctg a

b)

_ . . . a a
sm 2a = 2 sin acos a ; gm a = 2 sm — cos —

ni £t

cos 2a = cos 2 a — sin 3 a ; cos a = cos 3
y — sin 3-^-

tg 2 a = 2 tg a
1 — tg 3 a

ctg a — 1
ctg 2 a = - ,- ;° 2 ctg a

2 ta
tga :

1 - tg 3

ctg a =
ctg^ - 1

2ctg ^

2 cos 3 « = 14 - cos 2 a ; 2 cos 2 — = 14 - cos a
U

c) | 2 sin 3 a = 1 — cos 2 « ; 2 sin 2 — = 1 — cos a

1 — cos 2 «
tg « =

— COS 2 a sin 2 i
14 - cos 2 a 14 - cos 2 a sin 2 a

d) {sin 3 a = 3 sin a — 4 sin 3 a
COS 3 a = 4 COS 8 a — 3 COS a .
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2 . Umformung von Summen und Differenzen .
i . „ „ . « -1- /3 ct — ßsin a -)- sin ß = 2 sin — cos —~

a )

b)

• . „ « ct 4 - ß . a ■
Sill a — S1B ß = 2 COS — —Sill —

, „ a 4 - ß ctcos a + COS ß = 2 cos — cos —

n • tt ß •— 2 sin ■ sincos CS— cosß --

cos ct + sin a = ]/lT . sin (45 ° + “)
cos a — sin a = ]/!T . cos (45 ° + a)
1 + tg “ tg (45 _j_ B)
1 — tg ct
C
^

+ i = ctg (45 »- a)
Ctg a — 1

C} jetga
+ tg « ^ ^

1 ctg a — tg ct =t 2 ctg 2 ct.

II . Das Dreieck ete.

§ 58 . Formeln über üas schiefwinklige Dreieck .
a ß y

« + 0 + 7 = 2 =

sin (ß -(- y) — sin (2E — ct) = sin ct
cos (ß + y) = cos (2 R — ct) = — cos ct

ß + y . Ar,— « " ' K — —
2

0 + r ■cos ft

2 .
2 ““"

V
" 2 / 2

a : b : c = sin a : sin ß : sin y. (Sinussatz .)
a sin ß = b sin a = h "

<. b sin y = c sin ß = h (Höhenformel .)
t c sin ct = a sin y = h ' .

/
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0 ^ <1

sin cs sin/3 siny
a = 2 r sin a (Sehnenformel .)
b = 2 r sin ß
c = 2 r sin y.

a = b cos y + c cos ß
b == c cos a a cos y (Projektionssatz .)
c = a cos ß -f- b cos a .

b -j- c
b — c V ; '
c “I- a

. 7 + “
tg 2

c — a

a -f- b t '

a — b

( Neper’sche Grleicbgn .)

2
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a ß — y5 . (b -|- c) sin — = acos —- —
Z Z

(c - |- a) sin ~~ -= bcos ^-r —
Z Z

(a + b) sin | = ccos ^
'

(Mollweide -sclle
a . ß — y Gleichen .)

(b — c) cos ~ = asm ” —
Z Z

ß . y — a
(c — a) cos — = b sin —-—

Z Z

, 7 ■ a ~ ß
(a — bjcos — = esm -

y
-

6 . Pythagoräischer Lehrsatz für das schiefwinklige
Dreieck .

{
a 3 = b 8 + c 2 — 2 bc . cos a
b 8 = c 8 -f - a 8 — 2 ca . cos ß
c ! = a ! + b ! - 2 ab . cos y .

2 . a

Folgerungen :

| (b + c) 2 — 4 h c cos 2 -

| (b — c) 2-f'd bcsin 2 -

3 .

sin -

2s
2 (s — a)

a — b -]- c
a _)_ b — c

= 2 (s — b)
= 2 (s — c) .

OC1 1 c) a
003 T

= l/s (s — a)
b c F bc

(s - c) (s -
c a

a) . ß
c° s T

=

i1 b) .9
7

COSy
= l/s (s — c)

F ab •
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4.

5 .

sin a = s (s — a) (s — b ) (s — c)

sin ß = — l/ s (s — a) (s — b ) (s — o)

2 _
sin y = ]/s (s — a) (s — b) (s — c) .

« 1 / (s — b ) (s — o) e
g 2 r s (s — a ) s — a

ß i / (s — c) (s — a) _ {>
tg 2

~ l s (s — b) s — b

y | / (s — a) (8 — b) _ g
tg 2

— ! s (s — c) s — o

7 . Inhalt , In - und Ankreishalbmesser .

1 . 2 J = a b sin y = b c sin a = c a sin ß .
( 2 r 2 sin a sin ß sin y

2 . J = <[ abc
[ 4r '

3 . J = y s (s —■a) (s — b ) (s — c)
= C - 8 = ^ (8 — a) = (>2 (s — b ) ^ 3 (s — c) .

4 . £> * • (>2 * ?3 = *
« ß y

q = (s — &) tg — = (s ■— b ) tg ~
y

= (s - o) tg -
g

-

5 * ß y
, ei = st gY ; ^2 = s tg "

2
” ; ?3 = st g ~

2
_-

( . . “ . ß . y
q — 4 r sm — sm — sm ^ r -

6 . {
2

0
2

. “ ß y
I s — 4 r cos -r - cos — cos — .' ä A &
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§ 59 . Berechnungen .
I . Das rechtwinklige Dreieck ,

a Hypotenuse .
1 . Gegeben a , ß .

b = a sin ß ; c = a cos ß .
2 . Gegeben b , ß .

a = .
k

, c = b ctg ß .sinß ' °
3 . Gegeben a , b.

sin/ ? = — , c = a cos ß = b ctg ß \ c = ]/a 2 — b 3.
B

4 . Gegeben b; c .
b b C n-n- i— ö

taß = — ; a = —— -r = - a = yb 2 + ca
e ^ c ’ sin ß cos ß 1
2J = bc = ab cos ß = a b sin y = b 2 tg y.

II . Das gleichschenklige Dreieck .
1 . Gegeben b, ß .

a == 2bcoS (? ; h = b sin ß.
2 . Gegeben a , a .

= Yt g ß.b — a
; h =

2 cos ß
’

3 . Gegeben a und b.

cosß = ^ ; h = b sin ß = a
T tgß = | /b 2 -

2 J = b 2 sin ct = tg ß.

III . Das regelmässige Vieleck ,

a . 180°
1 . Gegeben a .

r = — : sin -
2 n
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Q

2 . Gegeben r .

a — 2 r sin

— r cos

nr 2
. 360 °

J = - 77- sin2 n
3 . Gegeben ^

r = o : cos

a = 2 o tg

Iv . Segment .
r 71a

Sektor — arc «.

A = T sm «

(arc a — sin cs)Segment = -7— — sm a

V . Das scbiefwmklige Dreieck .

1 . Gegeben a , ß, y .

a = 180 “ — (0 + y) ; b = ±Ä C
asmy

sm a sm a
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2 . Gegeben , b , c , a .
ß + 7 D «

2
“ ^ 2

2 b - |- c ° 2

_ 0 + 7 , 0 ~ 7
** 2 * 2

ß + r ß — y
l y = _

2
_ _ _r

oder :

*gß
b sin a

c — b cos a
b sin a c

sin ß

b sin a
sin ß

(= yb 2-fc 2— 2bc . cos a)

3 . Gegeben a, b , c.

J = i s ( s — a) (s — b ) (s — c ) .

2 . (> = ” • (2s = a + b + c) .

3 . te -
2 s — a

Proben : 1 . (s — a) + (s

to I = ''
° 2 s - b ’

b ) + (s .

tg -

- c)

— b cos a
cos ß

y_ _ _ Q
2 s — c

’

= s .
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Ct R y
2 . S . tg y . tgy . tg y = Q.

3 - T + T + i = 90°-
4. Gegeben a , b , ß .

a) b > a .
a sin ß

1 . sm a = — Ir 5 < 90°

2 . y

3 . c

: 180° — (ß + ß) .
b sin y a sin y
sin ß sm a

. . , ■ a sin ß
b) b < a ; sm a — — r — ;

hiebei a und 180° — a brauchbar , daher 2 Werte für c
c, = a cos ß b cos a
c2 = a cos ß — b cos a .



Sphärische Trigonometrie
§ CO. Das reclitwinklige sphärische Dreieck.

I . Formeln (a Hypotenuse) .
1 . cos a = cos b cos c (a , b , c) .

(a , ß , / )■
0 , y < *>) •

2 . cos a = ctg ß ctg y
3 . cos ß = sin y cos b

cos y = sin ß cos c
sin b

4 . sin ß = (ß , b , a ) .sm a
sin c
sm a

tcc
ü . cos ß —

tga
tgb

COS y = 7- .r tga
ta1b

6 . tg ß = sm c
tgc

tg 5' = sinb -
7 . Nepers Hegel . Der

cos irgend eines der wie neben¬
stehend ungeschriebenen Stücke
ist gleich dem Produkt der sin
der getrennten und gleich dem
Produkt der cts der anliesren
den Stücke .

Hiedurch können die For¬
meln 1—G mechanisch abgeleitet
werden.



112 Sphärische Trigonometrie .

II . Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks .

1 . Gegeben a., b .
cos a

1 . cos c = - ocos b
tg b

2 . tg ß = —- ; tg y° ^ sin c ’ °

2 . Gegeben b7 c .
cos a :

tg ß

cos b cos c .
tg b
Jrr ; tgr

tgc
sin b '

tg c
sin b '

3 . Gegeben a7 ß.
1 . ctg y = cos a tg ß .
2 . tg c = tg a cos ß ; tg b = tg a cos y .

4 . Gegeben b , ß.

1 . sin a = S| n ^
(zwei Werte für a) .

sin ß x

2 . ctg y = cos a tg ß .
3 . tg c = tg a cos ß .

Gegeben b , y .

1 . tg a =

2 . tg c =
3 . cos ß :

tg b
cos y

■sin b tg y.
= cos b sin y .

6 . Gegeben ß , y.
1 . cos a = ctg ß ctg y.

cos ß2 . cos b

3 . cos c =

sin y
cos y
sin ß

’
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Determ . Sind ß und y gleichartig , so muss ß + y > 90 °

und < 270 ° sein ; sind ß und y ungleichartig , so muss
ß — y oder y — ß < 90 ° sein (s . 53,13 C) d) .

§ 61 . Das schiefwinklige Dreieck .

A . Formeln .

1 cos a = cos b cos c + sin b sin c cos a
< cos b = cos c cos a -f sin c sin a cos ß
[ cos c = cos a cos b -f- sin a sin b cos y

II .
" s " ~ • - - !" " — . " ’n ß : sin y ;
sin a sin ß = sin b sin a
sin b sin y sin c sin ß = h

a , b , a , ß \

Sinussatz .sin b sin y = sin c sin ß = h
sin c sin a = sin a sin y = IV

III . sina cos ß = cosb sine — sinb cosc cosa ; a,b,c,a,/ ? ;
sina cosy = cosc sinb — sine cosb cosa ;
sin b cos y = cos c sin a — sin c cos a cos ß ;
sin b cos a = cos a sin c — sin a cos c cos ß ;
sin c cos a = cosa sinb — sin a cosb cos y ;

. sin c cos/J = cosb sina — sinb cosa cosy .

T-tT . « • « ~r «IV . sin —- sin —^— =
£ £
a . b + c
_ Ol*» _ _ _ a , b + c , ß + y

, ot b “f* C ä
sin — cos — = cos

£ £ £
ft ß - f- yCOS -fr COS ■ ■■■— ■
£ £2 Delambre ’sche

a . b — c . aa . ß — y bezw ._ cm i_ £_
2

cos —- cos — r— == cos -s - sinv £ 2 2
ot b — c ab — c

2
a .cos -5- sm*£

ß _]_ y Gleichungen

B ü r k 1 e n , -Formelsammlung . 8
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tg
b + c _

cos ß — 7

tg 2 '
cmt±l

a , b + c , ß + y , ß — y

a , ß + y , b + c , b — c

sin ^
, b — c * a 2

sin

J ß + y , «
tg 2

Z = ctg Y

cos

2
b — c

cos
b + c

2
. b — csm ——

tg 2
~ ctg 2 . b + c

sin —j-—

Nepersche
Gleichungen .

a + b + c :

. <* i / sin yg — uj Bin ,
sin y

=
(/ - .... . . r. » “ > a> D>

sin

/ sin (s — b) sin (s —
_
c) __

2 i sin b sin c

ß _ ] / sin (s — c) sin (s — a ) _
sin c sin a ’

sin ( s — a) sin (s — b)
sin a sin b ’

4
4

a i/sins .
cos Tr m

ß
-i/si° s T

= |/ -

'sin s . sin (s — a) _
sin b sin c ’

sin s sin (s — b ) _
sin c sin a ’

_ 1 / sin s sin (s — c)
r sin a sin b
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VII . S = ysin s . sin (s — a) sin (s — b) sin (s — cj
2 S

ßj Sj Dj C

sin ß

sin b sin c
2 S

Sin y - 2 S
sin c sin a ' ' sin a sin b

(S Eckensinus .)

VIII . :
J/E

ctg

sin (s — a) sin (s — b ) sin (s ■
sin s

sin (s — a)
ßj a , h ) c

eia ß sin (s — b) _; cts 7 sin (s — c)
2 k ’ ” ' D 2 k

IX . ( e = a ß -f~ y — 180 ° (sph . Exzess )

I tg — :
> 4

n A s . s — a , s — b , s — c
7 ^ 2T 2

, 8 — b , 8 — 0tg - y tg
, S , S — Jltg ^rtg

Illb )

2 8 2
(L ’Huilier ’sche Gleichung .)

Polarformeln .
Ib ) r cosa = — cosßcosy -J- sinßsinycosa ; a , ß , y.

\ cosß = — cosy cos a -j- sin ysin a cosb
i cos y = — cos a cos ß sin a sin ß cos c .

sin a cos b = cos ß sin y -)- sin ß cos y cos a ; a , b ; a , ß , y
sin a cos c = cos y sin ß -j ~ sin y cos ß cos a
sin ß cos c = cos y sin a + sin y cos a cos b
sin ß cos a = cos a sin y -f- sin a cos y cos b
sin y cos a = cos a sin ß -f- sin a cos ß cos c
.sin y cos b = cos ß sin a + sin ß cos a cos c .
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VII b )

cc-j—ß -j—y — S
2 = V— cos a cos ( ff — a) cos ( ff — ß) cos ( ff — y) ;

Sill a :
2 2

sin b =

sin ß sin y ’
2 2

sin y sin sin c ;
2 2

sin a sin ß

VIII b)

•l/cos ( ff — « ) cos (<r — ß) cos (er — y )
\ — COS ff
COS ( ff — ß )

ki* a

x b cos (o — ß) t c cos (ff — y)
tg T

= -
k7- » tg “

g
~ -

jp
-

IX b)

d = 360°
d°

(a -)- b -j- c) (spli . Defekt )

ta ( l
‘Si tg T

X . Sphärischer Umkreishalbmesser B..

sin a sinb sin c . a b c
—- =- - — = —— = 2 tß K cos — cos — cos —
sm a sin ß sin y 2 2 2

COS ( ff — a ) COS ( ff — ß ) COS ( ff — / ) _ _ ^
— COS ff

XI . Sphärischer Inkreishalbmesser q .

. _ -i / sin (s — a) sin (s — b ) sin ( s — c) ^
° ^ f sin s

XII . Inhalt des sphär . Dreiecks s . § 5315 .

ctg R = j/
'
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B . Berechnungen .
1 . Gegeben a , b, c. -

1 . a-j-b -f -c = 2s , s — a = . . . , s — b = . . v s — c = . . .

2 . _ 1 / sin ( s — a) sin ( s — b ) sin (s — c)

3 - ctg — =
sin (s — a) °tg 7

ß sin (s — b)

ctg

2 k

y sin (s — c)
2 k

Proben : 1 . (s — a) -f- (s — b ) + (s — c) = s

2 . ctg . ctg ~ . ctg =
1

sin s ° 2 ‘ b 2 ' ö 2 lc
2 . Gegeben a , ß , y.

1 . 2o,= a4' /3+ y ; ff — a = . . . , a —ß = . . . , ff — y= .
2 . k ' = s . VIII b ,

a cos fff — a)
3 . tg “ = -

p — > u - s . w . s . yillb .

Proben : 1 . ( o-— cs) - )- ( ff — ß ) -f- (er — y) = er
1 a b c 1

2 - “
^ ' tg T - tg T - tg

3 . Gegeben b , c , a .
a b — c

.ycos -
g

- z

k ' -

1 . tg
ß ^ y

COSttCOS -

2 .

3 .

ß - y cosysm ^ -

b + c N
* 2
b — c

(s . y .)

Z '

2 . a . b-)- c N '
sm sm - -

g
ß+ y , ß —r

2 2
. ß+ y ß — t
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a Z oder N
cos 2 costo

’

. a
sm ^

Z ' N '

• ß — Tsm -
g

- COsL ^

Ist nur a verlangt , dann dies aus I .
4 . Gegeben ß, y, &•

. a ß — y

. b + c
Sm 2

°0S 2 Z , xr,
L tg 2

" a ■ ß + y . N ^ - V ) '
COS - 7T- COS -

2 . tg -

2 2
. a . ß — y

, sm — sm ——
b — c 2 2 Z '

{ b =

4 . sin -

a . ß + y N' ‘
cos -

g
- sm —-—

b + c
|

b - °
2 T 2

b + c b — c
2 2 *
Z „ N
b + c

sm - cos -b + c s . IY , oder

Z ' w
b — c b — c’

cos -
2 2

Ist nur a verlangt , dann dieses aus Ib .
5 . Gregeben a, b , a.

sin b sin a
1 . sm ß = - :- •sm a a + ß

c a + b C°S 2
2 - tg ^ = tg • — -— j - oder

2 cos 2
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<* ~4~ ß

a — b

. a — b

Determination . Für ß ergeben sich aus 1 . im

allgemeinen zwei Werte . Bei der Bestimmung ist zu

berücksichtigen , dass
>

wenn a = b , danna ß
<

und a + b > 180 °
, dann a -f ß

> 180 °

( s . § 53 , 13 b und e) .
6 . Gegeben «, ß, a.

sin a sin ß
1 . sin b = - ;- .sin a

T2 . tg — = s . 5,3 .

Determination s . ebenfalls vorige Aufgabe .
Anmerkung . Die Aufgaben 2 , 4 , 6 sind die

Polarfälle zu den Aufgaben 1 , 3 . 5 ; ihre Lösung kann
daher durch Uebergang auf das Polardreieck auf die

Lösung der Aufgaben 1 , 3 , 5 zurückgeführt werden .



Mathematische Geographie .

I . Beobachtungsmitte ] .

§ 62 . Koordinatensysteme .
A) Zenitlinie , Horizont .

1 . Zenitlinie = Vertikallinie durch den Be¬
obachtungsort ; ihre Schnittpunkte mit der Himmels¬
kugel heissen Zenit (Scheitelpunkt ) und Nadir (Euss-
punkt ).

2 . Horizont (wahrer Horizont ) , die durch den
Erdmittelpunkt senkrecht zur Zenitlinie gelegte Ebene ;
scheinbarer Horizont = Berührungsebene an die
Erdkugel im Beobachtungsort ; scheinbarer Horizont
parallel dem wahren . — (Horizontalkreise senkrecht
zur Zenitlinie .

3) Ost - und Westpunkt , Schnittpunkte des
Horizonts mit dem Himmelsäquator (s . B ) ; Süd - und
Nordpunkt je um 90 ° vpm Ost- und Westpunkt ab¬
stehend , Mittagslinie verbindet diese beiden .

4 . Vertikalkreise (Höhenkreise ) , Schnittkreise
der durch die Zenitlinie gelegten Ebenen mit der
Himmelskugel, sie sind senkrecht zum Horizont ; erster
Vertikal geht durch Ost- und Westpunkt .

B) Weltaxe , Aequator .
5 . Weltaxe , verlängerte Erdaxe , Drehungsaxe

der Himmelskugel ; Weltpole (Nordpol , Südpol) Schnitt¬
punkte der Weltaxe mit der Himmelskugel .

6 . Aequatorebene durch den Erdmittelpunkt
senkrecht zur Weltaxe .
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7 . Meridiane oder Deklinationskreise ,
Grosskreise durch die Weltpole, senkrecht zum Aequa -
tor ; Hauptmeridian durch Zenit , durch Süd - und
Nordpunkt .

8 . Pol höhe = Neigungswinkel der Weltaxe gegen
den Horizont . Aequatorhöhe = Neigungswinkel
der Aequatorebene gegen den Horizont .

a) Polhöhe = geographischer Breite .
Die Polhöhe hp wird bestimmt durch Beobachtung der

Aequatorhöhe ha zur Aequinoktialzeit , hp = B — ha oder
oder als arithmetisches Mittel aus oberer und unterer
Kulminationshöhe eines Circumpolarsternes . — Aus
der Polhöhe erhält man die geographische Breite .

9 . Sichtbare Sterne für einen Ort von der
geographischen Breite cp sind diejenigen , deren Abstand
vom sichtbaren Pol < 180 °—

cp, vom unsichtbaren < cp ist .
10 . Circumpolarsterne , Abstand vom sicht¬

baren Pol <_cp.

0 ) Ekliptik , Axe der Ekliptik .
11 . Ekliptik = scheinbare jährliche Bahn der

Sonne , Ebene der Erdbahn .
12 . Schiefe der Ekliptik = Neigung der Ekliptik

gegen den Aequator , = 23 '
/a 0

, genau 23 ° 27 ' 13" .
13 . Axe der Ekliptik = Lot im Erdmittelpunkt

auf der Ekliptik ; Endpunkte dieser Axe Pole der
Ekliptik .

14 . Tag - und Nachtgleichepunkte = Schnitt¬
punkte der Ekliptik mit dem Aequator , Erühlings -
äquinoktium (Frühlings - oder Widderpunkt 'V') und
Herbstäquinoktium ; Sonnenwendepunkte oder
Solstitien stehen von den vorigen je um 90 ° ab .

15 . Breitenkreise , Grosskreise durch die Eklip¬
tikpole, | zur Sonnenbahn.
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§ 63 . Lagebestimmung .

1 . System A . •— Grundkreise : Hauptmeridian und
Horizont .

Höhe h gezählt auf dem Vertikalkreise vom Aequa-
tor aus 0 ° — 90° nördl . oder siidl .

Azimut a (A) gezählt auf dem Horizont vom Süd-
punkt aus über W; N, 0 von 0 ° — 360 ° . Ermittlung
dieser Koordinaten durch den Theodolit , Höhe auch
durch den Sextanten und annähernd durch Schatten-

2 . System B .
a) Deklination 3, nördlich (-)-) oder südlich (—) ,

sphärischer Abstand des Sterns vom Aequator ; Pol¬
distanz 90° — S .

Stundenwinkel t = Aequatorialbogen zwischen
Meridian des Beobachtungsortes und Meridian des
Sterns , gezählt von dem ersteren aus von 0 °—360 ° über
IV und N (wie das Azimut ) ; statt Gradzählung auch
Stundenzählung (15 ° = 1 St .) ringsherum 0 — 24h

, oder
nach beiden Seiten.

Messung durch Aequatoreal .
b ) Deklination 5 , wie in a , und

,M ßektascension et (A . R .),
gezählt im Aequator vom Prüh -

v. lingspunkt ('y ') aus , entgegengesetzt
^ dem Sinn der täglichen Bewegung
| der Sonne von 0 °—360°.

Cli . _ _„ _ Ä- 4. Gl _ dl ._ . JSternzeit 6 — Stunden¬
winkel des Prühlingspunktes , z . B.
l h Sternzeit , wenn Stundenwinkel
des Prühlingspunktes 15° . 0 — t = a .
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Messung mit Passage -Instrument und Uln- nach
Sterazeit .

3 . System C .
Breite ß nördlicher oder südlicher Abstand des

Sterns von der Ekliptik , gezählt vom Aequator .
Länge A , Bogen der Ekliptik zwischen Frühlings -

punkt und Breitenkreis , gezählt vom Erühlingspunkt
aus im Sinn von a von 0 ”—360 °.

Diese Koordinaten sind nicht mehr gebräuchlich .
4. Sternbilder .
Die zwölf Sternbilder des Tierkreises sind :

Widder
Stier
Zwillinge
Krebs

T

II
©

Löwe
Jungfrau
Wage
Skorpion

Q
Tip

m

Schütze
Steinbock
Wassermann
Fische

X*

!?

X

§ 64 . Die Zeit.

1 . Sterntag ä 24 Sternstunden = Zeit zwischen
2 oberen Kulminationen eines Sterns , = Zeit einer

vollständigen Umdrehung der Erde . oh Sternzeit , wenn
der Frühlingspunkt im Meridian ; Dauer eines Stern¬

tags 23,935 h = 23h 56” 4S m . Z .
2 . Mittlerer Sonnentag = bürgerlicher Tag,

= Zeit zwischen 2 Kulminationen der gedachten , im

Aequator mit gleichförmiger Geschwindigkeit laufenden
Sonne.

3 . Zeitgleichung = Differenz zwischen wahrem
und mittlerem Mittag (Kulminationen der wahren und
der gedachten Sonne) .

4 . Tropisches Jahr = scheinbare Umlaufszeit
der Sonne , von 'V' Punkt zu 'Y' Punkt = 365,2422 m . T.
= 365 T . 5h 48 m 46s m. Z . = 366,2422 Sterntage .

5 . Siderisches Jahr = wirkliche Umlaufszeit
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der Erde von Eixstern zu Eixstern = 365,2564 mittl .
Tage = 365 T . 6h 9 '11 11 " m . Z . — 366,2564 Sterntage .

6 . Side risch er Monat = Umlauf von Eixstern
zu Eixstern = 27,32 Tg .

7 . Synodischer Monat = Zeit von Neumond
zu Neumond (d . h . von Sonne zu Sonne ) 29,53 Tg .

8 . Astronomische Jahreszeiten .
Beginn des Frühlings am 21 . März , Sonne im Aequator ,

im 'Y Punkt , Tag - und Nachtgleiche .
Beginn des Sommers am 21 . Juni , Sonne im Wendekreis

des Krebses , längster Tag (Sommersolstitium ) .
Beginn des Herbstes am 23 . September , Sonne im

Aequator , Tag - und Nachtgleiche .
Beginn des Winters am 21 . Dezember , Sonne im Wende¬

kreis des Steinbocks , kürzester Tag (Wintersolstitium ) .

II . Das Sonnensystem .
§ 65 . Die Erde .

A ) Gründe für die Kugelgestalt .
1 . Erscheinungen infolge der Ortsveränderungen

auf einem Meridian oder einem Parallelkreis .
2 . Schattenform bei Mondfinsternissen und die

Gestalt der andern Himmelskörper .
3 . Depression des Horizonts .
4 . Umschiffungen der Erde in verschiedenen Rich¬

tungen .
5 . Ergebnisse der Gradmessungen .

B ) Gründe für die Rotation .
1 . Ablenkung der Luftströmungen .
2 . Oestliche Abweichung fallender Körper .
3 . Eoucault ’scher Pendelversuch .
4 . Rotation anderer Weltkörper .
5 . Abplattung der Erde ( '/»»« bis V»»») .
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§ G6. Planeten , Sonne und Mond,

<D p

*) 148,7 Millionen km = 20 Millionen Meilen.
**) Auf Wasser = 1 bezogen ist die Dickte der Erde 5,6 .
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§ 67 . Weltsysteme.
1 . Ptolem äisches System . Die Erde ist Mit¬

telpunkt des Weltalls , um sie bewegen sich Mond , Merkur ,
Yenus , Sonne, Mars , Jupiter , Saturn . Unregelmässig¬
keiten in der Bewegung werden durch Epicykeln erklärt .

2 . Coppernicanisches System . Die Sonne steht
still , um sie bewegen sich Merkur , Yenus , Erde , Mars,
Jupiter , Saturn in kreisförmigen , exzentrischen Bahnen .

3 . Keplers Gesetze .
1 . Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen , in

deren einem Brennpunkt die Sonne steht .
2 . Der Planet bewegt sich so, dass der Leitstrahl

in gleichen Zeiten gleiche Flächen beschreibt .
3 . Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten

sich wie die dritten Potenzen der grossen Achsen.
4 . Titiuszahlen . Entfernungen

von der Sonne = 4
!! !! !! = 4 + 3

Merkur
Yenus „ „
Erde „ „
Mars ,, „
Planetoiden „ „
Jupiter „ „
Saturn „ „
Uranus „ „
Neptun „ „
wirkliche Entfernung 7,8

14 .5
20,1
30. 6
56

104,7
190
386
605

= 4 + 3 . 2
= 4 + 3 . 22
= 4 + 3 . 23
= 4 + 3 . 24
= 4 + 3 . 25
= 4 + 3 . 2 6
= 4 + 3 . 2 7
Mill . Meilen
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§ 68 . Berechnungsaufgaben.
1 . Flächeninhalt J einer Zone zwischen clen

geographischen Breiten cp1 und cpi
J = 2r ?th = 2ra : (r sin cpx

— r sin cp2)
9>i + 9>2 Vt — <P2= 4r 2 ii cos ; -psin

^ -
2

der Teil dieser Zone , der von den Meridianen zur
Länge A1 und A^ begrenzt wird , ist

T _ (4 — V 4r 2 „ cos 2 l± _2« gin 9VTJP ?~ 360 ° 2 2 '

(Berechnung des Inhalts von Kartenhlättern .)
Kimm und Kimmtiefe . — Kimm = Kreis ,

welcher den scheinbaren Horizont begrenzt (Halbmesser
a = Sehne = Bogen) ; Kimmtiefe (<*" ) = Winkel zwi¬
schen dem Sehstrahl nach der Kimm und der Hori¬
zontalen , Höhe des Beobachtungspunktes h

1 . a = y 2rh

2.
180 . 60 . 60"

oder • fi
2 h— . 206 265 '
rn

hiebei ist von der Strahlenbrechung , welche a ver-
grössert und a verkleinert abgesehen.

3 . Beziehungen zwischen den Koordi¬
naten der Systeme A und B ( s . § 61 ) . In dem
Dreieck Zenit -Pol -Stern sind die Seiten ZP = 90° — <p,
Z S = 90° — h , P S = 90° — <5 ; die Z S und P S gegen¬
überliegenden Winkel sind t (bezw . 360 ° — t) und
180° — a . Aus den Formeln I —III des § 62 folgt , wenn

1 . a und h gegeben , t und ö gesucht (cp ist
als bekannt vorausgesetzt ) :
( sin S = sin h sin cp — cos h cos cp cos a
1 cos (5 sin t = cos h sin a
I (cos (5 cos t = sin h cos cp -f- cos h sin cp cos a) .
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2 . t und <5 gegeben , gesucht a und h .

{

sin h = sin <5 sin <p -f- cos 6 cos cp cos t
cos h sin a = cos (5 sin t

(cos h cos a = — sin <5 cos cp -(- cos <5sin <p cos t ) .
4 . Parallaxe ; Entfer nung eines Gestirns .
a ) Höhenparallaxe p = Winkel , unter wel¬

chem vom Gestirn aus der zum Beobachtungsort ge¬
hörige Erdhalbmesser r erscheint , = Unterschied der
Höhenwinkel über dem wahren und über dem schein¬
baren Horizont

P = h ' — h ;
die Entfernung B des Gestirns ist dann

r cos h
xt — — ;- .sin p

b ) Ist das Gestirn im Horizont , dann heisst p die
Horizontparallaxe {n ) ,

B =
sin 7t

Ist der in Frage kommende Halbmesser ein Aequator -
halbmesser , so heisst p die Aequatorial - Horizon -
talparallaxe .

c) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalb¬
messers (tägl . Parallaxe "

) verschwindend ; man benützt
für sie die Parallaxe des Erdbahnhalbmessers , die jähr¬
liche Parallaxe ; sie ist bei keinem Fixstern über 1" .

d) Die Parallaxe des Mondes kann aus direkter
Beobachtung ermittelt werden ; die Horizontalparallaxe
beträgt für denselben 53 1

,
'/ — &VI* '

, im Mittel
e) Die Parallaxe der Sonne ist zur Bestimmung durch

direkte Beobachtung zu klein ; sie kann gefunden werden
aus den Marsoppositionen und dem dritten Keplerschen
Gesetz (aus der Parallaxe des Mars zunächst seine
Entfernung d — B,, — B von der Erde , dann folgt aus
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(ß i - ß ) : Il = (Ft 2
1

- F
't 2

) : F
/t2> oder

durch die Methode der Venusdurchgänge , oder aus der

Messung der Parallaxe eines Planetoiden (z . B . Flora ) ;
ihr Wert ist etwa 8,85 “ .

f) Ausser vermittelst der Parallaxe kann die Entfer¬

nung der Sonne noch durch andere Mittel gefunden wer¬
den , insbesondere aus der Geschwindigkeit des Lichts und

der Zeit , welche dasselbe braucht , um von der Sonne zur
Erde zu gelangen (Verfinsterung der Jupiterstrabanten ) .

5 . Auf - und Untergang der Gestirne , Tages -

1 ä n g e . Aus § 683,2 folgt für h = 0
cos t0 = — tg <5 tg qp.

Die Tageslänge ist gleich dem doppelten Stunden¬

winkel t0 (für h = 0 ) der Sonne . Ergiebt sich aus S

und cp z . B . t 0 = 120 ° = 8h , so ist die Tageslänge 16h .
Fiir Morgen - und Abendweite w (Bogenzwischen

Ost - und Aufgangspunkt , bezw . zwischen West - und

Untergangspunkt ) ist
sin S

sm w = - .cos <p
Für das Azimut a0 des Aufgangspunktes ist

sin <5

6 . Entfernung e zweier Punkte ( i, , <p l ; i 2, <p2)
auf der Erdoberfläche

cos e = sin <p, sin y>2 4 - cos <p1 cos <pa cos (At — J a) .
Liegen beide auf demselben Meridian , dann ist

e = 9V
Liegen sie auf demselben Parallelkreis , dann ist

cp1 = gt>2 = cp und daher
e . — A

sm -je = cos (p sm - - — .
z z

B ü r k 1e n , Formelsammlung . 9
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I . Geometrie der Ebene .

§ 69 . Aenderung des Koordinatensystemes .

x , y Koordinaten , OX , OY Axen des ursprüng¬
lichen Systems , x '

, y' Koordinaten , OX '
, OY ' Axen

des neuen Systems , a, b Koordinaten des neuen Ursprungs .
1 . Parallele Verschiebung der Axen :

f x — a -f- x'

1 y = b + y' ‘

.2 . Drehung eines rechtwinkligen Systems um
den Ursprung um den Winkel cp :

{
x = x ' cos f — y ' sin cp
y = x' sin <p + y' cos cp.

3 . Verschiebung und Drehung jeder Axe
(Aenderung des Winkels zwischen den Axen ) :

( , x ' sin (X ' Y ) + y ' sin (Y ' Y )
I x — a H- ;- - '
| sm (XY )
1 _ x' sin (X 'X ) + y ' sin (Y 'X )

sin (YX )

§ 70. Allgemeine Siitze.
1 . Der Grad einer Gleichung wird durch Verwand¬

lung des Koordinaten -Systems nicht geändert .
2 . Die Bedingung dafür , dass der Punkt mit den

Koordinaten x, , y , auf der Linie liegt , deren Gleichung
P (x, y) = 0 ,

is/p (Xl , yl ) = 0.
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3 . Die aus den beiden Gleichungen F (x , y) = 0
und f (x, y) = 0 sich ergebenden

"Werte von x und y
sind die Koordinaten der Schnittpunkte der beiden
durch jene Gleichungen dargestellten Linien .

Setzt man in F (x, y) = 0 ‘ für y den Wert null,
so ergeben sich aus der erhaltenen Gleichung die Ab -
scissen der Schnittpunkte der betreffenden Linie mit der
Xaxe ; aus x = 0 ergeben sich die Ordinaten der Schnitt¬
punkte mit der Yaxe.

4 . Ist X ein Zahlenfaktor , so stellt
i 1 (x . y) + Ä f 0 , y) = o

die Gleichung einer Linie dar , welche durch die Schnitt¬
punkte der durch F (x , y) = 0 und f (x, y) = 0 darge¬
stellten Linien geht.

Linie erster Ordnung , gerade Linie .

§ 71 . GHeicliungsformen . Lagebeziehungen .

Es seien a und b die Abschnitte der Geraden auf
den Axen (Koordinaten der Schnittpunkte mit den Axen) ,
go der Winkel der Geraden mit der -j - Xaxe , p die Länge
des Lotes vom LTrsprung auf die Gerade , a der Winkel ,
den p mit der + Xaxe bildet .

1 . Gleichung der Geraden : *)
erste all gern . Form Ax + By + C = 0,
zweite „ y = m x + b

1 = 0dritte
vierte

»

xcosa -|- ysma — p = 0 (Nor¬
mal f o r m .)

*) Wenn , sicii eine der Gleichungen oder Formeln auf ein schief¬
winkliges System beziehen soll , ist dies besonders bemerkt .
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Symbolische Abkürzung der Gleichung
für die allgemeine Form L = 0,

„ „ Normalform 1 = 0.
, . C b

Axenabschni .tte : a = — - *- = -
A m

b B
Winkel mit der Xaxe bestimmt durch

A b
tg9° = - g

~ = m = — — = — ctg «

2 . Besondere Fälle :
x = a Gleichg . einer Geraden || zur Taxe
y = lj » i)

11

. X .
durch den Ur¬

sprung
der Xaxe
„ Y „
,, oo fernen Geraden .

- i . yi )

- Jl r (x — xi ) oder y — Ji .
y2—Yi

'

oder (y2—yjx -f (x, — x2) y = x, y3— x, yx, oder
r i
ji i
y2 i

Gerade durch den Ursprung und Punkt (x, , yt )
xiy — yi x == 0

/ Ax + By = 0
l y = m x

y = 0
x = 0

0 . x4 - 0 . y -j- C = 0
3 . Gerade durch Punkt (x,

A (x — Xi ) + B (y—yi ) = 0, oder
y — yx = m (x — xj , oder

(x —xjcos a + (y — y, ) sin « — 0
(durch ein veränderliches m , bezw . a erhält man ein
Strahlenbüschel .)

4 . Gerade durch zwei Punkte (x^ yj , (x,,y 8)

(Zugleich Bedingung da-
0 . für , dass 3 Punkte in ger .

Linie liegen .)
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5 . Zwei parallele Gerade
( Ax - |- By -|- C = 0 oder ( y = mx + b

| Ax -j- By + Cj^ O | y = mx -[- bu oder

f x cos a + ysin « — p = 0
\ xcosa + ysin « — p, = 0

Zwei gerade Linien Ax - |- By -|- C = 0 und A,
4- Bjy + Cj = 0 sind parallel , wennAB, —A,B =

6 . Gerade ' durch Punkt (x, , y, ) parallel zu einer

gegebenen Geraden .
Gegebene Gleichung :

Ax + By + 0 = 0 oder y = mx -fb
gesuchte Gleichung :

A (x—Xi ) + B (y—yi ) = ° » y- yi= m (x — x: )

7 . Zwei senkrechte Gerade :

( Ax -j- By + 0 = 0 oder ( y = mx + b

| Bx - Ay + C1= 0 „ | y = ~ x + b1.

Die Geraden
Ax + By + C = 0 / y = m x -|- b u.

u . AjX + B^ + C^ 0 \
0 er

y = m1x + b1
sind senkrecht , wenn

AA ^ BB ^ O oder 0101, -1- 1 = 0

Gleichung einer Geraden , welche durch Punkt (x, , y, )

geht und senkrecht zu der Geraden Ax + By -j- C = 0 ist :
B (x — x, ) — A (y — yi) = °

8 . Drei Gerade Ax -|- By -|- C = 0 , AjX -fBjy
-f- Cx = 0 , A 2 x -f B 2 y + C2 = 0 gehen durch einen

Punkt , oder eine Gerade geht durch den Schnittpunkt
der beiden andern , wenn

1 A B C

1
A^ C,

i A 2 B2 C2
= 0,

d . h . wenn

O
X
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A (Bj C - B2Cj ) + B (0 , A - C2A, ) + C (A,B 2- AäB1) = 0
oder wenn die Zahlfaktoren X, A1 , Ä2 sich so bestimmen
lassen , dass

A (A x + By + C) + Ät (Aj x -f - Bj y -(- Ct ) -f X%(A 2 x
®2 y + Q, ) = o .

§ 12 . Grössenbestimmungen und -Beziehungen .
1 . Koordinaten (x,y ) des Teilpunktes einer

Strecke , Endpunkte (x^ y, ) , (x2, y2) :
für den Halbierungspunkt

xi + x2 yi + y2 .x o i J o >
Teilung im Verhältnis m : n

x =
mx 2 + nx t =

m ^ + ny ,
m + n ’ J m + n

Das Zeichen -j - gilt für den inneren , — für den äusseren
Teilpunkt .

2 . Beziehungen zwischen den Koordinaten von 4
harmonischen Punkten (x l7 y, ) , (x2, y2) , ( | 1 )% ) , (| 2, % )

2 (X! XS+ ll l2) = <X + *ä) (tl + lz )
'

2 (it y2+ vi % ) = (yx + y2) (%+ % )
3 . Vier durch den Ursprung gehende Gerade

y = m1x y = nt x
y = m2x y = n2x

bilden ein harmonisches Büschel , wenn
2 (m, m2 + n, n2) = (i^ + m2) (n; + n„) .

4 . Entfernung e zweier Punkte (x i ; y, ), (x 2, y2)
e f= V(x2 — Xl ) 2 + (y2 — y, )

2.
Im schiefwinkligen System mit Achsenwinkel <u

e = V(^ — X, ) 2 + (y2 — y, ) 2 + 2 (x 2 —
"
ij (y2 oos oj.

5 . Gerade durch Punkt (xi ; yt ) , welche mit der
Xaxe den <£; tp bildet :

y — y1 == (x — xjtgy
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6 . Winkel cp zwischen zwei Geraden be¬

stimmt durch

tg <p = :
AB , AB . (vgl . § 71 5 und 7)
AAj -J- BBj — mm, -j- 1

7 . Gerade , welche mit y = mx -f- b den cp bil¬

det und durch Punkt (x, , y, ) geht
m + % cp , .

^ ^ 1 — mtggs
^ Xl

8 . Abstand p des Ursprungs von der Geraden

Ax -j- By -|- C = 0 , oder y = mx -j- b
C b

p =
+ ySü ^ P ==

+ y^ s7fT ;

das Zeichen wird so gewählt , dass p positiv wird .

9 . Abstand e des Punktes (x, , y, ) von der

Geraden Ax -]- B y + C = 0 , oder y = mx -)- b , oder

x cos a + ysincc — p = 0

_ Ax , + By , + C _ y, - ,mx , — b
e — + irÄüf ^ + Vm * - i- i

= x, cos a -j- y, sin cc — p .

Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewählt , dass für

einen Punkt , der mit dem Ursprung auf derselben

Seite der Geraden liegt , e positiv wird .
10 . Entfernung e zweier paralleler Ge¬

raden (s . § 71 5)
C — C, C — 0 ,

e _
+ yA ^TB ^ ^

+ ylmr + i
' - p Pl '

11 . Halbierungslinie des Winkels zweier Ge-

raden
Ax + By + O _ , A , x -j- B , y -j- C,

1a “ .. ir
- ± ~

yZ? + iV
x cos a y sin a — p = + (x cos a, -f- y sin a, — p, ) .

Sind die Geraden gegeben durch die symbolischen
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Gleichungen 1 = 0 , 1, = 0, dann ist die Gleichung der
Winkelhalbierenden

1 -|- 1, = 0.
12 . Inhalt J eines Dreiecks , aus den Ecken

(x i ? 7i )> (x2? Cx3? y )

) + x2 (y3 — y, )
+ x 3 (y1 — yj ) .

Liegen die drei Punkte in gerader Linie , so ist J = 0,
vergl . § 71 4 . Fällt (x3 , y3) in den Ursprung , so ist

± J = J (X y2 — x2 yj .
13. Inhalt J eines Dreiecks aus den Glei¬

chungen der drei Seiten (Bez . s . § 19, )
I o T _ _ Ei+iW _±

_
(AB 1- A 1 B ) (A 1 B 2 - A 2 B 1) (A 2B - AB 2y

Gehen die Geraden durch einen Punkt , so ist 2 J = 0,
vergl . § 718 , sind irgend zwei parallel , so ist 2 J = oo ,
vergl . § 71 5.

14 . Inhalt eines Vielecks aus den Koordi¬
naten der Ecken
+ 2 J = X, (y2 — yn) + x ä (y3 — y, ) + x3 (y4 — y2) -

+ xn (y1 — yu - P .

§ 73 . Polargleichung ; der Geraden.
r Fahrstrahl , q> Azimut , p Lot vom Pol auf die

Gerade , a Winkel zwischen p und der Polaraxe .
1 . Lot zur Polaraxe :

r cos tp = c
2) Parallele zur Polaraxe :

r sin = c .
3 . Gleichung der Geraden :

r cos (<p — «) = p

J = -
s i Ji 1
X2 7 , 1

x3 y3 1
=

y
~ ^
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4 . Zwei parallele ^ Gerade
j r cos (cp — a) = p
y r cos (cp — a) = Pj .

5 . Zwei Gerade sind senkrecht , wenn
<Xj — a — R .

6 . Entfernung e zweier Punkte (y, , r, ), (</>2, r 2)
e = iV

'
-f r2

2 2 r , r2 cos (y2 — yj .
7 . Inhalt des Dreiecks CP,P 2

J = + yr 1 r2 sin (y2 — yj .

8 . Inhalt des Dreiecks P , P 2 P 3
j = + Y { r i r2 sin (5P2 — 9>i ) + r2 r8 sin (y3 — gp2)

+ r3 ri sin (9>i — 9>a) j"

9 . Bedingung dafür , dass drei Punkte in gerader
Linie liegen
r i r2 sin (y2 — cpj + r2 r3 sin (gp3— y2) + r3 r , sinfo — y8) = 0.

10 . Gleichung der Verbindungslinie der beiden Punkte
(9^1? L ) > **

2)
r ! r2 sin (y>2 — 9>i ) + r2 r sin (y— 9O + rr i sin (? 1 — 90) — 0.

§ 74 . Strahlbüschel , Doppelverhältnis , projektivische
Strahlbüschel .

(Abgekürzte Bezeichnung der Gleichung der Geraden .)
1 . Strahlbüschel . Sind 1, = 0 , 12 = 0 die Glei¬

chungen zweier Geraden in Normalform , so ist die all¬
gemeine Gleichung einer dritten Geraden (Teilstrahl ),
die durch den Schnittpunkt der beiden ersten geht ,

l, - il 2 = 0 . _
X ist das Verhältnis der von irgend einem Punkt

des Teilstrahls 13 auf 1, und 12 gefällten Lote (Sinus¬
teilverhältnis )
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, sin Gi y
sin (18 12)

Ist der Zahlenfaktor X veränderlich , so ist durch
die Gleichung ein Strahlbüschel dargestellt .

Sind die ersten Geraden durch ihre allgemeine
Gleichung L , = 0, L 2 = 0 gegeben, so ist die Gleichung
des Teilstrahls

L , — st L 2 = 0.
»c unterscheidet sich von dem Verhältnis der Ab¬

stände durch einen konstanten Faktor .
2 . Vier sich in einem Punkt schneidende Geraden

können dargestellt werden durch die Gleichungen
( 1, = 0 lj — X , 12 = 0
112 = 0 1, — x, 12 = 0'

das Doppe1verhältni s (anharmonisches Verhältnis )
(a, b , c , d) der vier Strahlen a , b , c , d ist

_ sii^ ^ac) sin (ad )
X2

a’ , e> sin (bc)
’ sin (b d)

’

Satz : Wenn vier von einem Punkt ausgehende
Strahlen a , b , c , d von einer beliebigen Geraden in den
Punkten A , B , C , D geschnitten werden , so ist das
Doppelverhältnis der vier Schnittpunkte konstant und
gleich dem Doppelverhältnis des Büschels d . h .

A C AD _ sin (a c) sin (a d)
FC

‘‘ BD = sin (b c)
‘‘ sin

-
(b

~
d )

’

Für einen gegebenen Wert des Doppelverhältnisses
ist zu drei Strahlen der vierte eindeutig bestimmt .

Das Doppelverhältnis des Büschels
/ l, - /l1 l 2 = 0 ( \ - xs 12 = 0
\ li — X 2 lj = 0 \ 1, — Xi 12 = 0 ist
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3 . Harmonisches Büschel . Ist das Doppel¬
verhältnis der vier Strahlen = — 1 , so ist das Büschel
ein harmonisches ; es ist dargestellt durch

/ 1, = 0 — = 0
\ i2 = o \ \ = o ’

Die Beziehungen in Nr . 2 und 3 gelten auch , wenn
die Geraden durch Gleichungen von der Horm L , — L 2= 0
u . s . w . gegeben sind.

4 . Projektivische Strahlbüschel . Sind
L , — /t, L 2 = 0 , L , — L 2 = 0 u . s . f.
Mj — Ä, M2 = 0, M, - i 2 M2 = 0 u . s . f.

die Gleichungen der Strahlen zweier Büschel , so ist das
Doppelverhältnis von vier Strahlen des einen Büschels
gleich dem Doppelverhältnis der entsprechenden Strahlen
des andern ; solche Büschel heissen projektivisch .

Durch drei Paare entsprechender Strahlen sind die
Büschel vollständig und eindeutig bestimmt .

§ 75. Homogene Gleichung der Geraden, trimetrisclie
Punkt -Koordinaten .

Sind 1, = 0, 12 = 0 , 13 = 0 die Gleichungen dreier nicht
durch einen Punkt gehenden Geraden , so kann die
Gleichung jeder andern Geraden in die Horm gebracht
werden

1, + -̂ 2 ^2 ^ 3 ^3 =

Hiebei können 1, , 12, 13 auch aufgefasst werden
als Grössen, die den Abständen eines Punktes der Ge¬
raden von den Seiten des Dreiecks , das von 1, , 12, 13
gebildet wird , proportional sind (Dreieckskoordinaten ) .
Jeder Abstand ist positiv oder negativ zu nehmen, je
nachdem er gleich oder gegenläufig ist zu dem von einem
Punkt im Innern des Dreiecks auf dieselbe Seite ge¬
fällten Lot .
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§ 16 . Linienkoordinaten ; Gleichung des Punktes ; Punkt -
reilie ; projektivische Pnnktreihen und Strahlbüschel .

1 . Ist die Gleichung irgend einer Geraden
ux -f vy + 1 = 0,

so ist die Lage der Geraden durch die Konstanten u
und v gegeben ; sie heissen daher die Koordinaten jener
geraden Linie oder Linienkoordinaten , u und v
sind die negativen reziproken Abschnitte , welche die
Gerade auf den Koordinatenaxen macht .

2 . Alle Geraden , deren Koordinaten einer Gleichung
( 1) Au -f Bv -[- C = 0

genügen , gehen durch einen Punkt , dessen Koordinaten
A B

x — -
Q

- und y = ■sind ; die Gleichung ( 1 ) heisst all¬

gemeine Gleichung des Punktes . Die Gleichung
(2) au -f- bv -f- l = 0

heisst die Sormallorm der Gleichung des Punktes .
3 . Eine Gleichung nten Grades in u und v stellt eine

von Geraden eingehüllte Kurve dar ; bestimmt man aus
dieser Gleichung und der Gleichung eines Punktes die
gemeinschaftlichen Werte von u und v , so ergeben sich aus
denselben n Tangenten an die Kurve ; diese heisst eine
Linie nter Klasse . Die Ordnungszahl giebt die Zahl
der Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden an , die
Klassenzahl die Anzahl der Tangenten der Kurve , die
durch einen bestimmten Punkt gehen .

4 . Sind 2 = 0 und 2 1 = 0 die Gleichungen zweier
Umhüllungslinien , so stellt 2 ~\~ eine Umhüllungs¬
linie dar , welche alle gemeinschaftlichen Tangenten von
2 = 0 und 2 t = 0 berührt (vgl . § 704) .

5 . Sind U , = 0 , U2 = 0 die Gleichungen zweier
Punkte P , und P „ , so ist

U , — ^ U2 = 0
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die Gleichung eines Punktes auf der Verbindungslinie
von P und P 2 ; ist X veränderlich , so hat man die

Gleichung einer Punkt reihe .
6 . Doppelverhältnis . Sind

| U1 - i 1 U2 = 0
\ U2

= 0 \ TTj - ^ U2 = 0
vier Punkte auf einer Geraden , so ist das Doppelver -

X
hältnis derselben ausgedrückt durch

7 . Harmonische Punkte .
"Wenn : ^2 = — 1 ,

so sind die vier Punkte (von Nr . 6) harmonische Punkte ;
sie sind also dargestellt durch

J TT, = 0 f dl, - X H2 = 0

\ U2 = 0 \ TS1 + XTJ, = 0
8 . Projektivische Punktreihen . Zwei Punkt¬

reihen TJ, — X U2 = 0 und V, — X V2 = 0 sind projek-

tivisch .
Eine Punktreihe U,— X U2 = 0 und ein Strahl¬

büschel Lj — XL2 — 0 sind projektivisch .

§ 77 . Homogene Gleichung des Punktes, trimetrisclie
linienkoordinaten .

Sind Uj = 0 , TJ2 = 0 , U3
'= 0 die Gleichungen dreier

nicht auf einer .Geraden liegenden festen Punkte , so
kann die Gleichung jedes anderen Punktes in die Form

gebracht werden
^ Uj + ^ U2 + 4 ^ 3 = 0.

Linien zweiter Ordnung (Kegelschnitte ) .

A . Der Kreis .

§ 78. Kurvengleichung ; Sekante , Tangente , Polare etc .
Koordinaten des Mittelpunktes (a , b) , Halbmesser r .
1 . Allgemeine Gleichung des Kreises

(1) X2 + y2 + Ax + By + C = 0.
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2 . (2) (x — a)2 + (y — b)2 = r2

a = - 4 » b = rl =
2 lA.2 ' B " — 40 .

Ist A 2 = 4 0 , oder B 2 = 4 C , dann beruht der Kreis
die X- , bezw . die Y axe , ist C = 0, so geht der Kreis
durch den Ursprung . — Bür die Koordinaten der Schnitt¬
punkte mit den Axen ist xt -f x2 = 2 a, y, -)- y2 = 2 b .

3 . Der Ursprung ist Mittelpunkt :
(3) x 2 + y 2 = r 2

(Mittelpunktsgleichung ) .
4. Mittelpunkt auf der Xaxe im Abstand r

vom Ursprung :
y2 = 2 r x —- x 2 (Scheitelgleichung) .

5 . Gleichung für ein schiefwinkliges System :
(x — a) 2 + (y — b) 2 + 2 (x — a) (y — b) cos o = r 2.

6 . Sekante durch die Punkte (x, , y, ) , (x2 , ya) ,
Mittelpunkt im Ursprung :

- u oder y — y. (x - xj .X - Xl yi + y 2
J Jl

Yj + yä
7 . Tangente , Berührungspunkt (x, , y, ) , Mittel¬

punkt (0 , 0) :
(1) xx ! + yyi = r2,

Mittelpunkt (a , b ) :
(2) (x - a) (xt — a) + (y — b) (y, - b) = r 2.

Bezeichnet man den Winkel , den der Halbmesser zum
Berührungspunkt mit der Xaxe macht mit cc, so gehendie vorstehenden Gleichungen ( 1 ) und (2) über in

x cos a -j- y sin a = r
(x — a) cos ® + (y — b) sin a = r .

Die Gerade y = m x -f- b ist Tangente an den Kreis
x2 + y 2 = r 2

, wenn
X i v r *

m = — —ä- , b = - .
7i 7iDie Koordinaten des Berührungspunktes
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(xi ; y, ) einer von dem Punkt (x'
, y') ausserhalb des

Kreises gezogenen Tangente ergeben sich aus den Glei¬
chungen

x ' x, + y/ y l = r a
x .

2 + yi 2 = r 2.
Die Gleichung dieser Tangente (zwei Lagen ) ist

— x ' y' + rj/i ^M - y' 2 -
y - y ' : (x - x ' ) .

8 . Polare (s . § 49 ) des Punktes (x, , y, ) in Be¬
ziehung auf den Kreis x 2 + y2 = r2

xx i + yyi = r 2.
Die Koordinaten des Pols der Geraden Ax -)- By + C

= 0 sind
_ Ar 2 Br 2

x! - c ~» 7i ~ cr-
9 . Kreis durch drei Punkte (x1? y, ) , (x2 , y2) ,

(x3, y3) ; er ist bestimmt durch die vier Gleichungen
(x — a) 2 + (y — b) 2 = r 2

(x, — a)2 + (y, — b) 2 = r 2

(x2 — a)
2 + (y2 — b ) 2 = r 2

(x3
- a)

2 + (y3 — b )
2 = r 2,

seine Gleichung ist daher

(Zugleich Bedingung da-
= 0 . für , dass vier Punkte auf

einem Kreis liegen .)

10 . Zwei Kreise
x ! + y * + Ax + By + C = 0
x 2 + y 2 + A 1 x + B1 y + C1 = 0

sind konzentrisch , wenn A = A 1, B = B, .
11 . Potenzlinie (s. § 51) zweier Kreise (s. Nr . 10) :

(A — AJ x -f- (B — B, ) y -f- C — Cx = 0
(Differenz der Kreisgleichungen , vgl . § 513 und § 70j ).

x2 + y ,
2 x , y , 1

V + l 2- x i » yn 1
x 2

2 + y2
2> X2> y2> 1

x3
2 + y3

2> X3. y3> f
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§ 79. Polarkoordinaten.
Ist 0 der Pol (Anfangspunkt ) , M der Mittelpunkt ,

OX die Polaraxe , < MOX = a , < POX = y , OP = f ,
OM = d , so ist

1 . die Gleichung des Kreises
( p cos cp — d cos a)

2 -)- (p sin cp — d sin a) 2 = r 2 oder
p 2 — 2 p d cos (cp — a) + d2 = r 2.

Fällt OM mit OX zusammen (Mittelpunkt auf der
Polaraxe ) , so ist die Gleichung des Kz-eises

p 2 — 2 p d cos cp -f- d 2 = r 2.
Liegt ausserdem 0 auf dem Kreis , so ist

p = 2 r cos cp.
2 . Hat der Leitstrahl für seine Schnittpunkte mit

dem Kreis die Längen px und p2, so ist
. , \ Pi +
d cos (cp — a) = - - —\

3 . Für den berührenden Leitstrahl ist
d sin (cp — a) = r .

B . Parabel , Ellipse , Hyperbel .

§ 80 . Kurvengleicliungen ; Sekante , Tangente ,
Polare etc .

1 . Stücke und Bezeichnungen .
Grosse Axe 2a ) , . „ , ,
kleine „ 2 b )

bel Elh Pse und H yPel’bel

Parameter 2 p (= Sehne durch einen Brennpunkt pa¬
rallel zu der Leitlinie ) ; für Ellipse und Hyperbel ist

b2
P = 1T -

Lineare Exzentrizität (Abstand des Brennpunktes
vom Mittelpunkt ) ist bei der
Ellipse f = ]/a2 — b 2 ;
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Hyperbel f = -
|/a 2 + b 2 ;

Parabel : Abstand des Brennpunktes vom Scheitel

Numerische Exzentrizität e = — .a
e giebt zugleich das Verhältnis der Entfernung eines

Kurvenpunktes vom Brennpunkt und seines Abstandes
von der zugehörigen Leitlinie an . Es ist für die

Ellipse s < 1 ,
Parabel e = l ,
Hyperbel s > 1 .

Ferner ist p = a (l — s2) ; b 2 = a . p ; b 2 = a2 ( l — e2)
Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie = -j .

2 . Scheitelgleichung . Erste Form
I . y 2 = 2px — (1 — «2

) x2
(gemeinschaftliche Gleichung ) .

Diese Gleichung stellt eine Ellipse , Parabel oder

Hyperbel dar , je nachdem e = 1 . e -- 0 giebt die Schei¬

telgleichung eines Kreises .
Zweite Form :

II .
y 2 = 2 p x — x 2 (Ellipse )

y2 = 2 p x (Parabel)

y 2 = 2 p x + — x 2 (Hyperbel ) .
9i

3 . Mittelpunktsgleichung :

| ^ + ^ = 1 (ElliP se)
( ~ ä = 1 (Hyperbel )

x2 — y2 = a2
(Gleichseitige Hyperbel ) .

B ü r k 1 e n , Formelsammlung . 10
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4 . Polargleichung .
1 . Der Brennpunkt ist Pol , die Axe bezw . grosse

Axe ist Polaraxe , <p ist ' von dem Scheitel aus

gezählt , der dem Pol am nächsten liegt .

_ P
^ l + e cos q>

'

Die Kurve ist eine Ellipse , Parabel , Hyperbel je nach¬

dem e = l . Eür die Parabel ist insbesondere
>

P

cos 1
2

2 . Der Mittelpunkt ist Pol , die
Polaraxe

2Q

Q

b3

1 - £ 2 COS 2 <p
— b2

1 — £ 2 cos 2 q>

(Ellipse ) ;

(Hyperbel ).

grosse Axe

Die folgenden Gleichungen sind bei der

Parabel auf die Scheitel - , bei Ellipse und

Hyperbel auf die Mittelpunktsgleichung
zu beziehen .

5 , Sekante durch die beiden Punkte (x, , y, ) ,
(+ > y2) der

1 . Parabel :
(>

’i + y2) j — Jx y2 :

y — yi :

2 . Ellipse :

: 2px oder

y2 + yi Sl ) -

( x , + x 8) X

0 2
(yi + y2) y . yi y2 - 1 , oder

b 2 (x t + x 2)
a2 (yx + y2)

(x - xj .y — Ji
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3 . Hyperbel :
(Xl + x2) x (yt + y2) y

a2 b 2 - + 1 , oder

_ _ . .
b > (X 1 + X2) / X

6 . Tangente im Punkt (x, , y ) der
1 . Parabel : y y, = p (x + xj .
2 . Ellipse :

x x< ■ y y,
a

3 . Hyperbel :

y — yx ;

X x t y y,
a 2 b 2 '

= 1 , oder

b 2
x, ,' ~ yyu

- 1 , oder

- Xl ) .

b 2 x
y “ yi =

^ (x _ X ‘ ) '
7 . Asymptoten der Hyperbel

Ist der Asymptotenwinkel 2 <p, so ist tg <p = — .ci
Bei der gleichseitigen Hyperbel stellen die Asymp¬

toten auf einander senkrecht .
Ein Durchmesser y = mx schneidet , berührt im

unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote ) , trifft die
■<Hyperbel nicht, je nachdem m 2 = —

8 . Normale im Punkt (x, , y, ) der
1 . Parabel : p (y — y, ) + y, (x — x, ) = 0, oder

x y, + p y = y, (x, + p).
2 . Ellipse : ^ - * 1 = a 2 _ b 2

, oder
Yi

a 2 y, .
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a 2 x b 2 y
3 . Hyperbel : —— h '

Jl
: a2 b2

, oder

SN , so ist
xo ST SN

— X1 2 Xj P
a2 a 2 — xx

2 b 2 xt
xT xi a2

a2 xt
2 — a2 b 2 Xj

Xi x i a2

9 . Bezeichnet man die Abscisse des Schnittpunktes
der Tangente im Punkt (xi ; yx) mit der Xaxe mit x0,
die Subtangente (Projektion des Tangentenstückes

1 . für die Parabel :

2 . „ „ Ellipse

3 . „ „ Hyperbel

Aus dem Wert von x0 ergiebt sich für jede Kurve
eine Konstruktion der Tangente im Punkte (xi ; yt ) .

10 . Tangente vom Punkt (xi ; yt ) ausserhalb der
1 . Parabel :

y_ Ji = s±fflElPi
2 . Ellipse : _ _ _ _
V — V — yi +

'
1̂ 1

2
+ a 2

y t
2 — a 2 b 2

* ^ “
x ,

2 — a

3 . Hyperbel :
x

J — 7i

- — xj .

h 7t + Va2b 2— (b \ 2 — a2y 2
, ) f ^-

xT ^ 5 1

_
l }‘

11 . Allgemeine Gleichung der Tangente (Richt¬

ung gegeben ) für die
P

1 . Parabel : y — mx = ; — .J 2m

2 . Ellipse : y — mx = + ym2 a2 -)- b2.
3 . Hyperbel : y — mx = + ym2 a2 — b 2.
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12 . Polare des Punktes (x, , y, ) in Beziehung
auf die

1 . Parabel : yy , = p (x -f- x, ) .

2 . Ellipse : ^ r + ^ Tf = l -

3 . Hyperbel : - 1 — = 1 .

Liegt Punkt (x, , y, ) auf der Kurve , so ist seine
Polare zugleich Tangente . Die Polare des Mittel¬
punkts ist die unendlich ferne Gerade ; die Polare
eines unendlich fernen Punktes ist ein Durchmesser .

13 . Koordinaten des Pols der Geraden Ax - |- By
+ C = 0 , für die

, , , C Bp
1 . Parabel : x, = + -

£
•, —

-r,,, . a2A b 2B
2 . Ellipse : x, = -

q
- , 1T ‘

^ , a2A h 2B
3 . Hyperbel : x, = — q , Y^ -

qT-
14 . Zwei Geraden heissen konjugiert in Bezug

auf einen Kegelschnitt , wenn jede durch den Pol der
andern geht , die Koordinaten des Pols der einen müssen
also die Gleichung der andern befriedigen .

1 . Ist hei der Parabel ein unendlich ferner
Punkt gegeben durch die Kichtung y = mx ,
so ist der zugehörige Durchmesser

P
y =

^
-

2 . Gleichungen für zwei konjugierte D urch -
messer bei der

j ^ y
Ellipse : Ax — By = 0 und —g - + -

y
-2- = 0.

cl 0

Bx Ay
Hyperbel : A x B y = 0 und —j- -j- y -j- = 0 -

cl D
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Jede Asymptote der Hyperbel und ihr kon¬
jugierter Durchmesser fallen zusammen.

15 . Gleichung in Beziehung auf zwei konjugierte
Durchmesser 2ax , 2 b ,

t . 2
1 ; Beziehung : a ^ - J- b ,

3

= a 3 + b2
1 . Ellipse : ^“2 + ^

V ' V

2 . Hyperbel : “ ä + o 1 :b 3 1 1
1 1 = a3 — b 2

Sind <p und (p1 die Winkel , welche zwei konjugierte
Durchmesser mit der Hauptaxe bilden , so ist für die

b 3
3 . Ellipse : tgytgy ^ — a, b , sin (<p — (pj

= ab (s . § 81ai)
b3

4 . Hyperbel : tgftg <p1
= + a, b, sin (<p — <pj

= ab (s . § 812b)
Gleichung der Hyperbel in Beziehung auf die beiden

Asymptoten
„ f 3 a 3+ b 3

x y — c — — ,

1 . Parabel :

gleichseitige Hyperbel x ' y ' = “ a2
Jt

16 . Leitlinie (Direktrix ) , d . h . Polare des Brenn¬
punktes für die

= — ; Brennpunkt öj
a 2 a

2 . Ellipse : x = -j - = — ; f . d . Brennpunkt (f, 0)
a 2 a

3 . Hyperbel : x = y = — ;
'

„ „ „ (f,0 )

17 . Länge des Brennstrahls , bezw. der Brenn¬
strahlen zu dem Punkt (x, , y, )
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1 . Parabel : : X1
-f - -

2 . Ellipse : r = a — x,e
r1= a -|- x1£ ; r + rj = 2a

3 . Hyperbel : r = x x « — a
r 1= x 1 £ + a ; n — r = 2a

18 . Krümmungsmittelpunkt (x 0, y0) und Krüm¬

mungshalbmesser q für den Punkt [x lf y, ) der

3y, ’- ; 2 | r
1 . Parabel :

y 0=

=3x ! + p -

y t
3

2p
2 * iYi

, = ^ | !
; für den Scheitel Q= p.

2 . Ellipse :
f2 x ,

y0
:

(b 4x ,
2 —j—a 4y ,

2
) 2 .(rr 1) a N x

1 a 4 b 4 ab p 2

N x Normale vom Punkt (x ^ ) bis zur Xaxe .
Pür den Scheitel der grossen Axe ist

b 2
= — = p , für den der kleinen

3 . Hyperbel : x
2 _2 3a ® y .
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3 3

_ (b 4x ,
2-f a4y,

2) 2
"
_ (r r, )^ _ Hx ä

a4b 4 ~~ ab p2
für den Scheitel ist

b 2
e = - = p

19 . Flächeninhalt
1 . Parabelsegment S ,

Sehne senkrecht zur Axe , (x^ y, ) Koordinaten des
einen Endpunkts :

Q 4
s =

3
- x i yi -

Beliebiges Segment ; (xi ; y, ); (x2, y2) Koordinaten der
Endpunkte

Oi — y 2) 3 x iS :
- x2 (7 — y2)2

12 p 6 yi+ y2
2 . Ellipsenzone zwischen der kleinen Axe

und der im Abstand x, dazu parallelen Sehne

—
^
xt ]/a2— Xj

2 + a2 arc sin

Gesamte Ellipsenfläche : ab ?r .
3 . Hy p erb eis egment , Sehne senkrecht zur Xaxe :

S = xI y1
— abl i 1 Zä.

a ^ b
20 . Konfokale Kegelschnitte . — Eine Ellipse

und eine Hyperbel , welche dieselben Brennpunkte haben ,
konfokal sind , haben folgende Gleichungen

y
a

a 2

a2 (1 — e2)
y2

+ 1

a!
2(£l

2- l )
wobei a e — ax e, = f , e < 1 , > 1 . Die Gleichungen
können demnach in folgende Form gebracht werden :
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Diese beiden konfokalen Kegelschnitte schneiden
sich rechtwinklig (elliptische Koordinaten ) .

Die Gleichungen aller konfokalen Kegelschnitte sind
in der Form enthalten

x 2 v 2
—= — 4 - i = 1 .
a2— k ' b 2—k ’

sie stellt eine Ellipse , Hyperbel oder imaginäre Kurve
dar, je nachdem k < b 2 < a 2, oder b 2 < k < a2

, oder a 2 < k.

§ 81. Sätze über Kegelschnitte.
A) Für jeden Kegelschnitt .

1 . Die Polaren der sämtlichen Punkte einer Geraden
gehen durch den Pol dieser Geraden , und die Pole
sämtlicher Strahlen eines Büschels liegen auf der Polaren
des Büschelmittelpunktes .

2 . Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen liegen
auf einem Durchmesser .

3 . Das Yerhältnis der Entfernungen eines Punktes
eines Kegelschnittes vom Brennpunkt und von der
Leitlinie ist konstant und gleich der numerischen Ex¬
zentrizität e . (Für die Ellipse ist e < 1, für die Parabel
e — 1 , für die Hyperbel e > 1 .)

4 . Die Sehne, welche durch einen Brennpunkt geht
und senkrecht zur grossen Axe ist , ist der Parameter .

5 . Zieht man in den Endpunkten einer durch den
Brennpunkt gehenden Sehne Tangenten , so schneiden
sich diese auf der Leitlinie , und die Verbindungslinie
des Schnittpunktes mit dem Brennpunkt steht senkrecht
auf der Sehne.
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6 . Der Schnittpunkt zweier Tangenten liegt auf

demjenigen Durchmesser , welcher der Sehne zwischen
den Berührungspunkten konjugiert ist .

7 . Sind in einer Ebene zwei Kurven zweiter Ord¬

nung K und K , und bestimmt man zu jedem Punkt
von K die Polare in Beziehung auf K, , so umhüllen
diese Polaren eine dritte Kurve zweiter Ordnung .

8 . Satz des Pascal : Bei jedem einem Kegelschnitt
einbeschriebenen einfachen Sechseck schneiden sich die
drei Paare Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden .
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus 5 Punkten .)

9 . Satz des Brianchon : Bei jedem einem Kegel¬
schnitt umbeschriebenen Sechseck schneiden sich die
drei Verbindungslinien von je zwei Gegenecken in einem
Punkte . (Konstruktion eines Kegelschnittes aus 5

Tangenten .)
10 . Der Krümmungshalbmesser im Scheitel der grossen

Axe ist gleich dem halben Parameter .

B ) Für die Parabel .
11 . Die Durchmesser einer Parabel sind parallel

zur Axe .
12 . Der Fusspunkt des Lotes vom Brennpunkt auf

eine Tangente liegt auf der Scheiteltangente . (Kon¬
struktion der Parabel durch Umhüllung .)

13 . Der Ort des Schnittpunkts zweier Parabel¬

tangenten , die senkrecht auf einander stehen , ist die
Leitlinie .

14 . Die Entfernung des Berührungspunktes einer

Tangente vom Brennpunkt ist gleich der Entfernung
des letzteren vom Schnittpunkt der Tangente mit der
Axe . (Konstruktion der Tangente .)

15 . Die Tangente halbiert den "Winkel zwischen
dem Brennstrahl und dem durch den Berührungspunkt
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gehenden Durchmesser (Konstruktion der Tangente und
Normale ).

16 . Die Parabel kann als Ellipse betrachtet werden ,
deren zweiter Brennpunkt in unendlicher Entfernung liegt .

C) Für Ellipse und Hyperbel .
17 . Hat man ein System von Ellipsen , bezw .

Hyperbeln , welche die Scheitel und die grosse Axe
gemeinschaftlich haben , so schneiden sich alle Tangenten ,
welche die nämliche Abscisse für den Berührungspunkt
haben , in einem und demselben Punkt der grossen Axe .
(Konstruktion der Tangente .)

18 . Alle Sehnen , welche einem Durchmesser parallel
gezogen sind , werden von seinem konjugierten halbiert .
Die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers ist
parallel zum konjugierten Durchmesser .

19 . In jedem einem Kegelschnitt umbeschriebenen
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch¬
messer ; in jedem einem Kegelschnitt einbeschriebenen
Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten Durch¬
messern parallel .

20 . Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte
von einer Tangente ist unveränderlich (= b 2

) und dieFuss -
punkte der Lote liegen auf einem Kreis , der die , grosse
Axe zum Durchmesser hat . (Konstruktion des Kegel¬
schnitts durch Umhüllung . )

21 . Die Tangente und die Normale in einem Punkt
der Ellipse oder Hyperbel halbieren die Winkel , welche
die Brennstrahlen nach diesem Punkt mit einander
bilden . (Konstruktion der Tangente und der Normale .)

Hieraus folgt : Eine Ellipse und eine zu ihr konfo -
kale Hyperbel schneiden sich unter rechten Winkeln .

22 . Bei der Ellipse ist die Summe , bei der Hyperbel
die Differenz der Brennstrahlen nach einem Punkt der
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Kurve unveränderlich und zwar gleich der grossen Axe.
(Faden -Konstruktion der Kurven .)

23 . Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die beiden
Abschnitte , welche zwischen der Kurve und ihren beiden
Asymptoten liegen, einander gleich ; der Abschnitt einer
Tangente zwischen den Asymptoten wird durch den
Berührungspunkt halbiert .

(Konstruktion der Hyperbel , wenn ein Punkt
und die Asymptoten derselben gegeben sind .)

24 . Der Inhalt eines Dreiecks , das zwischen zwei
konjugierten Halbmessern einer Ellipse und der Ver¬
bindungslinie ihrer Endpunkte liegt , ist unveränderlich .

25 . Der Inhalt eines Dreiecks , das von den Asymp¬
toten und einer zwischen denselben liegenden Tangente
einer Hyperbel eingeschlossen wird, ist unveränderlich .

26 . Alle Parabeln sind einander ähnlich .
27 . Zwei Ellipsen mit den Halbaxen (a, b) , (ax, b, )

sind einander ähnlich , wennv = ri ebenso sind zwei’ b b,

Hyperbeln einander ähnlich , wenn ^ =
j
“ , d . h . , wenn

sie gleiche Asymptotenwinkel haben.

§ 82 . Konstruktion der Kegelschnitte.
1 . P arab el .
a) DX Achse, SY Scheiteltangente , DE Leitlinie ,

also DS —- SF = — Ziehe in den beliebig , aber zweck-

mässig gewählten Punkten C, , C2, C, . . . Lote zur
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Axe und beschreibe um F mit DC , einen Bogen , der
das zu C, gehörige Lot in A , und B, schneidet ; ver¬

fahre ebenso mit DC2 u. s . w . A, , A2, A3 . . .
Bj , B2, B3 . . . sind Parabelpunkte . (Begründung :
Jeder Punkt der Parabel hat vom Brennpunkt und der
Leitlinie gleiche Abstände .)

b) Durch Umhüllung . — SX Axe, ST Scheitel¬
tangente , 3? Brennpunkt . Ziehe von F nach SY die
Strahlen FA, , FA 2, FA 3 . . . und errichte auf den¬
selben in Aj , A2, A3 . . . die Lote A , B, , A2 B2,
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A, B, . . . so umhüllen diese die Parabel . (Be¬
gründung § 81 ,i2) .

2 . Ellipse .
a . OX = a , halbe grosse Axe , OY = b , halbe kleine

Axe . Beschreibe um 0 mit a und b Kreise ; ziehe
durch 0 eine Gerade , welche die Kreise in B und C
schneidet , ziehe CA _|_ OX, BA | | OX, so ist A ein Punkt
der Ellipse . Aehnlich weitere Punkte .

(Begründung : y = — ]/
'a 2 — x 2) .

&
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b . OX = OXj = a , OY = OY , = b . Bestimme die
Brennpunkte F und F x durch FY = F XY = a . Ziehe
xxx = XX , = 2 a ; nimm darauf Punkt a beliebig an,

Y

/ \ \ /

X. Ct, <x x 3C,

beschreibe um F mit xa1 und um F , mit xxax Kreis¬
bögen , die sich in in A x und B , schneiden u . s . f . A(
und Bx sind Punkte der Ellipse .

(Begründung : r + rx = 2 a; s . § 8122-)
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3 . Hyperbel .
OX = OX , = a ; OF = OFj = fiV + b5:

Ziehe xx1 = 2a ; nimm auf der Verlängerung von
xxx einen Punkt ax an und beschreibe um F mit xat

und um F , mit x^ Bögen , die sich in A , und Bt
schneiden . A , und B2 sind Punkte der Hyperbel . Ver¬
fahre ebenso mit a2 u . s . f.

(Begründung : r — rt = 2 a , s . § 8I22O

§ 83 . Allgemeine Gleichung zweiten Grades.

(1) au x 2 + 2a 12 xy -fa 22 y 2 + 2a ls x -f2a 23 y + a33 = 0.
1 . Nach Division der Gleichung (1) mit a33 zeigt

sich , dass die Gleichung fünf unabhängige Konstanten
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enthält ; eine Kurve zweiten Grades ist daher durch
fünf Punkte bestimmt .

2 . Die Gleichung ( 1) stellt ein Geradenpaar
dar , wenn die Diskriminante A der Gleichung null ist ,
d . h . wenn
(ai 2

2 au a22) (a13
2 a33) (a^ a13 alx a23)

2 = : 0 oder
^ “ a il a 22 a 33 ^ a 23 a i3 a i2 a il a 28

*
a 22 a i3 a 33 a i3

*
'

3 . Wenn eine Gleichung zweiten Grades ein Linien¬
paar darstellt , kann sie durch Koordinatenverwandlung
auf die Form gebracht werden :

au x 2 -f 2 a12 x y + a22 y 2 = 0 .
Das Linienpaar besteht aus zwei (konjugierten )

imaginären , oder aus zwei reellen aber zu¬
sammenfallenden , oder aus zwei reellen und
verschiedenen Geraden , je nachdem

a12
2 ■ atl a22=j= 0 .

4 . Wird die Gleichung ( 1) in Polarkoordinaten
übergeführt , so ergiebt sich als Polargleichung
der Kurven zweiten Grades

(axl cos 2 <p -f- 2 a12 cos <p sin cp -f- a22 sin 2
cp) r 2

+ 2 (a13 cos q, + a23 sin 9p) r -f a33 = 0 .
Einem gegebenen Wert von cp entsprechen im allge¬
meinen zwei Werte von r , d . h . jeder durch den Pol
gezogene Strahl schneidet die Kurve in zwei Punkten .
Der eine Schnittpunkt kann im Unendlichen liegen ,
wenn für den bestimmten Wert von cp der Koeffizient
von r 2 zu null wird , d . h . wenn

alt cos 2
9>-[- 2 a12 cos cp sin cp -j- a22 sin 2

y = 0 , oder wenn
au + 2 a„2 tg <p + a22 tg 2 <p = 0 .

Es giebt demnach im allgemeinen zwei solche Werte
von cp und also zwei Richtungen , für welche der Strahl
die Kurve im Unendlichen schneiden kann ; diese beiden

B ü r k 1e n , Formelsammlung . 11
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Richtungen sind imaginär , reell aber zusammenfallend,
reell und verschieden, d . h . die unendlich ferne Gerade
hat mit der Kurve keinen Punkt , zwei zusammenfallende
oder zwei verschiedene Punkte gemeinschaftlich , je
nachdem

a ! 2
2 - a il » 22 0 .

5 . Die allgemeine Gleichung zweiten Grades stellt
eine Ellipse , Parabel oder Hyperbel dar , je
nachdem

2 '‘s n
ÜJ2 ^ 11 ^ 22

“ ' ! ■

Sie stellt einen Kreis dar , wenn a12 = 0 und a21 = a22.
6 . Durch jeden Punkt kann im allgemeinen eine

Sehne so gezogen werden , dass sie in ihm halbiert wird ;
ist die Kurve zweiten Grades durch die allgemeine
Polargleichung gegeben, so hat eine Sehne vom Nei¬

gungswinkel cp den Pol zur Mitte , wenn die beiden
Wurzeln von r von entgegengesetztem Yorzeichen und

gleich sind . Dies ist der Fall , wenn
a13 cos cp a23 sin cp = 0

oder in rechtwinkligen Koordinaten , wenn
ai3 x a23 y

Giebt man nach einer Koordinaten Verwandlung(Pa¬

rallelverschiebung ) den Koeffizienten a13
' und a33

' den
Wert null, so ergeben sich daraus die Bestimmungs¬
stücke des Mittelpunktes .

Die rechtwinkligen Koordinaten (x0, y0) des

Mittelpunktes ergeben sich aus
an x o + ai2 yo + ai3 = o

a i2 X 0 + a 22 yo a 23

daher besitzt eine Linie zweiten Grades nicht mehr als
einen Mittelpunkt . Seine Koordinaten sind
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a il a 22

n •
l y« ;

Kür die Parabel ist a12
2 -

keinen Mittelpunkt .
: 0 , sie hat daher

§ 84-. Gleichungen weiterer Kurven.

A . Algebraische Kurven .
s_

1 . Neilsche Parabel y = ax 2.
2 . Lemniskate (x 2 + y 2

)
2 — a2 (x 2 — y 2

) = 0 oder
r 2

(r 2 — a2 cos 2 <j>) = 0
3 . Conchoide x 2 y 2 = (b ~f y)2 (a2 — y 2) oder

(x 2 + y 2) (y — b) 2 = a2 y2 oder r = a + c (̂
.

4. Cissoide y 2 (a — x ) = x 3.
5 . Deskartes ’sches Blatt x 3 + y3 = 3axy .
6 . CassinischeKurve (x 2~|-y2

)
2— 2a 2 (x 2—y 2

) = b 4— a*.
7 . Cardioide (y 2 -j - x 2 — ax ) 2 = a2 (x 2 -]- y2) oder

r = a (1 + cos <p) .

B . Transcendente Kurven .

1 . Bogarithmische Linie y = me 1.

. m 5 . ’L
2 . Kettenhme y = (ea -J- e a ) .

3 . Cykloide , beschrieben von einem bestimmten
Punkt P auf dem Halbmesser eines Kreises , der auf
einer Geraden rollt , (a Halbmesser des rollenden Kreises ,
a, Mittelpunktsabstand von P , y = arc «£ P 0 X , X Be¬
rührungspunkt )
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J x = a cp — at sin cp
y y = a — a2 cos cp

4 . Epycykloide , beschrieben von dem Punkt P
(s . Nr . 3) , wenn der Kreis auf der Aussenseite eines
Kreises (Halbmesser b ) , rollt

x =

y =

, . . . a ®
(a -)- b) sin -jj- ■a , sm

a cp
(a -|- b) cos ^

jr
- at cos

a -fb___ __

a -f- b
b

9

cp.

5 . Hypocykloide , beschrieben von dem Punkt P
(s . Nr . 3 ) , wenn der Kreis auf der Innenseite eines
Kreises (Halbmesser b) rollt

/ , s . a 9 > . b — a
x = ( b — a) sm -

g
- — at sm —^— cp

& cp b — a
y = ( b — a) cos -

ĵ
- -f- a± cos —

^
— g>-

Die Cykloide , ebenso die Epi - und Hypocykloide
ist die gestreckte ; gemeine oder verschlungene , je nach¬
dem a. == a.

6 . Spirale des Archimedes (lineare Spirale ) r = a ^ ,
7 . Parabolische Spirale r 2 = 2 p cp.

8 . Hyperbolische Spirale r = — .
9

9
9 . Logarithmische Spirale r = me *.
10. Kreisevolvente (Tangente = dem Bogen zwi¬

schen einem festen Punkt des Kreises und dem Be¬
rührungspunkt ) : r = a ]/1 -f- <p

2
, ip — cp — ave tg cp.
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II . Geometrie des Raums .

§ 85 . Koordinaten - *) und Grössenbeziehnngen .
O Ursprung , P ein Punkt im Kaum , OP = r ;

a , ß , y Winkel der OP mit den positiven Teilen der
Koordinatenaxen ; x , y , z die Koordinaten von P .

1 . Ein Punkt . Die Koordinaten des Punktes P
sind die Projektionen von OP auf die Axen :

x = r cos a , y = r cos ß , z = r cos y,
r = Vx2 -j- y 2 + z 2

, cos 2 a + cos2 ß -j- cos2 Y = 1 .
2 . Zwei Punkte . (x, , y„ z, ) und (x2, ya , za) .

OP
oos (ri >r2)

r , , 0 P 2
cos ax cos a2 + cos ß, cos ß2 + cos Y, cos y2

: X1 x 2 + y, y2 + 2,

Stehen r, und r„ senkrecht aufeinander , so ist
cos a , cos a2

- |- cos ß, cos ß2
- |- cos y, cos y2 = 0 .

Entfernung e = (x , -~ x 2)
2 -f (y, — y2) 2 + (z, — z2) 2.

Für Punkt (x , y , z) , der P , P 2 im Verhältnis m : n
teilt (P , P : P P , = m : n ) , ist

_ _ nx 1 + mx 2 _ _ ny, + my 8 _ _ nz t -f mz 2
m + n ’ ^ m -j- n ’ m _+ n

3 . Projektionen . Ist 1 eine Strecke , f eine
Fläche , sind ferner 1, , Ia , 13, bezw . f, , fa , f3 ihre Pro¬
jektionen auf die Koordinatenebenen , so ist

1 . l1
2 + l2

2 + l3
2 = 2l 2.

2 . f1
2 + f2

2 + f3
2 = f2.

f, = f cos a , fa = f cos ß, f3 = f cos y ; a , ß , y Neigungs¬
winkel der f gegen die Koordinatenebenen .

«) Es sind stets , wofern nichts anders bemerkt ist , rechtwinklige
Koordinaten vorausgesetzt .
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4 . Inhalt V der dreiseitigen Pyramide .
1 . Eine Ecke im Ursprung , die drei andern Ecken

sind (x„ y, , zj , (x3, y3, z2) , (x3, y„ , z8) .

v =
0 [xi (ya z3 - y3 z2) + x2 (y3 zx - u z3) + x3 (y, z2

- y2 z, )]
Xi y,
x2 y2 z2
x3 y3 z3

2 . Liegt die erste Ecke nicht im Ursprung , sondern
im Punkt (x , y, z) , so ergiebt sich Y , indem man das
Koordinatensystem parallel verschiebt , so dass der Ur¬
sprung mit (x , y , z ) zusammenfällt ; man hat alsdann
im vorigen Ausdruck
statt x, , y, , z1 zu setzen x, — x , y, — y, z, — z

Liegt (x , y , z) in derselben Ebene * mit den drei
übrigen Punkten , so ist Y = 0 ; dies ist die Gleichung
der Ebene durch jene drei Punkte .

§ 86 . Aenderung des Koordinatensystemes .
1 . Parallele Verschiebung der Axen ; a , b , c

Koordinaten des neuen Ursprungs .
x = a + x' , y = b + y '

, z = c + z ' .
2 . Drehung um den Ursprung .

OX ' bilde mit OX , OY , OZ die Winkel ccl > ßl (
n » ” i! » » i! a2 , ß2, L ?

o z „ „ „ „ „ n v a 3f ß3; JV
Schreibt man der Kürze halber die Buchstaben

der Winkel für ihre Cosinus , so ist :
x = “1 x' + “2 y ' + a3 z ' x + ß! y + YiZ
y = ß, x ' + ß2 y ' + ß3 z ' y' = a2X + ß2 y + y2 z
z —

_Yi x' + r2 y' + 7s z / z ' — a3 x + ß3 y + r3 z-
Zwischen den Cosinus bestehen die Beziehungen
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ai
2 + “i ' + a. *= i “1

2 + ß1
2 + y1

2 = i
P1

* + P,
* + ß,

* = i «2
2 + ß2

2 + r 2
2 = i

t ]
2 + t2

2 + t3
2 = i V + ß3

2 + r3
2 = i

«1ßi + a2ß2 + a3r 3 = 0 <*2 + ßxß2 + r t Ys = 0
ßt r t + ß2r 2 + ß3x3

= o «2a3 + ß2ß3 + r2r 3 = o
TA + r 2“2 + r 3“3 = O «3«! + ß3ß1 + 73 t , = o.

3 . Polarkoordinaten . 0 P = r , cp Winkel
zwischen OP und der XYebene , gezählt von der letz¬
teren gegen die -j- Z Axe hin (von — 90° bis + 90°) ;
ip ist der Winkel , den die Ebene ZOP mit der Ebene
Z 0 X bildet , gezählt von der + Xaxe aus im positiven
Drehungssinn von 0° — 360 °.

TJebergang von rechtwinkligen Koordinaten zu
Polarkoordinaten und umgekehrt :

1 .

2 .

_ z x
r = W + y2 + z2

> sin <p = — > cos ^ =
y£f^ p :

x = r cos cp cos ip
y = r cos cp sin ip
z = r sin cp.

sin qp = y
y* 2+ y2'

§ 87. Allgemeine Sätze .
1 . Eine Fläche ist durch eine Gleichung zwischen

x , y und z bestimmt . Die Bedingung dafür , dass der
Punkt (x, , y1 ( zt ) auf der Fläche liegt , deren Gleichung
F (x, y, z) = 0 ist,

,
ist

.
F (x„ y, , zj = 0.

2 . Eine Linie ist durch zwei Gleichungen in x,
y und z bestimmt ; die Linie ist die Schnittlinie der
durch jene zwei Gleichungen dargestellten Flächen .
Jeder Punkt , dessen Koordinaten die beiden Gleich¬
ungen F (x , y , z) = 0 und f (x , y, z) = 0 befriedigen ,
liegt auf der Schnittlinie der durch die beiden Gleich¬
ungen dargestellten Flächen .
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3 . Setzt man in der Gleichung F (x , y, z) = 0 eine
der Koordinaten , z . B . z , gleich null , so erhält man
die Gleichung der Schnittlinie der Pläche mit der
Ebene der andern Koordinaten , z . B . der XYebene .

4 . Eliminiert man aus den Gleichungen zweier
Flächen eine Koordinate , so erhält man die Gleichungder Projektion der Schnittlinie beider Flächen auf die
Ebene der beiden andern Koordinaten . Bestimmt man
aus den Gleichungen dreier Flächen die gemeinschaft¬
lichen "Werte von x , y , z, so stellen diese die Koordi¬
naten der Schnittpunkte der drei Flächen dar .

5 . F (x, y, z) -f Ä f (x , y , z) — 0 giebt die Gleich¬
ung einer Fläche an , welche durch die Schnittlinie oder
die gemeinschaftlichen Punkte der beiden Flächen
F (x , y , z ) = 0 und f (x, y , z) = 0 geht .

'

§ 88 . Die Ebene .
a, b , c Abschnitte der Ebene auf den Koordinaten -

axen ; a , ß , y die Winkel , welche das Lot vom Ursprungauf die Ebene mit den Axen bildet , p die Längedieses Lotes .
1 . Gleichungsformen für die Ebene :

1 . allgemeine Form Ax -f By + Cz + D ^ O (E)

3 . „ x cosaUycosß -l- zcosy — p = 0
(Normalform N)

Spur in der XYebene Ax -f- By -j- D = 0
» ., „ Y Z ,, By -|- Cz + D = 0
n ü » ZX „ Ax + Cz + D = 0

Axenabschnitte :
D D Da A ’ B ’ c

G '
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Lot vom Ursprung :

p = a cos a = b cos ß = c cos y = D
+ ]/A 2 + B 2 + C2'

(Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewählt , dass
p positiv wird .)

Winkel des Lotes p mit den Axen aus :

_P_ _ Ae . _ E f008 “ — a
" D ~ '

+ l/A 2 + B 2 + C 2 l1 ’ S' '

2 . Besondere Bälle :

(
x = a Ebene parallel zur YZebene,

» n „ ZX „
z — c „ j) » XY „

1

Ax -fBy + D = 0 Ebene parallel zurZaxe
Ax -fOz -fD = 0 „ „ n V it
By + Cz + D = 0 „ n n X „

3 . Ax -fBy -)- Cz = 0 „ durchdenUrsprung
1 Ax + By = 0 „ „ die Zaxe

4 . < Ax + Cz = 0 „ „ „ Y „
1 By + 0z = 0 „ „ „ X „

3 . Ebene durch den Punkt (x, , y, , zj
A (x —x^ + BCy—yi ) + C (z — Zi ) = 0

4 . Ebene durch drei Punkte (x, , y, , z, ) , (x2, y2 , z2>)
>y3 > z3)

A (x - ■Xi ) + B (y — yi ) + C (z — Zl ) = 0 , wobei

A — 7i z x 1

y2 Z21 , B =
z i xi 1
Z2 X2 1 . c =

xi yx 1
x2 y2 1

y3 z3 1 Z3 X3 1 x3 y3 1
(s . auch § 804 .)

5 . Abstand e eines Punktes (xi ; y, , z, ) von der
Ebene E oder N (s . 1 . ) :

0 — Ax i + B l .+ ca + p
e

+ y
'Av + B 2+ C2 = x , cosa + yj cos ß+ zx cosy—p



170 Analytische Geometrie .

6 . Zwei Ebenen Ax -fBy + Cz -fD — 0 und
A i x + B iy + ° i z + I )i = () ;

ABO
1 . sie sind parallel , wenn A. b .

“ c ;
also Gleichungen zweier paralleler Ebenen

fAx + By + Cz + D = 0 ,
( Ax + By + Cz -f D1== 0
( xcos a -f- y cos ß + z cos y — p = 0
\ x cos a+ y cos ß -\- z cos y— pj = 0

2 . Abstand zweier paralleler Ebenen

— 1/A3 + B 2 + C2 P Pl

3 . Winkel <p zlveier Ebenen
AA ^ BBj + COj

C0S 9 ~
+ y(A 2+ B 2+ ü 2

) (V + B^ + C/ 2)
4 . Sie sind senkrecht , wenn cos <p = 0, d . h . wenn

AAj + BBj + CO ^ O

7 . Ebenenbüschel . Sind A1 = 0 , A2 = 0 die
Gleichungen zweier Ebenen (1) u . (2) in Normalform,
so ist die Gleichung einer dritten Ebene (3) die durch die
Schnittlinie der beiden ersten geht

A - AA = 0.
Sind (3 , 1), (3 , 2) die Neigungswinkel zwischen (3)

und den beiden gegebenen Ebenen , so ist

, sin (3,1)
Ä ~ sin (3 , 2)

'

Die Halbierungsebenen der von den beiden Ebenen
gebildeten Keile haben daher die Gleichung

A , -|- A2 = 0
8 . Drei Ebenen durch eine Gerade.
Damit drei Ebenen E 1 = 0, E 2 = 0 , E 3

~ 0 sich in
derselben Geraden schneiden ist notwendig und hin-
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reichend , dass es drei Zahlfaktoren J, , Ä2, giebt , für
welche die Identität besteht

\ E1+ \ ^ 2+ ^3 ^ 3
= 0

9 . Vier Ebenen durch einen Punkt . Damit vier
Ebenen E , = 0 , E2 = 0 , E3 = 0 , E4 = 0 durch einen
und denselben Punkt gehen, ist notwendig und hin¬
reichend , dass die Idendität besteht

K + ^2 4 ' \ \ = 0-

§ 89 . Gerade Linie ; gerade Linie und Ebene .

1 . Jede Gerade ist durch zwei unabhängige Gleich¬
ungen ersten Grades zwischen x, y und z bestimmt.

Allgemeine Gleichungsformen :

m f Ai x + B i y + Ci z + D i = o
> \ A 2 x -f B 2 y - j- C „ z -f D 2 = 0

( y = mx + b
^ ^ ! = nx + c.

Die Koordinaten der Spuren in der KT - , TZ - ,
XZebone ergeben sich aus bezw . z = Q, x = 0, y = 0.

2 . Besondere Eälle .
y = m x -f- b
z = c
y = b

{ z = n x -)- c

| Z = py + q
^ x = a

„ / y = b2 . 1
J

v z = c

Gerade parallel zur XYebene .

Gerade parallel zur XZebene .

Gerade parallel zur TZebene .

Gerade parallel zur Xaxe ;

I ^ 0 Xaxe .
I z = 0
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f z = c
^ x = a

3 .

X :

y :

( y
l

: a
: b

mx
: n x

Gerade parallel zur Yaxe ;

|
z 0 Yaxe .x = 0

Gerade parallel zur Zaxe ;

f x
^ Zaxe .

I y = o

Gerade durch den Ursprung .

3 .
"Winkel mit den Axen , a , ß , y . Wenn die

Gleichungen der Geraden sind

y = mx + b , z = nx + c , so ist
1 m

COS ß :
j/l + m 2 + n 2’

cos y

y 1 + m 2 + n2

l/1 + m 2 + :

4 . Gerade bestimmt durch einen Punkt (x, , y15 zj
und Richtung (a , ß , y)

x - ~ x ! = y — }\ =
z —

cos a cos ß cos y
6 . Gerade durch zwei Punkte (x t , zj , (x,,y 2, za)

x — x i = y — 7i =
z — z »

x i y2 — yi z2 — zi
'

6 . Zwei gerade Linien .

f y = mx + b / y = m1x + b1
\ z = nx -f c \ z = n1 x - |- c1.

1 . Die Geraden schneiden sich , wenn
(b — bj (n — n1) = ( c — cj (m — (s . u . 5 ) .

2 . Sie sind parallel , wenn m t = m , n1 = n .
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3 . Der Winkel <p der Geraden ergiebt sieh aus
1 -j ■m m, - |- n n,cos <P —

y ( i _j_ m 2 _)_ n 2) (l -j- m ,
2 _|_ n ,

2)
4 . Sie sind senkrecht , wenn cos <p = 0 , also

wenn 1 -(- m m, n n , = 0 .
5 . Kürzester Abstand zweier Geraden

(b — b t ) (n — nj — (c — c i ) (m — mj _

V (m n , — m1 n j 2 -f (m — m , j 2 + (n — n , )
2’ 1.

6 . Abstand e zweier paralleler Geraden
( y = mx4 " b y = mx4 - b ,
\ zr = nx -|- c z = nx -)- c1.

e yF2+ G2 + H '2
l + m 2 + n 2 ’ wobei

E -~ (b — bjm + ( c — cjn
G = (c — cjmn — (b — bjXl -y 1!2)
H = (b — bjmn — (c — cj ( l + m 2) .

7 . Gerade und Ebene .

{ z — nx + o
U“d Ax + By -f Cz + D = 0.

1 . Die Gerade liegt in der Ebene , wenn
A -}- Bm -)- Cn = 0 und Bb -[- Gc - |- D = 0 .

2 . Die Gerade ist parallel der Ebene , wenn
A - |- Bm - (- 0n = 0 .

3 . Winkel a> zwischen der Geraden und der
Ebene aus

A + Bm ^ - Cn
S1D ® =

y (A 2 + B 2 -fC 2)(l +
“
i^ fn 2y

4 . Die Gerade ist senkrecht zur Ebene , wenn
B C
X = m ’ A = n-
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8 . Ebene durch Punkt (x l5 y i ; z, ) senkrecht zur
Geraden

y = mx -J- b , z = nx -f c
(x — x ! ) + m (y — yi ) + n (z — Zl ) = 0 .

9 . Gerade durch Punkt (x, , j 1} z, ) senkrecht zur
Ebene Ax - j- By - j- Cz -)- D = 0

( B

| y — yi = x (x — x i )
I c
{ z ~ z i = Xi )

10 . Ebene durch zwei sich schneidende gerade
Linien (s . Nr . 61 )

( y = mx + b / yrrnmjX + bj
\ z = nx -f c ^ z = n 1 x -f- <V

[ m (c — c, ) — n (b — b x)] x — (c — Oj ) y-j- (b — b 1) z= bc 1— b,c
y — m x — b b — b , m — m ,— = - oder = —oder

- n x -

Ebene durch zwei parallele Gerade

y — mx — b _ b — b,
z — nx — c c — c,

'

11 . Ebene durch eine Gerade y = m x - |- b , z = nx -f c
parallel zu einer 2 . Geraden y = m1 x + b i ; z ^ ^ x -j- c,
(mn, — m1n )x -|-(n —njy (m — m1)z= b1(n —n, ) — Cj (m— m, ) .

12 . Ebene durch einen Punkt (x, , y, , z t ) parallel
zu zwei Geraden
(mn i — mI n ) (x— x1)+ (n - n1) (y—yj — (m — m1) (z—z, )= 0 .

§ 90 . Krumme Flächen .
1 . Cylinderflächen .

1 . Die Leitlinie ist einfach gekrümmt ,
sie liegt in der XYebene , ihre Gleichung ist

i - f (*o> y«) — 10-
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Die Gleichungen der erzeugenden Mantellinie sind
2 . y = mz + y0, x = pz + x0,

dann ist die Gleichung der Cylinderfläche das Elimi¬
nationsresultat von x0 und y0 aus 1 . und 2 ., also

3 . F (x — pz,y — mz ) = 0.
2 . DieLeitliniesei eine doppeltgekrümmte

Kurve , ihre Gleichungen
<p (x , z) = 0

f (y, z) = o,
die Gleichungen der erzeugenden Mantellinie seien

y = m z -f y0
x£= p z + x0.

Ist (x, , y1( zj der Schnittpunkt der Mantellinie
mit der Leitlinie , so ist

/ 9>CV (x u z, ) = 0 u / yl = mz 1 + y0
t (yi ) z i ) = ° ‘ I x i = p z i + x o-

Die Elimination von (x, , y, , z, ) aus diesen vier
Gleichungen liefert die Gleichung E (x0 , y0) = 0 der
XY Spur der Fläche , aus ihr folgt

F (x — p z , y — m z)
als Gleichung der Zylinderfläche .

2 . Kegelflächen .
1 . Die Leitlinie liege in der XY Ebene , ihre Glei¬

chung sei F (x, y) = 0 , (x0, y0) ein Punkt derselben,
(f , g , h ) die Spitze des Kegels , dann folgt aus den
Gleichungen einer Mantellinie

z — li x — f z — h
y0 ~ g

(2) F (x0, y0) = 0.
Durch Elimination von x0 und y0 als Gleichung

der Kegelfläche
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2 . Ist die Leitlinie doppelt gekrümmt , (xi ; yt , z, )ein Punkt derselben und sind cp (x, z) = 0 und cp (y, z) = 0ihre Gleichungen, so erhält man aus den Gleichungender Yerbindungslinie der Spitze (f, g , h) mit (x, , y1( z, )

y — g _ z — h x — f _ z — h
y, — g

—
z, — h’ x, f z, h

und aus den Gleichungen cp (x, , y1) = 0, cp (x, , y, ) = 0Durch Elimination von (x, , y, , z, ) die Gleichung derFläche ; sie hat die Form
-m / fz — hx gz — ty \ „p "

F =_ h
- - ° -

Legt man die Zaxe durch die Spitze , dann gehtdie Gleichung über in
hx h yF 0,

legt man den Ursprung in die Spitze ,z für h — z setzend,
F hy \ 0.

so erhält man,

Schiefer Kreiskegel . Spitze im Ursprung ,Leitlinie im Abstand h parallel zur XY -Ebene , (a , b , h)Koordinaten des Kreismittelpunktes , r Halbmesser

3 . Drehflächen (Rotationsflächen ) .
1 . Die Drehaxe liege in der Zaxe, die Gleichungdes in der XZebene liegenden Meridians sei x = f (z),dann ist die Gleichung der Drehfläche

= f (z).
2 . Gerader Kreiskegel , Zaxe Drehaxe , Spitzeim Ursprung

X2 -j_ y 2 = p 2 z 2.
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3 . Drehungshyperboloid :
Einschaliges , erzeugt durch Drehung der

x 2 z 2
Hyperbel - a — - 5 = 1

£2 + y 2 = ^ 2 (z 2 + c 2
) oder

x 2 + y 2
0.

Zweischaliges , erzeugt durch Drehung der
z 2 x 2

Hyperbel - j - -2 — 1 um die Zaxe

x 2 + y 2 = ”i (z 2

TT* , 2x + y

■c2) oder

+ 1 = 0.a c
Ist a = c , so heissen die Hyperboloide gleichseitig .
Der zugehörige Asymptotenkegel hat in beiden
Fällen die Gleichung

! + y2

4 . Drehungsparaboloid , erzeugt durch Dre¬
hung der Parabel x 2 = 2p z

x 2 + y 2 = 2p z .
4 . Sehr aubenliniemit Axein der Zaxe , h Ganghöhe

' x = r cos t
y = r sin t

ht
z = ~— = arct

Z n
und Schraubenfläohe , ein die Zaxe schneidender
und zu dieser senkrechter Strahl gleitet der Schrauben¬
linie entlang ,

y 2 31 z
h

B ü r k 1e n , Formelsammlung . 12
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§ 91. Flächen zweiten Grades .

1 . Ellipsoid : i + b 2 + ? 1 = 0.

Kugel , Koordinaten des Mittelpunktes a , b, c
(x — a) 2 + (y — b) 2 + (z — c)

2 = r2.
Mittelpunkt im Ursprung

x 2 + y 2 + z 2 = r2.
2 . Einschaliges Hyperboloid

, 2 T72
■+ -

p
- — ^— 1 = 0.

sr , y ir

a 2 D" c "

3 . Zweischaliges Hyperboloid
_ x ^ __ y2

a2

4 . Elliptisches Paraboloid

, 2 ' “1- 2- 1 = 0 .b 2 c 2

0 .
x 2 y 2 2z

5 . Hyperbolisches Paraboloid
x 2 y2

t 2z
a2 b 2 + ^ = a

6 . Kegel
x 2

, y 2 zs
a 2 ^ b 2 cs

7 . Elliptischer Cylinder

0 .

x
"
ä2 + Z _ _ !+ b2 : 0 .

8 . Hyperbolischer Cylinder
x
a2 b

9 . Parabolischer Cylinder
x 2 2 z
a2 c

■- -fr - 1 = 0.

0.
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10 . Das System von zwei Ebenen
(Ax + By + Cz + D ) (A 1 x + B 1 y + C1 z + D ! ) = 0 .

11 . Jede Gleichung von der Form
x 2-f- y 2 + z 2 -fax -(- by 'j - cz -j- d = 0

stellt eine Kugel dar .
12 . Jede Gleichung von der Form

ax 2 + by 2 + cz 2 + dxy + exz + fyz = 0
stellt einen Kegel dar .



Höhere Analysis.
A . Differentialrechnung.

§ 92 . Funktion ; unendlich kleine Grössen ; Differential-
quotient.

Funktionen .
1 . Eine Zahl von unveränderlichem Wert 3 , 5 , a,3a — b . . .) heisst eine Konstante ; eine Zahl , welche

alle Werte der Zahlenreihe annehmen kann , heisst eine
Veränderliche (in der Regel bezeichnet mit t,x,y,z ).

2 . Eine Zahl , welche von einer oder mehreren Ver¬
änderlichen abhängt , heisst eine Funktion derselben.Der Inhalt eines Kreises , einer Kugel ist eine Funktion
des Halbmessers ; derjenige eines Rechtecks , eines Qua¬ders ist eine Funktion von Länge und Breite , bezw .
Länge , Breite und Höhe . Mit dem Wert der unab¬
hängigen Veränderlichen ändert sich der Wert der Funk¬
tion, der abhängigen Veränderlichen .

Bezeichnung der Funktion : f (x), F (x) , cp(x) , q>(x)und dergleichen,
y = f (x) ist eine Funktion von einer unabhängigen

Veränderlichen x,
z = f (x, y) ist eine Funktion von zwei unabhängigen

Veränderlichen , x und y,u = f (x, y, z) ist eine Funktion von drei unabhängigen
Veränderlichen , x , y und z .

3 . y = f (x) , z = f (x, y) u . s . f. heissen entwickelte
(explizite -

) Funktionen .
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F (x , y) = 0 , F (x, y, z) = 0 u . s . f . heissen unent¬
wickelte (implizite ) Funktionen .

4 . Kommt jede unabhängige Veränderliche nur als
Summand , Subtrahend , Faktor , Divisor oder als Basis
einer ganzen oder gebrochenen Potenz vor , so heisst
die Funktion algebraisch . Es ist z . B . y eine
algebraische Funktion von x , wenn es gleich a -j- x ,

ax , —
, x R, ]/x , a + bx + cx 2

, ]/a 2 — x 2 u . s . f . ist . In

allen übrigen Fällen heisst die Funktion transcendent ;
z . B . y = ax , y = log x , y = sin x u . s . f . sind trans -
cendente Funktionen .

5 . Eine Funktion heisst stetig zwischen x0 undx, ,
wenn für alle Werte zwischen x0 und x, einem unend¬
lich kleinen Wachstum von x auch ein unendlich kleines
Wachstum von f (x) entspricht .

Unendlich kleine Grössen und Grenzwerte .

6 . Wenn eine veränderliche Grösse sich der Null
nähert und dabei einen Wert annimmt , der kleiner ist
als jede angebbare Grösse , so nennt man sie unend¬
lich kl ein .

7 . Zwei unendlich kleine Grössen heissen
von derselben Ordnung , wenn ihr Quotient gegen
einen von null verschiedenen , endlichen Grenzwert kon¬

vergiert . Ist a eine endliche , y eine unendlich kleine
Grösse , so ist a y von derselben Ordnung wie y .

8 . Ist <5 von der ersten Ordnung , so ist y von der
T

nten Ordnung , wenn der Quotient ^ gegen einen

endlichen , von null verschiedenen Wert konvergiert ,
also wenn
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9 . Ist eine endliche Grösse P gleich der Summe von
unendlich vielen , unendlich kleinen Grössen y1( Y2 . .
so bleibt P unverändert , wenn jede Grösse Y um ein
Unendlich kleines e von höherer Ordnung vermehrt
wird . Ist also

P = Yt + Y2
"t“ • • • = lim 2 y , so ist auch

P = (Yi + «0 + (Y, + ea) + • . . = Hm 2 (y + e) .
10 . Es ist

1
j , . G . 1

'
1 . lim (l + <5) = e, lim 1 + -

0 y \ IH/m = oo

2 . lim

3 . lim

<5
sin d

6

log a
= 0 log e‘

= 1 ; lim tgjtf
ö 1 .

4 . lim 1 - |- II = ex .
V m / lm = oo

11 . Differential und Differentialquotient .
y = f (*)

y + a j = f (x + A x)

lim
Ay ;
Az .
A x

f (x + A x) - f (x)
: lim

f (x + 4x ) — f (x) _ dy
A x =y' = df (x)

dx J dx
= f' (x) = Df (x).

dx heisst das Differential von x,df (x) = f ' (x) dx
cl f

das Differential von f (x) . oder f' (x) heisst die
erste Ableitung oder der erste Differential¬
quotient von f (x) .

Ist C eine von x unabhängige Konstante , so ist
dC „
dx _ 0‘
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Die Ableitung des ersten Differentialquotienten
giebt den zweiten u . s . f. ; es ist also
cl ci^ V
— = y" = f" (x) = D 2 f (x) die zweite Ablei¬

tung von f (x) .

§ 93 . Allgemeine Formeln über Differentiation .

Es seien u , v , w Punktionen von x, A , B, C Konstanten ,
df (u) df (u) du

d x du d x
2 . d (Au + Bv -bCw ) = Adu + Bdv -bCdw

d (Au -J- Bv -)- Ow ) . du dy dw
- 5- — A 3- b B j- b O "5

dx dx dx dx
= A u' 4- B v' + C w '

3 . d (uv ) = vdu + udv ; d (uvw) = vwdu + uwdv
+ uvdw

u' v + u v' = uv ^ . u ' + -| - t '

—u' + —■v' 4 - — w' -f - , . .
u v w

4 . d

d

d (uv)
dx

d (uvw . . .)—-— -̂ = uvwdx
u \ v du — u dv
v
u
v u' v — uv '

dx
5 . Bezeichnet man die nte Ableitung von u mit u(“)

so ist :
d” (Au -f Bv )

dx »
: AuW + BtW

(uv ) '”>= uWt + ( J ) u <" - « v ( 1>+ g ) nMyt « + . . . •
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6 . Ist u = f (z ), z = <P (y) , y = ip (x), dann ist
du _ dfz dz dy
dx dz '

dy
' dx

7 . Sind x und y Punktionen von t , so ist :
dy dy dx
d ^ = dt : dt = y / : x/

d 2y __ /dx d 2y dy d 2x\

dtj ^dt 2 dt ' dt 2/

1 .

2 .
- y 'x "

dx 2 \ dtj %dt 2 dt ' dt 2/
’
\ dt / (x ' )3

8 . Betrachtet man bei einer Punktion mehrerer un¬
abhängiger Veränderlicher u = f (x , y , z) irgend eine der¬
selben , z . B . x , als veränderlich , die übrigen als kon¬
stant , so heisst die Ableitung der Punktion nach dieser
Veränderlichen die partielle Ableitung nach x ,

<5u
sie wird mit -7— bezeichnet ,d x

Das totale Differential von u ist gleich
der Summe der p artiell en Differentiale nach
sämtlichen Veränderlichen :

du du <5u
d « = ^ dx + ^ ydy + Iz dz

Sind x , y , z Punktionen von t , dann ist
df (x, y, z ) _

dt
Es ist

<5f dx df dy
dx dt dy

’ dt
df dz
d z ' dt

du
d

ÖU
dx d 2 u dy d 2u^ dx d 2 u

dx d x 2 ’ dy dx dy dx dydx
Sh d 2u

11 . d 2 u =

i52u

d 2u d 2u
s x2 dx2+ i ^ d y 2 +

d 2u

dxdy dydx
d 2u
3 z 5 dz 2

+ 2
ivd7

dxd y + 2 ^ r dxdz + 2
d 2u

SySz dy dz
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symbolisch :

cP n 3x ' öy J ' öz

wofern im Zähler jeden Gliedes <5u2 durch <Pu ersetzt
wird . — Der Satz gilt ebenso auch für das Differential
nter Ordnung .

12. Unentwickelte (implizite ) Funktionen .
Ist f (x,y ) = 0 , so ist

0 , daher
<5y dx

Durch Differenzieren von 1) erhält man eine Glei¬

chung, aus der sich bestimmt :

dZ _L_
'5 f

5x <5y dx <5y
dy \ 2

, dry
dx / S y

‘ dx 2

13 . Ist f (x, y, z) = 0 , so kann z als Funktion von

x und y betrachtet werden, dann ist
ö f 3 z o z

0, hieraus folgt x
<5f <5f Sz dz

2) Tz: + ir= - ~
.: = 0,

6 z 6 x
<5f 6z _

5j 1 Sz '
<5y

” ” 6 y
Differenziert man Gleichung 1) nach x , dann auch

nach y, ferner Gleichung 2) nach y, so ergeben sich
ci2z <52 z c52 z

Gleichungen, aus welchen man ~
S xSj ’ öy2

14 . Vertauschung der unabhängigen Ver¬
änderlichen .
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dy dx
dx ^ ' dy

cPy _ _ d* i
.

/dx\ 3
dx 2 dy 2 \dyj

§ 94 . Spezielle Formeln .
1 . Das Differential und der Differentialquotient

einer Konstanten ist null .
dx “

2 . = ni '
dx

,n—l

3 .
dr(xn)
dx r - n (n — l ) (n — 2) . . . . (n — r - j- l ) xn r

, r ^ n

da x da mx
4 . i — = ax Za ; ndx ’ dx

5 ‘ T ^ = aX (? a)r

de x
am x m l a : — = ex

’ dx

dlogx 1 a6 . - = — log e ;dx x °
dZx 1

11 M , „= § 29 ^ )

dx

7 - ^ ~ = ( - 1 )
r ~ 1

( r - 1 ) ! ~
e

8 .

9 .

10.

d sinx
dx

d r sinx

: cos x = sin | x - |- —j

• I i r7r
dxr - sin (x + T

d cos :
sin x = cos x -f-d x

dr cosx / vn
1L “

dx ^ = coslx + T
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12 . dtg x ■(= sec2 x)
d x cos-'x

(Für höhere Ableitungen kein einfaches Bildungsgesetz .]
d ctg x 1

13. dx : (= — cosec2 x).

14.

15 .

16 .

17.

18.

19 .

darc sin x i
dx

— yi— x2
d arc cos x i

dx y i —x2
d arc tg x i

dx l + x2

d arc ctg x 1
dx ~- l + x2

d arc sec x 1
dx x |/ x2- 1

darc cosecx 1
dx x y x 2 — :

§ 95 . Die Taylor ’sche und die Mac Laurin’sclie Reihe .

1 . Taylor ’ sche Reihe :
h 2 hn

f (x + h) = f (*) + h f' (x) + ^ f '" (x) + . + — f(^ (x)

+
(ir + T)i f(n + x) + 1* h)>

wofern p positiv und < 1 , f (x ) , f ' (x) , f" (x) . . . . endliche

und bestimmte Werte haben und wofern f(“ + 1) (x) end-

ich und stetig für alle Werte zwischen x und x + h .

Andere Formen des Restgliedes :
hn -J- 1/I — /Q ^n
- j

- f (n.+ l) (x + © h) , © echter Bruch ;

h tt
•
^ j

- [fW (x + 0h ) — fW (x )]
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Für x = a und h = a — x ergiebt sich :
2 . f (x)= f(a)-)- (x— a) f' (a)- (x—a) s

f" (a)+ . . . - (x - a^ n)
n ! f (n ’(a)

+
(X

(n +
a

i )t
f(n + 1) (a + ^ (x a)) .

Hiebei muss f (n + i) (x ') für alle Werte von x ' zwi¬schen a und x endlich und stetig bleiben .
Für a = 0 ergiebt sich :

3 . Mac Laurin ’sche Reihe :

f(x) = f (0) + x p (o) + | y f" (0) + fr f'" (0) + . . . + f - f («) (o)

+ ö?Sj !
f(a+ 1, (‘“ x)’

wofern f (x ) und seine Ableitungen für x = 0 endlichund stetig bleiben .
Andere Form des Restgliedes :

x n + 1 (1 — @) n
TT f(n + l) ( @ X) .

Wird f (x) oder eine seiner Ableitungen für x = 0unendlich oder unstetig , so kann f (x ) nicht mehr ver¬mittelst der Mac Laurin ’schen Reihe entwickelt werden .In diesem Fall ist 2 . anzuwenden .
4 . Taylor ’ s Reihe für zwei Veränderliche .x + ht = p , y + kt = q , f (p,q ) = TJ, f (x,y ) = u,

„ , <5u i3u 1 / <5u 4uf (x + h , y + k) = U + ^ h +
^

k + ¥T (
~ h + 7y

k)
1 /<5u 4u \ (3) 1 /<5u i5u \ (»)h + x^ k ) + . . - . + -rr ( xxh + ^ ; kj + R-3 !

R : €
'

n ! \öx
(s . § 93 ii .)

4TJ , (3TJ \ (n) [S u äu \ W
P

_^ <5 (1 7 \ 4x ll _^
<5y

k

(p = x + @h , q = y + « k).
Ü'
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§ 96. Werte unbestimmter Ausdrücke.

CO - 00 .

wiederholt und es ist , wenn f(n _M) (a) und cp(“ -M) (a) die-

so ist

wird auch

für x a den Wert

f (x) _ f ' (a)
cp (x) <p ' (a)

’

ort wiY »rl î oa V»r»

jenigen Ableitungen sind, welche zuerst nicht gleich¬
zeitig zu 0 oder zu oo werden :

f (x) _ fl- + *) (a)lm
cp(x) cŷ + il^a)

2 . Ist f (x) . cp (x) = 0 . cc für x = a, so ist :

f (x) . ¥, (x) = f (x)

Dieser letztere Ausdruck nimmt für x = a , die Form

an, sein Wert ergiebt sich nach 1 .

3 . Nimmt der Ausdruck (f (x)) ‘f (x) für x = a eine

der Formen 0° , oo °
, 1 °° an , so setzt man ( f x) )?W

= e 9 (x) 2 f (x) un(j untersucht nach 1 . oder 2 . den Aus¬
druck cp(x) Zf(x) .

4 . Führen die angegebenen Mittel stets wieder zu
demselben unbestimmten Ausdruck , so muss man zu
besonderen Hilfsmitteln greifen . Man kann dann für
x zunächst a -j- h setzen , den Ausdruck umformen und
wenn möglich, vereinfachen , worauf sich für h = 0 der
gesuchte Wert ergeben kann .

5 . Wenn f (x) — <p (x) für x = a die unbestimmte
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Form co — oo annimmt, so suche man den Ausdruckin ein Produkt oder in einen Bruch zu verwandeln ,was z . B . folgendermassen geschehen kann :

f(x) — ? (x) =
_ 1 _
y(x)

l
f(x) > (x)Der Wert hiefür wird nach dem Yorausgegangenenermittelt .

§ 97. Grösste und kleinste Werte von Funktionen .
1 . Die Punktion y = f (x) erreicht für x = aein Maximum , wenn f(a + h) — f(a) < 0,

„ Minimum , „ f (a + h) — f (a) > 0,wobei h sich der Null unbegrenzt nähert .2 . Bei zunehmendem x ist
f (x) wachsend , wenn f '(x) > 0,f (x) abnehmend , „ f'(x) < 0.3. y — f (x) erreicht für x = a
ein Maximum , wenn f' (a) = 0 und f" (a) < 0,

„ Minimum , „ f' (a) = 0 und f" (a) > 0 ;allgemein : die Punktion y = f(x) erreicht für x = a einMaximum , wenn die niederste für x = a nicht ver¬schwindende Ableitung von f(x) von gerader Ordnungund negativ , ein Minimum, wenn dieselbe positiv ist .Ist die niederste für x = a nicht verschwindende
Ableitung von ungerader Ordnung (z . B. von erster ) ,so ist f (a) weder ein Maximum noch ein Minimum.Um die Stelle und den Wert des Maximums oderMinimums zu finden, wird y ' gebildet, gleich null ge¬setzt und nach x aufgelöst . Nun wird y" gebildet , eswerden die gefundenen Werte von x eingesetzt und ausdem negativen oder positiven Ergebnis bestimmt , ob
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ein Maximum oder Minimum vorliegt . Durch Einsetzen
der gefundenen Werte von x in y = f (x) ergiebt sich
der Wert des Maximums oder Minimums selbst.

4 . Funktion zweier unabhängigen Ver¬
änderlichen , z = f (x , y).

Man bestimme x und y aus

0 und

Die erhaltenen Werte müssen der Gleichung ge¬
nügen :

2 iü ^~
fo 2 '

<5y
2

Es findet dann Maximum oder Minimum statt , je
nachdem

für jene Werte von x und y beide gleichzeitig < 0 oder
> 0 sind.

B . Integralrechnung .

§ 98 . Bezeichnung und Erklärung .
F (x) heisst das Integral von f (x) d x, geschrieben

/ f (x) d x, wenn

F ( x) + C,es ist also dann
wobei 0 eine unbestimmte Konstante bedeutet ; ferner ist
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§ 99 . Integration einfacher Funktionen ; Grundformeln.
Bei sämtlichen nachstehenden Formeln ist rechtsdie unbestimmte Konstante zu ergänzen .

1 . / xn dx
.yU -j- 1 .— — r tur n .n + 1 >

/ (a + hx )“ = (>_+ bx )n + 1
-1 v ^ '

(n -f 1) . b
r dx

2 . — = 1 %.J -y

3 . J as dx = Je x dx =

4. J cos x d x = sin x.
5 . j sin x d x = — cos x.

dx

: ex.

6 . / COS X

dx

tgx ,

7 . / —r- ö— r= — Ctg X.3 Slü 2 X &

8 . / COS X

cosx

-dx : (rzn sec x).

dx = —
_ r V
9 . ( —

J S1

10 . J sinxcosxdx =

■cosec x )

11 . J tgx dx = — l cos x .
12 . J ctg x d x = Isin x .

13 ’ / ri

14 . /

d x
sm x cos x
dx

l tg X ; [ —° J 81
dx

smx lt« I -

COS X
^ g ( r +

X
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15 . ( - ==3 1/1

/
y i — x“

dx

arc sm x arc cos x -f - 7- ,
£

bx
-5—5 — arc sm —
^2 ~ 2 b aya 2 — b 2 x 2

16 . Iz—:— 2 = arc % x = — arc ctg x -f- .
J 1 - f- X

1 £

r dx 1 bx

J a 2 - )- b 2 x 2 ab
arC

a
*

arc sec x

xyb 2 x2 — a

y2x — x2

— arc sec —
a a

arc sin (1 — x) .

§ 100 . Allgemeine Formeln ; Integration» weisen
entwickelter Funktionen .

Es seien u , v, w . . . . Funktionen von x ; A , B . . .
konstante Faktoren .

1 . Integration einer Summe .

y
,
(Au -f-Bv -f-Cw -f' . • . .) dx = Ayudx - |- B /vdx -|- C/wdx -y . • •

2 . Teilweise Integration .
u v = / udv + fvdu und

fuäv — uv — Jvdu .

Beispiel :

Jx 2 cos x d x = Jx 2 d sin x = x 3 sin x — 2Jx sin x d x

fx sin xdx = — jx dcos x = — xcosx -j- J cosdx
= — x cos x -)- sin x -]- C , also

/ x 2 cosxdx = x 2 sinx -f - 2xcosx — 2sinx + 0 .

ß ü r k 1e n , Formelsammlung . 13
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3 . Integration durch Substitution . Essei
x = <f>(z), dann ist dx = cp' (z) dz ,

/ f (x) d x = /f [cp(z)] 9 ' (z) d z .

Beispiel : f — rrr . Man setzt - (- b = z ,r ■< x (afbx ) ' x
dann ergiebt sich

L_ r
- n — 1 J

(z b )m + n ‘
dz ;a m + n — x ., Z "

nun entwickelt man nach dem binomischen Lehrsatz
und integriert die einzelnen Summanden .

Die häufigsten Substitutionen sind :

z = a —[—b x ; z a — b x ; z — —J—b . •

a + bx
odera — bx :

m,-
1/ a —|— b x = z , oder

sin x = z und d x =

a z
T z + 1 ’

zm — a
dx =

m
TT _ m — 1 dz ;

tg — = t , sinx

ft -
2t 1 - t 2

, dx = 2 dt
i + t 2 ' ^ OA -

i + t 2 ’ “ ~ ^
i + t 2

4 . Integration durch Zerlegung in Teil¬
brüche .

Jede unecht gebrochene , rationale Funktion
E (x)

lässt sich in eine ganze Funktion 9 (x) und eine echt
f

gebrochene , rationale Funktion —-—
F (x)

umformen . Diese
letztere lässt sich in eine Summe von Teilbrüchen zerlegen .

1 . Die Wurzeln der Gleichung F (x) = 0 seien sämt¬
lich reell und untereinander verschieden , es sei

F (x) = (x — a) (x — b ) (x — c) . . . . = 0 ,
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dann ist
f (x) __

ABC
F (x) x - a ^ x - b ^ x - c ^ " - -

hiebei ist

Ä - F ' (a)’ ~ F ' (b)>

2 . F (x) = 0 hat auch komplexe Wurzeln , z . B .
p + qi und p — qi , dann ist

f (x) _ A , Aa
. I

F (x) x — p — qi x — p + qi $ (x )
’

hiebei ist
f (p + qi ) . (f (p - qi )

1 “ F ' (p+ qi ) ’ 2 “ ^ ' (p - qiy
Fasst man nach der Bestimmung von A , und A„

die beiden ersten Brüche zusammen , so geben sie einen
reellen Bruch mit dem Nenner (x — p)2 + q2.

3 . Mehrfache Wurzeln . Es sei

F (x) = 0 = (x — a)
“

(x — b)^ (x — c)
’1’ . , dann ist

fQO _ A , _ K_ , i
A«~1

F (x)
~

(x - a)“ ^
(x - a)“- 1 ^ . ^ x - a

+
(x - b/ (x - b)*3- 1

' ’ x ~ b

+ .
Setzt man F (x) = (x — a)

a
. (x) , so ist

f (x) A , fx (x)
t , , V = - 1- :- , woraus

(x) (x — a)
“

(x — a)a '_1
cp (x)

A
cp-(a) >

durch Anwendung desselben Verfahrens auf den Bruch
f (x)- - erhält man A . u . s . f.

(x - af
- S (x)
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Das Integral der ursprünglichen , gebrochenen Funk¬
tion ergiebt sich nun durch die Integration der ein¬
zelnen Teile .

5 . Integration durch unendliche Reihen .
1 . Wenn f (x) = u

;
-j- u2 + u3 + . . . . - |- un + . . .

eine Reihe ist , deren Glieder stetige Funktionen einer
Veränderlichen x sind , wenn ferner diese Reihe für a
und b und alle Werte zwischen a und b konvergentist und wenn f (x) die Grenze ist , gegen die sie kon¬
vergiert , so ist (s . § 101,i )

/
" f (x) dx = / ;

’ u1 dx + /
b
a

u2 dx + / %
3 dx + . . .

2 . Liefert die Mac Laurinsche Reihe für f (x) eine
konvergente Reihe

f (x) ^ f (0) + x f' (0) + ~ f " (0) + . . .,
so ist

/ f (x) dx = C + xf (0) + | !
- f ' (0) + ff ' (0)+ . . .

Die Integration durch unendliche Reihen besteht
also darin , dass man den betreffenden Ausdruck (z . B.
durch den binomischen Lehrsatz , die logarithmische
Reihe u . a .) in eine unendliche Reihe verwandelt und ,nach Untersuchung der Konvergenzverhältnisse , die ein¬
zelnen Glieder derselben integriert .

§ 101 . Bestimmte Integrale .
1 . Ist f (x) dx das Differential von <p (x) ,soist cp (x) -]- 0

das unbestimmte Integral von f (x) d x ; dagegen heisst
/ a

f (x) d x = 9 (k ) <p (a)
das bestimmte Integral genommen zwischen den
Grenzen a und b , d . h . für x = a und x = b . Das be-

stimmteIntegralJ
b f (x) dx ist die Grenze der Summe der
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unendlich kleinen Werte des Differentials f (x) dx , wenn
x durch unendlich kleine Aenderungen h von a in b
übergeht ; daher auch

^ f (x) dx = lim { f (a) -j- f (a -j- h ) + f (a -f- 2 h) -)- . . . . h .
2 . ^ f (x) dx = — /

* f (x) dx .

3 . fb
ff (x) d x + 9 (x ) dx ] = [

b f (x) d x + f
b

cp (x) d x .

4 . y ^ f (x) dx = y
“ f (x) dx + (x) dx -f- f (x) d x ,

c und d Werte zwischen a und b .
5 . Angenäherte Berechnung eines bestimmten

Integrals j
bi (x) d x . — Es sei für jeden Wert von x

zwischen a und b für eine Funktion <p (x)
y (x) < f (x) , desgleichen für eine zweite ■>f>(x)
V*(x ) > f (x ) , dann ist

jy (x) d x < P / (x) d x < jy (x) d x .

Simpsonsche Begel . Um einen Näherungs¬
wert von J ^

”nf (x) dx zu finden , teile man die Strecke
zwischen x0 und x2n in 2 n gleiche Teile von der Länge h,
und bestimme die zu den Teilpunkten gehörigen Ordi -
naten y0 , y, , ya . . . . y2n, dann ist annähernd

/ ^
“ f (x ) dx = ~ (y0 + 4y r + 2y 2 + 4y 3 + 2y 4 + . . . + y211)

(s . auch § 102 io) .
6 . Summierung von Reihen durch bestimmte

Integrale .
Wird f (x , m) d x zwischen zwei Grenzen a und b ,

die von m unabhängig sind integriert , so ist das Er¬
gebnis im allgemeinen wieder eine Funktion von m , so
dass also

^ f (x , m) d x = q>(m) , daher
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/ * [f (x, 0 ) 4 - f (x , 1) 4 f (x , 2) 4 - • • -4- f (x , n — 1)] dx
= 9 (0 ) + 9 (1 ) + 9 (2) + . . . + 9 0 — ! )•

Lässt sich die unter dem Integralzeichen stehende
Reihe leicht summieren , so erhält man die Summe der
rechts stehenden Reihe in Form eines bestimmten Inte¬

grals . *)
7 . Besondere bestimmte Integrale

, oo dx 7t
-*■' Jq a4bx 2 2 j4b

2 . /J (
dx

3 - / ,

o ( i + x ) ys
dx

o yi — 3

4- h n
7t

/ sin "

it 4 x dx

2 ’ 4 yr - x 2 - 1

1 . 3 . 5 . . . .. . (2 n 1) 71
■“ 2 . 4 . 6 . 2 n ' 2

1 . 3 . 5 . . . . . (2 n - 1) 7t
2 . 4 . 6 . . . • •2n ' 2

2 n > 0

l v 2 “ -! 1

; d X -5 . fJ o yi - ...

j
* sin 2n + 1 xdx :

, co sin a x ,6 . / - dx :j d x

= f 2 cos 2D xdx ;
•*o

2 . 4 . 6 . 2 n
1 . 3 . 5 . (2n + 1 )

2 . 4 . 6 . 2n
1 . 3 . (2n + l )

7t

: f
2 cos 2n + 1 xdx ; 2n + l > 1

7t
= öi a > 0

*) Siehe Schloemilch , Uebgsbch . z . St . d. höh . An. 2, Teil , S . 1G8.
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/•cccos a x _- d x = co
o X

rCO S
1 . [ e~ x dx = l ; f

■>n *' (J 0
r 00r ^ .

3 . / xn e _ax dx -
•' o an ~ ^ (a > 0, n ganze Zahl .)

C . Anwendung der Infinitesimalrechnung
auf Geometrie .

§ 102 . Ebene Kurven.
1 . Ist y = f (x) die Gleichung einer Kurve , r der

Winkel der Tangente mit der Xaxe , dann ist
(ds s . § 1024) :

dx dv
tg * = ji = y'-dy

sin i = t —,d s
Wenn y' = 0,

Xaxe , ist y' = co ,
2 . Verlauf ,

bei zunehmendem x,
Die Kurve ist

ds ’ 8 dx
dann ist die Tangente parallel der
so ist sie parallel der Yaxe.
Die Kurve steigt (d . h . y wächst)
wenn y ' > 0, sie fällt , wenn y' < 0.
in irgend einem Punkt erhaben

(konvex) gegen die Xaxe , wenn y und y" für diesen
Punkt gleiche Zeichen haben ; im andern Pall ist sie
hohl (konkav) gegen die Xaxe (s . § 973) .

3 . Besondere Punkte . Die Kurve hat in einem
bestimmten Punkt einen Wendepunkt , wenn für den¬
selben y ' ein Maximum oder Minimum erreicht , also

dx 2 : 0 , während y <
dx 3 0.

Ein Punkt ist ein vielfacher Punkt , wenn sich
mehrere Kurvenzweige in ihm schneiden , es müssen

( ÖF dP
sich also mehrere Werte von y ' ergeben! — 0 , — 0
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Werden dieselben imaginär , so ist der Punkt ein
isolierter Punkt ; giebt es für y ' zusammenfallende
Werte , so ist der Punkt ein B,ückkehrpunkt . In
zweifelhaften Fällen ist eine Untersuchung der Kurve
in der Nähe des Punktes nötig .

4 . Längen .
Bogenelement ds = + j/dx 2 - f- dy 2 = + yi + y ' 2 . dx .

ds muss bei der Bestimmung von sinr und cosr
(s . 1 .) mit dem Zeichen genommen werden , das dem
für tgr entspricht .

Die Tangente und Normale in Punkt P schneiden
die Xaxe in T , bezw . in U , dann ist :

Tangente PT =
^ . ]/l

~
+ y ' 2

ySubtangente = —-8 y '
_Normale PU — y ^ l + y' 2

Subnormale = yy ' .
5 . Gleichung der

Tangente im Punkt (x , y), ( | , ?/) die laufenden
Koordinaten der Tangente ,

<5F 6F
v — y = y' (£ — x) > oder xi (§ — x) + jj 0? — y) = ° -

Normale
1 <SF S F

i ~ y = —
j .;>(ß -— ■x)>oder -

jj (£ —x) — — y) = o.
Asymptote

y = mx + b , wobei

Gim - : lim Ginn

b = lim (y x y ') x = <x>
6 . Berührung von Kurven . Zwei Kurven

y = f (x) und y = 9 (x) haben in einem bestimmten , gemein¬
schaftlichen Punkte eine Berührung nter Ordnung ,
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wenn sie in diesem Punkte n + 1 zusammenfallende

(unendlich nahe ) Punkte gemeinschaftlich haben , dies
ist der Pall , wenn für denselben alle Ableitungen von
f (x ) und <p (x ) bis zur nten einschl . einander gleich sind .
E ine Gerade bildet mit einer Kurve y = f (x ) eine Berührung
nter Ordnung , wenn für den gemeinschaftlichen Punkt
alle Ableitungen von f" (x) bis zur nten verschwinden
und f' (x ) = <p ' (x) (Wendepunkt , wenn n gerade ,
Plachpunkt , wenn n ungerade ist ) . Das Berühren
ist mit oder ohne Schneiden im Berührungspunkt ver¬
bunden , je nachdem die Berührung von gerader oder

ungerader Ordnung ist .
7 . Krümmungskreis . Er ist derjenige Kreis ,

der mit einer Kurve drei unendlich nahe Punkte gemein¬
schaftlich , also eine Berührung zweiter Ordnung im Punkt

(x,y ) hat , der Mittelpunkt desselben , der Krümmungs¬
mittelpunkt ist der Schnittpunkt zweier unendlicher
naher (zusammenfallender ) Normalen . Der Krümmungs¬
halbmesser q und die Kordinaten (f , if) des Krümmungs -

mittelpunktes sind bestimmt durch die drei Gleichungen
1 . ( x - ^ + (y - ^) 2 = e 2

2 . ( x — I ) + (y — n) ■ y ' = 0
3 . 1 + y ' z + (y — q) y" = o, hieraus ergiebt sich

_a
KrümmuHgshalbmesser (i = + (l + y' !) z

: y"

(+ je nachdem y" ^ 0)

( £ = x — (1 + y ' 2) . y ' : y"

\ 7 = y + ( l + y' 2) : y"
Ist die Kurve gegeben durch die Gleichungen

x = <p (t ) und y = ip (t ) , so ist

P = (x' 2 + y' 2) ä "
: (x' y“ — x" y')

( ? = x — y' (x' 2 + y' 2) : (x' y" — x" y')
\ V = y + x' (x' ? + T ' :2) : (x ' y " — x " y ') .
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8 . Die Evolute einer Kurve ist der geometrische
Ort des Krümmungsmittelpunktes . Ihre Gleichung wird
erhalten , indem man aus den Gleichungen für f und i?
in Nr . 7 unter Benützung der Kurvengleichung x und y
eliminiert . Die gegebene Kurve heisst Evolvente .
Jeder Krümmungshalbmesser ist Normale zur Evolvente ,
Tangente an die Evolute . Differenz zweier Krümmungs¬
halbmesser gleich dem dazwischen liegenden Bogen der
Evolute . Wird ein um die Evolute gelegter , bieg¬
samer und unausdehnbarer Faden in straffer Spannung
abgelöst , so beschreibt der Anfangspunkt des Fadens
die Evolvente .

9 . Hüllkurven . Die Gleichung F (x, y , p ) = 0,
worin p ein veränderlicher Parameter ist , stellt eine
Kurvenschar dar , welche eine Kurve umhüllt ; die
Gleichung der umhüllten Kurve ergiebt sich durch
Elimination von p aus den Gleichungen

1 . F (x , y, p ) = 0 und

10 . Flächeninhalt (Quadratur ) . Der Inhalt
der Fläche , welche zwischen der Kurve , der Xaxe und
den zu den Abscissen x0 und x , gehörigen Ordinaten
eingeschlossen ist , ergiebt sich aus

/ xl fWdx -
Simpsonsche Kegel . Ist f (x ) höchstens vom

3 . Grade , ym die Ordinate in der Mitte zwischen x0 und
x, dann ist

, x . 1

JJ 0 ) d x = -
q (xi — x«) (y0 + 4 ym + y, ).

(s . auch § 1015 ) .
Kurvenlänge (Rektifikation ) . Die Länge s eines
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Kurventeils , welcher zwischen den Ahscissen x0 und

Xj liegt , ist

/ fdx * + dyä = j i 1 + y' 2 dx.
J Xo X»

11 . Polarkoordinaten . Gleichung der Kurve :

F (r , <? ) = 0 oder r = f (<p) .
Winkel ty der Tangente (Richtung im Sinn

des wachsenden 9) mit dem Strahl r :
rdcp r dr r ' rdcp r

r ds s/ ? ds s ' ’ ö dr r '

Bogenelement :
ds = + ydr 2 -j- r 2 dcp2 = + Vr ' 2 + r 2 d <p .

(ds ist bei der Bestimmung von sin ip und cos ip mit
dem tg tp entsprechenden Vorzeichen zu nehmen.)

Krümmungshalbmesser :
3_

(r 2 + r ' 2) 2
v r 2 - rr " + 2 r ' 2

Fläche zwischen der Kurve und den zu 90 und

9 gehörigen Strahlen

-K- r *d <p.
2 - <¥>0

Kurvenlänge : _
i , = rjl + WIA . dr .

cpo

§ 103. Raumkurven (doppelt gekrümmte Kurven) .
1 . Eine Raumkurve ist gegeben durch die Gleich¬

ungen

y =4 $ oder (
* (W > = 0

„

f y — <pj (x) (Projektionen
1

( z = <p2 (x ) . der Kurve .)

(Schnittlinie der
0 . Flächen .)

oder
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(x ,

2 . Bogenelement
ds = l/dx a + dy 2 + dz 2 = yi - |- y ' 2 -kz / 2 _d x .

3 . Gleichungen der Tangente im Punkt
y > z)

| — x _ ?? — y __ g — z
dx dy dz 2 oder

I — 9 ( t )
9 ' (t)

n — (t ) f — x (t)=
^ 7

-
(tr

= “
x^ t )

'' ’ oder

j f i f
x) + ^

- y ) + ^ (£ - z) = ° >
\ S P <5 F
{ Ix ( | - X ) + ^ y

(l? - y ) + Jz (f - z) = ° -
Winkel a , ß , y der Tangente mit den Axen

bestimmt durch
dx dy dz

cos a = r;— , cosß = T- , cos y = — .d s d s d s
4 . Gleichung der Normalebene im Punkt (x , y , z)
Ü — x) dx -f- (?/ — y ) dy + ( f — z ) dz = 0, oder

— 9 (t )] 9 ' (t ) + [n — f (t )] i >‘ (t ) + [£ — x (t )] x' (t) = 0.
5 . Gleichung der Schmiegungsebene (= Krüm¬

mungsebene = Oskulationsebene = Ebene durch Punkt
(x , y , z ) und zwei unendlich nahe Punkte )

A ( | — x ) + B (^ — y ) + C (f — z) = 0 , wobei
A = dy d 2z —d 2y dz , B = dzd 2x— d 2zdx , C= dxd 2y— d 2xdy .

Normale zur Schmiegungsebene :
£ — x rj —- y _ £ — z

A ~ B ~ 0 '

Die Winkel A} p , v dieser Normalen mit den
Axen sind bestimmt durch

ABC
cos, ? — coSjW ^ ^ j , cosi >= jj , wobei

D = l/A 2 + B 2 + C 2.
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Die Hauptnormale ist die Schnittlinie der
Normalebene mit der SchmieguDgsebene ; die Gleichungen
der Hauptnormalen sind :

g — x n — y f — *

6 . Kontingenzwinkel d r , d . h . Winkel
sehen zwei unendlich nahen Tangenten

dr = ^ .d s"

E r s t e r . K r ti m m u n g s h a 1 b m e s s e r
d s _ d sa

ft = dr d ■

Der Kr lim mungs m i 11 elp un k t liegt in der

Schmiegungsebene , auf der Hauptnormalen und kann
als Schnitt der Hauptnormalen mit einer unendlich
nahen Normalebene betrachtet werden .

Die Koordinaten des Krümmungsmittelpunktes
sind

, dx , ay
(1 S

£ = x + £,i
2 _dip ^ = y +

ds
ds

d s
d s

'

Unter der (ersten ) Krümmung versteht man
d r 1
d s

~
$ i

‘

7 . Torsionswinkel d ^ , d . h . Winkel zweier
unendlich naher Schmiegungsebenen

d # = i (d cos i ) 2- )- (d cos ft ) 2 -J- (d cos vf .
Zweite Krümmung oder Drehung der Kurve

d & 1
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Zweiter Krümmungshalbmesser (Halbm .
der Drehung )

ds

§ 104. Krumme Flächen .
1 . Eine Fläche ist gegeben durch die Gleichung

F (x, y; z) = 0, oder entwickelt
z = f (x,y ) .

Bezeichnungen :
cS z (5 z <52 z <52 z (52 z
äi = P) <̂ y

= qs = r ’ sld y
= s ’

<5? = ‘
2 . Gleichung der Berührungsebene im Funkt

(x , 1, z)
5 E 5P (5 F .

( l _ x)^ + (,? _ y) Iy + (? _ Z) 7z = 0^ oder

p ( | — x) + q (»/ — y) — (£ — z ) = 0 .
3 . Gleichungen der Normalen im Punkt (x , y , z)

§ — x _ n — y — z
öE
(5 x

(5E <5E~
sy m

n — y

oder

(? — *>•
p q

Winkel p , v der Normalen mit den Axen be¬
stimmt durch

<5F (5E j5F
<5x Sy 6 z
N > 008 = cos v =

A 1
n

cos A -

COSy ? COS J» ! COS V = - ,n 7

bezw .

wobei

N 2 = + l " )
•
+ ( » *

)
■

„„aT \ <s y/ \ <5 z/
2= p

2 + <r + !•
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4 . Die Schnittlinie irgend einer durch die Normale

gehenden Ebene mit der Fläche heisst Normalschnitt .
Es sei p der Krümmungshalbmesser eines Normal¬
schnittes im Punkt P , et, ß, y die Winkel , welche die

Tangente des Normalschnittes in P mit den Axen bildet ,
dann ist

_ _ yi + p 2 ~h h2
_ _^ r cos 2 a -j- 2 s cos a cos ß + t cos2 ß

Satz von Meunier . Geht eine Ebene durch
die Tangente eines Normalschnittes (im Fusspunkt P
der Normalen ) , so ist der Krümmungshalbmesser p'

dieses schiefen Schnittes im Punkt P
= q cos {q q ') oder

der Krümmungshalbmesser des schiefen Schnittes wird
erhalten , indem man den Krümmungshalbmesser des
Normalschnittes auf die Ebene des ersteren projiziert .

5 . Die beiden (aufeinander senkrechten ) -Ebenen ,
für welche q einen grössten und einen kleinsten Wert
erreicht , heissen Hauptnormalschnitte , die Krüm¬

mungshalbmesser und derselben bestimmen sich aus
den Gleichungen

(l + q2) r - 2pqs + (l + p 2) t
* + * ■ - - n

n4
Qi = “i- 2 oder als "Wurzeln der Gleichung

(rt — s2
) p

2 — [( l -[- q2) r — 2 p q s -f- (1 -|- p 2) t] n p -|- n 4 = 0.
6 . Satz von Euler . Für irgend einen Normal¬

schnitt , dessen Ebene mit der Ebene des zu p, gehörigen
Hauptnormalschnittes den Winkel cp bildet , ist

cos '’
cp sm '’ cp

Der Ausdruck
Qi

Ql $ 2
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heisst das Mass der Krümmung für den betreffenden
Punkt .

7 . Sind q
' und q

" die Krümmungshalbmesser zweier
auf einander senkrechten Normalschnitte , so ist

/ I / / I
P P Pi P2 jd . h . für denselben Punkt einer Fläche ist die Summe

der Krümmungen konstant . |
8 . Krümmungslinie heisst der Ort des Punktes ;

einer Fläche , für welchen die unendlich nahen Normalen
zur Fläche sich schneiden ; die Normalen gehören daher
einer abwickelbaren Fläche an . Durch jeden Punkt j
einer Oberfläche gehen zwei Krümmungslinien , die auf
einander senkrecht sind und die Tangenten der Haupt¬
normalschnitte berühren . Sie sind dargestellt durch
die Gleichung

[ i + q> — + [( i + q2
) r — ( 1 + P 2) tJ (jj ) + !

[pqr — ( 1 + P 2
) s] = 0

und durch die Gleichung der Fläche .
9 . Eine auf einer Fläche liegende Linie heisst

geodätische Linie , wenn ihre Schmiegungsebenen i
zugleich Normalebenen zur Fläche sind . Ihre Glei¬
chungen sind

6 F <5 F <5 F
6x ö y Sz

d cos a d cos ß d cos y
Die kürzeste Verbindung zweier Punkte auf einer

Fläche gehört einer geodätischen Linie an .
10 . Hüllfläche . Die Gleichung

F Oo y» z , p) = o,
worin p ein veränderlicher Parameter ist , stellt eine
Flächenschar dar , welche eine Fläche umhüllt . Die
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Gleichung der Hüllfläche ergiebt sich durch Elimination

von p aus

( F (x , y , z , p ) = 0 und

I
11 . Quadratur (KompJanation ) der Flächen .

Das Differential der Fläche ist

d F = ]/l4 ~p 2+ g.
2- d x dy

daher F = [ dx f l/T+ p^+ qMy ,1 x„ y0

y und y t sind die der Abscisse x entsprechenden Ordi -

naten der Projektion des Umrisses der Fläche auf die
XYebene , x0 und x , sind die Abscissen zu den Ordi -

naten , welche jene Projektion begrenzen .

Bei Dreh flächen ergiebt sich (— Xaxe istDreh -

axe — ) :

F -— 2 7i /yj/l + y ' 2 dx = 2w ] yds

Bei Polarkoordinaten hat man :

II = 11}/ (r
2 + cos 2 9 + (^ ) • ' d 9 d V

(s - § 86,3)
12 . Kubatur .

1 . Bei Drehflächen (— Ox Drehaxe — ) ; die

gedrehte Fläche ist begrenzt vom gedrehten
Kurvenbogen , den zu den den Endpunkten
desselben gehörigen Ordinaten und der Xaxe .

V= n Jy
2 dx

2 . Die gedrehte Fläche ist begrenzt von zwei

B ti r 1; 1 e n , Formelsammlung . 14
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Ordinalen und zwei Kurven y = f (x) und
yi = fi (x >>

Y = 7vj (j 2 — y1
*
) dx

3 . Es sei u der Inhalt eines parallel zur Ebene
YOZ geführten Schnittes , dann ist der Inhalt
des Körpers , der zwischen zwei parallel zu
YOZ geführten Schnitten mit den Abscissen
x0 und xt liegt ,

V-— fx 'udx (u abhängig von x)•> X0

4 . Allgemeine Eormel :

Y = / //dxdydz .
5 . Für Polarkoordinaten (Bezeichn , s . § 863 ) er-

giebt sich

Y = -
g
- / / r 3 cos 9 d 9 d ip .

§ 105 . Tiel gebrauchte Zalilenwerte .

Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert Logarithmus

f2 = 1,4142 0,15 052
3 ,—
]/ 2 = 1,2599 0,10 034

N 1,73205 0,23 856 ]/T — 1,4422 0,15 903

Y & = 2,2361 0,34 948
3 ,-

y 5 — 1,7100 0,23 300

ftT = 2,4495 0,38 908 } 6 = 1,8171 0,25 937

VlÖ = 3,16225 0,50 000
-

V10 = 2,1544 0,33 333
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Zahlenwert Logarithmus

Ti — 3,1416 0,49 715

Zahlenwert Logarithmus

2 71- 6,2882 0,79 818

4 71 ; 12,5664 1,09 921
7t

2 - - 1,5708 0,19 612

71

TT ----- 1,0472 0,02 003

7t~
4

"= 0,7854 0,89 509 - 1

7t

6
~ = 0,5236 0,71 900— 1

4
3 * = 4,1888 0,62 209

g ----- 9,81 0,99 167
g
2

= 4,905 0,69 064

1
g

l
' g

= 0,1019

= 3,1321

0,00 833- 1

0,49 583

V g
- 1,0030 0,00 132

jt a = 9,8696 0,99 430

fn = 1,7725 0,24 857
3 —

f 7t — 1,4646 0,16 572

— = 0,318317t 0,50 285

— = 0,10132 0,00 570

1— = 0,56419
y 7t

0,75 143

= 0,68278 0,83 428

y n

— = 57,295787t 1,75 812

e = 2,7183 0,43 429

e 2= 7,3891 0,86 859

e 3 = 20,086 1,30 288

V
‘
e = 1,6487

3 —

]
' e = 1,3956

0,21 715

0,14 476
i



li! Druckfehler .
Z. 16 v . o . lies : Fort n . Schlömilch , Lehrb . etc .
„ 5 „ u . „ a + 0 = a .
„ 10 „ o „ — ab 3 - |- b * statt — ab 3 - |- b 6.
„ 3 „ o . „ (cosy + isiny )11statt (cosyH - siny ) “ .
, 13 , o . „ ■ null statt Null .
„ 4 „ o . ist „ sie “ zu streichen .

53 , u . lies : x - a , . a
: y — -u- statt y = x —

» 100,
„ 121,
„ 125,
* 127,
„ 139 ,

„ 150 ,

„ 151,
» 152,
„ 156,

3 J 3 '

„ 2 „ u . „ Cardan ’sche Formeln .
„ 13 „ o . „ einen statt einem .
„ 7-8 „ u . „ „ die Projektion “ statt „der Winkel

selbst “ .
die Fig\ ist um 180“ zu drehen .

Z . 18 v . u . lies : vom unsichtbaren > <p statt < cp.
lies : Dichte des Merkur „ 1 ? “ statt „ 1 —2“ .
Z . 10 v . o . lies : 2 . Kimm .
„ 3 „ u . „ ' gleich - oder gegenläufig .

Hyperbel : ~
^ i ;

= 1 statt -j- 1 .
Axe statt Achse .

„ 203,
„ 209 ,

„ 209 ,

A (t ) statt x (t ) .
zu den Endpunkten .

:s



ift bet ^ rei§ (80 Sf - jebeg Sänbcpen) fo niebrig , baff fcpwerlicp et«
anberc -3 Unternehmen mit ber © äfdjen’fcpen © ammlung wetteifern
lann . (ja , eg liege fiep beulen, bag fie, Wag ben Sreig betrifft , eine OoK=

ganbige Umwälzung in ber © chnlbücpcrlitteratur perborrufen tönnte

Seprer ^ fjeitung : SBenn eine furägebrängte pppfifalifcfje @ eo =

grappie aug ber gebet eineg fo tüchtigen gacpmaniteg, wie eg Sßrof .
® ü n t p e r in Stümpen ift , erfcpeint, fo ift oon bornperein ju er*
warten , bag bag nur etwag ®uteg fein tarnt, gebet , ber bag Sud )
tieft , wirb fepen, bag er fiel) in biefer Erwartung niept getäufdjt pat .

Slugtanb : Sannt je ift ntir ein Such §n ©eftept gefontnten, bag
wie iHefimann 'S „ ber mcnfcplicpe Sörfjer tntb ©efnnbpeitglepre " auf fo
lleinem Siaum ein fo tlareg S3iXb bon bem Sau unb ben ®pätigfeiten beg
ntenfcfjticfjen Sörperg geboten pätte . $ cp fiepe niept an , baS 2Serfcpen alg
ein für ben Unterricht pötpft brattcpbarcg ju bezeichnen . ® ie Serrett
Saturwiffenfcpaftler an ©pranafien unb SHealfcpuIen mache ich auf bag
tteine Such befonberg aufmertfam.

Sittbt . b. btfep . Seprerjtg . : ®ie beiben Sänbcpen „$ art =
tttann bon Sitte k .“ unb „SSaltper bon ber Sogeiweibe “ geben eine
StngwapI beg Segen an § bent Segen unferer altflafgfcpen beutfrfjen
Sitteratur im urftirünglicpen ®ejt unb gewähren fomit für ein Sitligeg
einem jeben ©ebilbeten bie Stöglicpleit, bie alten perlen unferer Sitteratur
in ihrer ternigen, traftboüen Urfpracpe felbft leimen ju lernen.

2111g. geitung (Stüncpeui : Sllinger bietet in „Sircpenlieb unb
Sottglieb , geiftlidje unb weltliche Sprit beg 17 . unb 18 . gahrhunbertg
big auf SlopftocE" ben ©cpülern ein öanbbucp, bag ben Serftänbigeren
für ben beutfehen Unterricht aewifi hodiwiUtontmctt ift . ® en beiben
grbgeren teilen beg Sucheg finb gut orientierenbe Einleitungen bor *
angeftetlt; jebem ®icpter ift eine turje Dtotiz beigegeben, bie über fein
Seben unb feine Sebeututtg unterrichtet ; Slnmertungen juchen jtoradj»
liehe ©cpwierigfeiten zu löfen. ®em Süchfein, bag fernem gweefe
böttig entfpriept , fei ber hefte Erfolg gewünfept.

Serl . ppilotog . 23odjenfeprift : ©teubing , griedjifcpe unb
römtfrijc Siptpologie . ®ie überang fcpwierige Aufgabe, ben Wefent*
lichften gnpatt auf nur 140 Eleinottabfeiten übergcptlicp unb gemein*
berftänblicp barpftellen , ift boit bem Serfaffer beg borftepenben ^ in ber
befannten Slrt ber „Sammlung ©öfcpen" auggeftatteten Sücpleing in

höchjjt anertennenSwertcr SSeife gelög worben . Sor allem oerbient
bie ©rctppierung beg überreichen Stoffeg uiteingefcgräntteg Sob. ©t .
bertritt eine terngefnnbe , bou jeber Einfeitigtcit freie mptpologifipe
fliicptnug unb ift reblich befliffen gewefen, attrf) bie gorfcpunggrefultate
ber neueften geit feinem Seitfaben einjuberteiben.

geitfepr . f . htfcp - Unterricpt : ®ie „StltpoipbeutfcpeSitteratur “
©epaufperg ift eine pocpcrfrenlicpe © abe ; fie beruht überall auf ben
neueften gorfepttugen unb giebt im älnfcplug an Staune , ©ieberg , fjßaul,
StüIIenpoff uttb ©eperer u . a . überall bag Sicptigfte unb 23iffeng»
Wertefte in tnappfter gorm . Eg ift ftannengwert , wie eg ber Serfaffer



toerfianbett hat , eine gütle bon Stoff in überfidjtlidjer Slnorbnung auf
einen geringen Staunt gufammengubrängen , ohne bodj fentalg bürftig
ober Bloh ftatiftifdj p tnerben .

Statur : E8 ift gerabegu erftaunlicfj, toie eg ber rühmlkft belannte
SScrlag ermöglicht, für fo enorm billige greife fo borgiiglich auSge=
ftottete 2Scrfdjert gu liefern. ®ag borliegenbe 33änbcf)cu Bringt in
Inapper uitb bcrftänbticher gorm bag SBiffengmertefte ber SJtiueralogie
gutn StuSbrud . Saubere Slbbilbungen erleichtern bem Sdjüler , für ben
eg in erfter Sinie Beftimmtift , bag SBerftänbnig.

© tobug ; ©8 ift erftaunlidj , miebiel biefe Keine Sartentuube
Bringt , ohne an Klarheit gu berüeren, toobei noch gu Berüdfktigen ift,
baff bicle SlBBilbungen ben Staunt ftart Beengen . Slortrcfflitf) wirb
bie Sartcuprojettiouglehre ititb bie Sopograpljic gefefjitbert ; bicfelben
fiitben fid) in einer ®arftetlung , bie für Slnfänger ,|el)r geeignet ift unb
babei ift nod) Sßtag für gefd)id)tlidje Erläuterungen bortjanben.

Statioualgeitg . : @8 ift big jeijt in ber beutfehen ßitteratur
nioljl nod) nicht bngemefen, bafj ein Seittmattbbanb bott faft 300 Setten
in borjüglicher ®rud» uitb ißapieraugftattung gu einem Sßreig gu haben
mar, mie ihn bie „Sammlung @ Bfd)en" in ihrem neuefteu 33anbe , UMag
Sodj ’8 ©efdjidjte ber beutfdjcn ßitteratur für ben SBetrag bon fage
ad)tgig Pfennige ber beutfehen Sefermett Bietet .

ißralt . Schulmann : Ein SJtciftcrftiid furgett uitb Bünbigen,
unb hoch Karen uitb oielfagettben Slugbrucfg mie bie „®eutfdje
Sitteraturgekidjte " bon ißrof. 9Jt . Sod) ift aud) bie borliegenbe „® cntfd | e
© efdjichte im SJtittclaltcr " . Dr . Shtrge Beherrfdjt erfid)tlid) bie Er»
gebniffe ber neueften gorkttngen , Begnügt fid) aber bei ber ihm burdj
ben [Raum auferlegten furggebräitgten SDarftetluug Ieine8meg8 bamit,
®hatfachen uitb ® aten trodett aneinanber gu reitjeit, fonbern er meift
überall ben Pragmatiken gufammenhaitg itad) unb Bietet bon ben
gefdjichttichen ijJerfönlichleiten treffenbe (£f)aralteriftifen .

Statur : ® iefe Sammlung ift uttferett Sefern fdjon burcfj ba8 S3änb«
djen über Sftineraiogie Befaititt, unb mir mieberholeit , ba| mir fautn
Begreifen, mie ber SSerlag im ftaube ift, fo biel fiir fo toettig ©clb gu
geben. ®enn in ber ©Xjemte non Dr . Stein empfangt ber Sdjüler faft
mehr, mie er als Slttfättger Bebarf, minbefteng aber fo biel , bah er bag
SSiffengroürbigfte alg uiteittbehrlidie ©runblage gum äterftänbuiffe ber
Eljentie empfängt. . . ® ag ift fidler mehr, alg man für 80 $ fg . ermatten
tonnte , unb bertritt gugleid) bag köne igringip ber Englänber , bttrd)
mohlfeite turg gefaxte Keine Seitfäben ba8 aSoll gu Silben.

Sunft f. Sille (TOüuctjen) : Qu ber Solge ber mit fo grofjem S3ei»
fall aufgenommenen „Sammlung ©öfd)en" ift foeben ba8 39 . 18äiibd)en
erkiouen , bag , mie feine SSorgänger , meitefte S3ead)tung berbient.
S . St i nt nt i dj beljanbeit in biefem SBättbdjen, „ ff eid ) enfd ) ule " be»
nattnt , in fttapper , terniger , fad)lirf)' SielBcmufjter ft-ortu bag meite
©ebiet beg bilbmahigett fjeidjettg itttb SRaleng. Qfn ber üBetmäfjig frudjt»
baren ißrobuftion tunftgemerbtidier ßitteratur ift Simtnid)g Seidtenfcöule



auf biefent Gebiet Weitaus ba § Sefte , bas Bisher geboten würbe , ©leid)
nußbringenb unb in reidjftem SJtaße bitbenb für Setjrer , Stüter unb Sieb»
baberfünftler , möchte irfj baS Wirflidj öoräügtic ^ e Sert mit warmen
auertennenben Sorten bcr (Einführung in @c£)ule , § auS unb SBertftatt
pgänglicb mailen . 1- ®ie AuSftattung ift babei eine fo bornehme , baß
mir ber fßreiS bon 80 Pfennigen für baS gebunbene Serf bon 138 ©eiten
fl . 8 ° wirtlich lürffcrlicl) billig erfcljeint. Sicht weniger als 17 tafeln
in Sott », garbett » unb ©olbbrud , fowie 200 Soll » unb Sejtbilber illu»
ftrieren ben äußerft gefunben Sehrgang biefer geichenfchule in fein»
fitblenber Seife . SJtöge biefe geichenfdjule ihrem öotlen Sert nach er»
fannt Werben unb reifen ©egen ftiften , fie ift ein © cf)ahfäftlein in ber
glut ber oberflächlichen ©rfdjeinungen ber neueren gad )litteratur .

© tid ). Sgrifer : ©tue neue Sßoettf, bie in engem Stammen Von
großen ©efichtSfmnften auS baS weite ©ebiet beS poetif^ en ©djaffeiiS
überfd)aut . gn geiftreicber, burdfauS felbftänbiger Seife bietet baS nicht
genug ju emdfeblenbe Sud ) , auf jeber ©eite ben mit feinem ©toff bis
tu bie bem gewöhnlichen Sßd fidj ent^iehenben geinljeitett hinein ber»
trauten gorjd )er betunbenb , eine gütte neuer IRefultate intimer Stunft»
Betrachtung unb Übertrip in biefer ^ infidjt bie Unzahl bäubereicber
ähnlicher Serie .

© cbwäb . 3Ji e r f u r : ißrof . © . Sffaljler in Ulm legt uuS eine
©arfteHuitg ber ebenen © eometrie bor , bie 6iS jur AuSmeffung beS
Streifes eirtfdflieglid) gebt . Sefottbere Sorgfalt ift ber Auswahl unb
Aitorbnung ber giguren p teil geworben , beren faubere Ausführung
in 2 garben angenehm Berührt .

© lobuS : .öoerneS , llrgefdjidjte . ffier Bewährtegorfdjer auf bor »
gcfd)id)tlichem © ebiete giebt hier in fuapdfter gorm bie lehrreiche Qu»
fammenfteHung beS SiffenSWerteften ber Ürgefdjid )te. SBortrcfflid) ge»
eignet pr ©iufiiljrnng unb prn Uebcrblid .

5ßreußifd ) e © dE>ut § tg . : ® ie ©cftrift bon Rommel „ © efdjidjte
beS alten aiiotgenlanbeS " !ann nur Warm empfohlen werben , benn
ber Serfaffer hat eS berftanben , auf gebräugtem Saunte einen auf ben
neueften gorfajungen berubettben trefflichen Abriß ber ©efdjidjte ber
alten Stulturbölfer AfienS unb AegdptenS p liefern .

Sp äg r . 81g . (® iffentct | . SBeii .) : „® ie $ jlanje " bonDr . ©. © ennert
formen wir beffenS empfehlen , gn fürpfier , fnappefter , fehr flarer »nb
uerftiinblicber gorm Weiß fein Serfaffer alles SiffenSWertefte über ben
inneren unb äußeren Sau unb über bie SebenSberridjtungen ber Ißflanp
pr Anfdjaumtg p bringen , Wop feine gang bortrefflichen , felbftge »
äcicßneten £ e£ta66itbungen außerordentlich biel beitragen helfen.

© cbwäb . SUterfur : Sie diömifrfje AltertnmSlunbe bon l >r . ficn
Stod ) behandelt furj unb flar bie SerfaffungSgefchidjte , bie ©taatS *
gewaiten , § eerwefen, Rechtspflege, ginanptefen , ÜuttuS , baS fjauS , bie
Stleibung,

’ bie Seftattung unb anbere öffentliche uub IjäuSlirfje ©ümdj »
tungen ber Römer . . . . Siele ©ebilbete, nidht bloß bie ©djüler im eigeut»
liehen ©inne, werben eS froh begrüßen , fidj in biefent bortrefflichen , mit
glluftratiouen berfeheuett Sehrmittel mit leichter Stöße 3iatS erholen
p fönnen . _
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