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Xrlag der &, Rultminiftevial-2bteilung filv Gelebriens und Realjdulen.

o Die bon der Gdjdhen’ihen Berlagdhandlung in Stuttgart Heraus-
gegebente Gammlung von Sdulaudgaben aud bdem RKreije {dmtlidher
Lehriddjer, von welder bi3 jebt 21 Banddjen erjdhienen find, zeidhuet
fi nidht nur duvd) ifhre dufere Wusftattung, wad Drud, Papier und
Cinband betrifit, und ben verhiltnidmdfig billigen Preid von 80 Pf.
fiir bag Bindchen vorteilhaft vor dhnlichen Shulaudgaben aud, jondern
piirfte fich auch beshalb zur Anjcdhaffung bejonders fiir Sdhiiler empiehlen,
jofern thr Jnbalt die Repetition und dasd eigene Studium derjelben zu
forbern geeignet ijt.” Gtuttgart, 26. Suni 1890, Dorn.

Sef;rer%eifg. . Thiivingen u Mitteldbeutidhland:
pDicfe danerhaft und elegant gebundemen Ffleinen Biidher mit dem
fehr Dandliden Format 16/11 cm. find, wie aud obiger Aufzahlung
hervorgeht, fiir Gymnafjien, Realfdhulen, Lehrerjeminave, Hihere Maddhen=
fulen und verwandte nftalten bejtimmt. Die von berufenjter Seite
gejdyricbenen Cinleitungen und Anmerfungen, die im eingelnen (Band
7—10) getroffene Ausdwafhl, nicdht minder der {orgfiltige, jaubere Drud
berdienenr volle Anerfennung, €3 it ein danfendwerted Unternehumen
ber Berlagdhandlung, in diejer wirklid) fdhdinen Audjtattung gediegene
Sdulbiider aud) fiiv anbdere Untervichtdgegenitinde mit ericheinen 3u
" lajfent, toie bie befannte, dburd) den Yeeubearbeiter nodh anicﬁau[igyer ges

wotbene Aftronomie von Wobiud, Der Preid ift jehr gering.
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Siidd. BL f Hoh Unterr.=Anit.: Naddem bie zivei erften
Auflagert von Nr. 10 der Gojdenihen Sammlung (Nibelungen und
Sudrun in Auswahl) beifdllige Aufnahme und fehr rajden Abjap ge-
funden fhaben, {ind Hevausgeber und Berleger iibereingefommen, Dbieje
Nummer in zwei Banddjen zu zerlegen: a) Dev Nibelunge Not 2c.
b) Sudbrun und Dietvidjepen. Dabdurdy ift ed miglich getworden, den
Tert su vermehren und ihn, jotvie bad Worterbud), mit groferen Lettern
zu druden . . . . Wir zweifeln nidyt, dbafy die borgenommiene Uendering,
pie gewiR Den Wiinjdhen vieler Shulmianner entgegenfommt, diejer Cin~
leitung i bad mittelhochdeutihe Schrifttum viele nene Freuubde 3ue
fithren twirh.

Deutjche Lehrerzeitg, Berlin: Jn Inappiter, aber dodh all
gemein verftandlicdher Form bietet und Dr. Fraasd bdie GJeologie. Bes
fonberd aber Hat und dad 14. Binddjen, welded die Piydjvlogie nnd
Rpgif enthalt, ungemein angejproden. Eljenhansd verfteht e3, fiir biefen
Behrgegenjtand Suterefje zu ervegen. Wer grogere Werfe nidht durdhs
sunehmen vermag, wer Halb BVergefjened auffrijden will, wer in Kiirze
Logif und Piydologie in den Grundziigen in leiht faBlider Wetfe fich
anteignent will, ber greife zu diefem Vitdylein. Er wird’s nicht bereuen.
Leffingd ‘Philotad, der befanntlich in antifem Gerwand den Geift ded
fiebenjdbhrigen Krieged und vor allem die Denfart Friedrid)3 ded Grofen
fdhildert, und die Poefie ded fiebenjihrigen Krieges find echt patriotijche
und Perzerfreulihe Gaben. Nad) den vporliegenden Bandden ftehen ivir
nidit an, die gange Sammiung anjsd angelegentlichite nicht allein zum
@ebraud) in hoheren ©chulen, joubern auch zur Gelbjtbelehrung zu
empiehlen.”

Shmwdabijder Merfur: Der befannte Jenaer Pidagog Prof.
Dr. . NRein giebt in der ,Piadagogif im Grundri” eine nid)t nur lidht=
polle, jondern gevadezn fefjelnde Darjtellung der praftijden und dber theores
tijden Pdadagogif. Jebermann, der fid) fiiv Erziehungdfragen interejjiert,
parf man dad Biidlein warm empiehlen. Nicht minber trefflicd) ift die
Bearbeitung, telche der PMarburger Germanift Kauffmann dber Deutjdjen
Mythologie gewidmet Hat. Sie beruht durchaus auj ben neuejten
goridjungen, wie j{id) an nidt wenigen ©Stellen, 3. B. in dem |d)dnen
Kapitel iiber Baldr, erfennen [dft.

©taatdanzeiger: Da3d 20. Bandden, dad einen Abrifp bder
pentjdjen Grammatit und im Anhange eine furze Gejdjidyte der denuts
fdien Spradje enthilt, bietet auch eine gute Ucberficht ber bdeutichen
Gpradhlehre und deutichen Spradhgejdhichte. Die flare und Inappe Dar-
ftellung giebt auf engem Raum einen dibervajdiend rveidjen Stoff, fie
1ft mehr ind Cingelne eingehend, ald das fleine Béanddhen eviwarten (dht.

ﬁfuig Surier: Aud) in ber griedjijdjen AltertnmSiunde von
Dr. Waifd) ift die Darftellung concid und, ohue den twifjenjchaft=
lichen Charatter zu verlenguen, populdr im bejten Sinne ded Wortes.
Drud und Papier find, wie bei allen BVanddjen der ,Sammliung
Gojdhen”, vorziglid; der Cinband ijt gut wnd gejdhmadvoll. Dabei
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Arithmetik, Algebra und niedere Analysis.

I. Abschnitt,

Grundoperationen und Kombinatorik.

§ 1. Benennungen.

Summe: a -+ b; a und b Summanden,.

Differenz: a —b; a Minuend, b Subtra-
hend.

Produkt: a.b; a und b Faktoren (a Mul-
tiplikator, b Multiplikand).

Quotient: a:b; a Dividend, b Divisor.

§ 2. Addition.

) =b -} a.

2. a4+ (b+c)=a-t+b+c
=a-4c+b=b+atc=b+cta
—=c¢c+at+b=c+b-+a

2/at+Mb+e+d+t...)=a+bt+ct+d4....

= a0 - desis =0 .
0301 a—a;: 0--0=0

§ 3. Subtraktion.
1. Erkldrung: (a —b) -+ b =a.
2. a*“l_‘b—'b:.:{t,.
3. &'—E_L:'.O; a_O:a; 0_020.
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8 Grundoperationen und Kombinatorik.

§ 4. Negative Zahlen.

== =2 | (a+b)—a==Db
1. Erklarung: De——hy-===i() \ et ]
Hh e T=—2 ‘zm—(a—[~b)$——b.
_ (+at(by=-+atb
7 —a+4+(4+-b)=—a--1
i ]| ) i _) Ziusammenstellung :
; +a-f(—b)=-+4a—b R e
g g ] I +(+b)=+b
a—(+b)y=+a—D> Lemi=blimsaib

[
\
f
\
4' {_jay(—%—b):—ﬂ,——b frdishl=r b
{ ==

a—(—b)y=—a-+b

§ 5. Verbindung von Addition und Subtraktion.

Gesetze erster Stufe:

at+(b+ec)=a+btec

a4+ (b—c)=atb—c

LYadtboc—d=atb—c—d

la+(—bidec—d=a—b+oec—d

a— (b cj—a—hb—"¢

9 2ia — (h—e)—a—Db-%

g —i(—=Db-le—dF—a" b —0c1 d
3,a—bte—d=a+e¢c—b—d=afc—d—b

=l sk —d =500 e

Klammerregeln:

1. Regel: Eine Klammer, vor der ein -{- Zeichen
steht, kann ohne weiteres weggelassen werden; jedes in
der Klammer befindliche Glied behélt sein Zeichen.

9. Regel: Eine Klammer, vor der ein — Zeichen
steht, kann weggelassen werden, wenn alle in der Klam-
mer befindlichen freien - in — Zeichen und umge-
kehrt verwandelt werden.




Multiplikation.

3. Regel: Kommen in einem Ausdruck nur + und
— Zieichen vor, so kann eine einem - Zeichen folgende
Reihe von (liedern ohne weiteres von einer Klammer
umschlossen werden; die einem — Zeichen folgenden
Glieder diirfen nur dann von einer Klammer umschlossen
werden, wenn man die von der Klammer zu umschliessen-
den freien - in — Zeichen und umgekehrt verwandelt.

§ 6. Mulfiplikation.
(3.a=ataa

|m.a=a+ta-t....+a (m Summanden).

Erklérung:-

1. 1.a=a; 0.a=0; 0.0=0.

2. a.b=D>.a.

3. (a+b).c=ac+be; (a—b).c=ac—bec.
(a + b)(ec + d)-ac%—bc—]“dd—l—bd
(a,-"E--b)((,—d)——ac~~—bc——~ad—ljd

s (@ —b)(c+ d) =ac—bec+ ad — bd
(a - b)((’.’.—d)—’i,ﬂ—bb'—"&d—f- b d.

Ziusammenstellung.

(-+b)(4+ d) =+ bd, kurz: | .4 =+
,i(—i—b)(‘"‘d):—b@, " + . — = —
2 l (—b)(hd)=—bd, , =
GRS
6. (—a)(—b)(—c)=—abe; (—a)(—b)(—¢c)(—d)

Bei ungerader Zahl der negativen Faktoren ist das
Produkt negativ, bei gerader Anzahl positiv.
7. (a+ b)P=a*1 2ab b
8. (at+b+ect+d?=a’}+2ab-+2ac+2ad+ b
+2bect2bd+tc*42 cd4-d%
9, (a-kb)>—=a®4-8:a*b{ 3:ab’-} b
10. (a-}-b)*=a*+4a’b+6a*b*+4ab’+b"
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10 Grundoperationen und Kombinatorik.

11. Binomialtafel:

1—)»\1

v
1-—>3 1

v v
1—>3—>8—%»1

; E

Yoiic s N 1150
1 4 6 4 1
1 D 10 10 15) 1

{7 D W

(Binomischer Lehrsatz s. § 28.)
 a®4+bi=(a- b)(a’—ab-tDb?
\ a’+b’=(a}Db)(a*—a’b+{a*b”>—ab’4 b°)
wafRE
: a’—Db®=(a a’+ab-+Db
i3 f b? b)(a®+ab - b*
Tl a’—bi=(a—Dh)(at+a’b-Fa’b®+ab®+ b*)
nlas
aaf’-—-b'j:(d, -+ b)(a-—h)
A [a"—ub" (a®*—b®)(a’+-b*)=(at-b)(a—Db)(a*4b?)
l =(a-b)(a®—a’b-4+ab*—b?)
=(a—b)(a’]- a® lJ—I—‘Lb -+ b?)

He g T

12,

§ 7. Division,
@i blsb=a

B e Dos =0

o

Erkldrung: {

(+a): (-b)=-+(a: b), kurz: +:+ =+
e =t i), i
: +a)i(—=b)=—(:b), , F:—

(._. {L):(-—}‘b)=—(&:b), " i =

Il
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Verbindung von Multiplikation und Division, 11

(a:a=1, a:1=2a, 0:a=0;
a: 0= (wobel 0 etwas unendlich Kleines);
0 : 0 = unbestimmte Zahl.
(a+b): m=(a:m)- (b:m)
3.{ (a—b):m=(a:m)— (b;m)
(a—b—c¢—d):m=(a:m)—(b:m)+-(c:m)—(d:m).

§ 8. Verbindang von Multiplikation und Division.

Gesetze zweiter Stufe:
a.(b.c)=a.b.c
1.3 a.(b:e)=a.b:e

. (b e die)=g.b . 01d e
a:(b.c)=a:b:c
o s ibeti=a b0
g:(b.eid.e)j=aibie.d:e

3. arbh.c:d—a.c:bid—¢.aib:d=c:blasd—ett

Klammerregeln:

1. Regel: Kommen in einer Klammer nur freie
Rechenzeichen zweiter Stufe vor und steht vor der-
selben 1. ein Multiplikations- oder 2. ein Divisions-
zeichen, so darf die Klammer im ersten Fall ohne
weiteres, im zweiten nur dann weggelassen werden,
wenn man simtliche freien Multiplikations- in Divi-
sionszeichen und umgekehrt verwandelt.

2. Regel: Kommen in einem Ausdruck nur Rechen-
zeichen zweiter Stufe vor, so kann eine beliebige einem
.Zieichen folgende Reihe von Gliedern ohne weiteres
von einer Klammer umschlossen werden; die einem
: Zieichen folgenden Glieder diirfen nur dann von einer
Klammer umschlossen werden, wenn man die von der
Klammer zu umschliessenden freien . in :Zeichen und
umgekehrt verwandelt.
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§ 9. Klammerlose Ausdriicke.

1. Kommen in einem Ausdruck nur Rechenzeichen
gleicher Stufe vor (nur - und — oder nur . und :),
so darf die Reihenfolge der Glieder beliebig geéndert
werden, doch darf kein Divisor erstes (Glied werden
(s. § B3 und § 8s).

2. Der Gang der Rechnung ist von links nach rechts,
die hohere Rechenweise ist vor der niederen auszufiihren.

§ 10. Briiche.

a
?.b:&

Erklarung:
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Proportionen.
1 a a a a
'*I"jj_—‘ﬁ—i o +j15:+ e
e a - a e
s e b
&b bera b= a—b
ST e A TR K R

§ 11. Proportionen.

Wenn a:b=c:d, dann ist ? =i und
) d
1. s eo==tred] Sl eviai— duib;
b:a=4d:e¢, i c:d—=a:b,
befedi=n g me; SiF idel b 1c% 5

d et ihinasidethn

In einer Proportion kann man die inneren Glieder
unter sich, die #dussern Glieder unter sich vertauschen
und es diirfen die inneren Glieder zu #Husseren, und
die dusseren zu inneren gemacht werden.

2.°8d. — be, d. h.;

Das Produkt der #dusseren (Hlieder ist gleich dem
Produkt der inneren.

Umgekehrt: Sind zwei Produkte aus je zwei Fak-

toren einander gleich, so kann aus denselben eine Pro-

portion gebildet werden. Die Faktoren des einen Pro-

dukts werden die #usseren, die des andern die innern

Glieder der Proportion.

8. am:bm=c:d, | (a:m):(b:m)=c:d,

am:b=cm:d, | (a:m):b=(c:m):d, d. h.:
In einer Proportion darf ein inneres und ein Husse-

res (Glied zugleich mit derselben Zahl multipliziert oder

dividiert werden.

=

e ) : n__
4. ar; bn — en; dn, ! ] a l b=l ¢ lﬁ d.




Grundoperationen und Kombinatorik.

K orregpoudieren de Addition:
a:(a by o (cady Thdatb) —ad:(cE: d).

Korreqpondlerende Subtraktion:

11 (a—b)==t:{c—d) | b:(a—b)=d: (c ¢ — d).

Korrespondierende Addition und Sub-
traktion:

(a+-b):(a—by=(c+d): (e — d).

Das erste oder zweite Glied einer Proportion ver-
hilt sich zur Summe oder Differenz des ersten und
zweiten, wie das dritte oder vierte Glied zur Summe
oder Differenz des dritten und vierten.

Die Summe des ersten und zweiten Glieds verhilt
sich zur Differenz derselben wie die Summe des dritten
und vierten Glieds zur Differenz derselben.

Wenn a : 8, — b b, = ¢t 6 = .. si=W% 315
dann 1st
(at+b4ct...):(a,+b 4 4 ...)=a:a, —..o=Ww:l,
und
(am -+ bn4 cp4-...):(am4-byn ¢ B ces) = 4. 8

—...w:1.
(. Wenn cb==c:d
¢ .b —=c,:d,, dann ist
(‘1 a):(bb,)=(cc ) :(dd,) und
(ata,): (b b, j—/(e: c]) (d:d,).
8. Wenn a:b=c¢:d und
a:b =c:x, dann ist
- o= d.r i

9. Stetige Proportion: a:x=x:h,
10. Harmonische Proportion:
(a—Db):(c—d)=a:d;
stetige harmonische Proportion:
(@—x):(x—b)=a:b
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Potenzen mit ganzen Exponenten. 15

11. a) Arithmetisches Mittel aus a und b:
a-+b

b) Geometrisches Mittel aus a und b:

c) Harmonisches Mittel aus a und b:
: 2ab Is 1._1(1 L 1
h_a_kh’ ST L a b
Bei drei Grossen a, b, c ist
: g-=lhials 3/ =2 1 (d 1 1)
g nri=— - - 1 o g -i b. .'. —_— _I._ —_— - — 1.
A 3 8=y 2o, O X I—i(a ' b r ¢

§ 12. Potenzen mit ganzen Exponenten,

I. Positive, ganze Exponenten.
| a° —a.a.a
am=—4a.8......a (m Faktoren),
a heisst Basis, m Exponent, am Potenuz.

0

. <
I.a'=a, 08 —0, 1°—1, a’—=1: a% = ] 1, wenn a ;-1.

[(—1m= 1, 1

1)2 e R
& (-—-—- &)211::':4-&21], {—&)2]‘1-4{—1:__ ﬂ,?'“_i'_l
i 1 (a—Db)2n= (b —a)2, (a—Db)2nt+l = _(b—a)ntl,

d. am . ar —gir T

am—r, wenn m > r

13 w M=T
1

&!'—D'l

4, (ﬂ b)m — gmphm

m m
e £ Bies f_
b bm

0. (&m)r — gmr

am : gr —

: e R T
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16 Grundoperationen und Kombinatorik.
g bm m—2
i ?j: gm— ! —- am—2h + am—3 b2+ - +ab = .
i pm —1 f
am— bm‘ 3= 0 oy ;
8. _ﬂ._:——_b R e ' O_ == Tma™ : :
14 Negatlive Exponenten. ;
1
Erklérung: a—=™=—1

l aqm | q F — qm-—r
1. ] a—m. ar—a—mir

a—m _ g—r—g—m—r— a—(@+"),

g m:; r — a"—m b i

{ gm : 5 — qm - T

g—m: g— T — - In=-F
O (&b)_ m._— g—mb—m,

a —-m___ ft—m_ _}:] m
e

(am )—-r e
5. (a— m)r e T
(&_ m)—-r — gmr,

§ 13. Wurzeln,

Ty
Erklirung: Wenn xn = a, dann x=]/ a, also

n,—

Benennungen: Bei | a heisst a Radikand, n

Wurzelexponent;
9

fa=Va
[.L. Wurzelformeln:
G Pl

1. Y1=1; Jo=0; Y1=1; —1=—1L




B = .

> ) - e P ekl : s
T T N v o RS R S ....maq.u; ;-u-\ Tt e : e

- z Ty o e P M e ; ER e e = e \

Wurzeln. 17

"? 1 Sl S
: ) ],“ a=a; l a?n—{—I:&, ] R n+1:—-"],
Dy A
f —apn=—a.
H ni—{vy :
: 3. [ a. ]1 b _] ab.
I
' R h “! n 'fa,
e e |/
e n —\F
5 ]"r e — ( x'f ) ) .
n,— nX—— —n— n.—
6 ] aqr — 1 qrx ] qr — ] q—r

8. a [[) _— } ﬂ,n_}_;

n f
Z z) a V7 7z ] gn—1
- . S SR
Va Lk 1 a

(e )

z e
83— 83 _ b
foaot [ b
: 2 B b == ko)
a+)bi}e (Va+tyhb)—c
e z (Y &—[—] bl C)(a - 11——(3-—:-2] ah)

(—i—b—c) T :
besonderer Fall a 4 b =

Biirklen, Fornmlsannnlung. 9
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2/ a+Vb z})a+Vb(a—yDh)

Z
- ﬁ?ﬁ)_ il a*—b
2}/(2>—b)(a—¥ b)

gt t=h

IIT. Zerlegung einer Quadrat-Wurzel:

e e 8 —7T . .
JatVb= V R / ~ wobel r =7)a*—h.
S 5+ |

2 2

IV. Beispiele fiir Quadrat- und Kubik-"
wurzelausziehung:

g,
9. J 44|361|864 — 354
21
27117361
135
ooh
125
3{3?5'14.85 864
14700
16 80
64

- = ot
- = ==

-
- =
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0
10—‘{;-{ 30x” |- 79x* - =bx*—3x* 1 ]\_2
|__.‘} .\:‘ L. Ox*
10x® — §x° _[_ 70x*
‘ | T0x* 49}:::-1_,1()\:9
10x? —(JX)—;—-_-LT‘;-I—I-:)_\; e :
+15x° 9:-:’_']?_2[:{.__:;____}]_:_

] (1256x"—-225x%4-660x"—657x " 924x°— 441 x* |- -343x%)
'_|_ 121)\{('} e UK"—J),\“ TX
75%" |—— Pobx
|- 225x° 4 135x" - 27x°
75x"—90x™+27x[+ 525x"— 630x"
‘—'—5 25x"1-630x"1-189x®
*|— m,m _..-_141;.1‘ !-“1“

§ 14. Potenzen mit gebrochenen Exponenten.
£ M B == S n.o——
Erklirung: an =] ar; an=—=gn —g=n—— ]'a—r

R st - = L e i
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r T r
4. (ab)r = anbn,

r r r

5. (a: b= av ; bo,

rAP LETR
6. \anJa —an " a,

§ 15. Imaginiire und komplexe Zahlen,

Erklirung: J— 1 = 1 (imaginire Einheit),
| J — a = i) a (imaginire Zahl),
e a + bi (komplexe Zahl; Normalform).

i P Ao g
12 =—1 14n+1 — 3
i3:"—~i ij‘n”}'E:-—l
e in+8 —

2. =t —=hi—4
s e Ty
; 3. Konjugierte komplexe Zahlen: a--bi und a —bi,
: (&. -5'“ b 1) (& —b i) — a? “—1— b2,
; 4, Wenn a4+ bi=0, dann ist a =0 und b =0,
» at+bi==x-}1y, dann ist a=x, b=y.

0o
[
|

11

|
g
&
~
oy
o
o —

(L

|Ir
£

5. Setzt man: a=r cos ¢ (¢ Anomalie),
b=rsin ¢ (r Modulus),
r = Ja2 4 b2, dann ist
. = _'_ - |. > - 3 o
if‘,__- bi=r (cos ¢ - 1sin p) {h.a.noms(,he Form)

allgemeiner:
a-+bi=r ((cos p+2kn) -+ isin (p 4 2k=)).
6. (cos ¢ | 1 sin @) (cos ¢ | 1 sin ¥)

= cos (¢ + ) -+ isin (¢ + ).



Logarithmen.

7. Moivre’s Formel:
m
] - = 1“ 1 1 . _» ]ll 1
(cos p-{-i8in¢p)"=—=cos -n-(2 k 7z @) -} isin = kw4 @)

im einzelnen: (cos ¢ - sin )2 = cos np - 18inngp

al 2k 7z 2k w1

' . ded l— . . q)
(cosp--ising)e=cos kit SRS, AT i et R
— : n - n

§ 16. Logarithmen.

) (&
Brklirung: Wenn ¢*=a, dann ist x =log a, daher
c c c
¢loga = a: log (e?) =n; log (¢c—2) = —n
¢ heisst die Basis, a der logarithmand, n der
Logarithmus.
1. log ab=1log a -} log b

a
2 Iﬂg h—: I(Jg a — log b
3. log an =n log a
s o
4. log Ja = o log a
L+ 1] c 4]
5. log e=1; logl=0; logO0=—00; logow =

6. die Basis der kiinstlichen, oder gemeinen,
oder Briggschen Logarithmen ist 10; die Basis der
natiirlichen Logarithmen, welche mit log nat, oder
log n oder ! bezeichnet werden, ist e=2,71828... (s.§ 29)

c
b loo ¢ b c
- ; g : s
¢ log a = S log a = log a .log b
log b

8. Umrechnung der gemeinen in natiirliche Loga-
rithmen :

10
e log 10 1
& ? 1 :] 10=_D_:__ __:2: 2{1.. v
)18 10 R e

log e
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Grundoperationen und Kombinatorik.

10 40
e log a s
I)) f{L = 105 e _IU_J_ = IUE I ...;. )0 )0{3‘
log e

Weiteres iiber Logarithmen s. § 29,

§ 17. Kettenbriiche.

1. Verwandlung eines gewéhnlichen Bruches
in einen Kette 111)1 uch:

14 1 I 1 1
&) T e e e —— B — -
47 dj SRR 3.1 1. ol 1
PAE a5 sttt S g ot 2 R
5 AR
— 1 —_—— 1 A e sl
= 1__.-3 __l_ i
e _! . | T —1
3 et M 3 B e =
< 5 e L r 1
1 A
b) 14 47
19|
5142
![0 : die Nenner gind 3, 2, 1, 4.
0|1
LI"
1]4]4

2. Statt eines h.etten bruches k kann man stets
folgenden schreiben:

1 = 1
—--—1—, dessen erster Niherungswert 0 dessen
0--

0

§ Wi
zwelter T 1st,

3. Verwaudlnng eines Kettenbruches in
einen gewdhnlichen Bruch,
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Kettenbriiche.

AE AL R :
Sind =%, =% u. s. f. die einzelnen Naherungswerte
13 B3
_ 1 ;
des Kettenbruches —— e L 15t ¢
Ao i 1
el q_' ,
5 _[_ [ L IR I ]
A.r_ll_] q.lr_-.u]_ 4_%_ ‘—"'.A-r—] 4 1 g .‘L\_Z_ a"_-]
B ‘l,r|_1B Br_l _B Etl’ Bz_ &, a,-|<1
{3 B 0
" a, &, ‘ a,
chema:
il O p- sl a, i, a,a, 1
O 4 e aditia (o ey
[ e il
. 3 | L R
' | : |
1"} 1]12]3]14]
0 o130 | c10) 47

Br—l -r ey ey

bh. Sdtze:
1. Die aufeinanderfolgenden Niherungswerte
(N.-W.) eines Kettenbruches sind abwechselnd
grosser und kleiner als der wahre Wert der-
selben und zwar sind die ungeraden (der 1.,
3....) grosser, die geraden (der 2., 4.....)
kleiner als der wahre Wert des Kettenbruches.
9, Jeder N.-W., liegt dem wahrenWert des K.-Br.
niher als der vorhergehende.
Der Unterschied des wahren Wertes des K.-Br.
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und eines N.-W. ist kleiner als der reziproke
Wert des Quadrates vom Nenner dieses N.-W,

4. Die N.-W. eines K.-Br. sind in den kleinsten
Ziahlen ausgedriickt, d. h. Z&hler und Nenner
sind relative Primzahlen.

5. Kein Bruch, dessen Nenner kleiner ist als
der Nenner eines N.-W,, kommt dem wahren
Wert des K.-Br. niher als dieser N.-W.

§ 18. Kombinationslehre.
I. Permutationen.

1. Die Permutationen aus n Elementen be-
stehen aus den Komplexionen, in denen simtliche Ele-
mente vorkommen; die Gruppen unterscheiden sich nur
durch die Stellung der Elemente.

Die Permutationen von a, b, ¢, d sind:
abed|bacd|cabd|dabe
abid bl bhidel awalilidaioh

achd|bcad

acdb|bcda |

adbe|bdac|

lecdab|{decab

adeb|bdca

cb&d:dl)zmi
chdal|dbecal

Gdba!dcba|

2. Die Anzahl der Permutationen aus n verschie-

denen Elementen ist:
Pn)=1.2.3...(n—1).n
= n! (yn Fakultdt®)

3. Sind unter den nElementen ¢ unter sich gleiche
Elemente, ebenso ferner g und y je unter sich gleiche
Elemente, so ist die Anzahl der Permutationen:

Ll R SR i
(@, 8, ¥) «a! gl oyl

Bestehen die n Elemente aus 2 Gruppen von r und

n —r je unter sich gleichen Elementen, dann ist die

Anzahl:
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Kombinationslehre.

gl SRR n!  n@—1)n—2)....n—r4-1)
(l‘, T 1') Ty (Il —— 1*)! = ol —
| = (111 ): "(31'3'1- § 21

4. Irgend zwei Elemente einer Komplexion bilden
eine Nichtfolge (Inversion), wenn das erste Element
hoher ist als das zweite.

Durch Vertauschung zweier Elemente einer Kom-
plexion #ndert sich die Zahl der Nichtfolgen um eine
ungerade Zahl.

II. Variationen,

5. Die Variationen aus n Elementen der rten
Klasse bestehen aus allen Komplexionen, die sich aus
je r der n Elemente bilden lassen. Die Variationen
zwelter Klasse der 4 Elemente abed sind:

ohne Wiederholung mit Wiederholung
ab ac ad S A, fad ad
i hei. ohd ba .2 bib e @bl
ca cb ecd ca ¢b ce cd
e dby do da: 19db2daiiidd

6. Die Anzahl der Variationen aus n Elementen
zur rten Klasse 1st
n
Vin)=nn—1)n—2)....n—r+41)= ( 1_) 1 (s.§ 21)
Vo(@)=n(n—1)(n—2)....1=n! (Permutationen).
7. Die Anzahl der Variationen mit Wieder-

holung ist: \-‘Ti(n) =nt.

III. Kombinationen.

8. Die Kombinationen aus n Elementen zur rten
Klasse sind die Komplexionen, die sich aus je r der
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n Blemente bilden lassen, wobei aber blosse Verstellung
der Glieder keine neue Kombination ergiebt.

Die Kombinationen der vier Elemente a, b, ¢, d zur
zweiten Klasse sind:
ohne Wiederholung: ab, ac, ad, be, bd, cd;
mit 5 an, ab, ac, ad; bb, be, bd; ce,
cd: dd.

9, Die Anzahl der Kombinationen aus n Elemen-
ten zur rten Klasse 1st
= nn—1)n—2)....n—r-}+1) n n!
e ese ( r ) —

Aus den Kombinationen ergeben sich die Varia-
tionen, wenn man die Elemente der einzelnen Kombi-
nationen permutiert.

10. Die Anzahl der Kombinationen aus n Klemen-
ten zur rten Klasse mit Wiederholung ist

K’ i:n)::_l_l{ik}~1:}lf11—;—:3). .o ..(11+1‘——1):(u it 1).

r r! %

§ 19. Determinanten.

I lra b
1 11|
=i
a, b, 1 by —a, b,
9. b.¢ :
'll bl (31 b‘é‘ c, | 1 il b'} Cy | | 1-’1 C, 1
W o a == ) -E ¥ el a i =3 = a 1
G : Yo ' 2 . 3 o
a, lJ.I Cy ‘ 8 "3] ! b1 Gy . b;’ Gy |

Unter der Determinante eines Systems von
n Klementen 8., 8.,..+. 95 by by, vy bay oo . versteht
man die Summe Z(+a, b, ¢, ...), in welcher jedes Glied
alle Buchstaben und Indices ohne Wiederholung ent-
hilt und welche zugleich alle moglichen Produkte um-
fasst, die durch Permutation der Indices gebildet wer-
den konnen. Jedes (alphabetisch geordnete) Glied ist
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positiv oder negativ zu setzen, je nachdem die Anzahl
der Nichtfolgen der Indices gerade oder ungerade ist.

2. Der Wert einer Determinante wird nicht ge-
indert, wenn die Vertikal- als Horizontalreithen und
umgekehrt geschrieben werden., Z, B.

a, b,

9D

-I i
| ﬂ‘l r].-:?

25 | b'l b;,

3. Werden irgend zwei Horizontal- oder zwei Ver-
tikalreihen mit einander vertauscht, so indert sich das
Vorzeichen der Determinante.

4. Sind 1n einer Determinante zwei Horizontal-
oder zwei Vertikalreihen vollig iibereinstimmend, so ist
der Wert der Determinante gleich Null.

5. Bezeichnet man in einer Determinante 4 den
Faktor von a, mit A, (Unterdeterminante), den von b,
mit B,, dann ist

A=n A -La. A . vt an &y
=b, B, +b,B, +.....4 b, B,
i s S omale s ie o v s vy SODRER 36

-I}] Ik-l__]_l).f A_.! "}_' " e |_€_ ])n.‘:\.n: G.E .;-'_\1 _}_ -*-'_, .Cllz _}_ (" .o_.i_ cu “'3'1120‘

i

6. Wenn alle Elemente einer Horizontal- oder einer
Vertikalreihe mit demselben Faktor multipliziert sind,
so ist die Determinante mit diesem Faktor multipli-
ziert. 7. B.

ka, b, ¢, | |8, b, ¢

ka, b, ¢, | =k, ‘ a,:b; G
: : |

_ ]{Ll;s b;a C, | &y b:s Cs |

Sind alle Elemente einer Reihe 0, so ist die ganze
Determinante gleich Null.

7. Wenn jedes Element einer Reihe eine Summe
zweler Gurossen ist, so ist die Determinante in die
Summe zweier Determinanten zerlegbar; z., B.
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a, :
2 2

(Sl LT
| &3 T &3 b:s Cq

oder: (a

[

legbanr.

z. Bi:

Grundoperationen und Kombinatorik.

‘ a, b, ¢
a, b, ¢,

! g ]')3 Cq

dern Reihe addiert; z. B.
, B Il
I e S b, ol == doay
Larbres ="
a, b, c, ‘ a, b, ¢
9. Wenn
| a, b, ¢, [ o
D=|ab,c |und A= |¢,
| 8y b:; Cq ‘ @,
: Sl
| a, & b g ¢ »
D d = ‘ iy Stnts bz 1"?1 '_:“' C, 74
1 # r__ ] A
Qg 0 T b, 8, 1+ ¢, 7,
1
Vs o b, 8,
8, @, b, 8,
i
&, o 1 by By

8, by o~ ka,

3

1
[l Shite,

‘ | o, h_.i ¢

' | o I']l c, |

3 |

i al)Al—}_ (3'-2'}"“:) Az ag (“:a_l’ “:a)Aﬂ:ELLAf[_ a’zAz
ol 3-3:&3 o @ A't e @, A;’ o a:;Aa'

Bestehen die Glieder einer Reihe aus m, die einer
andern aus n und die einer dritten aus p Summanden,
so ist die Determinante in m. n. p Determinanten zer-

8. Der Wert einer Determinante bleibt unveréndert,
wenn man zu den Elementen einer Reihe beliebige,
gleich vielfache der entsprechenden Elemente einer an-

- ka,

By 7 ‘

B, ¥y |, dann ist

= .

O3 Vs
| y

&y Oy - bL '!?:, + 01 /-.J.
| e

ay @y T by 8, < ¢ ¥,
|

g By T b:{ 'gz "1_ Cg 7

1

T 6 Vs |

I .

T Gy Vs

I

i I G:-; Vs

10. Wenn alle diejenigen Elemente einer Determi-
nante verschwinden, welche m Vertikal- mit n — m Hori-
zontalreihen gemeinschaftlich haben, so ldsst sich die-
selbe in das Produkt zweier Determinanten zerlegen;




¥ diel
biitenid=cd

a“""z? ek | Cy &3 e, !
O @i e die 't —| {L") ]’.I,i - e, d e
0 0 EC-; d, e, I EE |c: d; e, ‘
0O 0 e (]5 €,

11. Jede Determinante kann auf folgende Weise
erweltert werden:

1 184 ﬁt lg-_{ ﬁ:g
| Fl:l -I)l. Gl 0 l al ag [5;5 I
| a, b, ¢, 00 a, b, o |
|2y by o 004 b |
0:0-a. b ‘e

§ 20. Wahrscheinlichkeitsrechnung.
1. Ist fiir ein Ereignis die Anzahl aller moglichen
Fille m, die der giinstigen Fille (Treffer) t, so ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen:

t
W
m.’
fiir das Nichteintreffen
" —t
= —=—1-— v also
m

I. w4 u=1.

: fies
2. Ist bei m maoglichen Fillen w, = —- die Wahr-
n
scheinlichkeit fiir das Eintreffen des Ereignisses E, und
t, :
e — m diejenige fiir das Eintreffen von E,, so ist die

Wahrscheinlichkeit dafiir, dass entweder E oder E,
eintrifft .
e W=w | w..
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L1

3. Die Wahrscheinlichkeit, dass mehrere Ereignisse
E, B, B . gleichzeitig (oder nacheinander) ein-
LlLHul], 1‘>t
L. W=w, . W, . W, ...
. Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwel Ereig-
nissen h\ und E, das erste eintrifft, ist

oW

W, + W,
| -1

Soll von zwei Ereignissen K, und E, eintreten:

1. B, und B, s0 st W=w, . W,

2. B,, aber nicht E,, so ist W =w, (1— W )3
3. B nicht, aber BE,, so ist W= (1—w,). w,,;
4. Eines, aber nicht beide, so ist W = (1 ~ W,

| f r = &
(L —w,) Wy
5. Hochstens eines von beiden, so 1st
W=1—wW,;
5. Wenigstens eines von beiden, so 1ist
W=w, 1w, — W, W3
7. Beide oder keines, so ist W=1—w, (1 —w,)
— (1 — w,)w,;
. B, n mal, E, m mal in bestimmter Reihenfolge,

—

dann 1'%t \\ WD Wy ist die Reihenfolge
beliebig, dmm 1&,1:
% n -+ m
-\‘ - ( g .._>_ 1“* n \Vg 'm.
n! m!

§ 21. Binomialkoeffizienten.

D= 1)in = Devwes(n—r-4-1) (n)

T

1. Der Bruch

rl
gelesen ,n iiber r%, heisst Binomialkoeffizient.

= Neaqu
9. Ist n positiv und ganz, so wird (1> = 0, ‘wenn

A




Arithmetik, Algebra und niedere Analysis.

I. Abschnitt,

Grundoperationen und Kombinatorik.

§ 1. Benennungen.

Summe: a -+ b; a und b Summanden,.

Differenz: a —b; a Minuend, b Subtra-
hend.

Produkt: a.b; a und b Faktoren (a Mul-
tiplikator, b Multiplikand).

Quotient: a:b; a Dividend, b Divisor.

§ 2. Addition.

) =b -} a.

2. a4+ (b+c)=a-t+b+c
=a-4c+b=b+atc=b+cta
—=c¢c+at+b=c+b-+a

2/at+Mb+e+d+t...)=a+bt+ct+d4....

= a0 - desis =0 .
0301 a—a;: 0--0=0

§ 3. Subtraktion.
1. Erkldrung: (a —b) -+ b =a.
2. a*“l_‘b—'b:.:{t,.
3. &'—E_L:'.O; a_O:a; 0_020.
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A

- n
r > n; ist aber n gebrochen oder negativ, so wird (1)

fiir keinen Wert von r Null.

G
I —
Lol =
“"“-—_—-"/-‘-
P =

] jmi
0=
~
T

|
—
o)
=
|
L ] =
'_‘_—l
S’
=

ap ] ] §
.-‘"-‘_-:_"'h._,,.-———-‘.\
o R
o= )
2 = L [
= 7 | |
=l
"
| I
e
f#_:‘ = =
T A e i S
S |
e
(o Vot o e
YT e l:j
CIE s l
Ll b
TR e
i
— —t
- 8
e
e L e Lond
e i o | ‘
= D
\H—""——w——"‘jl““‘_-.-/
i -1
S T
ey
‘ =
=
= |
b
“\""—.—.--"'//_._,.-—-—._N‘
. L | Lo
l\-‘ : e
o SRS g

favc, TERHE (Y

II. Abschnitt.
Reihen.

A. Endliche Reihen.

§ 22. Arithmetische Reihen erster Ordnung.
heihe: a; a-1d, a1-2d, w..d . (n—1)d.
l.z—a-4 (n—1)d.

(@a4+2).n (2a-f+(nm—1)d).n

e Dt 5

§ 23. Geomefrische Reihen.

Reihe: a, aq, aq® aq®...,aqe-1.
7, :&(ln—l‘
a(qr—1 qz—a
o S:‘(l )T—l T e
l q— 1 q—1
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a

3, Ist n =00 und 0 < q < 1, dann ist s = T
1

4. l:X]0<x<1.

24, Zinseszing- und Rentenrechnung.

p
100
liches Kapital a, angewachsenes b, Zahl der Zinsperi-
oden (Jahre) n, Rente r.

1. b=aqr (Zinseszinsformel).

ouin

) ) ursprung-

)

Zinsfuss p °, Zinsfaktor q (: 1

2. b=aq+-— — (erste Rentenformel),
q 1
S === 1({;1“—711) (zweite Rentenformel).
q(gn— 1 .
41 0h = L{—lé(i_—l—) (dritte Rentenformel).
5 et SR
i = 'Mq““(lﬁl(i__{l")'
2

/ A e 3
9% a_-q—l (' =10):

T — 1)1.._ _q-n_:_l..
6. bql—_bl()U' =i

1. Giebt den Endwert an, auf den das Kapital a
in n Jahren durch Zinseszins anwiichst,

2, Giebt den Endwert an, den a durch Zinseszing
erreicht, wenn dasselbe am Ende jedes Jahres noch um
r vermehrt oder vermindert wird; wird a in n Jahren
aufgezehrt, so ist b = 0.

3. Giebt die Summe an, welche bis zum Ende des
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nten Jahres erreicht ist, durch eine am Ende jedes
Jahres erfolgende Zahlung r.

4. Stellt denselben Wert dar wie 3, wofern die
Zahlung r am Jahresanfang geleistet wird.

5. a ist das Ablésungskapital (Mise) einer
nmal am Jahresende wiederkehrenden Rente.

5. a Ablosungskapital einer immerwihrenden Rente.

6. Amortisation. Die Gleichung giebt die
Bedingung an, unter der ein Kapital b in n Jahren
durch Verzinsung mit p, °,, getilgt werden kann, wenn
der Zinsfaktor (bel dem {iiblichen Zinsfuss p) q ist.

25. Arithmetische Reihen hoherer Ordnung.

I Riethe: = ¥, Vp Vs Ve, Jawv ve Yo
erste Differenzenreihe: A4y, 4y, 4y, 4y ,....
zweite " Aty Sy ATy
dritte ' APyl Ay

S o :
Ar i 13]“ _‘Ar}rnl—i—l_dl ym.
Ist die rte Differenzenreihe konstant, so ist die Reihe
von der rten Ordnung.

9. Yo — yo r}_ (?‘) AFO + (g) AE )rn _{_ (g) AE}?O

Sitze: 1. Das Glied y, einer Reihe rter Ordnung
ist eine ganze Funktion rten Grades von n.

2. Ist yo—=a,+a,n-t8,n".... 20 also eine
ganze Funktion rten Grades von n, so ist die Reihe,
welche man erhalt, indem man n =0, 1, 2. ... setzt,
von rter Ordnung.

Wenn die Reihe mit y, anfingt, dann ist:

Biurklen, Formelsammlung.
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oder bei der zweiten Bezeichnung:

n 2 b : n
8p = L -Yl = 2 _,;l Jrl + 3 .j_}rl T o B r _}_, ] ‘4[‘ }rl'

& 0 a9 0 1 |
4, ]ﬁ—j~2“+3“~{~....+n“:—[?-(‘2-u—}~ Lo Lms
7 ¢ F 1 9 0
e ot e e & ].13::-4_— (n4-1)*.n%

0. Figurierte Zahlen.
a. Polygonalzahlen:

Dreieckszahlen: 1 8 6 10 15 91 ) (BWI_])
Viereckszahlen: 1 4 9 16 95 ... .

Fiinfeckszahlen: 1 5 12 22 35 . . . b




3 : e : n—1
dreieckige: 1 4 10 20 5o5.... ( o )—I— 1% ( : )

- = (u —|}— f.)?

n i1 1
viereckige; 1 5 14 30 d5...,, ( l) ) == 2(

o=
|
3
ey 1
fiinfeckige: 1 6 18 40 75...., (“'2 ) o 3(”?5 )

B. Unendliche Reihen.

§ 26. Konvergenzbedingungen.
1. Eine Reihe s,—a,}a,+a,+....}a
heisst konvergent, wenn die Grenze von s, beil un-
begrenzt wachsendem n eine endliche Zahl ist.
2, die abnehmende geometrische Reihe ist konver-
gent, also 1-+x-|x*-}x*4-..... ist konv., wenn der
absolute Betrag von x < 1.
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3. Eine Reihe ist konvergent, wenn sie von einem
bestimmten Glied an konvergent ist und kein voran-
gehendes Glied unendlich gross ist.

4. Eine Reihe ist konvergent, wenn jedes Glied
derselben kleiner ist als das gleichvielte einer konver-
genten Reihe,

5. Erste Hauptkonvergenzbedingung:
Eine Reihe von positiven Gliedern ist konvergent, wenn
von einem bestimmten Glied ab der Quotient aus einem
Glied und dem vorhergehen < 1 und wenn auch

n 4|
St

21'11 !n —y

Iim

Ist der Grenzwert gleich 1, so kann nur eine be-
sondere Untersuchung iiber Konvergenz oder Divergenz
entscheiden.

6. Zweite Hauptkonvergenzbedingung:
Eine Reihe mit abwechselnden Zeichen konvergiert,
wenn die Glieder von einer bestimmten Stelle an ab-
nehmen und hm a,=0

(Bei einer Reihe mit gleichen Zeichen ist diese
Bedingung notwendig, aber nicht hinreichend.)

7. Jede Reihe mit negativen oder abwechselnden
Gliedern ist konvergent, wenn sie konvergiert, falls
man alle Glieder positiv setzt,

8. Eine Reihe heisst divergent, wenn lim s,
nicht endlich ist. Dies ist der Fall, wenn lim a,
nicht O ist.

§ 27. Salz von der Koeffizientenvergleichung.

Ist

| | 2 2 / : _— 2 T :
A+A z+ A LA x* L =B 4B x4 Bx-Bx’l...
und sind beide Reihen konvergent, so ist




Binomischer Lehrsatz — Newtonsche Reihe.

A =B

0 0

A =B

1 1

A= B s B

Dieser Satz dient zur Entwickelung von Funktio-
nen in Reihen.

§ 28. Binomischer Lehrsatz — Newtonsche Reihe.

(1Lx)n=1- (“)'{ i (Il)xc SRS (l!) xr-l-,
Fiir negative und gebrochene Werte von n w 11‘(1
die Reihe unundhuh. (ale ist konvergent fiir
1>x>—1.
Beigpiel:
1

Va? b*\ 2 1‘].bgl ENh= S
—}—l) = l"——. =it 1 o G -'2—.-&;—]— .j -;'Li_i_ . s

Ist b gegen a sehr klein, dann ist
b

_QL

b
_| 1)“"‘1 |
_”ai’h

(Naherungsformel.)

n

Va
Ja

§ 29. Exponentialreihe, logarithmische, irigonometrische
und cyklometrische Reihen,

X X X
1 o\_l—l*ﬁ—l“gl‘Jr'f-;_“k‘“'
B < Pt : 1\n
o=t4 ft g gr o= im(ib Tl

= 2,7182818284....
xla  (xla)’ (v.kt) &

=i il .
Naq o] 31

W




|
&
)

= s e h
| : th)—za_fz{? #-h 143 '(Qa—ZH) e
- 3,4
’_ ; o h a8
| S L e by (0 il r ol
i log(a+h)=loga{2M \2a+h *_( T h) J J
7. Uebergang vom natiirlichen zum Briggschen
' System :
101:)0 oo i
1é°gz.z10:zz
10 L7
logz=_—— =M .1Iz
a0

M,=Modulus des Briggschen Systems = =

110
=0,4342945 . . . . (s. auch § 165).

8. ; X % | o :
Em}‘“i_‘a;_!"m_"Jr"“ X=—arcx

20 s EeGr
9. cosx}1 sinx —e'X

CORX— 1 FinX—'o
gixl-pg—ix
[ O — —— =
) &
.L e 1 Xiie. {1 —ix

sin X — — ~——
X 93
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10. efP:e(ﬁ—i—‘.’kEi; B?‘kﬂ:iil, G(‘&k»{—l)ﬂ:i:_l
11. Ist 3T:exze“+gkni, g0 18t

l}":}{—l— ani.

I(—1)=Qk+1)=i; I(— y)=Ily+ @k} 1)zi.

Tst yiz=re”!, so ist
I(y-+iz)=lr + (p+ 2k 7)1,

19 3 : et SR e -23 -h
aresing=x+ — ot T 5 =
gt RIS To g SABT B Silhea el

x" :

e .
{
| x? x° x’
arctg:{tx———-—---i——.—-—— :—l—. i?f'_x _>__“1
3 5 { e T

” 1 1 (Lieibnizsche
e arctgl =1 T 2 == —-?-—}— .4+ Reihe.)

Zur Berechnung von # kann folgende Formel be-

niitzt werden:

1 — 1 i 1 Il
e R T e e e ey
m=6arctg = =11 AR
= o i I ol
oo tg T arc tg T arc tg 5 1 arc tg 5
1
T arc tg ==
7 Wl
l‘L_ — 2 arc tg 5 L. arc tg,—_‘,--

IIT. Abschnitt.
Gleichungen.

8. 80. Gleichungen ersten Grades.
a) Umformungs- und Versetzungsregeln:

1. Jede Gleichung bleibt richtig, wenn auf jeder
Qeite dieselbe Operation mib derselben Zahl vorge~

nommen wird.
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2. Ein freier Summand der einen Seite kann auf
die andere Seite als Subtrahend gesetzt werden und

umgekehrt.

3. Hine Zahl, welche Faktor der gesamten einen
Seite ist, kann auf die andere Seite als Divisor der-
selben gesetzt werden und umgekehrt.

4. Eine Zahl, welche Potenzexponent der gesamten

einen Seite ist, kann auf die andere Seite als Wurzel-
exponent derselben gesetzt werden und umgekehrt.

by Gleichungen mit einer Unbekannten,

9, Aus [ xta—=Db folgt x=h —a

} X—a—5
&X:b
X
e

k a

'
XeH=—gy
I]I,.—

L Jx=a

"

n

n

n

n

X =Db -+ a.

b
e
a
x — ab
n —
f."
X — ] a
Ha=ug

6. Aus ( ax=0 folgt x =10

(x

a(x—b)=0 folgt x —b=0
l a)(x —b)=0folgtx—a=0Qu.x—h=0

ax-|-bx=cx folgt x=0
{ a(x—b)+c(x—b)=d (x—b) folgt x—b=0.
Ist die linke Seite einer auf null gebrachten
Gleichung ein Produkt, das x oder Ausdriicke in x
als Faktoren enthilt, so ist jeder dieser Faktoren gleich

null zu setzen.

Kann eine (Hleichung mit x oder einem Ausdruck,
der x enthilt, durchdividiert werden, so ist x, bezw.

dieser Ausdruck, gleich null zu setzen,
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¢) Gleichungen mit zwel und mehr Unbe-
kannten.

foAug (- axhy—¢

L a, x4 b y—=¢, folght

¢—ax
'\‘ : 0 T W —
= b ;
=V iq ar
y — —+————, daher
b,
13 c—ax ¢ —axX (Gleiuhsetxung%-
A A methode),
1k ¢, —& X (Einsetzungs-
ax+b.————=c¢ Hide
b, methode),
LT ab.x-=bby= ch,

a, bx -} bb, y=¢ 1}_
a, b) = ch,—e¢, b
eb, —¢, b

x(ab,

=
ab, —a, b
(Kombinationsmethode), -

i
1
|

IV.1) ax+by=c¢c m
2) a,x+ b y=c¢ ‘
3) (zun—g—ﬂ.l)x_+ (bnﬁ—-}—bl )3?-":0{;:{;03 :
b
setze bm--b, =0, so ist m = — b]-’

dies in 8) eingesetzt giebt

ab ch
e e R G
= o :

e
| ~ F 1
(—ab, A b X—="——Chi—- c, b
¢b,—e b
e e P
a )1 11-1 )

ebenso wird y bestimmt.
(Methode der unbest. Koéflicienten von Bézout.)
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8. Hat man drei Gleichungen mit drei Unbekannten:
ax-- by + cz=d 'r
| = T
b i S e
a,x + b,y -+ ¢,z = d,

so stellt man durch zweimalige Elimination derselben
Unbekannten, z. B. von z, zwei Gleichungen mit zwel
Unbekannten und dann hieraus eine Gleichung mit
einer Unbekannten her. — Bei vier Gleichungen mit
vier Unbekannten eliminiert man dieselbe Unbekannte
dreimal und erhilt dadurch drei Gleichungen mit drei
Unbekannten u. s. f.

9. Lisung durch Determinanten:

[ A
1 i*l[
Nim= G e (L ' A
- _]_ 1 r I_ A : | fa
g X~y e n—idy | A

o | ;
ax-t+by-tecz=d
a,x 4 b,y -

[o

a

3

Durch Multiplikation mit den angeschriebenen Unter-
determinanten und Addition folgt:
: , KN _l ey -
(a, A +a,A, J+aA)x=dA +dA, | dA,, also
difs d AT d R
a, A, - a,A, 4 a‘::A:s'

Der Nenner ist die Determinante 4 des Systems der

R

linken Seiten. — Fiir y und z folgt ebenso:
= o dBid B olod By
i
dl Gl =7 d-zc-z 5 l’1:—50:-;
e s

10. Die Bedingung fiir das gleichzeitige Destehen
von n homogenen Gleichungen, z. B. von
ax- bt 6 m =0 tach e
a,x 1 b,y+4cz =01st| a, b, ¢c,
B by m =0 . a5.by0
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Gleichungen zweiten Grades.

§ 31. Gleichungen zweiten Grades und Exponential- Ll
oleichungen. il

a) Mit einer Unbekannten.

TNE =y
x =-+17Va
2o x=EhX 0

I

0 (1. Normalform.)

- e b?
X = HXi=i= _-"i == [— —4
— b+ 1—-"b2_— 4e
>~ = =
2
‘3 ‘Lxg_—ﬁ— bx +c= (2. Normalform.)
__—b+ b
e y

Die Gleichung liefert:
9 yerschiedene reelle Werte
2 gleiche 5 9 '~ je nachdem b®—4ac Z 0.
9 verschiedene imag. j =
b?— 4 ac heisst Diskriminante der Gleichung.

4. x—a)(x—F=0 (3. Normalform.)

| Xx,=a
x, = 8.
Aus [ x?*—(a+g)x+ef=0 folgt [ x,4x,= —b
k= ba el L% - 5 =0
5. Die Gleichung
1 1 ; b
X1 o a |- — hat die Wurzeln x, =a, X, = o
il e g R
< a n " n L SRR T a =

6. Gleichungen, die durch Einfihrung einer
newen Unbekannten oder durch Zerlegung auf
quadratische zuriickgetfiihrt werden konnen:
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L. ax*--bx*lec=0, setze X =y
2. ax';—f—b\r‘ o =0,-1- 4 ek —
3. fLX..al'Il b}&!l lTG:O? $ }s’_ll-l—-—-}r
4, \——b] xt}¢=0, 3 yx=y
8 — 3
b, "1] X + .EJ] '—{ Gi= O. 5 ]}T:*::t'
6. au?x ]—bu\—}-- =) e ur=y(§31ec.)
iz ’—‘Lx)_—l—h( I ax)4-c=0, RS o o b G
& ax-+b a_l_ﬂ_i__b S st zm——b_Y
\extd/ " extd s Nex=d

Symmetrische Gleichungen:
1. ax’+bx*4-bx+a—0, a(x’+41)+bx(x-}1)=0, zerfillt in
I. x4+1=0 und II. a(x*—x-+1)-}bx=0.

2. ax*+bx*4-¢x*+bx+a=0, Division mit x°

1 ' T
a (\7 I Kg--) & h(}: |- —\-:—) 1-c=10;

7

1 1
setze x + — =y, xX*+ 5 =3y — 2.
X L5 Xu
3. ax’+ bt”‘% cx® -1 ex? 4 bx} a:O,

a(x’ 1) bx(x2-I 1} Fexix )=
Abspaltung von x -1 :()) Reatgluchung s}-mmetrisch
vom vierten Grad.

b) Mit zwei Unbekannten.

Fiir die Auflssung quadratischer Gleichungen mit
zwel Unbekannten kann keine allgemeine, einfache Me-
thode angegeben werden, da die Elimination einer der
Unbekannten im allgemeinen auf eine Gleichung vierten
Grades fithrt. Es ergiebt sich jedoch in vielen Fillen,
in welchen die eine der Gleichungen oder beide nicht
alle moglichen Glieder enthalten, die Schlussgleichung
als quadratische oder sonst lésbare. In jedem einzelnen
Fall ist nach Massgabe der Eigenschaften der vorliegen-
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den Gleichungen zu verfahren. Die wichtigsten Fille
sind :

1. Die eine der beiden Gleichungen ist vom ersten
Grad; man driicke eine Unbekannte aus und setze sie
in die andere Gleichung ein.

9. Durch Elimination der quadratischen Glieder
entsteht eine Gleichung ersten Grades.

3. Hs lisst sich eine Vereinfachung durch Absonde-
rung eines Faktors erzielen.

4. Die Einfithrung einer neuen Unbekannten in
die eine Gleichung bewirkt, dass dieselbe nur noch
diese Unbekannte enthilt, oder es wird das ganze System
durch Binfiihrung neuer Unbekannten vereinfacht.

5. Durch Addition und Subtraktion, Multiplikation
oder Division der beiden gegebenen (Gleichungen, oder
auch durch korrespondierende Addition und Subtrak-
tion bei einer derselben, entsteht eine Gleichung, in

oder einen sonstigen

der fir x-+y, x— 7y, Xy oder

L

Ausdruck in x und y eine neue Unbekannte eingefiihrt
o/ o

werden kann.
6. Die Gleichung ist homogen; man dividiert mit
o D 3

¥

y? durch und bestimmt —
'V’

7. Bs kommen ausser dem Absolutglied in jeder
Gleichung nur- quadratische Gilieder vor; man eliminiert
die ‘Absolutglieder, so erhilt man ein homogene Glei-
chung. Oder: Man bringt die quadratischen Glieder
nach links, dividiert die eine Gleichung durch die

L

andere, dividiert dann Zihler and Nenner durch y=,

2t :
getzt — — t und bestimmt t.

8. Man kann z. B. aus x>
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durch Addition und Subtraktion der zweiten (x |- y)® und
(X — y)? bilden und hieraus x } y und x — y bestimmen.

¢c) Exponentialgleichungen (logarithmische
Glemhungeuj.

1. Grundaufgabe:

K:b;

log b
xloga —=loo byt —— =
log a

2. Besondere Fille:
i ax=—aram =g

g \x b \m
2. (b) = (;) ; X=—m,

X g \x c log ¢ — log d
:_l = - — TG it X :- =y = i
b e 100 ﬂ.—low

m —-—x n +~x
(ab nxX —ag, br+ X

Logarithnnere, sammle die Glieder mit x
nach links, die ohne x nach rechts, und Iose
nach x auf,

abx 4 ¢ (d+4 b-%) =e; setze und bestimme
zunichst y = bx,

6. axTp | axt+q=px+m_| hx+n,

ax (ap - a1) = bx (bm 4- bn)
3 \x bm _}_ bn :
= e hieTalis Holoh x
b a? 1 al

xr x}()g'!{ e ]J;
1‘10gx—{~ logx.log x=1log b, setze und bestimme
= loo'\: . 8,1
8. lon‘ (ax 4+ b) -+ log (cx -} d) = m:
es ist Iog ((ax ==blllex-Td ) —m, also
(ax D) (ex - d) = 10™

woraus x fol at.

(a3 §

=]
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9. axby =p
cxdy =q;
Iomnthmn,le und bestimme aus den erhal-
tenen (GHleichungen log x und log y.

§ 82. Diophantische Gleichungen ersten Grades.
a) Mit zwei Unb ekannten.

1. Buler’sche Methode. (Absonderung der

grossten Ganzen.) Beispiel:
61x--7y= 1000
1000 — 615 1
y:.—_-—'—?—)*f*—"llr;"—gx—‘_ ™ _(ZH)
==
X2112| — = 3u -
nN=2v— 1 also
14 v — 7 sl
¥ . —qv—3
1000 — 61 (Tv—3
y= L f‘;( YRS Bl
v !: Xy
—— o e e 4 ] 11
O =3} 169 108 | 47
‘1 4 108 sind also die brauchbaren
{3 11 i Werte fiir die Unbekannten.
9 18 | —14

9 Kettenbruchmethode von Liagrange:
1. ax-+ b y=c gegeben, so setze man

Ist

2 ax+by=*t

Ok

dann folgt:

1‘)1 o2 bt
2 :

ab, —a, b

at— (1] [

a 1)

a, b’
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x und y sind dann ganze Zahlen, wenn a b, —a, b=-1.

Dies ist der Fall, wenn —11— vorletzter Niaherungswert
} L
1
a

des in einen Kettenbruch verwandelten Bruches = ist
(s. § 174).

Beispiel: 1. (')IK—[—T}' = 1000
Niherungswerte des in einen Kettenbruch verwandelten

Bruches —-‘-—1- sind : i " —})-—, _‘;(" i‘i’ also
5] ¢ . i )
2. 26x 13y ="%
3. %= 3000= Tt =T7(429—1)— 3
=7v—38
t— 26x fl‘“) v—182v-|-T8
4. Y= n 0
o) <)
=169 — 61 .
o e
: ZEEE A
& ” oE ‘ L RS PR e )
{ |
y | 169 108 | a7 |14

b) Mit drei Unbekannten.

. Man eliminiere aus den zwei gegebenen Glei-
Lhunn*w eine der drei Unbekannten, z. B. z, dann lose
man die erhaltene Gleichung nach a) auf und ber echne
7z vermittelst der erhaltenen Werte von x und y aus

einer der gegebenen Gleichungen.

§ 33. Allgemeine Siitze iiber hohere Gleichungen.

1. Hat f(x) =a,x"}-a,x"—1]a, xn—21 ., +a,=0
die Wurzel x=a, so .lst f(x) durch x— « ohne Rest
teilbar,
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2. Eine Gleichung nten Grades hat n,
aber auch nur n Wurzeln.
3. Sind @, @, ..., die Wurzeln der Gleichung
f(x)=0, so ist
f(x)=a, X— ) (X—03)....(X— ) und

4. Symmmetrische Funktionen:

a,
sl T ST =it % R ‘s
e K (o, a....00)=—(a,Fa,}....12);

C

0

a, -
_‘lfl = 21\2 (c«:” O oo all) =&, 0 | @ ¢ | - &, &,
ol

0

| I :
_]_ L -_[ c‘n—- 1 an’

a

(R YK l
Tl aaies l\:}(a” Gyonen @)= _‘{a1aza:;”'|'“1azafi o e
[4

0

_I_‘ LI -'—{_'aﬂ'—gall—lcc'ﬂ’

an
-I_l' = : (-—_ 1)[1l al L ] a__) . a:i LN ] . all.

Yo

5. Kine Gleichung hat hochstens soviel reelle po-
sitive Wurzeln als Zeichenwechsel und hochstens soviel
reelle negative Wurzeln als Zeichenfolgen (die fehlenden
Glieder sind mit -+ 0 zu ergiinzen).

6. Ist p + q1 eine Wurzel einer Gleichung mit re-
ellen Koeffizienten, so ist auch p— q1i eine Wurzel. Die
Gleichung hat, wenn sie imaginiire Wurzeln hat, stets
eine gerade Anzahl derselben. Eine Gleichung von un-
geradem Grad hat daher zum wenigsten eine reelle
Wurzel.

7. Wird f(x) fiir x=7p negativ und fiir x—q po-
sitiv, so liegt mindestens eine Wurzel der Gleichung
f(x) =0 zwischen p und q.

8. Sind die Koeffizienten der r niedersten Potenzen
von x (x° eingeschlossen) gleich null, so hat die Glei-

Biirklen, Formelsammlung, 4

e
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chung rmal die Wurzel null; sind die der r hochsten
Potenzen 0, so hat sie r mal die Wurzel oo.

9. Ist « eine Wurzel der Gleichung 1., so ergiebt
sich aus derselben durch Division mit x —e die Glei-
chung n— 1ten Grades
xf—f)a =b,x" ol byl g bidsox ot b, 1=0,
dann 1st by=be—1.a-1a;.

Beispiel 3x°— Tx*+ 2x* 1+ 4x°—Tx —2=0
soll durch x—2 dividiert werden,

3 .7 12 14 —T —2

s e e
Res.: 3x*—x"+4x-11=0.

Durch diese Division wird festgestellt, ob x=2(=«)
eine Wurzel der urspriinglichen Gleichung ist.

Um die ganzen rationalen Wurzeln einer Gleichung
aufzufinden, zerlege man a, in Faktoren p, p,....
und versuche, ob x—p,, x—p,.... ohne Rest in die
(Heichung aufgeht. s.auch § 87, 1.

10. Wurzelverkleinerung. Soll die Gleichung

f(x):aox“~l-—al x“—I—E—,...—',— a,—1X+a,=0
in die Gleichung

o =P 3L e o Sy — 0
umgewandelt werden, so dass die Wurzeln der letzteren
Gileichung um k kleiner sind als die der gegebenen, so
muss f(x) =¢(x—k), also
a, x e x4ty =p (k) (- ey =pd

B p, L)
sein und es sind daher pn, pa—1, .... p, die Reste,
die sich ergeben, wenn man f(x) fortlaufend mit x —k
dividiert.




Binomisehe Gleichungen.

Beispiel: x*—4x*—39x*1 46x- 80=0
DG oy = ey,
"i) l 8 '—|_ 9 —= pn e
4) 1 12 — P1
‘1') 1=7p,
die gesuchte Gleichung ist:
x*+12x*+9x* — 202x — 360 =0.

11. Waurzelreduktion (= Transformation).
Soll die Gleichung f(x)== 0 so umgeformt werden, dass
das zweite Glied der neuen Gleichung O ist, so ist, da

p.—a +nka,=0,
]{ = — _a!‘_.
na,
s e > e
Beispiel : x*—18x*+105x—196=0; k=—- == kb
6) 1 —12 + 33 +2 Yy =6
6) 1 — 6 — 3
6) 1 0 Res.: y*—3y+2=0.

§ 34. Binomische Gleichungen,

1, Xeli— |._ 1 = GOS8 2]{ A -l—l%lll 2 ]\I T3

n = okx .. 2k=

x=]='+1: (=-1)"=ocos > - 1isgin - =

wobel k alle ganzen Werte von O bis n erhilt.
2. xt=—1—cos(2k-}- 1)zt 15 (2k+1)=;
n—— 9k }— e 2k+1

x=|—1==cos = -+ isin =

3. Beispiele,
B0 S
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r=

i el e A S (x=1,
o e e — s
mit = 2 l x =c05120%}181n120°—=—— S
__Jo
Vi
% 13: = .

: 0 S e e
mit k = {-._;. ...... [ X = €058 60°+181n 60" —— ; oS {-r—-Ia,
it k=10 e . lx::——l.

Sixdes]
mitk=0........ x =1,
mit k = {]t ...... :-x cos 90 + isin 90 = + 1,

)

mib k=20 J}::HI.

4 Xf = — 1;
mit k = f 0 i, [x — cos 45° - 1 sin 45°,

\ 9 J

itk = {g s AT lx:-:: cos 135° -1 sin 135°.

iw. _}'{5:11;

mib k=0 nian =1,
mit k:-{i ...... =03 72" 35 1 8in 72,
. 9 5T :
mit k— {: .. | x=rcos 144° -} 1 sin 144",
'j \
mitk — {{i ...... x — cos 36° |- 1 sin 36°,
J
mit k— {1}' ...... x—cos 108° 4 i sin 1087
<)
2 x— — 1.




Kubische Gleichungen.

4, x0—gq Xxh— — a

«(Ja).J-1

n,—
wobel (] a ) den absoluten, reellen Wert von J'a bedeuted,
welchen man durch direkte Wurzelausziehung oder loga-

n - n;——
rithmische Berechnung erhilt, wihrend /-1 und J—1
jeden der durch 1. und 2. bestimmten Werte darstellen,

§ 85. Kubische Gleichungen.

Xt —a—=90 |x*+a=0
| [
e Voth )] i (fa)e
(=) —(fa).s

B S 3"-, 31} 2.

2 x* 1+ ax’f+bxtec=
Transformiere die Gleichung (durch Wurzelverklei-
a ; 5 : a ;
nerung um—g—oder Subtsitution von y —=x — 3 § 3310)
auf die Form
R g3 ot
v+ 3py+t2q=0
und setze y=u-+vundu’+4v’'42q=0,
| eSS e
Iu o 'I_-"_ q —i— 'I'.-"(l‘_’ :}ti):i
dann 1st 3 :
R sT g e
/ ! el ~ 3
]v == —d g P
Yy = ulv
-V }: i
Sl | i ]
Vi—— 4 —¥3 (a—v % N
2 a2 fol / (Cardan’schen

Formeln)

rl
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Die Cardanschen Formeln fiihren zu einer Lisung
nur so lange q*--p°> 0; sie liefern dann 1 reelle und
2 imaginire Wurzeln.

3. Fall der 3 reellen Wurzeln (casus irreduci-
bilis). Ist q*>-p®<0, so hat die Gleichung 3 reelle
Wurzeln, aber diese konnen nicht mit den genannten
Formeln bestimmt werden; dann

Eawds

COBp— ————
(p I_' IJd

Yy, =2 J—p. cos ?}_

2 (3

-~

/s

Yo=—2V—p.cos (--?:———60“)-

L5 '.J
4, Trigconometrische Auflésung fiir Fall 2:
o

q*-pt=>0;

-p >0

g

q 2
y,=-F 2)p.ctg 2 ¢

sin 2 v

_IF? 3 ,f{-:

Ys== 1:_1;(ctg Qo i V3 ) :

sin 2+

4

hiebei sind die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen,
' AR >
je nachdem q 2 O.




Biquudratisclm Gleichungen.

9P <0
3 gz
sin @ == (": (1;)5 tg ]g =tgy
o 9 r:; _1_.
Yo 2 1'si1121;;
easisas 1 rn t 2 )
e ml a Jl eroni 1) 3ctg 29

1 o
V3:~'-— 1-’—-}( -————11 3 ctg 1,#).

5 = sin 2

Zeichen wie oben beil 1. zu nehmen.

§ 36. Biguadratische Gleichungen.

1. Besondere Fille s. § 31, 61, 7.
9. Methode der Zerlegung.
die ﬁcn'ebene (xlemhunﬁ' auf die Form:
tlax*+bxt+c=0 und setze
X ~---d\”~-—bk Le=(x"+ax+ g) (2> e x+6;);
hieraus durch Koeffizientenvergleichung

Man reduziere

e
s Bt f_‘;’J[_ﬁl_-cﬁ:a
: la’(-@l o ﬁ):b
pp, —c

Durch Ehmmahon von § und g, ergiebt sich :
9. o*12aatl(a®—4c)a T hi=0

1 ansformatlon und Losung dieser (nach o %)
kubischen Resolvente. (Ein Wert von e ge-
niigt; die andern liefern die x nur 1n
anderer Reihenfolge.)

4. Berechnung von § und g, aus 1.

5. Liosung der Gleichungen: [ x*—- aX - 8=0

lx

‘._)l

—
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3. Kuler'sche Methode,
1. Transformierung der Gleichung auf die Form
x*tax*t+bx+e=0
Bildung der Resolvente

AR a‘—4 ¢ b* 0
G e e

Sind die Wurzeln dieser Gleichung Vi3 Yo ¥ay dann ist
[ o
[ Xl:-_"h—_(lh e, }2_13‘3)
| e T e ity
| 5t
}ciz-" [ (—]v —Iv —]V i
wobei die Vorzeichen so zu wihlen sind, dass
o R A, b
/ AETS I PR J Yoo 0 \._J,_
§ 37a. Hohere Numerische Gleichungen. — Niherungs-
methoden.

1. Rationale Wurzeln, Zerlegung des
Absolutgliedes. — Man bestimmt alle Faktoren
a, a,, @,.... des Absolutgliedes und stellt durch Ein-
setzung derselben in die nenebou Gleichung fest, ob
sie derselben geniigen.

Ist die Zahl der Faktoren eine sehr grosse, S0
stellt man mit der Substitution x == =y -+1 eine neue
Gleichung her und bestimmt wiederum die Falktoren
des Ai)solutfrhedes Es konnen dann nur diejenigen
Faktoren des Absolutgliedes der gegebenen  Gleichung
Wurzeln derselben sein, weleche um 1 grosser sind a.l.-;
die Bllt-&})ledlbllden lm,l{toren der zweiten Gleichung.

. Newtons Methode. Hat man durch Ver.
*smhe (odel durch Aufzeichnung der Kurve) gefunden,
dass « annihernd eine Wurzel der Gleichung

i(\)-_d"o“ "|—|,, \u_l ....,.—i--{ln:'_:o
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ist, so 1st an « noch eine Korrektion anzubringen, um
den wirklichen Wert zu erhalten. Die erste Korrektion
p ergiebt sich aus (Taylors Satz s. § 95)

f(a)

— (ageP -+ a8, an—1]...ita,)

B L) e
Setzt man nun o - p an Stelle von «, so erhilt hiemit
aus der angegebenen Beziehung eine weitere Korrektion
e

3. Regula falsi (indische Methode). Hat
die Gleichung f(x) =0 eine Wurzel zwischen « und ¢,
(f (¢) und f (¢,) haben also entgegengesetzte Vor-
zeichen), so erhilt man einen angeniherten Wert fiir
die Wurzel, wenn man an Stelle des Schnittpunktes der
Kurve mit der X achse, den der Sehne setzt, welche
die zu den Abscissen « und ¢, gehorigen Kurvenpunkte
verbindet; man hat dann:

SR o Xl
f(a)  f(e)

| ('zl tor a:} f(“)
S fla) — f(e,)

L, somit

X =
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Mit dem neuen Wert und einem benachbarten, kann das
Verfahren wiederholt werden u. s. f. — Dieses Ver-
fahren ist insbesondere bei transcendenten Gleichungen
anwendbar. Beispiel:
xx = 100, also
xlogx =2 oder xlogx — 2 =0.

Ausrechnung: x| f(x) =xlogx—2

1 ‘ — 2

2| — 14

3| — 0,5687

4 | 4 0,4084
ST T
¥=34 1 — 358

598
3,58 | + 0,0171
3,60 | — 0,0027
s 0020011
.'3;06 + _6,0198
— 3,58 -+ 0,01727 = 3,59727 u. s. {.
(die richtige Wurzel liegt zwischen 3,59728 und 3,59729).
4) Kettenbruchmethode von Lagrange.
Beispiel: x* 4 3x — =1

5 =

3

1
Man findet 2> x> 1 und setzt x=1-+ .
hiermit folgt aus der gegebenen Gleichung

y?—6y*—3y—1=0
1

nun ist 7> y>6; man setzt y=6-4 —
Z

und erhilt 19z° — 332> — 12z — 1 =0; es 1st
3>z>2; mib ?;22—}——t— folgt

Bt3— R4t2— 81t — 19 =0 und es ist
18>t> 1w sk



Grosste und kleinste Werte.

Es ist nun: x=1-}: T i 1,15416
Brslre= 1
e B
174...
1 B
oder x=1 T 1,15418
bt
1
9 I
2 - 15"

§ 87b. Grosste und kleinste Werte.
(Elementare Behandlung.)
Ist y cine Funktion von x, also eine von x ab-
hingige Grosse, und z. B.
1. y=ax®} bx’} ex —5—-_61J
so konnen hiebei die verschiedenen Werte von x als
Abscissen, die von y als Ordinaten einer Kurve be-
trachtet werden,
Zieht man eine Parallele E F zur X axe, welche die

Y

betreffende Funktionskurve in den Punkten E, F, deren

Abscissen x. und x. sind, schneidet, so hat y in diesen
1 2 ? 3




Punkten E und F die gleichen Werte, es ist also fiir
obirfes' ]3=ic:piel 1

ax®4 bx 4+ cx, +d=ax,’+ bx,*+4 cx, + d, woraus
EL(X1 3—~x27‘)~§4 b(x,*—x,%)4c(x, — ) } 0, folglich nach
Division mit x, —x,

a(x,* -{-xx b (x, +x,)+c=0.

Wenn sich nun EF parallel weiter bewegt, so werden
x, und x, fiir den Punkt, wo y einen grissten oder
kleinsten Wert erreicht, einander gleich. Ist die Ab-
scisse dieses Punktes X, 80 ergiebt sich demnach aus 2.
3. 3ax"'-}-2bx -} c=0.

Durch Auflosen dieser Gleichung findet man die Werte
von x, welche y zu einem Maximum oder Minimum
machen.

Das Verfahren ldsst sich nach Vorstehendem in
folgender Weise fassen:¥)

Um einen grossten oder kleinsten Wert (oder
mehrere) einer abhiingigen Grosse zu finden, muss man:

*) Vergl. hiezu: Martus, Maxima und Minima, Berlin 1861.
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Grosste und kleinste Werte.

1. Die Funktion in einer unabhiincicen veriander-
55 :

lichen Grosse x ausdriicken;

9. in diesen Ausdruck x, und dann x, einsetzen
and die sich ergebenden Ausdriicke einander gleich
setzen;

3. die gleich hohen Glieder zusammenfassen, so
dass sich mit dem Faktor :L —x, durchdividieren lasst;

4. nachdem mit x, —X, dmd]ﬁlwdlv]t ist, hat man
in der hiedurch e1h<tltguux (Gleichung x, —x,=x zu
sotzen und die Gleichung aufzulsen. Fiir die gefun-
denen Werte von x erreicht y ein Maximum oder Mi-
nimum.

. Ob ein grosster oder kleinster Wert vorliegt, er-
”tht slch aus dm Natur der Aufgabe oder durch Be-
rechnung der Werte von y fiir solehe Werte von x,
die dem gefundenen benachbart sind.

Bemerkungen: 1. Bei Funktionen, in denen
eine (Qmuh‘qimﬂl'%l mGommt muss vor dem Divi-
dieren mit x, —x in der Regel noch umgeformt werden,

E7i]

Beispiel:
mx, --n T L bx, + ¢=mx, - n- Yax,?-} bx, e
m(x,—xzj—ﬁ—hle’{b |c—]1x‘—-~bx ¢ =0,
woraus
a(x,®—x,%)+b(x, —x )
mix,— %)+ - —0,
: Vax > - b et jax, b2 -1 ¢
a(x, -+ x, b :
folglich m |- -— St 3) :l_— ——— = (),
]ax P+ h\ e 7a X -bhXE, - ¢
Nun ist x =3x, —x 20 setaen I

2) D% Anwendun%odnet der obigen, elementaren
Methode 1st begrenzt; allgemeine \mtulucn fiir Auf-
findung nmbstm und kleinster Werte giebt die hihere

=
Analysis ( 8 97).

TR SR L .




Ebene Geometrie.

§ 88. Winkelsitze (von Parallelen, vom Dreieck
und Vieleck).

1. Nebenwinkel betragen zusammen 2 R.

9. Scheitelwinkel sind einander gleich.

3. a) Werden zwei Parallelen von einer dritten
geschnitten, so sind:
1. je zwei entsprechende Winkel|
2. , , innere Wechselwinkel emm}der
Bl poonuSsere i l gleich

und es betragen

1. je zweil innere Gegenwinkel

: " zusammen
P sarend TANIESOTRS % B

. * T ¢ :..' T,
3. , o, gemischte Wechselwinkel [

b) Werden zwel gerade Liinien von einer
dritten geschnitten und sind
1. zwel entsprechende Winkel oder
2. , innere Wechselwinkel
Jul . no. ausSsere
oder betragen
1. zwei innere Gegenwinkel oder
2 4 aussere 4 3
3. , gemischte Wechselwinkel ]
so sind die Geraden parallel.
Zusitze: a) Lote zu derselben Geraden sind parallel;
b) eine Gerade, welche zu einer von zwel
Parallelen senkrecht ist, ist auch Lot
zur andern.

1 einander
4 gleich
gle

s
1

zZusammen

92 R,
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4. Jeder Aussen winkel eines Dreiecks ist gleich
der Summe der beiden ihm nicht anliegenden Drei-
eckswinkel.

5. Die Winkelsumme ist im Dreieck 2R, im
Viereck 4R, im n-Fck 2n — 4 R,

6. DieAnzahlder Diagonalen, die von einer
Bcke eines n-Ecks ausgehen, ist n— 3, die Anzahl séimt-
licher Diagonalen 11(11—2—-3)

§ 39. Kongruenzsiize und Liingenbeziehngen.

A) Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn

1. Zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel
gleich,
Eine Seiteund zwei gleichliegende Winkel gleich,
Die drei Seiten gleich,
Zwei Seiten und der Gegenwinkel des einen
Paares gleich und die des andern Paares gleich-

b

-,

p

—

e e
artig (beide - R) sind.

(Besonders zu merken: Zwei Dreiecke sind kon-
gruent, wenn sie zwel Seiten und den (egenwinkel der
grosseren gleich haben.)

B) Zwei n-Ecke sind kongruent, wenn sie alle
Seiten bis auf eine und alle entsprechenden Winkel bis
auf die an der letzten Seite liegenden gleich haben;
(2 n — 3 unabhingige Stiicke.)

C) Inkongruenz.

1. Haben zwei Dreiecke zwei Seiten gleich, die
eingeschlossenem Winkel aber ungleich, so sind auch
die dritten Seiten ungleich und zwar liegt dem grosseren
der beiden Winkel die grossere Seite gegeniiber.

9. Haben zwei Dreiecke zwel Seiten gleich, die

=P ——

e e
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dritten Seiten aber ungleich, so sind auch die Gegenwinkel
der letzteren ungleich und zwar liegt der grisseren Seite
der grossere Winkel gegeniiber.
D) 1. In jedem Dreieck
a) liegt der grosseren von zwel Seiten der grossere
Winkel gegeniiber,
b) liegt dem grosseren von zwei Winkeln die
grossere Seite gegeniiber
c) ist die Summe zweier Seiten grosser als die
dritte,
d) 1st die Differenz zweier Seiten kleiner als die
dritte. :
2. Unter allen Verbindungen zwischen zwei Punkten
1st die gerade die kiirzeste.
3. Unter allen Strecken zwischen einem Punkt und
einer Geraden ist das Lot die kiirzeste.

§ 40. Siitze vom Parallelogramm und Trapez.
(Winkel, Seiten, Diagonalen),

Im Trapez sind nur zwei, im Parallelogramm je
zwel Gegenseiten parallel.
1. Im Parallelogramm
a) sind je zwei aufeinanderfolgende Winkel zu-
sammen 2 R;
b) sind je zwei gegeniiberliegende Winkel einan-
der gleich;
¢) sind je zwel
gleich ;
d) halbieren sich die Diagonalen gegenseitig
2. Ein Viereck ist ein Parallelogramm:
a) Wenn je zwei Gegenseiten gleich ;
b)i i ren - GiBpenwinkel -t s
¢) , ein Paar Gegenseiten gleich und parallel;

gende Seiten einander

gegeniiberlie
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d) Wenn sich die Diagonalen gegenseitig hal-
bieren.
3) Ein Viereck ist
a) ein rechtwinkliges Parallelogramm, wenn drei
Winkel rechte sind;
b) ein gleichseitiges Parallelogramm, wenn alle
Seiten einander gleich sind.
4. ImrechtwinkligenParallelogramm sind
die Diagonalen einander gleich,
5. Im gleichseitigen Parallelogramm
a) halbiert jede Diagonale die Winkel, durch die
sie geht;
b) stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht,
6. Ein Parallelogramm ist rechtwinklig:
a) Wenn ein Winkel ein R;
b) Wenn zwei aufeinander folgende Winkel einan-
der gleich sind;
¢) Wenn die Diagonalen einander gleich sind,
7. Ein Parallelogramm ist gleichseitig:
a) Wenn zwei aufeinander folgende Seiten einan-
der gleich sind;
b) Wenn eine Diagonale einen Winkel desselben
halbiert:
¢) Wenn die Diagonalen senkrecht aufeinander-
stehen.
8. Im gleichschenkligen Trapez sind
a) Die Winkel an derselben Grundlinie einander
gleich,
b) Die Diagonalen einander gleich.
9. Ein Trapez ist gleichschenklig:
a) Wenn zwei Winkel an derselben Grundlinie
einander gleich sind;
b) Wenn die Diagonalen einander gleich sind.
10. Die Parallele durch die Mitte

Biirklen, Formelsammlung.

s .
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a) einer Dreiecksseite zu einer zweiten halbiert
die dritte und ist gleich der Hélfte der zweiten,
b) einer nicht parallelen Seite eines Trapezes zu
einer Grundlinie halbiert die andere nicht pa-
rallele Seite und ist gleich der halben Grund-
liniensumme,
11. Die Verbindungslinie der Mitten
a) zweler Dreiecksseiten ist parallel und rfluc,h
der Hilfte der dritten.
b) der nicht parallelen Seiten eines Trapezes 1st
parallel den Grundlinien und gleich der halben

Summe derselben.

§ 41. Gerade Linien und Winkel am Kreis; regel-
miissiges YVieleck.
1. Bin Punkt liegt innerbalb, auf oder ausser-
hall, einer Kreislinie, je nachdem sein Mittelpunktsab-

< i
stand = als der Halbmesser 1st,

 Pine Gerade hat mit einem Kreis zwel,
einen {Jder keinen Punkt gemeinschaftlich, d. h. sie
schneidet, beruhlt oder trifft nicht, je nachdem ihr Mit-

Punktsabnt’md als der Halbmesger 1ist.

G‘rleu,ha, Sehnen haben gleiche Mittelpunlkts-
abstinde und umgekehrt.

Von zwei ungleichen Sehnen hat die grossere
den kleineren Mittelpunktsabstand und umge-
kehrt.

4. Zu gleichen Zentriwinkelnin gleichen Kreisen
oder in demselben Kreis gehoren gleiche Bogen, Sehnen,
Aus- und Abschnitte und umg(,l\uhr 7

Bin Peripheriewinkel ist die Hilfte des
zugehorigen Zentriwinkels,

13]
'.J'
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6. Alle Peripheriewinkel iiber demselben Bogen
sind einander gleich.

Datum a,.r, a

7. Der Tangentensehnenwinkel ist gleich
dem Peripheriewinkel im nicht eingeschlossenen Bogen.
8. a) Im Kreisvieveck ist die Summe zweler
(Gtegenwinkel gleich der Summe der zwei an-

dern, d. h. 2 R.

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweler
(Glegenwinkel 2 R ist, so ist es ein Kreis-
viereck.

9. a) Im Tangentviereck ist die Summe zweler
(Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern,

b) Wenn in einem Viereck die Summe zweier
(Gegenseiten gleich der Summe der zwei andern
ist, so ist das Viereck ein Tangentenviereck,

10. Tangentenabschnitte beim Dreieck

an den Inkreis, an den Ankr.d, Gegens.
A b-+c—a . btcHa
YonideriBoke Au ——————i(==8=—m)iot =0 —
|
¢c+a—Db
- » | s, p
1 n B —_f;) ‘‘‘‘ = (_ i ]-}:]; A
|
& e 1) -0
5 % @ £ > (:—_: B — 0\5? -

Datum s, o, o.
11. Ziwel Kreise K und K
a) beriihren sich, wenn sie einen Punkt der
Zentrale gemeinschaftlich haben,
b) haben einen Punkt der Zientrale gemeinschaft-
lich, wenn sie sich beriihren.
¢) K und K, beriithren sich, wenn z=1r+¢
jz<r-t+ou
\z>Tr—0

. schneiden m

=
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K liegt innerhalb K, wenn z <r-—p
K , ausserhalb , b e e 1
2z Zientrale, r der grossere, ¢ der kleinere

Halbmesser.

= t 4
19. Kreisteilung. Zueinem Zentriwinkelvon n—l{

- - - . i L)
— oder einem Peripheriewinkel von ER — gehort der

nte Teil der Kreislinie.
13. Regelméssiges Vieleck.

Fickenzahl : 3 4 5} it
2 kY 4 Eciinad. | 2 L
Zientriwinkel: =R 1R =R ZR...-R
3 D 3 n
2 6 4 n—d
) ."('}‘ T— . = -) 2 b : - ’. ——— - -j
Polygonwinkel : 3 sl ks 5R 3 Reaa) = R.

§ 42. Proportionalitit von Strecken, Aehnlichkeit.

1. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind
die Abschnitte auf dem einen Schenkel proportional den
entsprechenden auf dem andern und die Parallelen ver-
halten sich wie die zugehdrigen Scheitelabschnitte des-
selben Schenkels, — Umkehrung.

9. Die Halbierungslinie eines Winkels im
Dreieck teilt die Gegenseite innerlich im Verhiltnis der
Anseiten; die Halbierungslinie des Aussenwinkels teilt
sie #usserlich in demselben Verhiltnis. — Umkehrung.

3. Werden die Schenkel eines Winkels oder zweier
Scheitelwinkel von zwei Parallelen geschnitten, so sind
die abgeschnittenen Dreiecke einander dhnlich.

4. Ziwei Dreiecke sind #hnlich, wenn

a) zwei Seiten proportional und der eingeschlos-
sene Winkel gleich,
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b) zwei Winkel gleich,
¢) die 3 Seiten proportional,
d) zwei Seiten proportional der Gegenwinkel
des einen Paares gleich und die Gegenwinkel
| des andern Paares gleichartig sind. — (Be-
sonderer Fall: Zwel Dreiecke sind #hn-
lich, wenn sie zwel Seiten proportional und
den Gegenwinkel der grosseren gleich haben.)
5. Zwei Hohen eines Dreiecks verhalten sich um-
gekehrt wie die zugehorigen Seiten, oder wie die reci-
proken Werte der Seiten und umgekehrt; also
15421,
a'b’c
6 a) Zieht man von zwei dahnlich liegenden
Punkten bei zwei ihnlichen Vielecken Strah-
len nach allen entprechenden Ecken, so ent-
stehen paarweis dhnliche Dreiecke.
Besonderer Fall: Durch die Diagonalen aus
zwei entsprechenden Ecken werden zwei dhnliche Viel-
ecke in paarweis iihnliche Dreiecke zerlegt.

b) Entstehen durch Strahlen, die man von zZwel
Punkten nach den KEcken zweier Vielecke
zieht, paarweis #hnliche, in gleicher Reihen-
folge liegende Dreiecke, so sind die Vielecke
dhnlich und die beiden Punkten &hnlich liegend.

Besondere Fille: 1. Werden zwei Vielecke
durch die Diagonalen aus zwel Ecken in paarweis #hn-
liche in gleicher Reihenfolge liegende Dreiecke zerlegt,
so sind die Vielecke dhnlich.

9. Zwei Parallelogramme sind dhnlich, wenn sie
einen Winkel gleich und die einschliessenden Seiten
proportional haben.

7. Regelmiissige Vielecke von gleicher Seitenzahl
sind #hnlich,

| 1 B g e — — be:ac:ab
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8 In#hnlichen Vielecken sind entsprechende
Winkel einander gleich und entsprechende Liingen pro-

portional;

o
die Umfiinge ihnlicher Vielecke verhalten sich

daher wie (?lltSlJl‘tEL'll(-jEll_]i) Seiten.

9. :1)

b)

10. a)

b)

Sind zwei Vielecke in perspektivischer
Liageund n—1 Seitenpaare (worunter keines,
das mit einem Strahl zusammenfillt) parallel,
so ist auch das nte Paar parallel und die
Vielecke sind dhnlich.

Sind zwei Vielecke #hnlich und zwel Seiten-
paare parallel, so sind auch die {ibrigen parallel
und die Vielecke sind 1n perspektivischer Lage.
Die Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks
ist mittlere Proportionale zwischen der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypote-
nusenabschnitt,

Die Héhe eines rechtwinkligen Dreiecks ist
mittlere Proportionale zu den Hypotenusen-
abschnitten.

11. Ist in einem gleichschenkligen Dreieck die Basis
gleich dem grosseren Abschnitt des stetig geteilten

9

Schenkels, so 1st der Winkel an der Spitze— R und um-

gekehrt,
ecks).
12 il:'a

-

3]
(Bestimmungsdreieck des regelmiissigen Ziehn-

Sekantensatz. Werden die Schenkel eines
Winkels oder zweier Scheitelwinkel von einem
Kreis geschnitten, so sind die Scheitelabschnitte
des einen Schenkels innere, die des andern
dussere Glieder einer Proportion, d. h, das
Produkt der Scheitelabschnitte ist konstant,
(Potenz eines Punktes in Beziehung auf einen
Kreis = P02 — 12,) |
Besonderer Fall: Wird der eine
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Schenkel eines Winkels von einem Kreis ge-
schnitten, der andere beriihrt, so 1st das
Quadrat des Tangentenabschnitts gleich dem
Produkt der Scheitelabschnitte der Sekante.

b) Sind auf ‘;ed{nn Schenkel eines Winkels oder
zweier Scheitelwinkel vom Scheitel aus je
zwei Stiicke abgetragen und ist das Produkt
der Abschnitte des einen Schenkels gleich dem
Produkt der Abschnitte des andern, so liegen
die vier Endpunkte der Abschnitte auf einem
Kreis.

Besonderer Fall: Sind auf dem
einem Schenkel eines Winkels zwei Abschnitte
auf dem andern ein Abschnitt vom Scheitel
aus abgetragen und ist das Produkt der Ab-
schunitte des ersten Schenkels gleich dem
Quadrat des Abschnitts auf dem zwelten
Schenkel, so beriihrt der durch die Endpunkte
der drei Abschnitte gelegte Kreis den zweiten

Schenkel.

§ 43. Flachenyergleichung, Inhaltsheziehungen.

1. Parallelogramme — Dreiecke von gleicher Grund-
linie und Hohe sind gleich.

9. Fin Dreieck ist halb so gross als ein Parallelo-
gramm von gleicher (Grundlinie unrl Hohe.

Ein' lupp'z ist inhaltsgleich mit einem Parallelo-
gramm, wenn beide gleiche Hohe haben und wenn die
Grundlinie des Parallelogrammes gleich der Mittellinie
des Trapezes ist. Trapeze sind gleich, wenn sie gleiche
l[”]lb und gleiche Mittellinie haben.

-Patum fiir Parallelooramm und Dreieck: a, h, 1%
fiir rht.'s Trapez: b + d, h, %

5. Bin Kreis ist gleich einem Dreieck, .dessen
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Grundlinie gleich dem Umfang und dessen Hohe gleich
dem Halbmesser ist,

6. Parallelogramme Dreiecke, die einen Winkel
gleich haben, verhalten sich wie die Produkte der den
gleichen Winkel einschliessenden Seiten.

Datum «, (be), 2.

7. Aehnliche Vielecke verhalten sich dem Inhalt nach
wie die Quadrate entsprechender Lingen.,

8. Das Quadrat iiber einer Kathete eines recht-
winkligen Dreiecks ist gleich dem Rechteck aus der
Hypotenuse und dem anliegenden Hypotenusenabschnitt,

9. Das Quadrat iiber der Hohe eines rechtwinkligen
Dreiecks 1st gleich dem Rechteck aus den Hypotenusen-
abschnitten,

10. Pythagorédischer Lehrsatz:

a) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Qua-
drat tiber der Hypotenuse gleich der Summe der Qua-
drate iiber den Katheten.

b) Allgemeiner Pythagordischer Lehr-
satz: Konstruiert man iiber den Seiten eines recht-
winkligen Dreiecks @hnliche Figuren, so ist die Figur
iiber der Hypotenuse gleich der Summe der Figuren
iiber den Katheten.

¢) Pythagordischer Lehrsatz fir das
schiefwinklige Dreieck: Das Quadrat iiber einer
Dreiecksseite ist gleich der Summe der Quadrate der
andern Dreiecksseiten vermehrt oder vermindert um
das doppelte Rechteck aus einer dieser Seiten und der
Projektion der andern auf sie, je nachdem der Gegen-
winkel der ersten Seite stumpf oder spitz ist (vgl. § 58,6).

§ 44. Lingen- und Flichenberechnungen.

1. Inhalt des Rechtecks: a.b
Ds 2% »  Quadrats: a’
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Lingen- und Flichenberechnungen.

3. Inhalt des Parallelogramms: ah

R s Dreiecks:

a4h

2 3
a-+b-l-c
oo — Oin B
b4-c—a
Sl (s—a)=e,(s—b)=0,(s—c),
Vs(e—a)(s—b) (s —c),
h(b-+d
5. Inhalt des Trapezes: —( —— )-,
' 2
. n.a.pg

By iy » Tegelmissigen n Ecks: ——,

22

Lo

7. UmfangdesKreises: 2rz=—=d =; ('fa: 2,1d16: =
; : d”
8. Inhalt moRE = T
ar 7w
9. Bogen : 2rz—a":360°; Bogen — 180"
)
- = C;', r")‘ﬁ -IJI'
10. Sektor: r®z—a?: 360% Sektor—-—=-—=—
4 360 o=
11. Bogenlinge im Kreis vom Halbmesser 1:
5 o T al]
RO = Te
‘ 180 180°
A

Regelmissige Vielecke:

12. Dreieck.

L3 ]

a _— a7
ey R Lo R ey
b= -2"1-1) =5 0
2 &
r — 7 = —3— I 3=2 (]

)




13. Sechseck.

1 a 3 0 85!
B S
e 5 V3 = /3

Diagonale d, =43 =13 =2¢

L] [-f_ 9&"’""21‘ o {Jl,;
v)
T o e s
']:-,)!’—_.)_I') ':j{;lj

14. Quadrat.

& o
!

1,-

& g 4. S,

2

2

[ Flh oot st
i 15. Achteck.

I = -:L ; ]-"!-_11. ‘i"-.‘*)_l__;;d = @0 ] _-]_ __ —)l—‘:'

adisz T £ i ;
9::2[\?3—]—1’?:-_ ]3 - 1/

2

bS

a=r)2—V2 =2¢(2 —1)
— W l"'_ 'l_)'
d,—a (2 4 U=rj2+y2=12%

d :a'|2—|—]'2 =r}2

di=gn |L -2
f‘]’ —

=91y —9 {) ll 91 9
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6. Fiinfeck.

84 —— g
e ] 50+10 )5 = Q(IIB —ﬂl)

a=— ]1(]— DD = ‘.‘_}.{g‘.)— 2V5
s £ il e o
d= 5 (V5 +1) = y10+2y5 —91 10—2V5
a’ S B -
== 1 ld.),-lOlew—-S ]10—' 2¥5

17. Zehneek.

¢ ! '\_ {J gLy
— 2-(1 5+41)= - }80—10¥5

gl e
g= ) o:hBl 5=} 20cr 2)0,

By 2Q 1/ ox
a==o(] g W= a0l 0

& = 1 g s e
d, == (34 18) = (/51 1)=-) 50+10]
SR I
d,—a)5+2V6= 5 )10+2y5=2¢

LAl
bo

1 g (5 ) =2n=—— 150 — 107
( 2 i ) X 3])0 IOI)

2
R et )

I
A

/10— 2y 5=2¢"}/25—1075.




Tl o g e e s U AT T ————— RS s e T L Rt PR

e e

Ebene Geometrie.

§ 45. Zusammenstellung von Daten; weitere Formeln.

A) Datumsbeziehungen. Wo nichts bhemerkt
ist, beziehen sie sich auf das Dreieck.

1. b, m, (8 — 9).
2 h _JI_ h’? EI,—}-— ]}, v
Lh—h', b—a, 4.
Sa Ayl
4. [ s—a, @, a.
s e, e
R U
Trapez: b--d, h, f?
6. f5 0
| 50, T
Tangentenviereck: a--b 4 ¢ d, e
o (bo)y o 17,
8. b*—ec? (p+q), (p—q) s C,, dieses §.

ol |

B) Beziehungen am rechtwinkligen Dreieck.

9. b*=ap, ¢* =aq, (aHyp., p und q Abschn.
derselben).
16k — P
ilca =—"b" ¢t a —Jbh I ¢
12, b'c = ah,

13. Rationalerechtwinklige Dreiecke sind
bestimmt durch

(5] |

a—= 112 ——|- VE
b=u*—=v?
=987,
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| | b s | 2 | |
|l u?4-v? | u?—v*| 2uv |

| el T e ‘
o m S ae Tl
o s e
inBase g v a8 SURG IR 0EE
g 17 b '| 8 |
T e e
jEastiadmatenlasd g8k o4
e 260 24 10
i e R S

| | |
()Beziehungenamschiefwinkligen Dreieck.
14. bp=-cq (p Projekt. von ¢ auf b, q Projekt.
von b auf ¢).
15. a®* =bh?-} e®+ 2¢cq (Pyth, T.ehrsatz fiir das
schiefwinklige 4), (q Projekt. von b auf ¢). « :R
16, be =2 rh.
17. b* —e’=p,*—q,® (p, und q, Projekt. von b
und ¢ auf a).
18, (&’ 4P =2(b*+ c’)
[ A+t 4t =3 (a* +b® + ¢’)
|

< 4 9 9
l 8 — T (267 - 28" — t7).

19. m?=be—vw (v und w Abschnitte der Seite
a, erzeugt durch Winkelhalbierende m).

20. ( Dreiecksinhalt J = Js(s—a)(s—Db)(s—c)
ah
_2
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Kreisviereck (Ptoleméischer Liehrsatz)
¢ (_‘,E s s 1 6 :- b E1
Inhalt des Kreisvierecks:
y a(b—a)(s—ml ) (s—oc)(s— d)
- ekde -d
Wobel's—=— -

e

§ 46, Geometrische Oerter.

A. Der geometrische Ort fiir einen Punkt, der

1. von einem Punkt A die Entfernung r hat, ist die
Kreislinie um A mit r;

2. von einer hmmltm I auf bestimmter Seite der-
selben die Entfernung h hat, ist die Parallele zu I auf
jener Seite im  Abstand h;

3. von zwei Punkten A und B gleiche Entfernung
hat, 1st das Mittellot zu A B;

4. von den Schenkeln eines Winkels gleichen Ab-
stand hat, 1st die Halbierungslinie des Winkels;

5. von zwel Parallelen gleichen Abstand hat, ist die
Parallele im mittleren Abstand.

B. Der geometrische Ort fiir den Mittelpunkt
eines Kreises, der

6. den Halbmesser r hat und durch Punkt A geht
ist die Kreislinie um A mit r;

den Halbmesser r hat und die Gerade L. auf

bestimmter Seite beriihrt, ist die Parallele im Abstand
r auf jener Seite;

8. durch die Punkte A und B gehen soll, ist das
I\fltfd ot zu AB;

9. die Sd}enhd eines Winkels beriihren soll, ist die
]‘I:ﬂl)iurungs]i11ie des Winkels;
10, zwei Parallelen beriihrt, ist die mittlere Parallele;
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11. eine Gerade I im Punkte A beriihrt, ist das
Lot zu Li in Aj

19. eine Kreislinie im Punkte A berithrt, ist die
Verbindungslinie des Mittelpunkts mit A; .

13. den Halbmesser ¢ hat und eine Kreislinie K |l
vom Halbmesser r von aussen oder innen beriihrt, 1st 1l
ein zu K konzentrischer Kreis mit dem Halbmesser
r-}-o oder r—pg, bezw. o —r.

C. Der geometrische Ort fiir die Spitzen aller
Dreiecke auf derselben Seite iiber der gemeinsamen
Grundlinie a mit

14. demselben Winkel ¢ an der Spitze, ist der Kreis-

hat (Inkreism ittelpunkt M); desgleichen die Hal- |
bierungslinie eines Winkels und die der beiden Aussen- I
winkel an der Gegenseite (Ankre ismittelpunkte
Moo ML, Moy

3. die Schwerlinien {miten]mlbierende Trans-

bogen iiber a, welcher den Winkel « fasst; |

15. dem gleichen Inhalt, ist eine Parallele zur f
Grundlinie; I

16. demselbenVerhiltnis m:n fiir die Seiten b und ¢
‘<t ein Halbkreis iiber der Strecke zwischen den beiden |
Punkten, welche a innerlich and #usserlich im Verhalt- ';
nis m:n teilen (Satz des Apollonius).

§ 47. Besondere Linien und Puankte am Dreieck. i

In einem Dreieck schneiden sich ,

1. die Mittellote zu den Seiten in einem
Punkt, der von den Ecken gleiche Entfernungen hat Il EI
(Umkreismittelpunkt 0); i e

9. die Halbierungslinien der Wink el in i
einem Punkt, der von den Seiten gleiche Entfernungen | IS

g
L1
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versalen) in einem Punkt und teilen sich gegenseitig
im Verhiltnis 2:1 (Schwerpunkt S);
4. die Hohen in einem Punkt (Héhenschnitt-
punkt H).
In einem Dreieck liegen:
| 5. Der Hohenschnittpunkt, der Schwerpunkt und |
der Umkreismittelpunkt in gerader Linie, und es ist
hiebei HS : S0=2:1;

6. die drei Fusspunkte der Hohen, die drei Hal-
bierungspunkte der Seiten und die drei Halbierungs- |
punkte der oberen Hohenabschnitte auf einem Kreis
(Feuerbachscher Kreis).

§ 48. Harmonische Teilung.

1. Wenn die Strecke A B durch die Punkte P und
Q innerlich bezw. #usserlich nach demselben Verhiltnis |
geteilt 1ist, dann heissen A, B, P, Q harmonische
Punkte; A und B, ebenso P und Q heissen zu-
geordnet, — PQ wird ebenfalls durch A und B in
gleichem Verhiltnis geteilt,

2. Gehen die Strahlen eines Biischels durch vier
harmonische Punkte, so heisst dasselbe ein harmo-
nisches Biischel; je zwei Strahlen, welche durch |
zwel zugeordnete Punkte gehen, heissen selbst zu- |
geordnet.

3. Zu einem Teilpunkt einer Strecke giebt es nur
einen harmonisch zugeordneten Punkt; zu einem Teil-
strahl eines Winkels giebt es nur einen harmonisch zu-
geordneten Strahl,

4. Der zum Halbierungspunkt einer Strecke (in
Bezug auf die Endpunkte) harmonisch zugeordnete Punkt
ist der umendlich ferne Punkt; der zur Halbierungs-
linie eines Winkels in Bezug auf die Schenkel harmo- '
nisch zugeordnete Strahl ist das Lot zur Halbierungslinie.
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5. 2) Wenn man zu einem Strahl eines har-
monischen Biischels eine Parallele

zieht, so wird das Stiick derselben
siwischen dem andern Paar zugeord-

neter Strahlen von dem zum ersten zu-
geordneten Strahl halbiert. (Bestim-

mung des 4. harmonischen Elementes zu 3 ge-

. gebenen.) :

b) Umgekehrt: Werden durch drei Strahlen eines
Biischels auf einer Geraden gleiche Strecken
abgeschnitten und ist der 4. Strahl dieser
(Geraden parallel, so bilden die vier Strahlen
ein harmonisches Biischel.

6. Jede Gerade schneidet ein harmonisches
Biischel in harmonischen Punkten.
7. Tn einer Nebenecke eines vollstindigen Vier-

ecks wird der Winkel zweier Gegenseiten durch die

Strahlen nach den andern Nebenecken harmonisch geteilt.

8. Auf einer Nebenseite eines vollstindigen
Vierseits wird der Abstand zweier Gegenecken durch
die andern Nebenseiten harmonisch geteilt.

9. Harmonische Proportion, harmonisches Mittel
5. § 1110} 11.

10. Ist M Halbierungspunkt der durch P und Q
harmonisch geteilten Strecke A B, so 1st:

AM?=MP.MQ.

§ 49. Kreispolaren.

{. Sind A, B, P, Q vier harmonische Punkte und
beschreibt man iiber der Entfernung A B des einen zu-
geordneten Paares als Durchmesser einen Kreis und
orrichtet in P ein Lot auf A B, so heisst dieses Lot

Biirklen, Formelsammlung.
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die Polare von  in Beziehung auf den Kreis. —
Ebenso ist das Lot in Q die Polare von P; P und Q
heissen zugeordnete Pole.

2. Die Beriithrungssehne der von einem Punkt
an einen Kreis gezogenen Tangenten ist Polare jenes
Punktes. — Eine Tangente ist Polare ihres Beriithrungs-
punktes, — Die Polare des Mittelpunktes ist die un-
endlich ferne Gerade und der Pol eines Durchmessers
ist ein unendlich ferner Punkt.

3. Die Polaren aller Punkte einer Geraden
schneiden sich 1n einem Punkt, dem Pole
dieser Geraden,

4. Die Pole aller durch einen Punkt gehen-
den Geraden liegen auf einer Geraden, der
Polaren dieses Punktes.

5. Die Polare des Schnittpunktes zweier Geraden
ist die Verbindungslinie der Pole derselben,

6. Der Pol der Verbindungslinie zweier Punkte ist
der Schnittpunkt der Polaren derselben.

7. Jede durch einen Punkt gehende Sekante wird
durch diesen, durch seine Polare und die Kreislinie
harmonisch geteilt.

8. In jedem Sehnenviereck ist eine Nebenecke
der Pol zur Verbindungslinie der beiden andern Neben-
ecken,

9. In jedem Tangentenvierseit ist eine Neben-
seite die Polare zum Schnittpunkt der beiden andern
Nebenseiten,

§ 50. Ceva-, Menelaos-, Pascal-, Brianchon-Satz.

1. Satz desg Ceva: Schneiden sich drei Eck-
transversalen eines Dreiecks in einem Punkt innerhalb
oder ausserhalb eines Dreiecks, so ist das Produkt dreier
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nicht aneinanderliegender Seitenabschnitte gleich dem
Produkt der drei andern. — (Umkehrung.)

9. Satz des Menelaos: Schneidet eine Trans-
versale eines Dreiecks die drei Seiten oder ihre Ver-
](mtreruun{m so ist das Produkt dreier nicht aneinander
lmffondar Seitenabschnitte gleich dem Produkt der drei
Shderh: 'L (Umkehrung.)

3. Satz des Pascal: Die drei Schnittpunkte je
zweier Gegenseiten eines Sehnensechsecks liegen in einer
Geraden,

4. Satz des Brianchon: Die drei Verbindungs-
linien jo zweier Gegenecken eines Tangentensechsecks
schneiden sich in einem Punkt,

§ 51. Aehnlichkeitspunkte, Potenzlinien (Chordalen).

1. Zieht man in zwei Kreisen zwei gegenliufige
oder gleichliiufige parallele Halbmesser, so geht die Ver-
bmdunnshmc der Lndpunktc jedes Paares stets fiir sich
durch dulne]hen fosten Punkt. Diese beiden Punkte
teilen die Centrale innerlich und #usserlich im Verhélt-
nis der Halbmesser; sie heissen innerer bezw. dusse-

er Aehnlichkeitspunlt.

9. Satz des Monge: Die drei dusseren Aehnlich-
kutupunkte dreier Kreise, ebenso je zwei innere und
ein #usserer liegen auf einer Geraden (A ehnlich-
keitsachse.)

3. Die Potenzlinie zweier Kreise (d.h. die gerade
Linie deren simtliche Punkte in Bezug auf zwei Kl eise
gleiche Potenz haben, s, § 42,12a-) %teht senkrecht auf
der Centrale. Wenn gememsclmfthche, gleichartige

Tangenten vorhanden sind, halbiert sie dieselben; schnei-
den oder beriithren sich die Kreise, so ist die Potena-
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linie gemeinschaftliche Sekante oder Tangente im Be-
rithrungspunkt; sind die Kreise konzentrisch, so liegt
sie in unendlicher Entfernung. Die von einem Punkt
der Potenzlinie an die beiden Kreise gezogenen Tangen-
ten sind einander gleich.

4. Die Potenzlinien je zweler von drei gegebenen
Kreisen schneiden sich in einem Punkt, dem Potenz-
oder Chordalpunkt derselben, oder sie sind parallel.




1. a)

b)

2. a)

b)

4
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§ 52. Gerade Linien und Ebenen.

Hine Gerade ist einer Ebene parallel, wenn
sie einer in der KEbene liegenden Geraden
parallel ist.

Ist eine Gerade einer Ebene parallel, so
schneidet jede durch die Gerade gelegte Ebene
die erste Ebene in einer parallelen Geraden.
Ist eine Gerade einer Ebene parallel und zieht
man durch einen Punkt der Ebene eine Pa-
rallele zu der Geraden, so fillt die Gerade
ganz in die Kbene hinein.

Tegt man durch jede von zwel Parallelen eine
Hbene, welche die andere schneidet, so ist die
Schnittlinie der beiden Ebenen den beiden
Geraden parallel.

Sind zwei GGeraden einer dritten parallel, so
sind sie einander selbst parallel.

3. Werden zwel parallele Ebenen von einer dritten
geschnitten, so sind die Schnittlinien parallel. -

4. Sind die Schenkel zweier Winkel parallel, so
sind auch ihre Ebenen parallel.

5. Sind die Schenkel  zweier Winkel parallel und
beide Paare gleichldufig oder beide gegenliufig, so sind
die Winkel gleich; ist das eine Schenkelpaar gleich-,
das andere gegenliufig, so sind die Winkel supplementir.

o b

6. Sind zwei Ebenen einer dritten parallel, so sind

sie einander selbst parallel,
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7. a) Steht eine Gerade zu zwei Geraden einer
Ebene senkrecht, so steht sie auf allen in
der Ebene liegenden Geraden senkrecht, d. h,
sie ist senkrecht zur KEbene,

b) Alle Geraden, welche in demselben Punkt
zu einer Geraden senkrecht sind, liegen in
einer Kbene, die senkrecht ist zu der Geraden.

8. Zu einer Ebene lisst sich durch einen Punkt
auf oder ausserhalb derselben nur ein Iot ziehen.

9. Zu einer Geraden lisst sich durch einen auf oder
ausserhalb derselben gelegenen Punkt nur eine senk-
rechte Ebene legen.

10. a) Jede Ebene durch ein Lot zu einer Ebene
ist zu dieser Ebene senkrecht.

b) Eine Gerade, welche innerhalb einer von
zwel zu einander senkrechten Ebenen senk-
recht zu deren Schnittlinie ist, ist auch senk-
recht zur andern Kbene, '

¢) Eine Gerade, welche senkrecht zu einer von
zwel senkrechten Ebenen ist, fallt ganz in
die andere oder ist ihr parallel.

d) Sind zwei sich schneidende KEbenen senk-
recht zu einer dritten, so ist auch ihre Schnitt-
linie senkrecht zur dritten,

11. Ist ein Winkel, déssen einer Schenkel in der
Projektionsebene liegt ein R, so ist auch der Winkel
selbst ein R; umgekehrt ist die Projektion ein R, so
ist der Winkel selbst ein R.

12. a) Stehen zwei Geraden auf derselben Ebene

senkrecht, so sind sie parallel.
b) Ist die eine von zwei parallelen Geraden
senkrecht zu einer Ebene, so ist es auch die
andere,
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13. a) Stehen zwei Ebenen auf derselben Geraden
senkrecht, so sind sie parallel.

b) Ist die eine von zwel parallelen Ebenen zu

einer (feraden senkrecht, so ist es auch

die andere.

14. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene ist
die kiirzeste Strecke zwischen Punkt und Ebene und
umgekehrt.

15. Diejenigen Strecken zwischen einer Kbene und
einem Punkt ausserhalb derselben sind einander gleich,
deren Endpunkte von der Projektion des ersten Punktes
gleichweit entfernt sind und umgekehrt. it

Die gleichen Strecken machen mit der Ebene gleiche
Winkel und umgekehrt.

16. Von zwei von einem Punkt nach einer Ebene
gezogenen Strecken ist diejenige die kleinere, deren
Endpunkt niiher bei der Projektion jenes Punktes
liegt und umgekehrt. '

Die kleinere der Strecken macht mit der Ebene
den grosseren Winkel und umgekehrt.

17. Der Neigungswinkel einer Geraden gegen eine
Thene ist kleiner als der Winkel der Geraden mit
irgend einer Gieraden in der KEbene.

18. Alle parallelen Strecken zwischen zwei parallelen
Ebenen sind gleich und machen mit derselben Ebene
gleiche Winkel.

19. Die kiirzeste Strecke zwischen zwel windschiefen
Geraden ist diejenige, die auf beiden Geraden senk-
recht steht.

90. Werden zwei parallele Ebenen von einer dritten |
geschnitten, so sind:

a) entsprechende Kcile\
b) innere Wechselkeile ¢ einander gleich,
c) dussere " [
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und d) innere Gegenkeile
e) RO l:etmgen zusammen
fusser y
. 2y ; ] 9 rechte Keile.
f) gemischte Wechselkeile
Jeder der sechs Sitze ist umkehrbar.

§ 53. Kugel-, Cylinder-, Kegelfiiiche.
A. Lagebeziehungen.

1. Ein Punkt liegt innerhalb, auf, ausserhalb einer
Kugel, eine Gerade und ebenso eine Ebene schneidet,
beriihrt, liegt ganz ausserhalb der Kugel, je nachdem der

p < : -
Mittelpunktsabstand = r ist: (r Halbm.)
S
2. Ein Punkt und ebenso eine zur Achse parallele
Gerade liegt innerhalb, auf, ausserhalb einer Cylinder-
fliche, eine zur Achse nicht parallele Gerade und eine

zur Achse parallele Ebene schneidet, beriihrt sie, trifft

St ; <
sie nicht, je nach dem der Abstand von der Achse =it

ist. (r Grundkreishalbm.)

3. Eine durch die Spitze eines Kegels gehende Ge-
rade liegt innerhalb, auf, ausserhalb einer Kegelfliche,
eine durch die Spitze gehende Ebene schneidet, be-
rithrt sie, trifft sie nicht, je nachdem der Winkel der

Geraden oder der Ebene mit der Achse = der erzeu-

gende Winkel « ist. ;

4. Fine Ebene welche eine Kugel schneidet, schnei-
det sie in einer Kreislinie. — Bine zur Achse parallele
Schnittebene einer Cylinderfliche schneidet diese in zwei
zur Achse parallelen Mantellinien, — Eine durch die
Spitze eines Kegels gehende Schnittebene schneidet die
Kegelfliche in zwei Mantellinien,

5. Eine Beriihrungsebene an eine Kugel ist (u. a.)
bestimmt durch zwei Tangenten, eine Berithrungsebene
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an eine Cylinder- und ebenso an eine Kegelfiiche ist
bestimmt durch Beriihrungsmantellinie und Grundkreis-
tangente.

6. Das Lot vom Kugelmittelpunkt auf eine Kreis-
ebene, Beriihrungsebene, Sehne der Kugel geht bezw.
durch den Kreismittelpunkt, Berithrungspunkt, Halbie-
rungspunkt derselben.

Umkehrungen.

7. Zwei Kugeln beriihven sich, wenn sie einen
Punkt der Centrale gemeinschaftlich haben und um-
gekehrt.

Die Centrale zweier sich beriihrender Kugeln ist
gleich der Summe oder gleich der Differenz der Halb-
messer.

8. Ein Punkt der Kugelfliche ist Pol eines Kugel-
kreises, wenn er von drei Punkten desselben gleiche
sphirische Entfernungen hat; er ist Pol eines Gross-
kreises, wenn er von zwei Punkten desselben sphirische
Entfernungen von 90° hat.

B. Grossenbeziehungen.

9. Der Grosskreisbogen ist die kiirzeste Linie zwi-
schen zwei Punkten auf der Kugelfliche.

10. Ist ein sphiirisches Dreick Polardreieck zu
einem zweiten, so ist auch das zweite Polardreieck
zum ersten.

11. Die Bogengrade der Seiten eines sphirischen
Dreiecks erginzen die Winkelgrade der entsprechenden
Winkel des Polardreiecks und die Winkelgrade des
sphiirischen Dreiecks ergiinzen die Bogengrade der ent-
sprechenden Seiten des Polardreiecks zu 180°.

(Nr. 10 und 11 gelten ebenso fiir Dreikant und
Polardreikant.)
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12. Zwei sphiirische Dreiecke gleicher Kugeln oder

A zwei Dreikante sind entsprechend gleich, wenn

i a) zwel Seiten und der eingeschlossene Winkel,

| b) eine Seite und zwei anliegende Winkel,

i ¢) die drei Seiten,

d) die drei Winkel,

- e) zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen
gleich sind und der Gegenwinkel der andern |

E . : Sy i
in beiden zugleich = 90° ist,
>

f) zwei Winkel und die Gegenseite des einen
gleich sind und die Gegenseite des andern in
beiden zugleich i 90° 1st.

13. Injedem sphiirischen Dreieck und jedem Dreikant

a) liegen gleichen Seiten gleiche Winkel gegen-
tiber und umgekehrt,
b) liegt dem grosseren Winkel die grossere Seite
gegeniiber und umgekehrt,
¢) sind zwel Seiten zusammen grosser als die
dritte,
d) sind zwei Winkel zusammen kleiner als der
um 2 R vermehrte dritte,

.,

e) ist, wenn die Summe zweier Seiten Z 180°,

auch die Summe der Gegenwinkel Z 180° und

umgekehrt,
14. Ein sphiirisches Zweieck verhiilt sich zur Kugel-
oberfliche wie sein Winkel zu 4 R; oder
sphiir. Zweieck = 2 R%arc «
15. Der Inhalt des sphiirischen Dreiecks verhilt sich
zur Kugeloberfliche wie der sphiivische Exzess zu 8 R;
oder

sphéar. Dreieck = R%arc (¢+8+y—2 R)




:],)
b) " "

§ 4. Geometrische Oerter.

(Geometrische Oerter.

16. In einem sphirischen Dreieck liegt
die Summe der Winkel zwischen 9 Rund 6 R

. Seiten

n

91

0 und 4 R.

Eine um Punkt A mit dem Halbmesser r be-
schriebene Kugel ist geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von A den Abstand r hat,
b) , jede Gerade, die .,

G) :1 "

d) , den Mittelpunkt jeder

C) 1 1

Ebene,

Ebene,

n

14

"

1

n

I

12

n

n n n

n n

m n

Kugel vom Halb-
messer r, die durch A geht.

Eine um die Gerade L als Achse mit dem Grund-

kreishalbmesser r beschriebene Cylinderfliiche ist

geometrischer Ort
a) fiir jeden Punkt, der von I, den Abstand r hat,

f » 2 o
b) ,, jede Gerade, die 5 5

bl

” 7 7

1 Y =0

d) ,, den Mittelpunkt jeder Kugel vom Halb-
messer r, die Li beriihrt.
Eine Kegelfliche mit der Achse I,, der Spitze A
and dem erzeugenden Winkel « ist geometri-

scher Ort

a) fiir jede durch A gehende Gerade, welche mit I

den Winkel e bildet,

b) fiir jede durch A gchende Ebene, welche mit L

den Winkel ¢ bildet,

¢) fiir jede durch A oehende Ebene, welche mit
einer zu L1 senkrechten Ebene den Winkel
R — ¢ bildet.

 Rine zu einer Ebene E im Abstand r auf einer
Qeite derselben parallel gelegte Ebene ist geo-

metrischer Ort
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1 a) fiir jeden Punkt auf dieser Seite, der von E
den Abstand r hat,

b) fiir jede parallele Gerade auf dieser Seite, die
von K den Abstand r hat,

¢) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel auf dieser
Seite, die K beriihrt und den Halbmesser r hat,

d) fiir die Achse jedes Cylinders auf dieser Seite,
der den Grundkreishalbmesser r hat und E
beriihrt.

5. Die Mittellotebene zu einer Strecke A B ist
geometrischer Ort

a) fiir jeden Punkt, der von A und B gleiche
Entfernungen hat,

b) fiir jede Gerade, die von A und B gleiche
Entfernungen hat und mit A B einen rechten
Winkel bildet,

¢) den Mittelpunkt jeder Kugel die durch A
und B geht.

6. Die Mittellotebene zu einem Winkel A B C ist

geometrischer Ort

a) fir jeden Punkt, der von den Schenkeln
gleichen Abstand hat,

b) fiir jede durch B gehende Gerade, die mit
den Schenkeln gleiche Winkel bildet,

¢) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche beide

Schenkel beriihrt.

Die Halbierungsebene eines Keils (M Q) ist geo-
metrischer Ort
a) fiir jeden Punkt, der von M und Q gleichen

Abstand hat,

b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche M
und Q beriihrt.
8. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im

=1
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i
| Umkreismittelpunkt O desselben 1st geometri-
scher Ort
a) fiir jeden Punkt, der von A, B und C gleiche
Abstiinde hat,
b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, die durch
A, B und C geht.

9. Das Lot zur Ebene eines Dreiecks ABC im
Inkreismittelpunkt oder einem Ankreismittel-
punkt desselben ist geometrischer Ort
a) fiir jeden Punkt, der von den drei Seiten

oleiche Entfernungen hat,
b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die
drei Seiten beriihrt.

10. Die Schnittlinie der drei Mittellotebenen der
Seiten eines Dreikants ist geometrischer Ort
a) fir jeden Punkt, der von den drei Kanten

oleiche Abstinde hat,

b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die
drei Kanten beriihrt. Die Schnittlinie ist
Achse des dem Dreikant umbeschriebenen
Kegels.

11. Die Schnittlinie der Halbierungsebenen der drei
Keile eines Dreikants ist geometrischer Ort
a) fiir jeden Punkt, der von den drei Seiten-

flichen . gleichen Abstand hat,

b) fiir den Mittelpunkt jeder Kugel, welche die
drei Seitenflichen beriihrt.

Die Schnittlinie ist Achse des dem Dreikant ein-

beschriebenen Kegels.
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§ 55. Sitze iiber Polyeder. Formeln fir Oberflichen,
Rauminhalt.

A. Allgemeine Sitze.

1. Eulers Satz: Bei jedem Vielflichner ist die
Summe der Anzahl der Ecken und Flichen um 2 grosser
als die Zahl der Kanten,

E+F=K-- 2

9. Die Anzahl der Kanten ist halb so gross als

die der Winkel,

| s
K = 5} W.

3. Bin Parallelschnitt einer Pyramide ist ein
der Grundfliche #hnliches Vieleck und es verhilt sich
der Inhalt des Parallelschnittes zu dem der Grundfliche
wie die Quadrate ihrer Entfernungen oder derjenigen
entsprechender Ecken von der Spitze der Pyramide.

4, Satz des Cavalieri: Haben zwei Korper
gleiche Hohe und gleiche Grundflichen und sind alle
Parallelschnitte, die in denselben Entfernungen von den
entsprechenden Grundflichen gelegt sind, einander gleich,
so sind die Korper selbst inhaltsgleich.

5. Aehnliche Korper verhalten sich der Oberfliche
nach wie die Quadrate, dem Inhalt nach wie die Kuben
entsprechender Liéngen.

B. Berechnungen.

M Mantel, O Oberfliche, & Grundfliche, Q Quer-

schnitt, h Hohe, r Grundkreishalbmesser, R Kugel-

halbmesser, a, b, ¢ Kanten, s Mantellinie, S Mittelschnitt,

V Rauminhalt.
* 6. Quader, O=2(ab-+be-ca)
V=3abec
7. Prisma, V=G .h—=0Qs

|

I




g Pyramides V=0 .=

9, Cylinder.

h
3

M=2rzh

Siitze iiber Polyeder.

O=2rn(h-|1)

-V === 1"j 7T h.

Fiir den Hohleylinder
V=(’—r*)zh

10. Kegel.

M=r=zs

O=rn(s}

s= ) I?

1

r)

\'r S ;_) ; 1‘2 T Il

)

11. Pyramidenrumpf.

h

Vst (G4+VGG, +G,)

12. Kegelrumpf.

M=(r4r)zs=2pzrh
(p Mittellot zur Mantellinie bis zur Achse.)

'}311 :

\I — 3‘ (l‘g —I— 1']‘1 -—[ l'l 2)

13. Prismatoid.

14, Schiefabgeschnittenes dreiseit. Prisma.
a4 b-lec

15. Kugel,

Kugelzone, O=2R=zh

1
V= [—’] (G4 G, 45)

V—q

O0=4R’=n
el

)

T

3

G e
= v (3r*+43r,*-}h°
)
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Kugelabschnitt.
O=2Rzh—{*+h)=
w h 7 h?

V=2"(8r"+ h%)==——(3R—h)

6 3

Kugela usschnitt.

| )
"r:-‘i‘ Hgﬂ,‘h
)
b e
Lugelkeil. -
Srg 270

16. Guldins S#tze. a) Die Oberfliche einer Dreh-
fliche ist gleich dem Produkt aus der Léange der er-
zeugenden Linie und dem Wege des Schwerpunkts der-
selben,

Besteht die Erzeugende aus den Teilen 1,1, 1, ....,
deren Schwerpunkte die Absténde s, s,, s, .... von
der Achse haben, wihrend der Abstand des Gesamt-
schwerpunktes der Erzeugenden s ist, so 1st

s(L+LFL+ )=s81 +8 ], f8l+....

b) Der Inhalt eines Drehkorpers ist gleich dem
Produkt aus dem Inhalt der erzeugenden Fliche und
dem Weg des Schwerpunktes derselben.

Zierlegt man die erzeugende Fliche 1 in die Teile 1,
i,,1,... und sind die Achsenabstéinde der Schwerpunkte
der ganzen Fliche und der Teile s, 5,,8,,8,...., 80 1st
13 s Sy i:-} e

sl=s, 1 -
| 17. Regelmissige Korper. R Halbmesser der
i umbeschriebenen, r derjenige der einbeschriebenen Kugel,

a Kante.

| = e o
Letraeders R = 4--] B r— —1--_51 b2

e r a’

@Qie= gl g ey O,

12



Wiirfel.

| Oktaeder.

Dodekaeder.

Isokaeder.

Biirklen,

Siitze iiber Polyeder.

B a
R:_ Bt =
0 =6a’; VN ==ua.
(R e
R--—--)—i'2; e )6
3
0=243; V==
Rz—-(l +V5)V3;
/50 4+ 2215
PES —4—] == = a ctg 36° cos 50°;
0—3a ]-"5 G+ 2Y5);
g
V= = — 4 F.r (F Seitenfliche)
3

(15—] TY5)=>5a’ctg® 36° cos 36°.

z e it T =
L 4'}-' 2(5+15); :
L NTLays v
FERE ] CEmE R
__2a cos” 36°
73 X7
O = bHa?y 3 :'5;

2 90 F.r _ba e
V= 3 % 19 ()_I : ;.’);
10 a*
— ——— cos” 36°

3

Formelsammlung.




Ebene Trigonometrie.

I. Goniometrie.

§ 56. Funktionen einfacher Winkel.
1. Erklirung der Funktionen,
a) Am rechtwinkligen Dreieck (a Hypotenuse,
b und ¢ Katheten.)

[ : b a b a
Sl ——" O =—— cosec f — —:
) 1 g 2 Orvs 5 b
] . (] : ¢ . a
cos = ek — e O SR
l : DL b’ : G
C

A

b) Am Koordinatensystem (r Fahrstrahl, x und y
Abscisse und Ordinate.)



Funktionen einfacher Winkel.

Der sin hat das Vorzeichen der Ordinate,
der cos das der Abscisse, tg und ctg haben |
gleiches Vorzeichen.

¢) Vorzeichen in den vier Quadranten:

S1T cos to ctg

LI, 4 £ £.i: 28 |
B S AN S St | el bt |
TR |

2. —a R—ea¢ | R+« Qli—-cc‘QR—}—a '
sin | — sin cc. -§| ;ﬁos 47 CoS @ - sin « ‘ — sin a

—cus CoS o | sin e —- sina | —cos « | :cos o
tg = t;,a: ctg o G ctga | — tg {‘:5 1 - tg a |
ctg | —cig e tg o - —tga | —ctga i -+ ctg o

o e

e s

S3R+a 4nR .hE_. o

sin = cos @ I — cos. c::. sin (+ «) .i - i !iﬂ
¢cos | —sine | —sine |cos (+ &) ‘ |
tg 3?7&§§74—&g&flge£§3\ srrdvas I
_____ | P =it ol WM Ay | SRS = e EEE = e 1 i | i

ctg | +tg e ‘ —tg o |ctg (_}: ) || . ; |
il




Ebene Trigonometrie.

fi+

3. Grenzwerte und besondere Werte:

0 A g0 |

| 860°

180° | 270° | 45° | 80° | 60°

0




Funktionen einfacher Winkel.

4. Zusammenhang der Funktionen:

|
|
sin®a -} cos’a—=1
; sin « 1 H
tgo—=—=—— d
COoS o ctg o |
cose 1 ‘
etgo=——=— |
sin « tg o .
J tga.ctga—=1
1
1--tgta—=—— _
iy s cos’a : .
5 1
L I‘E—ﬂig"fﬁ—'_—-. g (]
sin- o
| | | i
sine | cosa | tg « ctg o |
i ke tea | 1
SN & — /1—cosa|l —— | o
L 1 tg‘aall-“l—[—ctg‘a
o2 | 1 ‘ ctg a '
coso =171 —sin® « | ——— |
} . V14 tg¥alf 15 ctg e
sin « "l.-"'m({gﬂ'a ' 1
t‘!:!: e e '-_':Ta_._;' | = : 3 = x o
Y1 — sin® a|  cos o | ctg a
..——_—.i.______ - e - o —. ; = — - - ————
W1 —sin’e| COS® | 1
ctg a = |
sin « V1 —cos*e g a
L~
7 N 7
8
a o
Vi=sire @ o5 & 7 clga




Ebene Trigonometrie.

§ 57. Funktionen zusammengesetzter Winkel.

sin (¢ ) = sin a co8 § -~ coS ¢ sin

7
cos (a |- f) = o8 & €08 B |- sin ¢ sin
tga--tg g
)\ g (@t p)= —— o
= 1+tgate g
.. ctgactgp -1
etg(e+0) = —F—
T Ctg 4] -|_ctg a
T © 5 e | s 0wt (47 o
sin2a—=28NacoSa} 81N ¢ — & 81N —-CO8 -~
) a - & 0 (4] s a L
COS aa—CO0S ¢ — SIN" t5 COS a = EUS"—_)— ~— Sin 7
ol i
Vo B
b) 5 2 tg o : 2
22a=— - - tga=
1—1g ¢ gt ™
—tg?
dned
a0
cte®a —1 G5 ="
(;t.g‘ Dig === H Ct-g o= —
2 ctg o 9 ote >
« g o
el
o E g e D iy ) 3 e
r 2COS ¢ =1--COS&0j = COS s -— CO8 &
el
~ . - a
¢) { 2sine=1—cos82¢a; 2sin’ -=1—cosc
i [ 1—co82a sin 2 « 1—cos2a
Lo i Il P e e e ST
i l 1+ cos2a 1|}-cos2a sin 2 a

a) { sin8aea—=—23sina — 4sin’«

oS 3a—4 cos’ a — 3 oS .
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Formeln iiber das schiefwinklige Dreieck. 103

2. Umformung von Summen und Differenzen. |

:
|
| fal
[05 3 e o5 .
sin ¢ - sin § = 2 sin - c') 4 COS8 6—*-- i
“ “ i
| f H
. - o == . o—f |
sin ¢ — sin g —2 cos —-‘—;—ﬁ S = |
= e |
a) |
| o) i &—p
COS - COS 3 — & COS —— COS —(5—
=]
e P
CoSa— COSf— — 2 8in——— 8Sin —-
5 il el
cos o - sine =1} 2.s8in (45° -} «)

1 - o
hy Lo tga_ tg (451 «)

3]

o ad
- sin2«a
—tga=2ctg?2 .

ctgo |- 1g o

(o]

b
as

b=

IT. Das Dreieck ete.

§ 58. Formeln iiber das schiefwinklige Dreieck.

1 | i 2R i | ._'8_ T S i
. o = ‘G SE ! 9 = 2 P {]
. : H
sin (L y)=sin(2R —ea)=¢sine 1
. il
cos (B +7y)=cos (2R —a)= —cos a I
i (r - 2 |
sin - —sin|R — | =co8 [
2 : 2 2 I
i o T !
cos —5—— =cos R — '2—) =6in.

9. a:b:c—=sina:sing:siny. (Sinussatz.)
J asin = bsine=h"
bsiny=c¢sinpg=h (Hohenformel.)

¢sina = asiny = h'.




=

'u'_ T _.D_ e _C' — 9 p

Sina sin g siny

a=2rsing (Sehnenformel.)
b=2rsing

c=2rsiny.

I a—D>b cosy -} ccosg
1 b==ccosa-} acosy (Projektionssatz.)
¢ = acos -} bcosa.

Bty
ble - 575
b—c . f—y

Y ¢

(Neper’sche Gleichgn.)




Formeln iiber das schiefwinklige Dreieck,

o e
5. | (b-4-¢)sin- 5= &cosr—zz
i Y —
(c-}a)sin 2'_11005 9
o —
(a-l-b)sin e ceos—c : S
o (Mollweide’sche
a =y Gleichgn.
(lwhc)coa—_qsmﬁz * gu.)
@ y—c
(c—a )G(}&,c—)_hsm‘i'é
a—4@
({L—b)GUS'g—-L‘alll -
6. Pythagoriiischer Lehrsatz fiir das schiefwinklige

Dreieck.

a’=b*-}c*—2hc.cosc
1 b*_ce—}— a’—2ca.co8p
c’=a’| bh*—2ab.cosy.

0 : ‘e
Folgerungen:

( (b c)— 4bocost-+

(24

a = i
l (b — ¢)*+4besin® —-.

a+btce=2s \ a—blec=2(—Db)
—atlbte=2(—a) | atb—c=2(s—c).

2.

4 e /(s—D)(s—c ¢ 1/s(s—a)
3. | sin i ( b)f(z >; 0085 = Eort
2 /q—u g-—a B 7 s(s—b)
L

y (s—a) %mb) *-r 1 fs(&;——c)

s : ey i

-—-l — OBt e

T




o

Ebene Trigonometrie,

0 : 5 L2
sin ¢ = ﬁl s(s—a)(s—b)(s—c)

7 I : :
sin f :c—ﬂa—]!s(s-—a)(s——b) (s —c¢)
2 i

sin y = —¢ Js(s—a) (s—Db)(s—c).

‘/(sﬂbj{s;—c) ek

s(s—a) sy

B i ,ff (S —-_(;) (S == EL) '_{'.'

9 s(s—b) 5
Lo aE b o
59— I s{s—=0) §—C

7. Inhalt, In- und Ankreishalbmesser.

1. 2J—=absin y=Dbcsin« =casin .

[ 2r?sin @ sin g sin ¢

Fali— sl
] 3
3. J =1s(s—a)(s—b) (5—¢)

a) = @, (s—Db)=¢,(s —o).

:Q.STQI(S

[ o 6 Y
o=(s—a)tg-=(—b)tg5=(E—0)tg 5
' % 8 Y

o=stg53 o, =s8tgo5 g, =stg 5

- f):. . ﬁ -

o=4dram g Sl 58Ik 5

Gi
o 6
§—=4r cos - C0S — COS -

[0
B2 |




Berechnungen,

§ 59. Berechnungen.
I. Das rechtwinklige Dreieck,

a Hypotenuse.
1. Gegeben a, B.

b=asing; c¢c—acosB.

2. Gegeben b, B.
2 b ctg B
a——— o©¢=bctgp.
sin §’ =

3. Gegeben a, b.

b s
sin § = —, c—acosf=Dbctgf; c=)a*—Db"

4. Gegeben b, c.

; b b C
o === . = < R .
o & sin B cos 8’

9J =be=abcosg=absiny=Db*tg .
I =)

e e

II. Das gleichschenklige Dreieck.
1. Gegeben b, g.
a=2bcosg; h=Dhsing.
2. Gegeben a, e,

b

A s B
~ 2 cosp’ e

3. Gegeben a und b.

tg B.

: a S R /uj_rﬁ_
GO‘L’S'_—‘EB: h=Dbsinp = thﬁ:]_ b =
g » a’
o J=b* s cg:ztg B.

IIT. Das regelmiissige Vieleck.

1. Gegeben a.
Br e 180"

it 0 Ui
n

T —

==
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= iy e RTINS

Ebene Trigonomelrie.

a 180°
o =" 2 Gt{,; T—
G S 180°
J : Gtg _-:-_._-'
4 n
2. Gegeben r.
, LR EY
a— 2r sin
n
180°
— I 0§ —
¢ n

S s s 3hHY
Jdi—= = am

2 W
3. Gegeben . :
I'= § :-COE ?
180"

b o n

: : 180°
J=no:tre R

IV. Segment.

5 i L o
Sektor — ag00 — o Mc e

., T mal r |
Segment = — (—-'—" — sin ¢ | = —— (arc @« — sin a).

V. Das schiefwinklige Dreieck.

1. Gegeben a, 8, 7. . -
. : asin asin y
— 1800_[\‘3_;_ ?), hb=———"' = A

Sin ¢ Sin @




P T e e en T e TR b e LR L S R -

2. Gegeben, b, ¢, a.
By R a oder:
T R Z b sin ¢
B—y b—ec¢, B8ty = hoosa
5 2_ i IJ_C? S fé”_ b sin « el G b cos «

G
B+y B—y sin g

Berechnungen.

b sin «

sin B

(: FT)T--E— ci—2

be.cose)

(2,‘5 :&—}—1]+ C).

cos P




2. 8.tg

(14 ﬁ .
€ A P L S s e 0
3' 2 i 2 I 2 o 90 .
t 4, Gegeben a, b, §.
| a) b > a.
: a sin B
1. sin ¢ — — o <900
b
0 | .
2 = 180% — (fc T :J)
bsginy asiny
) s ¢ G i
S — — = —

sin B sin o

: a sin 8

b) b < a; sine= s e

hiebei ¢ und 180°— « brauchbar, daher 2 Werte fiir c:
c,—acos g} bcosa

¢, = a cos § — b cos e.
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Sphirische Trigonometrie.

60. Das rechtwinklige sphiirische Dreieck.

I. Formeln (a Hypotenuse).

cos a cos b cos e (a,
9, cos a = ctg p ctg y (a,

3. cos g=siny cosb (4,
cos y = sin 3 cos c.
1 sin b
4. 8In 8 = ——— (8,
sin &
: sin ¢
sin ¢y — — .
7 sin a
toe
o o)
D¢ BOR B —7— 3
) e tg& (f’?
coS v — 6D
¥ ‘) pm— t:r:ra,'
te b
6. tog—=——
g8 sin ¢ (‘G’
tg ¢

7. Nepers Regel. Der
cos irgend eines der wie neben-
stehend angeschriebenen Stiicke
ist gleich dem Produkt der sin
der getrennten und gleich dem
Produkt der ctg der anliegen-
den Stiicke.

Hiedurch kénnen die For-
meln 1—6 mechanisch abgeleitet
werden.

IJ} C;'I.

By 7)s
Vs T))

0% 9028
—‘—~__,.__’-‘/

s —

T R L e

=
T e

e




Sphiirische Trigonometrie.

II. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks,

o
1. Gegeben a, b.

coS a
1. cos ¢ = ———.
cosb
tg b toc
o gg= w1 J[g Y = — =
sin ¢ sin b
2. Gegeben b, c.
cos a — ¢os b cos c.
tg b te ¢
to =t e tg ey v el
= sin ¢ sin b

3 ]

3. Gtegeben a, g.
1. ctg y = cos a tg g.

2. tg ¢ = tgacosg; tgb=1tga cosy.

4. Gegeben b, g.
sin b

1. sina — ——— (zwci Werte fiir a).

sin g
2. ctg ¥y = cos a tg 4.
0 e =
3. tg ¢ = tg a cos g.

eI Ut
5. Gegeben b, y.

te b
1- tg & .'_—_———-z—j —
cos ¥

2. tg c=3sin b tg 4.

(3]

3. cos f= cos b sin 7.

6. Gregeben g, 4.
1. cos a = ctg g ctg y.
cos f

2. cosbh -—— —.
sin y



Das schiefwinklige Dreieck.

Determ. Sind g und y gleichartig, so muss | + 9> 90°

und <

L‘f-—:'."

T1;

11T,

IV.

\,

" cosa = coshcosc--

Biirklen, Formelsammlung.

270° sein; sind g und y ungleichartig, so muss
oder ¥y — B < 90° sein (5. 53,13, a)-

§ 61. Das schiefwinklige Dreieck.®

A. Formeln.

gin b sin c cos « a, b, ¢, @
-sin ¢ sin a cos 3

1
|
|
i [

co8 _
Cosinussatz.

cos ¢ = cos acosh-|-sinasinbcosy

sinassinb:sinc=—sinc:sin{: siny;

sin a sin g = sin b sin ¢ = h* a, b, e, 8;
sinb siny —sinesing=h
sin ¢ sin ¢ — sina sin y =1’

Sinussatz.

sina cos g—cosb sinc—sinb cose cos a; a,b,c,e,8;
sina cosy=—cosc sinb—sinc cosb cosa;
sinb cos y=—cos ¢ si s 8
sinb cos ¢==cos a sin ¢c—sIn a cos ¢ ¢os f;

sin ¢ cos = cosa sinb —sina cos b cos y;
sin ¢ cos f=cosb sina--sinb cosa cos?.

I oginiberre r a ] —
sin — sin | —=—38in — cos :_9__9__;__; a,btc,8-+v3
2 2 2 2 = B
o b-{-e¢ a By
sin ol COoS —, — C08 — 0S8 —- :
o 2 2 2  Delambre’sche
Rl b—ec . & . g—Y bezw.
OB p M- 5 Pl a Gauss’sche
el L gty Gleichungen
2 2 z 2




9 arbﬂ_‘_caﬁ'1—y:ﬁ_ff'
tg s —itg' 5 S ‘? 1‘_—”
coS —1- ‘| a, 8+ 9y, bic,b—¢ )
—— ¥ |
sin B—— Y
b—e a 2
g — Wt s |
7 = sinr—_= |
" |
cos D= |
te B 4y for & 25 Nepersche
L clg 9 ° b-+e¢ Gleichungen.
; oS —5—
gt &
B =1 o 2
te__{—ctge— o ———
| g2 Eoe Tpu
sin S
VL a—]—b—l—c:?s
Sy sin (8 — b) sin @___ c)
sin — — - ; St g i e
2 sinb sin ¢ AR
el 1/%m(s—ao)sm (s —a)
sin T e ;
& sin ¢ sin &
y _1/sin(s—a) sin(s—Db)
gin = =1/ — ——
2 sina sin b ‘
o Vsm s.sin(s—a)
cos — —
2 sin b sin ¢ ’
B /sin s sin (s —b),
cos — = ]/#
2 sin ¢ sin a
¥ ]/ sin § sm (s —¢)
: sinasinb




T T T BT 5 6 e e . ST T — B T

VIL.
t.
VIIL |
| J
IX.

)

l

[IIb

S = ysin 8. sin (s — a) sin (8 — b) sin(s — ¢)

sin y cos b = ¢os g 8in ¢ -~ S1n g cos ¢ COS ¢,

Das schiefwinklige Dreieck.

f

sin 28 1
L . oy 8, b, c
sin b sin ¢ 2t
i 28 : 2 8
Sl“ i.j _ L] !‘il!] ?,, e

sin ¢ sina’ sin a sin b’

(S Eckensinus.)

s — b) 8in (s — ¢)
»in 8

“ .Jr 2 ficy T R
- V Sin (8 — a) Sin (

¢ _ sin (8 —a)

D I- 3
B sin (s —b) y __ 8in (8 — ¢)
ctg e s el rtan o

e—=a-}+p-+y—180° (sph. Exzess)

.

o

/ . ¥ :
e s—a, 8S—h, s—e¢
n == l-’f tgz tg e ‘Lg e Ig_ o

' ' '

s — b B—¢

t (cc & ) ] tg Dt B
4 — s B gzl .
T 2 4 / t BE—4

8 B

(I’Huilier’sche Gleichung.)

Polarformeln.

cosae— —cosfcosy-|sinfsinycosa; a,«, B, y.

COBR—=—CO08Yy COS ¢

COS ¥ = — COS ¢ COS - S1n ¢ sin § cos c.

sin y sin ¢ cos b

sin e cos b=cos gsiny -} sin fcos ycosa; a,b,a,p,7

sin @ cOs ¢ = oS y 81N B~ Siny €08 2 €OoS a

) jSin g cos ¢ =—cos ysing-f-sinycosecosb
sin f cos a==cosasiny -} singceosycos b
81N ¥ COS & == COS @ Sin § -~ 81N ¢ COS § COS C
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Sphiiriseche Trigonometrie.

116
gty =203

L
S —1— cos ocos (c—a) cos(c—g) cos (o

)3

9 v
i
S 5

in g siny
2 =z 2
sin b = - s sin ¢ -
" sin ;Vsm a’ ~ 8in « sin B

VIID) Bn

i 7|
=

I

{4 1

o /608 (60— «) €08 (0 — 8) cos (o — )
] — CO0S ©

i \
_cos(r—

O
2 9 k:

360° — (a -+ b+ ¢) (sph. Defekt)

tg‘g——
=

: f.! .G-j_-i’

1
bl === ] Ll ok
| 4 e

]

SphLiris'cher Umkreishalbmesser R

sina sinb sine a b c
—— = = — 2tg R cos - cos 5 €08 5
sin @ sing siny 2 2 2
e —_— A
g B | IS Pl
— cos O

el Sphiiri%cher Inkreishalbmesser
ﬁsm s——&)bm(s-—h)am(s c)

tg o = 41—k
2 ; sin 8

=0t

XII. Inhalt des sphir. Dreiecks s




Das schiefwinklige Dreieck.

|
B. Berechnungen, I |
I |
1. Gegeben a, b, c. I
¢ . ; 2L J
1. atbte= )5,5—1 cery 8—b=..,8—c=... i
5 e .s’am( —~f1) bl]l (s—_I_J_)_,sm(sj_Eﬂ !‘
! sin 8 |
3 o sin (s—&} i sin(s—b) i
J. elg — = ————— etg — —= —— 1
= k el k 3 1
y  sin(s—c) 1l
A e e |
g k i
Proben: . ‘ ; ; i
Proben: 1. (s—a)4(s —b)}(s—e)=s ;
1 a ] ¥ 1 |
3 i L I 1 !

L ctg — .ctg -, ctg L= —
SIRLR- =2 D =30 2 k i
2. Gegeben «a, 8, . il

Sk s e B s
I_n 26_—a—]—i&l—-i -}J" g — a:.._:\ G"—ﬁ___....’ U—y:.gp

9. k'—s. VIII b :

‘ & _ Cos (rrw —a) i
3. to — — ~y . 8, W B. VLIL b, |
N '
Proben: 1. (G'-—- Cc) —{— {f0=—=0) —{— (.{;r e 3:) = :
a b c 1
2, — Ao — to— tg— ——. |
b{)n i 2 o DaiCy = St ec) k? I i
3. Gegeben.b, ¢, q. il
sox® b—ec |
08 —C0S —— i
iy Btv 2 2 Z v i
. tg — = = _— S, V i
LR o b+ec~ N ( )
sin - cos-—g - ’|;_[
¢ . b—e i
5o e e PR el I
Lo [’g T RIS (E—E-[ \, ) | i
el = -—I C i

sin - g SI—5—
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118 Sphirische Trigonometrie.
[ a 7, oder N
B i - o
[ 2 ety Ot
sin®5—  cos——
7 l’ =] =
-.L. ] ) a Z( ‘N.‘
(@ ST e T
i st | N, I
l s1in - O co8 =

Ist nur a verlangt, dann dies aus L

4. Gegeben B, 7, a.

= (s IV.), oder

< V)s

- 5. IV, oder

S B—vy
§in — o8 ——
-1:_} e G 2 Eﬁ Z
1. to——=—"""""7" i
S ; T Bty . N
GOS8 - o cos 5
~ —
aiay = Re
sIn —— SIn —
e W T T = = —
= :_l) a - E _Il -: Ni‘
COS — 81 o
[ } S 1} _]i_ G " 1) —
Sepse it
: [ I) + G ]) —C
C = — — ———.
i . 7 _l N
LRl = OBEE ==
T bto
ST i
3111 2 cos 2
(i 7 N/
CORE —T——— o — e
2 D=0 b—e¢
sin—5— Copies

Ist nur «

1. sin 8

o

bo
=
a2

verlangt, dann dieses aus Lb.
5. Gegeben a, b, a.

sin b sin @

sina
S1n a 0 ‘_|.i_ B
CoS ——
a1 b 2 |
— 0 - 0OC
tg 5 Th )
cos = E
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Das schiefwinklige Dreieck,

| . atB
gin————
' F =D 9 :
| =L =8 (s. V).
| el
h—1
CO8 ———
. . a-- B 2
3. tg 9 = ctg 5 —-——+ 3
cos —
. a—Db
i ; '5111 ol
— 08D akb
B

Determination. Fiir B ergeben sich aus 1. 1m
allgemeinen zwei Werte. Bei der Bestimmung st zu
beriicksichtigen, dass

>

>
wenn a = b, danne = §
G _< 9 L4 < %
. I > Q)0 Yot 12 20
und a + b 180° dann a-—+§ 180
< ’ <

(s. § 53, 13 b und e).
6. Gegeben a, B3, a.
sin a sin f

1. Sil’l b e =l
SN o

2

=
[

ug
i_
l

— PR

9 b

= 8. 0,2

| o o

aQ

Determination s. ebenfalls vorige Aufgabe.

Anmerkung. Die Aufgaben 2, 4, 6 sind die
Polarfille zu den Aufgaben 1, 3. 5; ihre Lidsung kann
daher dureh Uebergang auf das Polardreieck auf die
Losung der Aufgaben 1, 3, 5 zuriickgefithrt werden.
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1. Beobachtungsmittel.

§ 62. Koordinatensysteme.
A) Zienitlinie, Horizont.

1.. Zenitlinie = Vertikallinie durch den Be-
obachtungsort; ihre Schnittpunkte mit der Himmels-
kugel heissen Zenit (Scheitelpunkt) und Nadir (Fuss-
punkt).

2. Horizont (wahrer Horizont), die durch den
Erdmittelpunkt senkrecht zur Zenitlinie gelegte Ebene;
scheinbarer Horizont = Beriihrungsebene an die
Erdkugel im Beobachtungsort; scheinbarer Horizont
parallel dem wahren. — (Horizontalkreise senkrecht
zur Zenitlinie,

3) Ost- und Westpunkt, Schnittpunkte des
Horizonts mit dem Himmelsiquator (s. B); Siid- und
Nordpunkt je um 90° vom Ost- und Westpunkt ab-
stehend, Mittagslinie verbindet diese beiden.

4. Vertikalkreise (Hohenkreise), Schnittkreise
der durch die Zenitlinie gelegten Ebenen mit der
Himmelskugel, sie sind senkrecht zum Horizont; erster
Vertikal geht durch Ost- und Westpunkt.

B) Weltaxe, Aequator.

5 Weltaxe; verlingerte Krdaxe, Drehungsaxe
der Himmelskugel; Weltpole (Nordpol, Siidpol) Schnitt-
punkte der Weltaxe mit der Himmelskugel.

6. Aequatorebene durch den Krdmittelpunkt
senkrecht zur Weltaxe.



e e e e

Koordinatensysteme.

7. Meridiane oder Deklinationskreise,
Grosskreise durch die Weltpole, senkrecht zum Aequa-
tor; Hauptmeridian durch Zenit, durch Siid- und
Nordpunkt.

8. Polhohe = Neigungswinkel der Weltaxe gegen
den Horizont. Aequatorhihe = Neigungswinkel
der Aequatorebene gegen den Horizont.

a) Polhohe = geographischer Breite.

Die Polhohe hy, wird bestimmt durch Beobachtung der
Aequatorhohe h, zur Aequinoktialzeit, h, = R — h, oder
oder als arithmetisches Mittel aus oberer und unterer
Kulminationshohe eines Circumpolarsternes, — Aus
der Polhdhe erhdlt man die geographische Breite.

9. Sichtbare Sterne fiir einen Ort von der
geographischen Breite ¢ sind diejenigen, deren Abstand
vom sichtbaren Pol < 180°— ¢, vom unsichtbaren < ¢ ist.

10. Circumpolarsterne, Abstand vom sicht-
baren Pol <g.

C) Ekliptik, Axe der Ekliptik.

11. Ekliptik = scheinbare jihrliche Bahn der
Sonne, Ebene der Erdbahn.

12. Schiefe der Ekliptik — Neigung der Ekliptik
gegen den Aequator, = 23":° genau 23° 27/ 13“.

13. Axe der Ekliptik = Lot im Erdmittelpunkt
auf der Kkliptik; Endpunkte dieser Axe Pole der
Ekliptik. :

14. Tag-und Nachtgleichepunkte = Schnitt-
punkte der Ekliptik mit dem Aequator, Friihlings-
dquinoktium (Frihlings- oder Widderpunkt V") und
Herbstiquinoktium; Sonnenwendepunkte oder
Solstitien stehen von den vorigen je um 90° ab.

15. Breitenkreise, Grosskreise durch die Eklip-
tikpole, | zur Sonnenbahn,

e Y T

e ——
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§ 63. Lagebestimmung,

1. System A. — Grundkreise: Hauptmeridian und
| Horizont.
R Héhe h geziihlt auf dem Vertikalkreise vom Aequa-
Rl tor aus 0° — 90° nordl. oder siidl.
1 Azimut a (A) gezihlt auf dem Horizont vom Siid-
punkt aus iber W, N, O von 0°— 360°. Ermittlung
dieser Koordinaten durch den Theodolit, Hthe auch
durch den Sextanten und annihernd durch Schatten-

2 1
linge (tg hi= —)

8

2. System B.

a) Deklination §, nordlich () oder siidlich (—),
sphirischer Abstand des Sterns vom Aequator; Pol-
distanz 90°—¢.

Stundenwinkel t = Aequatorialbogen zwischen
Meridian des Beobachtungsortes und Meridian des
Sterns, gezithlt von dem ersteren aus von 0°—360° iiber
W und N (wie das Azimut); statt Gradzahlung auch

i Stundenzihlung (15° = 1 St.) ringsherum 0 — 24", oder

; il nach beiden Seiten.

A Messung durch Aequatoreal.

it b) Deklination 4, wie in a, und

M Rektascension e (A. R.),

bt gezihlt im Aequator vom Kriih-
lingspunkt () aus, entgegengesetzt

S dem Sinn der tiglichen Bewegung

der Sonne von 0°—360°.

Sternzeit © = Stunden-

winkel des Friihlingspunktes, z. B,

1h Sternzeit, wenn Stundenwinkel

des Frithlingspunktes 15° 6 —t=«.

v
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Messung  mit Passage-Instrument und Uhr nach
Sternyvit
. System C.
Brmte 3 nordlicher oder stidlicher Abstand des
Sterns von der Ekliptik, gezihlt vom Aequator.
Linge 4, Bogen der lehptlh zwischen F'riithlings-
puuL’r und Breitenkreis, gezihlt vom Friithlingspunkt

aus im Sinn von o von 0°—360°.
Diese Koordinaten sind nicht mehr nehmudﬂmh.

4. Sternbilder.
Die zwolf Sternbilder des Tierkreises sind ¢

Widder 7 | Lowe §) | Schiitze &
Stier bol | Jungfrau 1P | Steinbock g
Zwillinge ] | Wage L. | Wassermann  aaw
Krebs 63 | Skorpion 1 | Fische W

§ 64. Die Zeit.

1. Sterntag & 24 Sternstunden = Zeit zwischen
9 oberen Kulminationen eines Sterns, = Yieit einer
vollstindigen Umdrehung der Erde. of Sternzeit, wenn
der Friihlingspunkt im Meridian; Dauer eines Stern-
tags 23,935k = 23k 56m 4¢ m. Z. !
9. Mittlerer Sonnentag = biirgerlicher Tag,
Zioit zwischen 2 Kulminationen der gedachten, im
Aequator mit gleichfsrmiger Geschwindigkeit laufenden
Sonno.

. Zeitgleichung = Differenz zwischen wahrem
und 1111tt1erem Mittag (huhmna{mﬂen der wahren und
der gedachten Sonne).

4. Tropisches Jahr — scheinbare Umlaufszeit

der Sonne, von V" Punkt zu V Punkt — 365,2422 m. T.
_ 365 T. 5t 48m 46s m. Z. = 366,2422 Sterntage.

Siderisches Jahr = wirkliche Umlaufszeit
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der Erde von Fixstern zu Fixstern = 365,2564 mittl.
Tage — 365 T. 6h 9= 119 m. Z. — 366,2564 Sterntage.
6. Siderischer Monat — Umlauf von Fixstern
7y -Kaxgtern - —=797:39 Tg.
7. Synodischer Monat = Zeit von Neumond

zu Neumond (d. h. von Sonne zu Sonne) 29,53 Tg.
8. Astronomische Jahreszeiten.

Beginn des Friihlings am 21. Mirz, Sonne im Aequator,
im " Punkt, Tag- und Nachtgleiche.

Beginn des Sommers am 21, Juni, Sonne im Wendekreis
des Krebses, lingster Tag (Sommersolstitium).

Beginn des Herbstes am 23. September, Sonne im
Aequator, Tag- und Nachtgleiche.

Beginn des Winters am 21, Dezember, Sonne im Wende-
kreis desSteinbocks, kiirzester Tag (Wintersolstitium).

II. Das Sonnensystem.
§ 65. Die Erde.
A) Griinde fiir die Kugelgestalt.
1. Erscheinungen infolge der Ortsverinderungen
auf einem Meridian oder einem Parallelkreis.
2. Schattenform bei Mondfinsternissen und die
Gestalt der andern Himmelskorper.
3. Depression des Horizonts.
4. Umschiffungen der Erde in verschiedenen Rich-
tungen.
5. Ergebnisse der Gradmessungen.
B) Griinde fiir die Rotation.
Ablenkung der Luftstromungen.
Oestliche Abweichung fallender Korper.,
Foucault’scher Pendelversuch.
Rotation anderer Weltkérper.
Abplattung der Erde ('fsss bis */s00).

-
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i § 67. Welisysteme.
il 1. Ptolem#isches System. Die Erde ist Mit-
il telpunkt des Weltalls, um sie bewegen sich Mond, Merkur,
Venus, Sonne, Mars, Jupiter, Saturn. Unregelmiissig-
keiten in der Bewegung werden durch Epicykeln erklirt.
9. Coppernicanisches System. Die Sonne steht
still, um sie bewegen sich Merkur, Venus, Erde, Mars,
Jupiter, Saturn in kreisformigen, exzentrischen Bahnen.
3. Keplers Gesetze.
1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in
deren einem Brenupunkt die Sonne steht.
9. Der Planet bewegt sich so, dass der Leitstrahl
in gleichen Zeiten gleiche Flichen beschreibt.
3. Die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten
sich wie die dritten Potenzen der grossen Achsen.
4, Titiuszahlen. Entfernungen

Merkur von der Sonne — 4
Venus A e
Erde i 3 e (R R
Mars = 3 5 e=dol g o
' Planetoiden : ., —4-43.2°
BHb Jupiter T o . = Fo
Saturn A e i
Uranus SR e e DL
i Neptun ; 5 w =44 3.27
il wirkliche Entfernung 7,8 Mill. Meilen
. ) n 14,5 7 n
| " " 20,1 ” ”
7 L 30,6 "
” " 56 ” il
3 5 1047, 5
s g
n " 386 " n

605
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Berechnungsaufgaben.

§ 68. Berechnungsaufgaben.

1. Flicheninhalt J einer Zone zwischen den
geographischen Breiten ¢, und ¢,
J=2rah=2rnx (rsin g, — rsing,)
P11 P (Fl e
— 4 r® 7 cos ——--—;— S
2 2
der Teil dieser Zone, der von den Meridianen zur
Linge A4, und 4, begrenzt wird,
%1 T s Al

1
) 4 r* % cos sin e :

e 2 2
(Berechnung des Inhalts von Kartenblittern.)

Kimm und Kimmtiefe. — Kimm = Kreis,
welcher den scheinbaren Horizont begrenzt (Halbmesser
a — Sehne — Bogen); Kimmtiefe (¢/) = Winkel zwi-
schen dem Sehstrahl nach der Kimm uad der Hori-
zontalen, Hohe des Beobachtungspunktes h

1. a=Y)2rh

180.60.60" /2h
2 o -———Ej—— —a:r oder o :1 . 206 2657,

7T Ir
hiebei ist von der Strahlenbrechung, welche a ver-
grossert und « verkleinert abgesehen.

3. Beziehungen zwischen den Koordi-
naten der Systeme A und B (s. § 61). In dem
Dreieck Zenit-Pol-Stern sind die belten 4P = 90° — ¢,
Z8=90°—h, PS=90°—¢; die ZS und PS gegen-
iiberliegenden Winkel sind t (bezw. 360° — t) und
180° — a. Aus den Formeln I—ITI des § 62 folgt, wenn

1. a und h gegeben, t und ¢ gesucht (¢ 1st
als bekannt vorausgesetzt):
[ sin ¢ = sin h sin ¢ — cos h cos ¢ cos a
cos ¢ sin t = cos h sin a
l(cos d cos t = sin h cos ¢ |- cos h sin ¢ cos a).
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2. t und 6 gegeben, gesucht a und h.
sin h — sin J sin ¢ -}- cos 6 cos g cos t
1 cos hsina—cosédsint
il (cos h cos a = —sin d cos ¢ -}- cos dsin g cost). |

i 4, Parallaxe; Entfernungeines Gestirns.
| a) Hohenparallaxe p = Winkel, unter wel-
chem vom Gestirn aus der zum Beobachtungsort ge-
horige Erdhalbmesser r erscheint, = Unterschied der
Hohenwinkel iiber dem wahren und iiber dem schein-
baren Horizont

p=h'—h;
die Entfernung R des Gestirns ist dann

B

r cos h
= E &

SIn p
b) Ist das Gestirn im Horizont, dann heisst p die
Horizontparallaxe (%),
1‘

| sin 7
Ist der in Frage kommende Halbmesser ein A equator-
halbmesser, so heisst p die Aequatorial-Horizon-
il talparallaxe.
c) Bei Fixsternen ist die Parallaxe des Erdhalb-
i messers (tdgl. Parallaxe) verschwindend; man beniitzt
fiir sie die Parallaxe des Erdbahnhalbmessers, die jahr-
il liche Parallaxe; sie ist beil keinem Fixstern iiber 1.
d) Die Parallaxe des Mondes kann aus direkter |
Beobachtung ermittelt werden; die Horizontalparallaxe |
| betrigt fiir denselben H3','—61': im Mittel 57",

e) Die Parallaxe der Sonne ist zur Bestimmung durch
direkte Beobachtung zu klein; sie kann gefunden werden
aus den Marsoppositionen und dem dritten Keplerschen |
Gesetz (aus der Parallaxe des Mars zunichst seine
Entfernung d = R,—R von der Erde, dann folgt aus
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Berechnungsaufgaben.

i 3 e B
R *:R*=t":t’ (R, —R): R= (}-”ft2 -—H) :1.;*”1;2 oder
tlm'ch die M Ltll(){lf} der Venusdurchgiinge, oder aus der
Messung der Parallaxe eines Planetoiden (z. B. Flora);
ihr Wert ist etwa 8,85".

f) Ausser veruuttulst der Parallaxe kann die Entfer-
nung der Sonne noch durch andere Mittel gefunden wer-
den, msbmoudme aus der Geschwindigkeit des Lichts und
der Zeit, welche dasselbe braucht, um von der Sonne zur
Jurde zu gelangen (Verfinsterung del Jupiterstrabanten).

iiuf- und Untergang der Gestirne, Tages-
litnge. Aus § 683, folgt fur L0
~ cost,=—tgdtge.

Die Tageslinge ISt gleich dem doppelten Stunden-
winkel t, (fiir h=0) der Sonne. Ergiebt sich aus ¢
und ¢ z. B b, — 1200 — 860 st die [dweshurre 16h,

Fiir Morgen- und Abendwelte w (BOﬂen .awr-uhen
Ost- und f&ufna,ugbpunl\t bezw. zwischen West- und

Untergangsp unkt) ist

sin 0
Sin We=— ——
cos @
Fiir das Azimut a, des Aufgangspunktes st
(1]
sin ¢
o e
cos ¢

| : 3 10 ~ (e ;' & 3 3 .
Entfernung e zweier Punkte (4,, ¢, 45y ¢,)
auf der Erdoherﬂ'fiuhe
cos e =— sin p, - cos @, COS @, COS (A, — 4,).
Juegeu bmde auf dunaelben Meridian, dann ist
e=@,— P,.
Liegen sie auf demselben Parallelkreis, dann ist
¢, = ¢, = ¢ und daher
e A — A

5 : 1
,1 P » :' (‘ ———
S111 c — COB P SN 5

Biirklen, Formelsammlung.

o]
.

v, Y ——




T L o it g L g et T e et T

Analytische Geometrie.

I. Geometrie der Ebene.

§ 69. Aenderung des Koordinatensystemes.

x, vy Koordinaten, OX, OY Axen des urspriing-
lichen Systems, x/, y’ Komquten 0X’ 0Y’ Axen
des neuen Systems, a, b Koordinaten dm neuen Ursprungs.

1. Parallele Ver schiebung der Axen:

( s
| y=b+y"

2. D). eh u ng eines rechtwinkligen Systems um
den Ursprung um den Winkel ¢:

x=x/cosp —y’sing
{ y = x’ sin ¢ |- y’ cos @.

3. Verschiebung und Drehung jeder Axe
(Aenderung des Winkels zwischen den Axen): |
xf8nr (XY )y sin (XY OX)

| O sin (XY)
I B x’ sin (XX 4 y* sin (Y'X))
FTE e sin (YX) § |

§ 70. Allgemeine Siitze.

1. Der Grad einer Gleichung wird durch Verwand-
lung des Koordinaten-Systems nicht geéndert.

2. Die Bedingung dafiir, dass der Punkt mit den
Koordinaten x, y, auf der Linie liegt, deren Gleichung

F (x, y)=0, ist F (x,, y,) =0.
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3. Die aus den beiden Gleichungen F' (x, y)=0
und f (x, y)=0 sich ergebenden Werte von x und y
sind die Koordinaten der Schnittpunkte der beiden
durch jene Gleichungen dargestellten Linien.

Setzt man in F (x, y)=0 fiir y den Wert null,
so ergeben sich aus der erhaltenen (tleichung die Ab-
scissen der Schnittpunkte der betreffenden Linie mit der
Xaxe; aus x — 0 ergeben sich die Ordinaten der Schnitt-
punkte mit der Yaxe. ;

4. Ist 4 ein Zahlenfaktor, so stellt

F&Ey+ifxy)=0
die Gleichung einer Linie dar, welche durch die Schnitt-
punkte der durch ¥ (x, y) =0 und £ (x,y) =0 darge-
stellten Linien geht.

Linie erster Ordnung, gerade Linie.
§ 71. Gleichungsformen. Lagebeziehungen.

Es seien a und b die Abschnitte der Geraden auf
den Axen (Koordinaten der Schnittpunkte mit den Axen),
¢ der Winkel der Greraden mit der | Xaxe, p die Liénge
des Liotes vom Ursprung auf die Gerade, « der Winkel,
den p mit der - Xaxe bildet.

1. Gleichung der Geraden:™)

erste allgem, Form Ax-+ By C=0,

zweilte ; y=mx-+b
L] X }r
dritte ; — == —1=0
a b
vierte w Xc0satysine—p=0 (Nor-

malform.)
%) Wenn sich eine der Gleichungen oder Formeln auf ein sehief-
winkliges System beziehen soll, ist dies besonders bemerk®t.
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Symbolische Abkiirzung der Gleichung
fiir die allgemeine Form L=0,

s » Normalform 1=0.
: C b
Axenabschnitte: a = — —=——
A m
! C
) T —
B
Winkel mit der Xaxe bestimmt durch
A okt ;
tgqj:'_ B — 11l — — '3:-——(_: ga

2. Besondere Fédlle:
x=a (Hleichg. einer Geraden || zur Yaxe

: Yo b » ) % i X
[ Ax 1 By=0 - 5 , durch den Ur-
\ ¥ — sprung
y=0 , der Xaxe
x=0 522 T S
0.x1+0.y1+C=0 » n o fernen Geraden.

3. Gerade durch Punkt (x,y,)
= s B R »
A (x—x,)+ B(y—y,)=0, oder
y—y, =m(x—x,), oder
(x—x,)cosa-}(y—y,)sina=0
(durch ein verdnderliches m, bezw. ¢ erhidlt man ein
Strahlenbiischel.)
3 » H 3 -" T T .- T ;
4. Gerade durch zwei Punkte (x,,¥,), (x,,¥;)
Al e e |

o
y—Y, = -'1 (}{— }{1} oder ° =i
e oY, G ]
oder (y,—y,) X+ X, —X,)y=X, ¥,—X,¥,, oder
i e il o (Zugleich Bedingung da-
X Vraleloas 0 fiir, dass 3 Punkte 1n ger.
jex oy Linie liegen.)

Gerade durch den Ursprung und Punkt (x, y,)
SR e
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5. Zwei parallele Gerade
(= By | C =0oder [ y=mx—+b
\ Ax+By+C,= 1 y=mx-}b,, oder
xcose-ysing—p =0
{ xcos - ysineg—p,= 0
Zwei gerade Linien Ax - By + C=0 und Ax
=B,y C, =0 sind parallel, wenn AB —A B=0
6. Gerade 'durch Punkt (x,,y,) parallel zu einer
gegebenen Geraden.
Gegebene Gleichung:
Ax1+By+C=0 oder y=m x-+b
gesuchte Gleichung:
A(}:'—XI)F}_B(X_YI):O n Ve e (X‘_Ki)
7. Zwei senkrechte Gerade:
Ax-+By-+4 C=0 oder [ 1,-‘::111};—{-— b
{ Bx—Ay-C=0" "y l )':—--11-—}{—"—1)1.
Die Geraden
A B L0 0 f y=mx-4b u
U, Ax By C,=0 | oder y=m,x-}b,
sind senkrecht, wenn
AA -BB,=0 oder mm, +1=0
Gleichung einer Gteraden, welche durch Punkt (x,,¥,)
geht und senkrecht zu der Geraden Ax-+By-4C=0 1st:
B(X——XJ——A(}’——}-’J:O
8. Drei Gerade Ax}-By|C=0, A x+By
+0,=0, A,x+ B,y + C,= 0 gehen durch einen
Punkt, oder eine Grerade geht durch den Schnittpunkt
der beiden andern, wenn
[FALIB OO
' ‘%1 Bl Ol th =Ny
A,B,C, |

ds

h. wenn

e T ——
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A(B,C,—B,C)+B(C,A,—C,A )+ C(A,B,—A,B)=0
oder wenn die Zahlfaktoren 2, 4, 2, sich so bestimmen
lassen, dass
A (AK—I_ B} + O) h:'_ /?'i (*&1 X "]I_ B1Y+ 01)—{ﬁ ;“z (A:‘,X
B,y 1+C,)=0.

§ 72. Grissenbestimmungen und -Beziehungen.

f

1. Koordinaten (x,y) des Teilpunktes einer
Strecke, Endpunkte (x,,y,), (x,,7,):
fiir den Halbierungspunkt

R 2
Teilung im Verhiltnis m:n
M SN my,-ny,
g < s = £
m - n m - n

Das Zeichen |- gilt fiir den inneren, — fiir den fusseren
Teilpunkt.

2. Bezichungen zwischen den Koordinaten von 4
harmonischen Punkten (x,,y,) (X,,\ (&5m,),(Essm,)
Q(Kt X:"|' El 52): :—E_X )@1 =1 '1)
g(yl Yot 7 '}12)"- (}J.J_ )("71 ?w)

3. Vier durch den Ursprung guheude Gerade
y=mx y=nzx
i y—=1.x
bilden ein harmonisches Bilschel, wenn
2(m, m, -}-n, n, }——{m -m, ) (n, 4-n,).
4. hlltfelllllnu e zweler Punkte (E ¥y (x5 7a)

B_]( '—:_. ) +(.ya—'y-1)' :
Im sehieiwml-;hrren C:?ystem mlt Achsenwmkci @
= V(_\ -\1) (YJ_"“1) "_2(1\41 1])(“)"- }r)(JOBfU-
5. Gerade dulch Punkt (x,, y,), welche mit der
Xaxe den 4 ¢ bildet:

Y_ylz(x_xl)tg@
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Gréssenbestimmungen und -Beziehungen.

6. Winkel ¢ zwischen zwei Geraden be-

gstimmt durch
7. Gerade, welche mit y = mx b den <& ¢ bil-
det und durch Punkt (x,, y,) geht
m -1 tg
}r—}rl::]_ —‘Zﬂtf‘f(p( )
8, Abstand p des Ursprungs von der Geraden
Ax-+ By4-C=0, oder y=mx - b
C b :
—]—]Bf—‘—B“ —I—l" m"‘"ﬂl—‘_—-' !
| das Zeichen wird so gewihlt, dass p positiv wird.
| 9. Abstand e des Punktes (\” yl) von der
Geraden Ax-t By+C=0, oder y=mx- L b, oder
X cosca -~y sin ¢ — p — 0
A_h =By, +C  y, —mx — b
+y A“' + B HYm'+1
! — X, CO0S @ Y, sma——p
' Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewahlt, dass fiir
einen Punkt, der mit dem Ursprung auf derselben
Seite der Geraden liegt, e positiv wird.,
10. Entfernung e zweier paralleler Ge-

raden (s.§ Tl5s)

=

L (J——C C—-C 5!
e ~ Jym’ —}':"1—P -
11. Halineruntrsllnle des Winkels zweier Ge-
raden
Fala @ 1 B v-+C
AK B} ( . -—l— &1."?_ —l ___1_}-r i __I O{le]_

i
TR e

x cos ¢ -y sing —p =T (x cos &, + ysino, — P
Sind die Geraden n‘eo"eben durch die sylnbolischeu
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Gleichungen 1=0, 1, =0, dann ist die Gleichung der
Winkelhalbierenden
1+1 =0.
12. Inhalt J eines Dreiecks, aus den Ecken
(=i ¥u)y (%95 ¥a)y (X9 F3)
| }{l }r'[ 1 | 1 .
i Xy Yo 1 | == 2-(_‘(1 (.}g 7 .Y:;) "I_ Xy (.Y:z S
| X3 ¥ 1 + %, (5, — ¥,))-
Liegen die drei Punkte in gerader Linie, so ist J — 0,
vergl. § 714, Fallt (x,, y,) in den Ursprung, so ist

=

=

1
d— 5 (XI Yo — Xy yl)‘

13. Inhalt J eines Dreiecks aus den Glei-
chungen der drei Seiten (Bez. s. § 19,)

S oY el B el _G: i A_Rl Gi_}j_. VRS
s S N B,—A B)(A, B, — A,B)(A,B—AB,)
Gehen die Geraden durch einen Punkt, so ist 2 J — 0,
vergl. § 71s, sind irgend zwei parallel, so ist 2.J = o,

vergl. § T1s.
14. Inhalt eines Vielecks aus den Koordi
naten der Hcken
u::?J Ay (yz _yﬂ) _IL_XE (Y:j = }rl)_ll_ X3 (}T-; T }3) —f" AL
“"%n (yl — ¥

§ 73. Polargleichung der Geraden.

r Fahrstrahl, ¢ Azimut, p Lot vom Pol auf die
Gerade, & Winkel zwischen p und der Polaraxe.
1. Lot zur Polaraxe:
r COS p = Cc
2) Parallele zur Polaraxe:
rsingp = c,
3. Gleichung der Geraden:
I COS (q:) —— {x) =P
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4. Ziwei parallele Gerade
[ recos(p—oa)=DP
|t c0s (p—a) =D,
5. Zwel Gerade sind senkrecht, wenn

a, — o= R.
6. Entfernung e zweier Punkte (¢, r,), (¢, 7))
e=yr" fr,2—2r r,co8(p, —¢,)

7. Inhalt des Dreiecks CP, P,

J =1 2 .|_1 IEEIHL(}O:{—Tij.
8. Inhalt des Dreiecks P, P, P,
1
J = 9 { r I, sln (QDE_{PI) _:_ Iy I'y &1]1(993 — ;)

_Il_ r, T, sin (‘Pl = 9"’3) }
9. Bedingung dafiir, dass drei Punkte in gerader
Linie liegen
T, S1in (‘F:s gL ) + T, Ty sin (‘T:;" e (Pz) + I X, sin ("]’-’1 T 90:-3) —0.
10. Gleichung der Verbindungslinie der beiden Punkte
(@15 T1)s (@25 Ty)
r, r, sin ((Pz =t T sin (p— 903) +rr, sin ‘:991 o 50) =0,

§ 74. Strahlbiischel, Doppelverhiiltnis, projektivische
Strahlbiischel.
(Abgekiirzte Bezeichnung der Gleichung der Geraden.)
1. Strahlbiischel. Sind I =0, 1, =0 die Glei-
chungen zweier Geraden in Normalform, so ist die all-
gemeine (Hleichung einer dritten Geraden (Teilstrahl),
die durch den Schnittpunkt der beiden ersten geht,
I, — 41, =0.
2 ist das Verhiltnis der von irgend einem Punkt
des Teilstrahls 1, auf 1, und I, gefillten Lote (Sinus-
teilverhéltnis)
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sm (1 ])
~gin (1, ])

Ist der Zahlenfaktor 7 verinderlich, so ist durch
die Gleichung ein Strahlbiischel dargestellt.

Sind die ersten Geraden durch ihre allgemeine
Gleichung I, — 0, I, — O gegeben, so ist die Gleichung
des Teilstrahls

L, —»xL,=0.

» unterscheidet sich von dem Verhiltnis der Ab-
stinde durch einen konstanten Faktor.

2. Vier sich in einem Punkt schneidende Geraden
konnen dargestellt werden durch die Gleichungen

f]1:0 ]'1—’?-1]2:0
l 1;3:0 11_’2‘2 l-.a:O‘
das Doppelverhdltnis (anharmonisches Verhiltnis)
(a, by, ¢, d) der vier Strahlen a, b, ¢, d ist
sin (ac) sin (ad)
sin (b G) " sin (b d)

A ;
;J — (8, b, e, d) =

Satz: Wenn vier von einem Punkt ausgehende
Strahlen a, b, ¢, d von einer beliebigen Geraden in den
Punkten A, B, C, D geschnitten werden, so ist das
Doppelverhdltnis der vier Schnittpunkte konstant und
gleich dem Doppelverhiltnis des Biischels d. h.

AC AD sin (ac) sin (ad)
BC BD sin (be) “sin (b d)”

Fiir einen gegebenen Wert des Doppelverhiltnisses
ist zu drei Strahlen der vierte eindeutig bestimmt.

Das Doppelverhéltnis des Biischels

,fii"""'p"l ]2:0 Jl =0 .
Ul—ﬁel__,:() /I],_O 18t
e S )1 =L

'12 AN /?'3_.. : lz SO ’14_.




e B e R i el

Strahlbiischel, Doppelverh#ltnis. 139

3. Harmonisches Biischel. Ist das Doppel-
verhiltnis der vier Strahlen — — 1, so ist das Biischel
ein harmonisches; es ist dargestellt durch

FL==0 e =0
1 ey .
l]_J:O lll _i_ﬁllﬂ‘ﬁo

Die Beziehungen in Nr. 2 und 3 gelten auch, wenn
die Geraden durch Gleichungen von der Form I, — 4, 1.,—0
u. 8. w. gegeben sind.

4. Projektivische Strahlbiischel. Sind

L,—2 L =0, L — A4, L, =0 u. s f.

M —AM—0 M — 4 M_—0 usi
die Gleichungen der Strahlen zweier Biischel, so ist das
Doppelverhiltnis von vier Strahlen des einen Biischels
gleich dem Doppelverhiltnis der entsprechenden Strahlen
des andern; solche Biischel heissen projektivisch.

Durch drei Paare entsprechender Strahlen sind die
Biischel vollstindig und eindeutig bestimmt.

§ 75. Homogene Gleichung der Geraden, trimetrische
Punkt-Koordinaten.

Sind 1, =0, 1, =0, 1, =0 die Gleichungen dreier nicht
durch einen Punkt gehenden Geraden, so kann die
(Hleichung jeder andern Geraden in die Form gebracht
werden

Ay 11 + A 1, - 2, L, =0.

Hiebei konnen 1, 1, 1, auch aufgefasst werden
als Grossen, die den Abstinden eines Punktes der Ge-
raden von den Seiten des Dreiecks, das von 1, 1, 1,
gebildet wird, proportional sind (Dreieckskoordinaten).
Jeder Abstand ist positiv oder negativ zu nehmen, je
nachdem er gleich oder gegenliufig ist zu dem von einem
Punkt im Innern des Dreiecks auf dieselbe Seite ge-

fallten Lot.

U s —
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8§

76. Linienkoordinaten ; Gleichung des Punktes; Punkt-
reilie; projektivische Punktreihen und Strahlbiischel.

1. Ist die Gleichung irgend einer Gteraden
ux+vy+1=0,
so ist die Liage der Geraden durch die Konstanten u
und v gegeben; sie heissen daher die Koordinaten jener
geraden Linie oder Liinienkoordinaten. u und v
sind die negativen reziproken Abschnitte, welche die
Gerade auf den Koordinatenaxen macht.
2. Alle Geraden, deren Koordinaten einer Gleichung
(1) Aut+Bvl C=0
geniigen, gehen durch einen Punkt, dessen Koordinaten
X = é und y = T]_;) sind; die Gleichung (1) heisst all-
gemeine Gleichung des Punktes. Die Gleichung
(2) audt-bv|t1=0
heisst die Normalform der Gleichung des Punktes.

3. Eine Gleichung nten Girades in u und v stellt eine
von Geraden eingehiillte Kurve dar; bestimmt man aus
dieser Gleichung und der Gleichung eines Punktes die
gemeinschaftlichen Werte von u und v, so ergeben sich aus
denselben n Tangenten an die Kurve; diese heisst eine
Linie nter Klasse. Die Ordnungszahl giebt die Zahl
der Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden an, die
Klassenzahl die Anzahl der Tangenten der Kyrve, die
durch einen bestimmten Punkt gehen,

4. Sind 2 =0 und 2 —0 die Gleichungen zweier
Umbhiillungslinien, so stellt 3+ 23,—0 eine Umhiillungs-
linie dar, welche alle gemeinschaftlichen Tangenten von
=0 und 3, =0 beriithrt (vgl. § T0q).

5. Sind U, =0, U,=0 die Gleichungen zweier
Punkte P, und P,, so ist

) U1 — A U-E =4
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die Gleichung eines Punktes auf der Verbindungslinie
von P, und P,; 1st A veriinderlich, so hat man die
(leichung einer Punktre ihe.
6. D0]._:pelve1'hiﬂt11_is. Sind
[ 1.—0 (U0,—40,=0
10,=0 \ U,—4,0,=0

ciner Greraden, so ist das Doppelver-

Il

vier Punkte aut

5

hiltnis derselben ausgedriickt durch —

7 Harmonische Punkte. Wenn A A, =—1,
<o sind die vier Punkte (von Nr. 6) harmonische Punkte;
sie sind also dargestellt durch

U, =0 (U,—40,=0
\T=0 U, +40,=0
8. Projektivische Punktreihen. Zwei Punkt-

reihen U, — AU, =0 und V,—AV,=0 sind projek-

tivisch.
Eine Punktreihe U,— 4 e —
AL,=0 sind projektivisch.

und ein Strahl-

biischel 1

§ 77. Homogene Gleichung des Punktes, trimetrische
Linienkoordinaten.
Sind U,=0, U,=0, U,=0 die (3leichungen dreier
nicht auf einer.Geraden liegenden festen Punkte, so
kann die Gleichung jedes anderen Punktes in die Form

gebrﬂcht werden
T | | ] b | I e
’?'1 LI E )“:3 g | ’?’3 g7- 0.

Linien zweiter Ordnung (Kegelscehnitte).

A. Der Kreis.

§ 78. Kurvengleichungs Sekante, Tangente, Polare ete.
Koordinaten des Mittelpunktes (a, b), Halbmesser r.
1. Allgemeine Gleichung des Kreises

1) 2+ y2+Ax+By+C=0.
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2 @ x—a)+y—h2=1r?
a = — i, b= — {j, i 1 [A LB — 4.
Ist: A*— 4 ¢, oder B2 =4 C dann beriiht der Kreis
die X-, bezw. dle Y axe, ist C =0, so geht der Kreis
durch den Ursprung. — Fiir die Koordinaten der Schnitt-
punkte mit den Axen ist x, + x, =2a, Vit e =2
3. Der Ursprung ist Mittelpunkt:
(8) x*+ y*=—1r? (Mittelpunktsgleichung).
4. Mittelpunkt auf der Xaxe im Abstand r
vom Ursprung:
y'=2rx — x* (Scheitelgleichung).
5. Gleichung fiir ein schiefwinkliges System:
(x—a)+ (y—b)’+2(x — a) (y — b) cos @ =12,
Sekante durch die Punkte Eo ¥Yo)rlZ s
Mittelpunkt im Ursprung:

2

- | » - -
s \ NS \‘ HE
TN B ey oy = DR
X —X eV Y1 T Ys
7. Tangente, Beriihrungspunkt (%, ¥,), Mittel-

punkt (0, 0):

@) XX -Fyy=res
Mittelpunkt (a, b):

(2) & —a)(x, —a)+ (y —b)(y,— b) = 1~
Bezeichnet man den Winkel, den der Halbmesser zum
Beriihrungspunkt mit der \flu, macht mit o, so gehen
die vorstehenden Gleichungen (1) und (2) iiber in

1@0:,0::—, Y Sina =%
(X —a)cosa-| (y—b)sina = r.
Die Uemde y=mx+ b ist Tangente an den Kreis
Xy =’ wonn
1
=i
Die Koordinaten des Beruhrung%p unktes

m — —

< | 4
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(%,, 7,) einer von dem Punkt (x’, y) ausserhalb des
Kreises gezogenen Tangente ergeben sich aus den Glei-
chungen
x'x, +y'y, =1
Xiz + }rlﬂ =1
Die Gleichung dieser Tangente (zwei Lagen) ist

l

e L e ST e SR,
ree SEYORTIE LY ST s,

e T
} 27 } 1,2 Seh ‘(‘2

8. Polare (s.§ 49) des Punktes (x,, y,) in Be-

ziehung auf den Kreis x*+y*=r"
£ X =& Ve — r’,

Die Koordinaten des Pols der Geraden A x| By-+-C
= 0 sind :
Ar? B’
= e e

9 K reis durch dreil Punkte (x, ¥ ), (E, )
(X, ¥,); er ist bestimmt durch die vier Gleichungen

(x—a)P 4 (y—by=1r’
G, —a) + (7, —b)* =1*
(x, —a) =+ (y, — by’ = 1
(Xs T= a):e _]_ (\-Y:i e b)g = l,u!

seine (tleichung ist daher

A==t e -
X"y e e | : :
| = }’E g . (Zugleich Bedingung da-
=y s X ey b
eSS o UL, 17 J1? |

S R e ) fiir, dass vier Punkte auf
FamET T Yo | einem Kreis liegen.)
| X3 T Vs Xy Ja 1|
10. Zweil Kreise
x*+y'+Ax + By+C=0
x syt AR B 0 —0
sind konzentrisch, wenn A—A , B—=B .
11. Potenzlinie (s. § 51) zweier Kreise (s. Nr. 10):
(A—A)x1(B-B)y+C—C =0
(Differenz der Kreisgleichungen, vgl. § 513 und § 70;).

s = — e ——- =
e T || AT T RO s T
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§ 79. Polarkoordinaten.
Ist O der Pol (Anfangspunkt), M der Mittelpunkt,
O X die Polaraxe, - MOX=0a, £ POX=¢, OP =,
OM =d, so ist
1. die Gleichung des Kreises
(0 cos ¢ — d cos @)+ (¢ sin ¢ — d sin z)? —r° oder
0>— 2p0dcos(p — )+ d* —r
Fallt OM mit OX zusammen (Mittelpunkt ant der
Polaraxe), so ist die Gleichung des Kreises
0®—20dcosp-d*=r?
Liegt ausserdem O auf dem Kreis, so ist
o = 2T cos ¢.
9. Hat der Leitstrahl fiir seine Schnittpunkte mit
dem Kreis die Liingen ¢, und p,, so ist |
|
d cos (p — @) = 31;‘) %,
3. Fiir den berithrenden Lieitstrahl ist

d sin (p — ) =,

B. Parabel, Ellipse, Hyperbel.

§ 80. Kurvengleichungen; Sekante, Tangente,
Polare etc.

1. Stiicke und Bezeichnungen.
Grosse Axe 2a |
kleine ', 2Db
Parameter 2 p (= Sehne durch einen Brennpunkt pa-
rallel zu der Leitlinie); fiir Ellipse und Hyperbel ist

isahe :

e

Lineare Exzentrizitit (Abstand des Brennpunktes
vom Mittelpunkt) ist ber der
Ellipse f=ya’— b®;

bei Ellipse und Hyperbel
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H}"PBI'.EJ 61 f — Va,gq—.-b—‘)';
Parabel: Abstand des Brennpunktes vom Scheitel %;
i

Numerische Exzentrizitit ¢ — —.

a

¢ giebt zugleich das Verhéltnis der Entfernung eines
Kurvenpunktes vom Brennpunkt und seines Abstandes
von der zugehorigen Leitlinie an, Hs ist fiir die
Ellipse e<1,
Parabel e=1,
Hyperbel & > 1.
Ferner ist p—=a(1—e®); b*=a.p; b>=a’(1 —¢&°)

Abstand des Brennpunktes von der Leitlinie :g.

2. Scheitelgleichung. Erste Form
I y*=2px—(1—¢&*)x*
(gemeinschaftliche Gleichung).

Diese Gleichung stellt eine Ellipse, Parabel oder
Hyperbel dar, je nachdem & f 1. e=0 giebt die Schei-
telgleichung eines Kreises,

Ziweite Form:

| yi—2px— f x* (Ellipse)

iy Y =2px (Parabel)

yi=2px-+ 5 x* (Hyperbel).
3. Mittelpunktsgleichung:

2 yosh :
[ — i (Ellipse)

’H‘r

2 :)Tg
l — — — 1 (Hyperbel)

a’ b*
x? — y? = a® (Gleichseitige Hyperbel).

Biirklen, Formelsammlung. 10
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4. Polargleichung.
1. Der Brennpunkt ist Pol, die Axe bezw. grosse
Axe ist Polaraxe, ¢ ist von dem Scheitel aus
gezihlt, der dem Pol am nichsten liegt.
St S e
=1 Fecosg
Die Kurve ist eine Ellipse, Parabel, Hyperbel je nach-

< % : : 3
dem ¢ = 1. Fir die Parabel ist insbesondere

@:‘.—
2 cos’ -

9
9. Der Mittelpunkt ist Pol, die grosse Axe

Polaraxe
2 b? i
Q — 1—___;}(;;3—'(!; (Ll}]l)f}[.)’
. b?
v TP (Hyperbel)
0 oW (Hyperbel)

Diefolgenden Gleichungen sind bei der
Parabel auf die Scheitel-, bei Ellipse und
Hyperbel auf die Mittelpunktsgleichung

zu beziehen. |
5 Sekante durch die beiden Punkte (x;; ¥,), |

(x,, ¥,) der
1. Parabel:

Ciae= Yo ¥ — V1 Vo' 2px oder

2p
i s i T
) Yo Sir o1
2. Ellipse:

FE+x)E, G AT 5% 5 Ye g oder
. 7 e Ly OUEE

= — —t—
4

a b* B b?®
b* (x, T %)

e i o e
a” (y, + br;ﬁ)( )
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3. Hyperbel:
(X‘_"[J K_—’) = B, (yl _Ft }"3) J 1 X9 31 Ya
p- £ q )L

5 pE = ——l—,——]—l,odel
b® (%, + z)
STy e A
6. Tangente im Punkt (x,, y,) der
1. Parabel: yy, = p(x -+ x,).
R r
2. Elhipse: }—.T' b 1, oder
& b*
b® x
e o2 }r'l' k—x)
i
3. Hyperbel: K‘L:;:E- — "Vb:?:l —1, oder
b x
o —a S;i (x—=)
7. Asymptoten der Hyperbel
5
alofdiong,
s

: - : b
Ist der Asymptotenwinkel 2 ¢, so ist tg ¢ — .
C
Bei der gleichseitigen Hyperbel stehen die Asymp-
toten auf einander senkrecht.
Ein Durchmesser y =— mx schneidet, beriihrt im
unendlich fernen Punkt (ist also Asymptote), trifft die
) : G2 .0
Hyperbel nicht, je nachdem m?® = —..
: > g

8. Normale im Punkt (x, y,) der

1. Parabel: p(y —y,)+ 7y, (x —x,) =0, oder
Xy, P Y=y & =p)
a*x b’y

— ———13a%—b?% oder

2. Ellipse:
Xy Y1

: ,__3& }_,_l : :
Ve Ve tiia

1

L e — e s e s smw e -
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i';' ot hiw
X ) 2 1 72

3. Hyperbel : — e oder
i Xy Y1
{1 & s
! = L v s
It ]t h X (X }“1:}'

9. Bezeichnet man die Abscisse des behnittpunktes
der Tangente im Punkt (x, y,) mit der Xaxe mib x,
die Subtangente (Projektion des Tangentenstiickes
zwischen Berithrungspunkt und Xaxe auf die Xaxe) mit
ST, die Subnormale mit SN, so 1ist

X, ST SN
1. fiir die Parabel: — x, 2 X, P
- C ob e
g o Bllipse e AR
XI Xl EL“
2 2 9
' = X b=
3. n =n HleGl‘bel — 0 ST ) -5 21_
4-l :{1_ &

_ Aus dem Wert von x, ergiebt sich fiir jede Kurve

il eine Ixonstluhtmn der Tangente im Punkte (x;, ¥,)-

10. Tangente vom Punkt (x;, y,) a ausserhalb del
1. Pambel

15
Alloemeine Gleichung der Tangente (Richt-
o fen) o %
| ung gegeben) fiir die
|
| J

1. Parabel:

| i 2 J.-‘l |
1. | |
Hiltk . Ellipse:

| X r -1 b“x-——m r“’——z“h

i gy = BRI n AN TR (x x,).

!Il | Kl” _ (L“ ‘
L 3. Hyperbel : ‘

? !:_r [ ’_ e — = —

it x -1 a’bh*— l)“x — L ) ,

1 u\'; —— }.“I i 1 .}_I = I_"__r — .{_\_ -3 : ‘} '::}L e }:] j]. '

i %2 g2

111

ikl Lu

e EHIPEC Y TX — 11]1 _.-_ [J .

Hyperbel: y — mx—- 1111*'& — b

v
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| 12, Polare des Punktes (x,, y,) in Beziechung
anf die

1. Parabel: yy, =p (4 x).

2 Hillipae: === JI1 g,

a,° ha
XX ViV
3. Hyperbel: —' — "1 11,
& a” e

Liegt Punkt (x,, y,) auf der Kurve, so ist seine
Polare zugleich Tangente. Die Polare des Mittel-
punkts ist die unendlich ferne Gerade; die Polare
eines unendlich fernen Punktes ist ein Durchmesser.

13. Koordinaten des Pols der Geraden Ax-|- By
+ C=0, fiir die

C Bp
1s Parabel: x — B e e
: < Ve
; a’/ b*B
2. “Hllipge: = x e e
a’A b*B

3. Hyperbel: x, —— o0 L gy

14. Zwei Geraden heissen konjugiert in Bezug
auf einen Kegelschnitt, wenn jede durch den Pol der
| andern geht, die Koordinaten des Pols der einen miissen
also die Gleichung der andern befriedigen.
1. Ist bei der Parabel ein unendlich ferner
Punkt gegeben durch die Richtung y—mx,
so ist der zugehorige Durchmesser

2. Gleichungen fiir zwei konjugierte Durch-
messer bel der

B
Ax—B Vs 0 und _;]-,;? ~+ == = 0.

Ellipse:

Hyperbel: Ax | By —
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Jede Asymptote der Hyperbel und ihr kon-

jugierter Durchmesser fallen zusammen.
15. Gleichung in Beziehung auf zwei konjugierte

Durchmesser 2a,, 2b,

) L2}
: Ry : : :
1. Ellipse: o = T 1; Beziehung: a*-b,*
&1 1
=t £ _]‘_' -be
<2 y?
9. Hyperbel: — -';-}- ) e a,’—b,*
E—Irl Jl 9 o
—a%— b*

Sind ¢ und ¢, die Winkel, welche zwel konjugierte
Durchmesser mit der Hauptaxe bilden, so ist fiir die

3. Ellipse: tgptgy, =——53 & b, sin (¢ — @,)
—ab (s. §812)

b? 3
4. Hyperbel: tgptgp, =+ peRiic b, sin (p—@,)

—ab (s. §81g5)
Gleichung der Hyperbel in Beziehung auf die beiden
Asymptoten

XI ,f_c‘z__.__.__ e Ee i b

Y TR
: bk : L
gleichseitige Hyperbel x'y’ = a°

16. Leitlinie (Direktrix), d. h. Polare des Brenn-
punktes fiir die

1. Parabel: x——-"; Brennpunkt(%;'? 0)

2. )
, 9 e g
2o Bllipses S e o f. d. Brennpunkt (f, 0)
3. Hyperbel: x — -(-t-;: — ; e 5 (f,0)

17. Linge des Brennstr ahls, bezw. der Brenn-
strahlen zu dem Punkt (x,, y,)




1. Parabel:

2. Ellipse: r=—a

3. Hyperbel: r =x &8—a
n—xeta; T—T =22
18. Kriimmungsmittelpunkt (%,, ¥,) und K riim-
mungshalbmesser ¢ fiir den Punkt (x;,y,) der

- Do 2 2
3y, %12 p
A o 4 . N o YTt L bt e, BT B 1_ ; i3
1. Parabel: l 5,83, hp——alt
' R £
[\, FEh o 25T,
&9 p’ P
b N
o=t l — — 7 fiir den Scheitel o—7p.
P P
sidic fiR o ety
o Ellipse: X, === .1-— s ",1_
: ¢ a* a
| e
| }U b* b-.l:
|
3 3
TS R ATt N
seullie S L mp i S
a* b* ab r’

N, Normale vom Punkt (x,y,) bis zur Xaxe,
Fiir den Scheitel der grossen Axe ist

b* '
o, — — —p, fiir den der kleinen
? a i

a,
S

3. Hyperbel: [ R R
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3
ety )T Gr)T_ N
S a‘b* s B e
fiir den Scheitel 1st
b‘.l
o=—=7p

a
19. Fliacheninhalt
1. Parabelsegment S,
Sehne senkrecht zur Axe, (x,,y,) Koordinaten des

einen Endpunkts:
S = 4;— X, ¥, '
Beliebiges Segment; (x,, y,), (X, yj) Koordinaten der
Endpunkte
i (371_ .Y-g_)_ = }E‘l__f‘z f {.Y V 2
12 p 6 ¥
2. Ellipsenzone zwischen der kleinen Axe
und der im Abstand x, dazu parallelen Sehne
b —— . X
e (x, Ja*—=x, *~ a”arc sin E)
Gesamte Ellipsenfldche: abam.

3. Hyperbelsegment,Sehne senkrecht zur Xaxe:
S=x Y—abl( —[—i‘)
20. Konfokale Kegelschnitte. — Eine Ellipse

und eine Hyperbel, welche dieselben Brennpunkte haben,
konfokal sind, haben folgende Gleichungen

TR
% y“

wobei a e —a, & = f.', 2z 1, e, > 1. Die Gleichungen
kénnen demnach in folgende Form gebracht werden:

3




Siitze tiber Kegelschnitte.

2 2

X v
e ‘...___I — 1
ﬂlﬂ __] ald f3

X? },2

&l —&l

Diese beiden konfokalen Kegelschnitte schneiden 1B
sich rechtwinklig (elliptische Koordinaten). (18
Die Gleichungen aller konfokalen Kegelschnitte sind I

in der Form enthalten
X‘l ! 3.‘2

kR

sie stellt eine Ellipse, Hyperbel oder imaginiire Kurve
dar, je nachdem k < b*<a®, oder b®<k < a’ oder a®<k,

§ 81. Siitze iiber Kegelschnitte.
A) Fiir jeden Kegelschnitt.

1. Die Polaren der simtlichen Punkte einer Geraden
oehen durch den Pol dieser Geraden, und die Pole
simtlicher Strahlen eines Biischels liegen auf der Polaren
des Biischelmittelpunktes.

2. Die Halbierungspunkte paralleler Sehnen liegen
auf einem Durchmesser.

3. Das Verhiltnis der Entfernungen eines Punktes
eines Kegelschnittes vom Bremnpunkt und von der
Leitlinie ist konstant und gleich der numerischen KEx-
zentrizitit e. (Fiir die Ellipse ist e < 1, fiir die Parabel
e =1, fiir die Hyperbel & >'1.)

4. Die Sehne, welche durch einen Brennpunkt geht
und senkrecht zur grossen Axe ist, ist der Parameter.

5. Zieht man in den Endpunkten einer durch den
Brennpunkt gehenden Sehne Tangenten, so schneiden
sich diese auf der Leitlinie, und die Verbindungslinie
des Schnittpunktes mit dem Brennpunkt steht senkrecht
auf der Sehne.

e AT T TR R ——
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6. Der Schnittpunkt zweier Tangenten liegt auf
demjenigen Durchmesser, welcher der Sehne zwischen
den Berithrungspunkten konjugiert ist.

7. Sind in einer Ebene zwei Kurven zweiter Ord-
nung K und K, und bestimmt man zu jedem Punkt
von K die Polare in Beziehung auf K , so umbhiillen
diese Polaren eine dritte Kurve zweiter Ordnung.

8. Satz des Pascal: Bei jedem einem Kegelschnitt
einbeschriebenen einfachen Sechseck schneiden sich die
drei Paare Gegenseiten in drei Punkten einer Geraden.
(Konstruktion eines Kegelschnittes aus 5 Punkten.)

9. Satz des Brianchon: Bei jedem einem Kegel-
schnitt umbeschriebenen Sechseck schneiden sich die
drei Verbindungslinien von je zwei Gegenecken in einem
Punkte. (Konstruktion eines Kegelschnittes aus 5
Tangenten.)

10. Der Kriimmungshalbmesser im Scheitel der grossen
Axe ist gleich dem halben Parameter.

B) Fiir die Parabel.

11. Die Durchmesser einer Parabel sind parallel
zur Axe.

12. Der Fusspunkt des Lotes vom Brennpunkt auf
eine Tangente liegt auf der Scheiteltangente. (Kon-
struktion der Parabel durch Umhiillung.)

13. Der Ort des Schnittpunkts zweier Parabel-
tangenten, die senkrecht auf einander stehen, ist die
Lieitlinie.

14. Die Entfernung des Berithrungspunktes einer
Tangente vom Brennpunkt ist gleich der Kntiernung
des letzteren vom Schnittpunkt der Tangente mit der
Axe. (Konstruktion der Tangente.)

15. Die Tangente halbiert den Winkel zwischen
dem Brennstrahl und dem durch den Berithrungspunkt
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Siitze tiber Kegelschnitte.

gehenden Durchmesser (Konstruktion der Tangente und
Normale).

16. Die Parabel kann als Ellipse betrachtet werden,
deren zwelter Brennpunktin unendlicher Entfernung liegt.

C) Fir Ellipse und Hyperbel.

17. Hat man ein System von Ellipsen, bezw.
Hyperbeln, welche die Scheitel und die grosse Axe
gemeinschaftlich haben, so schneiden sich alle Tangenten,
welche die nédmliche Abscisse fiir den Berithrungspunkt
haben, in einem und demselben Punkt der grossen Axe.
(Konstruktion der Tangente.)

18. Alle Sehnen, welche einem Durchmesser parallel
gezogen sind, werden von seinem konjugierten halbiert.
Die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers ist
parallel zum konjugierten Durchmesser.

19. In jedem einem Kegelschnitt umbeschriebenen
Parallelogramm sind die Diagonalen konjugierte Durch-
messer; in jedem einem Kegelschnitt einbeschriebenen
Parallelogramm sind die Seiten zwei konjugierten Durch-
messern parallel.

20. Das Produkt der Entfernungen der Brennpunkte
von einer Tangente ist unverdnderlich (= b?*) und die Fuss-
punkte der Lote liegen auf einem Kreis, der die grosse
Axe zum Durchmesser hat. (Konstruktion des Kegel-
schnitts durch Umhiillung.)

21. Die Tangente und die Normale in einem Punkt
der Ellipse oder Hyperbel halbieren die Winkel, welche
die Brennstrahlen nach diesem Punkt mit einander
bilden. (Konstruktion der Tangente und der Normale.)

Hieraus folgt: Eine Ellipse und eine zu ihr konfo-
kale Hyperbel schneiden sich unter rechten Winkeln.

22. Bei der Ellipse ist die Summe, bei der Hyperbel
die Differenz der Brennstrahlen nach einem Punkt der
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Kurve unverinderlich und zwar gleich der grossen Axe,
(Faden-Konstruktion der Kurven.) i
23. Auf jeder Sekante einer Hyperbel sind die beiden |
Abschnitte, welche zwischen der Kurve und ihrén beiden |
Asymptoten liegen, einander gleich; der Abschnitt einer
Tangente zwischen den Asymptoten wird durch den

Beriihrungspunkt halbiert.

(Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt
und die Asymptoten derselben gegeben sind.)

94. Der Inhalt eines Dreiecks, das zwischen zwei
konjugierten Halbmessern einer Ellipse und der Ver-
bindungslinie ihrer Endpuunkte liegt, ist unveréinderlich.

95. Der Inhalt eines Dreiecks, das von den Asymp-
toten und einer zwischen denselben liegenden Tangente
einer Hyperbel eingeschlossen wird, ist unveriinderlich.

96. Alle Parabeln sind einander dhnlich.
27. Ziwel Ellipsen mit den Halbaxen (a, b), (a, b,)

: : Yo f, e : _
sind einander #hnlich, wenn e ebenso sind zwel
Srarpch)
1
) ek B B
Hyperbeln einander #hnlich, wenn A d. h., wenn
3 ki)
1

sie gleiche Asyn'l])totenwinkel haben.

§ 82. Konstruktion der Kegelschnitte.

1. Parabel.

a) DX Achse, SY Scheiteltangente, DE Leitlinie,

algo, Dy -—BE — E — Ziehe in den beliebig, aber zweck-

miissig gewithlten Punkten C, O,, C, .. . Lote zur



Konstruktion der Kegelschnitte.

Axe und beschreibe um F mit DC, einen Bogen, der
das zu C, gehérige Lot in A, und B, schneidet; ver-

Tahre  ebense Mt SO, U mL Sl A RS S AL T
B,, B,, B, . . . sind Parabelpunkte. (Begriindung:
Jeder Punkt der Parabel hat vom Brennpunkt und der
Leitlinie gleiche Abstédnde.)

b) Durch Umhiillung. — SX Axe, SY Scheitel-
tangente, I Brennpunkt. Ziehe von F nach SY die
Strahlen FA , I'A,, FA, ... und errichte auf den-
selben in A, A, A . die Lote A, B, A, B,

q.%




A, B, . ... so umhiillen diese die Parabel. (Be-
grimdung § 81,19).

2. Ellipse.

a. OX = a, halbe grosse Axe, OY = b, halbe kleine
Axe. DBeschreibe um O mit a und b Kreise; ziehe
durch O eine Gerade, welche die Kreise in B und C
! schneidet, ziehe CA L OX, BA || OX, so ist A ein Punkt
g der Ellipse. Aehnlich weitere Punkte.

(Begriindung: y - ya®—x?).
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b. OX =0X, —a, OY =0Y, =b. Bestimme die
Brennpunkte F und ¥, durch FY —=F, Y —a. Ziche
xx, =— XX, — 2a; nimm darauf Punkt a beliebig an,

bo—— TH ~+
x a, . x,

beschreibe um F mit xa, und um F, mit xa Kreis-
bogen, die sich in in A, und B, schneiden u. s. f. A
und B, sind Punkte der Ellipse.

(Begriindung: r--r, —2a, s. § 812.)
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it 3. Hyperbel.
I " 0X = OXI ==y OF = UFI — ] a’ —|— et

| Ziehe xx, = 2 a; nimm auf der Verléngerung von
xx. einen Punkt a, an und beschreibe um F mit xa,

8
«i‘f"
R

r.f._,

und um F, mit xa Bogen, die sich in A, und B,
L schneiden. A, und B, sind Punkte der Hyperbel. Ver-
! fahre ebenso mit a, u. s. L.

i (Begriindung: r — 1, =2a, 8. § 81s5.)

§ 83. Allgemeine Gleichung zweiten Grades.

‘ = ) - = R - (5] b _—

(1) a, X _]I “ a'w:\y—i ays Yis 23‘13 1—1_“3'3337 _} &;.;3"—0-
1. Nach Division der Gleichung (1) mit a,, zeigt

sich, dass die Gleichung fiinf unabhingige Konstanten
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enthilt; eine Kurve zweiten Grades ist daher durch
fiinf Punkte bestimmt.

2. Die Gleichung (1) stellt ein Geradenpaar
dar, wenn die Diskriminante A der Gleichung null ist,
d. h. wenn
(3‘122 —a;, Ay,) (3, :;L}*“ g Ayy) — (a

22/

o et oLl
12 LLLS_H’H @23) —1) oder

e By 1 By Agy - 2”‘33 Byg g — &y 3'332_“ Ay &13‘3 — 3,8, 32 =0.
3. Wenn eine Gleichung zweiten Grades ein Linien-
paar darstellt, kann sie durch Koordinatenverwandlung
auf die Form gebracht werden:
8. X % vl gl v 0
Das Linienpaar besteht aus zwei (konjugierten)
imagindren, oder aus zwel reellen aber zu-
sammenfallenden, oder aus zweil reellen und
verschiedenen Geraden, je nachdem

; <
2 - _——
Ao Ay By > 0.

4. Wird die Gleichung (1) in Polarkoordinaten
tibergefithrt, so ergiebt sich als Polargleichung
der Kurven zweiten Grades

(a, cos®* @ -2 a , cos psin ¢ | a,, sin” ) r’

_1!_ 2 (3‘13 COS @ —F_ Ay g Sil] ';0:] r _[_ Bgg — 0.
Einem gegebenen Wert von ¢ entsprechen im allge-
meinen zwei Werte von r, d. h. jeder durch den Pol
gezogene Strahl schneidet die Kurve in zwei Punkten,
Der eine Schnittpunkt kann im Unendlichen liegen,
wenn fiir den bestimmten Wert von ¢ der Koeffizient
von r* zu null wird, d. h. wenn

a,, cos®’p--2a,, cos psin ¢ -}-a,,8in* 9 — 0, oder wenn
&, + 2 dyg tggo--{— Qg9 tg‘ggg — 0.

Es giebt demnach im allgemeinen zwei solche Werte
von ¢ und also zwei Richtungen, fiir welche der Strahl
die Kurve im Unendlichen schneiden kann; diese beiden

-

Biirklen, Formelsammlung. 11
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Richtungen sind imaginir, reell aber zusammenfallend,
roell und verschieden, d. h. die unendlich ferne Gerade
hat mit der Kurve keinen Punkt, zwel zusammenfallende
oder zwei verschiedene Punkte gemeinschaftlich, je
nachdem

R'L‘zg = Sy 953 ; O.

5. Die alleemeine Gleichung zweiten G rades stellt
eine Bllipse, Parabel oder Hyperbel dar, je
nachdem

Ao — Byq Agg : 0.
Sie stellt einen Kreis dar, wenn a,—0 und a,, = a,,.

6. Durch jeden Punkt kann im allgemeinen eine
Sehne so gezogen werden, dass sie in 1hm halbiert wird;
st die Kurve zweiten Grades durch die allgemeine
Polargleichung gegeben, so hat eine Sehne vom Nei-
gungswinkel ¢ den Pol zur Mitte, wenn die beiden
Wurzeln von r von entgegengesetztem Vorzeichen und
gleich sind. Dies ist der Fall, wenn

8, COS @ B,y S0 p =0
oder in rechtwinkligen Koordinaten, wenn
8, X 1 8, ¥ = 0.

Giiebt man nach einer Koordinatenverwandlung (Pa-
rallelverschiebung) den Koeffizienten a,,’ und a,,’ den
Wert ‘null, so ergeben sich daraus die Bestimmungs-
stiicke des Mittelpunktes.

Die rechtwinkligen Koordinaten (x, ¥o) des
Mittelpunktes ergeben sich aus

&y Xo 1 82 Yo = 85 = 0

85 Xo 1 By Vo S = 0,
daher besitzt eine Linie zweiten Grades nicht mehr als
einen Mittelpunkt. Seine Koordinaten sind

L]
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Gleichungen weiterer Kurven.

_ By 8y — 8,5 855
e

Vi ?

S £54e

Fiir die Parabel ist a ?— a,, a,, =0, sie hat daher
keinen Mittelpunkt.

N

(3]
o)

4

§ 84. Gleichungen weiterer Kurven.

A. Algebraische Kurven.
2
. Neilsche Parabel y — ax”.
. Lemniskate (x*--y°)? — a?(x® — y°) = O oder
r? (r?—a? cos 2¢9)=0
. Conchoide x*y*= (b - y)?(a®-— y*) oder
b

(x* 4y (y —b)*: -a’y” oder T '_:a—ll_ﬁé;'

. Cissoide y*’(a—x) = x".

5. Deskartes’sches Blatt x*-}y*—=3axy.
€. ~ 2 ¢ A e Loe o
6. Cassinische Kurve (x>}-y*)*—2a*(x*—y")=b"—a’.

d

1
2

3

. Cardioide (y*-4-x* —ax)’=a’(x*+ y?) oder
r—a (1 -+ cos ).

B. Transcendente Kurven.

X

. Liogarithmische Iinie y — me®.

go RS Sl
. Kettenlinie Vi— oo (e2-le®)

. Cykloide, beschrieben von einem bestimmten

Punkt P auf dem Halbmesser eines Kreises, der auf
einer Geraden rollt, (a Halbmesser des rollenden Kreises,
a, Mittelpunktsabstand von P, ¢ = are 4 PO X, X Be-

rithrungspunkt)

Il

e —
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[ X "'&{p— (I-I 3111(;(;
\Y=a—a cos¢g
4. Epycykloide, beschrieben von dem Punkt P
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Aussenseite eines
Kreises (Halbmesser b), rollt

L1 i A9 . a4b
x — (& - b)sin == — a. sin
( I ) b | b ¥
L a @ a - b
V.= (a-1-b) CON= = — &,/C08 = 3= = .
v Y -]

5. Hypocykloide, beschrieben von dem Punkt P
(s. Nr. 3), wenn der Kreis auf der Innenseite eines
Kreises (Halbmesser b) rollt

g e S
/!x =b-—%3) sin p M sin—
3 i 1} T o
ly — (b —aj cos ‘113;_ -+ a, cos = : P.

Die Cykloide, ebenso die Epi- und Hypocykloide
ist die gestreckte, gemeine oder verschlungene, je nach-

=
dem a, — a.
>

6. Spirale des Archimedes (lineare Spirale) r — a ¢.
7. Parabolische Spirale r* = 2p ¢,
_ : o a
. Hyperbolische Spirale r — —. |
(p

o

¥

9. Logarithmische Spirale r = mea,

10. Kreisevolvente (Tangente = dem Bogen zwi-
schen einem festen Punkt des Kreises und dem Be-
1.- . = \l- e ! "I.I': _Tj' e : S =
riithr ungspunkt): r—a }'1 - @, P = ¢ — avetg g.



Koordinaten- und Griossenbeziehungen.

I1I. Geometrie des Raums.

§ 86. Koordinaten-*) und Grissenbeziehungen.

O Ursprung, P ein Punkt im Raum, OP — r;
«, B, v Winkel der OP mit den positiven Teilen der
Koordinatenaxen; x, y, z die Koordinaten von P.
1. Ein Punkt. Die Koordinaten des Punktes P
sind die Projektionen von OP auf die Axen:
X.— 1 608 &,;y =— T.co8.B, Z:—-r CO8 ¥
r = Jx?-y? + 2%, cos’a -} cos?B 4 cos®y = 1.
2. Ziwe1 Punkte. (:{I, Yoy Zo)-und (X Y Zs)
OP == OP .‘.—..:1
cos(r,,T,) = COS & COS o, —l— cnsp cOS 15 <~ cos ¥, COS Y,

= | X
S R i~ 2, 7,

1

11L 11'.! £
Stehen r, und r, senkrecht aufeinander, so ist
cos &, cos &, - cos B, cos B, - cos v, cos y, = O.
Entfernung e — (x, —x,)* 4 (y, —¥,)" -+ (5, — 2,)".
Fiir Punkt (x, y, z), der P, P, im Verhéltnis m : n
bailt=(P. P PP —=m:n) ist
nx, +mx, LAY SEmYy Nz, + mz

_K_ — i iy A
m~l-11 1 Y m-+n '’ m + n

5. Projektionen. Ist 1 eine Strecke, f eine

Fliche, sind ferner 1, 1,, 1, bezw. f, f,, £, ihre Pro

jektionen auf die Koordinatenebenen, so ist
11311 =0 L
9. fr Lfr L fr— 1
£ —=tecosu, I ool 8, f,—=fcosy; «, B, v Neigungs-

winkel der f gegen die Koordinatenebenen.
*) Es sind stets, wofern nichts anders bemerkt ist, rechtwinklige
Koordinaten vorausgesetzt, -
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4. Inhalt V der dreiseitigen Pyramide.
1. Eine Fcke im Ursprung, die drei andern Ecken
51 "¢ T r i ' re r X Lr
bllld (}"'1? :"1? ‘51)? (‘\‘25‘ :'fz? ‘5-’)? (:\3? yai é.‘i)'

s =5 [Xl (}'3 dheals Zi) s Xy (}"3 Zr o N z.'s‘) T X3 (}71 i él)J
jjb:l ;YI Z1 .I
):2 BTB Z'..} .'
|' X3 Y3 43
2. Liegt die erste Ecke nicht im Ursprung, sondern

im Punkt (x, y, z), so ergiebt sich V, indem man das
Koordinatensystem parallel verschiebt, so dass der Ur-
sprung mit (x, y, z) zusammenfillt; man hat alsdann
im vorigen Ausdruck
statt Xy Y10 4, 20 setzen Xy o Xy N esiV i =

Liegt (x, y, z) in derselben Ebene® mit den drei
ibrigen Punkten, so ist V = 0; dies ist die Gleichung
der Ebene durch jene drei Punkte.

§ 86. Aenderung des Koordinatensystemes.

1. Parallele Verschiebung der Axen; a, b, ¢

Koordinaten des neuen Ursprungs.
X—atx, y=Db-ly, a—0elz

2. Drehung um den Ursprung.
O X/ bilde mit OX, OY, OZ die Winkel o, B
98 n ” " " " n ” %,y Bg: Ty
0 Z ” i n 7 " n n %y [53: V3e

Schreibt man der Kiirze halber die Buchstaben
der Winkel fiir ihre Cosinus, so ist:

LY
T2 et

P B A rrd o 300 , -
*\_“D:ix [mzyPI g 4 }‘_ml X”I'B1)'";"T1‘a

Pt o A1 o rrd =N = |—
=P X' -B, ¥ "—B:;[‘ y_a’zh_}_ﬁzy_}_yz‘ﬂ
SRS R e St S ) e i Sl 11 :
‘d——T1:\ ]—fz} I yaé zj_.GEBX—[—ﬁH}’ I YH/J'

Ziwischen den Cosinus bestehen die Beziehungcn
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C{'IL_%CLE" 1 ms":]- mLEh{'Bizﬁi_yl‘l::
[ [ ]
prlpzlpid—1 e obB by
. [>]
'Y_IJHE_YQZHE—Y:;?;:I c‘:32'_}_ 32-_5_?3-"__1
mlal _t_ d‘gBj -_IH dgl{;‘;: a'-lmg_{_ﬁlﬁz -_{— TIT‘Z :‘O

B, +B,Yy B =0 %% BB 1,7, =0
T1% T A, % V% =0 %% BB eE =0
3 Polarkoordinaten. OP —r, ¢ Winkel
swischen OP und der X Yebene, gezihlt von der lebz-
teren gegen die + Z Axe hin (von — 90° bis + 90°);
v ist der Winkel, den die Ebene ZOP mit der Ebene
70 X bildet, gezihlt von der -+ Xaxe aus im positiven
Drehungssinn von 0° — 360°.
Uebergang von rechtwinkligen Koordinaten zu

Polarkoordinaten und umgekehrt:

Gotat s <= 7 X
ST ST L] e e A ZoleEariine B
PR R b Sl i e L s B s '|,-*£‘-‘g__::y;:
. ¥
sin ¢ = ==
VX =y

y — r cos @ sin P
7z — 1 8in .

: IX:POOSWGOS’*P
.

§ 87. Allgemeine Satze.
1. Eine Flache ist durch eine Gleichung zwischen
x, vy und z bestimmt. Die Bedingung dafiir, dass der
Punkt (x,, y,, z,) auf der Fliche liegt, deren Gleichung
F (x,y,2) =0 ist, ist F (x,, ¥, %) =0-
9. Bine Liinie ist durch zwei Gleichungen in x,
v und z bestimmt; die Linie ist die Schnittlinie der
durch jene zwei Gleichungen dargestellten Fléchen.
Jeder Punkt, dessen Koordinaten die beiden Gleich-
ungen F (%,3,2)=0 und f (x,y,2) =0 befriedigen,
liegt auf der Schnittlinie der durch die beiden (leich-
ungen dargestellten Flachen.
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3. Setzt man in der Gleichung F (x, y, z) =0 eine
der Koordinaten, z. B. z, gleich null, so erhilt man
die Gleichung der Schnittlinie der Fliche mit der
Ebene der andern Koordinaten, z. B. der X Yebene.

4. Eliminiert man aus den Gleichungen zweier
Flichen eine Koordinate, so erhilt man die Gleichung
der Projektion der Schnittlinie beider Flichen auf die
Ebene der beiden andern Koordinaten. Bestimmt man
aus den Gleichungen dreier Flichen die gemeinschaft-
lichen Werte von X, ¥, %, so stellen diese die Koordi-
naten der Schnittpunkte der drei Flichen dar.

5. F (x,y,2)+ 2 £(x,y,2) =0 giebt die Gleich-
ung einer Fliche an, welche durch die Schnittlinie oder
die gemeinschaftlichen Punkte der beiden Flichen
B2 =0 und £(z7, z) = O geht,’

§ 88. Die Ebene.

a, b, ¢ Abschnitte der Ebeue auf den Koordinaten-
axen; o, B, v die Winkel, welche das Lot vom Ursprung
auf die Ebene mit den Axen bildet, p die Liinge
dieses Lotes.

1. Gleichungsformen fiir die Ebene:
1. allgemeine Form Ax+ By -Cz-+D —0 (E)

2 L and e g
5 4 B bt S
3 n X COSC—YycosB—-zcosy —p=—0

(Normalform N)
Spur in der X Yebene Ax+By4+D—0
7 n » Y Z " BY_}_OZ“FD:O
7 1 " ZiX " AX—]I—OZ—lD_O
Axenabschnitte:
D D D

4= ——— } =t i e

.c‘_'L'l 2
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Die Ebene.

Lot vom Ursprung:
D

p—acost—Dhecosf—cecosYT—=—————.
E T + ].-’jiz _: B2 _]l__ (2

(Das Vorzeichen der Wurzel wird so gewihlt, dass
p positiv wird.)
Winkel des Lotes p mit den Axen aus:
p Ap A

OB &t — ——— —_————— i

a D ;}_—_}';\BTB + oL
. Besondere Fille:

x=a KEbene parallel zur Y Zebene,
1. y = b n n n ZK ”
Z—0C 1 " e Ve
Ax+ By D=0 Ebene parallel zur Zaxe
2 A};—}—CZ—{—D:O < A SN
B Vel Cz+ D=0 " » n X n
3. Ax+By+Cz=0 , durchdenUrsprung
Ax+-By=0 b s d1e. Ziaxe
4.4 Ax}Cz=0 e N e
By+Cz=0 L " L

b

3. Ebene durch den Punkt (x,y,, z,)
Ax—x)+By—y,)+Cz—z,)=0
4. Ebene durch drei Punkte (x, y,, %,), (X,) Yo7 Zss)

(X:U }—‘]? . )

A(X—XJ‘FBU“—)J i G(Z z,)=—0, wobei
'Y % 1| Vit ol Xy 1‘

A—}a ‘21| B = Izg 21 = {Xoy ‘
szl | e o bt 5

(s. auch § 854.)

5. Abstand e eines Punkfes (x,, y,,z,) von der
Ebene E oder N (s. 1

Ax 4By, +Cz +D
) ARBEE O

[ 5 P

e g ~r e
—X, ¢os a-F-y, cos Bz, cosT—p
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7\\-‘01 Ehenen Ax -+ By +Cz—+ D=0 und

A \—l—B y+C,z1-D,=0;
e A B C
1. sie sind parallel, wenn — =+ = =
: Ac s b G,
also Gleichungen zweier l}al'alleler Ebenen
[Ax+By-+Cz+D =
Oder

|
I
VA %1 By-Cz g_D —o
[ X COoS os—;— y COS g_l_z COSYT—P= -0
| x cos 4+ y 08 £+ 2 cos T— p,—0
Abstand zweier paralleler Ebenen
: D—D,
T SREED

|
3. Winkel ¢ z '{velm' Ebenen

FX BB, - L

COS P — —

TR0 (A, B0
4. Sie sind senl {1‘8(}1‘13 wenn cos rp —0, d. h, wenn
AA BB, ——G(

7. E huucubusche]. Sind A.l :0; A. =0 die
(Hleichungen zweier Ebenen (1) u. (2) in Normalform,
so ist die Gleichung einer dritten Ebene (3) die durch die
Schnittlinie der beiden ersten geht

A —2A,=0.

Sind (3, 1), (3,2) die Neigungswinkel zwischen (3)

und den beiden gegebeuen bi)enen, so ist
sin (3,1)
—
Die Halbierungsebenen der von den beiden Ebenen
gebildeten Keile haben daher die Gleichung
A AL=0
8. Drei Ebenen durch eine Gerade.
Damit drei Ebenen E —0, E,—=0, E,=0 sich in

derselben Geraden schneiden ist notwendig und hin-
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reichend, dass es drei Zahlfaktoren 4 , 4, 4, giebt, fiir
welche die Identitdat besteht
’?‘1 El"|" iz Ezhlr' /T’s E:} =0

9, Vier Ebenen durch einen Punkt. Damit vier
Ebenen B, =0, E,=0, B, =0, E, =0 durch einen
und denselbnn Puu]d orc,hen, st notweudlu und hin-
reichend, dass die Idenditdat besteht

; E —[_ Ea —II_' '%:; E.’i _i_ ;“4- E’L = 0.

§ 89. Gerade Linie; gerade Linie und Ebene.
1. Jede Gerade ist durch zwel unabhingige Gleich-
ungen ersten Grades zwischen x, y und z bestimmt.
Allgemeine Gleichungsformen:
L ] > _1 7 A
(1)[4.\.‘5; ]_}_I'(-‘/II)
lA X J—Bz} -G,z D, —--0
@) [y:'— m*{—l b
— nx "'i_
Die Kaordnmteu der Spuren in der XY-, YZ,
X Zebene ergeben sich aus bezw.z—0, x=0, y=0.
2. Besondere Fille.

1. { y=mx—b Gerade parallel zur X Yebene.

=

=
b'l' — b 2| : =T
1 Grerade parallel zur XZebene.
Z—NX--0
LY T 2
{ "9 @Gerade parallel zur Y Zebene.
B
e ih .
o Gerade parallel zur Xaxe;

Z=e
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{ i_i Gerade parallel zur Yaxe;
[ 2 o= 0 Yaxe.
| x=0
{ ; :;J] Gerade parallel zur Zaxe;

[E2—0

A0 Ziaxe,

. [ y=mx

3. (erade durch den Ursprung.
lz—nx

3. Winkel mit den Axen, «, B, v. Wenn die
Gleichungen der Geraden sind

1 _ m
COS & — = =, COsf =

Y1 -+ m? - n® Y1+ m? 4 n*

n
o8 Y = —————.
1 L e o B
4. Gerade bestimmt durch einen Punkt (x,, y,, 2,)
Sty yier
und Richtung («, B, ¥)

COS o cos B COS Y

5. Gerade durch zwei Punkte(x,,y,, 2,), (X5, ¥y %)

7.{__'\"1 Yocs s I 0
Xo— Xy VESE 4y &y

6. Zwel gerade Liinien.
¥y —mx-=b [ y=mx-+b,
Ez=n%1e¢ |iz—=n, % 10,

1. Die Geraden schneiden sich, wenn
(b—b,)(n —n,)=(¢c—e¢,) (m—m,) (s.u.3d).
2. Sie sind parallel, wenn m = m, n, = n.
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3. Der Winkel ¢ der Geraden ergiebt sich aus
14+ mm, | nn
COS (p == ';.::" '.;‘;)'_-'_ 'Tg— ——————.
VY@ 4m?tn®) (14m "+ n_ )
4. Sie sind senkrecht, wenn cos ¢ — 0, also
wenn 14+ mm -nn =0.
5. Kiirzester Abstand zweier Geraden

b—b)Ymn—n)—(c—c¢)(m—m
L b s e e om0

Sy L) P N 3 ]
y(mn, —m n)’4 (m—m )*+4 (n—n,)
6. Abstand e zweier paralleler (Geraden

[ y—mX —l— b y—mx —|~ bl

l =T —|— c T --}-— (_'al -
VL@ TE
6 — —— S wobel

4

1+m?®fn
F=(b—b,)m+(c—e¢,)n
G—(¢c—c¢,)mn—(b—b,) (1 +n’
H—(b—Db,)mn—(c—e¢,)(1-4m").
7. Gerade und Ebene.
{ bl "> und A¥{By4 Oz D=0.
1. Die Gerade liegt in der Ebene, wenn
A+Bm-+Cn=0 und Bb}+Cec4 D =0.
9. Die (Gterade ist parallel der Ebene, wenn
A4+ Bm|Cn=0.
3. Winkel o zwischen der Geraden und der
Ebene aus
: A1+LBmJCn
SiNg—o—
V(A® B2+ C*)(1+4m®+n?)
4. Die Gerade ist senkrecht zur Ebene, wenn
B C

— — 11,

A =1k, ‘A.
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8. Ebene durch Punkt (x,, y,, z,) senkrecht zur
Greraden
y=mx-}-b, z=nx-e¢
 x—x)+mF—y)tnE—2z)=0.
9. Gerade durch Punkt (x,, y,, z,) senkrecht zur
Ebene Ax--By-J-Cz+ D=0

B
B
i C

{ 2 —2Z =y (x—x,)
10. Ebene durch zwei sich schneidende gerade
Linien (s. Nr. 64)
[ y=—mx b ( y=mx-|-b,
e ] ] i |
| z=nxlec \ z=n,x}¢,.
g T R A £ e = or_ | Ty A r— S
[m{u ¢,)—n(b !)1)]1 (c—c¢,)y+(b—Db,)z=bec,—b.c
vy—mx—b b—b

oder e i AOT
Zi—lx=—0 c— ¢,

: m — 1,

oder — -

n-—n,

HEbene durch zwei parallele Gerade
y—mx—b b—Db,

A s ey c—c,

11. Ebene durch eine Geradey—mx--b, z—nx-Lc
parallel zu einer 2. Geraden y=—m x-b,, z=n x| ¢,
(mn; —m n)x-|-(n—n, )y—(m—m,)z=b, (n -n,)—c¢,(m—m,).

12. Ebene durch einen Punkt (x,, y,, z,) parallel
zu zwel Geraden
(nm]——m]llj(x-uxl)—]—{n—ul)[ymy!)—-—(m—ml)(z—z‘):&

§ 90. Krumme Flichen.
1. Cylinderflichen.
1. Die Lieitlinie ist einfach gekriimmt,
sie liegt in der X Yebene, ihre Gleichung ist

1. ¥(x,, y,)=0.
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Die Gleichungen der erzeugenden Mantellinie sind
20N =M% Vo E—PZ Xy
dann ist die Gleichung der Cylinderfliche das Elimi-
nationsresultat von x, und y, aus 1. und 2., also
3. Fx—pz,y—mz)=0.
9. Die Lieitlinie sei cinedoppelt gekriimmte
Kurve, ihre Gleichungen

4 ‘ QP (K? Z\} O'
(1) \ » (,2)=0

=)
die Gleichungen der erzeugenden Mantellinie seien

[y=ma+s,
XE"" P 2+ X

Ist (x,, y,, %,) der Schnittpunkt der Mantellinie

mit der Leitlinie, so ist
[ ¥ (Xl? Zl) = 1 ’( Jie—= UL e Yo
l_ P (\.Y]J z,) =0 g = P % B

Die Elimination von (%,, y,, %) aus diesen vier
Gleichungen liefert die Gleichung F (x;, y,) =0 der
XY Spur der Fliche, aus ihr folgt

F (x—pzy—mz)
als Gleichung der Zylinderfliche.
2. Kegelfldchen.

1. Die Leitlinie liege in der XY Ebene, ihre Glei-
chung sei F (x, y) =0, (x5 ¥,) ein Punkt derselben,
(f, g, h) die Spitze des Kegels, dann folgt aus den
Gleichungen einer Mantellinie

y—g z—h x—f z —h
Rl e S i o und aus
yﬁ _-g 1 Xl_'l e 1

<) Tl _
2) F (x5 ¥,) =0

Durch Elimination von x, und y, als Gleichung
der Kegelfliche

. (fz—hx g7 113-*): ..O.

R e z—h
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2. Ist die Leitlinie doppelt gekriimmt, (x,, y,, z )
ein Punkt derselben und sind ¢ (x, z) =0 und y (y, z) — 0
thre Gleichungen, so erhilt man aus den Gleichungen
der Verbindungslinie der Spitze (f, g, b) mit (x, y,, 2,)

¥ =28 = a=h Estnues

()

_ h
e e
und aus den Gleichungen ¢ (X, ¥1)=0, ¢ (x, V. =6
Durch Elimination von (x

Fléche; sie hat die Form

fz —1 gz—hy
- ( z 1x’ g4~ 1_)) 0

g 1H giih

1 Yi 2,) die Gleichung der

Legt man die Zaxe durch die Spitze, dann geht
die Gleichung iiber in

. hx hy
2 (1:3’ e ) =

legt man den Ursprung in die Spitze, so erhilt man,
z fir h—z setzend,

o (E._X, ! _35) o

Z Z

Schiefer Kreiskegel. Spitze im Ursprang,
Leitlinie im Abstand h parallel zur X Y-Ebene, (a, b, h)
Koordinaten des Kreismittelpunktes, r Halbmesser

#

h x & o ey . 3
(—_ —a |*- (—- - — b2 —%"
Z Z

3. Drehfléachen (Rotationsflichen),
L. Die Drehaxe liege in der Zaxe, die Gleichung
des in der XZebene liegenden Meridians sei x — f (z),
dann ist die Gleichung der Drehfliche
Vx?Ly'—1(a)
2. Gerader Kreiskegel, Zaxe Drehaxe, Spitze
im Ursprung

XE_,_yE:P.‘E ZE.
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) 3. Drehungshyperboloid:
) Einschaliges, erzeugt durch Drehung der
2 2
L | X Z
‘ Hyperbel - — —5—
) : a” (6
(2} 1 (] ﬂ"ﬂ L) a
| Xy =3 (z* -+ c¢?) oder
| ] (] L3 ]
e
r .
| Lo S,
; a” (v
Zweischaliges, erzeugt durch Drehung der
7” x* == ot
Hyperbel - — — —1 um die Zaxe
(v a’
0 9 aR( 9 0 'l
x% - y? = = (z° — ¢®) oder
¥ = )
2 2 2
%) Z
[ T -_2 '_E_' 1 e 0.
a ¢

Ist a— ¢, so heissen die Hyperboloide gleichseitig.
Der zugehorige Asymptotenkegel hat in beiden
Fillen die Gleichung

g | Bt
2!yt =—

4. Drehungsparaboloid, erzeugt durch Dre-
hung der Parabel x* = 2p z
x4y =2pz.
4.Schraubenlinie mit Axein der Zaxe, h Ganghche
[' x —rcost
) y=r sin &
ht
l == é_;r;_ - aret
und Schraubenfliche, ein die Zaxe schneidender
und zu dieser senkrechter Strahl gleitet der Schrauben-
linie entlang,

SRR
O

Biirklen, Formelsammlung.




Analytische Geometrie.

ARk § 91. Flichen zweiten Grades.

WL 2 ! —
fill L Elliproids S-idl 80 gac g
it a b (¢
a Kugel, Koordinaten des Mittelpunktes a, b, ¢
il (x—a) + (7 — b (g — o) = *
1 !i Mittelpunkt im Ursprung
|

X'ty o=
2. Kinschaliges Hyperboloid
] 5

9
Z

i BB -
a’ 0 b? e U

il 3. Ziweischaliges Hyperboloid
il 2 g 2
it X Yy Z
R S _|!_ T e 1 T 0.
a” b® ¢’

4. Elliptisches Paraboloid

| | .K:':’ }TE 25

-'_'_f‘é: a’ | T g

5. Hyperbolisches Paraboloid
:‘ = y: 27

Al a* hE g

6. Kegel

! 9 2 22

| X | } Z
o _i_- Tl A e~ S

a’ b* ¢”

1]

; 7. Elliptischer Cylinder

2 2
X y

S+ —1=0

a’ B2

|. 8. Hyperbolischer Cylinder
i Xy

i e T 1 — 0.

9. Parabolischer Cylinder

: (j

| X" 2z

i Rt =0
Hibl 9 .
i a b
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10. Das System von zweil Ebenen
(Ax+By-+Cz+D)(A x+B,y+C, z+D,)=0.
11. Jede Gleichung von der Form
x*+y?+z’tax+bytezfd=0
stellt eine Kugel dar.
12. Jede Gleichung von der Form
ax’+byi-tez’tdxytexztfyz=0
stellt einen Kegel dar.




Hohere Analysis.

A. Differentialrechnune.

§ 92. Funktion; unendlich kleine Grossen; Differential-
quotient.

Funktionen.

1. Eine Zahl von unveriinderlichem Wert 3, 9, a,
3a —b...) heisst eine Konstante; eine Ziahl, welche
alle Werte der Zahlenreihe annehmen kann, heisst eine
Verinderliche (in der Regel bezeichnet mit t, X, ¥, 7).

2. Eine Zahl, welche von einer oder mehreren Ver-
anderlichen abhingt, heisst eine Funktion derselben.
Der Inhalt eines Kreises, einer Kugel ist eine Funktion
des Halbmessers; derjenige eines Rechtecks, eines Qua-
ders ist eine Funktion von Liinge und Breite, bezw.
Liénge, Breite und Hohe. Mit dem Wert der unab-
hiingigen Veriéinderlichen indert sich der Wert der Funk-
tion, der abhingigen Veriinderlichen.

Bezeichnung der Funktion: f(x), F(x), ¢(x), v(x)
und dergleichen,

y=1(x) ist eine Funktion von einer unabhiéingigen
Veriinderlichen x,

z—1f(x,y) ist eine Funktion von zwei unabhéngigen
Verénderlichen, x und 7y,

u—1f{(x, y, z) ist eine Funktion von drei unabhéngigen
Veriinderlichen, x, y und z.

3. y=1(x), z—=1(x, y) u. s. f. heissen entwickelte
(explizite) Funktionen,
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F (x;7)=0, F (%, y,2)=0 u s. { heissen unent-
wickelte (implizite) Funktionen.

4. Kommt jede unabhingige Verdnderliche nur als
Summand, Subtrahend, Faktor, Divisor oder als Basis
einer ganzen oder gebrochenen Potenz vor, so heisst
die Funktion algebraisch. Hs ist z, B. y eine
algebraische Funktion von x, wenn es gleich a—+ x,

a &)/—

ax, —; x% JX, a-+bx+cx? Ja’ —x" u. s £ ist. Im
X? ? 7 v

allen iibrigen Fillen heisst die Funktion transcendent;
z. B. y=a%, y=logx, y=sinx u. s f. sind trans-
cendente Funktionen.

5. Eine Funktion heisst stetig zwischen x, und x,,
wenn fiir alle Werte zwischen x, und x, einem unend-
lich kleinen Wachstum von x auch ein unendlich kleines
Wachstum von f (x) entspricht.

Unendlich kleine Grossen und Grenzwerte.

6. Wenn eine verinderliche Grosse sich der Null
nihert und dabei einen Wert annimmt, der kleiner ist
als jede angebbare Grosse, so nennt man sie unend-
lich klein,

7. Ziwel unendlich kleine Grossen heissen
von derselben Ordnung, wenn ihr Quotient gegen
einen von null verschiedenen, endlichen Grenzwert kon-
vergiert. Ist a eine endliche, v eine unendlich kleine
Girosse, so ist a7t von derselben Ordnung wie v.

8. Ist ¢ von der ersten Ordnung, so ist ¥ von der

: Y ;
nten Ordnung, wenn der Quotient 5n gegen einen

endlichen, von null verschiedenen Wert konvergiert,

also wenn
T
im = = q.
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9. Ist eine endliche Grosse I' gleich der Summe von
unendlich vielen, unendlich kleinen Grossen Vo5 e,
so bleibt I' unverdndert, wenn jede Grosse ¥ um ein

Unendlich kleines & von hoherer Ordnung vermehrt
wird. Ist also

=y kv . o v=1im 3y “so'dst auch

= (1, +2)+ 0+ o)+ . . . =lim Z(x+0),
10, Es 1st

1
Bapr s T LI e e
35 on ( —‘_' 6)5"): LT 1_I— 11—1 n1—cp_ i
e 1
2. lim a—l_‘ = og_a.
d log e
. sin 0| e oo @6 o
3. lim ___:ﬁ—i = 1; lim = g 1,

x \m|
4., Iim (1 + — = eX,
m/ im=— o

11. Differential und Differentialquotient.
V== f(X)
}r __l_, JY’ —_ f(}{ -—L AX)

Ay_.f(x—l—ﬁx)—f(x)

o, iy f(x-,—zlx)u—f(x\l dy s ddix)

Iim A}{:hm EmmEaE T e
— ff(X) == Df(X).

dx heisst das Differential von x,d f(x)=f(x)dx

df
das Differential von f (x). —&(;9 oder f/(x) heisst die
erste Ableitung oder der erste Differential-

quotient von f(x).

Ist C eine von x unabhingige Konstante, so ist

dC

dx
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Die Ableitung des ersten Differentialquotienten
giebt den zweiten u. s. f.; es ist also

{l £ (x) d y ;
i aad =y ={" (x) =D’ (x) die zweite Ablei-

tung von 1 (x).

§ 93. Allgemeine Formeln iiber Differentiation.

Bs seien u, v, w Funktionen vonx, A, B, C Konstanten.
df(u) di(w) du
1 =t

e du "dx

2. d (A u- Bv+0w)—Adu—|—de—] Cdw
d(Au—]—Bv+Cw) A —FB—-—]—('J@-W

d x

— A + Bv+Cw

d(uv) = vdutudv; d(uvw) = vw du-+} uwdv
4+ uvdw

.CiS

d(uv) j y G
=7 —uw'v-tuvi=uv (_{1 At v’
d{oyw...) S s i | “l P
T — —=uvw ...(uu -+ — g = Wishe
‘u vdu—udv
4, d (—- = =
v v
) e
v Ay
A v’
5. Bezeichnet man die nte Ableitung von u mit ut®
so 1st:
P(Aut
d( dux—lll—Bv)z ARED w

(av)® =@y (]il) C SO (g) e MO
f(n (). (n—1) (1:2
T (1) b —uv
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6.

Ist u=1£(z), z=¢(y), y=1v (x), dann ist
du diz: dz dy
B
. Sind x und y Funktionen von t, so ist:
dy dy dx :
CESsn
d’y dxSidy F5d% d”x) 3
dx® (d Fgdbl odidi2l \dE (RERS
8. Betrachtet man bei einer Funktion mehrerer un-
abhingiger Veréinderlicher u—1 (x, y, z) irgend eine der-
selben, z B. x, als verinderlich, die iibrigen als kon-
stant, so heisst die Ableitung der Funktion nach dieser

Verénderlichen die partielle Ableitung nach x,
ou

sie wird mit 5 bezeichnet.
X

Das totale Differential von u ist gleich
der Summe der partiellen Differentiale nach
samtlichen Verinderlichen:

du | du o du
du= g dx-- o dy+ 5 d z

9. Sind x, y, z Funktionen von t, dann ist

df(x,y,2) 6f dx-—df-dy —d1—-dz

=1

i/

\

((_'l X)S X.r}...rr_ \_*"‘X“

dt T dxdt "oy dt Gz dt
10. Es 1st
ou ou ou
O3x SR ndx w0y vy
P kW F et T T T R
0%u é%u
6x8y  dydx
1leod am— 611, dx?4 {5_11) dy’- : i.l, dz®
e 5y 4V T g
é%u é%u 6%u

~dydz

ERE e Sl T ke [Pyt S T s
+2 5x3y dxdy-+2 5%37 dxdz42 T

o
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symbolisch :

2

a’u= (i—i dx -+ g;d}_{_ %li dz)( },
wofern im Zihler jeden Gliedes du® durch 6’u ersetzt
wird. — Der Satz gilt ebenso auch fiir das Differential

nter Ordnung.
12. Unentwickelte (implizite) Funktionen.
Ist f(x,y)=0, so ist

ab. o dy

o

Jf
dy sx
2 S r
d_y
Durch Differenzieren von 1) erhilt man eine Glei-
2 iddy :
chung, aus der sich -(——-"5 bestimmt:
dx”®
o*f &f fody otl dy)?‘l é¢f d’y
oo 2y dx ey e

13. Ist f (%, y,2) =0, so kann z als Funktion von
x und y betrachtet werden, dann 1st

1) % - g—i . j—g — (0, hieraus folgt —:2-;;
2 6 f i 6f (3:5____ 07
NSy moy D
Differenziert man Gleichung 1) nach X, dann auch
nach y, ferner Gleichung 2) nach y, so ergeben sich
, 2 0%y 0T =0T
Gleichungen, aus welchen man «—s, —=" T 52 erhélt.
x? dxdéy’ dy
14. Vertauschung der unabhingigen Ver-
anderlichen.




186

| '::! _- 1-
i einer Konstanten ist null.

Hohere Analysis.

dy dx
- Lo
diy > ed X /d 3\
=== a3 \a5)

§ 94. Spezielle Formeln.

L

Das Differential und

I' dx.“ — L
i T L
> dr(xn) = i
le-_i;f G2 Fer ":]1(11—1)(1_1—2)....(ll—l’—l—l}x s
._.:! oAy d X d gqmx &3 ; ({-ex .
4. ——=a¥la; w—— am"X*mla; —— =—eX
it dx X dx
ey 2
L1 d Xr:a,'\ ([&)r
wdlbex v hmee . 1o 1 M ‘
0. —fi_}{ - = ; 1()5 8= -;; 4 ga—- s S (5 § 297)
diix I
e e e
dr (log x) e log e
A R
2 dsin;__ Ay . %} P
S ----—cosx-;nm(x - 3
9 d"sinx_ i T
J. —goe —SIn|XA 5
10 deosx N S
10, —9——=—sInx=cos X+ 5
i dreos x cooTa
L. —g - =cos X1 5

der Differentialquotient
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d tg x 1
9. E = g
12 ax cos’X &L
(Fiir hohere Ableitungen kein einfaches Bildungsgesetz.)
d ctg x 1 ; |
L5 s e i (= — cosec® X).
14 darc sinx 1
A e x?
d arc cos x 1
dgies e
dx V J=x’
d arc tg x 1
16. __TE - = 7T _2
X +x
d arc ctg x 1
17- —_— o — T _—-l _‘a
dx TR
18 d arcsec X 1
o e
19 darccosecx =
' dx = xyx*—1

§ 95. Die Taylor’sche und die Mae Laurin’sche Reihe.

1, Taylor’sche Reihe:

h? ho o
F(xihyj=1fx-ph1 (x)+ 91 G A e ey £ (%)
hn+1
TRl f@+1) (x - ph),
wofern p positiv und < 1, f(x), #x), £(x)....
und bestimmte Werte haben und wofern f(n+1 (x) end-
ich und stetig fir alle Werte zwischen X und x- h.

Andere Formen des Restgliedes:
hn+1(1—@)"
== — 9/ $a+1(x-+ Oh), 6 echter Bruch;

endliche

n!

ho .
[ (x O 1) — 0 ()]
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Bar x—a und h—a—x ergiebt sich:
(x—a)” x-a)yn,
s G () o a8 L SRR A
2. (@) n! (a)
(x — a)n+1
+ f(“'J"iJ(ﬂ—}— w(x—a)).
(@ 1)! “(
Hiebei muss fo+0(x) fiir alle Werte von x/ zwi.
schen a und x endlich und stetig bleiben.
Fiir a=—0 ergiebt sich:

2. f(x)=f(a) - (x—a) f'(a)--

3. Mac Laurin’sehe Reihe:

. ; Xg X:j : xn ;
f[\}{,) = f':O) X f"LO) _i_. --‘;)-! fN (0) —{-— :.}T feee [O) —}—- B _}__ -l;..!.. ful}(O)
xn-1 :
+ @i O (e,

wofern f(x) und seine Ableitungen fiir x =0 endlich
und stetig bleiben.
Andere Form des Restgliedes:
Kn—{—I(]____ @)n

—— ——— fat1)(0x),

Wird f(x) oder eine seiner Ableitungen fiir x—(
unendlich oder unstetig, so kann f(x) nicht mehr ver.
mittelst der Mac Laurin’schen Reihe entwickelt werden,
In diesem Fall ist 2. anzuwenden.

4. Taylor’s Reihe fiir zwei Verinderliche.

x+ht=p, y+kt=q, fp,9) =T, f(x,5)=u,
= ou du 1 /du du _\@
f(x+h, y+k)=u- e h - &y k- :ﬂ(}; h|- 5 }’ k

1 /du du_\® 1 /ou du_ \(n)

e het e s ST g O U '
i 31 (5}(}1 r{sy]x) [Tl n!(éxh | y ) —]—R
(s. § 9311.)
?

5 k
11/6U 60U \ [éu du \(m)

_ — e | =— T SR L SR Db ] Lo
= 11!["31) - Jq]) (éxh | 6y1):,

(p=x- 6h, =y} Ok).
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Werte unbestimmter Ausdriicke.

§ 96. Werte unbestimmter Ausdriicke.

D ‘e
0 =, 0.0, 0% % 1%, 00— .
f(x) 0 4
1. Nimmt —— fiir x = a den Wert — oder L an
o(®) 0 e
: f(x)_ 1 (a)
so 1st I — 1
¢ (x) 9 (a)
: f (a 0 o : .
wird auch il \’_-__: — oder ‘;;-? so wird das Verfahren
¢’ (a) 0

wiederholt und es ist, wenn f@+1(a) und ¢®-+1)(a) die-
jenigen Ableitungen sind, welche zuerst nicht gleich-
zeitig zu O oder zu oo werden:

I flx)s @ TEY(@E)
TH e
P(x) lTD(a)
2. Ist f(x).¢x) =0.00 fiir x=a, so Ist:
1
f(x).o@)=£x:—
PiE)
Dieser letztere Ausdruck nimmt fiir x —a, die Form
0 £ ; :
o, sein Wert ergiebt sich nach 1.
3. Nimmt der Ausdruck (f (:{))‘P("UI fiir x —a eine
der Formen 0°, o, 1% an, so setzt man (f x))q’(")
— ®®f® und untersucht nach 1. oder 2. den Aus-
druck o(x)2{(x).

4. Fithren die angegebenen Mittel stets wieder zu
demselben unbestimmten Awusdruck, so muss man zu
besonderen Hilfsmitteln greifen. Man kann dann fiir
x zuniichst a - h setzen, den Ausdruck umformen und
wenn moglich, vereinfachen, worauf sich fiir h —0 der
gesuchte Wert ergeben kann.

5. Wenn f(x) — ¢(x) fiir x=a die unbestimmte
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Form oo — o annimmt, so suche man den Ausdruck
in ein Produkt oder in einen Bruch zu verwandeln,
was z. B. folgendermassen geschehen kann:

1 1

: _X_ Fa f(_

f(}() —_— CP(X) — qi(l)— —1}9
" 60

Der Wert

hiefiir wird nach dem Vorausgegangenen
ermittelt,

S 97. Grosste und kleinste Werte von Funktionen.

1. Die Funktion y=£(x) erreicht fiir X1

ein Maximum, wenn f(a S h)_f(a) <0,

nw Minimum, f(a—_{—_h)hf(a) >0,
wobei h sich der Null unbegrenzt nihert,

2. Bei zunehmendem x ist
f(x) wachsend, wenn Hxys o
f(x) abnehmend, , Hx) <0,
3. y=1£(x) erreicht fiir x—g4
ein Maximum, wenn f(a)=0 und f/(a) < 0,

» Minimum, f'(a)—0 und fa) > 0;
allgemein: die Funktion Yy =1(x) erreicht fiir x—a ein
Maximum, wenn die niederste fiir x —a nicht ver-
schwindende Ableitung von f(x) von gerader Ordnung
und negativ, ein Minimum, wenn dieselbe positiv ist,

Ist die niederste fiir x—a nicht verschwindende
Ableitung von ungerader Ordnung (z. B. von erster),
80 ist f(a) weder ein Maximum noch ein Minimum,

Um die Stelle und den Wert des Maximums oder
Minimums zu finden, wird y’ gebildet,
setzt und nach x aufgelsst. Nun wird ¥y’ gebildet, es
werden die gefundenen Werte von x eingesetzt und aus
dem negativen oder positiven Ergebnis bestimmt, ob

gleich null ge-
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ein Maximum oder Minimum Vm'liegt. Durch Einsetzen
der gefundenen Werte von x In - f(x) ergiebt sich
der W’e1t des Maximums oder 1k[mmimm»; selbst.
4. Funktion zweier unabhingigen Ver-
snderlichen, z = {(x, y).
Man bestimme X und y aus
¢ f : o i
1. — = 0 und — = 0.
d x 8y y
Die erhaltenen Werte miissen der Gleichung ge-

niigen :

( s f )2 s*f o°f
e el

0x 0y ox ay

| Es findet dann Maximum oder Minimum statt, je
nachdem

| 6° £ 6° I

f 3. — und

; dx” J'y‘
fiir jene Werte von x und y beide gleichzeitig < O oder
> 0 sind.

B. Integralrechnung.

8 98. Bezeichnung und Erkldrung.

F (x) heisst das Integral von f(x)d x, geschrieben |

_ff'{x) dx, wenn
dF (x) 7
g &)

es 1st also dann If‘(x) dx =F(x)+}C,
wobei C eine unbestimmte Konsmntc bedeutet; ferner 1st
d] f(x) dx

dx =
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§ 99. Integration einfacher Funktionen; Grundformeln.

| Bel simtlichen nachstehenden Formeln

ist rechts
{ die unbestimmte Konstante zu erginzen.

: %
i (i [ i 5 };r_l_l__ e < o
5 f:{ A= H o fiir n 5 1
il
Hl . (c’b—' bx)r+1
I |(a + bx)a - (ﬁ_l_l_ l)) j
" 9 / df e
fiits r ax -
{ 3 ji-"t.xd}i — 7{1 .,e?\'dXT_e?{

b. jsin xdx — — cos x,

el
§ . — tgx
COS* X
= r dK
{ j PR e Ctﬁ' X
sIn“x
; 8in x
8. / ———dx — —— (. gac x).
J COB“X COS X
r COSX 1
9 | ——dx—_ —— (= —cosec x).
J gin‘® x sln x

sin® x

10. fsin Xxcosxdx—- 9

1 / tgx dx—=—17cos x.

12. | ctgx d x — Isin x.
< e e X
13. | ———— ———

— o T (’ tn« b
J sInxXcosx gx; |

I_ 14. [ coOix [ tg (4: <5 §)

SARCTE e
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RS e s b 7 7
15, | ——=—= — arcsin x = — arc Co8 X i
SR8 bt pe
dx 1 St o1 o
S = ot ATe B
Val=b*x* "7 b a
: d x oy
16. f e arc tgx — —arcctgx | 9
dx 1 : bx
| s ——arctg —.
| ST i R o
e dx
17. | ————==—narcsecx
T S |
- dx ik b x
! —— — arc sec g
e e e a a
d x ;
RS —_— —aresin(l —x%)

]-—"'L’ X—X

§ 100. Allgemeine Formeln; Integrationsweisen
entwickelter Funktionen.

Bs seien u, v, w.... Funktionen von x; A, B...
konstante Faktoren.
) . . . -
| 1. Integration einer Summe,

f (Aut-Bv|-Cw-....)dx=A _[ﬂu dx-|}B/vd x-}--(,ll_lffwd =

', 9, Teilweise Integration,

~

uv— [udv+[vdu und

,‘An dv—uv— fv du.

Beispiel :
[ x*cosxdx: -jx'z dsinx —x*sinx — 2/ xsinxdx

[x sin xdx —— [x dcos x° - — xcosx -} [cosdx
- __xcosx-sinx -} C, also

[x®cosxdx—=x"sinx |- 2XCOSX — 2ginx + C.

)

Biirk!len, Formelsammlung. 13
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3. Integration durch Substitution. Hs sei
x=¢(z), dann ist d x=¢’(z)dz,

JE(®)dx=[f[¢(2)] ¢’ (z)d 2.
R dx
Beispiel : J oo (a} 5 x)’_‘_' ;
dann ergiebt sich

o

a
Man setzt — b = z,
X

nun entwickelt man nach dem binomischen ILiehrsatz
und integriert die einzelnen Summanden,
Die hdaufigsten Substitutionen sind:

a

P, (2

z—asbbxs S —a-Lbxy a=—— _Lb,
>

_a+bx . a z—1
S Taebr "z 1’
m,—— : Py m
Ja+bx=3z, oder x=——xdx=— . 2" ldz;
b b
: dz
sin x—z und dx —71
X . 2t L= 2dt
g?:t, Slnx:i+tg; cosx::f;i-_t-é, dx— ljf_;_}

4. Integration durch Zerlegung in Teil-
briiche.

Jede unecht gebrochene, rationale Funktion F_(_)
X
lisst sich in eine ganze Funktion ¢(x) und eine echt
‘ : X -

gebrochene, rationale Funktion WX_)_ umformen. Diese
letztere lésst sich in eine Summe von Teilbriichen zerlegen.
1. Die Wurzeln der Gleichung I (x) =0 seien simt-

lich reell und untereinander verschieden, es sei

F(x}:(x-—a)(x--b)(x—c) voee =0,
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dann ist
P(x) o A B C
; F(X_)H_;:—a-lux———b—,rx«——c—l_””
hiebei 1st

f(a) f(b)
i T (a_)a B T\ (b'j: R
2. F(x) = 0 hat auch komplexe Wurzeln, z B.
p-qi und p— qi, dann ist
fx) _ A, A, 1 o(x)

BEx) x-p—qi T-ptdi PG

hiebei ist
ipt+ay) (f(p—aqi)
e a0 B
Fasst man nach der Bestimmung von A, und A,
die beiden ersten Briiche zusammen, so geben sie einen

reellen Bruch mit dem Nenner (x —p)*-q”
3 Mehrfache Wurzeln. Es se1

P —0—(x=—a*z—bfE—0cl..... , dann ist
e, Aot
F(_xj‘_ E=)E ! (x—&)“_1+ """ —l—xr—-a

B B1 ]3_i3_l

+(x—b)ﬁ+( _b)3-1+ """ 1 x—b

et SR SR e
Setzt man F(x) = (x—a)%. ¢(x), so ist
() A £
= , woraus

B (i) = (x — a)* (x—a el
i(e)

~ e’
durch Anwendung desselben Verfahrens auf den Bruch

fz (K)
x—8)" o (x)

erhilt man A u. s f.
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Das Integral der urspriinglichen, gebrochenen Funk-

tion ergiebt smh nun durch die Integration der ein-
zelnen Teile, .

Integration flursh unendliche Reihen.

1. Wenn f(x)=wu, ++u,-u, ...} U=y
eine Reihe ist, deren (rhedm stetlne T‘unLtmneu einer
Verinderlichen x sind, wenn iurner diese Reihe fiir a
und b und alle W ute zwischen a und b konvergent
ist und wenn flh) die Grenze ist, gegen die sie ]1011-
vergiert, so ist ( s. § 101,1)

b

f ft’\)ﬂ\ —IIL (1\;—-—qu tdx| [ u,dx-|.

i < S8
2. Lnefer die Mac Laurinsche Reihe fiir f(x) eine
konvergente Reihe

f(x)=£(0 0)4x1(0) 4 -5-, f” (0) +

so 1st

Ji(x)dx= 0+ x£(0) - f{ £(0) + f‘:gf“@-lﬁ--

Die Integration durch unendliche Reihen besteht
also darin, das.s man den betreffenden Ausdruck (z. B.
durch den binomischen Lehrsatz, die logarithmische
Reihe u. a.) in eine unendliche RP]]IB verwandelt und,
nach Untersuchung der Konvergenzverhiiltnisse, die ein-
zelnen Glieder derselbeu integriert.

§ 101. Bestimmte Integrale.

1. Ist f(x)dx das Differential von ¢ (x),s0ist ¢ (x)-- O
das unbestimmte Integral von f(x)dx; dagegen heisst

.,‘ﬂ (X)d}{—‘:'_r;(b)__fp(ﬂ)

das bestimmte Integral genommen zwischen den
Grenzen a und b, d. h. fiir x—a und x—b. Das be-

‘ - 1 . ‘
stimmte Integralj f(x)dx ist die Grenze der Summe der
a .
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unendlich kleinen Werte des Differentials f(x)dx, wenn
x durch unendlich kleine Aenderungen h von a in b
iitbergeht; daher auch

,‘"f:f(x} dx=lim {f(a +f(a+h)|ia] 2h) —:} o B
2. {f d"{—"—j f(x)dx.
.-3._fq_[f(}c)dx:{:crﬁ(x)dx]:_[ f(x)dx+

-

19

rb [t a
. I®dx= | i(x_)dx—-—j f(x)&t—,— = (x) d x
J & < A h
¢ und d Werte zwischen a und b,
5. Angendherte Berechnung eines bestimmten
Integrals [ f(x)d x. — Hs sei fiir jeden Wert von x
<+ H
zwischen a und b fiir eine Funktion ¢ (x)
¢ (x) < I(x), desgleichen fiir eine zweite 1 (x)
Y(x) > f(x), dann ist
rb rb rb
x)dx< [ f(x)dx< [ ¥ (x)dx.
J e dx< [ E(x)dx< [ 9 (x)
Simpsonsche Regel. Um einen Niherungs-
re i , 2
wert von [ "f(x)dx zu finden, teile man die Strecke
J Xo
zwischen x; und x, in 2n gleiche Teile von der Linge h,
und bestimme die zu den Teilpunkten gehorigen Ordi-

naten y,, y,, ¥5....Y,,, dann ist annihernd

f(X)dX:"—(}"D"J—LLV "}Y -.._.4x‘r ._|_,2T ,_]_ —[_1\';“)

(s. auch § 102 1o).

6. Summierung von Reihen durch bestimmte
Integrale.

Wird {(x,m)d x zwischen zwei Grenzen a und b,
die von m unabhiingig sind integriert, so ist das Er-
gebnis im allgemeinen wieder eine Funktion von m, so
dass also

j:f (X} 111) dx— (1% (111), daher
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g jz]‘f(x,())ri—f(x?1)+f(x,2)—:—...—}—f(x,n—l)]dx
i —¢0)+e(1)+e@)+... +9(m—1).
Liasst sich die unter dem Integralzeichen stehende
' Reihe leicht summieren, so erhilt man die Summe der
A :_ rechts stehenden Reihe in Form eines bestimmten Inte-

“ grzl,ls.*)
7. Besondere bestimmte Integrale
i S0 A% 7T
S 1. j R A
- S 0 &+bx Zlﬂab
5 o dx
. A "?::ﬂf
jo (1+x))x
: 1 dx g8 Losrd Ry
e
L 1.3.56.....2n—1) =
4. Jl ——dx=—F"—= —~ . —
0 J1—x* 2 e T RS 2n 2
T & ety :
J‘_. Sill‘dn}{d}{-; -’.})-J....-_(‘.:II 1) _E
0 A6 s 2n 2
E
— "zcosg"xdx; 2n>0
0
L i I R R
Bl tan gy e ot =
‘0 Y1—x* 8.8 ke (Qn—[—l)
T 9
7 aomn g A 2n
S B S S e )
i}";
= [2 cosP"T1xdx; 2n41>1
oo BN X
6. _/U = -:1}{——-2—; a>0
*) Siehe Schlemilch, Uebgsbeh. z. St. d. hoh, An. 2. Teil, S. 168.
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Ebene Kurven.

-0C08 & X
——dx=»
.}U X
o e 1 >
Werer e n
-{0 Ll 2
w® n!
8. f xng—axdx = —— (a > 0, n ganze Zahl.)
0 &11-1-1

(. Anwendung der Infinitesimalrechnung
auf Geometrie.

§ 102. Ebene Kurven.

1. Ist y=1f(x) die Gleichung einer Kurve, z der

Winkel der Tangente mit der Xaxe, dann ist
(ds s. § 102%):

dy d x dy

sinz— -—>, coO8 T — =—, tg 7 — — v/,
d s’ d=gdees dx Y

Wenn y* —0, dann ist die Tangente parallel der
Xaxe, ist y = oo, so ist sie parallel der Yaxe.

9. Verlauf. Die Kurve steigt (d. h. y wiichst)
bei zunehmendem x, wenn y’ > 0, sie fillt, wenn y‘ <O0.

Die Kurve ist in irgend einem Punkt erhaben
(konvex) gegen die Xaxe, wenn y und y* fiir diesen
Punkt gleiche Zeichen haben; im andern Fall st sie
hohl (konkav) gegen die Xaxe (s. § 973).

3. Besondere Punkte. Die Kurve hat in einem
bestimmten Punkt einen Wendepunkt, wenn fiir den-
selben y’ ein Maximum oder Minimum erreicht, also
d2y 3 L 72
—* — (0, wihrend v—35 0.

dx? : dx®>

Fin Punkt ist ein vielfacher Punkt, wenn sich

mehrere Kurvenzweige in ihm schneiden, es miissen

; : dF JF
sich also mehrere Werte von y’ ergeben A = o =0

wenn
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Werden dieselben imaginér, so ist der Punkt ein
isolierter Punkt; giebt es fiir y* zusammenfallende
Werte, so ist der J‘lml\t ein Ritckkehrpunkt, In
zwelfelhatten Fillen ist eine Untersuchung der Kurve
in der Nihe des Punktes nétig.

4. Lingen.
Bogenelement ds=- J/dx® I dy?=- V1-Fy?.dx.

ds muss bei der Bestimmung von sinz und cosz
(s. 1.) mit dem Zeichen genommen werden, das dem
fiir tgz entspricht.

Die Tangente und Normale in Punkt P schneiden
die Xaxe in T, bezw. in U, dann ist:

Tangente PT = = .}1 |y
< .\_, Y,
; y
Subtangente — -
LE ?“'
Normale PU = y )14y
Subnormale -— vy’

5. Gleichung der
Tangente im Punkt (x, y), (& %) die laufenden
8 y Sl (S
Koordinaten der Tangente,

¢ K = ¢ K ;
q;_'}r ';}” (E—v}{:]}(](_i.fil' fj}:(gu_x ‘_] Eﬁ} (?_\}f] 0'

Normale

0 F i)
== :)T =t ;_{ (§— X)} Od{}l' {3.}_ (E—K) e (Z'.{:{ (}J} —_ }) = O
Asymptote
=mx-b, wobei
o= | dy 5 !
1 — lim = | i — lim flx Srdsee ~limy T

1] —— Iinl (:\T —— 3,.()

o e
6. Bertithrung von Kurven. Zwei Kurven

r—1f (x) undy =9 (x) haben in einem bestimmten, gemein-
schaftlichen Punkte eine Beriihru ng nter Ordnun g,
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Ebene Kurven.

wenn sie in diesem Punkte n-+1 zusammenfallende
(unendlich nahc) Punkte gemeinschaftlich haben, dies
ist der Fall, wenn fiir denselben alle Ab]eltungen von
f(x)und ¢ (x) bis zur nten einschl. cmauder gleich sind.
Kine Gerade bildetmiteiner Kurve ithrung
nter Ordnung, wenn fiir den ﬂ'emﬂu%ch‘tfthchen PunL
alle Ableitungen von f (x) bis zur nten verschwinden
und f(x) = ¢’ (x) (Wendepunkt, wenn n gerade,
Flachpunkt, wenn n ungerade ist). Das Beriihren
ist mit oder ohne Schneiden im Berithrungspunkt ver-
bunden, je nachdem die Beriihrung von gerader oder
ungerader Ordnung ist.

7. Krimmungskreis. Er ist derjenige Kreis,
der mit einer Kurve drei unendlich nahe Punkte gemein-
schaftlich, also eine Beriihrung zweiter Ordnung im Punkt 8
(x,y) hat, der Mittelpunkt des:selben, der Krimmungs-
mittelp unkt ist der Schnittpunkt zweier unendlicher
naher (zusammenfallender) Nornmlbu. Der Kriimmungs-
halbmesser ¢ und die Kordinaten (&, %) des Kriimmungs-
mittelpunktes sind bestimmt durch die drei Gleichungen

Lifx—=8 -y~ —¢

2, (=8 lg—n)y =0

3. 141324 (y—7)y"=0, hieraus ergiebt sich
3

"
&, otd

§ P ¥ 2 . - - > —_— —d = TE!\
Kriimmungshalbmessereo= - (14y) ":y

(+ je nachdem y*’ z 0)

E—x—1+y?).y:y"
\ n=y+1+57:5"
Ist die Kurve gegeben durch die Gleichungen
—¢(t) und y=v(t), so 1‘5t

i (XJ' L V )d (K yn x/! y;)
| Fx—y (& Yy — )
l q?_y_1_1 (XM,_'Il_ y.u-l) LX yu X“y‘).
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8. Die Evolute einer Kurve ist der geometrische
Ort des Kriimmungsmittelpunktes. Thre Gleichung wird
erhalten, indem man aus den Gleichungen fiir & und 4
in Nr. 7 unter Beniitzung der Kurvengleichung x und y
eliminiert. Die gegebene Kurve heisst Evolvente.
Jeder Kriimmungshalbmesser ist Normale zur Evolvente,
Tangente an die Evolute. Differenz zweier Kriimmungs-
halbmesser gleich dem dazwischen liegenden Bogen der
Kvolute. Wird ein um die Evolute gelegter, bieg-
samer und unausdehnbarer Faden in straffer Spannung
abgeldst, so beschreibt der Anfangspunkt des Fadens
die Evolvente.

9. Hiillkurven. Die Gleichung F (%, y, p) = 0,
worin p ein verdnderlicher Parameter ist, stellt eine
Kurvenschar dar, welche eine Kurve umhiillt; die
Gleichung der wumhiillten Kurve ergiebt sich durch
Elimination von p aus den Gleichungen

1. F (x, y, p) = 0 und
oK
ﬁ = 0.

10. Flacheninhalt (Quadratur). Der Inhalt
der Flache, welche zwischen der Kurve, der Xaxe und
den zu den Abscissen x, und x, gehorigen Ordinaten

2.

eingeschlossen 1ist, ergiebt sich aus

[T tx)dx.

Simpsonsche Regel. Ist f(x) hochstens vom
3. Grade, y,, die Ordinate in der Mitte zwischen x, und
x, dann ist

X1 1
h/\v f(X) dx=— _(3_ (Xi g Xn) (yo ":_ + Ym 'i[ - YL)'

(s. auch § 1015).
Kurvenlinge (Rektifikation). Die Linge s eines
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Kurventeils, welcher zwischen den Abscissen x, und
x, liegt, ist
b s e e S A1 S s
[Vadx*-Fdy*= | Vi+y”*dx
Y Xo Xo
11. Polarkoordinaten. Gleichung der Kurve:
F(r,¢)=0 oder r= f ().
Winkel ¥ der Tangente (Richtung im Sinn

des wachsenden ¢) mit dem Strahl r:
rde T (3 Sl o rdog-- v

SN0 == —— iy — = g =0
Y="ds R ds 82 87 dr T

Bogenelement:
ds=+ydr*t+ride’ =+ Jrt+r* de.
(ds ist bei der Bestimmung von sin ¥ und cos ¥ mit
dem tg v entsprechenden Vorzeichen zu nehmen.)

Krimmungshalbmesser:
3

(eiopr )2

? pr= T T
{' e r l.lu' '_}_ 2 l..l‘.-,v
Fliche zwischen der Kurve und den zu ¢, und

¢, gehorigen Strahlen
1 s
3 [ : 3 bl d D,
&4 @,
Kurvenléange:

] i R o\ 2
( V2. de= 13‘ 1,/1‘1— r (d CP) AL
" Qo " To

§ 103. Raumkurven (doppelt gekriimmte Kurven).
1. Bine Raumkurve ist gegeben durch die Gleich-

ungen
= o't 2
[ = = :;Et; “dor [ tix, ¥, 2=0 (Schnittlinie der
lir — x (t) lF(X; y,2z) =0. Flichen.)

[ y=0, (Projektionen

oder \ z=¢9,(x). der Kurve.)

1
I ————— NN .--. .
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2. Bogenelement

ds=Vd=*+dy’+dz22=y1Fy?F27.4=

3. Gleichungen der Tangente im Punkt
(% ¥, 2)

J

§—x g = g__" 7
dx  dy. - dz’ oder
§—¢9 {JC) 7N — (1) f o fe 2 '\t)
% T : 2! (t} iy ® ° oder
g i e 0 F : e
l T DT =P+ €—n=0,
A > :
l ign‘g—x —i—g TE;{.JJ_}-) i %T: ey,

f

Winkel a, §, v der Tangente mit den Axen
bestimmt durch :
d x dy d z
COS o = 1, cOS8 B+ COsS Y — i
4. Gleichung der Normalebene im Punkt(x, y, 2)
—x)dx+(n—y)dy+(E—2z)dz= 0, oder
[§—e®] () + [7 —p ®)] 9/ (£) + [ —x (£)] x* (£) = 0.
5. Gleichung der Schmiegungsebene (— Kriim-
mungsebene — Oskulationsebene — Ebene durch Punkt
(%, y, z) und zwei unendlich nahe Punkte)
A(E—x)+Bn—y)+C({—2)=0, wobei
A—dy d’z—d’y dz, B=dzd*x—d*zdx, C=dxd’y—d’ dy.
Normale zur Schmiegungsebene:
E—x n—y L(—z
A e SO
Die Winkel 4, w, » dieser Normalen mit den
Axen sind bestimmt durch
A B C

OOS;"__IT’ COS =]y, COS»=-r, wobei

D=y A'F B+ .

ds’
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e - H: ﬂuptnormale ist die Schnittlinie der
Normalebene mit der Schmiegungsebene; die Gleichungen
der Hzmptno1'1113.1811 sind:

D N S

x4y dg
Ly e

6. Kontingenzwinkel dz d.h. Winkel zwi-
- schen zwel unendlich nahen Tangenten

. D
e
Erster.Kriimmungshalbmesser
ds ds?
=&, D

Der Kriimmungsmittelpunkt liegt in der
Schmiegungsebene, auf der Hauptnormalen und kann
als Schnitt der .Hzt.u_l)tnornmlen mit einer unendlich
nahen Normalebene betrachtet werden.

Die Koordinaten des K}'Ummungsm'11'.te1pllnktes

sind
i a3y (A7
ET-.:X_]_QIQ_ d{f, n --"-:)7—}—@ 2 _d‘-’i, f;':z-—'i—{) 3 (19
ds e s
Unter der (ersten) Krimmung versteht man
d e 1
ds _@1_ '

7. Torsionswinkel d &, d. h. Winkel zweier
unendlich naher Schmiegungsebenen
dg—7V (dcos 2)* - (d cos w)’ -+ (d cos »)™.
Zweite Krimmung oder Drehung der Kurve

dor sl

ds ()
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Ziweiter Kriimmungshalbmesser (Halbm,.
der Drehung)
ds

&=7a"

§ 104. Krumme Flichen.

1. Eine Fliche ist gegeben durch die Gleichung
F(x,7y,2) =0, oder entwickelt

: z=1(x,7)

Bezeichnungen:

0 Z 0% 6%z 6%z 6° z

§x B 55— Boa ieney o of =

9. Gleichung der Beriithrungsebene im Punkt
(x, ¥, %)

¥ B ¢ F
(g—}{)j—- - (g —7) 6 A @-_?)_ -—0, oder

p@—arrtw—s—%@fazﬁ
3. Gleichungen der Normalen im Punkt (x, y, z)
— —y —7
Soni et e L i oder

TiE

6 x -6jf 87

= ke =y

= e e W =t e a0 ‘_._-z %
= c—

Winkel 4, u, » der Normalen mit den Axen be-
stimmt durch

oF s F 6 F
0X 5 y 67
oS A="N ) COS =3, COSv= Fr bezw.
1 :
COS A = —P---, COS p — q, QORI == wobel

(A

P’+9q°+1.
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Krumme Flichen.

4. Die Schnittlinie irgend einer durch die Normale
oehenden Ebene mit der Fliche heisst Normalschnitt.
s sei ¢ der Kriimmungshalbmesser eines Normal-
schnittes im Punkt P, «, B, y die Winkel, welche die
Tangente des Normalschnittes in P mit den Axen bildet,
dann 1st

e
¢ rcos’a-2scosacosptt cos® g’

Satz von Meunier. Geht eine Ebene durch
die Tangente eines Normalschnittes (im Fusspunkt P
der Normalen), so ist der Kriimmungshalbmesser o
dieses schiefen Schnittes im Punkt P

o’ = o cos (g ') oder
der Kriimmungshalbmesser des schiefen Schnittes wird
erhalten, indem man den Kriimmungshalbmesser des
Normalschnittes auf die Ebene des ersteren projiziert.

5. Die beiden (aufeinander senkrechten) -Ebenen,
fiir welche o einen gréssten und einen kleinsten Wert
erreicht, heissen Hauptnormalschnitte, die Kriim-
mungshalbmesser g, und g, derselben bestimmen sich aus
den Gleichungen

) r—2p kAt
91 | rtmsﬁ :

&
l 01 0 =% _T_l__ 2 oder als Wurzeln der Gleichung
(rt—s%) ' —[A+q")r—2pqs+ (14 p)t|no+n*=0.
6. Satz von BEuler. Fiir irgend einen Normal-
schnitt, dessen Ebene mit der Ebene des zu g, gehorigen
Hauptnormalschnittes den Winkel o bildet, ist
17 608 ip ¥ sin? o

o 9 O3
Der Ausdruck

01 02

e ————— A e e SRRV e e
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heisst das Mass der Kriimmung fiir den betreffenden
Punkt.
7. Sind ¢’ und " die Kriimmungshalbmesser zweier
auf einander senkrechten Normalschnitte, so ist
Ll e
¢ ¢ e @
d. h. fiir denselben Punkt einer Fliche ist die Summe
der Kriimmungen konstant.

8. Krimmungslinie heisst der Ort des Punktes
einer Kliche, fiir welchen die unendlich nahen Normalen
zur Kliche sich schneiden; die Normalen gehéren daher
einer abwickelbaren Fliche an. Durch jeden Punkt
einer Oberfliche gehen zwei Kriimmungslinien, die auf
einander senkrecht sind und die Tangenten der Haupt-
normalschnitte beriihren. Sie sind dargestellt durch
die Gleichung '

|

[+ a9s—pat](

dy\*

: - fdv
d_'X) + {14 q*)r— (1 +pt] (1:1 j{) N
[p qr— (14 pg)s] 0

und durch die Gleichung der Fliche.

9. Eine auf einer Fliche liegende Iiinie heisst
geoditische Liinie, wenn ihre Schmiegungsebenen
zugleich Normalebenen zur Fliche sind. Thre Glei-
chungen sind

SF 5F ¥

izt

dcosee decosp dcosy
Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte auf einer
Fliche gehort einer geodiitischen I.inie an.
10. Hiillfldche. Die Gleichung
F(x vy, 2 p) =0,
worin p ein veriinderlicher Parameter ist, stellt eine
Fliachenschar dar, welche eine Fliche umhiillt. Die
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(Gleichung der Hiillfliche ergiebt sich durch Elimination

yon p aus

==
x

[l'}: Y, %, )

{1 (x, ¥, %, p)=0 und
l =0

()]}
11. Quadratur (Komplanation) der Flichen.
Das Differential der Fliche 1st

dF —=y1+p>t+q®d=xdy

X Y1
daher F fr dx [ /1+p*+q*dy,

" X Yo
y, und y, sind die der Abscisse x entsprechenden Ordi-
naten (Im' Projektion des Umrisses der Fliche auf die
X Yebene, x, und x, sind die Abscissen zu den Ordi-
naten, welche jene Projektion begrenzen.

Bei Drehfliachen ergiebt sich (—Xaxe ist Dreh-

axe ——
F—9= [yyity” dx 27 [y ds

Bei Polarkoordinaten hat man:

. prat “d r\2 dr
K /(-‘3_!-( 2 -] ( i
” ] .\1 -3 gﬂ) cos” @ ; rdedy

(s. § 86.3)

12. Kubatur.
Bei Drehflachen (—0x die
cedrehte Fliche ist begrenzt vom gedrehten
Kurvenbogen, den zu den den Endpunkten
desselben gehorigen Ordinaten und der Xaxe.

V==z[y’dx

2. Die gedrehte Flache ist begrenzt von zZwel

Biirklen, Formelsammlung. 14

e ———
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Ordinaten und zwei Kurven y — f (x) und
N ft (), ;
V= ﬂ;_‘{ (' —y,)dx
3. Es sel u der Inhalt eines parallel zur Ebene
Y OZ gefithrten Schnittes, dann ist der Inhalt
des Korpers, der zwischen zwei parallel zu
YOZ gefithrten Schnitten mit den Abscissen

x, und x: liegt,

-'\;\; i - .
V:J:\_;u dx (u abhingig von x)

4. Allgemeine Formel:
- r Ir' .'
V = f{! dxdydz.

5. Fiir Polarkoordinaten (Bezeichn, s. § 863 er-

oiebt sich

PN
V= o || r?cospdedy.

§ 105. Viel gebrauchte Zahlenwerte.

Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert | Logarithmus

[

V2 =14142 | 0,15 052

—
Lo

1,2599 | 0,10 034

/53— 113206 0.23 856 31,4422 | 0,15 903

6 —24495 | 0,38 908 6— 18171 | 0,25937

— gl ) ——— LD

/10—3,16225 | 0,50 000 10 —9.1544 | 033333
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I — e e i
TR | : .

4 ~ It r; " - - . g E;
Zahlenwert Logarithmus Zahlenwert | Logarithmu

w — 38,1416 0,49 715 | ® = 4,8696 0,99 430

o n— 062832 | 079818 ||Vw=17725 | 024807
4w — 125664 | 1,09921 17 1,4646 | 0,16 572
T ypws | 019612 | 1 0,31831 | 0,50 285—1
: 10472 | 0,02003 L 0,10182 :_ 0,00 570—1

3 T

= i ;
= — 0.7854 0,89 509—1 | o= 0,5“‘1153 0,75 143—1

9 ross | O71g00=1|F= —BESIE 080 a2e
= - : it N j, L3 ) ;

it
R -
95

—_— y
- |

i

et
o

i—;;__df,lssss | 0,62 209 | — = 0T7,29518| 1,16¢

o =981 | 099167 | e=—2,7183 | 0,43429
1,905 0,69 064 e®— 73891 | 0,86 859

J

&
2

g P

0,1019 | 0,00838—1| °=—20,08 | 1,30288

-

1
) 5 o
) g — 38,1321 0,49 583 | Ve=16487 | 0,21 715
; I 8-

e —1,8956 | 0,14 476

b

1,0030 | 0.00182
Vg

e b e B e e e
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_Druckfehler.

Z. 16 v. o. lies: Fort u. Schlomileh, Lehrb. ete.

S Do g Al =g,
0. , —ab®t} b statt —ab®*4Db°

s 345 0. » (cosp-|ising)" statt (cosp-|-sing)".
0
0

5 18 5, 0. »- null statt. Null.
» 4 , o.ist ,sie® zu streichen.
. H: H
y - Darmcliegs Xy 3 statt y =x —tg
s 2, u. , Cardan’sche Formeln.
5 38 410, - einen stati einem.
, -8, u. , pdie Projektion“ statt ,der Winkel

selbst.
die Fig. ist um 180° zu drehen.
Z. 18 v. u. lies: vom unsichtbaren > ¢ staft < ¢.
lies: Dichte des Merkur ,1?¢ statt ,1—2%.
Z. 10 v. o. lies: 2. Kimm.
s S, u , -gleich- oder gegenliufig.

3 2
X 4
Ay B HY REEDeLs s ’t“:: 1:
a, ),
22e2 v, ®
n ] n W » =7 4"1
b
socilea s st = 1 atalt =l
s 8, u , Axe statt Achse.
m (\ _X
SRR T Vi e? -E-ﬂf‘; aJ, ’

sl il Wity - e Bttt e
I
- z™ — a, _
512 Uote 5 X =——e——j dxX = ete.
b
FIRE Y e 5 X (t) statt x (t).
1 N n 4

» 4 , u. 5, zu den Endpunkten.

f'—n" St Pl fHr\2
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ift ber Preid (80 Bf. jebesd Bandcher) fo niedrig, daf {dhwerlid) ein
andered Unternehumen mit der Godfden’iden Sammlung wetteifern
fani. Sa, s lieBe fich denfenr, daB fie, wad ben Preid betrifft, eine voll
ftindige Wnwilzung in der Saulbiiderlitteratur Hervorrufen fonnte

Qehrer-Jeitung: Wenn eine furzgedrangte phyfifalijche Geo-
graphic aus der Feber eined jo tildytigen Sadymannesd, toie ed3 Prof.
Giinther in WMindjen ift, erfdheint, jo ijt bon bornhereinn u ep~
martenr, dap dagd nur etwad Guted fein Tamn. Seber, Der ba3d Bud
fieft, witd feben, daf er fich in biefer Grwartung nidt getdujcdht Hat.

Ausland: Kaum je ift miv ein Bud) su Gefidyt gefommen, das
mie Rebmann'd ,ver menjdlide Korper und Gejundheitsdlehre” auf jo
fleinem Saum ein jo fared Bild von dem Bau und den Thitigfeiten ded
menjchlichen Kobrpers geboten hatte. I jtehe nicht an, bag Wertdjen als
ein fitr den Unterricht hiodhit brandhbared su bezeidynen. Die Herren
Raturwiffenidaftler an Gymuafien und Realjdyulen mache i) auf das
Heine Bud) bejonders anfmertjam.

Qitthl. b. dtidh. Qehrerztg.: Die beiden Bindhen ,Hart-
atann ot Mate 2c.4 und ,Walther von der Bogelweide! geben eine
Mu3wahl de3 Bejten aud dem Befjten unjerer altflafjijden deutjden
Qitteratnr im uripriinglichen Tegt unb gewdhren fomit filv ein Billiged
einem jeben @ebilbeten die Moglichteit, bie alten Perlen unjerer Litteratur
in ihrer fernigen, fraftvollen Urfprache felbit fewnen ju lernen.

Aflg. Beitung (Miinden): Ellinger bietei n JSivdenlied und
BolEslied, geiftliche und welthidhe Lyrif des 17. und 18. Jabhrhunberts
bi3 auf Klopftod” den Schitlern ein Handbud), dad den Lerjtdndigeren
fiir den beutfhen Unterricht aewik hodiwillfommen ift. Den beiden
groferen Teilen ded Budjes find gut orientierende Cinfeitungen yor=
angeftellt; jedem Didter ift eine furze Notiz beigegeben, Die itber fein
Qeben und fjeine Bedbeutung untervichtet; Anmerfungen juchert jprady-
lidge Sdywierigleiten zu Iﬁ%eu. Dem Biichlein, dad feimem Zwede
pbllig entiprid)t, jei der bejte Criolg gewiinjcht.

Berl philolog Wodenjdhrift: Steuding, griedjijdje und
vimijdje Miythologie. Die itberausd fjdymierige Anfgabe, ben toejent-
lichjten Smpalt auf nur 140 RKfeinoftabieiten fiberfichtlich und gemeine
perfiandlid) darzuftellen, ift von dem Berfajfer des porftehenbdern, in ber
befanmnten 9rt der ,Sammiung Gdjden” audgejtatteten Biidleins in
hodhit anerfennenswerter Weije gelvjt worden. Bor allem berdient
bie Gruppiernng besd itberreidjen Stoffes nneingefdjriinftes Lob, ©t.
pertritt eirre ferngejunde, vou jeder Cinfjeitigfeit freie mythologifdye
Richtnng unbd ift redlich befliffen getvefen, audh) die Foridungsrejultate
per neueften Beit jeinem Leitfaden einguverleiber.

Beitidr. f.ot]dh Untevridt: Die,Althodventjde Litteratur®
Gdaufilerd ijt eine Hoderfrenlide Gabe; jie beruht iiberall auj den
neueftenn Forfchungen und giebt im Anjdhluf an Braune, Sievers, Paul,
Miillenhoff und Scderer u. a. fberall dasd Wichtigite und Wijjensd-
wertefte in fmappfter Form. €3 ift ftaunendwert, wie 3 Der Berfaffer

s
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perftanden Dhat, eine Fiille von Stoff in itberfichtlicher Anordnung auf
einent geringen Raum zujammenzudbrdngen, ofhue dod) jemald bdiixftig
ober blof {tatijtijdh zu twerden.

Natur: €3 ift gerabezu erftaunlich, tvie e3 der riihmlidhjt befannte
Berlag ermdglicht, fitr {o enorm billige Preije fo vorziiglidh audge-
ftattete Werfdjen zu liefern. Dasd borliegende Bindchen bringt in
fuapper und verftandlidher Form dad Wifjendwertefte der Mineralogie
sum Ausbrud. Saubere Abbildbungen erleichtern dem Sdyiiler, filr den
e3 in erfter Qinie beftimmt-ift, bad Verjtdndnis.

G fobug: G3 ift erjtauniid), wievicl dieje feine Kartenfunbde
bringt, ofhue an Klarheit zu verlieven, wobei nod) 3u beriicjichtigen ijt,
bafy vicle Abbildpungen den Raum ftarf beengen. Vortrejflid) iwird
pie Karvteuprojeftionsdlehre und bdie Topograplhie gejdjilbert; dicjelben
finben fich in einer Darjtellung, die fiir Anjinger jehr geeignet ift und
pabei ift nod) Plap fiir gejdhichtliche Crlduterungen vorhanbden.

Nationalzeitg.: €3 ift bid jehit in ber beutjdjen Litteratur
wohl nod) nid)t dagewejen, daf ein Leintwandband von jajt 300 Seiten
in vorziiglidher Druc= und Papierausditattung zu einem Preid zu Haben
ar, tie ihn die ,Sammiung Godjden” in threm neueften Banbde, Wiag
Siod)'8 Gejdjidite der deut{djen Littevatur fiiv den Vetrag von {age
adyitzig Pfennige der deutidjen lefertvelt bietet.

Praft. Shulmann: Cin Peijterjtitd Furzen und biinbigen,
und boch) Flavem uud vieljagenden Ausdrudsd iie die ,Deutjde
Litteraturgejchichte” bon Prof. M. Koch 1jt auch die vorliegende ,, Dentidje
Gefdichte im Mittelalter’, Dr. Kurze beberridht erfichtlich bdie Cr»
gebuiffe ber neueften Forfdungen, beguiigt fich aber bet der ihm burdy
pent Paum auferlegten furzgedrdngten Darvjtellung feineswegd bamit,
Thatjachen uud Daten trocden aneinander zu veiheum, jonbern er tveiijt
fiberall Den pragmatifhen Bujammenhang nad) und bietet bon bden
gejdyichtlichen Lerjdulicheiten treffende CHhavatterijtifen.

Natur: Dieje Sammlung ift unferen Lefern jdhon durd) dad Banbd=
chen iiber Mineralogie befannt, und tvir twiederholen, daf tvir faum
begreifen, toie der LVerlag tm ftande ijt, fo viel fiiv {o wenig Geld zu
geben. Denn in der Chemie yon Dr. Rlein empfingt dber Sciiler fait
mebhr, wie er ald Anfanger bedbarf, mindejtens aber jo viel, dafi er bas
LWijjenswiirdigite ald unentbehrlige Grundlage zum BVerftanduifje der
Chentie empfingt. . . Das ift {icher mehr, afd man fiir 80 Bfg. erwarten
fonnte, und bertritt 3uqleich dad jchdne LPrinzip der ECualdnder, durd
woblfeile fury gefafte fleine Leitfiden dag Volf zu bilben. i

Sunft f. Alle Mitnden): Fue der Folge der mit jo qrofem Bei»
fall aufgenommenen ,Sammiung Gdjdhen” ijt joeben das 39. Bianbdchen
erichienen, dad, tvie feine Worgdnger, teitefte Beachtung verdient.
K. Rimmid) behandelt in diefem Biaudden, ,Beidjenjdule” be-
nannt, in Inapper, ferniger, fad)lid)-ziclberonfiter Formt bad tveite
Gebiet Ded bildbmdpigen Beichend und Nalensd. St ber fibermdafig frudyits
baven Produttion funftgewerblidjer Litteratur ift Kimmid)3 Beichenjdhule
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auf diefem Gebiet weitans dad Bejte, das bisher geboten wurde. Gleid)
nugbringend und in reichjtem Mafe bilbend fiir Lehrer, Schiiler und Lieba
Yabertitnjtler, mochte i) bad wirklid) vorziiglige Werl mit warmen
anerfennendernt Worten der Cinflihrung in Sdule, Hausd und Werkjtatt
sugdnglid) machen.C Die Ausftattung ift dabei eine jo bornehme, daf
mit Der RPreid vou 80 Plennigen fiiv bad gebundene Werk bon 138 Seiten
B, 8° wirflich lidjerlid) billig exfcheint. Nicht weniger ald 17 Tajeln
in Tons, Farben- und Golddbrud, jowie 200 Boll- und Teptbilder illu-
fteieven dem duferft gejundben Qehrgang bdiejer Beidjenjhule in fein-
fithlender Weije. Moge bdiefe Jeidgenjchule ihrem vollen Wert nady ers
Fannt twerden und reichen Segen ftiften, fie ift ein Sdjaplijtlcin in der
Ftut der oberflachlichen Cridheinungen der neueren Fadlitteratur.

Dtich. Lyrifer: Cine neue Poetif, die in engem Rahmen bon
groBen Gefichtspuntten aud dasd weite Gebiet bed poetijhen Schaffens
fiberjchaut. Sn geiftreicher, durcdhaus felbjtindiger Weife bietet das nicht
gemug a1 empfehlende Budh), auf jeber Seite ben mit feinem Sioff bid
it bie bem gewdhnlichen BlE {ich entziehenden Feinbeiten Hinein bers
trauten Forjcher befundend, eine FFiille neuer Refultate intimer Kunit-
betrachtung und itbevtrifit in diefer Hinfidht die Unzahl bandereidjer
dfulider Werle.

Shmwih Merfur: Prof. . Mahler in Ulm legt und eine
Darftellung der ebenen Geometrvie por, die bid zur Audmefjung bes
Sreifes einjhlicplich geht. Bejondbere Sorgfalt ift der Audwahl unbd
Auordnung der Figurven zu teil getvorden, deren jaubere Ausfiihrung
in 2 Farben angenehm berithrt.

®lobus: Hoerned, Nrgejdhidte. Dex bewdhrie Forjder auf bor-
gefdiidytlichem Gebiete giebt Hier in fnappiter Form die lehrreicdie Jus
tammenftellung ded Wifjendmwerteften der Urgejdhichte. Bovtrefflid) ge-
eignet zur Ginfithrung und zum Ueberblid,

Rreufijhe Schulztg.: Die Schrift von Homnel , Gejdidyte
pe3 alten Morvgenlanbed” fann nur wavme empfohlen twerben, denn
ber Verfaffer Hat e3 verftanben, auf gedringtem Faume einen auj den
neueftenn. Forjchungen beruhenden trefjlichen Abrip der Gejdjidite der
alten Kulturvdlfer Afiend und Weghptensd zu liefern.

Lpzgr. tg. @iffenid. Beil); ,Die Pilanze” von Dr. €, Dennert
Esmnen i bejtend empfehlen. Su Hirzefter, tnappefter, jehr Harer und
verftandlidier Fovm weif fein BVerfajjer alled Wifjenswertefte itber den
tunerent und duferen Bau und {iber die Lebendvervichiungen der Bilanze
qur Unjchauung zu bringen, wozn feine gamz vovtrefjlidien, jetbitge-
seidhneten Teptabbildbungen auBerordentlich viel beitragen helfen.

Shmwab Mer Fur: Die Romijde Altertumsfunve von Dr. Len
Blod) behandelt furz und Har bie Verfafjungsgeichichte, die Staatse
gewalten, Heeriwefen, Rechtdpflege, Finanzwefenr, Kultud, das paus, bie
Stleibung, bie Bejtattung und andere difentliche uud haushde Einvid)
tingen der Romer . . . . BViele Gebildete, nicht blof die Sdyiiler in ergent»
lichen Ginne, werden ed froh) begriifien, fid) in diejem bortvefflichen, it
Su?ftrutiunen perjefenen Lehrmittel mit leichter Milhe Natsd erholen
Zu tonmneit.
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