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Derlag von B. B. Tenbner in Leipzig und Berlin.

Drei Biicher fiir dic Jugend von Dr. K. Kraepelin:
(Mt Feidmungen von @. Shwindrazheinm.)

aturltudien im Daufle. &

Plaudereieni.d. Dimmerltunde. 5"} 3"50

Es ift eine Perle unter den Jugenbdichriften belebrenden JInhalts geworden. und follte
in felner Jugendbibliothet feblen: IDir wiinfdien den Plaubereien des Dr. Erhardt mif feinen
frdflichen Jungen die weitefte Derbreitung, sumal fie fich auch duferlidy in einem fo jdmuden
Gowande prafentieren.’’ (Bamburaer Horrejponbent, 10, September 1901.)

Naturl‘tudien im Oarten.

Plaudereien am Sonntag Nachmittag. 27578

| DMiGchie dicfes foerfoolie und aut ausgejtatiete Budy dody redhi allgentein jux Helehring
per Jugend in Schule und Haus sur Dermendrmg Tomrten und auch eine redhi grofie Habl
Erwadifener aus ihm ned ju lernen fRdieny es mirbe bent Befreffenden nur jum Seaqen: ges
reichent. SeHert haben mie fiber Die intereffantefien. Maturvorgdnge und. fierifchen mwie pilanss
lihent Eebewefen, wie fie int Sreien, fpesiell im Garter, uns entgegentreten, in fo anfdhanlider,
anfprechenter und fennhiisreicher Weife planbernt Roren Ddirfen, als es ber Derfailer biejes
Werfes pexfieht. . . . Heijende Feicdhnungen fragen vief jur befferen Deranjhaulichung bes
Buches bei, und wiirbe basfelbe ein praditiges Weihmadtsaefchen? abgeben.”

: (Ecipsiger Jeitung 1900, Nr. 285.)

aturftudien in Wald und feld.
Spaziergangs - Plaudereien.  ane: 5 60,

1o« Jfies i allenn feflt bas newe Budy in vollent Wiafe die Dorsfige der alten, wie biefe
‘Fann es als ein Nlefitermwer? der belehrenden Juaendifteratur bejeidmet werden: Elrern, bdie
Seit genug finden, cin Hapitel bes Budpes ju lefern, werben sugleich Ternent, in weldher Weife
nian mit Kindern fiber die Gegenftdide und Erfheinungen ber Lty fpricht, wesmweden wir
vecht febir minfder, es moge das Bucy nidyt mur von ber Jugend, fondern aud) von den Er=
wadiferien mit aller Aufmerffamfeit aelefen werden.”’ (Schule umd Hans 1902, Mr. 1)

aturrtUdien’ Volksausgabe. €ine Aus:

wahl aus den 3 vorftehenden
* Banden, Deranjtaltet pom Hamburger Jugendjdyriften-2Aus:
{dpuf. Uit Seidmunaen von D, Sdwindrasheim, geb, A 1. —

treifziige dureh @ald und Flur.

Eine Anleitung sur Beobaditung der heimifdyen Watur .
Atonatshbildern, Fir Haus wnd Schule bearbeitet von Pro-

feffor Bernbard Landaberg. Dritte Ruflage. 21Tt 84 Jlluftra:

tiotient nady Driginalzeidymmaen von Srau §, Eandsbera. 1902.

* Tin Driginal-Leinwandband ' = aeb. M 5. —

o Jeder Feile bes Buches merft man vs an, daf ber Derfajjer Befeelt ift pox eimer

: ?i_che’n- und tierifhen Lebens midmet.  Daf el Yinterricht tn der Ilativbejdieibina, - wenn er’
im Sinne der ,,Streifsitge’” o einem fir feine 2ufgabe beaeifterten febrer erteift wird, gans
anfierordentlich frudpbringend fein muf; darf wohl als felb pexftdnblich hingeftellt ‘werben.”
: . (P&dageatidhes Axchiv 1895, Geft 9.)

Tithenden £iebe sur Watur und daf er {idh felbjt mit vollfter Hingabe ber Beobidrung dos pflange ~=F. :




L —

Derlag von B.®. Ceubiter in feip3ig nnd Berlin.

eimatklinge aus deutlchen Gauen.
£iiv jung und alt ausgewdhit von Oskar Dibnbardt.
it Budfdmucd von Robert Engels. I AUus Alaridy
und BHeide, Liiederdeutfcdhe Bedidite und Ersahlungen. 11 AUus
Rebenflur wnd Waldesgrund. Wiitteldeutjdhe BGedichte und Er-
sdhlungen. IIL Aus RHodyland und Sdymeegebirg. Dberdeutfdye
Gedidite und Ersdhlungen. In gefdmadvollem Fiinftlerifdiem
Um{dlag aeh. je M 2.—, geb. je M 2.60.

€5 ift ein vedites Dolfabudy und Yanm und wird mithelfen, ein meues BVand her=
suftellen 3wijchen ben oft nodh durdh die Eigenart qetrennten Stammen Germaniensy die Elgen=
art foll bleibens; fie verleiht ber ®Gefamiheit eine unberechenbare Stdrfe; aber die rdumlidy
Gefchicbenen erfabven hicrs voneinancer, wie fie in Denlen und Empfinden body snfammen=
achdren als Kinber elner Hlutler.  &s i)t meift , hausbadene!’, , bducrlide’ Doefie, bie uns
hier aeboten ‘wird, aber | ferngefund’’, in den Hretfen entftanden. bie unfere , Urtadenseiter'
und ,, Scharfichiigen’” fellen npd die. — bas nicht 3u veraeffen — audy in die Veiben Yex , Ritter
vom ®eifte’’ immer wicder frifdes Biuk bringen. (Sachi. Sdulsta., Eiter. Beil. . 6. De3. 1901.)

&5 ift von fefjelnbem Reige, in diefen ,, Heimatfldnaen'’, in Jnball uid Ausdend, die Ders
{djiedenbieit an dben madytiaen Decsmelgungen bes germanifchen Stanumes neben dem durdilaufenden
Guundjuae fetmes tiefen Gemitsernites su beobadien.’' . (Disher Ubendpoft, 31. Des. 1901.)

eutfche Gotter- und ﬁeldenl‘agm;

Don Dr. Hdolf Lange, Diveftor des Gynmafiums und der
Realfdule 3u Hodit a. AT, Yladh) den beften Quellen fiir
Daus und Schule dargejtellt. 21Tit 3wdlf Driginallithographien
von Robert Engels. Sweite, verbefjerte Auflage. In Fiint-
lerifdjemt  Driginalleinenband A 6.—. Aud) getrenmt in
3 Teilen oeb. 10 M 2.40.

ceees 2indy bie {dyonte Ansfattuirg wird. baju beitragen; dem Budie Srenmnde ju gemwinnen:
bie tii?g&gr' phient, mitt denen Engels es defdimidt hat, verdienen es; fie. find in ibrer eindbrid'se
vollen f&?e' fn hohem NMafe aeeiguet, auf die JYugend 3u wirfen. . .. fanaes Budy folite e
Bausbudh fiiv die Samilic merden, um fie mit der Sagenmwelt unferer Ultvordern, ifren Sitfen
und AUnfdiaunngen verfraut su madheny es witd gewif§ Tetlpabme unbd’ Freude an der Sadhe
erweden nnb burd) bie lebenbige Deranjchaulichng dec Gitiers und Helbenfagen die Jugend auf
dvie dentfehe Gefchidie vorbereiten.!  (Jeltjdye. f. lateinl, §oR. Sdyulen. XIV. Jahrg. Beft 11112,

PDeutlche Deldenlagen. .2

Dem dentichen Dolfe und feiner Jugend mwiederersahlt von
Rarl Beinr. Beck. Jwéite, vollftindig umgearbeitete Auflage,
beforgt von Dr. Bruno Buffe. I Bd, Budrun und Llibe:
Iungen, II. 8Bb. Dietridy von Bern. 2t Origimallitho-
graphien von Robert Engels, JIn gefdmadvollem Leinen-
band mit Jeidpung von Robert Engels e M 3.—

. Die glten Sagen uferes Dolfos 41t ‘newer Sornt, aber altent Geift 3u erziflen; wmac dle
2Abfidit tes Derfaffers bejw, Bearbeiters des Budies , und ex hat o5 vortrefflich verflanben, die
dlte Sagemwelt unferer Helderivorseit ju lebendlaer, anfdaulicher Daxfellung u bringem und
3n jeigen, dafy der Jauber, dent fie ju ibrer Feit ausagedbt, nod) nidt an Hraft vecloren fat.
1it Hecht betont er, bafy m feiner Helbenfage bas bentfdie Dolf des IMittelalters fefn Holfen
unb £ieben am flarften ausgeprdgt hat, bdaf in ibr fich der @eift dentfcher Dorseit nody heute
am edytefien offenbart. . . . 2ud) die jchone Ausfatiung wicd dazu bettragen, dem Budie Sreunbde
31 gerpinnen: die Eiihogm#!]iim,, ntit benen Enaels es gefdmidt hat, verdienen esj fie find i
ihxer eindritdfsvollen Grdfe in hobem Dafe geeignet, auf bie Jugend 34 wicken,” -

\ 3 (Seitfdirs f. Iateinl, o, Sdulen. XIV: Jafirg:  Heft 1112,




Kiinfltlerifcher Wandichmuck

L
9.9 fiir Schule und Daus .o
~ Derlag von B. B. Teubner in Letpzig und Berlin
Die Dirlagsbudifanblunag B, . Tenbner in Leipsig und Berlin hat es fich sur AUnfgabe.

aeftellt, arofie, urfpritmaliche, ﬁ‘trhtl:fruhr Hunit 3u billigiten Preifen su bisten.

Ji Geaenjal
34 Reprodultionen, bei denen aud) das Bejte durdy handwerfsmagige oder medanifdie Derviels,

faltigung an Fanjilerifdhem Wette verliert und bie vor alient meilt bie Sarbe vecmiffen lnfen, ftellen
bie Bidtter biefes Unternehmens vielfarbige Finflevijche Ouiginaldrbeiten dar, bie, nom Kinftler felbf
auf dert Stetn entworfen und in Deud dbermadit, bis it alle Einselheiton fein eigenftes Werk find,

Solche Bilver aber jind vor allem anch geefgnet, in unferer Jugend bas Gefihl fir das
Schéne su weden und ju exsichen, fie durdy ihre il Gegenvart an eine Fiingtlerifche Mmaebung
su_gewohnen, Sie diirfen darunt aanj Bejomders jur Anjhatfing wie fiiv dic Sdule fo fic bas

Bans empfohlen werden.

Bisher erfchicnen . a. folgende Blatter:

Die mit * verfehienen Bilver find 100 <70, die mit § 75:<55, die anbderen 60><50 cm grof.
; T, Halym, s

1. Hahm.s

(g 1

. Bauer, Goethes e 300) F.— 12—

H. Bauee, Sdiiller, (Xr. 31.) J.— 12!
oy Baer, Euthet e Vel B— 12—
*q, Bergmani, Seevofén. (11.13.) 6.— 19.—
i, Bicje, Hunengrabs Q. 1.0 65— [—
*H, Bicfe, Im Stabliver? bei i :

Hripp. (Fw 420 . o v - B— (10—
*, Dn Bois=Reyniond, Attifde ;

fandjdiajt (AUfropolis) (Xir.

B2 0 s e L Be— 10—
*1!;"'. Cony, ‘Sdpvarzmalbtanie. Fo i
B e s |- 1=
¢, Dethiamt, Dulfan=Merf-

- ftatten bei Stettin,  (1r. 24 6.— 19—
15, Eidjrodt, Droben ftehet die

Hapelle: "I U e d Bl 08—
15. Eidirodt, Sdemamn (11e.43.) §.— 15—
*H, Engels, Gudrun am Weere.

(e B SRR S S S
T3.-Filentjcher; Malven. (Hr.20.) Hi— 15—
1@, §itentjcher, Hidhen im
: Scmee. (e d) . o 4 v o« fo— 14—
*@, Hifenticher, Sudis int Ried.

e R e g TR
1O, Sifentjcher, Eichhornden. .

e T B e Al A e S s i S
*1. jriefe, Springendber £0we . 6i—  19.—
1D, Greorgi, Pflitdenter Baner, -

7 g L R I om0 N TS 5 RS
*2. Baueifen, Deri{ofler 1Tr.16.) 6.— 19.—
*5. Bein, dm Webjtuyl. (2. 170 6.—=  40,—
15, Bodh, Morgen im Hodys

gebirge, (Xr 100 . . . Gi— 14—
5+ Dody, Si{cherboote. (e, 5.) . 6,— . 10.—

» Doy, Hiefern, (e, 36.) « 6.— 19—
*5. Kallmorgen, Sibanierifaz

vampfer:  int. Gamburger

Bajew. (a8 . s s Be— %=

*5. Hallmoraeir, fofomotivens
HWerlftatte. QI 18.) . . .
A, Kampf, Haifer: I0tlheln; 11,
(B0 el By i S e T
*&. Hampmann, Hlonbatfgang.
(Bl ) e P e
&, Hampntann, - Bergland im
Sdinde, (T 20i)n NE L
+®. Kompmann, Ubendrot. .
*E&, Hanoldt, Eiden. (Ir. 5%.)
$E.  Huithan,

0. £eiber, Sonntagsitile. (Hir.

OSIARRE R b Ll WD
*S. Eey, Fingerhut im Dalve.
R I Y L S %

T&, " sicbernmiann, Wem Gott
will “redyfe Gunft erweifen.
D RN e A &

+E. Culif, Riabeahl (. 21) .

T&. Oclif, Banfel und Grethel
e Al o S N i

*Ni. Homan, Romifche Can=
e [1F, i s M T

*Ni. Roman, Paeftunc Qi 25)

W, Stridh= Ehapell, f£ichb Heis
matlondiabe, S

; M. E-ttidp:ﬂznpey, Herbft hl;

£dntd.
10 Critbner,

{2l T A e

At =Geidelbery.
et e e R R

*5. p. Dollimann, Die Somm’
Zevmwarhl . ARrv 20 -

*H. v, Dalbnann,
Hornfelbe (X s2D0 0 S

8. ele, . Junge Tannen.
AR Sl S A

L Sttile - Xtadat,
- betlige Hadyt, (. 28.) . .-

IDogm'h_é':'_:
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Rlcine andbilder fiir das deutlche

5.9 . 9.9 Kiinltler-Steinzeichnungen ..o
Preis eines jeden Blattes 2 Ulgck o0 Plennigs

Bilvaroke 11330 cm, mit Papletrand 575<4F o,
2 Beiir, Das Tal.

Drtlieh, HBerbitluft.

Peiet, Am Stadttor,

201, E£ung, Ultes Stadtdien,
202, Bieje, Chritntari,
203. Haurijen, Rube.

204, Boff, Dadpauerin.

205, von Delfmann,, Srihling 210. Sitentfcher, Maimorgen,

anf ber Meide.

206. von Dolfntonn, AUbend= | 21%  Du BoiszReymond, Am

wolten.

207. £ieber, Beiderot. 212.

208, Biefe, Einfamer Hof. 3‘.5:
209, Hag, Hihuer, 21%»
219

Hajtanien-
216.

Tempel von egina. oer Eifel.

Baus

Strich:=Chapell, Bliilende

von Dolbntann, Berbit in

Leinwandmappe mit 1o Blattern in Pinjtlecifcher Ausfihrung junPieije von ML 28,—,
Kartonmappe mit 5 Bliattern filr Mk. 12.— eigiven fidh vorsiglich su Geichenfen.

Husfiibrliche illuftrierte Kataloge unentgeltiich und poftfrei
von der Verlagsbuchhbandlung B. G. Teubner in Leipzia.
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Vormwort,

Bum viecten Male tritt das methodijdhe Lehrbucd) in Crideinung
und zwar im HinbliE auf dbie preupijden Lehrpline von 1901 nad)
teiltoeifer Umarbeitung. Ofhne die newen Verfiigungen wiirbe bie alte
Oeftalt geblieben fein, in der e3 aud) im Audlande Wnerfenming ge-
junden Hat. Lom Univerfitdtdprofeffor €. Labina in Buenod Wires
wurbe €3 in dbie jpanijde Spracdhe {iberfebt und ald ,,Tratado
metddico de matemdticas elementales® in Uﬂl']”(f:}it"ﬂ{‘lli‘.lt
Sdulen Sitbamerifad dem Untervichte zugrumde gelegt. Aud) fitr eine
geplante Uberfebung ind Ungarifhe twurbe bdie Grlaubnid vom Ber-
lage und vom BVerfaffer gern erteilt.

Die Cinfiihrung de3 propibdeutifhen Vorfurjud fitr die Luinta
ber lateinfofen und dbie Quarta der lateintreibenden Sdhulen veranlafite
mich, die bigherigen Borbemerfungen aud dem Lehrbude ausdzujdeiden
und fie eingehenber bearbeitet ald eine , Borberettenve Einfithrung
in bie Raumlehre” erjdeinen lajjen. Diefe jtellt dem Unterrichtd-
ftoff zur freien udwahl und ift mit nleitungen zur Herjtellung von
Untervidhtdmodellen verfefen. Am felbjtangefertigten Wiodelle foll ber
©dyiifer in die widtigiten Begriffe der Raumlehre eingefithrt werden.

Das eigentlidhe Qehrbud) beginnt mit einer iiberficdhtlichen Ju-
fammenjtelhmg  der planimetrijden Ergebniffe ded WVorfurjud unter
gleichzeitiger Crganjung. €& toird aljo angenommen, daf ber Vor-
furjug fid) wenigftend in der Hand bed Lehrerd befinde.

Gin Punft wurde befonberer Crivdquig unterjogen: Die An-
fidhten bon Gauf, Lobatihewstij, Bolhai und Riemann iiber
die Grunbdlagen der Naumlehre Haben fjeit langerer Heit die mathe-
matifhe Welt in eine tiefgehenbe Vewequng verfept, in der Lie,
F. Rlein, Clifford, Helmholl, Rilling, ®. Leroneje, Hilbert,
in neuejter Beit aud) LPoincare ald Wortfithrer aufivaten. Lepterer
hat foeben in einem von TProf. F Lindbemann ing Deutide iiber-
tragenen Bude |, Wiffenjdhaft und Hypotheje” bag Gefamtergebnis
diejer Rampfe in geiftooller Weife zujammengefapt. Die verjchiedener
Formen nicdptentlidijdher Raumauffafjung twerden von der Wiffenfdhaft

a*




IV Portvort.

it ihrer logifhen BVevedtigung vollfommen anerfannt. Die Auffaffung
bes Cuflid ift nur eine befondeve unter den verfchiedenen Moglich-
feiten, aber, tvie Detont werdben folf, biejenige, die ber Sinnesorgani-
jation bes Menfchen am bejten entfpricht, wihrend die iibrigen Formen
anbers organifievten Gejdhopfen bequemer legen migen. Bei der fritijchen
Unterfudung dber Ariome jeigte fich mun, bafy bdie wenigen pon Euflid
ausgefprochenen Aziome fitr deffen Geometrie nidht augreichen, baf er
jefbft eine ganze Meihe von anderen {tilljchweigend angenommen fat.
Diefe Grundlagen find jebt vervolljtindigt worben. Neuere italienijche
Elementarbiicher — ich) nenne nur die Namen Bevonefe, Gazzaniga,
Saifofer — Daben bied berviidjichtigt und Prof. F Klein hat auj
ver Ditfjelvorfer Mathematifer-BVerfammlung (1902) auf biefen rithm-
liden Vorgang befonders aufmerfjam gemad)t. Sollen nun  die
hoheren Scdulen Deutichlands auf diejem Wege folgen? Diefe jchwer=
wiegende Frage ift gu einer brennenden geworden.

Leicht find die Fragen iiber bie Artome nicht 3u Geantworten.
An der Frage, vb dad Parallelenariom des Gutlid wirtlid) ein Ariom
ober ein aud den iibrigen Uriomen ableitbarer, d. §. betweigbarer @ab
jei, Daben ficd) stoei Jahrtaufende lang 1elbjt Dervorragende Mathe-
matifer, wie 3. B. Legendre, bergeblid) abgemiiht. Erjt von den
guerit genannten vier Mathematifern ijt die Frage pabin entjchieden
worden, dap ed fid) wirtlih) wm ein riom BHandelt. Bei {oldyen
Sdwierigleiten diicfte anguvaten fein, in pen Untertlaffen von ein-
gehenden Crorvterungen iiber die Ungelegenbeit ber Ariome gany ab-
aujehen und Hochitens in den oberften Klaffen aus Griinden jtreng
logifher Durdhbildbung beildufig davauf einzugehen.

Bei einem Lehrbudje fommt o3 bavauf am, ob e3 ein {yjte
matijded und ftreng wiffenjdaftliches fein foll, oder ob e3 ,nur” ein
methodijdes, propabdeutijd) einfiihrendes fein will

Smerfteven Falle find bdie Apiome an die ©pibe zu jtellen.
Dabei ift zu geigen, dak jebes von den iibrigen unabhingig ift, daf
jie einander nidht widerfpredien, und dafi fie audreidend find, bie
beabfidhtigte Geometrie, 3. B. bdie des Euflib, vollftindig u begriinben.
Auj bem Shitem bder Ariome ift damn Has wiflenjdhaftliche Lehr-
gebiube durd) ftveng Ilogijche Sdlupfolgerungen aufjubanen, und 3
muf gu exfennen fein, von weldhen Ariomen bdie eingelnen Sige ab-
hingtg, bon twelden Arionten fie unabhingig find. Gin allfeitig afs
flaffijh) anerfanntes Cehrbuch diefer Art liegt bis jebt nod) nidht vor,
aud) nidht fitr die Geometrie des Guflid. Al Sdulbuch mwiiche ez
jchwerlich zu gebrauchen fein, bagegen wiirde e3 dem benfenden Lehrer
bald unentbehrlich werden, —




Lorwort, v

S lebteven Falle aber darf und muf bon fo ftrengen Forde:
rungen abgefehen werden, denn dad methodijdhe Lehrbucdh Hat vor
allem die Pilicht, fich der Fafjungsfraft des Schitlers angupajjen und
erit mit zunehmenbder Ausbildbung feiner Vorftellungsfabhigleit und
feiner logifchen RKraft und Abftraftionsfabhigleit Hohere Anforderungen
an ihn au jtellen. Gerade davin Hat fich die Kunjt des Untervichtens
s betvdbhren, gerabe davin geigt fih ber pddbagogifche Taft. Hin:
fhtlich Der Wpiome ift affo Vorfidht am Plage Verhilinidmipig
feith ijt aber Darauf aufmerfjam zu madpen, intiefern fid) der mathe:
matijhe Rorper vom phyfijden Kovper unter{deidet. Da ferner die
mathematijchen Kdrper lediglich FTeile ded NRaumes find, mup not
wendiq auch diefer Raum ald ein mathematijdher, vom vealem ober
phyfijchen Raum jeharf zu unterjcheidender aufgefapt iwerben. Al
mihlich twitd e8 bem Sdjiifer um Betoufitiein fommen, daf bder
aufierhalb der fichtbaven Fizftermwelt legende Teil ded vealen Welt:
raumed und nicht finnlih wabrnehmbar ift, dak iir diber bdefjen
portiged Verhalten alfo gar nichtd wiffen, folglich zu Urteilen dariiber
gar nicht befugt find. Dem mathematifhen NRawme aber fann man
Borjdriften madjen, twie er fidh 3 B. im Unendlichen verhalten foll,
und diefe BVorjdhriften find eben yiome, wie 3 B. die bed Euflid.
Sabre aber tverden Dei jebem ©dhiiler vergehen, ehe Der lebie Sah
fidg ihm ald ridhtig aufdrviingen wirdb. Bei der hier nur angedeuteten
Auffaffung find iibrigensd gewiffe Streitfragen gang von felbjt exlebigt.

PWenn Poincaré jagt, dbie Jrage, ob die Raumauffajjung ded
Cuffib ridtiq ober falfh fei, twdre ebenfo miifig, tvie die Frage, ob
bag mietrifhe Syjtem richtig oder falich fei, fo twird dies viel Wiber-

fprud) finben.  Jedenfalls aber iwill bder fiihrende Mathematifer
Franfreidhd nur darvauf BHinbeuten, e8 DHandle fidh) barum, ob Ddie
Raumauffafjung ded Cuflid fih gerade mit der menfdhlichen Sinmnes:
prganijation gut vertragen fomme. Daf fie died fiir ben endlichen
Bereid tut, ijt allgenein anerfannt und liegt auf der Hand. Anders
organijierte Wefen Ionnten allerdingd eine anbere Geometrie ald bdie
ihnen Dequenteve boraichen, ba fie gewiffermaBen getvohnt wdven, mit
anderem Mafe zu meffen’ ald ivir.

it e8 nun aud) von Jutereffe, anbere Geometvien auf irgend
einent willlivlich qewdblten Spjteme von Wxiomen jtreng logijdh und
widberfpruchdlod in fih aufzubauen, jo Hat doch ein methodifhes Lehr-
buch fitr Hohere Schulen auf jede Behandhung joldjer Lehrgebdude zu
verzichten und fich auf die Raumauffoffung des Cutlib zu bejdhrinten,
bie eben fiir und Menjdhen die bequemfite ift und fid) filr das endlidhe
®ebiet mit den am Wellvaum vorgenommenen Beobadhtungen in
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burdjaud Dbefricdigender Weife dectt. Wiithe auf eciner Oberprima
philofophijche Propabeutif betrieben, o toére e3 eine borziigliche uif-
gabe, bie Grundlagen der Cuflidifden Raumanffoffung im Sinne der
neuerent Forjdungen dovt fritijth u unterfudjen. Aber fir die unteren
Rlaffen ijt der Gegenftand viel su fdivierig. EGin methobifches Lehr-
bud) fann alfo nur da, wo fidh gerabe bad Bebiirfnis geltend madyt,
auf biefe ober jene die riome betreffende Frage in propidentifder
Weife eingehen und auf die betreffenden Edywierigleiten aufmertfam
macjer.  Daff 8 gut ijt, fih auf ven Unterflafien mit einer vor
laufigen Behandlung i begnitgen, bamit werden fid) auch die Schiiler
vedt gern sufrieben geben, denn dag Berlangen nach foldher Roft ift
fein allzugrofes.

Db nun mein Lehrbud) in diefer Begiehung den richtigen pdada-
gogifden Taft zeigt, Daviiber mibgen ambeve urteilen. Der Kemner
wird, twie ih Hoffe, Dhier und da sioifert den Beilen Tlefen und er:
fennen, intiefern die Auddrudsweife mit Ritdfidht auf die neneren
Forfdungen getdblt ift. —

Die Angahl ber planimetrifhen Abungsaufgaben ift auf den
Tnjd) einiger Fachlefrer, die das Budh benupen, erbeblic) vevgrofert
worden. Dabei wurben Aufgaben aus foldhen Gebieten gewdhlt, bie
ut Den iiblichen Anfgabenjammiungen etwas ftiefnuittterfich Dbehanbelt
find.  Hinfichtlic) der Anordmimg fam e2 miv davauf am, die Ubungen,
namentlid) die Ronfteuftionditbungen, von vormferein fo mannigfaltig
und bamit fo anvegend twie nur moglich zu machen. Dogu war e3
ftellentveife nitig, bon der fyjtematijden Anordnung abgujehen und aus
methodifhen Gritnden mandjes frither zu bringen. Dies ift # B. bin:
fidhtlich der gefebmiRigen Bergriferung nad) einfachemn  Mafiftabs-
verhaltnis gefdjehen, die dem Sdhiiler jhon ausd dem Beicdpenuntervicht
geldufig ift, wenn biefer bem neueften Bor{driften folgt. Wer bers
gleiden erft fpditer behandefn will, mbge e3 tun. Der gegebene
Ubungsitoff ift fo veichhaltig, daf dem Lehrer zur freien Auswabhl ein
grofer Spielvaum gelafien ijt.

Coviel fiber den planimetrijhen Teil. — Sn avithmetijcher und
trigonometrifher Hinficht lag zu nbderungen fein Anlaf vor. Nethobit
und Syjtematit paffen fich hier fo aneinanbder an, baf jebe Der vors
trefflichen Aufgabenfammlungen, die wir Gefisen, im Anjdhlup an das
Lehrbuch benubt wecben fann., Gine Bujammenftellung jolder auf:
gunebmen, erfdhien alfo twieberum als diberflifig. Hinjichtlich der
Gtereometrie durfte den BVorjdjriften iiber Had genaue ftereontetrifche
Beichnen, tweldhed unvermertft in die barjtellende Geonetrie einfithren
joll, etwas ftirfer gefolgt werden. Ju piefem Jiwede mwurbde bie
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Auzahl der Figuven vergrifert, wasd iibrigens auch in der Planimetrie
gefchehen ift. Wer nodh mehr wiinjdht, fann Ddie betveffenden bungen
aud meiner , Einfithrung in das ftereometrijde Jetdhnen” ent-
nehment, einiged aucdh) aud dem ,Borfurfus™ Aud) meine bier:
bandigen ,Elemente bder Steveometrie” ftellen dem Fachlehrer
piel Ubungdmaterial zur LVerfiigung.

Da ber 3weite Teil bes Lehrbuch3, der fitr die Oberrealjchulz
flafjen beftimmt ift, bei beven verhiltnidmdpig noc) geringer Anzahl
exft Toiter auf eine dritte nuflage 31 rechnen Dhat, fet Demerft, DaR
ich die meu -eingefiihrten Gebiete Kombinatorif, Wahrideinlichieits-
vedhmung  und numerijdhe Gleichungen Dhiheren Graded vorldujig in
bejonderen Heften bearbeitet Habe, die bom BVerlage dem iveiten Teile
unentgeltlic) beigelegt werben. Einiges Wenige aus dem veiten Teile
mufite tm Hinblid auf die Lehrpline in den erften Teil heritber:
gezogen toerden, erfcheint alfo bi8 juv Neubearbeitung doppelt. Dieje
fleine Unebenbeit twirb aber bald verjdywinbern. Der tweitergehende
britte Teil ded Lehrbudjes Hat feine Neuauflage erft Hirzli) erhalten.

Fiiv die erften Auflagen Hatte ich ein bejonbered Beglettivort jur
Rechtfertigung meiner methodijchen Unjichten gejdhrieben. Die Lehr-
plie pon 1901 zeigen, dah die preupijdhe Untervichtdverwaltung im
wejentliden den Sfandpunft teilt, den id) als den mteinigen betont
habe. Ein nened Begleitwort erideint daber nidht nbtig.

Die vorliegende Audgabe ift, wie gejagt, bejonbders fiiv Lberveal:
umd Realjchulen beftimmt. Der fajt vergriffene erite Teil der Gpym-
najtalaugqabe wird feine neue Bearbeitung in Lilvzejter Jrift erbalten.
Audh) fiir dad Gpmuafium find vorldufig Crginjungshejte iwie Ddie
oben gemannten erjhienen. —

Moae die vorliegende Neubearbeitung dbad ifrige dbagu beitragen,
pen mathematijdhen Unterricht im Sinne bder neuen Lehrpliane methodijch
audziegeftalten und bdiejed befondere Lehrgebiet zu eimem fjoldhen 3u
machen, auf dem jeber Schiiler, nicht blof der Dbejombers fiir IMathe-
matif begabte, mit Jnterefje und daher mit Lujt und Liebe lernt und
avbeitet.

im Juli 1904.

Pagen, i. W,

0. f)olymiiller,
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Grite Abtetlung.
Wlanimetrie.

A. Planimetvijde Lehranfgabe der Quarta und Untevtertia.

L. Mbeerfichtliche Bufammenftellung wd Ergimwng dev plowi-
metrifhen Ergebnifle des VorkurTus,

a) Ginige Borbegriffe uud ihre Erilorungen.

o) Die Mathematif und ihre Teile™

1) Die Mathematif ijt die Lehre von den Grifen. Sie
gerfdllt in bie veime unb die angewandte Mathematif. (Vgl.
Lorfurjud L) **)

;) Die reine Wathematif ijt die Lehre von den Rauwm:

und den FahlengriBen.

Die Geometrie oder Raumlehre ift die Lehre bon den

Rauwmgropen.
Die Arithmetif oder Jahlenfunbde ift bie Lehre von ben
Jablengrofen.
o) Die angewandte Mathematif ift die Lehre von allen
anderen mehbaren Gripen.

(Hievher geboren 3. B. dbie Beitgrihen und die Gejdhwindig-

feiten, dte mechantjchen Grifen tote Rrifte, Geichte, Mafjen,

Dreudfparnungen, Bugjpannungen, Acbeiten, WMajdhinen-

letjtungen, phyfifalijhe GroBen aller Wrt, wie Lidtjtdcke,

Wirme, magnetijhe und eleftrijhe Krdfte ujw.)

#) Um an die griedijden Bud)jtaben zu gewdhnen, Hat BVerfajjer jolche
aur Bdahlung ber Abjchuitte benupt. Das griechifche Alphabet befinbet fidh am
Schlujje diejed Banbes.

##) €3 ird angenommen, dafy der Vorfurfus jidh) in der Hand des Lehrers
befinbe. Dort find ausdfithrlichere Erlduterungen gegeben. Hier joll mehriad
auj biefe hingeriejen twerden uud zwar unter Ungabe bder Fmmern Ddec
bortigen Paragraphen.

Holzmitller, Elementarmathematit. I 4. Wufl. 1
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2 Blanimetrie I. Ergebnifje ded Vorfurjus.

) Der mathematijdhe Raum unbd die geometrijdhen Gebilbe.

2) Der Weltraum ift dad Gebiet, in dem fich alle wirtliden
oder phyfijchen Kirper befinden, und in dem alle moglichen Bemwegungen
(Drtgverdnderungen) fjtattfinden. Er enthdlt 3 B. die gejamte ung
befannt gewordene Firfternvelt und erftredt fidh) nad)y menjhlicher Aujf-
fafjung itber Ddiefe hHinaud nach jeder Ridhtung hin wmd Unendlidhe
(Gndloje, Unbegrenzte, Unmefbare). Wie fidh ber Weltvaum aufer-
halb ber Firfterntvelt verbalt, ift und vollftandig unbefannt, fobaf
man fogar feine Unenbdlidjfeit nidht nadjroeifen, jonbern nur vernmuten
oder porausfeben famn. Deshalb denfe man fidh ftatt des iwirklichen
Weltcaums einen mathematijden RNaum, dem Dbeftimmie Eigen:
jdhaften zuzujdiveiben jind, die jidh auch auf dad umendlich) ferne Gebiet
beziehen jollen. (Vorfurjus § 1.)

3) Der mathematijde RNaum, den wir und benfen twollen,
joll folgenbe Gigenidaiten Haben: Cr erftredt fidh nad) allen Nid=
tungen Hin ununterbrodjen ingd Unenbdliche. CEr it in jeder Hinficht
unverdindect und befinbet fid) 3 B. im Buftande vollfommener FRube
(Unbeeglichfeit).®) Cr ift in allen Feilen gleidhartig und volfommen
ftofflecr, befist aljo feine phyfifalijd-chemifhen Cigenjdaften.*) Er
ift fediglich al8 ausgedehnt und ald in Teile gerlegbar zu Ddenfen.
Unter den unendlich zabhlreichen Ridhmgen pilegt man im Hinblid
aunf bie Stellunig bed Beobachters bdret Hauptrichtungen audzumwdahlen,
3 B. von vorn nad) Hinten, von redhtd nacdh linfd, von unten nach
pben. Allgemeiner fpricht man von bdrei Dimenfionen (Aus-
behnungen) bed mathematijhen Raumes***), tworitber erft {pdter ein-
gehend Dberichtet werden foll. (Gewdhnlic) begeichnet man diefe Dimen:

# Die Alten Bhielten die Crde fiir unbeiwegt und meinten, um biefe
brefe jidh bad gejamte Weltall. ©pdter Hielt man bie Sonue fiir bas in
Ruhe befindbliche Bentrum ded Weltalls. Bald mufte man auch diefe ald im
Weltraume fid) Detvegend anmehmen. So wurde nman jur Annahme eines
tufjenden Weltvaumes gendtigt. Dem entipricht die Annahme eined in Rubhe
befinblidhen mathematifchen Rauwmes.

#) Gewiffe Unregelmdfigleiten, die man im wirflichen Raume wahrnimmt,
baben ihren Grund in jeiner unregelmdiBigen Stofferfitllung: Ein jdrig ins
Waijer getanchter geradliniger Stab 3. B. erjdpeint ald gebroden. Solde Un-
regelmdpigfeiten {ind im mathematijhen FRaume audgejd)lofjen.

= Auf dvie Unterjudung mathematijder Ndume von mehr ald  Ddred
Dimenfionen fann die Sdule nidt eingehen. Der fier u bejprechende Raum
witd ald der Euilididye Raum begeidhnet. Cuflid, ber um 300 v. Chr. gelebt
und nad) Pappus in Alegandria gewirkt Hat, ftellte die Elemente der Mathe-=
wtatif in muftergiiltiger 2Weife zufjammen.
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jionen ald Linge, Breite und Hihe.) Nur von diefem mathematijhen
Raume ol von jept ab die Jede fein.

4) Cin mathematijder Korper ift cin Teil bed NRaumes,
per volljtdndig gegen bden fibrigen Maum abgegrenzt ijt.
Dieje WUbgrenzung gejdieht durd) Gebilde, die man als
Tladen begeidnet. (Diefe beditrfen nod) der niheren Erlduterung.)
Lon der Art der Begrenzung hangt die bejondere Geftalt
(Jorm) ded Kirpers ab. Die Grife ded Raumes, den ein
forper einnimmt, bezeidynet man al3d feinen Rauminhalt
oder fitvzer alg feimen Jmbalt. Jeder mathematiide
Sovper 1ft teilbar durd) Fladen. CEr wird ald im Raum
betwegbar angenommnten. Nur von mathematifhen Korpern foll
von jest ab gejprochen terden. (ilber die Unterfdhiede swifchen wirk:
fihen und mathematijhen Korpern vgl. BVorturjus §§ 2, 7, 8.

[Bemerfungen. Cin Kovper famn fidh) ganz im Endlichen (im
mepbaven Gebiete) befindent, er fann jidh aber aud) vom Gublichen aud
big ing Unendliche (UnmeRbave) erjtveden. Hier foll zunddhit nur
pon enbdlichen Korpern die Rebe fein. Diefe Haben eine beftimmt
borjtellbare Gdejtalt unb einen endlichen Jnbalt.

Heidht der Korvper biz s Unendlidie, fo Fann zwar feine Geftalt
aud) bort eime Deftimmt vovgefchriebeme fein, aber von -eigentlicher
Borjtellbarteit fann bann nidyt mehr gefproden werden, aud) wird der
snhalt 1m allgemeinen unbeftimmbar, weil er im allgemeinen un-
endlich grop wird. (Trohdem gibt e8 mathematifhe Korper, die bis
ind Unendlidhe rveichen und dody einten endlichen qenan beftimmbaren
Subalt haben.)*) Die Begrenzung eined gang im Endlichen legenden

*) Diejfe Behauptung erjdheint anf den erjien BHE unwahrideinlich.
Leviglid) ju bem Jwede, vor fibereilten Ausjpriidjen iiber dad Unendlidge ju
warnen, {oll ein einfaded Veijpiel angegeben werben.

Man benfe fich eine fenfredht ftehende Sdule von quadratijher Grumd-
flidye. Die leptere faffe 1 qm, bdie Sdule habe die Hihe von 2 m, alip den
Snfalt 2 cbm. Mian benfe fidh die Siule burd horizontale Sdinitte in

Sdyidyten gerlegt, die von unten Yer der Reife nach die Hifen 1 m, — m,

1 1 1 d . o : . PE B
y M, g m, om oujw. haben, jodbaf jededmal die noc) borhandene Rejthohe
falbiert wird. Man fann jich denfen, dafs diefe Mejthalbierung unendlich oft
borgenommen wird, jodafy die Reftihicht {dhlieflich unendlid) ditnm wird und
ihre Hohe altmdhlic) tmmer ndher an Null heranviidt. Die eingelnen Schichten
r ¥ 1 1 1
haben bann ber Neithe nad) dbie JInhalte 1 chm, - cbm: -+ ¢bm, - cbm,

L g Dia . & s 1 e
T cbm ujw. Die Sunune der Jnhalte ift alfo (1 e F <} =i u'._:"'") chm
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Rorperd bezeicdhuet man alg feine Dberflade. Diefe ift ugleich die
Gremsflache jeined UuBenvaumes. Ein Korper fann aud) mehrere
Dberflachen Habern.*)

5) Cine mathematijdhe Flade ift zunddit ein Gebilbde,
weldeg ald Grenze eined Korperd auftritt und demnad) be-
nadgbarte Raume voneinander frennt. Sie jelbjt ijt nidt
ein Teil eined Raumesd, fjoundern bdie gemeinjdaftliche
®renze zweier benadbarter Raumteife. Jhr raumlider
Snhalt tft gleich Null, weil jie feine Dide befipt. Jjt die
Flache begrenzt, fo jind ihre Grenzen Gebilbe, die man
Qinten nennt und die nod) der ndheren Crliduterung be:
piirfen. Die Fladhe ift teilbar durd Linten. Die Flacde
hat, aund) twenn jie unbegrenst ijt, etnme bejtimmte Geftalt;
ijt jie begrenzt, fo ift die Gejtalt aud) von der WArt der Ve:
grenjung abhangig. Die Grife einer Flade bezeidnet man
alg den Fladheninhalt. Die Fladen werden ald tm Raume
bewegbar angenommen. (Vgl. BVorfurjus § 3.)

und died mufp gleich bem urjpriinglichen Juhalie 2 cbm fein. (Daber jagt

. P T - = ; o
man, bie Summe der bid ind Unendlidje jorfzujeenven Reibe 14 5+

+ 5 e el gleidh 2)

Senst denfe man fid) die eingelnen Teile ber Sdule jtatt ithereinander didpt
nebencinanver gelegt, jodaf fie einen geradlinigen Streifen von der Breite
1 m bedecen, bon dem jeber Teil 1 qm Grundflide beanjprucdht. Dann mup
biejer Gtreifen bid ind Unendliche veichen, Demn e8 find unzdhlige Korperteile
porhanden, bie unendlich viele Duadratmeter Devecken.

Betradtet man jelht dad Gange alsd einen eingigen Kdrper, jo
reicht biejer Hi3 ind Unendlidhe und Hat bod) nur 2 ebm Inhalt. —

Sn berjelben Weije fann man mit einer jolden Sdule von 11 m Hihe
perfafren, von der wman erft eine Sdicht von 1 m Hohe abjdhneidet, dann

eine folhe bon  der Rejthohe, ndmlid) . m, dann ivieder eine jolde bon
Lot |

§ 8
ber Mejthohe ujw. Dabet erhidlt man in  derjelben Weije bdie Neile
14 15 = :, 1= .,,I?—l—_-:l 4= 2. 9Nt den Rbrperteilen fann ‘jest ebenfo

perfafren fverden, wie vorher. Der neue Korper erjtrecdt jich dann twieder ins
Unenbdliche und Hat doch mur den JFnhalt - chm.
Un joldhen Beifpielen erfennt man, dap ed in pielen Fdllen falid

ijt, pon der Grjtredung eined Rdrpers ind Unendlidhe dbavauf zu
jhlieRen, baf fein Jnuhalt unendlich grof jet.

#) A8 Beifpiel jei die Hohlfugel genannt, die etne dufjere und eine tnneve
Lberfldche Hat.




a) Borbegriffe. )

[Bemerfungen. CGine Flade foun gang im Enblidgen liegen
und muf dabei nicht notwendig durd) Linien begrenst fein, benn fjie
fann vollfténdig in fidh zuriidloufen.®) Cine Flide fann teiltoeije in
fich auriiclaufen, teilveife fih ind Unendlidje erjtecden®®). Eine Fldche
fonn ing Unendliche reichen, ohne im Cndlidhen irgendivie in jich
suviidsulaufen ober ivgendivie Degremst gu fein. ***¥) Flachen, die bid
ing Unendliche veidhen, Haben im allgemeinen einen unendiic) grofen
Slacheninhalt. (Tropbem gibt e Fldaden, bie b8 ind Unenbdliche
veichen und dod) einen enbdlichen, genan bejtimmbaven Sliaheninhalt
haben.+) Gine gany im Endlidhen befindliche Flache Hat tm all-
gemeinen einen endlidjen Flécheninhalt. (Tropvem gibt s Sldchen
iolcher UArt, Deven Smbalt unendlic) grof ift).§7)

Die BVegrenzung einer im CEndlichen liegenden Fldache nennt man
ibre Umrandung odber ifren Umfang. Cine Flide fann auch
mehrere Wmrandungen Haben. AE Beifpiel diene die Fldche zwifden
awei Qreifen bderfelben Ebeme, von demen ber eime Den anbdern wum:
fchliet, obne ihn zu beriihren.

6) Cine Linie ift zunddft ein Gebilbe, welcdhes eine
Flidhe beqrenzt ober benadybarie Fladenteile voneinanber
trennt. Sie jelbft ift nidht ein Teil einer Fldde, jondern
bie gemeinjdajtliche Grenze zweier benadbarter Fladen-
teile. Shr Fladheninhalt ift gleich Null, weil fjie feine
Breite Hat. it die Linie begrenst, o find die Gremzen
Gebilbe, die man al8 Puntte bezeidhnet und dbie nod ber

) Dasd cinfachite Beifpiel ift die Kugeljlide. Dieje ift unbegrenzt und
licgt dodh gany im Enbdlidjen, jobald nur der Radius endlid) ift. Die Kugel:
flddje Hat dabei eine Deftimmie Gejtalt. Wian fann qus diefer Flide Teile
ausidhneiden, Deren Geftalt nun audy durcd) dbie Grenglinien beftimmt ift.

#+) Beifpiele find die Mantelflicdhen des SKreidzplinbers und bdes RKreis:
feqels, bie fich bi8 ing Unendliche erftreden Idnnen.

Ein Beijpiel it die Ehene.

+) AL Veifpiel diene eine der beiden bid ind lnendlide reichenben jent-

rechten ®renzfldchen bed in ber Randbemerfung it 4) befprodjenen erjten

Rirpers. Die Teile diefer Jldche Hhaben sujammengenommer den Flacheninhalt
| 1 1 L \

|| | 1 — ey
E-.l e e 1t g -}1]111 — P

++) Man fann fidh auf einem endlidhen Jeichenblatt eine Xinie denfen,
bie aud umendlid) vielen Kreuz= und Cuerziigen oder Windungen bejteht, jo-
paf ibre Qinge unendlic) grof iff. Denft man jid) itber bdiejer Xinie eimen
_ Bylindermantel” von nur 1 cm Hohe ervichtet, jo ift defjen Flicheninhalt un-
endlic) grofi, obmohl exr ganz im Endlidhen liegt. Aud) bdiefes Veijpiel joll
nur por iibereilten Audjagen iiber bad Unendlidie warnen.




6 Planimetrie I. Ergebnifie des Vorfurjus.

ndaheven Crlduterung bebivfen. Jedbe Linie ift dbuvd Puntte
tetlbar. ©te Hat eine beftimmte Geftalt (Form). Die Grife
einer Linie bezetdhnet man ald ihre Linge. Die Linien
werden al8 im Raume bewegbar angenommen. (BVgl. Bor-
furfug § 4.)

[Bemerfungen. Cine Linie fann gang im Endlidhen legen und
muf dabei nidt notwendig eine Gvenge haben, denn fie fanm in fidy
suriidlanfen®) Cine bis ing Unendliche reichende Qinie it ftetd von
unendlider Linge. Eine gang im Cndlidgen legende Linie ijt im
allgemeinen von endlicher Linge. Trobdem gibt e8 RQinien, die gans
im CEnbdlidhen liegen und dod) von unendlicher Ldinge find.**) Mathe-
matijce Linien find , unfidhtbar*##) da fie feine Breite haben. Man
fann fie dburd) diinne Fdden ober dburd) gezeidhuete ,Linien” nur vers
anjchaulichen.

7) Cin Puntt ift sunddit ein Gebildbe, weldes eine
Linie begrenst oder benad)barte Sinienteile voneinander
trennt. G felbjt ift fein Teil einer Linie, Jondern nur das
Gnbe einer joldjen oder bie gemeinjdaftliche Grenze benadh-
barter Sinienteile. Seine Lange ift gleidh Null. Er ijt alfo
nur eine tm Raume gedacdhte Stelle, die diberhaupt feine
Ausdehuung Hhat, aljo weder Geftalt nod) Grofe bejist und
audy nicht tetlbar ift. Die Lunfte werden ald im Raume
bewegbar angenomnen.

Deathematijche Punfte jind unfichtbar. Man fann fie nur vers
anjchaulichen.

8) B3 qibt alfo an einfachen geometrifhen Gebilben mur
vic folgenden: Rorper, Fladen, Linten und Punfte. Daber gibt
8 filv die Raumlehre nur Raumgrifen (im engeren Sinne),
Sladengrofen, Liniengrofen (oder Lingen), wihrend man von
Bunftgrofen nidht veden fann. Dies fithet auf die Raummafhe,
Sladenmape und Langenmafe.

) Das einfachite BVeijpiel it die Kreislinie.
Bgl. die lepte 31 b) gegebene Raubdbemerfung.

) Das Wort | unfidhtbar” ift nur aud Grimden ber BVevanidhaulichung
gebraucht, da im mathematijhen Raume von Lidterideinungen nicht die Rebe
fein fann. ud) bei Punften wird in diefem veranjdaulidienden Sinme von
JUnfichtbarkeit” gejprodjen. Tropbem twird fpdter vielfach vom Eridjeinen
joldher Gebilde gefprochen. Unftelle des wirtlichen Auges hat man jid) dabei
ein geiftiged uge zu benfen, bei dem die Schirie der Sehivaft als eine un:
enblich grofie it denfen ift, jobafy i fogar Unendlichtleines fichtbar ift.

-



-

a) Borbegrifje.

AB sufammengefepte geometrijde Gebilde fann man jid
Grupper von Kivpern, Gruppen von Fladpen, Gruppen von Linien,
Gruppenr vbon Punften und aud Gruppen verfdhiedenartiger Dbiejer
®ebilde benfen.

et wird folgende Crilarung perjtandlid) jein:

Die Raumlehre ober Geometrie bejddftigt jid mit dDen
gefepmafBig gejtalteten mathematifden forpern und den an
ithrnen auftretenden oder and) al8 felbftdndig zu benfenben
Flachen, Linien und Puniten, mit den CEigenjdhaften und
gegenfeitigen Beziehungen Ddiejer ®ebilde, mit threr Be:
recdprnung und Konjtruftion. (Bgl. Borkurjus § 9.)

y) Bewequugsbeziehungen und Ausdehnungen ooer Dimenjionet.

9) Durc) BVewegung cined Punties m Raume entjteht ald Weg
eine Qinie. Diefer Weg Hat eine (endlidje oder eine unendliche) Lange,
aber feine Breite und feine Dide. Man fagt daher: Cine Linte
hat nur eine einzige Dimenjion, die Vange. (Borfurjus

8§ 44 und 45.)

10) Durd) Bewegung einer Linie entjteht ald Weg m allgemeinen
eine Flache. Bur Lingenausdehnuung der Linie fritt dabet eine meue
Ausdbehnung, die ald BVreite bezeichnet erben Joll. IMan fagt baber:
Gine Flade Hat zwei Dimenfionen, Lange und Breite

Tiiv bic Bewequng iwird dabei voraudgejebt, dap die Linie fid)
nicdht in fidh Telbjt betege, jondern feitlich aus ifrer Lage heraustrete.

(Borfurfus § 46.)%)

11) Durd) Bewegung einer Flade entfteht ald Weg tm all=
gemeinen ein Korper. Ju den Dimenflonen Linge und Breite fritt
Dabei eine meme, die man af8 Dide ober auch ald Hohe Dezeiduet.
Man fagt daber: Cin Kbrper Hat drei Dimenjionen, Linge,
Breite und Dide (oder Hihe).

Fiir bie Betegung twird dabei vovausdgefept, dafp die Flache fich
nicht tn fidh) elbjt Gewege, fonbern feitlich aus ihrer Lage heraustrete.®)

) Dafy jih Linien obhne jede Geftaltverdnderung in fid) jelbjt bewegeu
fonnen, fodaf feine Fldche entfteht, erfennt man 3. B. an der Mernben, am
Rreife, an der Sjraubenlinie. Dafy fich Fldchen ohne Gejtaliverinderung in
jich felbjt bewegen fdunen, fodap fein Korper entjieht, ecfennt man 3 B. an
ber Gbene, am Rreidzplinder, am fenfrechten Kreisfegel, am der RKugel, an
jeber Drehungsfliche und an jeder Schraubenilicye. Aud) gewijje entiprechenve
Rorper fiunen fidy jo in fich felbjt bewegen, daf fie nidht aus fjich jelbit
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[Bemerfungen. Durd) Betwequng eined Rrperd entjteht im all-
gemeinen wieder ein forperlider Weg. Cine vierte Dimenfion ndmlid,
i die ein Korper 3. B. mit allen Punften zugleidh) hinaustveten fonnte,
it und im Weltrawm nidht fiunlid) tvahrnehmbar. Dabher nebuen
wir aud) fiiv unferen mathematifhen Raum an, er befibe nur die
genannten drei Dimenjionen®)

Sn jebem endliden RKbrperteile fann man fih einen fleinen
LWiirfel denfen, an deffen Kanten man Lange, Breite und Hihe erfennt.
Demnacd) muf ber Korper felbjt alle drei Dimenjionen Habenm. Auf
jeben endlichen Teil eimer (3. B. frummen) Flide fonn man im all=
gemetnen ein fehr fleined Quadrat geihnen (3. B. auf die Kugelflache.)
Ant ben Seiten bed Lutadrated erfennt man die Lange und Breite.
Die beiden erften Dimenfionen Dbefit aljo audh bdie Flade, aber fie
hat feine Dide. LBou jeder z B. frummen Linie [apt fich im allz
gememen ein jo Heined Stild ausidyneiden, dafy man e al geradlinig
betrachten fomm. Un ihm beobachtet man nur die Qange, aber feine
Breite und Dide. ©So bhat and) die gange Linie nur die Dimenfion
Ldnge, nidht aber die Dimenfionen Breite und Dide. |

12) Umgefehrt fann man fich) folgended vorftellen: LBt man bei
einem Korper die Dide o zujammenfdhrumpfen, daf fie Jhlieplich
iiberall verjdhwindet (gleid) Null twird), jo bleibt nur nod) eine Flade
itbrig. LBt man Dbei diefer die Vreite fo zujammenidhrimpfen, dak
piefe fchltefslid) itberall verjdhwindet, jo bleibt nur eine Linie iibrig.
Lagt man bei diefer die Lange fo zujammenjdhrumpfen, daf leptere
jhlielid) gleich MNull ijt, jo bleibt nur nod) ein Punft iibrig. (BVal.
RVorfurjug § 44.)

d) Dag gegenjeitige Scdhneiden und Durddringen geometrijder
Gebilde.

13) ©dyneiden einanber jwei Linien einmal oder bfter, jo gefchieht
e3 jeoesmal in einem Punfte. Aljo: Jeder Sdnitt Fweier Linten
ijt ein Punit Der Schnittpunft ijt beiden Linien gemeinjam.**)
Cine frumme Linte fann auch) fich felbjt fohmeiden. (BVorfurfus § 6.)

herausdireten und ifre Bewegung nicht wahruehmbar ijt, 3. B. jeder Drefhungs-
fovper, ver fich um jeine Achie vreht, jeder beiderfeitd ind Munenbdliche reidhenbde
Bylinder, jeber ebenjo ind Unendlidhe reichende Schraubentdrper, der fidh in
entjprechender , Schraubung’ bewegt.

#) Wer, fid) einen Naum mit mefhr ald vier Dimenfionen denfen will,
der mige fid) mit befjen Geometrie bejddftigen. Mit unjerem Cullididen
Raume Haben jolde Unterjudhungen nichtd zu jdaffen.

##) Beifpiele: Jivei gerade Linien Haben Hidftens einen Scmittpuntt,
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14) Sdjneiden einander zivei Flidpen einmal oder mehrfady, fo
quid'}iui_'}t'cis iebezmal in einer Sinie. Wljo: Jeber Sdynitt ziveter
Fladen ift eine 53.1111u. Die Sdnittlinie ift beiden Flachen gemteins
fam#*) Gine gefritmmie Flide fann aud) fid) felbjt jdmeiden. (Bor-
furjug § 6.)

15) Sdneiden einanber eine Linie und eine Jlache einmal ober
biter, fo gefchieht e3 jebesmal in einem Punfte. Ulfo: Jebder
Sdnitt einer Linie und einer Flade ift cin Punit Dex
Snittpuntt ift beiben Gebilben gemeinjam. )

16) Bei Kovpern fpricht man niht bon gegenfeitigem Schnetder,
fondern von gegenjeitigem Durchdringen. ,Wabhrnehmbar" ift dabei
nur bad gegenjeitige Durchidhneiden ihrer Dberfldchen, weldyes in
Qinien gefchieht. Daviiber foll erft in bder Stereometrie gefprochen
werden. ®efriimmie Rorper Ionunen jo gejtaltet feim, dafy ‘Teile von
ifhnen einander durdhdringen. (Vorfurjud § 6.)

&) Begrifi der geraden Linie uubd der Ridtungen im Raume.
17) Die gerabe Qinie wird in ber Regel veranjdhaulicht durd
einen ftraff gejpannten Faben, der fich :wifd}cu swet nicht alluwett
be

poneinander entfernten PRunuften befindet. ™)  Mian jdlieht Daraus:
Die geradbe QLinie tft der Filrjeite ‘}“w jwifden je zlveten
ifrer Punfte. Davand folgt 3 B., dap die Summe zheier

Dretedsjetten 11Ltfi gqrifer ift als bie dritte, aud) wenn lebteve
bie guoBte von ifhmen ift. Jn einem Dreiede ABC 3 B, bvf‘eu
@den die Seiten a, b, ¢ gegeniiberliegen, fei ¢ bie grofte Seite, dann

awei freife haben Hochijtens zwei Schnittpuntte, 3wei Ellipjen Haben hivchitens
pier Sdnittpuntte ujw.

+# Beijpiele: Bwei Ehenen fonnen einander hichjtens in einer Geraden
jdneiben. Drei Ebenen fonnen einander Hichjtens in drei Geraden jdhneiden.
Det Kugelflachen fdnumen einanber in einer Kreislinie i&)nui‘\cu Eine Ebene
und eine Kugelildche fdnuen einauber in etuer Rreislinie jchuetden.

# Eine Gerabe und cine Ebene Ionmen einander hochitend in einem

Punfte jchneiden, eine Kreislinie unbd eine Ebene hidhjtens in aivel Punkten,
eine (mu be unb eine Kuqelfliche in Hochftens zwer Punften.
: Dieje Veranjdhaulichung verjagt bei griferen Entfernungen der beiden
1411:-1{'19. So geben 3 B. Telegraphendrdhte und Telephonbrdhte frof aller
Bugjpannung dod) frumme , Linten’. Dasjelbe gilt von Seilen, aud Drahi-
feilen, von ldngeren Retten ujw. Man nennt die jo veranjdaulidten Linien
Rettenlinien. Die Abweichung von der geradlinigen Form erfolgt durdh
pie Wirfung der Schwerfrajt. Ein lingerer Telegraphendraht wiirde zerreigen,
ehe ex durch Bugipannung ganz geradlinig wiirde. Ein in fenfredter NRichiung
gefpaunter Draht wird jedod) ftet3 gerablinig.
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ift dbodh @ 4+ b > ¢®), benn der divefte Weg von B big A ijt Hivzer
ald der Umegq BC 4 CA.

Darausd folgt ferner (a+b) —b>c¢—Db, ober a>c—Db
9. b. jedbe Dreiecdsieite, aud) die fleinjte, ijt griper alé bex
Unterjdyied der beiden andern. (Do a+b—b=ua ijt, exjcheint
{eidhtverftandlidy.)

18) Man fann dad Auge in Lagen bringen, in denen
jebes Stiid einer Geraden al3 Puntt erfdeint.®¥) Der
porderjte Puntft verbedt dabei alle andern Puntte der Geraden.

19) Daber Jogt mon: Fiir dieje Lage ded getftigen Auges liegen
alle SPunffe der Gevaben in Derfelben Richtung. Ebenfo jagt man
allgemeiner: Die Gerade hat tn allen ihren Tetlen biefelbe
Ridhtung. Sind A und B die Enbpunfte der Geraben, jo fanu
man ihr zwei Ridtungen gujdreiben, die Ridhhung von 4 nad) B
oder die Rihtung von B nad) 4. Darvaus folgt fermer:

20) Die Gerade fann in ihrer Ridtung bewegt werden,
ohne feitlih aus bder ,Midtuungsdlinie” DHerauszutveten.
Durd) diefe Bewegung erhalt man nidht eine Flache, jonbern muv die
Berldngerung der Geraden. Die Gerade fann nad) beiden Rid)-
tungen Hin ind Unendlide verldngert werden.

21) Dreht man die Gevade unter Fejthaltung jiveier ihrer
Buntte, jo nimmt das (geiftige) Auge nichtd von einer Lagenanderung
wahr. (Dagegen witrben frumme Linien bei biefer Drehuugsbewegung
pem Auge in umendlich vielen verfdhiedenen Lagen erfdheinen.) Wan
fhliet bavaus: Bwifden je zwei (im CEndliden liegenben)
Runften ift nur eine einzige Gerade miglid. DObver: Cine
®ervade ift durd) zwei ihrer Punfte vollftdndig Dbeftimmt.

22) Weil sivijdGen ztvei Puutten nuv eine eingige Gerade mig:
fich ift und Diefe Den fitrzeften TWeg gibt, fo mifgt man den gegens
feitigen Abjtand Der beiden Punfte mitteld diefer Gevaden. Alfo:
Die gegenfeitige Entferuung zweier Punite ijt gleid) ber
Qinge der fie berbinbenden Gevaben.

23) Auz 21) folgt nodh): Bwei Geraden fdnnen Hiditens
eien im Gudlidhen liegenden Schnittpunit haben, PHitten fie

*) Dad Beiden > bedeutet ,grofer als”, dbad Feichen < bedeutet
fleiner als’.

) Der ausgejprodhene Sap jagt eigentlich nur, daff eine Gerade cine
Gbene nur in cimem Puntte jdhneiden faun. Auf einem Hiheren Standbpumite
wird er fo audgedritdt: Kann die Projeftion ciner Linte auf eine Ehene ein
Puntt fein, jo ift die Linie eine Gerave.
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namflich 3iei foldye, fo rvitcden sifdhen et i Enbdlidhen [iegenden
Puntfen zwet Geradben miglid) feirt, twad Demt in 21) angegebeien
Sape widerjprdche.

24) Bwei gleid) lange ®eraden fonmen auj zweierlet
Art 3ur Dedung gebradt werven. it A B die eine Gerade, 4, B,
bie andere, To foun man A B jowofl auf 4, B; ald aud) auf B, 4, legen.
Statt diefed Sahes jagt man audy: Fwei Geraden vom berjelben
Qinge find auj zeierlei Art fongruent.

25) Gine nur cinfeitig Degrengte @evade Dejeichnet man als
Strahl. Den Grenypunft Dezeihnet man ald feinen Audgangs-
punft ober Anfangspunit. Seine Rihtung gebt von bdiejem ausd
ing Unendlihe. ©po fann man fich 2. B. vom Uuge and nad) jedem
Bunfte des jdeinbaren Himmeldgetndlbes eine CGerabe gezogen umnd
biefe big ind Unendliche verlingert denfen. Wllgemeiner gilt:

Bon jedem Raumpuntte gehen unendlid viele Strahlen
aud. Die Gefamtheit aller diefer Strahlen bezetchnet man
alg bas Strahlenbiindel ded Punfted. Durd) das Strahlen-
biindel werden alle von dem Puntte ausgehenden Ridtungen
im Raume angegeben.

26) Qinien, bdie niht alle Cigenjdaften bev ®eraben Dejiben,
nennt man Frumme Linien oder Kurven. (Wan vgl BVorfurjusd

§ 11—16.)

£) Begrifi der Gbene, der ebenen Giebilde und der Planimetrie.

97) Gine EGbene ift eine unbegrengte Fldde, tn dev jich
pont jedem threr Punifte aug nacd) jedem andern (ihrer
Punfte) eine Gervade ziehen (dRt, Ddie nirgends, aud) in
ihrer Verlangerung nidht, aus diefer Flade heraudiritt.

28) Bon jedbem Punite der Chene geben alfo unendlid) biele
gany in ifv Yliegenbe Strahlen aus. Die Gejamiheit aller bdiefer
©trahlen bezeihnet man al8 Dbag (ebene) Strahlenbitjdhel Ddes
Punttes. Durch bdiejes Strahlenbitjchel twerden alfe von demr Puntie
audgehenden Ridhtungen in der Ebene angegeben.

29) Das Auge fann in Lagen gebracht werden, in denen
ihm ein irgendwie begrenztes Stitf ber Ebene als etme
gerabe Linie erjdeint®)

) Der Gab ift im Grunde derfelbe, wie der Sal, daf zwei Ehbenen
einanber nur in einer Geraden jdhneiden fonnen. Auf einem hdheren Stand-
punfte with gejagt: Gine Flache, deven Brojeftion auf eine Ebene eine Ge-
rade fein fann, tft ftetd eine Ebene.
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30) ©tatt deffen fann man fagen: Bewegt jid) ein Strahl
um feinen feftliegenden Anfangdpunft fo, dap er jtetd auf
etner jejten Gevaden Hingleitet, die nicht burd) diefen Puntt
geht, jo Dejdhreibt er eine Cbene (Statt bedg Strahles Fann
man aud) die unbegrenzte Gerade nehmen.) Davausd folgt:

31) Cine Gbene ift dburd) eine Gevabe und einen auper:
Dalb biefer liegenben Punft vollftdndig beftimmt Daraud
folgt fermer:

32) Eine Ebene ift durch) drei Punfte vollftandig be-
ftimmi; benn zwei davon fann man durd) eine Gerade bverbinden.
Daraud folgt ferner:

33) Durd) zwet einander hneidende Geraben ift eine
Ebene volljtdndig beftimmi Die eine Gerade faun man namlid
al3 Ddie fefte Gerade, eimen Deliebigen Lunft der anbern fann man
ald den Drehungspunit des Sirahled betvadjten, bdie ziveite Gerabe
al Dben Dbewegten Strafhl in einmer feiner LQagen. Gleitet aljo efne
Gevade auf wei fejten einander jdneidenden Geraben hin, jo bejdreibt
jie emme Ebene.

34) Bei der unter 30) bejdyriebenen BVewegung tritt der Fall
etr, dag der Duvd)jdnittépuntt Der gebrehten und der fejtgehaltenen
Geraben in unendliche Cntfernung viidt. Dann fagt man, die fejte
Gerabe und die Dbetwegte Gerabe find in Ddiefer Lage parvallel, fie
haben Ddabei biejelbe Ridytung, jie gehen nad) demfelben un=
endlidh fermen Puntfte Hhin. Davaus folgt fiir 33), daf Ddex
Scnittpuntt der betben Geraden aud) in unendider Eutfermumg liegen
parf. AWlfo ergibt jidh) ber Sah: Durd) zivet parvallele Gervaden
ift ftets eine Cbhene volljtandig beftimmt DOber: Gleitet eine
Gerade auf jwet fejten pavallelen Gevaden Hin, jo be:
jdhreibt jie eine Chene. Ober: Durd) jwei parvallele Geraben
[aft jidh jtetd eine Ebene legen.

35) Umgefehrt fanun man fogen: Sdneiden einanber 3ivet
Geraden im Raume nidht, jo weit man jie aud) verldngert,
[af3t fid) aber duvrd) beidbe eine Ebene legen, fo jind bie Ge-
raden parvallel. (€3 gibt Geraden im Raume, die nod) jo iweit
verlangert, einander nicht jdmeiden, burd) die Jich aber feine Ebene
legen ldft. ©Solde Geradbe nennt man windidiefe Gerade.)

ber dieje Sdhe mup aber noch ausdfithrlidher gefproden werben.

36) Tlachen, die nicht alle Cigenidaften der Cbene befiben, nenut
man frumme Fladen.
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37) ®eometrijhe Gebilde, die gamy in derjelben Ebene [liegen,
beseichnet man ald ebene ®ebilde.

Geometrijfe Gebilde, die nicht gauwy in berjelben Ebene [iegen,
beeidynet man al3 uicht ebene, ober al3 unebene oder ald raum:
lie @ebilde (im engeren Sinie).

So gibt e3 ebeme Punttgrubpen und rvdumlide Punft=
gruppen; ebene Sintengruppen und riu mliche Lintengruppen;
ebente und rdaumliche Gruppen von Punften und Linien
and ebeme und vaumliche Grubpen von Fladenitiden; e3
gibt ebene Rurven und raumlide Kurven

38) Demnady zecfillt bie Geomefrie in aet Tetle, in  Ddie
Geometric der ebenen Gebilde oder bdie Planimetrie und in
bie Geometrie der vaumlidhen @Gebilde (im engeren Sinne) ober
bie Stereometrie,

Borlaufig joll nur nod) von der Planimetrie bie JHede fein.
Sn ihr fanm man infihtlich der Grofenmefjung vbon Lingenmefjung
(Qongimetrie) und Fladhennefjung (Planimetrie tm engeren Sinne)
iprechen. (Bl su diejem Abjchnitte BVorfurjus § 20—29.)

n) Begriff ded Kreijes®), des regelmdfigen BVieleds
und ihrer Teile.

39) Bewegt fich ein Punft, ohune umzutehren, in einer Ebene o,
paf er von einem gegeberen fejten Punfte Der lepteren jtets bdenjelben
Der nad) einem joldhen Umlaunfe guriidgelegte Weg iwird ald eine
freiglinie begeichnet. Der fejte Punkt Heipt ihr WMittelpunit, oder
thre Mitte, oder thr Bentrum.

Die Kreislinie ift diejenige ebene, tu fid) zuritdlanjende
Qurve, deren Puufte von eimem beftimmten fejten Puntte
ber Ebene denjelben Abftand Haben (Man bgl. zu diejem Ab-
jhnitte Borfurjus VL)

40) Jede BVerbindungdlinie ded Kreidzentrums mit etmem Punfte
ber Rreislinie begeihnet man ald einen Halbmefjer ober Rabius
pes Rreifes. Die Linge aller Radien eined Rreijed ift diefelbe, denn
jie ift gleidh jenem unverdnderlichen bjtande vom Mittelpunite.

¥ Unter Kreid wird bald die Kreidlinie, bald bie Kreidfldadye ver-
jtanben. Der Spracdhgebraud) jhwantt. Nacd) BVebdiirinis jollen die lepteren
Worte aebrandyt werdben, jonjt der Kiivze Halber bas Wort Kreis.
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41) Bu jebem Sreidradbiud gibt es einen anbeven von entgegen:
gefebter Midhtung.  Jede Ddurch Dden Miftelpuntt gehende Gerabe
jduneidet aljo den Kreid n gwer Punften. Dad zivifden dben lehteren
liegende &titd einer {olden Gervaden bheifit der Durdhymeffer ded
Rreifes. Jeder Rreisdurdymefjer ijt doppelt jo lang ald der zugehirige
Sreisradbing.  Alle Durdymeffer eined RKreifes find alfo gleid) lang.
Die Cnbpunite jeved Durdhmeijers heiffen Gegenpuntte besd Kreifes.

42) Je jwei Kreislinien von demfelben Rabdiusg deden
einanber (oder find fongruent). Legt man ndmlid) die eine fo
auf die andere, bap thr Mittelpunft auf den der anderen fallt, o
mitffen aud) die beiden Kreidlinien fjid) deden. (Wive died namlid
nicht der Fall, jo mitten ungleidhe Radien vorhanben fein.)

©ie bdeden einanber auf uneubdlid) viele Wrten, breht
man ndamlich die auf Ddie anbere gelegte in ber Gbeme um ibren
Weittelpuntt, fo wied die Kougruensy nicht geftort. Jeber Pabius besd
eien $treijed fann mit einem Dbeliebigen ded anberen zur Dedung ge-
bradyt tvecden.

Davausd folgt, daf bder RKreisd ein vollfommen regels
mahiged ebened Gebilbe ift

43) Seber Durdymejfer teilt die Kreidlinie in 3wet fon:
gruente Teile, die man al8 Halbireife bejeichnet. RKongruent find
jie, weil jih der eine jo um bdbad Rreidzentrum drehen [GHt, daf beibe
einander Ddeden. Die Dedung fann aud) durd) Umblappen der einen
Hialfte wm den jie begrengenden Durchmefjer erfolgen.

44) QJeder Teil einer Kreidlinie Deipt ein Kreisbogen. Die
gerade Berbmbdungslinte feiner Cudpunfte heiht Sehne. Die vers

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 9.
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lingerte Sehne heibt Sefante. Jebe Sefme teilt ben RKreid in et
verjchiedene $treidbogen, in einen Heineren und einen groBeren RKreis-
bogen. Jeber fanu al3 ber um anbeven gehivige Reftbogen Dbe-
seichmet werben. (Fig. 1.)
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45) Bu gleidgen Sehnen cined Kreifed gehoven gleidje
Bogen.*) Sind ndmlic) ziei Sehnen eined Kreifes gletc), fo laffen fie
fich durd) Drehung der einen um das Kretdzentrum juv Dedung bringen.
Dabei dectent einander forwohl die beiden Heinen BVogen, alg aud) die ju-
qefirigen Neftbogen. Getwdhnlic) fpricdht man mrr von dem fleineven Bogen.

Domn gilt die Crflarung: Gleide Bogen eined Kreifes
jind aljo folche, zu denmen gletdye Sehnen gehoren. (Fig. 2.)

46) Sdlieft eine Neihe gleicher Sehuen, bderen Anzahl grofer
afé smei ift, nad) einem Umgange, jo ift die Kreislinie in eine ent-
iprechende Anzahl gleicher Teile eingeteilt. BVon den Sehnen jagt man
bann: Sie bilden ein rvegelmdBiges BVieled. Verbindet man nam=

dig- 4.

fich die Gefen einesd folchen Gebildes durd) Radien mit dem Mittelpunite,
fo Bat man lauter gleidhfdentlige Dreiede, bon Ddener jebes mit
jebermt anderent zur Decdung gebracht werden fann, indem man ed um
pen Mittelpuntt dreht. (Vean fann die Sehuen zur Dedung bringen,
alfo auch) die zu ihunen gehorigen Rabdienpaave, Ddemn soijden einem
Endpunfte und dem Mittelpuntte ift mur eine einzige Gerade moglid).)

17) Die pon der Kreiglinie umjdlofiene Fladhe heijgt die Kreisd-
iladge. Sie entjtelt 3 B. durd) Drehung eined Nadind um emen
feiner Gudpuntte. Die Kreigflache wird durd) jede Sehme n e
Sfaden zerlegt, die man RKreidabjdnitte oder Segmente nennt.
Nur bei bem Durdmefjer find die beidben Segmente fongruent (Halb-
freigflichen). Bei anderen Sehnen ift bas Segment, in Ddem Ddas
Qreigzentrum liegt, dag grifere, bdad anbdere ift dad fleimere. Ge-
wihnlich verjteht man unter dem zu einer Sebhne gehdrigen Segment
bag fleinere, wdahrend man Dad grofere ald dag zugehdvige Nejt-
feqment Dezeichnet. (Man fann bad fleinere Segment joivett um Dden
Mittelpuntt drehen, daf e8 ganz inmerhalb ded grifeven liegt) Dann

#) GRHIl man den Unterfchied fefthalten, fo jage man: ,Ju gleichen Sehnen
gehoven gleidhe Bogenpaarve”.
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gilt ber Sah: Bu gleiden Sehnen eines Kreifesd gehoren
gleidhe Segmente®) Man fann nimlid) die Sehnen jur Dedung
bringen, mit ihnen aqud) die Rreisbogen und ihre Mittelpuntte, folglich
aud) bdie von Sehne und Bogen umjdlofjenen Flichen. Umgefehrt
geboren zu gleiden Segmenten eines Rreifed gleiche Sehnen.

48) Den von gwet Radien begvenzten Teil einer Kreisilide be-
eichnet man ald Rreisausidnitt ober Rreidfeftor. Durd 3tvet
Radien tird die Qreidfliche in jwei Seftoven zerlegt. Nur wenn die
beiben Rabien einen Durchmefier bilden, find bie beiden Seftorven ein-
ander gleid) (DHalbireisflachen). Sonft find jie ungleidh. Der Heinere
Settor fann joweit wm den Mittelpuntt gedreht werdem, daff ex gans
inmerhalb Des grifeven liegt. Gewdhnlich meint man bei Angabe
eined Seftord ben Ileineren. Bu gleidhen Bogen einesd Kreifes

»

gehbren gleidhe Seftorven™®) Bringt man namlicdh) die qleichen
Bogen zur Dedung, fo hat man audh die ugehirigen Rabdien Jur
Dedung gebradt. Umgefehet gilt der Sah: Bu gleiden Seftorven
eined Rrveifed gehirven gleiche Bogen.

49) Jm gangen gelten alfo folgende Sipe:

Bei jebem Kreife gehoren
u gleihen Sehnen gleidhe Bogen, gleidhe Segmente, gleiche Seftoren;

e v  Dogen ,  @ehnen, ,  Segmente, , Seltoren;
. o Gegmenten,,  Sehnen, ,,  Bogen, .  Seltoren;
= : Seftoven ,,  Selhmen, ,  Bogen, . ©egmente.

Statt gleid fann man Bier {iberall fongruent fagen.

&) Begrifi ded Winfeld in ber Ehene.

50) ®eben vom einem feften Punfte der Gbene stoei Strahlen
aud, em i thr fejtliegender und ein in ihv wm den Punft drehbarer,
jo fann man den lepteven junddit mit dem
‘ erfteven zur Dedung bringen und dann in
\ ptoeterlei @inme von ihm wegdrehen. Die

R Drehung fann ndmlid) im Sinne der Uhr-
\n\\,. seigerbeivequng und auch im entgegengejetsten

s \|  Sinne erfolgen.®*) Bei diefer Drehung be-

S e Ny fdhreibt jeder Punft ded Dbewegten Strafhlea
einenn Rreid, der fih fJdhlieht, fobald der
Ctrafhl eine volle Umbrehung gemadht Hat. Diefes Sdyliegen

mig. 5.

*) Wil man den Unterjdhied fefthalten, jo jage man: ,Bu gleidhen Sehnen
gehren gleiche Segmentpaare’’ oder: ,gleide Seftorenpaare’ ujw.
**) Bieljac) begeichnet man bie, der Uhrzeigerbewegung entjprechende



a) Borbegriffe. 17

erfolgt fiiv alle Teile bed Strahled gleidhzeitiy. Ebenjo vollenden
alle Punfte bed Dbewegten Otrvahles gleidzeitig eine Dalbe Um-
prebung, ober eine dritfel llmbrebung, oder zwei Drittel eimer Um:
prehung ufiw. Feber Lage entiprid)t aljo fiir alle Punfte des
Strahled ein Dejtimmter Brudyteil bezw. ein Dbeftimmites
Bielfades einer vollen UWmbdrehung (3.B. 3, & 3, 3, 3, 2 Um-
prehung). Getodhnlich fpricht man nur von (edten) Brudteilen der
Umbrehung, da fich beim fberjchreiten der Anfangslage der Borgang
nod) einmal ober mehrfach toiederholt, Fenen Bruchteil der vollen
Umbdrehung Dezeidhmet man aud) ald die Abweichung ded bewegten
Strahles vom feften Strahle, oder als den Ridtungdunterjdhied
beiber Strablen, oder ald den Winfel, den beide Strahlen mit:
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einanber bilben. Die gejeidneten Teile der beiden Strabhlen nemmt
man bie Schenfel ded Winkels. Jhre Liinge ift volljtandig gleidy-
gitltig und Dat feinen Cinfluf auf die Grofe der Drehung oder
auf die Grioge des Winfeld. Der Winfel ift lediglidh das
Map ber (bejprodenen) Drehung. Der Drehungdpuntt Dheift
Sdeitelpuntt ober firzer Scheitel ded Winfels. (Fig. 6.)
51) Jm Vorfurjus (Ubjdhnitt VI) ift gezeigt toorben, ivie man
teild burc) Konjteuttion, teils duvd) BVerfudje*) einen RKreis in 2, 3,
Drehung als die negative Drefhung, die entgegengefebte ald die pojitive
Drehung. Unbdere fpredhen beztv. bon Redytddrehung und Lintddrehung.
Man fann zwar gewiffe RKreidteifungen mit Bivfel und Lineal
exalt (andere mit Hilfe gewifjer Kurven anndherungsdiveife) ausfithren, Jm
allgemeinen jind aber die Teilungen in 7, 9, 11, 13, 19, 23, 25 ujw. Teile
nur auf dem Wege bed probeweifen Wbftedend mit Hilfe des Jirfeld mit
einiger Anndherung durdjfithrbar, woriiber im Schlufbande zu fprechen ift,
Mertvitrdig ift, Daff aud) die Grundlage der Gradeinteilung, der 360, Teil
bed Rreifes, nur anndherungsmweife beftimmt werden fann.
Polgmitller, Elementavmathematit. I 4. Aufl

b
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4, 5,6, 7, 8 9, ... ZTeile zerlegen fann. Verbinbet man bdie End-
punfte eined foldjen Zeiled durd) Radien mit dem Kreidmittelpunite,
jo exhdlt man Winfel von entjprecdiender Grife, jodbafy die RKreid:
teilung und die Winfelfonjtruttion eng zujammenhingen. LWinfel, bie
von jvei Rabien eined Kreijes gebilbet werben, Heifen Bentriminiel
Durd) die (angendberte) Konjtruttion des 360-Cda erhalt man zugleid
ven Winfel, den man ald cinen Winlelgrad begeichnet. Die volle
Umbrehung gibt einen Winkel von 360°% er heifgt Bollwintel. Seine
Sdjentel deden einander (val. Fig. 7). Die halbe Umbrehung gibt einen
Winfel von 180° er heift geftredier Wintel. Seine Sdhentel haben
entgegengefete Richtungen und fallen daher in diejelbe gerabe Linde,
Der vpierte Teil ber Umbdrehung gibt den Winfel von 90°. Diejer
beigt Der rechte Winfel ober cinfad) ber Redhte. Von feinen
Sdenteln jagt man, fie jduitten ecinander redhtwintlig, ober fie
feien normal zueinander, oder {ie Jtanden aufeinanbder fent:
redht, odber jeder ber beiden ©cdenfel fei ein jum anderen gehiriged
Qot. Den Winfel von 0° Degeihnet man ald ben Nullwintel
Seine Sdjentel deden fidh ebenfo twie die des BVollivinfels. Wintel
swifden 0° und 90° Dbegeichnet man als {pibe Wintel. Winfel
swijdgen 90° und 180° Deifen ftumpfe Winfel Wintel 3tvifchen
180° und 360° Deiffen diberftumpfe ober fonvere Winkel. S[m
Gegenjah zu ihmen nennt man Winfel ivijden 0° und 180° Hohle
ober fonfabe Wintel. Der BVollwintel ijt gleih) vier Redhten, ber
geftredte gleich zwer Rechten. Bret Winfel Heifen gleich, twenn ihre
©djentel jid) (abgejehen vom der Ldinge) zur Dedung bringen laffen.

52) Jjt die Summe zweier Wintel gleich 360° fo Deift jeder
per Jeftivinfel bed anberen.  Jft dbie Summe weier Winfel gleidy
180° fo Deift jeder der Supplementwinfel ded amderen. Jjt die
Summe ztweier Winfel gleih 90° fo Deifst jeder der Komplement:
iwinfel ded anberen.

53) [Den fedjzigften Teil eined Wintfelgrades Dezeichnet man
alg Pinute, den fedzigiten Teil der Minute als Sefunde (den
jedzigiten Teil der Sefumde ald Tertie) ujw. (Crite, stveite, dritte
Verminverung.) ©So jagt 3 B. <Ce = 22°23"35", der Winkel «
sable 22 Grad 23 Minuten 35 Sefunden. (Drei Stridje iwiirden
Tertien bedeuten.) Man fann aber ben Winfel aud) in Dezimal-
bruchform fdhreiben, 3 B. << f = 39°51.] Uuter <9< ABC verjteht
nan einen Winkel, deflen Sdheitel der Punft B ijt, rodhrend 4 und ¢
die Eubdpunifte ber Sdjentel {indb. Der Scheitel wird alfo ftetd in der
Mitte genannt.
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54) Durd) BVerlangerung eined Winfeljhentels itber Den Scheitel
hinaus echalt man den Nebenwinfel ded Winfels, der zugleidh ein
Cupplementivinfel ded gegebenen Winfels ift. LVerldngert man beide
Sdjentel eines Winfels itber den Scheitel hinaud, fo erhilt man ztei
einander gleidje Nebenwinkel, auBerbem den Sdjeitelwinfel. Diefer
ijt dem gegebenen Wintel gleidh, denn er ift wie jener der Supplenent=
winfel fiiv jedenr der beiden Nebenivintel.

55) u3 Gviinden bder Regelmdfigleit bes Rreifed folgt: Bu
gletdyen Jentritwinfeln eines freifes gehoren gleide Bogen,
gleiche Sehnen, gleidhe ©egmente, gleidhe Seftoren. Bringt
man namld) zwei gleide Bentriwinfel jur Dedung, fo fallen die End-
punfte threr abdien paariveife zufammen, ebenjo die CGubpunite der
ugehorigen ©ehnen, der jugehivigen Bogen. Danad) [aBt fich die
unter 49) gegebene Tabelle eriveitern.

56) Den halben Umfang des Rreifed vom Radius 1 bezeichnet
man mit dem gried)ijen Budhjtaben = Der Umfang ift alfo w— 2.

=

Wird der Rreis 3. B. tm T-faden Mafiftabe gezeidnet, jo ift der Um-
fang w= 2 - 7 -y tird ev im r-facien Mafijtabe geseichuet, jo ift ber
Umjang w = 277 Bunddit dburd) Meffung (dburd) Umlegen eines miglichit
oitnnen Fadens um eine Kreidjdeibe) finbdet man, daf »ungefihr gleic 2
oder ungefahr 3,14 ijt.*) Jebem Bogen des Rreifes vom Rabdius 1,
per ein beftimmier Brudteil des3 Rreidumfangs ift, entjpricht alfo ein
Winfel (Zentviwintel), dev denfelben Brudhteil von 360° gibt. So
360° 360°

X : o4 ot = x
entjprechen einander 3. B. = Ny —— = 60" — undh — — 790 qijip.
i ] A 3}

Man jagt daber: Cin Winfel ° verhdlt fid) sum Winkel 360° ebenjo,
wie der zugehirige Bogen B jened Sreifed jum Vogen 2x; pder:
Cin Winkel B° verhalt fich sum Wintel 180° ebenfo, wie bder 3=
gehbrige Bogen § jum Bogen . Diefen Sap jtellt man in folgender
Sdyreibiveije (al3 folgende Proportion) dar:

B°:180° = B: .

Cin genawerver Wert ift = — 3,14159265. . . Ardyimedes (ge-
whah

boren 237 v. €hr. zu Chrafus) nahm an, wad 3,142857 ... gibt, alfo

etwad 3u grof ift. Gin teit genauerer Nferungsmert ift :J; Diefer gibt
31415929 ..., wag fhon auf 7 Stellen ftimmt, fiix die getodifnlichen Be-

redjnungen aljo volljtdndig ausreicht. Die Beredimung von = wird jpiter
gelebrt.

2*
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Bur Wmrednung von Winfeln in Bogen und von Bogew in
Wintel braudht man alfo die Formeln®)

Fol 4 lﬁ E 0 2 s P“]
]5 = :"CJ'H“' ﬂj_ﬂl-‘}'“’

= i ~ A 2 DR ; Yo i S L
©o gehort 3 B. zum Bogen =1 ver Winfel g° = TLH)“ —bh77295
— 5701770 = 570177 42".%%) Derjelbe Winkel gehort jum Bogen
b=r-f=r-1 am Kreife mit Radbiug ».

(Den Kreisumfang berechnet man aus pem Rabdiug mnacd) der

obigen Formel u = 2rmw, den Kreisvadius aus pem Umfange nad
ki

ber Formel » = gﬂlﬁ:*"‘”

Sum Wintel 1° gehort (am Rreife mit Rabdiugd 1) der Bogen
1° T . o = e T :
B="igo0 — 180 0,017453, am $Sreife mit Radiud » dageger det

r-fache Bogen.

(Begeichnet man den am Kreife mit Radiug » gemefjenen Bogen
mit b, dent am Fadiug 1 gemeffenen iwieder mit 3, jo hat man Dbie
b

”

Formeln b, = rf, f= Die obigen Umrechnungdformeln fitr den

7
Qreid mit Radiug » werden dann

';).»- .- l.ir
Al farayll ey
gY = .J‘ﬂl‘-'-}r b, = Sl

bie mit Den obigen itbereinftimmen, jobald man den Wert »p fiir b,

einfept.)

e : = = ~ R A
*) Die Gradbezeidnungen feben fich in der Formel f = .—:1{”),, auf,
p

man faun fie afjo in der Form b = = T80 jhreiben, mur mup dann gejagt

erben, daf der Winfel in Graden audgedritct ift, 3 B. f = 20°3, nidt etwa
f=20°18" ober 1218".

#%) 9fan vergefje nic, daj Dder Bogen & am Kreife pom Hadius 1 ge-
meffen wird. BVei ungenauen Werten von = finbet man nidt jo genaue
NRejultate. Die Brudteile dev Sefunden jind hier vernachldijit.

##) Nimmt man alfo den Erbumiang ald 5400 geographijche Meilen
an, jo bat ber Erdbradiug eine Linge von 859,43 geographiichen Meifen.
Simmt man den Grdoumfang zu 40000000 m an, fo hat der Erdradius eine
Liinge von 6 366 200 m. Dabei ift der genauere Wert bon = Fugrunde ge-
fegt umd eine Genauigleit auf fiinf Stellen erjtrebt. — Der Jquatorgrad Hat

e s 5400 2700 : . e ot
filr bie Crbe eine Rdnge von o = 1'%- — 15 geogr. Meilen. Fiir jede NRetfe
{ings des Jquatord fann man aljo die Qinge aud den Gradben nnd bie Grade
ausd ber Linge bevedynen.
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(Sn vielen Qebrbiichern, befonberd in den phyfifalijdhen, toird

}

PR T T T = " " i
von Winfeln = ober o, 5, . uw. gefprochen.  Man meint damit

Tinfel von 180° bezw. 90° 60° 45° ujw., denn Ddabei ift die Grife
9ed am Sreife mit Radiud 1 gemeflenen Bogend angegeben. Hier
Toff Bei einem Winfel « ftetd der Winfel in Graben unbd feinen Brud)-
teifen gemeint fein, todhrend « ben am Kreife mit Radius 1 gentefjenen
Boaer bedeuten joll, Bogenldngen an Kreifen von beliebigem Nadind
iollen dagegen mit lateinijchen Buchitaben nebft Bogen, 3 B. mit @
bezeidjnet tverben, gegebenenfalld mit @, twenn der Radiug » befannt
iit. 3 Danbelt fich bei bdiefen Unterjdheidungen nur wm die Ber-
metbung von MiBberftandniffen.)

b) Die cinfodjten planimetrijden Konftruftionen,

o) Die Beidjengerdte.

57) Die unentbehrlidhften Seidhengerdte jind dad Lineal und

ver Birfel Dad eritere dient zum Beidynen gerader Linien mitteld
bes Bleiftiftes oder der mit Tujde gefiillten Handreiffeder®).
Der Hanbdzivtel dient zum Meffen der Lingen und zur Kontvolle
fiiv die Nidtigleit ber Beichnungen, der Einjapzivel mit den Ein-
fagteilen aum Beidmnen der Kreife und Kreisbogen mit Bleiftift oder
Reibieber.

(Daf e3 aud) frummlinige oder furvenlineale und Scdablonen
qum Beidgen bejtimmier Qurven gibt, fei beildufig bemerkt).

58) ©ollen Geraden von gegebener Linge gezeichnet werden, fo ijt
bie Qédnge unmittelbar mit Hilfe eined IMapftabes, ober mittelbar
mit Hilfe ded Birfeld zu beftimmen, dem man an einem Mapitabe
bie geforderte Offnung qibt. Der Mafijtab ift entweder mur auf dem
Blatte gezeichnet, oder er ift e Lineal mit metrijher Einteilung,
welches afjo Meter, Dezimeter, Sentimeter, Millimeter angibt. (BVor-
fuvfus § 14 bis 16.)

59) Bei tedmijdhen Jeidhnungen jtellt maon bdie Gebilde meijt
nidht in der wirflidhen ©rdfe, jondern in  berfleinertem INapitabe”
bar. Dann toixd auf bem Nande des Jeidjenblatted ein ,verjiingter”

#) Die BVorfilbe Neify hingt mit dem Worte Wi zujammen, denn man
fpricit vom Grundrify oder Aujrif eined Gebdubed vber eimer Majdyine
oder eines Apparated ober frgend eined rdumlichen Gebilbes. Solde MNifje
fperben auf dem Reifbrett gezeichnet. Die Jeideninftrumente gehdren zum
Heifjzenq.
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oder , berfleinerter Mahitab” gegeichnet, der angibf, reldhe Linge
§ B. 1 m bedenten jolf. Auf Lanbdfarten fiir nidht allzugrofe Gebiete
ird durc) den Mafftab angegeben, welhe Linge ein Kilonteter pder
eiie geographifhe Meile bebeuten foll. Man fpricht dann vom Maf-
ftabe ;5 oder 1:10; vom Mafftabe ;;1: oder 1:10 000 ujw. Kleinere
Gebilde werden in den naturwiffenidaftlichen Cehrbiihern oft in ver-
gropertem WMafjtabe davgeftellt, 3. B. tm ehufachen Mafitabe (P ober
10: 1) ujw.

\

60) Bur Beidhyming von Kreifen erhilt der Cinjabjivfel Dbe-
jtimmte Cinjabteile, fiiv dad Beidhnen mit Bleiftift den Blei ober
Stifteinfat, fiiv dasd Beidnen mit Tujdhe ober einer jonjtigen qe-
farbten Fliifjigleit den Reifffeders oder Fedeveinfat.

61) ©oll bie Jeidhnung genau werben, fo ift ein cbenes, genan
recdhtwintliges Reipbrett mit aufgejpanntem Beidenbogen zu be:
nuben, auj vem mit Hilfe der Reifjdiene fenfredhte und wageredte
Rinien bequem 3u geichnen jind. Bu den fenfrechten Linien benuft
man aber meift bad [(dngd der iageredhten Reifidhiene Dewegliche
Winfeldbreied oder den Winfelhaten (Redhtwintellineal), twelches
auberdem dag bequeme Beihnen von Linien gejtattet, die 45° bezw
30° und 60° Neigung Haben. Qineal und Winfelhafen oder die
betben vten von Winfelhafen dienen aueh zum bequemen Beichnen
bon Qoten und Parallelen.

62) Sdwierig ift da3 Beidhnen fehr feiner RKreife. Fiir diefe
hat man fogenamnte Nullzirvfel (ober Nullenzickel) mit Mifrometer:
jdraube zum Regulieven der Birfeldffnung und mit feinem Nabels
einjap gur jddrfiten Cinbaltung bed RKreidmittelpunttes Ffonftvuiert.
Der Cinjop wird durd) eine eloftijhe Feder nad) dem Jivkel Hin-
gedringt, durd) die Sdroube von ihm tveggedrvangt. Febersivfel mit
©dyraube benubt man aud) jum genauen Meffen Heiner Abjtande.

63) Jur Jeidhnung bezw. Meffung von beliebigen Winfeln dient
per Trangpovteur bes NReiBzeugd, bei dem Dder Halbfreis in
180 gleidge Teile eingeteilt ijt, die alfo den Winfelgraden entjprechen.®)

64) Dag Beftimmen der Lingen mit Hilfe ded Mapftabs und
pad oer Winfel mit Hilfe ded Trvansdporteurds fallt in der Regel un-
genauw aud.  Sur BVerjddrfung der Wblejung benubt man bden jog.
Noniug, wombglich mit mifroffopifher BVorvichtung zum  Ablefen.

*) Gehr brandhbar ju Lingen- und Winfelmefjungen ift Simonsd durd:-
fichtiqe Wlehtafel. D.R. . M. 80 166.
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Daritber ift in der Phyjif au ipvechert, wobhin die Vorvidhtungen per
Selpmefz und der aftronomijhen Jnjtrumente gehoren.

65) ©elbft beim genaueftenr HBeidmen mathematifder Figuven
ftellen fich in der NRegel Ungenanigteiten ein.  Diefe beruben teils in
dent Ungenauigfeiten der Qineale, Wintelhaten und ber fonjtigen Beichen-
gerdte, feifd im ungenamwen Unfegen bes Qineald oder Cinfehen der
Rirfelfpite, im ungenauen Cinjtellen ber Airfeldffnung, tetld im un-
genauen Beurteilen ded Sdnittpuntted zweier Geraden ober afpeter
Sreisbogen. Leptered ift namentlich dann per Fall, wenn die Geraden
ober Sreidbogen einanber unter jehr fleinen Winfeln jchneiden. Daber
it danad) zu ftreben, daf die betveffenden Bejtimmungslinien einander
mbglichit rechtwinflig fdhmeiden. Audh die Breite Der gezeichneten
Qinien gibt ju Ungenauigfeiten Anlafy, ebenfo die Ausdehnung ver
peranjchaufichten Puntte.

Sm alfgemeinen ijt dad Bivkelzeichnen®) genauer als dad Lineal:
seichnen.  Erftrebt man miglichite Genauigfeit, jo ijt e gut, wabhrend
oer Nrbeit Qontrollfonftuttionen (ober Meffungen) vorunehmen und
bet Der Gutdecung von Abweidungen den Grundfehler aufzujuden
ober wenigjtend fitr moglicdite Yusgleichung der Ungenauigleiten zu
jorgen.**)

Man pilegt die mit Jivfel und Lineal ausdfibrbaven Sonjfrut:
tionen a3 epafte zu Dejeidhmen. Sie find aber mur in ber Bor-
ftellung genan augfiihrbar, weil, toie jdjon gefagt, in der Wirklichteit
bie qejeidymeten Linien eine geiifje Breite haben miiffen, um fidhtbax
au twecben, und weil ebenjo die Punfte dev Beichnung durchaud nidht
mathematifche, ausbehmungslofe Gebilve find. Die praftijhe Kon-
euftion ift mur eine rohe BVeranjhaulidhung der mathematijchen Kon-
fteuttion. Diefe jebt getvifje wm der Wirklichleit unerfiillbare Forde-
rungen ober Poftulate vovaus, die in folgendem bejprochen twerben.

f) Drei Forderungen (Pojtulate) ber Ronjtruftionsiehre.
66) Erite Forderunyg: Zwei gegebene Puntte dburd eine

®erabe zu verbinden.

) Deshald Hhat Ddev italienijde Mathematifer Mascheront (jprid
Maskeroni) den erfolgreichen Berjuch gemadht, alle Grundionftrufiionen nur
mit Hiffe ves Birteld auszufithren. Andere machien oden Berjud), alle Kon
ftruftionen mit $Hilfe ded Lineald allein auszujithren, was aber, wie Steiner
famd, mur moglid) twar, jobald man einen feften Rreid al8 gegeben aniahn.

#) Die jogenannte Geometrographie perjucht die Sonftruftionen jo
furs ald@ moglich audzufithren und mit der RBerminberung der Jahl der Vpe-
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Die Aufgabe ift nur mit Hilfe eines jehr genanen und genan an
dbie Punfte angelegten Sineald und mit jharf gefpibtem Bleiftift bezw.
~E[]ﬂ1‘Tﬂ1 Feiffeder mit einiger Genauigeit auf dem Reifbrett [H3bar.

Dabei find folgende ‘ﬂrs‘mtmmmh ju beachten: 1) Beibe Runtte
miiffen tm Endlicdhen (3. B. auf dem NReifbrett) Iu‘qcn 2) bie gegen=
ieitige Cntfernung der Dbetben Buntte darf nidyt uncnhhd} flein fein,
benrt dabei Hat man fein Hinreichendes Urteil fiber die Hem Lineal 3
gebende Richtung.

Die Gerabe fann mit Hilfe ded Qineals {iber die Leiden Vunkte
himaud verlingevt werden*) Dad zwifdhen ben gegebenen Puntten
liegende Stitd gibt zugleich den gegenfeitigen Abftand der SPunfte an.
Siegt jwijden den Punften ein Hindernis, foll 3. B. auf dem Huf-
boben einer Werlftitte eine Geradbe iiber eine im Wege ftehende
Mafdyine hinaud gezogen werben, jo find befondere Sonftruftionen nitig.

67) Bweite Forderung®™): Den Sdnitthuntt weiex
Geraben ju fonftruieren.

Die ‘Txumnqi:lmrg ber Gevaben muf mit moglicdhjter Genauigfeit
erfolgen. Sonft ift iiber bie Genauigfeit dex Lojungen dagfelbe 3u
fagen vie vorber. Bedingungen: a) Die beiden Geraden miifjer im
Enblichen liegen; b) fie biixfen nicht unendlich :ml)e aneinander liegen,
benm bann wird Der Sdnittpuntt unbeftimmt; c¢) fie diirfen micht
pacallel fjein, denn bdamn fallt der Sdmittpuntt in unendliche Ent:
ferming. Die Parvalelen geben damn mur die Richtung an, in der er
liegt. — Der Sdhnittpunft wird um fo genauer beftimmt, je ndber
der Sdmittwinfel an 90° fiegt. Bon etwaigen pinberniffen gilt das-
jelbe iwie borber.

68) Dritte Forderung: Um einen gegebenen Buntt einen
Sreis von gegebenem Rabdiud ju legen.

rattonen gugleid) die Anzahl ber Fehlevmoglichfeiten u berringern. Ju Dex
Prarid {ind aber ‘utwmrﬂl"munnanml und ‘Probemefjungen nidyt zu ent-
temeﬂ

Die BVerldngerung wird bisweilen als ein 3tweites Loftulat genannt.
) Diefe zveite muwmmq 111113 in der Regel nidyt mit genaunt, fie ift
aber ebenio wefentlid) twie die erfte. Das eine Mal handelt e fih um die
I\lt‘rumu.mq einer Geraden durch jwei Punfte, dad andere Mal um die Be-
ftimmung eine3 Punfted durch zivei Geraben. Die zweite dorderung ift bie
regiprofe der anberen. (BVertaujchung der Worte Linie uud Tunft.) €8 miijjen
audy Ronjtruftionen bdafiiv gelehrt werden, eine Gerade iiber ein Hinbernis
hinaus zu nellunqew oder den Sdynittpuntt ziweier Geraden, der jenfeitd eines
Dindernifjed legt, su beftimmen.
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Der Bickel ift genan in den Puntt einzufepen, naddem die Jirtels
offnmung genau gleid) der Léinge ded Rabdind gemadht ijt. Bebingungen:
1) Der Punft muf im Cudliden legen. 2) Der Radiud bdarf tweder
unendlidh grof nodh unendlich flein fein. — Cinen Sonderfall bilbet
bie Wufgabe, um einen gegebenen Punit einen RKreid zu legen, ber
purch etmen gegebenen Punft gebht.

69) Man tonunte noch) Nebenjorberungen aufftellen, die fih auf
die Benubung ded metrijd) eingeteilten Mahitabesd, des Transportenrs,
pe3 Winfeldreieds beziehen.

7) Die grundlegenden Konftruftionen.

70) Crite Grundfonjtruftion: Eine gegebene Gerabde
(nach) Der eimen ithrer Ridtuungen) um fid) felbjt zu ver:
langern, ihre Lange zu verdreifaden, u vervierfaden ufw.

Der Schiiler bejchreibe die mit Lineal und Jirfel ausdzufiihrende
Qonftruftion felbit. (Die ZTeilpunfte follen duvcd) fleine Kreigbogen
martiert tverden.)

71) Bweite Grundfonftruftion®): Einen gegebenen
Winkel (in einem der beiden Drehungsjinme) ju verdoppeln,
s perdreifachen, zu vervierjaden ujw.

Nuflojung. Jn Fig. 8 jei ASB der ju vervieljachenbe Wintel.
Man lege um den Scheitel S einen RKreid von Dbeliebigem Rabdiug,
der die Sdentel in A4, und B, {dueidet, daun fdhlage man mit der
Birfeldfinung B, A, um B, einen

Bogen, der den Rreid in €] [dhneibdet, Big. 8.
bann um ¢, mit derfelben Dffmtng
einenn Bogen, der ihn in D, jdnei:
bet ujiv. Danu ziehe man die Ge: Py \ N8
vaben SO, SD; ufw. Dann ift \,fq A f(
< A,8C, bder boppelte Winfel, i B NGRS
< A, 8D, ber breifadie ujiw. Bl Tr’ 5 f

Die Richtigleit der Konftruftion “-.*;.-‘;_’ N
beruht Ddavauf, bdaf su gleiden 7 i A
Sehnen eined Rreijes gleiche Jentrie s 5

mwinfel gehoven.

Bemerfungen. a) Klappt man den Winfel BSC um die Ge-
rabe BS, fo bect er fich mit bem Winfel BSA. WMan nennt BS
bie Symmetrielinie ober Symmetricadfe des Winteld ASC.

Diefe Konftruftion fann als eine rveziprofe der exften betradhtet werben.

T T e
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Bei bdiejem Umblappen bdedt fich SC, mit SA4,, jobag C, auf A,
jalt.  Jeder Punft von SB bleibt dabet in feiner Lage. Bteht man
alfo bie Geradbe A, C,, jo Ddedt fid) beim UmElappen ithr Teil K,
mit KA, fobaf beide gleich fang find. Ferner deckt fich <= SKC,
mit SKA,, ba aber < 4, KC, ein gejtvedter Winkel ijt, jo muf
< SKA, und ebenfo <C SKC, ein Recdter fein. Ferner bdedt fid)
<= SC K mit SA, I, beibe jind aljo ebenfalld gleich. (Man nennt
eit Dreied mit gleidhen , Schenfeln” 4,8 und C| S etn gleidhjdent:
liged Dreied. A, C, Deipt feine Grundlinie oder Bajis. Aus
ver Figur lajfen jich aljo Cigenjdhaften ded gleichihentligen Dreiects
ablefer, bie ber Schiiler fchon jebt felbjtandig auszujprechen verjuche;
3. B. bie Winfel an der ,Grundlinie” ded gleidhjdentligen
Dreieds jind einander gleid). Man bejeidhnet diefe Wintel als
Bafiswinfell Sind umgelehrt zwei Dretedsivintel einander gleid,
jo ift dag Dreied gleichjchentlig, dennt ed Hat eine Shmmetriead)fe.)

b) Werbindet man etnen Dbeliebigen Punft L von SB mit 4,
und O, o deden einander bet jemem Umflappen aud) die Gerabden
A L ud C L. Jever Bunft der Gevaden SB ift aljo von 4, und
C, gleid) tweit entfernt. Man nennt SB, weil e3 dad in der Mitte K
von 4, C; auj biejer Linie errvichtete Lot ift, dbe Mitteljentredte
ober bad Mittellot von A4, C,. Jeber Punft dver Mittelfent:
vedhten einer Gevaden ift aljo von deven Eudpuntten gleid
foeit entfernt.

¢) Madgt man ferner SE = SF und dentt man fidh) in ¥ und '
auf biefen Qinien Lote ervidhtet, jo deden fich bei jemem Umtlappen
biefe Lote, fie miiffen fich aljo tn einem Punfte N der Geraden SB
treffen und gleid lang jein. Dentt man fid) uwmgefehrt von einem
Bunfte N der Geraden SB auj die Geraden S4 und SC Lwie NE
und NF gefillt, fo findb bdiefe gleich lang und fie jdhneiben gleiche
Stiide SE und SF von den Schenfeln ab. Man nennt NE und NF
pie Abftande des Punttes N pon den Geraden AS und CS, deren
Sonjtruftion unten gelehrt wird. JFeder Punft der Halbievenden eines
Winteld hat aljo bon defjen beiben Schenfeln denfelben Abjtand. (Der
um N mit NE gefdlagene Sreid geht aud) durd) F' und beviihut die
beiven Scentel. Der Grund wird unten auseinandergejest.)

Die Shmmetrielinie SB eine3 Winfeld ASC ober feiner Halz
bierung3linie hat aljo jehr bemerfendiwerte Cigenjcdhaften, bdie Jofort
Benupung finden jollen.

72) Dritte Grundfonjtruttion: Ginen Winfel zu Halz
bieren.
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uflojung. it in Fig. 8 << ASC ber su Halbierende Winkel,
fo lege man um ben Scjeitel S einen RKreisbogen von Delicbigent
Radiug, der die Schentel in A, und ¢, jdhneidet. Davauf jdhlage
man um A, und €, mit derfelben (ober einer anbderen) Birfelvfiming
frveisbogen, die einander in eimem Punfte L jdjneiden. Berbindet
man L mit S, fo hat man den Winfel Halbiert.

Die Ridtigeit folgt aud den obigen Bemerfungen. (Beildufig
erqibt fich folgendes: Stehen iiber Dderfelben Grunbdlinie ziver ber-
|hicdene, gleichjchentiige
Dreiede, fJo 1t Dbie Fig- 9.

RBerbinbungslinie  ihrer
©pigen dad NMittellot der
Grundlinie.)

St der gegebene
Winfel ein geftredter,
fo erfalt man durd
piefe Sonjtruftion
einen rechten Winfel

Dabdburdh ijt aljo fol=
gende ujgabe gelojt:

73) Bievte Grind-
fonftruftion: Auf
einer  Gervaben in
einem gegebenen
Puntte & ein Lot zu
erridyten.

Aujlojung. Man

joneide von G aud auf ‘\\ ; o
der ®eraden nach bHeiden N =
Richtungen gleiche Stiide SR e

ab. Wm die Schnittpuntte

jhlage man mit einer

grofeven Bivkeldifnung Rreidbogen, bdie cinander auj beiden eiten
ber Gtevaden {dhueiden. Verbinbet man bdie newen Schnittpuntte durd
eite Gevade, fo Hat man dasd gefudte Lot exvichtet. (Die Konftruftion
ift in Fig. 9 enthalten, wenn man fih AC = AD bentt)

Gines neuen Beteifes bedarf es nicht. (Cine jweite Ldjung foll
ipdter gegeben toerben. Weldje Folgerungen ergeben fid) fiiv dasd
gleichjchentlige Dreted?)

Darausd erqibt fidh nod) die LWjung der jolgenden Aujgabe.
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74) Fiinjte Grundionftruftion: Eine gegebene Gerabe

au halbieren (und jugleid iI]r Mittellot su fonjtruieren).
Wufldjung. Jit AB in Fig. 10 die gegebene Gerade, jo jdhlage
mant um A und B mit derfelben (hinreichend gropen) %ufdunmmq
Qreife, die einander auf beiben Seiten der Gevaden in Punften ¢
und D fdhneiven. BVerbinbet man die Punite C md D durd) eine
erade, o Hat man die Mittelfenfrechte ge-

wig. 10. " ¢ v -~ y : " .
it seichiet und durdy thren Sdnittpuntt £ mit A B
s jugleid) den Halbierunggpuntt gefunben.

Fd b

Die NRidtigleit ergibt fih aud Dben Ve
merfungen 3u Fig. 8 und zu 72) und 73). Sie

bl = fann aber andy folgenbermafen betviefen twerden:

g e w7 B Man denfe fich bdie Deiden SKretfe voll-
" itandlg gesetchmet.  Dann ift nidht mur bas

Seqment CFD fongruent CG D, denn 3 Dber:

! ielben @efhne CD qehiren bei gleichen Kreifen
,_{J gleiche Seqmente, fondern aud) die Rejtjegmente
ftimnten itbevein, und daber faffen fich duvd) Um-

flappen um CD bie Dbeiden Cthmntpmrﬂ: und damit bie Kreife voll=
ftindig zur Decung bringen. Dabei gelangen aber aud) die RKreid-
mittelpunfte zur Decumng, uno ‘mi_lm it BB gleih EA, d. 5. bie
Gerade A B iit Halbiert. Dabei decdt fich auch der Wintel B EC mit

bem Winfel AEC, und ba <C AEB ein geftvedter ijt, muf jeder
pon Deiden ein Techter jein. Demnad) ift CD bie Mittelfentredyte
ju AB.

(Gine Kreidbogenfigur twie CGDF foll ald Doppeliegment be-
jeidhmet toerden.)

75) Gedijte Grundfonftruftion: Bon einem Punite anfer-
halb einer gegebenen Geraden auf bdiefe ein Lot zu fallen.

Auflijung. Jft in Fig. 11 AB die gegebene Gerade, P ber
gegebene Puntt, o jdhlage man mit einer Binrveihend grofen Birkel:
dffnung um P einen Kreid, dev A B in giwei Puntten 4, und B, jdneidet.
m 4, md B, {hlage man mit derfelben (oder einer anderen) Birfel:
pifitung Kreife, die einander in einem Punfte @ auf ber anbeven Seite
ber Gferaben fchmeiden. Werbindet man P mit @, fo hat man aud
pag gejudite Lot PC.

Die Nichtigleit exgibt fich darvang, bdaf P¢ Ddie Mitteljentrechte
vont A, B ijt.

Bemerfung. Legt man um P einen Kreid mit dem Radwd PO
und damn einen Sreid mit fleinerem unb einen Rretd mit gripevem

Lati]
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Rapbing, fo liegt der gropeve Rreid gang auferhalb ded RKreifed mit
Radiug PC und jhneidet die Gerade in aivei Punften, die jo redid
und lints von C liegen, dap die Scmittpuntte gleid) eit bon C ent:
fernt find.  (PQ ift Symmetvielinie.)

Der feinere RKreidz dagegen liegt gans ig. 11.

tnrterhald ded mit PC gejdhlagenen Kreijes. r
Der feptere trennt aljo die um P ges i

idhlagenen Kreife welde die Gerade AB & { &
jchrteident, on den RKretjen, die A B iiber iy '_‘:;-}'j: B
haupt nicht treffen; ex ift der eingige um
P qejdlagene Kreis, der AB nur in
eitem Punfte trifft, ober ivie man jagt, —0
berithrt. AB liegt fonft gany aupers ;
halb biefes Kreifed und heift jeine Tangente (Beviihrende) fiiv den
Punft C.  Grridtet man alfo auf einem Rabiud in defjen End=
punfte ein Qot, fo ift diefes eine Tangente Dbed Kretjes. Bugleid
fieht man, dap PC die Hirzejte Gevade ift, bie von P nad
ber Geraben AB gezogen werden fann. Deshald ijt ed be-
vedhtigt, PC alé ben ADb-

ftan b. bes Punttes P von J;ﬁ""-“' o

ber Geraden zu bejeidhnen. r

An Fig. 11 erfennt man, day 7

bie  Lerbindungdlinie Desd :
RQreismittelpuntted mit  der ey
Gehnenmitte den Abftand bes
Rreismittelpunfte3 von ber : C

Sehnte aibt. Bei ber Dedung L
gleidher Seqmente ober Boge :
ober Seftoren eines Kreifed '
becten fidh and) die sugehdrigen i) /
Sebnen und die Sehnenmitten. 7 S\ e
Daher beden einander aud '
bie Abjtdnde der Sehnen vom
Rretdmittelpuntie. Den unter
48) genannten Sipen fann
alfo nod) folgender beigefiigt
werdben: BVei jedem Hreife
gehoren zu gletden
Sehnen gleidhe Mittelpunttsabitande, su gleiden Abjtanden
pom Mittelpuntte gehiren gleiche Sehuen.

Vals
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76) ©iebente Grundfonftruftion. CEinen gegebenen
Winfel an eine gegebene Gerade in einem gegebenen Punite
(nad) einer der vier vorhandenen Miglidhfeiten) anzutvagen

Unflojung. It in Fig. 12 AMB bder gegebene Winfel, it
KL bie geqebene Gervade und M, der gegebene Punft, jo jdlage man
aunddft um B eimen Sreidbogen von beliebigem MRadiug, bder bie
Sdjentel in ¢ und D jdmeidet. MWeit derfelben Jirfeldfinung jdlage
man um M, einen Sreidbogen (i ber Figur ift er nad) oben uno
linfd gelegt, e3 find aber nod) drei andere Mioglichfeiten vorhanden),
ber KL in C, jdmneidet. Dann nehme man bie Entfernung CD
in den Birfel und dlage damit einen RKreidbogen um €, der den
porigen in D, {dneivet. Bieht man M, D,, jo ijt €, M, D, der ans
getragene LWintel.

Die Ridtigkeit der Konftruftion folgt darvaus, dap zu gleidhen
Senen €D und C, D, gleih grofer Kreife gleiche Ientvirintel
gebibren.

77) Adyte Grundfonfrruftion. Ju einer gegebenen Ge-
vaben dbuvd) einen (auferhalb diejer) gegebenen Puntt eine
Parvallele zu Tegemn.

«) Borlaufige Anflojung. Jn Fig. 13 fei AB die gegebene
Gerade, H bder gegebene Punft. Man fille vonu H auf 4B ein

Qot HG und ers

sig. 13- richte auf biefem in

H ein %ot CHD,
baun it CD bdie
gejudhte Parallele.

- iz % Q?Iemtiﬁ. Man
e e e r——2D Denfe fih 4B und
' i CD big ing Unends
lidge verlangert.
Denft man jicd) dbann
S = Bere . bie linfe Hdlfte der
' Fgur um BG ges

flappt, jo fann man

jfie mit ber redhten

X Hilfte zur Decdung

" bringen, bemn bdie

Wintel bei H und bei G find famflich redte Winfel. Angenommen
nun, auf ber Tlinfen Seite Ditten HC und GA einen im End-
lichen liegenden Sdmittpunft P, jo miifgte fich bdiefer mit einem
jpmmetriid) gelegenen Sdmittpuntte P, beden, in Ddem fidh HD

I




Einfache Sonjtruttionen. Die grundlegenden Sonftruttionen. S

und GB {dneiben miiften. Donn aber Hatte man zwijden zwvet
im Gnblichen liegenden Pumften P und P, iwer getremite gerade
Rerbindungslinien. Diez ift aber unmbglid. Daber ijt aud) ein
endlicher Scuittpuntt P auf bder linfen Seite unmiglid) und ebenjo
and Griinden der Kongrueny ein endliher Scmittpuntt Py aunf der
vedjten ©eite. Demmnad) jind die Geradben AB und CD Linien,
pie, foweit man fie aud verfangert, feinen im Endlidyen
(iegenden Gdnittpunft Daben. Solde SLinten Deifen aber
parallele, fobafd fie in Derfelben Gbene liegen, unbd Ddie3 ijt hier ber
Fall. (Chene ber Jeichmung.)

Bemerfungen. a) Man hat damit den Sah gefunden: Jn der
Gbene find Qote auf derjelben Geraden parallel 1lUmgetehrt
folgt: Bwei Parallelen Haben unenblic) viele gemeinjdajts
lidhe Lote.

b) Bei dem obigen Umflappen deden fic) zivei Puntte £ und K,
fobald GE = GE, ift. Fallt man von F und E, aud Lote EF
unb B, F, auf CD, fo find beide gemeinjdajtliche Qote ber Parallelen
AB und COD. Beim Umtlappen um GH bdeden fid) mit den
Puntten E und F, zuglei) bie Lote EF und E I, tweil bie redhten
Wintel GEF wnd G, EF, aufeinander fallen. Folglih find bie
Abftinde EF und B, F, einander gleid).

Denft man fich aber dag gemeinjame Lot GH ber Parallelen
an anberer Stelle qeseidhuet, 3. B. mehr nad) reditd, jo bect fich) beim
Umflappen um dag uewe GH der Abjtand LF mit cinem anderen
Qote F, F,, weldes wiederum gleid) BT fein muf. Da GH unend-
Yich biele Qagen amnehnten fanm, fo folgt: Sdamtlide tm Eudlichen
liegenben gemetnjamen ote smeter parallelen Geraben
find einander gleid); ober: Parvallele Geraben haben im €nbd-
lidjen diberall denjelben Abftand voneinander.

¢) Ferner folgt: Crridytet man auf einer Geraden 3wet
Qote von Dderfelben Ldnge und Ridtung, jo liegen B2ie
freien Endpuntte in einer Parallelen zur Geraden. Bwijden
diefen Cndpuntten ijt aber mur eine einzige Gerade miglid. Demnad
qilt der Sab: Durd) einen gegebenen Punft (aft jid) gu etner
gegebenen Geraden nur eine eingige Parallele legen.

Sit bas aweite Lot zu fury ober zu lang, jo {dneidet bie bers
{angerte Berbindungslinie der freien Endpunfte die gegebene Gerade
in einem endlichen Lunfte, dad eine Mal in der Ridtung nad) dem
stoeiten Qote in, Dag anbere Mal in entgegengejepter Ridhtung.

d) Das Biered EFF, E, begeidnet man als ein Redyted, toetl
es vier vechte Winfel hat. KL ift die eine Mittellinie oder
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Symmetriead)je des Redteds. Wo liegt die zweite? Sieht man
die Gevade EF,, fo zerlegt man bag Redhted in zwei fongruente
Dreiecte. Jn jedem Ddiefer Dveiede mup die Winfeljumme gleid) zivei
Redhten fein, weil die des Redtedd gleich vier Redten ift. Dabei ift
L EFF =< F,EE. as folgt daraug fiiv jdrige Linien an
Pavallelen? EF, beipt eine Diagonale ded Nedhfedd, eine iveite
ift E.F Der Shiiler verjuche jdhon jeht jelbftindig bie Cigenfdjaften
ped Redytedtd und feiner Mittellinten und Diagonalen abzuleiten.
e) Fig. 14 geigt, wie man mit Hilfe ded Lineald und ded
Wintelhafens ju AB durd) den Puntt C eine Pavallele zieht.
Man legt den Winfelhafen mit Ddem
B einen Sdenfel genau an die Gerade A B
an, an den anberen Sdjentel wird bad
Qineal EF angelegt und feft auf das
Reifbrett gedriidt. Dann  verjdyiebt
nan den Winfelpalen ldngsd ded Lineald,
big der ‘Punit € in bder geeidhneten
Weije fidhtbar toicd. MWan bhalt bden
LWinfelhaten tn der ridhtigen Lage fejt und
seidhnet CD, was bie gejuchte Parallele
gibf. — (Auch mit anbersd angelegtem
Winfelhafen fanun man die Pavallele
siehen, wasd bigdweilen bequemer 1jt.)
B) Riirzere Auflojung. Man
{hlage um P einen Sreidbogen mit
beliebigem Radiug », der AB in C und D jdneidet, jdhlage um D
einen Rreidbogen mit demielben Radiug (der alfo durd) P geht),
nehme CD in den
Birfel und fdhlage
pamit, fioie %
4 Big. 15 seigt, etnen
R e—t e == 7 S L Qrveizbogen um P,
el s ! 5 iy der bden Sdmitt:
| ST puntt ¢ gibt. Jieht
E e man dbaun P@, fo
' B ijt biea bdie ge-
o fuchte Parallele.
R Betveis. Fu
gleihen Sehnen CD und PQ gleicher Rreife gehirven fongruente Sef-
toren, alfo laffen jid) bie Seftoren PCD und DQP (uud bamit die
gleidjhentligen Dreiede PCD und DQRP) jur Dedung bringen

wig. 14

&ig- 15.
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Dabei decent einanbder and) die Wittelfentrechten von CD und Pg, fo-
bag der Abjtand PE auf den Abftand DI fillt. Da demnad) die Lote
EP und DF gleid) lang find, ijt PF und damit P parallel ju 4 B.

Bemerfungen. [n Fig. 15 ijt (nadh 71a) 9 e = < ¢y, ebenjo
oy — Cay, alfo der Dedung tvegen <L o= o — o=y UND

X CPD = < PDQ. Man erhdlt bemnadh die Sinie PQ aud
padurd, dafh man den Winfel DPQ oder o, gleich bem Winkel
CDP oder o madht. Der Sdhiifer zeige, daf aud) T ODB=1un
alfo DQ || CP ijt, joba die Bevedhtigung vorliegt, das Bieved CDQ P
alé ein Parallelogramm zu beseihnen, Gr verfuche fchon jeht elbit
ftindig Gigenjchaften des Rarallelogramms und feiner Diagonalen
aufufinden.  Bejonders gilt der Sah: Die Gegenfeiten eines
Barallelogramms jind gleid) und parvallel, oder: Parallele
swijden Pavallelen Jind einander gleid). — Aud) die Wintel «,
und «, jind gleidh) «. KL und AB jind alfo parallel, twenn geivifje
Wintel gleich find. FWelche?

v) Man fann aud) mit einer einer einzigen Jirfel
offnung jum Biele fommen: Man nehme auf A B einen beliebigen
Puntt ¢ an, {dlage wm C mit

per Bivfeldfinung CP einent Rreid- oig. 16-

bogen, der in D {dneidet, um P Pre = L ~” -
und D {dlage man Kreigbogen mrit O SE A
berfelben Offmmg, die den Schnitt: T ,’V A

punft @ geben. PQ ift die gejuchte ;_’f, 2 s

Barallele. A—p B

Die Midhtigleit folgt Ddaraus,
bafy CQ die Mittelfentrechte zu PD ift, wobei, wie frither, I ¢ = «
= oy = o, ift. Weil namlic) wieder o, = e ift, muf PQ | CD fein.

Bemerfung., Jjt wmgetehet PQ 4 €D, jo mup PC 4 D@,
X o=« — o, =a und PD | CQ fein (3 foll Heifen gleich und
pavaflel). Dag Biered CDQP Hhat (auter gleihe und paariveije
patallele Seiten. €3 Deifit eine Naute ober ein Rhombus. Der
Sehiiler verfudje jdhon jept felbjtandig Cigenjdhaften dez Rhombud und
feiner Diagonalen aufzufinden.

c) Bemerfungen iiber pavallele Geraben und itber bdie Winfel-
jumme des Dreieds.
o) Die Parallelenjifpe
78) Aus den lehten Ronjtruftionen und der Schlufbemerfnng
erqibt fich fitr Fig. 17 jolgendes:

Holymiller, Glementarmathematif. I 4 Aujl -
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Xt AB| CD, jo iit LB = {)'3. Demuad) ijt im gamen,
weil mid} vrﬁutuimmfd gleich ‘[m‘: S By=<LP=96s=FKpi
Da fermer su gleichen Winfeln unu’[JL ‘,Jh*hml1m|1‘fv£ qal;mm jo ijt
aud) € @ = oy = oy = . Die
;£ oo Summe mxé ie einem « nnd je
‘f einem f ijt gleich zwer NRecyten.
" Finben umgefehrt die ge-
11 [ 1 nannten Winfelgleidhheiten fjtatt,
-f‘: fo jind AB und CD parallel.
o R 2 79) Man teilt die genann-
11 / 9 ten adgt Winfel der Fig. 17 in
gewiffe Gruppen ein. 1) B, «,
B, B,, o liegen zwijchen den Pa=
s e T vallelen und werben dbaber inneve
':’i : Wintel genannt, die iibrigen find
1 3 dupeve Winfel. 2) Winfel 1ie
« und e, bie paorieije gleid)-
Iz gerichtete Schentel haben, nennt

man gleichliegende Wintel

aud) fovveipondierende Winfel (d. §. einander entfprechende), wobf
and) Gegentwinfel®) Die Detveffenden Paare jind e und o, e
und g, B, und py, f unbd f;. 3) Wintel mit entgegengejebten
Sdentfeln, die aber nidht Scheitelivintel find, Deipen Wedyfelwintel.
Die betveffenden Paare find: o und ey, oy und e, f und fy, f;
und B, 4) Winfel mit einem gleichgeridhteten und einem ent-
gegengejet geridyteten Sdienfelpaare, die aber feine Jteben=
winfel find, beseidhuet man al@ entgegengejefte Winfel #¥) Die
betveffenden Paare find: « und f;, f und o, f; UMD o, ¢ unbd ;.

(Man fann bdiefe Winfelgruppen andy fo Ddefinieven, bap bie
Wintel entweber auf derfelben Seite der bdie Pavallelen jdnetdenben
Geraben, ober auf verjhiedenen Seiten liegen, dap jie jerner gugleidy
dufere bezw. zugleich inmere Wintel find, oder bdaf fie nidt sugleidy
innece beytv. dufere find. Diefe Definitionen ]Uﬁt‘it pem  Ediiler
itherfaffen tverden.)

80) liber biefe Winfelpaare lafjen fid nad) obigem folgende
'E:ﬁg_ae ml%iprcdjrzu:

#) Diefe allgemein iibliche Bezeihnunug ijt nicht glitdhid qt‘wn[]li

¥ Olud) dieje BVegeichnung ift nicht glitetlich qcmuljlﬁ, aber fie ift allgemein

!'E?hrﬁildjﬁd}. Sie foll beibehalten toerben, weil diefe Winfel von geringerer
Bedeutung jind.
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Werben zwei Pavallelen von einer Geraben gefdhnitten,
o jind je zmwet gleichliegende Winfel gleid, je zwet Wedhjel-
winfel gleid), je 3wei entgegengefehte Wintel betragen u:
jammen zwei Redte.

Umgefehrt: Werden zwer Geraden von einer dritten ge:
jdhnitten, und find dabei zwei gleichliegende Wintel gleidh,
pber jind zwet Wedjelwinfel gleich, ober betragen 3zwet
entgegengejefhte Winfel zujammen zwei Redte, jo find die
beiden erjten Geraden parvallel®)

81) MWean fann emen felbjtdndigen Beweis des [epteren Saped
folgendermapen verfuchen: Jn Fig. 17 feien alle « (ebenjo alle B)
gleid), dann hat man auf der einen Seite der Gevaden K F Flddhen
viume 1, 2, 3, auf ber andeven Flachenvdume I, I, III mit iiber-
einjtimntenden Wintelpaaven. Wan dente fich die Geradbe EF doppelt,
dann [at jich ber vechte Teil der Figur durd) eine Drehung wm 180°
nebft BWerjchiebung oder durd) Drehung um die Witte von G H allein
mit dem [infen Tetle jo jur Dedung bringen, dap die Fladhe 1 auf I,
ote. Flacdhe 2 auf II, bie Flade 3 auf T fallt. Angenmommen mnum,
redhte wdre e um Endhiden legender Shnittpuntt der Gervadben G B
und HD vorhanden, jo miigte er bet der Dedung mit einem dann
nottvendig borhandenen Sdynittpuntie der Gevaben HC und G A iz
jammenfallen. Dann aber Hatte man zwijhen jwei endlichen Lunften
swet getrennte ®evaben, wad unmoglih ift. Demnad) fann iweder
red)t8 nod) linf8 von Dder jdyneidenden Geraben ein im Enbdlichen
liegender ©dynittpuntt moglidy fein, folglid) find A B und €D pavallel.

n
i)

82) Das gegenjeitige Vevhalten weter Pavallelen [kt
jih nod) auf folgendbem Wege verdeutlichen. Jun Fig. 18 ijt eine fejte
Gerabe AL und eine um M drehbare Gerade dargeftellt. Die An-
jangslage der lepteven jei KF. Bewegt jid) L F lintddrehend um M,
jo nimmt die Gerade 3 B. die Lagen H I, K, F,, KE,F,,... EF,
an, wobei fie eine Halbe Umbrehung gemadyt hat und jid) entgegengefest
sur Anfangslage befindet. Dabet ift der Durchichnittdpuntt N mit
ber feften ®eraden auf biefer itber N, unb N, nac) unendlicher Ent:
fermuing getvanbdert, die der Lage K, _-'3 entipridit. Dann it ex plop-
lid) nad) einem in entgegengejeter ‘Jud)tuug liegenden unendlich Fermen
Runtte fibergejprungen und von dort her iiber N,, N, nach N, d. b.

) €3 it gevechtfertigt, aud) dbann von gleidhliegenben Winfeln ujw. zu
fprechen, wenn bdie beiden Geraden nur nafezu pavallel find. Die Behauptung
pes Parallelidmus redhtfertigt vie Venennung.
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in die Unfangslage N zuviidgelangt. Macht von jet ab Ddie Linie

nod) cine Drefung von 180° fo wiederholt fich ber BVorgang und EF
fommt in die eigentfihe Unfangslage und Unfangdrichtung uriid.

oig. 18

Fi
E

N,

fiberall affo ijt die Bewegung von N eine ununterbrodyene,
aur beim Pajfieven der parvallelen Lage madt ber Sdhnitt:
punft aud) bei Dbder geringften Drehung einen unendlid
grofien ©prung.

[83)%) Dies fithet auf bie Frage, wie man {ich dbas Berhalten
ber Parvallelen im Unendlichen felbit penfen {oll. Der Sab,
baf die beiben Geraben A B und EF Ffitr jede Rage eirtert und muy
diefent einen Sdnittpuntt Haben, wird pliplic) zweifelhaft Fiiv den
Fall bed Paralleligmus. Oben touroe abfichtlich jtets mur gefagt,
oabet twive im Gndlichen fein Sduittpuntt vorhawden. IMan fann
ihn aud) fiir bad Unendlidje ablengnen; man fann aber aud) jagen,
er befinde fich im Ulnendlichen, nuv bleibe e3 sweifelfaft, ob er nad
ber einen oder nad) der entgegengefebten MRidtung su penfen fer; man
fann aber auf Grund der bejprochenen Symmetrie auch behaiupten, es
feien in unendlichen entgegengefesten Entfermmgen el Schnittpuntte
vorhanden.

#) Diefer Abjdhmitt fann vorldujig itbergangen fperben, mufy aber jeben-
falld ivgendann zur Sprade fommen. Nitr den Beitpunft ijt die Dnalitat
ber Sdiiler entjcheidend.
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Im Grunde genommen find alle biefe Redewenbungen aleich-
beredhtigt, und Dies famn man folgendermagen anftlaren. Weil in
g, 17 < @ = < «, ift, jogt man, die beiden Parallelen G5B und
IID Ditten gegen die Gerabe EF denfelben Ricdytungsunterjdied.
Dafer ift die Behauptung bevedhtigt, ie htten diefelbe Ridhtung.

Denft man fich einmal, bdie beiben Geraben hatten im lUnend-
(ichen benfelben Abjtand toie im Enbdlidhen, fo bebentet Dies Den
RiGhungsunterichied Null; Denft man fid), fie bhitten port einen
Sdnittpuntt, jo bebeutet Dies einen umendlid) Fletnen Ridhtungsunter=
fchied, defjen Folgen im Cubdlihen durchausd nidyt wahrnehmbar jein
fonner. Beide Annahmen bedeuten aljo fiir die nur im End-
(ichen arbeitende Mathematit gang basfelbe. Ob das eine,
ob bad anbere der Fall ift, ein Ridtungdunterfdied oder
eine Snberung des Abjtandes ift im Endlidhen nidht wafr:
nehmbar.

Fiir die mur im Endlichen arbeitende Mathematit gilt daber aud
ber ©Sab, daf durd) eimen endlichen Punft nur eme eingige ‘Barallele
gelegt werden fonne, mit voller Bejtimmtheit. Riir bie mit dem ln-
endlichen arbeitende Mathematif wird aber bder Sab swoeifelhait,
benm es fommen fiir dad Unenbdlice die Fille des Schneidens und des
Nichtichueidend nicht auseinanber gehalten werden. Man fann jogax
Hir dad Unendliche den Fall eines Auseinandergehend annehmen, ohne
bafy Die ®eltung jenes Sapes im Endlichen gejtort ird. Darausd
ergibt fidh), Dap dDem ©ape eine Geltung filv dad Unendlidge jotwohl
sugefprochen, ald auc) abgefprodjen werden fanm; jtreng bewetjen
(it er Jid) dafiir nidt

Guilid Hat bdied ecfannt. Tropbem jprad) er ihn mit Ve
timmtbeit aug, jedod) ofme Beweis. Gr fprad) ihn aus ald ein
Ariom, b. h. al@ eine felbjtverjtindlidhe aber un beweisbare An:=
nafme. Er dadte fich eben jeinen mathematijdhen Raum jo, dap
ber Sap Geltung Haben follte.®) Wi gehen ficher, tvenn wir ibhn
porfiufig af8 fiiv bad Enbdlidhe geltend anmehmen.]

=) Bablreiche, aud) bedentende Wathematifer fhaben verjucht, diejen Eab
und die obigen Barallelenfdge in ihrer vollen Geltung zu beweijen. Stets
aber tourbe von auderen madgewiefen, daf der angeblidie Beweis Trugidylitjje
euthielt. Jm allgemeinen perwedhielte man den wirflichen Weltraum mit dem
mathematijhen Naume, den man fjich willkiixlich als den ded Euflid, aber aud)
anderd denfen fann, ofme daf fitr die Mathematit bes Endlidjen Lnterichiede
entitchen. So fann man jich 3. B. die endliche Cbhene ald ein Stiid einer
unendlid) arofen Sugelfiiche denfen, dann aber ldnjt die jo gedachte Ebene
i Unendlichen in fich aurfic.  Bwei Parallelen verhalten ficdh damm wie aioet
IMeridiane, die einanber in den beiden unendlid) fernen Polen jdyueiden. Wian
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f) Die Winfeljumme des Dreieds.

84) Die Winfeljumme im Dreted ift gleid) zivet Redhten.
SIm Borfurfud twurbe bdiejer Sal zunddit fiiv redhtwintlige Dreiecte
abgeleitet, die fid) jtetd als eine bdiagonale Hilfte getwiffer Rechtede
betraddten laffen; bann fiiv gleidjdentlige Dreiede, dann fitr allgenteine
Dretede. Mit Hilje der Parvallelenlehre lifit er fih Fiir Dretede von
endlidher Grofe folgendermapen bewetjen:
Man  benfe fich Dbeim Dreied ABC durd) den Punit B
eine Parallele PQ zur Seite CA gelegt. Begeichuet man die Wintel
bei A, B und C (Fig. 19) ald v, B

5ig: 19. und y, die Dbeiben durch) die Pavallele

i a2 oA entjtanbenen Winfel mit o, und 9, jo
N : find bie Wedhielwinfel ¢ und «; einander

: T gleich, ebenfo bdie Wedhjelwintel » unod

Ay “;\ vy, alfo ﬁ_immen pie  Winteljummen
gie—————==—Cy e L Bk nnb (o, B+ o) ithets

ein. Die leptere Summe ijt aber gleidh
bem geftredten Wintel PBQ, alfo gleid) ztvei Rechten, daber it aud
oie Gumme (« 4 -+ 5) gleich zwer NRechten.
Aud) diefer Sab gilt, ftreng genommen, nur fiir endliche Dreiede.
Gaufp hHat ed fiir ndtig gebalten, ihn Fiiv ein grofes Dreied, defjen
Gpuntie (trigonometrijhe Punkte) der Hobhagen Dbei Gdttingen, ver
Broden 1md der Jnjeldberg find, zu priifen. Junerhalb ber Fehler:
qremzen der Jnjtrumente bewdhrte fich der Sap ald rvidtig. Ubjolute
Gewifheit war damit nidht gerwonnen. |
Bemertungen. 1) Vevanfhaulichen Bt fich der Sab folgender:
mafen: Sn Fig. 20 ift eine bewegliche Gerade DE auf die Seite AC
ped qeseichneten Dreieds gelegt. Dieje Gerade foll um den Punft A
gebreht werden, bis fie in bie Lage von AB gelangt und alé Dy E,
erjdheint. Dabei ift bie fleinere der beiben miglichen Drehungen ge-
meint, die dem Winkel « entfpricht. Davauf joll die Gevade ebenjo
wm vent Punft B gedreht werben, bis fie in die Lage Yon BC gelangt
und ald D, E, crideint. Die neue Drehung entfpricht dem Wintel .

fann fid) aber bie endliche Gbene aud) al8 einen Teil einer wnendlid)
grofent Deehungsflache denfen, auf der die ,Meriviane’” im Unendlidjen aus-
cinanberlanfen. Daraus ergibf jid) die Unbeweisbarfeit bes Cutlibjden xioms
(fir dad unendlich ferne Gebiet), dad ber alte griechijche Meeifter in fjeinem
Sdarffinn ridhtig ald ein joldes beseichnet Hat. Eine interefjante Frage ift
babei die folgende: Welde geometrijdhen Sipe find unabbingig von Dbiejen
pber fenen Uriomen bed CGuilid?
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Darvauf ift jie ebenfo um C zu brehen, big jie in die Yage von CA

qcimmt und ald D, F, exjdeint. Dieje Shlufbrebung entjpricht demt

Winfel 7. Jept aber [egt die Gerade auj DF, jeboch) Hat fie zum

exiten ‘JiimL pie der urfpriinglichen entgegengefebte Ridtung erhaltern.

Demuad Hat jie fih um

1800 gedreht, und Dbaber £ Big: a0 .

miuf o + g0 + %= 180° EEX 7o

fein.®) (E3/D = an or
2) Erridhtet man auf

einer Gevaden A B i den :

Endpuntten unendlid) lange RO

Qote ntady derfelben Seite, BY

fo fann man dag Gebilde v )i i NE

alg cin gleichichentliges

Dreied mit wendlid) langen Schenteln betrachten. Die Detven Balid-

wintel find dabet Nechte, dev dritte Wintel 1jt nach Gutliv gletd) Jull.
3) Qeqt man durd) die Enbdpunite einer Gevaben A B unendlich

{ange pavallele Straflen, die auf ver einen Seite der Geraden liegen,

fo fann man dad Gebilbe alg ein ungleichichentliged Dreied betrachten,

peffen eine Seite AB ift, mﬁ&nush pie Deiben anberen umendlid) lang

find. Die Summe der Wintel A4 und B ijt dabei gleich et Redyten,

per dritte YWinfel ijt nad unﬁﬁ gletdy el

o

rd

y) Ginige Folgerungen dev Parallelenjdpe.

i

85) Dasd gleichieitige Dreied (Bt fid auf brei cten alg gleid)-
T

fchentlig Detvachten. Jm gleichjchentligen Dreiet find die Bajidwinkel
gleich. Folglid) find Ddie jamtlichen Wintel ded gleichjeitigen 2 Dretecd

, : 180°
einander qleih, und jeder ijt gleid) — = 600,
. e i Sl 360° e
Tun [aBt jich aber der Wintel 60° = g Oenau fechsmal um
einent Punkt Tegen. Folglich laffen fih edhs gleichfeitige Dreiecte bon
derjelben ®rifie jo aneinanbderfegen, dap fie ein regelmifiges Sechged
pilben (Fig. 21). Diefem (dt fich eit Qreid wmbejchreiben, tvobei
der Mabiugd gleid) den Seifen Do gleidjeitigen Dretede ijt. Folglid:
Triagt man itn einen Qreid ben Radiug mefhriad) als
Sehne ein, jo jhlieRt jid) Die Reibe mit dex fechiten Sehne.
5 Man peranjchauliche den Sah mitteld eined einjeitig bejeichneten Lineald
ober mit Der Neifijchiene an ber Wanbdtafel, iwobei fih bie entgegengejehte
Sdiuflage jehr deutlich zeigt.
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Seber Winfel bded vegelmihigen Sedhdeds Dbetrviigt 120° jedber
feiner Bentrivinfel 60° E38 befibt jed)s Symmetrielinien.

86) Die Summe der betben fpiben Wintel tm reditwintligen
Dreied ift gleid) einem Rechten. (Sie find Lomplementivintel.) Warum?

Davaud ergibt fich folgended: Man denfe i) im Dreied A BC
(Fig. 22) den Winfel « an AC im Punfte C angelegt, wodurd) der
Sdjenfel CI entjteht, dann bleibt bei C bder SKomplementivintel g,
iibrig, Der gleid) dem Romplementwinfel g fein mup. Aug o = o

wig. 21.
¢, g
!
I.' rf: ;
i M/
D < s 4
1 \'\.\ l'\ -
\ i .
\ Y \._
s \"\_ - § ¢ . \
N /e \ Ar
];:‘.1 , - —— ‘il——- - — 1 -‘-I-’?

folgt, daB AMC ein gleihjdhentliged Dreted ift. Aud g = g, folat,
baB BOM ein gleidhichentliged Dreied ijt. Darausd jolgt AM = CM
= BM. Demnad) it AB durd) M DHalbiert, und jdlagt man wmit
pem Radiud MA wmn M einen Kreid, jo geht diejer durch 4, B und C.

Man bezeihnet allgemein bie Schenfel des vedhten Winfeld am
vechtivintligen Dreied ald Katheten, die dem rvedhten Winfel gegen-
iiberliegende Seite als Hypotenufe ded Dreieds. Der gefundene
©ap lift fich paber folgendermapen ausipredhen:

Betm redtwinfligen Dreied Hhat der umbejhriebene
Rretd feinen Mittelpunft in der Witte der Hypotenuje. Oder:

Der umbejdriebene Kreid desd rvedtwintligen Dreiedd
hat dbie Hypotenufe zum Durdnmejjer.

Umgefehrt: Feidhnet man itber dem Durdhmejjer einesd
freifes ein Dreied, weldes den bdritten Cdpunft in bder
Sreidlinie hat, fo ift dagd Dreted ein redtwinfliges.

Beweid. Jn Fig. 22 it MA = MC, folgli) <Ce=g¢,.
Augerdbem 1t MB = MC, folglih < p=p,. Demnad) ijt « +
= oy + ;. Die Summe der bier Winfel 1§t aber gleidh) 180° folglich
it ¢+ B;=90% 2. h <C ACB ein Redjter.
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Der Sap wirh gewdhnlich abgetiivzt folgendermafen audgejproden:
Der Winfel im HalbEreife ift ein Redyter. (Sebr einfad) evgibt
jih darveusd, daf fidh um den Scdnittpunft M Dder ‘Diagonalen eines
Redhteds ein 'iiu'u fegen [aft, Der durd) bie Ecfen des Rechteds geht.)
Qufgabe. Auf einer Geraden AC im Endpuntte (ober
in einem Deliebigen Puntte) ein Lot ju erriditen.
Auflojung. Man jdlage um A und ¢ Kreidbogen von dem=
jelben (belicbigen) Nadius, bdie einen Punft M geben (Fig. 22), und
um M einen Rreidbogen von demjelben Rabiugd; dann ziehe man A M
big zum Sdnitte B mit dem lepten Bogen. Die Gerade CB gibt
bag gefudhte Qot.  (Warum?)
(Die Konjtruttion erfpart dag Verlingern der Geraden 4C.)
Nufgabe. Diefelbe Aufgabe mit bem Fivkel allein zu {uu‘u
uflojung. NMan jdlage mit C4 um C einen Kreidbogen,
trage auf bdiefem jweimal Dintereinander diefelbe Bivfeldffiung ab und
ihlage mit ihr um bie beiden Teilpunfte D und E Kreigbogen, die
einanber in einem LPunfte B jdhneiden. Durcd) C und B ijt das gefudhte
Qot polljtandig beftimmt. (Warum? Vgl. dad rvegelmdBige Sedyged.)
87) Der Winfel an der Spibe eined gleidhjchentligen Dreieds fet

i

gleidh) y. Wie grof ift jeder Bafiswintel «? Antwort: « = 90° — -
Veweid, o+ o-p=180° ober 2 ¢+ y=180° aljo 2a=180"—y,
alfo « = 90°— . — (Davaus folgt fermer ; — 90° — «, alfo

y=180°— 2« al3 Winfel an Der Spihe, wenn « der Bafiswintel ijt.)
Wufgabe. Wie grof ift jeder Wintel ded vegelmdpigen Fiinfeds?

e ; M Srgrg= e Sl 0 ST B L i
Aujlofung. Der Bentviwinfel des Fiinfeds ijt gleid =2

-
;

[
ber Bafigwinfel des zugehvrigen gleichichentligen Dreieds ift aljo gleich
90° — o = 90° — 36° = 54°%  Jeder Winfel Dbes regelmaRigen

Fiinfeds befteht aus zvei folchen Winfeln, ijt alfo gleidh 108°.
I}‘?GII

[Fiir dasd rvegelmifige »-Ed folgh: Bentritvinfel = P , Bajiz-
? (!
g IR0 T
winfel degd sugehivigen gleidhjchentligen Dreieds = 90 , Tolghd
H
& . e R 2 360" ;
ber Doppelt jo grofie n-Edswintel = 180° — , toobet n > 2 u

re

pentfen ift. |

88) Stimmen zwei Dreiecde in zwei Winfeln ibevein,
fp ftimmen fie aucdy im dritten iberein. Smnd nimld) « §,
o2

g
bic Winfel des einen Dreiedd, «, B, y, Die Ded anbderen, und 1f
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o« = e, und f = By, fo ift in dem einen Dreiede y = 180° — (e +f),

im anderen y, = 180° — (o, + B,), alfo muff y = p; fein. (Warum?)

89) Unter einem UuPentvinfel eined Dreiedd verjteht man
einen Winfel, der durd) BVerlingerung einer Der Seiten bes Dreiecd
entiteht. Bon ihm gilt ber Sah:

Seder Anpenmwintel eined Dreieds ijt gleid) der Summe
per an den beiden anderen Eden fliegenden Dreiedsmwinfel

Beweis. J[n Fig. 23

SL ift 0 ein UAupenwintel, ¢ B,
.-_.-\‘-‘\\ y jind die Dreiectéivintel Da-
JehEs ST bei ift B+ y— 180" — e,
.-’J B 5 aud) 0 = 1809 e, aljo
: d=p+ .
L e S e i S s Bemerfung. Cine burd)

vent ©djeitel von « gelegte
Parallele zur Gegenjeite zerlegt o in bdie Deiden Vejtandieile g und 4.
Die Summe aller jechs UuFenwinfel ded Dreieds ift gleid) vier Redhten.

90) Wie grop ijt die Summe der Winfel im unvegel-
mafigen n=Ed?¥) Untwort: Denft man jid) einen Punit P im
Sunern ded #-Cds mit deflen Cden verbunbden, jo entjtehen » Dreiede.
Sedes diejer Dreiede hHat ald Winteljumme zwet Redhte, alle Dreiecte
sufommen bhaben aljo die Winfeljumme 2x Redte. Davon jind bier
Rechte abzuziehen ald Summe der Winfel, die um P herumliegen, fiir
bag n-Ed Dleibt dbaber ald Winfeljumme (2xn — 4) Redte.

Beijpicle. Winfeljumme ded Bieveds (2.4 — 4) = 4 Nedyte.

Winfeljumme des Fiinfeds (2 -5 — 4) = 6 Redhte.  Winfelfumme
ves Sedpgeds (2 -6 —4) = 8 Nedhte. Winfeljumme des Siebeneds
(2-7—4)= 10 NRedhte. Jeded folgende hat zwei Rechte mebhr.

Bemerfung. Die Summe aller 8 AuBentvinfel ded Bieveds
betrdgt 8 Wedhte. LWie 1jt e8 Det dem fonveren #=Ed?

91) Halbiert man bei zwei Pavallelen, die von einer Geraden
gefdnitten werden, gleidhlicgende LWintel oder Wedhfelwinkel, jo
terden die Halbievenden pavallel; halbiert man entgegengejesite Winfel,
jo ftehen die Halbievenden aufeinander fenfrecht. (Beweid dem Sdhiiler
su itberlaffen.)

92) Wintel, deven Sdhentel gleichgerichtet pavallel find, find ein-
ander gleich). Winfel, deren Schentel entgegengejeht geridhtet parallel

&2 jei aundchit voraudageiest, dap bad n=Ed {tberall fonver ift, bak
f ) s A | ] &
alio feder feimer FWinfel fleiner ald 180" {jt.
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find, find einanbder gleich. Wintel mit pavallelen Schenfeln, von bdenen
ein Paar gletchgerichtet, ein Paar entgegengefeht gevichtet ijt, betvagen
sujammen  jwei Rechte.  (Veweis dem Sdhitler ju fiberfajfen. Der
©afy qilt aud) von Nebenwinfeln.)

Xallt man von einem Punfte aud, der auBerhalb eines Wintels
und feines Sdheitelivintels fiegt, Lote auf defjen Schentel, jo bilven dieje
Qote einen TWinfel, der dem geqebenent gleich ift.  Fallt man fie bon
eitem Punfte aus, ber inmerhalb Ded gegebenen Winfeld oder jeines
Sdeitelivintels fiegt, fo bilden fie ben Supplementwintel ded gegebenen
Pinfela.

93) Anfgabe. Gine gegebene Gerabe in 3, 5 obder in
ecine beliebige Anzahl gleidger Teile zu zerlegen™)

Aufldjung. Sn Fig. 24 fei AB die in drei gleidhe Tetle 3u
serlegenbe erade, dann ziehe man eine beliebig gerichtete Gevave A X
ind trage auf Ddiefer mit Dbeliebiger
Rivfeldffnung gleihe Stitde AC, CD Fig. 24. g
und DFE ab. Sebt verbinbe man £
mit B und lege durch D und C Pa
vallelen 3u EB, die auf AB Teil Dm0y
punfte ¢ und ¥ geben. Dann it 2 :
AF=TFG =GB A g ey

Beweisd, Um bdie lebte Behaup 7 ' "
tung st beweifen, lege man durd) D o)
md F Parallelen zu AB, fodah
Dretete DEJ und CDH entjtehen.
Siir bieje Dreiede ift €D — DE, aud) ftimmen ihre Winkel bei €
and D, bei H und J, bei D und E iiberein. (Weshalb?) €5 wird
behauptet, daf Ddie beiden Dreiede fid) Fuv Decdung bringen lafjen.
Man fann ndmlid DE jo auf CD legen, bap bdabei die gleidyen
Wintel EDJ wnd DOH einander bdecenn, dafy fermer bdie gleidhen
Wintel DEJ und CDH einanber decen. Weil died der Fall it
io miifjen dabei auc) die Punfte J und H sujammenfallen, denn
siei einander decende Paare von Geraden miifjen venfelben Sdynitt
punft Haben. Demnach mup DJ = CH jein.

Weil aber Parallele zwifhen Parallelen gleihlang find, 1t
GB — D.J und ebenfo FG = CH. Demnad) mup aud) FG = GB
fein.  (Warum?)

# Piefe Mufgabe, bei der ed jid) um fongruente Dretecte hanbdelt, toird
voraudgejchict, um eine Reihe von fonjteuttionen au ermoglichen.
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Ebenfo ift su beweijen, daf fid) Dreied DE.J mit dbem Dreied A CF
sur Decung bringen Gk, und daf daher aud) A F = DJ unbd folglich aud
AF = GB ijt. ©3 ift alfo, wie behauptet wurde, AF = F'G = GB.

Folgerung. 3t eine Gevade in gleidhe Teile geteilt, und zieht
man von den Teilpunften aud Larallelen bHig zu einer anbeven Ge-

rabenr, fo iwixd auch Ddiefe in
Fig. 25. 5 gleide Teile zerlegt.

er Beweid wird mit Hilfe
sl ebenjoldher Dreiede gefiihrt tie

_ borher. —
e | Sinb bie Parallelen Lote
& i ' auf ber ziweiten Geraden, jo jagt
man, die Teilpunfte der erjten
! feien auf die weite Gerade pro-
itziert. Died ijt in Fig. 25
bargeftellt. Aljo gilt der Sah:
| Die Projeftion gleider
| ; ! Teile einer Geraden auf
; | '. '. eine andere Gevade gibt auf
4 € D E FE G H B biejer gleide Teile ~ Jabl
man bet ber eimen Gevadben exft
3 joldher Teile, dann 5 in aufeinander jolgenber MReibe ab, jo Dat
man jwei Stiide, die fidh verbalten wie 3 zu 5. Legt man burd
bie Enbpunite Pavallelen
Fig. 26. big zur zweiten Geraben,
B e o echalt man aud) dbovt
sivet Stitde, bie aud 3
bezw. 5 gleichen Teilen
. ~ Dbeftehen. Auch von biejen
. %/ | Gtiiden jagt nman, fie ber
_ g hielten fid) wie3d ubd. Das
\ | = , | Ber jagt man allgemein:
f Rl / / Alle Geraben, die
{55 burd) brei Parallelen
LS qezogen werden, jind
B AT LT inbemielbenBerhalt:
nig geteilt, namlid
= imBerhaltnigber Ab-
jftandeder Parvallelen.

94) Yufgebe. -Von einem aunflerhalb eines (gegebenen)
Qretfes gegebenen Punfte an den Kreisd Tangenten ju legen.

€
o
2

b
P

-
-

B
|
Tt

%
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Anflajung. Sn Fig. 26 jei M der gegebene Kreid®), A Dder
gegebene Punft. Man jiehe bie Gerade AM, halbiere fie, wa3 B
gibt witd lege um B mit dex Jirfeldfinung B cinen Sreid, der ven
eritent Qreid in € und D jdhueidet. Die Geraben AC und AD geben
bie gejudhtén Tangenten.

Beweis., Der Winfel ACH ift als Winfel im Halbireife ein
Rechter, aljo ift CA Dad im Endpunite ded Radius MC auf diefem
erridhtete Qot, b. §. CA it Tangente Dded Rreifez M. Dad Cniz
fprechende finbet bei D jtatt.

d) Konjtenftionsitbungen.**)

¢) UAddition und Subtrattion von Gleraben, bon Winfeln,
pon Qreidhogen mit bemfjelben Rabius.

96) Die Sumime dreier ober melrever gegebener %) Geraden
a1t bilben.

07) Die Summe dreier ober mehrever Wintel Fu bilben.

98) Die Sunume dreier oder mehrerer Kreidbogen von demjelben
Teabittd zu bilben.

99) Den Unterfdhied jweier Geraven ju bifben.

100) Den Unterjchied sweier Winkel gu bilden.

101) Den Unterjchied zweier Kreidbogen von pemjelben Radius
2t Bilben.

B) BVervielfadhung und Teilung bon Gevadben, von Winkeln
und pon Kretdbogen.

(02) Gine Gerabe auj dic doppelte, dreifacdye, vierfache ujw.
Qinge su bringen.

103) Ginen Winfel auf die doppelte, breifache, vierfache ujw.
®rofe 3 bringen.

104) Ginen Sreisbogen auf das Doppelte, Dreifache, Bierfadhe ujmw.
au bringen.

105) Gine Gerade in 2, 4, 8, 16, 32 ujw. gleiche Teile zu zeclegen.
(Bwet Lojungsarten find angugeber.)

{06) Gine Gerade in beliebig viele gleiche Teile zu zerlegen.

_IHT'.', Belichige Brudhteile einer ®evaden 31 bilben, 3 B. _Tr _;'
SRty g 2 RSy i,

= 9Man begeichnet den gegebenen freid haujig nur mit jeinem Mittelpunite.
Ginige der jdhon gelbjten Aujgaben werden ber leichteren 1lberficht

wegen nod) einmal genannt.

w4 Dad Wort , aegeben’ joll von jest ab weggelaijen inerden.
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108) Ginen Winfelin 2, 4, 8, 16, 32 ujw. gleiche Teile su gerlegen.”)

109) Ginen Kreidbogen in 2, 4, 8, 16, 32 ujw. gleihe Teile
su zerlegen.

110) Gine @erabe im Verbiltnis 2 : 3 (zivei ju drei) zu fetlen.
(Man teile fie in 5 gleiche Teile. Jahlt man 2 dbavon ab, jo Bat
man den gejuchten Teilpuntt.)

111) Gine Gerabe in einem beliebigen ganzahligen Lerhiltnis
su teilen.

112) Gine Gerabe jo zu verlingern, daf fie fid) um Jujabitid
verBilt wie 3:5. (Man teile fie in 3 Teile und verlingere fie wm
5 foldjer Teile.)

113) Ginen Winfel fo zu vergrisBern, dah er fid) sum Bujas:
winfel verhalt wie 2 : 3. (Man BHalbieve den Winfel und abdieve ju
ihm bag Dreifache einer Halfte.)

114) ©p fann man einen Winfel bevart vergripern, pak er gum
Jufapteile im Verhdltnid 2:2, 4:%, 8:n, 16 :n ujto. jteht, wobei
n eine ganze 3ahl ijt.

115) Die Aufgaben 113) 1und 114) laffen fich auch fiir Kreis:
bogen ausfiihren.

) Ronjtruftion fiir gewijje Rethen von Winkeln.

_ Lo : oy o 4B° 45° 45°
116) Die Winfelveihe --- 360°, 180° 90°, 15° - :

R TR
s fonftruieren.
S A s 5 e s B0 5150
117) Die Winfelveibe - -- 240° 120° 60° 30°, 15°% ——, :

it fonjtruteren.
118) Die dreifachen, fiinffachen, fiebenfachen ufty. Winfel ber
Reihen 116) und 117) zu fonjtruieren.
119) Durd) Adbition und Subtraftion das Anfangdglied fiix
anbere Reifen fonjtruierbaver Winfel aufzufinden, 3. B.
Lo 168° " 165°
580° 165°, ——, ——,
! P 4
¢ 10 =n0 7R0 (s 5"
3007, 1505, (a5 SEED g
. 105% 105°
¢ ( V20
000, 405) 5=, ot

"

#) Ynbere Teilungen Deliebiger Winfel find mit Kineal und Jirfel aus
ipdter barzulegenden ®ritnden nidht dburchjiihrbar. Fiir gewifje Wintel ift aber
bie Dreiteilung moglid), 3. B. fiir die Winfel 360° 180° 909, fiir gewifje
wird ipdter die Fiinfteilung gelehrt ujw. Von den Leilungen beliebiger Rreis:
bogen gilt basjelbe.
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d) Ronftruftion gewifjer Kreisteilungen und regelmdpiger

Rielede.
120) Ginen Sreid in 2, 4, 8, 16, 32, . . . gleiche Teile ju erlegen.
121) Einen Kreid in 3, 6, __:, 94, 48, . . . gleiche Teile u zerlegen
122) Ginem Rreife ein vegelmdpiges 4-Cd, 8:GE, 16:Cd,

32:C, . . . eingubejchreiben.
123) Ginem SRreife ein vegelmihiges 3-Gd, 6-Cd, 12:E,
24-Gdf . . . eingubefdhreiben. (ACE in Fig. 21 ift ein gleidy. Dreied.)
124) Ginem Rreife ein rvegelmdpiges -Ed, 8:Ed, 16:Cd,

32:@d, . . . umgubejdreiben.
195) Ginem Rreife ein  vegelmdpiges 3:Gd, 6:Ck, 12:6d,
24-@d, . . . umzubejchretben.

126) ﬁbcr einer gegebenen Gevaben cin vegelmdfiges 4-Gd,
ch 16:G, 32-C¢, . .. zu fonjteuieven.®)
127) llim einer gegebenen Gevaben ein vegelmdpiges 3-Ed,
: 6:Cd, 12:Ccf, 24-Cd, . . . su Fonjtruicren.”)

128) Die ufgaben 122) und 124) beziv. 123) und 125) jo s
vereinigen, dap die Seiten ded wmbejdriebenen Bicleds denen des ein:
bejchriebenen parallel twerben.

129) Diefelben Wufgaben fo 3u vereinigen, dap die Seiten Dded
umbejchriebenen BVieleds duvc) bie Gden des einbejdyriebenen geben.

130) Den Mittelpuntt eined gegebenen regelmapigen Bieleds ju
finbert und deffen einz und deffen umbejcdhriebenen Rreis ju fonjtruteren.

lbungen mit vegelmdafigen BVieleden.

131) Die Gbene lidenlos mit gleicdhjeitigen Dreiecent bon Ders
jelben ®rofe zu belegen.

152) Die Ebene lidenlosd mit Tuadraten von berjelben ®rife
su Delegen.

133) Die Gbene lidenlos mit regelmdpigen Sedhzeden von der:
jelben (5_511:1}'.. qu Gelegen.

Quabrat, gleidbjeitiged Dreiedt, regelmdpiges Sechded ilber emer ge-
gebenen @eraden find leicht zu fonjtruieren. Bei griferer Anzahl Der Seiten

fonftruiere man aunfichft dag gleichihentlige Dreied mit bem sugehirigen
S

. " s " S610
Rentriwintel. Beim Adhted 5. B. ift der Bentriwinfel gleid) —— = 45°% Dder

45° =
infel an der @rundlinie pes qlud;]rfjnztl‘quu Dreiecs aljo gleich 90" — 1 =671,

was leidgt a1t fonftruieven ift. Dann lege man um Ddie Sypife Ded Drereds
cinen burd) die Endpunite der qm;tbumt eraben gehenben Kreis, in den fidy
bie Glerabe acdhtmal ald Sehue eintragen [ijt, wenn man richtig ﬂ_t\ttd]m. hat.
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154) Die Cbene mit regelmdapigen Achteden von derjelben Girife
jo su Delegen, dbaf Quabrate von derfelben Seitenlinge itbrig bleiben.

135) Die Cbene mit rvegelmifigen Sechdeden von Dderjelben
Grofe jo 3u belegen, daf gleidhfeitige Dreiede von bderfelben Seiten:
{inge itbrig Dletbew. (WAuf jeder Sechsecsieite jteht ein joldhed Dreted.)

136) Die Ehene mit vegelmafigen Sechsecen von berfelben Grife
jo su belegen, dbaf Rbomben von derjelben Seitenlinge und von den
Winteln 60° und 120° {ibrig bleiben.

137) Jn ein gegebenes gleichieitiges Dreiect ein fleinered von
gegebener ®roge fo einjuzeidnen, dafy die Cifen ded fleimeren auj bie
©eiten bed groBeren fallen.™) Wann hat die Aufgabe zwei Lofungen,
wann nuy eine, wann feine?

138) Wm ein gegebenes gleichjeitiges Dreiec ein griferes von
gegebener Seite fo zu legen, dap bdie Seiten bded lepteren duvd) bdie
Edpuntte ded erjteren gehen.®*) Wann hat die Wnufgabe ztvei Lijungen,
wann nur eine, wann feine?

139) Die Aufgabe 137) fiix swet Duabrate zu [Hien.

140) Die Aufgabe 138) fiir zwei Duadbrate zu (Bjen.

141) Die Uufgabe 137) fiir wei vegelmifige Sehzecde ober
Achtede ujw. zu (ien.

142) Die Aufgabe 138) fitr wei vegelmipige Secdhedfe obex
Achtede ujw. zu lofen.

2

¢) Bwet Hindernidaufqaben.

143) €ine gerabe Linie ifiber ein gegebenes Hinbernis
hinaus zu vervlangern.

(€5 fommt vor, dap auf dem Fufboben eciner Werfftitte eine
Gerade gezogen werden foll, die iiber eine im Wege jtehende Majdhine
hinausd zu verldngern ijt; ober daf eine geplante Strafie abgeftedt
werden foll, obwobl ein wegzureifendes Gebiudbe nodh jteht. Man
begniige fich mit folgenber vorliufiger Lwjung: Man umgehe das

*) Die Mitten beider Dreiecte miifen aufeinander fallen. NMan zeidhne
das fleinere Dreied irgendivo fitr jich, bilde den Nadiusd feined umbeidhrichenen
Rreifes, und lege mit diefem einen Rreid um den Wittelpuntt des gegebenen
(groperen) Dreieds. Jjt der Radius grof genug, jo erhdlt man jedhs Schnitt-
punfte mit den Seiten ded leteren, weldhe wet gleichieitige Dreiece geben.

) Man zeidne das grifere Dreiect irgendivo fitr fid), bilde die Nadien
ber ihm ein- und umbejchriebenen Rreife und lege mit diefen Sreife um den
Mittelpuntt ded gegebenen (fleineren) Dreieds. Ragen bdie Spigen ded leh-
teren ftber den fleineren hinaus, fo lafjen fich von ihuen aud an diejen Qreis
jechd Tangenten legen, von den je drei einem der au zeichnenden Drefecte an-
gehoren. Die Tangenten enden aui dem griferen Sreije.
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(¥

Hindernid durch drei Seiten eined Rechteds, die fih um das Hinber=
nig Derumlegen lafjen und Ffonftruiere ftatt Der viecten Seite ifre
Bevlangerung ald Lot auf dber dritten.

Statt der dret Redhtedsieiten Famn man aud) zwei Seiten einesd
gleidjeitigen ober gleidhichentligen Dreieds benugen, die bag Hindernis
mgelenn.

©piter wird eine von Winfeln unabhingige Konjtruttion gelehrt. |

144) Den jenfeits eined Hindernijjes liegenden Shnitt-
punft zweter Geraden zu bejtimmen.

| Die Gervaben find (zunddit nad) der vorigen Methobe) iiber dasd
Dindernid hinausd ju verlingern. Damn ift der Shnittpuntt leicht zu
beftimnien. |

Bemerfung, Jjt dad Hindernis 3. B. ein Fluh, der niht um-
gangen twerden fann, fo Dbemupt der Landmeffer Stibe, von Ddenen
awet auf der gu verlingernden Geraden jenfrecht in die Grbe gejtogen
terden, todbhrend ein Ddritter Stab jenfeitd bdes Fluffes fo eingejtellt
wird, daff er dem iiber den erjten Stab hinblidenden Beobadhter dirrd)
bent jlveiten Stab verdedt wird. So findet man einen erjten Vunft Fiix
bic Berlangerung der Geraden, eimen jweiten fann man in dexfelben
Wetle beftimmen. Jn ahnlicher Weife fann mit der zweiten Aufgabe
perfahren fverden.

1) Cinfade BVergroferungs: und BVertleinerungsaufgaben®

145) Ein gegebenesd Dreied im doppelten MaRitabe zu
g,t‘iff_}llt‘u,

uflojung. Jft in Fig. 27 ABC bas gegebene Dreied, 0 berz
langere man CA4 {iber A binaud um fich felbft, was A, qibf. Dann
fege man durd) A, eine Parvallele 3u

A B, welde die Beclangerung von C B Big: 20 .

i einenmt Punite B, {dueidet. Dann /{

ift 4, B,C a5 verlangte Drciec. s 1;;/'
Beweis. Weil 04, in A Hal : S

biert und 4, B, || 4B ift, o ift aud J ’J \2

OB, it B halbiect, d. §. CB, ijt 4~ Z I{ ok

ooppelt jo grof al8 CB. Bieht man
ferner bie Gevade BD, | A4, fo ift A B gleid) 4, D, i, denn Parallele
swifden Pavallelen find einanber gleid).  Weil hm‘ CB, it B hal

Eigentlid) gehisren jolche MW ifgaben in die “[[][’lll‘l}t'.lf“[tl;l.t 1 jebody
pie Ronfiruftionsiibungen mannigialtiger su madjen, find jie jchon Hier ein-
gejdhaltet tworden.

Holagmitller, Elenientarmathematit. T 4. 9ufl.
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biect und BD, | 04, ift, jo ift aud) 4, B, in D, Halbiert, aljo ijt
AB,=2-AD =2 -AB. Alle Seiten ded Dreieds 4,B,C, find
alfo Doppelt jo grop ald dDie Dreieds ABC. Bugleid find alle
Winfel des Dreieds A, B, C gleich) den entfpredend liegenden Winkel
bed Dreieds ABC. (Warnm?)

Bemerfungen, Die Aufldjung fann folgendermapen umgeitaltet
werden.  Man verlingeve C A itber A4 Dinous um fidy jelbjt, ebenjo
OB iiber B Yhinaud um fid) felbjt und verbinde die neuen Enbpunite
A, und B, durd) eine Gerade. Dieje mnB von jelbit pavallel 3u AB
und doppelt jo lang wie 4B werden. —

Bum Beweife fonnte man audy 4D, | C By ziehen.

Dann hat man vier ifibereinjtinmende Dreiete und jieht daraus,
oap ber Flacheninbalt ded Dreieds A, B,C viermal jo grop ift als
ber von ABC.

Sind allo bie Seiten eined Dreieds doppelt jo grof wie Ddie
eitted anderen, jo Daben beide Dreiece diejelben Wintel und ber JFubalt
Ped qroferen Dreieds ift das BVierfadhe von dem des Feineren.

[Su der Figur ift gany ebenfo Dreied 4, 5C bie LVergroferung
bed Dreiets BSD, auf den bdoppelten Makitab; alfo ift SC dag
Dopyelte vou SD,, und SA; dag Doppelte von SB. (Die Geraden
SB und SD, find jept fiber die Ede S hinaud verboppelt geseichnet
worben.) Demnad) ift DS dex britte Teil von D, C und BS der
pritte Teil von BA,. (Dies bejtitigt fih auch, twenn man durd) 4
und B Rarallelen zu €D, legt, weldje die halbierte Linie A, B, in bier
qleidge Teile zerlegen, von Demen dret FTeile durd) Pavallelen auf 4, B
{ibertragen twerden, jodaf dicje Linie in drei gleiche Teile geteilt ijt.)

Man nennt die Geraden, die von ber Ede deg Dreieds nad) den
IMitten der Gegenfeiten gehen, Mittellinien des Dreieds. Die
Mittellinie A, B jdueidet aljo von bder Mittellinie CD; ben Ddritten
Teil D, S ab. Gang ebenfo muf die Mittellinie B, A4 von CD; ben
prittent Teil abjcdhmeidben, b. §. fie mup aud) dbuvd) S geben. Dem:
nad) jhneiden einander die Mittellinien ded Dreiedd in
einem Punfte, und von jeder wird der dritte Teil ab=
gefdnitten.]

146) Ein geqebened Dreied im Halben Mapftabe zu
setchnen.

Die Unfldfung evaidt fich aus Fig. 27 und ift dem Schitler
tiberlajfen.

=11}
—

147) Gin gegebenes Dreied im dreifaden IMafitabe ju
aeidhnen.
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Die uflofung gejdyieht ahnlich wie bei Aufgabe 145. Sie ift
vem Sdjiiler yu fiberlaffen. Diefer joll die Ridhtigleit der Konftruttion
beweifen umd durd) Beihnen geeigneter Vavallelen bas grofie Dreied
m neun mit dem gegebemen dibereinftimmende Dreiede zerfegen um o
gu geigen, daf der Fladjeninhalt der neunfache Hes urjpritnglichen ift.

148) [Gin gegeberes ¢ muf im nfachen Mafftabe (wo » eine

beliebige gange Sahl ift) ober im Tmhm Mapitabe, oder im .lindjuu

o . N - e - ;

Weapftabe, oder tm fadjen Mapftabe (m und » gange Sablen) zu
,, )it

zetdhnen und nadjzuweifen, daf der Subalt des newen Dreieds ber
ar LAY 9 ; = =

n*fache Dbegw. tTm‘[]v, beztv. . fache, Degiv. bex ( F) fad)e geworben ijt. |

149) Gin gegebenes Quadrat im doppeltern, oreifachen, vievfachen
WMapjtabe zu zeidhnen und nadhzutveifen, daf bder Snbalt ber viers
md}c qu neunfache, beztv. 16fad)e ift. [Dad Quabdrat ferner im

m . N i . ~
Tudnn lmdavu. Jacdjen Mcaitabe zu zeidhnen und nadhzuiveifen, daf

ot T X
ber Jnbalt das  fadhe, ~ fade ] Tm!;c geworden ijt.]

150) Ein gegebenes 1'1:,11*:[nm}slgt§ 6=Cd, oder 8:Ed, oder 12:Cf,
oder 16-Cd im Ddoppelterr, ober dreifachen, ober vierfadjen Niapijtabe
g,n seihnen und mnadjzwweijen, daf der Jnbalt das 4 fadhe, beztv.

9fadpe, bezw. 16 fache geworden ijt.

(Die Aufldjung gejhieht am einfachften, indem man um den
Mittelpunft des Vieledd einen Nreid mit dem doppelten, dreifadjen,
vierfacjenn Fadius des umbefdriebenen Kreijes johlagt und bie nad
ven Gden bed uvipriinglichen Bielfladhs gezogenen Rabien biz zum
Rreife verlingert, wovauj die Sehnen eingutragen find.

Weil jedes der gleidhichentligen Dreiecte auf das Bierfache, Neun:
jache, Sedjzehnfache bes urjpritnglichen JInbalts gelangt, fo gilt das-
felbe audh) vom Gejamtinhalte ded Bieleds.)

151a) Ein gegebenes Redhted im doppelten, preifadyen,
bierfaden ujw. Mafjtabe zu zeidhnen.

(Unflojung. Man zeichne eine Diagonale unbd bringe fie nadh
derjelben Richtung Hin auf die doppelte, dreifache, vierfadhe ufw. Rdnge.
Bon den gefundenen Enbpuntten fille man Lote auf die vom Anfangs-
puntte der Diagonale audgehenden Redjtedsieiten. ©3 entjtehen fo
Redytede von ben Seiten 24 und 20, 3¢ und 8, 4a und 40 1jiv.
oder, tvie man auch jagt, von demfelben Seitenverhiltnis a : b. Sn
alfen bdiefen Nedhteden bildet die Diagomale mit den NRechtectsjeiten
viefelben beiden LWinfel.)
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151b) Gin beliebiges gegebenes Bieved tm Ddoppelten
Mapftabe ju zetdnen.

(Die Wnflofung ijt dem Schitler zu iiberlajjem, dex mehreve Wege
aufsufuchen Hat, 3 B. aud) den Weg, die Abjchnitte Der Diagonalen
pom Schnittpunfte aud ju verbdoppeln, iobei jedbed Dreted auf bden
vierfachen Jnhalt fommt, alfo aud) der Gejamtinhalt vervierjacht ird. )

Yuch der dreifache, vierfache ujw. Mafijtab mad)t Fetne Sdyvierig-
fetfen.

152) [Cine jdwierigere Vergroperungsaufgabe: Gegeben jeien
drei Parallefen, von bemen die beiden lepten Dden doppelten gegen-

jeitigen Abjtand Haben tvie

ig. 25 : bie beiben erften. €& joll

i - L2 oin gleidhjeitiged Dreied ge

S L seichet werben, weldhes jeine

o Flo"%. ___!’_7.." . p  Gden auf den Parallelen hat.

% | Gine jeiner Ceen foll voys
: gefdrieben jein.

| Aujlojung. Jn Fig. 28

v I jeien AB, A, B,, A, B, bie

A4———————B, Povallelen mit den Abjtan:

: den b, und hy, = 20y I

ioll der gegebene Gpuntt ded gleihfeitigen Dreieds jein. Pan zeichne

sunddit irgendwo ein gleidhjeitiged Dreted DETF von beliebiger,

2 8. fletner @rope unbd

ig 29. made in diejem EG =3 ED

: (Fig. 29). Dann verlingere

Iff'_;;;--f--':‘”;';._ mant FE und F.D und die

3 ; ; ‘Il"f . a1t ziehende Gevadbe FG iibex
g ’b E D, G hinaud. Bu F&

;D ;
Rs—~shgis ) siehe man Pavallele in den
e \n, entgegengejesten  Abftanden
\ \ hy und h,, twelde die ber:
g \ _— langerten Dreieddjeiten in
: * Dy E, und Dy jdyneiden. Jieht
Coa man D, £y, o hat man ein
L gleid)jeitiges Dreied 1 Dy Fy,

de tvelched Den Forderungen ge

: witgt und mur nodh) in bie

vidhtige Qage su bringen ift. Man lege den Winkel EF G = « an
A, B, im Puntte #, nad) der Seite ded Fleineven Abjtanves amn, wad
ben Sdnittpuntt E, gibt und jdloge wm F, mit F\ E; einen Kreis:
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bogen, et A, By in D, jdmeidet. Damn jind D, B F, pie Edpuntte
bes gefuchten Dretedd. (Jehteres famn noch auf eine zweite Art,
(infs von I, liegend, gezeichnet iverdem, twozu muv Ddie Wervoll:
ftindigung bded feften Kreisbogens notig ift.)

Der Betweis der Ridtigleit joll bem Edhiifer fiberlafien bleiben.
Diefer wird danm auc) imjtande fein, bdie Wufgabe fiiv beliebige ADb-
ftandaver haltniffe su (Hjen. — Die Konjtruttion fonun erheblich abgefiivat
werden, benn eigentlich ift die UAufgabe geldjt, jobald man im Hilfé-
brejed FG gezogen und den Winfel « in Die Hauptfiqur itber=
tragen BHat.]*)

153) Beidhnet man in einen Kreid einen ihn berithrenden vom
halben Radiud, fo ift jede durc) den Berithrungspuntt gelege Sehue
burd) ben fleineven Rreid halbiert.

Beweis, Der fleinere Kreid geht durd) den Mittelpunit M bed
qrbferen. St A4 Beriihrungspunit, jo ift AMB em Durcdhymeffer,
ver purch bie Mitten beider Kretfe geht. Wird
eine Deliebige Sehne AC in C; vom Fleineren -
Qreife gejdmitten und zieht man CB und C; M, o B
fo find die Winfel AC, M undb ACB Redye i :
als Winkel im Dalbreis, alfo ift O, M | CB; 4= i
ba ferner A B in M Balbiert ift, mup audy AC W77
in C, balbiert fein. \ o

@Entjprechended findet jtatt mit einem inneren b=
Beriihrungatreife, deffen Radiugd der dritte, vievte, »'* Teil vom Rabiud
bed griheren ijt.

Was gefdicht, wemn der Beriihrungsfreid auperhald des ge-
gebenen liegt?

(Der angegebene Sab (Bt fich bei vielen Konjtruftiondaufgaben
anienden. )

Fig. 0.

e) Begrifi der Symmetrie in der Gbene.

«) Grildrung und Grundgejese der einfaden und mehriaden
Spmmetrie.

154) Bet bden qrundlegenden Ronftruftionen bdrdngte fid) der
Beqriff der Symmetrie auf, bei beffen Beadhtung viele Sdke unb
Qonftruftionen fih ald jelbjtverftindlic) evgeben.

Man bezeichnet ein planimetrijded Gebilde als einfad)

*) Die Aufgabe fann natiiclich iiberjlagen werben. Der Betweid ber
Fidtigleit joll nur eine Sharffinnsdprobe fiix begabtere ©dyiiler fein.
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pmmetrifch, wenn ed durd) eine und nur eine Gerade jo in
jioet Halften zerlegt wird, daf die eine Halfte durd) Um:
Elappung wm bdiefe Geradbe mit der andeven Halfte ur
Dedung gebradht werden fann.

Jedbe Hilfte begeihnet man ald dad SpieqelbHild der anbderen.
Die Gerade DHeift die Symmetrielinie ober Symmetrieachje ded
&ebildes, oder aud) die {piegelnde Gerade, die ald unbegrenst au
benfen ijt. Jeder Punkt diefer Gevaden ijt jein cigenesd Spiegelbild.
Dag Spiegelbild jedes anderen Pumnftes wird gefunben, indem man
vou thm auf die Gerade ein Lot fallt und diefed ither den suppuntt
binaud um fih felbjt verlangert. Die jpicqelnde Gevade it ihy eigenesd
©piegelbild.  Jebe Pavallele zur fpiegelnden Geraden 1ird eine
Parallele entgegengefeten Abjtanded.  Jebe bie jbiegelnde Gerade
jdyneibende Gerabe wird eine fie in demfelben Punkte unter entgegen:
gelett gleichem Winfel jhneidende Geradbe. Jedes Lot zur fpiegelnden
OGeraden gibt feine eigene Berlangerung. Symmetrijde Stitde von
Gervaden find babei gleih) flang; fymmetrijhe Winfel von Deliebiger
Lage jind entgegengefest gletch. Symmetrijde Kreidbogen von be-
liebiger Qage becen einander. (Vgl. 3u diefem Abjchnitte dpad unter V
im BVorfurfus Gejagte.)

155) ©ind mebhrere Symmetrieadhjen vorhanden, jo fpridht man
bou mehrfader Symmetrie. Das gleihichentlige Dreied ijt ein
Beilpiel der einfachen Symmetrie; die Palbierende des Wintelds an
der ©pige ijt die Symmetrvieadhje. Das Recdhted ift ein Beifpiel fit
vie gtoeifacde Spmmetrie; die beiden Mittellinien find jeine Shmmetrie-
achje.  Aud) der Rbombus ift ein Veijpiel fiir die stveifache Sym
metrie; die beiden Diagonalen find jeine Symmetricadyfen. Dad gleich-
jeitige Dreied Hat dret Symmetrvicadhien, die Halbierenden der IRintel.
Das Quabrat Hat vier Symmetvieahfen, bdie Diagonalen und die
Mittellinien. Dag vegelmdfhige Fiinfec Hat fiinf Symmetrieachien, die
Wintelhalbierenden. Das regelmiBige Sechsed hat jechs Symmetrie-
acdjjert, die drei Hauptdiagonalen und die drei Mittellinien ufw. Dex
Sreid hat unendlich viele Symmetrieadhien, ndmlich jEmtliche Durch-
mefjer.

156) Beim Redjted und Rhombus jdhneiden die Symmetrieadyien
einander vedhtwinfli in einem Punfte, den man ald den Weittelpuntt
per Figur bezeichmet. Beim Rechtedt ijt diefer Vunft der Mittelvirntt
ped umbejdrieberren Rreifes, beim Rhombusd ift er der Ded ein=
bejdyriebenen Rueifes. Bei allen gemanuten rvegelméfigen Bielecten
jchnetben einander bie Shmmetricadhfen in einem Vunfte, dem Mittels
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punfte ded Vielects, der zugleih Mittelpuntt ded um: und bed ein=
bejdjrichenen Rreifes ift. Dort folgen fjie unter aleichen Winfeln anf-

; : ; e g B o 180° S
einander, beim gleichjeitigen Dreied bilden fie Winkel von - = 607,
4 (3]

PREILEE <2 v 180° 3 ; o
peim  Qatadbrat jolde bon T £5%  Deim Fiinjed jolde bom
y 0

1809 P e L A 180 ;
— 36°, beim Gedjsed jole von —— = 30° ujw.
J

5

157) Dieje Cinfachheit erfldrt fich folgendermagen: Das Spiegel-
0ild einer Symmetrieadje gegen eine Symmetrieadje it
wieder eine Symmetricadje. Schuneiden einander bdie beiden
erften im Gnbdlichen, fo muf die Dritte duvch denfelben Puntt gehen.
Spiegelt man bdie beiden erften Symmetvieachien gegen die drifte, fo
mitffen die ©piegelbilder tvieder bduvc) benfelben Puntt gehen ujiw.
Daraus folgt: Bei mehrfader Symmetrie gehen alle Sym=
metrieadhien durcd) denfelben Puntt. Diefer Punft heift der
Mittelpuntt ped Gebildes.

158) ©ollen nur 3wei Symmetriead)jen vorhanden jein,
ip mitjfen diefe aufeinander jenfredyt jtehen, benn jonjt tviirde
purch die Spieqelung gegen Ddie eine eime britte Symmetrieadhje ent:
fehen ujw. Sollen nur drei Symmetfrieadien vorhanden
jein, fo mitffen jie einmander unter 60° jdynetden, denn jonit
tiicben durd) Spiegelung gegen eine davon neue Symmetricadhjen entz
ftehen. Dasd Entjpredhende gilt von vier, fiinj, jechs ujiw. Symumnetrie-
achfen.  Eine Symmetrieachje teilt bie Ebene in jivei itbeveinjtimmende
Dilften, 3iwer geben vier {ibereinftimmende , Dnadranten”, brei geben
fehs dibereinftinmende Scptanten der Ebene, » Symmetricadien
S st rarte SRR 180"
geben 2n Bentriwinfel von der Grife  ober :

=T i

L -
21

veqelmafige #-Cd Hat » Symmetvicebenen. Jft » eine gevadbe Zahf,
fo find bie Symmetricebenen zur Hilfte Houptdiagonalen, zur Halfte
winfelhalbicrende Mittellinien. [t # ungerade, o find jamtliche
Winfelhalbievenden Mittellinien. Eine eigentitmliche Stellung nehmen
bie unbegrenyten Parallelen ein. Jebed gemeinjdhaftliche Lot ijt fiiv fie
eine Symmetrieacdhje. €5 jind aljo unendlich bviele Spmmetricad)ien
porfanden, die einanber im Endlihen nidht jdyueiden. Der Streif
swifhen sivet Pavallelen Hat auferdem nod) eine vereingelte pavallele
©ymmetricadie.

159) Bon der Jeidnung eined funjtgewerblidien ebenen Mujterd
(Slachornament) von mehrfacher Symmetrie brancht nur ber etnem
iolchen Bentriwintel entfprediende Teil gegeben zu fein. Der Reft ijt
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leicht ju fonftvuieven, fei e8 Punft fitx Punft oder Linie fitr Linie.
(Dat man ftatt ded Fladyornamentd ein mehrfac) fymmetrijches Relief
auf ebener Grundlage, fo braudt man
auch nur den entfpredjenden FTeil zu geben,
jedod) find Dbenadybarte jymmetrijche Teile
nidgt mehr fongruent, fondern raumlich
jpmmetrijd). Bl Vorfurfugd V, 112 und
113.)

Tig. 31

160) Die Umtlappung eines mehrfach
jommetrijen (planimetrifhen) Gebildes gibt
veflen Teilen entgegengefesten Drehungsiinm;
pie Umtlappung ded Bilded um bdie zwveite
Achfe ftellt Dem urfpriinglichen Drehungdfinn
wiever fher; die Umblappung des neuen Bildes
um bdie dritte Wchfe gibt wieder den entgegen:
gejehten Drehungsfinn ufiw. Cine gerade
Anzahl von ESpiegelungen l(aft den
Drehungsfinn ungednbdert, eine un-
gerave Unzahl gibt bden entgegen=

geiebten Drehungsfinm.

ATl s S1g. 31 und 32 vpevanjdhaulidhen bdies
T N . - oy . » ?
i £, an einem mehrfad) gefpiegelten vechtwintligen
i T - E TN [ e T > ] re 2
t Dreted.  Die jdraffierten Dreiede find nicht

{hymmetrij) su eimander. Man fonnte fie als verfehrijymmetrijd
bezeichuen.

p) Ableitung einfacher Sdpe und Konftruftionen mit Hilfe
per Spmmetrie
161) Das Spiegelbild zweier Vuntte. S Fig. 33 finb
et Punfte D und E gegen die Gerade A B gejpiegelt, was D,
und Fy gegeben hat. Daburd) ift sugleih die Gerabe D E gejbiegelt
und ihr Spiegelbild D, E, entjtanden. Sdyneidet mm D E die {piegelnde
Gerade in einem im Cnblidhen liegendben Runfte &, jo muf aud
D, E; ourd) ben Punkt & gehen und A B unter entgegengefest gleichem
Winfel jdhneiden.
Man fann aber aud) D und E, ald die gefptegelten Punfte,
Dy und E al3 bic Spiegelbilder betvachten. Demmnad) miiffen aud
DE; und D, E emander auf der ®eraben AB jdhneiden.
Biwei Geraden, bdie gegen eine britte Gerade fymmetrifd find,
bezeicynet man bisweilen al8 antiparallel in beyug auf die fpiegelnde
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Gerade. Deshalb wird dag in bejug auf die Wittellinie CF fyms:

metrijge Bieved DEE, D;, von dem ztwei Seiten DD, und EE,

parallel find, wdhrend die andeven DE und

Dy E, antipavallel find, al8 ein Antiparal: Big. 83,

lelogramm begeichnet. (63 Deift jedoch

audy ein jymmetrijdes Raralleltrapez.) .
Die Diagonalen und die antivarallelen (-|

g wie : “ ; e g D e 1,
Wegenjeiten cined joldhen Vieveds fdhmeiben ~\ ; '
& v o o S A A " A\ 1 J
alfo eimanbder auf beffen Symmetrielinie. Die |
jpmmetrijd) legenben Geraden und Wintel bal 2

ftimmen tiberein.

162) Dag Spiegelbild zweier un- Sipe
begrengter Geraden. Jn Fig. 54 find !
et Gevaden CD und EF gegen eine dritfe
Geradbe A B gefpiegelt, was die Bilder C, D,
und E, I, gegeben Dhat, bon denen dasd eine
mit CD durd) ben Schnittpuntt &, dad anbdere
mit EF durch) den Sdnittpunft H auf der
Geraden AB geben muf. Die Punfte P und P, jmd et jhm-
metrijdes Punttepaar. Vetradhtet man aber CD und E, F, alg bie
gejpiegelten Geraben, jo folgt, Daf aud) die Punfte @ und @, ein

jpmmetrijdyes _
Runftepaar jind. 5‘”}“"-
Dag Bier- D. e
ek PHP G ijt e I '
ein  gegen  Die E~_ NG, _E,
Diagonale G H o/ | Na, s
fymmetrijdyes. L -E_3 -}:"
&8 Defteht aus % f };:j_b;
swei gleidyjchent: e =
figen  Dreieden, o 5 SN
tweldye die Grunbd- B . Q,""%;_'_-._, -
[inte PP, gemein E T
Haben. ©3 wirh ¢ I G

ald Deltoid be-
seichmet.  Bu diefem Bieved gehiven jechs Berbindungslinien o
GH, GP, GP,, P,H, PH Die Gegenfeiten geben dret Schuitt-
puntte @, @, und R. Cin Bieved mit femnen famtliden fehs Geraben
bezeidhnet man al8 ein vollftdindiges Vieved. Dad hier vorliegende
it ein gegen eine Diagonale fymmetrijches vollftandiges Bieved.
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Die Gevaden @, b, a,, by, bilden ein Bierfeit mit jechs Schnitt-
punften P, P,, @ Q,, G, H. Dag Bierfeit mit jeinen jech Sdnitt-
punften Ewiii__ai' aljo drei Diagonalen, PP, @¢,, GH. Man nennt
¢d ein vollftindiges Vievfeit. Hier Handelt e8 fich um ein gegen
eine Diagonale jymmetrijde volljtandiges Bierjeit.

(Man beachte beim Vieved und Bierfeit die Reziprogitdt tn bezug
auf die Worte Puntt und Gerade.)

163) Die beiden Symmetrielinien jweier unbegrengten
einander jdneidenden Gevaden ftehen aufeinander jentfredt.
©ie find bie Halbierenden der vier Winfel. Jedber Puntt jeder Hal:
bierenden DOat vonm Dem beiden Geraden bdenjelben Abjtand, ijt aljo
Mittelpunft eined Rreifes, Dder bdie Dbeiden Geraben beviihet. WAlle
Qveife. die atvei geqebene einander jchueidende Geraben beviifhren, haben
ihre Mittelpuntte auj den beiden Shmmetricachjen. Die beiven Tan:
genten, die vom Scheitelpuntte an jeben biefer Kreife gesogen find, haben
diefelbe Qinge. [Wie ift es, wenn die beiden Gevaben pavallel jind?]

164) Nufgabe. JIn ein gegebenes Dreied Dden eins
pejdhriebenen Rreid (Jn-RKreis) einzuzeidhnen (der die drei
Geiten beriihrt).

Huflojung. Jn Jig. 35 jei ABC das gegebene Dretect.  Man
Dalbieve Die Wintel bei A und B. Die DHalbievenden geben Dden
Sdnittbuntt M. Bon M
aus fdalle man auf BC
pag Yot MD. Pt MD
jchlage man um M einen
Rreis. Diefer Keeid ift dex
gefuchte  Berithrungsfreis.

Beweid., Jeber Puntt
dev Wintehalbievenben A M
hat von A B und A C dies
jelbe Cnifermuing. Jeder
Runft ver Winfelhalbieven-
ben BM hat von A B und BC diejelbe Enifernung. M gehirt beiden
Halbierenden an, Hat aljo von allen dret Geraben diejelbe Enifernmung.
Demnach find die Qote M D, ME und MFE einander gleid).

Folgerung. Weil die Abftinde M D und ME einanbder gleih
find, mup M aud) auf der Halbierenden bed Wintelds € liegen. Aljo
ift aud)y MC eine Wintelhalbierende. Folglich:

Die Halbierenden der Dreiedsdwintel jchneiden einanbder
in einem Punfte, dem Mittelbuntte ded JIn=Rretjes.

w¥ip. 85. A
A
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165) Uujgabe. An ein gegebened Drveied ABC einen
Rreis 3u legen, ber die Seite BC von aunfien her, die beiben
aderen Geiten pon innen Her beriihrt.

uflojung. Jn Fig. 36 halbieve man den Winfel bei A und den
Aupentvintel CBF. Dad gibt, wic vorher, einen Schnittpuntt M,
als Mittelpuntt eined Rreifed, der jowohl die Berlingerungen dex
Dreiedsiciten AB und AC, ald aud) die Seite BC beriihrt. Dasd
von M, auf eine der Seiten gefdllte Lot, 3 B. M, D, ift der Radius
oeé mun lewdht 3u zeichnenden Kreifes, eines duferen BVerfihrungs:
freifed oder Un:=Rretfes. '

dolgerung.  Weil der Rueis M, die Seiten AB und BC be-
vithrt, muf dver Punft M, auch auf der Halbierenden bes Nupen-
winfelé BCFE liegen. Folglich: Die Halbievenden einesd Drei:

A an] 346.

;";'il] 37.

C

i

eddwinfeld und der an den beiden anderen E©den liegenben
AuBenwinfel [dneiden einander in eimem Bunfte, dem
Mittelpuntte ded einen An-Lreifes.

166) Dag Dreied Hat drei An-Kretfe und einen Jn-freis. Die
Dalbierenden jeded Dreteddtvinfeld und des jugehirigen nBenwintels
jteben aufetnander fenfrecht. Sdamtliche jed)s Wintelhalbievenden bdes
Dreiedd DEF in Fig. 37 Dbilben alfo ecin Dreief 4 BC mit den
pojen AD, BE und CF. Diefe Hoben mitfjen jid) in einem
Puntte hneiben, dem Mittelpuntte desd In=Kreifed fiir das
Yohenfuppunttdvreied DEF, wihrend A, B und € bdie
Mittelpuntfte der An-Qreife diejed Dreiedsd find.

Diejer Sap fommt jpdater noch einmal zur Shrade.

167) Dag Mittellot einer Geraden AB ift eine threy
Symmetrielinten. (AR zweite Ffann man die Gerade Jelbft be-
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tracgten.) Jeder Punft dex Mittelfenfrechten iff vou ben Endpuntien
A umb B der ®eraden gleidh weit entfernt.  Cr ift aljo Mittelpunit
eined Qreifes, der durd) die Punfte A4 uud B gebt. Folalich:

Alle RKreife, die durd) zwei gegebene Puntte gehen,
haben ihre Mittelpuntte auj Dder jugehbrigen Mitteljents
redyten.

168) Mufgabe. Cinen Kreis ju jeidnen, per dburc) drei
gegebene Punite geht, bie nidht auf einer Gevaben liegemn

Aufldjung. Jn Jig. 38 feien 4, B und € bie Drei gegebemen
Punfte. Man bilde die Niittelfentredite Fu AB und die Mittelfent:
redite 3u B C, diefe jdmeiden einanbder in einem Punite M, der von
ven drei Gdpuntten gleihe Cntfermungen Hat und Ddaber Mittelpuntt
pes mm leidht 3u zeichuenden Kreifed ift.

Beweis. Jeder Punft der Mittelfenfrechten LM ift von A und
B gleich tweit entfernt, aljo aud) ber Punft M. Jedber Punit der

A

Fig. 38. Fig- 39.
2 ( c
e e o P
/ . rd 3 J// ! :
e Pl sl P
// /‘4\ D R /
fs hdd ) A \& = I ‘yg
j', ¥ i ; i K 7
z \ ES F ; 2
\ / ’
i y
R e g f/
2 o Jrl

Mitteljentrechten DM ijt von B und C gleid) weit entfernt, afjo
audy M. Folglich ift M von 4, B und € qgleidh) weit entfernt. —
Die Aufgabe ift nur auf eine Art [B3bar. Daben zwei Kreife dred
Runfte gemein, fo fallen fie volljtdndig gujammen.

FGolgerung. Weil M von A und (' gleich weit entfernt ift, muB
M andy auf der Mitteljentrechten von AC liegen. Aljo:

Die Mittellote der Seiten eined Dreiedd jdneiden ein-
anber in einem Puntte, dem Mittelpunite des dem Dreied
umbejdhriebenen Kreijes.

Diefer Kreid foll fury als der Um-Kreis des Dreiedsd begeicet
tperper.

169) Denft man fih auf den Hihen bed Dreieds ABC
(Fig. 39) in den Ccdpuniten Lote ervidhtet, {o geben diefe etn Dreied
DEF, befjen Seiten den Seiten bon ABC pavallel find. (Warum?)
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Dabei find aljo ABCE und ACBF ‘Parallelogramne, jobaf
OB — EA—= AF ijt. Demnad) ift daz Lot A H die Mittelfentrechte
von FF. Gbenfo zeigt fih, dap BJ bie Mitteljentrechte von FD
und CK bdie Mittelfentrehte von DE ijt.  Dieje Mitteljenfrechten
mitffen fich aber in einem Punfte jdhneiden. DVemnad) jdneiden
einanbder die Hohen degd Dreieds DEF und fiberhaupt jedes
Dreiedd in eimem Punfte. Der bereitd audgefprodene Sap itber
pie Dreiedshihen ift damit beftatigt. — Der Hohenjdnittpuntt M
bat aljo nodh zweieclei Bedeutung. Cr ift Mittelpunft des Um-Kreifed
pom Dreied DEF und juglei) Mittelpuntt ded Jn-Rreijed vom
Dreted HJ K.

Bilbet man jedodh ein ftumpfwintliges Dreied A BC und daju
bie Figur, fo fallt M auBerhalb bder Dreiede ABC, DEF und
HJK und ift nidht Jn-RKeeid, jondern An-Kreid ves lehteren.

Der Durd)jhnittdpuntt S bder Mittellinien de3 Dreteds, bder
Mittelpuntt M des Um-Rreifes, die Mittelpuntte w, wy, py, py De3
St: Rretfes und ber Un=Rreife und der Hihenjdhnittpunit H twerden
ald8 merfwiirdige Puntie ded Dreteds begerhnet

y) Gymmetrijdes iber dad gleidjhentlige Dreted.

170) Die Halbierende ded Winfeld an Ddev Spibe ded gleichs
ichentligen Dreiedd war ald deffen Symmetrielinie nachgetviefen, fjoz
baf e5 aud zwei fongruenten Hilften befteht. Bunddijt folgte der Sah:
Die Winfel an der Grundlinie ded gleihidentligen Dreieds
(bie Bajiswintel) find einanbder gleich; oder: Gleichen Seiten
eined Dreieds lieqen gleiche Winfel gegeniiber.

171) Umgefehrt folgt: Sind zwer Winfel eines Dreieds
einander gleid), fo ift dasd Dreied gleidhfdentlig. Ober:
®leihen Winfeln eined Dreieds liegen gleide Seiten gegen-
iiber, (Sind nimlidy die Winfel bei A und B einander gleid, jo
find fie jymmetrijch gegen bie Mitteljentvechte, mitfjen aljo etnanber
in demfelben Punfte C der Mittelfentredhten fdhneiden, fodah aud
AC = B(C I]MI'I'

172) Die Halbievende bdes Winfels an der Opipe ded gleid)-
idhentligen Dreieds Halbiert die Grvundlinie und fteht auf bdiefer fent:
vecht; die Mittelfenfrechte der Grundlinie eined gleichjchentligen Dreiects
geht burd) die ©pihe und Halbiert ben bortigen Winfel. Die Ver-
bindungalinie Der Spihe ded gleidhichentligen Dreieds mit der Iitte
per ®rundlinie fteht auf biefer fenfrecht und halbiert ben Winfel an
ber ©hifie.
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Ale bdieje Sdpe find nur Audbrudsweifen Ddafilr, daf bdad
aleihichentlige Dreted ausd ziwei fongruenten Teilen bejteht.

Jebed Lot auf der ©hmuretrielinte ded gleidyjchentligen Dreieds
jdhueibet von ben Sdenfeln gleiche Stitde ab, von ber Flade ein
Untipavallelogramm. Yegt man an eine Gerade AB in 4 und B
nad) derfelben Seite gleiche Wintel {o an, dap die Schenfel einander
in einem ‘Punfte C jdhneiden, gibt man ben Sdienfeln bdiefelbe Linge
AD = BE und verbinbet man A4 mit £ und B mit D, jo geben bie
LVerbinbungslinien gleidjdhentlige Dreiede A BF und DEF, BWarum?

173) Der Mittelpuntt ded Um-Rreijed, ded Jn-Rreijes, des An-
Rreifes fiiv bie Grundlinie, ber Hihendburdidmitt, der Durd)jdmitt
per Wittellinten liegen beim gleidyjchentligen Dreied auf deflen Sym-
metvielinie.  Die WMittelpunfte Dder beiden anberen Wn-RKreife find
fpmmetrijd) gegen bie ©pmmetvielinie. Jhre Berbinbungslinie geht
burd) bie ©pihe ded Dreteds.

174) Die Mitteljenfrechte einer Sreidjehue geht ftetd duvcd) die
Mitte des Kreifes. Davaus folgt wiecder der Sah: Dag durch) zive
Puntie gehende Biijchel von Kretfen bat bie WMittelpuntte auf bder
Mittelientredhten. Man fonjtruiere die befreffenden Linien und einige
der Rreife. (Bgl. Nr. 167.)

175) ©teben, wie in Fig. 34, jwei ungleidge gleichjchentlige Drefece
itber derjelben Grundlinie, jo Haben jie eine gemeinjhaftlicdie Symmetries
linte, Denn bie Symmetrielinien Deider fallen mit der Mitteljentredten
der Grumdlinie zujammen. Dabet fonnen die beiden gleidhjchentligen
Dretede thre Spibe auf verjdyiedenen Seiten ber Grunbdlinie oder auf
perfelben Seite Haben. Stimmen dagegen bdie beiden gleidyjdhentligen
Dreiece iibervein, jo bhat dbag Gebilde jvei Symmetrieachien und ift
eine Raute (oder Rhombusg).

176) Anfgeben. Die mebriache Symmetrie des gleihjeitigen
Dreteds, beg Quadrated, bed regelmdfigen Fiinfedd bdesd vegelmapigen
Sedyseds uj. eingehender ju unterjudhen.

(€3 joll 3 B. unterjudht werden, ob pavaflefe Seiten vorhanden
jiud, ob Diagonalen vorhanbden fiud, die ju einer Seite pavallel find,
wie jicdh) beliebige Diagonalen paariveife verbalten, ob fich fongruente
Slacdhenteile vorfinden. Die Ferleguug jeded regelmihigen LBieleds in
gleid)jchentlige Dretecde, deven Spiben 1m Mittelpuntte Jujammeniallen,
ijt gleichfalld zu unterjudjen. Die Winfel Ddiefer Dretede find zu be
ftimmen. Die ein= und umbejdricbenen RKveife jind zu unterjuchen,
befonders Dinfidtlicd) ihrer Seftoren, Seqmente und Bogen.



Ableitingen aud bem Shmmetriebegriff. 63

&) Symmetrijdhes itber Kreije.”)

177) Dah jeder Kreid i bezug auf jeden Durvdhmefjer jym-
metvijd) ift, war jdon gegeigt. Bivei ober mehrere fongentrijdye
RQreife haben jeben gemeinjdhajtlichen Durchmefier zur Symmetrielinie.

178) Grridhtet man auf dem Durcdhmefjer eined Kretjesd einen
sweiten redtwintlig jdueidenden Durdhmefier, jo hat dad Gejami-
qebilbe vier Symmetrviead)jen, die dent Kreid in gleihe Oftanten zer-
legen. Grridjtet man auf dbem Duvdymefler an beliebiger anberer
Stelle ein unbegrenzted Lot, jo ift basd Gejamtgebildbe nur gegen den
Durdhmeifer Tymumetrifh. (Man unterjdeide die Fdlle, daf dasd Lot
anfierhald deg RKreijes liegt, dap e3 ben Kreid nur in eimem Punkte
trifft, daB ez innerbhalb ded SKreifed ltegt. Man jeige, daB ed im
leteren Falle zwet Sdnittpunite mit dem Kreife haben muf und
nidht nehr haben famn. Die Folgen der Symmetrie find anzugeben.)

179) $Hat ein Kveid zwer einanber jchneidende unbegrengte Tan=
genten, fo ift nur die Verbinbungdlinie bed Schnittpuntted mit dem
Mittelpuntte & L}mu tefrielinie Ded {m.mmiqeln (bes. Was folgt dDavaus fiir
gewifie Stiide ber Tangenten, fiir getviffe Wintel, fiir gewiffe Kreis-
bogen, fiiv gewiife Flacdhenititde? WVerbinbet man die BVerithrungs-
punfte der Tangenten mit dem Rreidmittelpuntte, wad folgt dann
weiter hinfidhtlich der Symmetrie?

Sind aber die Detden Tangenten parvallel, jo gibt e fiir bdas
Gejamtgebilde zwet aufeinander jentrechte S©ymmetvielinien.

180) Bwet nicht fongentrijdhe ungleihe Kretje Haben nur eine
Symmetrielinie, die Hentrale, d. 0. die DBerbinbungslinie threr
Mittelpuntte. Folgende Falle find moglich: Die Kreife liegen gany
audeinander; fie berithren etnander duferlich; fie jchneiden einanber.
(Diesd qejchieht daun in Fvei jymmetvijhen Punften, aber nicdht in
mehr Punften; denn Rreife, die in mebhr alé zwei Punften iiberein=
jtimmen, ftinumen vollftandig iibevein); fie berithren einander inmnerfid),
wobei der grofeve den Eleineren wmjchlieRt; bder Fleinere toird vom
quigeren gang umichlofjen, ofhne dap fie einen gemeinjdhaftlichen Punit
haben. [e > s e ={rd-2); |r—|—1 WH-r}\}'—-J]‘I’
e=(r—u); ¢e< (r—n); c=0 gibt fongentrijhe Sveije.]

Sm Falle des Schneidend Haben die Kreife eine gemeinjcdhaftliche
Sehne.  Weldhe Symmetrieverhdltniffe finben dabet Hinjichtlich geivifjer
Langen, Winfel, Krei’bogen, Fladen jtatt?

Diejer Abichnitt qibt Veranlajjung zu zahlveichen Beijpielen fiix bas
tedynijche Bivkelzeichnen.
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181) Jm Falle ded Audeinanderliegens haben bie beiben Kretje

vier gemeinjdjaftliche Tangenten. Aud Gviinden der Shmmetrie
fdmneiden fih diefe paarwveife in Punften P und @ der Symmetrieachie
(ber Bentrale).

AP und A P nennt man bdie duferen gemeinjaftlichen Tan-
genten, BQ und B, @ bdie inneren. (Fig. 40.)

B Hig. 40.
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LWas folgt fiir die Punfte der Figur, fitr die eingelnen Tangenten-
ftiite, fitr die Winfel, Bogen, Flachenftide der Figur; fiir die Radien
per Berithrungsdpuntte ujw.?

Sm Falle dber duferlichen Beviihrung bejdhrantt fich die Anzahl
per gemeinjdaftlichen Tangenten auf drei; im Falle Ded Schneidensd
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auf awei; im Falle der inneven BVerithrung auf eime; im Falle der
bollftdndigen UmjdlieBung des fleineren bdurd) bden grofeven (vhne
Beriihrung) gibt es Feine Tangente.

[Zill man bie gemeinfamen duperen Tangenten zveier Rreije
tonjtruieren, jo verfahre man vorléufig folgendermafen: Jn Fig. 40b
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jeien bie Qreife M und M, mit den Rabien » und », gegeben. Man
jchlage wm I, ben Mittelpuntt desd groferen RKreifes, einen Hilfstreis
mit dem Radiug (r — ), lege an diefen von M, aud eine Tangente,
die i A beriihre, ziehe MA bi3 zum Sdnittpuntte B und erridhte
auf M B in B ein Zot. Diefes gibt die Tangente BC. Die gegen
MM, bdazn fymmetrifde Qinie ift leidht ju zeichnen. —

Der Beweid der Ridhtigleit ergibt fid) aus dbem Redhted 4 BC M,
und ijt bem Sdiiler zu diberlafjen.

giiv die gemeinjamen inneven Tangenten ziveier auseinander
liegenden Rveife Dbenube man einen Hilfsfreid mit dem Radiug
(r + 7;).]

182) &ind swei nidht fougentrijde Kreife gleich grofs, fo hat das
Gejamtgebilde jtetd zwei Symmetrvieadjen. Die zweifade Symmetrie
joll fiiv bie verfchiedenen LRagen unterjud)t werden.

183) Haben bdrei ober mehr ungleiche RKreije ihre Mittelpuntte
auf einer Geraden, fo ift biefe die eingige Symmetrieadyje. Gehen
pret oder mehr ungleiche Rreife durd) wei Puntte, fo liegen alle
Mittelpuntte auf dev Mittelfenfrechten diefer Puntte, die bemnad) die
eingige ©ymmetrielinie ift. Gehen drei oder mebhr ungleide Rreife
burd) einen Punft, und liegen dabei ifhre Mittelpuntte auf einer duvd)
diefen Punft gehenden Geraben, fo ijt bieje Shmmetrielinie ded Ge-
jamtgebildes, alle Rveife Deviihren eimanber in den gegebenen Punkten
und haben bort eine gemeinjdhaftliche Tangente.

184) Aufgabe. Die Kreidreibe ju fonftruieven, bie innerhalb
cined (3 B. fpiten) Winkeld liegt und deffen Schentel berithrt, twobei
aber jeder Rreid die beiden benachbarten Rveije duperlich Gevithren foll.

(Man gehe von einem beliebigen Cote auf der Wintelhalbierenden
aud, tweldes ein gleidjdentliges Dreied gibt, Ddeflen Ju-Kreid und
deffen An=§reid leiht zu zeidnen find. Dann ervichte man Lote in
ven meuen Sdynittpuntten der Wintelhalbierenden, was mewe gleid)-
fhentlige Dreiede gibt, filr bie nun entweder Ju-Rreife oder Aupen-
freife ju zeidmen find. Statt die newen Winfel jtets su Halbieren,
giehe man gewifje Parallelen mit Hilfe ded Lineals und Winfelhafens,
ervidpte aud) dbie Qote mit deren Hilfe)

©ind die beiben Beriihrungsgeraben pavallel, jo iverden alle
Rreife gleid), und bdie Wufgabe vereinfacht fich.

185) WAufgabe. 1Um ecinen gegebenen RKreid [laffen jich Be-
rithrungsfreije, die mit ihm Ddenfelben Radiug haben, fo legen, daf
jeber feine beiben Nachbarn beriihrt. Wie grof ift ihre Anzahl, und

Dolamitller, Elementarmathematit. I 4 Aufl. 5
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fonftruiert man bdiefe Kreife? Die Symmetrieverhilinifle des Gejami:
gebilbes jollen unterjudyt werden.

(Sotwohl bie Mittelpunite ald aud) dbie gegenfeitigen BVevithrungs-
punfte der Kreigreihe liegen auf gewiffen Kreifen, auc) hat die Reibe
einent umbejdhriebenen Kreid.)

186a) Unfgabe. Einen Kreid zu zeidhnen, um den drei, bier,
adt, 3wolf, Jehzehn folder Beriihrungsireife von gegebenem Radiusd
gelegt find, wobet die Reibhe jededmal gejchlofien fein joll.

186b) m einen gegebenen Kreid drei, vier, adt, wilf, jecdhzehn
jolcher Berithrungsfreije zu zeichumen, toobei die Nethe jededmal ge-
jchloffen fein foll.

(Sm erjteren Falle zeidhe man wei Duvdhmeijer, die eimanbder
unter 60° fdhmeiden. Jm Schnittpuntte ded erften Durchmefjers mit
pem Rreife zeihne man eine Tangente. Man Halbiere ben LWinfel
pon 150° ben bie Tangente mit dem jziwveiten Durchmefjer bildet.
o bie Winfelhalbierende ben erften Durdymeffer jdhneidet, [iegt dad
Bentrum bed8 gejuchten Kretfes. IMMit ben dibrigen Fdllen verfahre
man in entfprecdhender Weife.)

187) Nufgabe. Cinen Kreid in fed)s gleidhe Seftoven einguteilen
und in jeben Seftor einen Beriihrungsfreid zu zeidnen.

(Man bilde die Symmetrielinic eined der Seftoven, ervidte auf
ihr im ©djnittpunfte mit dem Rreife ein Lot und zeidme den Jn:-
freid ded entftehenden (gleichfeitigen) Dreteds.)

188) ufgabe. Um einen Punft cined gegebenen Kreifed mit
bent Hadiud einen SKreizbogen zu fdhlagen, bder gang imnerhalb ded
Rreifes liegt und zivei Teilpuntte ber Kreidlinie gibf. it den Dbeiden
Teilpunften joll dagfelbe gejhehen und bdie Konftruftion {o oft wieder-
holt werben, bid dad Ganze (dliept.

Das Gefamtgebilde foll bejchrieben twerbemn. ™)

189) Uufgabe. Jn die BVogendretede, welde vom gegebenen
Rreife und je 3wei aufeinanber folgenden der vorher fonftruierten Kreis-
bogen gebilbet find, Beriihrungdfreife einzuzeidmen. )

ES

Bahlreiche Beijpiele mehrfady jymmetrijcher Fiquren finbet man in
ben Lehrbitchern fir gebunbenes Reichnen. Auf gotijdhe Mapiverie, bejonbders
auf Rofetten, fei aufmerflam gemadyt, tweil fie bortrefilidhe Jeideniibungen
geben und basd Werftindbnisd fiir die gotijhe Bautunft vermitteln. Man
pal. ®. Miiller: (bungsftoff fiir das geometrijdje Beidmen (Stuttgart bei
B. Neff); Weishaupt-Ridyter: Das Gange bed Linearzeichnens; By, I
(Leipzig bet $. Hieger).
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(Das Lot, welhed auf dem Symmetrieradiug eined Bogenbreieds
tm Cnopuntte ervichtet ijt, beviihrt bie beiden vollenbeten Sreigbogen
ped Dreteds. Diefe Tangente ift bereitd halbiert. Man zeidhne iiber
ber cinen Hilfte einen Halbbreis. Diefer gibt auf bem einen Gren:
bogen den Berithrung8puntt mit bem gefuchten Kreife, denn bie dret
betveffenden Tangenten miiffen gleid) lang fein.)

1L Soxtfebung des planinetvifhen Lehrgangs.
a) Die Lefre von der Kongrueny.
«) Die grundlegenben Kongruenzjdse fiir basd Dreied.

190) Aujgabe. Cin Dreted zu fonftruieren aus zwei
Setten und dem von ihnen eingefdhlojfenen Wintel

Uuflojung. Jn Fig. 41 feien a, b und < p bdie gegebenen
Ctiide. Man lege dbie Gerade « ald CB beliebig hin, trage bei ¢

it}

(] f
= e / e
i
~
/ {)l'* =
/ //' ¥ = ]
3 {,, - B

an fie den Winfel » an, made den newen Sdenfel CA — b und
verbinde 4 mit B. Dann ijt Dyeied A BC dad gejudpte, denn es
enthdlt die gegebenen Stiide.

Bemerfungen. Die Aufgabe ift jtetd [58bar, fobald mur y ein
fontaber Wintel ift, was vorausdgefet werden foll. (It der < p =10,
jo jallt @eite b anf e Jft <<y = 180°% fo fdllt b in bie ju a
entgegengefepte Richtung. Jm exvjteren Grenzfalle wird Seite ¢ — a — b,
jalls a Ddie grdBere ift, im jweiten witb c=a -+ 0. Sn beiden
dallen ird die Dretedsflahe gleich NMull; im allgemeinen twird die
Sldahe verjdhieden bon Mull)

Die Aufgabe fithrt jtetd su ciner eingigen Lojung. So oft man

ein Dreiet and Dden gegebenen Stiiden fonftruiert, fei ed im einen
oder im enigegengefepten Sinne (Umtlappung), ftetd erhalt man

Dretecte, die fidh) mit dem zuerft fonftruterten deden.
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Qegt man némlid) dad zweite fo fonjtruievte Dreied jo auf das
ecjte, Daf die Winfel p aufeinander fallen und zwar mit den gleid)
langen Sdhenfeln, jo miiffen aud) bie Gnbpuntte B einanber Decen,
¢benfo die Gudpuntte A und demnach aud) die Lerbindungslinien A B.
Daber ftimmen die BVerbindbungadlinien in ber Liinge itbevein und bie
Winfel bei B, ebenjo die bei C in der Grofe. Uud) die Fldden:
infalte beiber Dreiecte ftimmen iiberein.

Darausd folgt
per erfte Songruenzjag: Stimmen zvei Dreiede in el
Seitent und dem eingefhloffenen Wintel ibervein, jo find jie
fougruent

Die genaunfen drei Stiide «, b, y geniigen Fur Konjtrultion
und ugleich zum Nachweife der Kongruenz, d. h. der Ubereinftimmung
ber iibrigen Stiide ¢, , f und F (Fladhe). Damit ift nacdhgewiefen, dap
bie Dreiecfe auch in fonftigen Stitden dibeveinftimmen miiffen, 3 B. in
gleichliegenden (Homologen) Hoben, in gleichliegenden Mittellinien, in
gleidliegenden Wintelhalbievenden, in Den einbefdhricbenen Kreifen, m
ven gleichliegenden An-Rreifen, in den Um-Rreifen ujiv.

191) Nufgabe. CEin Dreied zu fonftruieren aug einer
©eite und den beidben anliegenden Winkfeln.

Anflojung. Jn Fig. 42 fei a die gegebene Seite, f und y
feien die gegebemen Winfel. Man lege die Gervade « ald BC bes

liebig Bin, lege bet B und C die Winfel B und p auf bderjelben
Fig. 42.
[
J = 5 -'lrn.
.'F ““"\--.
/" .-"II e
f ".I. \‘J = pad
f it T
I:‘- = i e e e Ll == {
2 B C
JH.\_

,./'ﬁ’/
©eite an die Gerade an und verfangere die freien ©djenfel bis zum
Durdidnitt A, dann ift ABC dad gefudhte Dreied, denn ed Hat die
geqebenten Stiide.

Bemerfungen, Die Anfgabe ift ftetd (H3bar, jobald f -+ » < 180°
ift. (®renzfille findb B+ y — 0, wobei die beiden Schentel auf «
falfen, « — 180° und F = 0 wird, und p + y = 180° tvobei bie
Sdentel pavallel twerden und, tenn fie niht zujammenfallen, ein
unendliches Dreied geber.)
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Die Aufgabe Hat ftetd nuv eine eingige Qifung, denn alle anderen
Dreiede, die aud denjelben Stiiden fonftruiert werden, lafjen fidg mit
pem evjten sur Dedung bringen. Man fann fie namlid) mit ben
gleichen Seiten fo aufeinander fegen, dap bie gleichen Winfelpaave
aufeinander fallen. LWeil bdabei Dbie freten Sdyenfelpaare einanber
deden, mitfien aud) die Durdyjdnitidpuntte einander decen. Daburd)
ift dag [bereinftimmen in ben iibrigen Stitden b, ¢, ¢, F nacdhgetviefen.
(Die Tbereinjtimmung im Winfel « war dabei felbitverjtindlid)
Warnm?)

Davaud folgt
ber gweite Kongruengjng: Stimmen zwei Dretede in einer
Seite und ben beiden anliegenden Winfeln iiberein, jo find
jie fongruent.

Man fann aber all- Fig. 48.
gemeiner fjagen: !
Stimmen zwet e
Preiede in einer B
Seite und 3wei homo: o
(pgen Winfeln iiber= i |
ein, fo fiud fjie fon: / b
gruent. f \
192) Hufgabe. Cin I' fl
Dretedzufonftruieren | \
ausd bden Drei Seiten "x‘ / ; /
Nufldjung. Sind  \ / \ /
a, b und ¢ die gegebenen ‘\\ i X
Seiten, jo lege man 3. B. Mool /J—r’-,——-..._‘_.\\
a ald BC beliebig hin r—— \;/w’;h—‘ —‘:—}—h e -1
und fhlage mit ben Jivkel: e M_""i'_";/’ X
pifnungent b und ¢ Kreid- {-" \ o \
fogen um C und B. i Y
Sdyneiden Ddiefe einander
in A4, fo verbinde man A ’
mit B und €. Dann ift ' 7
S e

A ABC bag gejudyte
Drete, denn ed hat die
gegebenen Stiide.
Bemerfung. Die Anjgabe ijt jtetd [63bar, jobald die Sumnte
oer beiden feineren Seiten guifer ift al8 die dritte. (Im Grenfalle
a— b - ¢ fallen b und ¢ auf a und bder Flaceninhalt des Dretects 1t

Null.) Die Aufgabe Hat aber nuv eine einzige Lofung. Tenft man




T0 Plawimetrie 11 ,a\i."l.h‘bu[ q des Yehrgangs.

jih ndmlid) die Dretede mit der griften Seite jo aneinanber gelegt,
pap ein aug zivei gleid)jchentligen Dreieden bejtehenbdes Viered A BD C
entfteht, fo ijt Diejes fymmetrijd) gegen die Diagonale BC, aljo ift
A BCA >~ BCD. (Bgl. Fig. 43, die aber anbdere Budhftaben enthalt.)

PVean fann aud) jagen, dafy die ju gangen Kreifen vervolljtindigten
Sonjtruftiongbogen  einander brc‘fcn, paber auch ibhre Durchjdhmitte.
Aus der [bereinftimmung 3iveier Dreiede in den drei Seiten folgt
afjo die Mbeveinftimmung i ben drei Winfeln und im Fladeninhalt.

©o ergibt fich
per Dritte Qongruengjab: Stimmen 3wei Dreiede in den
drei ©eiten itberein, jo find Jie fongruent.

193) Cin Hilfsjah und feine Umtehrung Der griferen
bon jiwer Dreteddjeiten Tiegt ftetd der grioBere Winkel
gegeniiber.

Beweid. Jn Fig. 44 fei BO > AC, fodbaf man CA ald8 CD
bon CB abjdneiden famr. Man tue died und verbinde 4 mit D. Dant

it AN ACD gleidy-

¢ Btg. 44 jchentlig und<d=94,.
= Dabei ift << 0, al3

r,-"' 5 Aupenwinfel ded
/ af = AABD><8, alfo
f" = e PR H""‘a_x and) s d > <¢ B, jolg-
i fih it o, weldhed
o e Bl grifer af8 0 ift, m}

recht groBer ald |
Bemerfung., Den beiden fleineren Seiten eines Dreiects tnm
nur fpibe Winfel gegeniiberliegen. Der quihten Dretectaeite l:mm
eint fpiter Winkel (> 60°), ein rechter ober ein jtumpfer gegenitberliegen.
11111:1%&&1‘1‘ folgt:

C gig. 45- Dem groferen vou
/ B ,qmu' Dretedswin-
e feln liegt ftets die
/ e grofere Geite

;,f o e gegeniiber.
Vi e . = ._ Beweis,  Jn
o] otes L BN (1 e e
fodbap man <= § al8

L BAD = §, vom Winfel « absiehen fann. Tut man diesd nadh
Art der Fig. 45, fo ijt A 4 }Jj. gleichichentlig, 9. 0. BD — DA,
Sm A A0D ijt aber A C<CD 4 DA, aljo, dba man fiivr DA aud
DB jepen fann, AC < ¢D + DB, b.Y. AC < OB.
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Bemerfung. Die einem vechten oder einemt ftumbpfen Dreteds:
winfel gegenitberfiegende Seite ift jtetd die grifste des Dreieds. (Daber
war dad von einem Punfte auf eine Gerabe gefallte Qpt die fitrzejte
Qinie, die vom Punfte nach der Gevaden gejogen iverven fann.)

194) Yufgabe. Cin Dreted zu fonjtruieren aus 310 et
Seiten und dem der groferen gegeniiberlicgenden MWinkel

Yuildjung. Jn Fig. 46 feien a und b Ddie gegebenen Seitert,
a die qrifere davon; « fei Der a gegeniiberfiegene Winfel. TMan
Tege b a3 AC beliebig hin und lege bet A den Wintel ¢ ald 9 CAX
bavan. Sebt jhlage man mit ¢ um C einen freid, der die Gervade CX
an wei Stellen B und D fyneidben muf (weil « > ift). LVon

; e (1 i ﬁll‘j 115,
| )]
= = e T
// 4 // \: R
; - \ K
e o >0
/!’E \\\ .
e " \ ~ &
- (7] \ ~
.\\\ 7 -~
A e Ao S e R R S e e _'\_\\ L i_" P

oefen Wunften it nur der auf der Seite von « [liegende Punft B
proudhbar. Berbindet man B mit €, o Hat man bad verlangte
Dreied, denn e befibt die gegebenen Stiide.

Bemerfung. Dad Dreted ijt jtets miglid), jobald mu < e < 180"
(Was gejdhieht im Grenzjalle « = 180°%) Gtetd ift mur eine einmzige
Copmg moglid).  Madht man nimld bdiejelbe Konjtruftion nod) etn-
mal, fo laffen fich beide Beichnungen voljtindig jur Dedung bringen.
Der Sdiiler weife died jelbjt nac). (Cr fann aud) die Dreiece mit
ben Geiten @ fo aneinander legen, daf eine ymmetriide Figur entjteht.)

Darans folgt
per pierte Kougrucnzjoh: Stimmen zwei Dreiede in 3wet
Ceitenn und dem der groferen gegeniibervliegenden Winkel
iiberein, fo jind jie fongruent

pen

195) Nufgabe. Gin Dreied zu fonjtruieren aud e
Seiten und dem bder Fleineren gegeniiberliegenden Winfel.
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Auflojung. QJn Jig. 47 feien @ und b die gegebenen Seiten,
b Die fletnere bavon, f ber ihr gegeniiberliegende Winfel. Man lege
a ald BC beliebig hin und lege bei B den Winfel § alg <C CB X
an. Darauf {dlage man um C mit b einen RKreidbogen. Schneidet

biejer die Gerabe BX in zwei Punften 4 und A4, (wad nur auj

e B
&ig. 47. c
(o deasy a i /"\
/’ i
== ] iy
e\
P \
i | \
/ :
(¢35 i
> i \D
— ] / A
i \
! LY
/ / ' \
€. x : \ :
3 ST 7 o o
B 3 e 'f---._____ _)_ i ____2:-"! e e
Y S e

oer @eite bes Winfeld g gefhehen fann, weil b < a ijt), und ver
bindet man € mit 4 und A,, fo geniigt jotvohl dag Dreied A B,
al3 aud) dag Dreied A, CB ber geftellten nufgabe, denn Leide b
fiben bie gegebenen Stiice.

Bemerfung. Soll die Aufgabe [65bar fein, jo muf erjtens
< B ein fpiter Winfel fein, da er der Heineren Seite gegeniibexlieqt.
Bioeitend muB b mindejtend fo lang fein iwie dag in der Figur ges
seidmete Lot CD. Jit b tirger als diefes, jo Hat die Uufgabe Feine
Lojung.  Jft b gleid) diejem Lote, fo Hat die Aufgabe eine Lijung,
und dabei ijt dag Dreied ein redtwintliges. IJft b langer ald diefes
Sot, aber fleiner alg «, fo hat die Anfgabe jivei Lojungen, eine mit
einem fpigen Winkel ¢ und eine anderve mit einem jtumypfen Winfel e,
ter ber Supplementwinfel von « ijt. (Warum?)

Ptan fann die beiden Dreiede, wie aud) Fig. 46 jeigt, mit den
©eiten b fo aneinanber legen, daf fie jujammen ein gletchjchentliged
Dreied bilden. Samtliche Dreiede, die man aud denfelben Stiicen
Tonftruiert, find enttoeber bem Dreied ABC ober bem Dreied 4, BC
fongruent. Bivei joldhe decen alfo eimanber, wemn die Winfel « in
beiben , gleidjartig” find, 0. h. beide fpif ober beide ftumpf, ober bLeide
redhte Wintel find. Der Beweid der Dedung fann iwie vorber dem
©dyitler itberfajfen werben.

Darausd folgt
per fiinfte Rongruenzjap. Stimmen zwei Dreiede in jwei
Setten und bem bder {leineven gegeniiberliegenden Winfel



lgemeines fiber Konjtruftionen und Kongruenzjdbe. 3

fiberein, unbd {ind bdie ber groBeren gegeniiberliegenden
Winfel gleidhartig, jo find die Dreiede fongruent.

£) Allgemeined ither Ronjtruftionen und Kongruenzidpe.

196) Ulle fonjtigen KRonjtruttionen von Dreieden aus bdrei
poneinander unabhdangigen gegebenen Stiden laffen jih auj bdie
fitnf bier angeqebenen qrunblegenden Dreiedfonjtruftionen
suriicfitbren.  Dasfelbe gift von ben fonjtigen Kongruenzjahen, Dbdie
gbenjo auf die Dhier angegebenen fiinj puriidjufitbren find.

Daf die gegebenen CStiide unabhangig voneinanbder jein miiffen,
eigt fidh 3. B. an den Dreiedswinfelu. Die Aufgabe, ein Dreied
aué gegebenen Winfeln «, § und » zu fonftruieren, ijt nur dentbar,
wenn y = 180° — (¢ -+ ) 1. Der Winfel y alfo darf gar nicht
gegeben iverben, demm er ift jdhon burd) « und S befjtimmt, midt un=
abhdngig von ihnen. Daber find undad)it nur ziver Stiide gegeben,
¢ und B, und bag drifte jur Ronjtruftion ndtige Stid fehlt nod).

BVei der finften Konftruftion hat man gejehen, daf eine Aufgabe
bisweilen zwet LWjungen Hat. Died beruht davauf, baf ein Kreis
einte ®erabe ober eimen anderen Kreis tm allgemeinen in ziwet Puntten
fhneiben famwn. Diefer Umitand fithrte bei diefer Aufgabe auf ziwvet
Punfte 4 und A4,. Uber bdies ift nidyt immer der Fall. So hat 3. V.
Fig. 30 der RKreis ebenjalls jwer Sdhnitte mit der Geraden, aber es
war trobdem nur ewne eingige Lojung der vierten Aujgabe mdghd).
Seber einbeutig [63baven Nonjtruftiondaunfgabe entipridt

ein Rongruenziab.

197) Die ﬁUlIﬁl‘lEfl’tL’=1i~':l‘1!if1__“5ﬁl'-"” perfangen in Der Hegel eine
Boruuteriudhung bdariiber, twie bie Anufgabe etiva angegriffen werden
faun. Diefe Unterjucdhung Dbejeichnet man als die Analyfid der
Aufgabe. An diefe jdlickt fih die Konftruttion an. Nadh BVollz
enbung Der lehteren ijt ber Beweis Ddafiir ju geben, daf dag fou:
ftruterte Gebilde bdie gegebenen Stiide fat. Die Analyjid fann
verfhiedenavtiq ausfallen, jodaf bisweilen ganz verjhiebene Kon-
ftruftiondwege mibglidh twerden. Je tweniger Grunbdoperationen man
dabet zur Ausfiihrung nbtig Hat, fiiv um fo befjer gilt bie Lojung. —
3n der NRegel wird nod) eine Unterjudung bdariiber verlangt, unter
welden Bedingungen die Aufgabe (68bar ift, wann fie eine obex
mehrere Lojungen Hat, 1und twelde Sonberfalle eintreten fonnen. Dieje
Unterfuchung beigt Determination.
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198) Beijpiel einer Dreiedsfonitruttion.

1. ufgabe. Cin rvedtwintliges Dreied Tu'['f fonftrutert
perden aus der Hypotenufe « und dber ju diejer gehdrigen
Hohe k,.

2. Analyfis. Man denfe fid) dag Dreied ABC gezeichnet.
= BAC fei ber vechte Wintel, ihm gegeniiber liege die Hypotenuje a,

DA fei die zu diejer gehirige Hobe £, .
; Man evinnere fidh ded Sabes, dafy der
- *'-; _35____""_&!; 4 Winfel tm Halbfreis e Redyter iit.
2 =T Demnach) muf die Spibe A ded Dret
e eenol efd auf einem $Halbfreife liegen, ‘m
R iiber BC=a a8 Durdmefier 3u
seihnen ijt.  (WMan jagt: Der geome:
— trijdhe Ort der Spibe A 1ft der zum
Durchmejfer « gehovige Halbfreid.)
Ferner mup Ddie Spige A von Dder
Hypotenufe den Abjtand 72, habem, d. h. fie muf in einer Parvallelen
3 a liegen, bie von diefer Geraben den Ubjtand A, hat. (Died ijt
ein zweiter geometrifher Ot fiiv bie Spige.) Durd) die Kenntnid dev
beiben geometrijhen Orte wird bdie Konftruttion ermbglicht.

3. Sonftruftion. o und A feien die uebjt dem vedten LWintel
gegebenten ©titfe.  Man lege a ald BC beliebig hin und fonjtrutere
bie zugehorige Mittelfenfredhte, der man bdie Linge M E =, gebe.
Auf diefer ervidhte man im Punfte £ ein Lot }-,'.\'. Um M lege
man mit MB einen Sreig, der da3 Yot EX in A jdmeide. Ler:
binbet man A mit B und ¢, jo Hat man in A BC bad verlangte
Dreied.

{. Beweis. Nad) der Konjtruftion ifft M B = MC, aljo geht
ber gefhlagene RKreizbogen durdh) B und € und ift ein Halbireid vom
Durdmeffer BC =a. Da << BAC ein Winfel tm Halblreife 1t
mup er ein Redter fein. ME ii'cllt jenfrecht auf BC und hat bie
Qinge k,, alfo hat das zugehirige Lot EX itberall, aud) bei 4, von
ber Dypotenufe ¢ den WUbjtand 7, b. . bie Hihe DA DHat die ge:
gebene Ldnge. Das Dreied hat demmac) die verlangten Stiide.

:?;t"{ 48.

e . . i S 2 TRy 3
5. Determination. Jit », fleiner ald3 der Radwué —- bdes

b
Rreifes, Jo jind zwei Sdnittpuntte 4 und A, mibglhd). Dieje geben
aber jwei fongruente Dreiede, denu A ABC und A A, CB find
= er R et e a ;v :
fymmetrijd) gegen die Mittelfentrechte. Jijt ~, = -, fo Wwird dad Lot

EX Tangente ded Rveifed, damn ift alfo nur ein Dreted moglich
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Allgemeines itber Konjtruftionen und Kongruenzidpe. (D

PR e DE i . ; = = = i ! 5 e i
und bdiejes it redhtivinklig gleidjdhenthrg. Jit L”,;-; =, |0 fjdhneiben

einander die beiden geometrifchen Ovte nicht, b. h. e3 ift feine ¥bfung
moglich). (Fiir den Gvemzfall 2, =0 fillt A nui B ober mit C
sutjammen.  Die Flache des Dreieds wird dann gleidh Jeull.)

Bemerfung. Jolgern fann man davaud den Safy: Stimmen
set rvechtvinflige Dreiede in der DHypotenufe und der jugehirigen
Hobe iibevein, {o find fjie fongruent. —

Biswet Iu: fiegt aber bdie 2Wjung der Aufgabe weit verftedter,
fobaf fie faft auf einen Sunftoriff hinausfithet. Aud) dazuw jollen
Beijpiele gegeben twerden.

199) Beifpiel einer andeven Dreieddfonjtruttion.

1) Anjgabe. Cin Dreied aud ben drei Mittellinien zu
fonjtruieven.

2) Unalpfis. Man dente fidh) dad Dreie ABC mit den Ddre
Mittellinten AD, BE und CF ober {,, &, #; gezeichnet und erinneve
jih Des ©abhed, bdah
dieje Geraden durd) ben Big- 49- A
felben Punft & gehen, [ [ |
purd) ben von jeber der | 4
britte Teil abgejdnitten . ' ek

wird. Danad) in LSl e ] % /
DG —=1it, BG =24, % | 4 S e
CG = ‘;r‘ Auperbem | | BT

it DB = DC. Madt | - Ak g
manalfonod) DH=DG, | it TR
fo it BGCH ein Paz | | B — =0
rallelogramm (denn die B S :
Diagonalen  Halbieren Fa it
einander). Die Hiiljte 74

B G H bdiejed Pavallelo-

gramms ift ein Drveied mit den Seiten 2f, £, i, fann alfo
leigt Fonftvuiert twerden, und auc) der NRefjt der Qonftruftion ift leicht
au itberjefen.

3) RKonftruftion. Sind in Fig. 49 £, &, t; die gegebenen
Mittellinten, jo {Hneibe man von jeder den dritten FTeil ab und fon-
jtrtere aud den Rejten dad Dreied BGH. Man made HD gleid)
14, siehe BD und verlingeve e3 um fich jelbjt iiber D hinaus, was
C gibt. H@G verlingere man itber G hinaud um fjich iL‘Hn"t was A
qibt. Berbindet man A mit B und €, jo ift ABC bad verlangte
Dreted.
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4) Beweid. Nad) der Konjiruftion iit D ber Halbierungdpuntt
pon BC, afio ift AD bdie eine Mittellinie Des Dreiedd.  Nad) der
Qonftruftion ift HA = 4t, HD=1t, ofjo AD=1#, b. b bie
Mittellinie AD hat die ridjtige Ldnge. Da aber Dex Punft G von
ihr ben Dritten Teil abjdyneivet, fo find BG und CG Teile der betben
anderen Mittellinien. Dabei it BG = 24, und audy gleiy $BE,
folglich ift BE = t,. Da nad) dex Qonftruftion G H und BC durd
D Balbiert find, jo ift dag Bieved BGCHU ein Parallelogrammn.
Folglich it GC = BH = 3t;. Da aber sugleid) GO = £ CF ift,
fo ift CF—=1t, a3 Dreied Hat alfo die verfangten Mittellintern.

5) Determination. Die Aujgabe ijt [6&bar, jobald bie Summe
oer beiben Heineren Mittellinien grofer ift al3 bie dritte, denn bann
fann A\ BGH fonftewiert und die Figur vollendet wevdenm. Jm
Grengfalle ¢, - f; =ty Wwird die Flade ded Dreieds ABC gleidh Null.
Warum? Sind stwei Mittellinien gleid), fo wird das Dreied gleid):
jchenflig, find alle drei gleid), fo oird e2 gleidyeitig.

Bemerfung. Darvaus ergibi fidh folgender Kongruenzjah: Stim=
men zwei Dreiede in den Mittellinien itberein, jo jind jie
fongruent.

200) Dritted Beijpiel einer Dreiedafonftruition.

1) Hufgabe. Ein Dreied ju fonjtruieren aus set Seiten
und ber gur dritten gehdrigen Mittellinie

2) Mnalyfis. Angenommen, ABC wive 0ad gefuchte Dreted
mit den Seiten BC = a und AC = b und der Mittellinie CD =4,
pantt [aGt fidh D alz Mitte eined Pavallelogrammd 4 ¢ BE betradyten,
weldhed @ und b ju Seiten und AB und CFE = 2{; ju Diagonalen
fat. Die Hilfte CBE diejes Pavallelogramms fann pemnady aud
den drei Seiten a b, und 24, fonftruiert twerden.

3) Qonftruftion. Man gebe der belichig hingulegenden Ge-
raben CE bdie Qéinge 21, dhlage um C und E Bogen vom Radius a
beztv. b, bie einander in B fdmeiden, jiebe BD und verldangere s
fiber D BHinaud um fich felbjt, und verbinde bem ncuen Gudpunft A
mit ¢ und C mit B, daun ijt ABC bad gejudhte Dreied.

4) Beweid und 5) Determination find einfa.

Bemerfung. Damit find jugleid folgenbe Uufgaben geldit:
a) Swifden zwei fonzentrifden RKreifen fei ein Bunit P
gegeben; durd) ihn foll vou Kreid ju Kreid eine Gerabde jo
gelegt werden, baf jie in P halbiert ijt. b) Gegeben jeien
swei fonzentrifde Rreife uud ein zwifden ihuen {iegender
Runft P. €3 foll ein Rechted gezeidnet werben, weldesd




Dretedstonitruttionen. 1

feine Gden ju je zweien auf dem beiben Kreifen und P jum
Pittelpunfte hat

201) Lajjen fidh zwei Bielede auf piejelbe Art in Hhomo:=
foge Dreiede gerlegen, jo jind bie Bielede fongruent.

Der Beweis ift fo einfach, daf er den Schiilern itberlaffen werben
fann.

Xn fongruenten Figuven ftimmen homologe ®eraben,
homologe Winfel, Homologe Kreife, homologe Flachenitiicde
fiberein.

y) Dretedsfonfrruitionen®)

202) Begeinungen. Die den Punften 4, B, C gegertitbers
liegenden Dreiectdfeiten follen in der Regel mit a, b, ¢ bezeichnet
werben, die zu A4, B, C gebivigen Winfel mit «, §, . Die Mittel-
finien de3 Dreiedd jollen ¢, f,, £, Deiften, die Winfelhalbicvenden, big
sur Gegenfeite gevednet, sy, w,, wy; die Hohen hy, hy, hyj dev Rabdiusd
bes Umfreifed », die Rabien bder vier Beviihrungstreile o, 05, 05, 05.
Dabet entiprechen bie Marfen 1, 2, 3
pen Budftaben 4, B, C beyw. a, b, c. g3
Der Wmfang eined Dreiedd Heife . /,\

Bei vedhtivintligen Dreteden joll Die /
Sopotenuje ¢ Beifen. Vet gleidy: /- \
jchentligen Dreieden joll b die BVafis /’ﬁh I

fein.
NS v nl En » £t 4s ToT o =
;‘(J.{__l Dretede ju fUII]hlE-.t.l\.‘.I ;’//, N
aus: 1) a, b n. 2) a b k. 3) a, = \
Fipp By &) @6, Boy Ra: D) @ b 4. /
6) a, {;, &. T} a, by, 3. 8) a b S~

I o i i e
RN A e R a B kl)w o g~ I.]
a, hs. 12)r, a4, 1. 13) 71, a & i In
14) o, @, f. 15) o, @, . 16) o, a,, ‘\ /
a, (a; wund a, jollen die durd) den /

Berithrungspuntt entftehenden Teile b /
von a jein). 17) o, w;, . 18) o, e
a, B. 151':] 0

e b % .
e . 20) 01, @y, Gy

1) o, wy, @ 22) o B k. 23) o, B By 24) o5, ¥ Iy.
9 )

:
: o S ¢ {
V@ o 0 26) ity gy 05 20) &, 05 Ry 28) «, 03, By (bgl.

9
9
# Einige der ufgaben find jchon vorfer bejprodhen.
#) Per Ort der Mitten aller Sehnen, die bon einemt Punite der Kreislinie
audgehen, ift ein Beriihrungstreid vom Halben Rabdiusd. (BVgl. § 153.)
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Fig. 50). 29) AUus den Seiten ay, by, ¢, bed Hohenfufpuntibreieds.
30) Aus a, § und der Summe s der beiden anbderen Seiten. 81) Wus
@, f und bder Diffeven d ber beiden anderen Seiten. (Vei bdiefen
beiben Anfgaben fommen Sdse vom AuBenivinfel beim gleichicdhentligen
Dretede zur Anwendung.)

204) Redytwintlige Dretede ju fonftruieren ausd: 1) Hy-
potenufe ¢ und Rathete @. 2) Hypotenmuje ¢ und «.  3) Pypotenufe ¢
und Hobe ;. 4) Hypotenuje ¢ und #,.%) 5) o und jpisem Winfel «
6) o und RKathete a. 7) o, (an Kathete «) und «. 8) o, und f.
9) ¢p uno @ 10) o und py. AE) g IMb o5 12) g, D 0.
13) o5 und a. 14) g, und f. 15) Hypotenuje ¢ und Summe s
ber beiden Kafheten. 16) Hypotenufe ¢ und Unterfchied d der beiden
RKatheten.

205) Oleidhfdhentlige Dreiede zu Eonjtruieren aus:
1) Bafis b und Hobe 7, (oder o;). 2) Bafid b und ¢. 3) Bafis b
und g,. 4) Bafid b und < f. 5) Bafisg b und ¢,. 6) Bafig b und 7, .
7) o und o,. &) o umd hy, (pber g;). 9) o und . 10) o und c.
11) @ und k. 12) « und w,. 13) B und w,. 14) o, und g.
15) g unbd «. 16) ¢, und e 17) g, und B.  18) a und .
19) b und Summe s der Schenfel. 20) a und Summe bder bLeiden
anderen Seiten. 21) r unb b. 22) r und @. 23) » und f. 24) r und «.

Der Schitler verjuche, die Beifpiele diefed Abjdnittd felbft su vers
mebhren. (Die Wintelhalbievenden pilegen Schivierigfeiten zu madhen.)

d) Einige anbere Ronftruftionen

206) ®egeben jeten eine unbegrenzte Gerade KL und
swet Punfte P und @ auf derjelben Seite der Geraden.
Auj biejer foll etn Punkt X {o bejtimmt tverben, dap deffen
Lerbindbungslinten mit P und ¢ bie Gerabde unter entgegen=
gefept gleidhen Winkeln {dneiden®*)

uflojung. Man jpiegele @ gegen die Gerade, wad @, gibt,
verbinbe @, mit P, wad den Sdmittpunft X gibt. Died ift der ge:
fuchte Punft, wie fich aud der Geraben X @ leidht ergibt. — Beweis
bem @djiiler 3u iitberlajfen.

Bemerfungen. Statt Q 3u jpiegeln, fann man auch P fpiegeln.
— eht bon @ em Lichtitrahl an die jpiegelnde Gerabe KL, o wird
er fo auriidgeworfen, daf <« =« ift. Gr bat alfo, um von @

) Bgl. Anmm. 2) auf Seite 77.
=5 Piefe Nufgabe wird vielfadhe Anwendung findben.
. ] g
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aud ing uge, welded fid) in P befinden mige, zu gelangen, den
fonjtruterten Weg ¢ X P juriidzulegen. Dasd Auge jieht dann in der
Lerlangerung von PX dad
Spiegelbild ¢, von Q. &ig. 51.

Die Gerade @, P= X0Q,, Lo
+ PX ijt ber fiivzefte LWeg e
soifdgen @, nnd P Folg: T
lidh i)t aud) QX + X P dex e o e
tiivzefte Weg, der bon @ ausd 5 - =
sum Spregel und dann nad) /
P fithrt. Der Lichtitrahl, dex i S
pon @ jum @piegel und nach \ / N
pem Auge geht, hat bemnad \
den Fiivzejten unter den mig- vy
lihen Wegen ecingejdhlagen.

207) Gegeben jeien eine unbegrenzte Gerade AL unbd
swei beliebige Punfte P und @ auf verjdyicdenen Seiten der
Gervaben. Wuj diejer joll ein Puntt X jo fonjtruiert werden,
baf deffen Verbindungslinien mit P und @ die Gerabe unter
entgegengejeht gleichen Winfeln jdhnetben®)

(Die Aufltjung joll bem Sdhiiler fiberlafjen bleiben, ber iviederum
mit Der Spicgelung ded einen Punftes zu beginnen hat. Cr verjuche
auch zu zeigen, dbaf Dder lUnterjdhied Dder Wege PX und X @ ein
Pidjtwert fiix alle moglichen Wege von P zur Geraden und vom
Sdynitthuntte nad) Q ijt.)

208) Jnuerhald eined gegebemen Winfels PYR feien
stwei Punfte 4 und B gegeben; auf den Sdenfeln jollen
Runfte ¢ und D {o beftimmt werden, dap AC und CD mit
bem einen Sdenfel entgegengefet gleidhe Winfel bilden,
C'D und DB mit dbem andeven. (Fig. 52.)

(Man bilde bie Spiegelbildber 4, und B, von 4 und B in
bezug auf die Sdentel PQ und @R, dann gibt bie Gerade 4, B,
bie gefuchten Punfte C und D. Bilbet man bdie Spiegelbilber A,
und B, in bezug auf die vertaujhten Sdjenfel, fo erhilt man ein
seited Punfipaar €, und D,. Die Beweije fiihre der Schiiler.)

Bemerfungen, Denft man fih in A ein RKerjenliht, in B
ba3 Auge der Beobadhters, und find PQ und QR Spiegel, jo ift
AC -+ CD + DB der Weg cines zum Auge gelangenben Licdhtjtrahls,
ber von jebem ©piegel unter demielben Winfel zuriidgetvorfen (ve-

) Diefe Aufgabe wird vielfacdhe Unwendung finben.
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fleftiert) wird, unter dem er auf ihn fallt. Dad3 Auge jieht dann in
ber Werlingerung von BD ein Spiegelbild 4, von 4, und war ijt
A;B=AC+ CD + DB. Audh in A, fieht dad Auge ein Shiegel-
bild bon A, und dabei ift A, B=A4AC, + C, D, + D, B. — QP ijt bag
©piegelbild von QP, QR” da3 Spiegelbild von QR. Jn der Figur
jfindb 4, und A, mit A4, und 4, in gewiffe Beziehung gejept. — Jit
< PQR flein genug, jo jteht dad Auge B nod) weitere Bilber von 4,

die durd) dreimafige, viermalige ujw. Reflerion an den Spiegeln her-

> Hig- 52,
A
)
G ==~ :
= =P o 2
J'rla"'_ = 5 i [
B--- =S
45 iz P
=~ TP
4 I)J
}'l
‘R

vorgebracht tverden. Uud) fiir bdiefe Spiegelungen verjudhe man bdie
LWege der Vidbtitrahlen zu fonftruieren. Man unterjudie, ob der Weg
AC+ CD + DB ein fleinjter Weg (Minimaliveg) fiir dben Gang
von A nad) dem erften, dann jum weiten Spiegel, dann nach B ift,
ebenfo 0b AC"+ C'D"+ D'B ein Minimalweg ift ujin. — 4 und B
fonnen thre Nollen vertaujhen. Je nad) ibhrer Lage Ffomnen gewiffe
Sonberfille eintreten.

208a) Man verjude diefelbe Aufgabe fiir eine von drei
iptegelnden Geraben begrenjte Flade zu [Hien.

209) Cine Gerade von gegebener Linge a fo in einen
fejten redhten Wintel POR einzulegen, dap ihre Cndpunite
auf den Sdjenfeln fiegen und fie den einen Sdentel unter
gegebenem fpiben Wintel « jdhneidet.

(Nach dem Sae iiber den Um-Rreid des rvedtwinfligen Dreieds
hat bie Mitte der Gevadben zum geometrijhen Ort einen wmn @ mit

_ ¥ r -ty o - s A " ¢ ¥
pem Radiud - bejdhriebenen Kreidbogen. Man zeichne einen Hadiusd

*) Einiges aud den obigen Ubungen wird wiederfolt.




Lehre von ben Parallelogrammen. 81

: [ P e . ¥y = . i
QC = 1o, paB < CQP gleid) « ijt, und jdhlage um C einen Lreis:

bogen mit bemfelben Radius ‘: , der QP in A jdneidet. AC ift
pann die Hilfte der Geraden in der geforderten Lage, die BVerlinge-
rung CB b8 jum anderen Sdjenfel vollendet die Fonftruftion.)

Bemerfung, Gleitet eine Gevade von gegebener Liinge mit den
Endpuntien auf ben Schenfeln eined fejten vechten rechten Winfels, fo
bewegt fid) ihre Mitte auf dem befprochenen Kreije. Gleitet aljo bex
eine Cndpuntt auf bem einen Schenfel und twird die WMiitte duvch eine
Kurbel auf bem genannten Rreife gefithrt, jo mup fid) der anbdere
Cndbpuntt gevadlinig bewegen. (Cine widtige Geradfiihrung bder
Meajdyinenfunde.)

b) Lehre von den Parallelogrammen.
a) Die grundlegenden Sipe in fiberjidtlider Jujammenitellung.

210) Die Gegenjeiten und ebenfo die Gegenwinfel des
Parallelogramms {ind einander gleid.

Beweid. Durd) die Diagonale BD wirh Had Parallelogramm
ABCD (Fig. 53) in zwei fongruente Dreiede geteilt, benn beide
Dretecte ftinumen iiberein in bder
Geite BD, in ben Winfeln 4,
und B, (bie als Wedjjelwinfel bei O 7
LParvallelen gleich find) und in den \\\\ f/
Winfeln g, und d, (aud demfelben / = /
Grunbde), alfo nad) bem jweifen :
Songruenzjabe. Folglid) find die _j/_(g___ == QL;}
ven gleichen Winkeln gegenitber- ~
liegenden Seiten gleid), 9. §. AB = CD und 4D = CB; ferner ift
a = y, auferbem aber o, + dy =, + By, 0. h. <CADC =< ABC.

211) Sind in einem BVieved je zwei gegeniiberliegende
Geiten einander gleich, fo ift e ein Parvallelogramm.

Beweis. Die Kongrueny der Dreiede in Fig. 53 folgt jebt nach
pem Dritten Rongruenzjage. Wus ihr jolgt 4, = B,, jodbaf AD || BC
ift; auferdem folgt &, = B, jobafy and) CD | AB ijt.

Fig- 53

212) &ind in einem Biered wei Seiten qgleid) und
pavallel, fo ijt ed ein Parallelogramm.

Beweis, Jjt in Fig. 53 A B H CD, jo folgt aus dem Bavallelis-
mus, bap d, = f, ijt. Die Dreiede ftimmen jept in jwei Seiten und
dem eingefdhloffenen Winfel diberein, find alfo fongruent nady dem

Holagmiller, Elementarmathematif. I. 4. Mufl 6
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o

erften Qongruenzjape. Folglidh it aud) d, = f, und daber and
AD | €B, aljo ABCD ein Parallelogramn.

213) Die Diagonalen jedesd Parallelogramms halbieren
etntander.

Beweis. Sn Fig. 54 find die Dreiede ABE und CDE nad)

bem jweiten Kongruensjope fongruent, denn DC = AB, d = und

y = «, folglid) find Die den glei-

LR chen TWinfeln gegeniiberliegenden

];WW_ =: J;('I s Seiten gleid), d. h. AE = EC
SN T S ST DR = B

A { o= jc{, Bemerfung. Jedes Paral-

e felogranim Dat ztwer Mittellinten

ey (FG und HJ), die zu ben

Pra '-;i'—' — B Seiten parallel find und bdurd)

pent Durchjchnittdpuntt der Dias
gonalen gefen. Sie zerlegen Ddad Rarallelogramm in vier fongruente
Rarellelogramme, denn diefe laffen fich mit ben gleichliegenden Diaz
gonaflen o aufeinander deden, dafy fomgruente Dreiede (3tveiter Kon-
qruenzfai) aufeinander fallen. Die Mittellinien Halbieven alfo die
Seitenn und find ihnen besiiglich gleich. Jede burc) den Mittelpunit
bes Pavallelogramms gelegte Gevade zerlegt das Parallelogramm in
fongruente Hiljten.

914) Halbieren jidh in einem Bieved die Diagonalen
gegenjeitig, fo ijt das Bieved ein Barallelogramur.

Beweis. St in Fig. 54 DE= BE und AE = CE, jo fnd

dic Dreiede ABE und CDE bda aud) die Sdeiteltvinfel iiberein-

ftimmen, fongruent (nach) dem erften

f_”;_'% Rongruenzjage). Folglich ift A B=CD,
// “\\ und da aund) die Wechjelointel fiberein-
/ - Ay ftimmen, AB | ¢D, alfjo it ABCD
AR £ SEmE 4k : i
L | ein Parallelogramm.
= N _
( l— .EH‘““- e % \ \ et - : L
G| b———o af;m{:: —H" 215) it im Parallefogramm ein
\ - i ! ’ - 'l [ i £ 1
| /,/ |/ Wintel ein rechter, jo find jamtliche
4 | R tretd | == ; v ks z
| e 'rl‘ —>Jp  Winkel rechte (warum?), pad Parallelo-
N ' / gramm ift aljo ein Redted. Jm
S e Redhted jind Dbeide Diagonalen

gleid). Sind in einem Parallelo-
qramm bie Diagonalen gleihlang, fo ijt e ein Nechted. (Warum?)

Durd) die Celen des Nechteds (aft fich ein Kreid legen. Dad Redhted
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hat wei Symmetricad)jen, bdie Mittellinien Ddesd Rechteds. (Vgl.
Fig. 55.) Der dem Redted umbefdhricbene Krei3 ift gleichzeitig Dex
pen rechtivinfligen Dreieden ABC, A BD ujw. umbejdriebene. (Bgl.
Winfel im Halblreisd.)

216) ©ind in einem Parallelogramm Fwei zujammen:
ftogende Seiten gleid), jo find alle Seiten gleid) (warum?),
pad Parvallelogramm ift aljo ein Rhombus.

Der Rpombus wird durd) die beiden Diagonalen in
pier fongruente Dreiede jzerlegt (Warum?) Folglidh: Jm
Mhombus jtehen die Dia-

gonafen aufeinanber jenfs &i“'fiﬁ'

vedht. VBeide jind Symmetries H o F

adfen bed Rhombus. Die _,,--—//T| \:mh

Wintel des Rhombus iwerden ==l ______\E___"‘_fxi__ %
ourd) die Diagonalen halbiert. ~ SR T e
Die vom CSdnitthunfte der Sl /
Diagonalen auf die Seiten des j:*_;— 7

Rhombug qefallten Lote find
gleich fang, 1in den Rbombug [apt fidh alfo ein Kreid befdreiben
(Bewetje died an Fig. H6.)

©teben in einem Vieved die Diagonalen aufeinander

jenfredht nnd DHalbieren fie {id) gegenjeitig, fo ift da3
BVieved ein Rhombusg. (Warum?) Werden in einem Paral:
felogramm bie Winfel durd) die Diagonalen halbiert, jo ijt
¢d ein Rbombus. (Warum?)

217) Dad QVuadrat ift Rhombus und Redted zugleid), jeine
Diagonalen find aljo gleid), Halbieven fich gegenjeitig und fjtehen aufs
einander fenfredht. Die Winfel ded Duabdrated twerden bdurd) bie
Diagonalen halbiert. Jn dad Cuadrat und uwm bdasdfelbe [agt fid)
ein Qreid bejchreiben.

p) Duabdbratfonftruttionen.

218) Folgende Ronftruftionen jind {don durdgefiihrt
worben: Uber einer gegebenen Geraben ein Duadrat zu erridhten.
Ein Quadrat von gegebener Diagonale zu zeihnen; oder, wad bas-
felbe 1ijt, einem gegebenen Rreife ein Qaadbrat einjugeidhnen. Um
einent gegebenten Rretd ein Quadrat zu jeiduen. Cinem gegebenen
Luadrate ein geqebened fleinered einzuzeichnen (jodak deffen Eden auf
feinen Seiten fiegen). Um ein gegebenes Duadrat ein gegebened
griferes zu legen (jodaB Deflen Seiten durd) feine Ecen gehen).

b
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219) Folgende Ronjtruftionen jollen burdhgefithrt
fverdemn:

1) Gin Duadrat zu jeidnen, dejjen Umfang gleid) etner ges
gebenen Geraben 1jt.

2) QJn ein gegebened gleihichentliges DreieE ein auj der Grund-
{inie ftehendes Quabrat fo einguzeidynen, dap Dbefjen obere Ecen in
bie Schentel fallen.

[Denft man fih) die Figur gezeichnet, jo ervfennt marn, paf fie
einfach fymmetrijch ift.

Xjt BC die Grundlinie ded Dreieds, A D bie Hibe, ErGH
baé Quadrat mit der Grundlinie EF, die auf BC liegt, fo ijt diefes

in et Rechtede vom Seitenverhaltnid 1 : 2

s serfegt. Die Diagonale AG Hat eine be-
f ._ jtimmte MNeigung gegen AC, die dem Rathe-

b S tenverhiltnis 1 :2 entjpricht.

ARy \\ Man Hat aljo in dem gegebenen gleid)-
—1 jchenfligen Dreiedt dad Lot DA zu fillen,
.|__._ﬁl-"' A voit A aud von der Grunbdlinie ein beliebiges

i/ X

\ Stitd AF, abzujdneiden und im Enbdpuntte
\_ ein Qot F, G, von doppelfer Ldnge zu er-
A —  ridten, AG, zu ziehen und jo tweit ju ber:
{angern, bid e3 Den Sdjentel in & trifjt,
purc) G die Parallele G H gur Grundlinie zu legen und dad Luadrat
st vollenden. |
3) Sn einen gegebenen Halbfreid ein auf dem Durchmefjer jtehen
bes Qatabrat einguseichnen, von dem iwei Eden in die Kreislinie fallen.
4) Sn ein gegebened Rreidfegment ein Luabdrat in entjprechender
Weife einguzeichnen.
5) S einen gegebenen Seftor ein Quadrat jo eingugeidnen, dafy
stwei Gcen auf ben Rrcidbogen, ziwei in die Grengradien fallen.
(Dean geicdne in den Winfel des Seftord zunddhft ein Fleineres
Oatabrat fymmetrifh ein und fege durd) Ddeffen Grumbdeden ben Fu-
gehorigen fomgentrijchen Qreisbogen. Dann verbinde man bdie Spise
it ben Grundecen ded Hilfsquadrated und verldngere bie Geraden bid zum
geqebenen Rreigbogen. Died gibt die Grunbdeden des gejuchten Luadrates.)
6) Jn einen gegebenen Rhombus ein Duadrat einguzeidynen.
7) Ginem gegebenen Doppelfegmente®) ein  Daadrat ein:
aubejchretben,

# 8 ift die Figur gemeint, die burd) Uneinanderfegen yweier fon-
gruenter Rreisjegmente lings der Sefhnen entjteht.

——
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8) Durch den Mittelpuntt eines gegebenen Duadbrated fei eine
belichige Gerade gelegt. Um bas Tuadrat il ein andered befchrichen
werben, von dem el Gegeneden auf der Geraben fiegen. (Man
hiloe bon einer der gegebenen Databrateden das ©piegelbild.)

A\
A
.fJI

220) Uufgaben ofue Kreife.

1) Gin Redytet von gegebenem Umfange fonftruieren, bet bem
Sa8 eine Geitenpaar doppelt fo lang ijt ald Das anoere.

2) Diefelbe Aufgabe fiir has Seitenverhiltnis 3 :1 ober 4: 1,
pber 3 : 2, ober 4:3 ujw. 3u [bien.

3) Gin Redhte von gegebenem Umiange «» und gegebener Dias

Redptedstonjtruttionen

; : >y i o . . ’ (1]
gonale d gu geichnen. (Man fonjtrutere sunddft ein Dreted aus -,

bem anfieqenden LWinfel 45° unb der diefem gegeniiber liegenden Seite d.
_ lnten iwird fich noch ein anberer Weq ergeber.)

4) Gin Rechted von gegebener Hihe in ein gegebened gleid):
fchentliges Dreied fo einjugeihnen, oaf e auf defjen Grundlinie jteht
unb zwet feiner Ecden auf den ©dhenfeln bat.

5) Diefelbe Anjgabe Hiv ein Redhted mit gegebener Grundlimie
2t [dfen.

6) Diefelbe Aujgabe Hie ein Jechted mit gegebenem Seiten-

perhltnis 2 : 1 ober 1:2 zu [bfen. (e pilfte des Redhteds, die
purd) bie Dreiectshihe Dbegrenst witd, Hat eine Diagonale vom be:
ftimmter Jeigung. Bal. 151a.)

7) Diefelbe Yufgabe mit Nedteden von beliebigen Seitenverhalt-
niffen, 3 B, 3:1 ober 1:3; 3:2 oder 2:3;5 4:1 pder 1 : 43
{ -3 pber 3:4 ujw. zu [bjen.

8) Folgenden Hilfsfap su beweifen: Samtlidhe Redytede, die
einem Quadrate einbefdhrieben jind (wobei ihre Seiten
paarweife parvallel u pejjen Diagonalen fein miiffen), haben
penfelben Umfang, namlid) bie doppelte Diagonale. (dz : )

9) Folgerung: Denft man fich diefe Rechtece fo auf die eine
Diagonale Heg Duabrated gefjtellt, vaf die andere Diagonale gemein:
ichaftliche Shmmetrieachie bletbt, jo fiegen Ddie freien Eden auf ben
Schenteln eined gleidhichentligen Dreieds, deffen Grundlinie ebenjo wie
bie Hihe gleid) Dder Duadbratdiagonale ift. Davaus folgh: Hat el
gleidhfhentliges Dreied eine $Hiohe, die gleidh ber Grund:
(inie ift, fo Daben afle auf bem lehteren ftehenden ein-
befdriebenen Redhtede Ddenfelben Umfang, ndmlid Ddie
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poppelte HPohe (BVeibe Sipe lafjen jid) zu Konjtruftionen benupen,
bet bemen es fich um Rechtede von gegebenem Wmfang Hanbelt.)

10) Die Aufgabe 3) mit Hilfe ded unter 8) bejprodjerten
Quabdrated zu Tojen.

11) Gin Rechted von gegebenem Umfange und gegebenem Sdynitt-
winfel dber Diagonalen zu zeichnen. (BVgl. dad unter 8) Dbefprodjene
Quadrat; zivei Lojungen find miglid).)

12) Die Anfgaben 1) und 2) mit Hilfe des unter 8) bejprochenen
Quabrated zu (ifen.

13) €in Rechted von gegebenem Umfange in ein gegebenes gleid)-
{chentliges Dreted jo einguzeidhnen, daf ed auf der Grumdlinie jteht
und swei Gden auf den Schenfeln hat. (Man benupe dad unter 9)

- s : ; B : :
genannte gleidjchentlige Dreted mit b =4 = _ - Wo die jujommen:

gehovigen Schentel beider Dreiede cinander jhneiden, liegen zwei Eden
oes gefuchten Redyteds. Schneiden fidh diefe Schentel nicht, jo ift bie
Aufgabe unlighbar. Die Determination mit den Grenjfillen ijt ans-
fithelich zu Dbeavbeiten.)

14) Cin Redjted von gegebenem Umfange in einen gegebenen
Rbombus einguzeichuen. (Man ziche dad unter 8) bejprochene Dunabrat
g Dilfe.  Die Determination ift ausdfithelih u geben.)

15) Gin Redhtet von gegebenem Seitenverhaltnid in einen ge-
geberent  Jthombus eimpuzeichnen. (Dad Verhaltnis fei 3 B. 1:2
pber 2:13 2:3 ober 3:2: 1:4 pher 4 1; 3 :4 pber 4 : Ei.:}

16) Cin Redhted von gegebener Diagonale in einen gegebenen
Rhombud einzuzetchnen.

17) Gin Redte von gegebenem Schnittwinkel der Diagonalen
in etnent gegebenen Rhombus einjuzeichnen.

18) Cin Redhted von gegebener Seite in einen gegebenen Mhom-
bus eimjuzeichnen. (Bwei Lojungen.)

19) Um einen Rhombud ein Rechted zu Lefdhretben, von dem
eute Seife der Ridhtung nach gegeben ijt.

20) Um ein gegebenes Mechtect ein anbeves ju fegen, von dem
eine ©eite ber Ridhtung nad) gegeben ijt.

21) Jn ein gegebened Rechted ein andeved von gegebener Dias
gonale einguzeichnen. (Die Diagonale ift in enge Gremgen -ein-
gejchloifen.)

22) Folgenden Hilfdjap zu beweifen: Die einem vedhtmwintlig
gleihjdentligen Dreiede einbejdriebenen Redtede, bdie
Stitde der Ratheten jur Seite haben und deven cine Cde in
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ote Hypotenuje fallt, haben famtlidy benfelben Umfang.
(Ginfache Folgerung bon 8.)

23) Einem Delicbigen vechtvintligen Dreiede ein Redhted ge-
gebenen Umfangs efigugeichuen. (Die Qofung beruht anf dent porigen
Hiffsfae. Man nehme ein gerifjes vedtivinflig-gleidhichentliges Dretec
s Hilfe.)

921) Uufgaben mit Sreifen.

1) Ginent gegebemen Qreife ein Nechted cingubejchreibent, von demt
cine Seite gegeben ift, bie Horizontal jein joll.

2) Ginem gegebernen Qreife ein Rechted einzubejchreibent, fitv
weldes der Sdmittivinfel Dder Diagonalen gegeben {ijt und  defjernt
qrifere Seite enttveder wagevedyt oder fentvecht fein joll.

3) Ginem gegebenen Qretfe ein Nedyted vom Seitenverhiltms 1 : 2
einzubejchreiben, defjen qropere Seite entiveder wageredht oder jenfredht
jein foll. (Man geichne aundchit ein beliebiges Rechtedt diefes Seiten
perhiltnifies mit einer Diagonale und benupe den pabei auftretenden
Wintel.)

4) Diefelbe Aujgabe fitr beliebiges Seitenverhiltnid zu [Biemn.

5) Einem gegebenen Qreife cin Nechted vor gegebenent Umfjang
einzubejchreiben, dejjen qrifere Seite entiveder wageredjt oder fenfredt
fein foll.  (PMan fann 3 B. bas in S, 220) unter 8) bejprochene

s

=

Duadbrat benupen, weldyed oent reid jchueiden iwird, tvenn pie Wuy=
gabe H3bar ijt.)

6) iz 10) Die Aufgaben 1) pis 5) fiiv ben Fall zu Ldjenm,
pafy dag Rechte etnem Hatbivetje fo cinbejchricben twerden foll, dak
¢3 auf deffen Durdhmeffer jteht und sei @cen i den Rreidbogen
fallen. (Die gednderte Yufgabe 1) gibt zwei Xalle, entweder ijt die
Grunblinie oder die Hihe des Redyteds gegeben. Die gednderte Auf-
gabe 2) fann man fo {5fen, bap man zunddit ein beliebiged Redhted
mit dem gegebenen Schnittwintel er Diagonalen geichnet, diefes purd)
oie eine Mittellinie Halbievt und bie eine Diagonale dev Redytedshilite
seichnet.  Die Neigung diefer Diagonale ift bei dem gegebenen Halb-
freife s Genupen. Sihulich ift bei ber gednbderten pritten und vierten
Yufgabe zu verfahren. Bet der gefinberten fitnften fann basd in Nr. 220)
unter 9) befprochene DretecE benupt werden.

11) big 15). Die ufgaben 1) bis 5) fiir Den Fafl zu {Bfen,
oaf bas Mechtedt in entfprechender Weije einem gegebenen Kreidjegmente
einbefchrieben terden joll.

16) bisg 20) Die Anujgaben 1) big 5) fiiv den Fall ju [fen,
bap dag Mechted einem Riertelfreife jo einbejdhrieben twerden joll, daB
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bie Redytecte Teile der beiden remjradien jur Seite Haben und die
freie Gcde in die Rreidlinie fallt.

21) Man verfuche einige diefer Aufgaben fiir den Fall zu lofen,
DaB Dbas Jedted einem gegebenen Rreidfeftor fpmmetrijh jo ein-
bejdjrieben toerden foll, dafy dag eine Cdenpaar in die Kreislinie, dad
andere in bie Gremzradien fallt.

22) Ginem gegebenen Doppelfegmente ein Rechted nad) Art der
Aufgaben 1) bi8 5) eingubejdhreiben.

d) Rhombustonfiruttionen.

222) Uufgaben vlhune Kreije.

) Um ein gegebened Quadrat einen Rhombus su setdhnen, von
pem ein Winfel gegeben ijt.

2) Um ein gegebened ﬁ,unbmt einent Rhombusd zu zeichuen, von
pem eine Diagonale gegeben ift.*

3) Wm ein gegebenes Euabmt einen Jhombud ju zeichnen, defjen
Diagonalenverhiltnis gleich) 1:2 ift. (Man seichne die Mittellinien
bed Yuabdrates und geidue einen beliebig qrofien Rpombug vom
Diagonalenverhdlinis 1:2, fiiv die die Mittellinten die Symmetrie-
adhfen find. Bu feinen Seiten fege man Pavallelen durd) die Gefen
Des Luadrates. Die Ronjtruftion (aft fich erheblich abliirzen.)

4) Diefelbe Aufgabe fitv ein beliebiged Diagonalenverhiiltnia U
1ifen.

5) big 8) Die Aufgaben 1) bis 4 ) dabin abzudndern, dafy ber
Rhombug etnem gegebenen Redht ect umbejchrieben twerden foll.

9) Jm einen gegebenen N menIum einen anderen einguzeichnen, von
dem bie Linge einer Diagonale gegeben it

10) Jn einen gegebenen RHombud einen mﬁerun einjugeidhnen,
bon dem bie Nichtung einer Diagonale gegeben i

11) Wm ein gegebened Quadrat einen :h[_mntbué:% au legen, Det
dem ber eine Winfel das Doppelte, oder das Dreifache, vber bas Fiinf:
fadhe ded anberen ift. (Der geftvedte Winfel ift bezw. in 3, 4, 6
gleihe Teile zu serlegen.)

12) Diefelbe Aufgabe filr den Fall des Redhteds ftatt Ded
Luabrated zu Idjen.

13) Cimen Rhombus zu fonjtvuieven, von dem ecine Seite und
bie Summe ber Diagonalen gegeben ijt. (Man fonjtruiere sunddit

*) Die Aufgabe, um ein Duadrat einen Rhombus zu seidhuen, von dem
! b ! i : ; (i ] 1A ' 4
eine Seite gegeben ift, 1Bt fich erft anf einem Hoheren Standpunite lben.
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ein Hilfsdbreied aus der halben Diagonalenfumme ., dem anliegenden

Winfel 45° und der diejem gegeniiber liegenden Rhombusjeite a. Durd)

b "'I T . . -~ 13 ' - C 5
Beidnung bder zu - gehorigen Dreieddhihe twird der Tuadrant des
gejuchten Rhombus vollenbdet. )

14) Durd) den Mittelpunft eined Rbhombué fjei eine Gerabe
gelegt. Um ben Rhombusd einen anberen zu zeichnen, der zwei Gegen-
eden auf der Gevaben DHat. (Man bilbe dag Spiegelbild einer Dder
Rhombuseden. )

223) Unfgaben mit Kreijen.

) llm einen gegebenen freid einen Rbombusd ju legen, bdefjen
tagonale nad) Ldange und Ricdhtung gegeben 1ft.

) Um einen gegebenen freid eimen Rhombus zu legen, von
pem ein Winfel gegeben 1jt, und beffen eine Diagonale eine gegebene
Richtung Haben joll.  (Verfchiedene Falle find mbglich.)

3) Um einen gegebenen Kreid einen Nhombusg zu legen, von
bem cine Seite @ nad) Linge und Ridhtung gegeben ift. (Man fon-
ftruiere zunddit ein vedhvinfliged Dreied von der Hypotenuje « und
der jugehirvigen Hobe o.

4) Um einen gegebenen Kreid einen Rhombué von gegebenem
Wmfang an legen, deffen eine Diagonale gegebene Ridhtung Haben joll.

5) Wm einen gegebenen Rreid einen NRhombng zu Yegen, fiir
beffen Seiten ivet veridicdene Ridtungen vorgejdhrieben find.

6) Wm einen gegebenen $Kreid einen Nbombud zu fegen, von
demt zivei ©eiten ober ihre BVerldngerungen bdurd) ziwei gegebene
Raumpunite gehen jollen.

) Um einen gegebenen Kreid ecinen Rbombus zu legen, deffen
eine Diagonale der Ridtung nad) gegeben ijt, twdbhrend eine feiner
Seiten einen zweiten gegebenen Kreid beritbren joll. (Un Stelle desd
yoeiten freifed fann aud) ein Punft treten.)

i i
e D
2

S

8) Um einen gegebenen SKreid einen Rhombusd zu legen, bon
bem zivei aneimander ftofiende Seiten eimen j3iveiten gegebemen Kreid
beriihren jollen. (Mebhrere Falle find miglich.)

9) Um einen gegebenen $veis eimen Rbombus zu legen, defjen
iagonalen bag Lingenverhiltnid 1:2 Haben. (Un Dde3 leteren
telle fann audy ein beliebiges Ydangenverhdlinid treten.)

10) Mm einen gegebenen Kreid einen Rhombud zu legen, deffen
Wintel im LVerhaltniz 1 : 2 ftehen, und bdeffen grifere Diagonale
eine vorgejdiriebene MRicdhtung Hat. (An Stelle ded LWerhdltniffes 1:2

o
A1
=4
&f
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parf auch irgemd ein anbeved trefen, elched mit den bigher bDefamnten
Fiillen der Rreisteilung erfedigt jperden fann, 3. B, 1:3, 1:5, 1 7.)

11a) Wm einen gegebenen Rhombus einen andeven zu legen,
oer eimen um pie Mitte ded erfteren gelegter unbd pefjen Setten
jchneidenden Rveis periifrt.

11D) Gegeben jei ein Rhombus und ein gang i jeinent Jmmeri
fiegenber fomgentrifcher ®reis. 1lm piefen freig foll ein Rhombus
gelegt werben, Defjen Seitenverlangerungen duvd) die Eden Ddes ge
gebenen Rhombud gehen.

Bemerfung. Nach diefen Aufgaben faffen fih) burd) die Cden
cined Jhombug bdie Seiten (besw. Seitenverlingerungen) anderer
Rbomben legen, Deren Diagonalenrichtungen und Flacheninhalte gany
beliebige fein fonnen, twdbhrend die Radien Dder fonzentrifhen Be-
rithrungstreije jwijchen Null und eimem gewiffen Hodftwerte liegen.

12) Einem gegebenen Doppeljegment einen Rhombus einzubejchreiben.

13) Einem gegebenen Doppelfequent einen Rhombus umzube:
jchreiber, von Dem eine Diagonale (oder ein Wintel, pber einte Seiten=
ridjtung, oder ein Diagonalenverhdltnis, pber ein einfaches Wintel-
perfilinid) gegeben ijt.

14) NMm ein gegebened Doppeljegment einen Rhombud zu legen,
defien eine Seite einen gegebenen Qretd Derithren jofl.

&) Rarallelogrammionjtruttionen

9224) Einfade Aufgaben.

1) Gin Parallefogramm u Fonjtvuieren aus swei  ungleidhen
Seiten und dem eingefdhlofienen Winkel.

2) Gin P. 3 L aus einer Seite, Der 3ugehbvigen DHohe und
einem Winfel.

3) Gin P. 3. £ aud einer Seite und den beidben Diagonalen.

4) Gin PR 3 £ aus wei ungleiden Oeiten und einer Ddex
Diagonalen.

5) Gin P. 3 L aud den Diagonalen und demt von bdiefen gin=
gejchloffenen Winkel.

6) Gin P. 3 L aud ben Diagonalen und dem Wintel, den bie
fleineren Diagonale mit der grdferen Seite bildet.

7) Gin PB. 3 L and den Diagonalen und dem Wintel, ven die
grofeve Diagonale mit der griperen Seite bilbet.

8) Gin P. 3 L oud eimer Diagonale, bdem Dbiejer gegenitber
liegenden Winfel und dem Umfange Ded Parallelogramms. (Man
fonfjtriiere zundchit ein Dveied aud Der Diagonale (d), dem DHalben
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Umfange (j} und ber Halfte des der Diagonale gegenitber liegenbden

N (= A
Wintels (_,)

9) Gin Parallelogramm zu Fonjtvuieven aud jivei ungleichen
Seiten und der Vorfchrift, daf Der eine Winfel bad Doppelte (vder
bas Dreifade, nder dasd Fiinffade, ober dbag Siebenfache) des anderen jei.

10) Gin Parallelogramm zu Tonftruieven ausd einem Wintel,
pem UWmfong und der Vorjdrift, Daf die eine Seite dag Doppelte (ober
bag Dreifache, Bierfache ufw.) ded andeven fein foll.

295) Wufgaben fitr umz und cingubejdreibende Porallelo:
gromme,

1) Ginem gegebenen Bieved (beliebiger Art) ein Pavallelogrammnt
einguichreiben, deffen Gcen Ddrei von den Seiten bdesd Bieveds bhal-
bieren. (G8 ijt zu seigen, baf aud) bie vierte Seite halbiert wird
und bdap die PLarallelogrammieiten parvallel zu ben Diagonalen Dbes
Biereds find.)

92) Ginem gegebenen Wieved ein Parvallelogramm einguzeichnen,
deffen Seiten pavallel 3t den Diagonalen ded BViereds find, und bon
pert Schenteln des einen Bieveddiwinteld den dritten (ober bem viertem,
ober Den fiinften) Teil abjchneiden. (Die Miglichfeit der Konjtruttion
ift nachziveifen.)

3) Ginem gegebenen Rhombug ein Pavallelogramm einzubejdjreiben,
beflen Diagonalen gegeben find. (Die Eden deg Parallelogramms
folfen auf deu vier Seiten ded Rhombus liegen. Sind die Diagonalen
pes Parvallelogramms? zu qrop, jo fonnen die Ecden ded Bavallelogramms
auf die BVerlangerungen der Rhombusjeiten fallen. Der Rbhombus
fann aud) ein Ouwadrat fein.  Un jeine Stelle fann auch ein Redt
et ober ein Parvallelogramm trefen.)

Ginem gegebenenn Doppeljegment ein Parallelogramm eingube:
jchreiben, deffen Diagonalen gegeben find.

5) Ginem qegebenen Doppeljegment cin Parallelogramm etn-
aeidinen, bon bdem eine Seite bereitd eingezeichnet tit.

6) Um ein gegebened Doppeljegment ein Parvallelogramm von
gegebenten Gettenvichfungen zu legen.

¢) Unfangsgriinde der Kreidlehre,

o) Ridblid auf pad jdon Belannte.
226) Befaunt find bereitd folgende Begriffe per Rreidlehre:
Rreidlinie, Rreisflache, Rreisumfang (Pevipherie, die Fahl =), Sehne
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)

(Ehorbe), Sefante, Durdhmeffer (Diameter), Halbmejjer (Rabdius),
Bogen, Jentriwintel, Kreidansjduitt (Settor), Rreidabjdmitt (Segment),
Beriifhrende (.Tu‘cngmitr\_l.‘mtr umbejricbene Kreid (Mm-Rreid) deg Dreieds,
ber einbejdhrichene Kreid (Jn=SKreid) ded Dreiects, bie dufeven Be-
rithrungstreijfe (An-K reife) Des Dreieds, bie Qreizteilung, dasd regelmipige
Rielect mit wm- und einbefdyriebenem Qreife.  Der umbejdriebene
Qreis pes Nedjteds. Der einbejdhricbenc Rreis bed Rhombus.

927) Befannt find bereitd folgenbe Sédpe Der Kreislelre: Bet
ebem Rreife gehoven u gleichen Senen gleiche Mittelpunitsabitinde,
qleiche Bogen, gleide Segmente, gleiche Seftoven, aleiche Bentriwintel.
Wuch Jamtliche Umiehrungen diejes ©abes find Dbefamnt. Der Sab
pom vechten Winfel im Halbireife. Die Sipe itber dad vom Kreids
mittelpunfte auf bie Sehmne gejallte Qot und Ddie entjprechenden Um-
fehrungen. Die Sie itber die Gfeichbeit der von eimem ‘Punite aud
an den Kreis gelegten Tangenten und bie Palbievende ihres Sdnitt-
winfels. Der Say vom umbejdyrichenen Kreife des Dreieds.  (Durd)
brei Runfte ift im allgemeinen nur ein Qreis mbglich) Dnrd) e
Punfte find unendlid) viele Qreife moglid), die ihre Mittelpuntte auf
Sem Mittellote Haben. Cinfacpe Siibe iither Dad Qreidbitjchel. Der
Sap vom einbejdjricbenen Qreife bes Dreieds. Der Sah bom et
anbejdricbenen Kreifen Ded Dreieds.  (UAn drei nidht pavallele Ge=
raden laffen fih vier SKreife fegen.) An ztvet ®erade laffen jich une
endlich viele Sreife legen, Ddie ihre OMittelpuntte auf den beiden
Feinfelhalbicvenden DHaben. Jeded veqelmifige BVieled Hat einen une
uid eimen einbeidhriebenen Rreiz.  Bu jedem QRreife gehort ein ein:
ad ein wmbeichricbenes regelmifiges Biele von gegebener Seitenzahl.
Gage iiber Den Aujommenfhang wifdhen Winfeln und Bogen, 3 B.
o =TT I:lJJ“' o?- :_Cr 180°. Dabet ijt © = :1,1-'113151'2["15 T

228) Befannt find Bereitd 3. B. folgende Konftruftionen ber
Rreislehre: Vervielfadung des freisbogens, feine wiederholte Halbievung.
Die Einteilung der Peripherie n 2, 4, 8, 16, 32, ... Zeile, in
3,6, 12, 24, 48, ... Teile. Die Qonfruftion der entjprechenden
Winfel. Die Konjtruftion per entiprechenden regelmdBigen Bielede,
vie dem Sveife eins ober umbejdyrieben find. Die Konjtvuftion eimiger
vegelmafiger Bielede itber gegebenen Geraben (von gegeberer Seite).
Die Konjtruftion ves umbefdhriebenen Kreifed und der pier Beriithrungs-
freife fiiv Da3 Dreted. Cinige Dretectsz und Bievestonjtruttionen,
oie mit ber Sreiglehre zujammenbangen. Qonjtruftionen eniger
Reibenr von BVeriihrungdfretjen. Qonjtruftion ber bom einem Luntte
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qud an cinen gegebemen Rreid gehenmoen Tangente.  Konftrution der
Gufierenn und der inmeven gemeinjdaftlichen Tangenten seier Sretje.

f) Die Peripherie=und Jentrimintel, der Tangenten-Sehnenwintel

9299) Qegt der Scheitel eines Rinfeld auf der Rreidlinte, und
jind ime Sdjentel Sehuen, jo Heipt ber Wintel ein *.annul
wintel. (Gin folder ift 3 B. 2y ober L ADC in Fig.
Von bdiefem Winfel jagt mau, daf er auf
oem fonfaven Bogen AC fteht.  Berbinbet dig: 57
man einen Punft E diefes Vogens mit 4 e
und C, jo echdlt man einen Peripheriewintel, 7 / Ve
ber auf pem fonveren Bogen AC {iebt. |©o N / A
iteht aud) ber fonfave Bentritvinfel A 8 N2/
auf dem fonfaven Bogen AC, ber fombere “‘\ e
Bentritintel AMC ober f auf dem o = \ e
peren Bogen AC. [ber einer Sehne AC
fann jorwoll ein fonfaver, afd aud ein fonz ‘¢
peger Bentriwinfel jtehen.]

230) Jeber Beripheriewmintel ift Die pHalfte bed auf
pemielben Bogen ftehenden Jentriminfels.

Beweis, Griter Fall Scentel AM (Fig. 58a) liegt auf
AB. Damn it = + 7 (Yargentvintel), da aber f =y iit, io

jolgt « =28 und f=-
Bweiter Fall. I Tiegt swijden AB und BCO. (Fig. 58b.)

.

Man siehe ven Durcdhmeffer BD. Dann ift « = 2B, (joeben De:
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Fig. b8 a. Fig. 68 e
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siehe den Durchmeffer BD. Damn ift « + o = 2 (f + B;), aber
ay = 2, folglidh durd) Subtraftion « = 2.

231) Jolgerungen. a) Alle BVevipheriewinfel, die auf
pemielben Bogen eined Kreifes ftehen, jind einanbder gletd)
Denn fie find Hilften desjelben Fentriwinfel?.

b) Peripheriewintel auf gleihen Bogen gleidher Kreife find
einander gleid).

¢) Qeber itber einem Ffonfaven Bogen ftehende Peripheriewintel
ift ein jpiper Winfel, denn fein Ientritvinfel ift Feiner ald 180°
Seber fiber eimem fonveren Bogen jtehende Peripheviewintel ift ein
jtumpfer, denn fein Bentriwintel ift grofer als 180°% Jm Jwijchen-
falle exhdlt man wieder den ©ap: dev Peripherviewintel im Halblreije
ift ein Rechter, denn fein Bentriwinfel ijt gleih 180°

d) Darauz folgt der Saty: BVon zwei Sehunen ijt die dem
Mittelpunite niheve die grifeve. Wan denfe fid) beide Sehnen

pon etnem Punfte A audgehend und in dem:

e felben Oalbfreife legend (Fig. 59). Dann ift
A = <= ACB ein jtumpfer. Folglich ift AB groper
: \ alsg AC, denn dem griften Dretectdinfel liegt

B ~B  oie quofte Geite qegemiiber. Mum it aber

= ME > MD, denn der mit Rabdiug MDD um M
<& 7€ qelegte Rreis hliefit die gange Linie AB (mit

Yusnahme des Punftes D) aus, aljo aud) alle
Runfte ded durd) AB Degrenzten Segmented ACB. (Bgl. Nr. 75.)
Affo ift die dem Mittelpuntte nibere Sehue die grifere.

Nun gehiren aber zu gleichen Sehmen gletche Abftinde, alfo
gilt ber Sal aud) dann, wenn die Sehnen nidht von demijelben Punite
ausgehen und nicht in demijelben Halbtveife liegen. Der Sah wird
fpiter (nach Pythagoras) auf ecine andeve vt bewviefen.

) Jeder Winfel itber einem Bogen, der feinen Scheitel auper:
Dalb Des Rreifed Dat, ijt fleiner af8 jeber zum Bogen gehirige
Beripheriewintel; jeber Wintel iiber einem Bogen, der fjeinen ©Scheitel
immechalb des Kreifed hat, ift grofer als jeder Veripheriewintel {iber
bemfelben Bogen.

Beweis, S Fig. 60 it 0 > p, weil & Aupenwinfel ded Drei-
eds ADC ijt. Gbenjo ift ¢ > d (als Aufemvinfel des Dreieds AED).

Bemerfung, Samtlide gleichen Wintel itber einer Gevaden A B
Haben ihre Scheitel auf einem duvd) 4 und B gehenden Kreidbogen;
fleinere Winfel iiber A B haben den Scheitel auperhalb diefes Bogens,
grifiere dagegen innerhalb.
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252) Bu jeder Sehme A B gehbven jwvel Bogen, folglih aud
awei Urten von Peripheriewinfeln, fpipe und ftumpfe. Die ent:
iprehenden Winfel find Supplementivinfel. JIn Fig. 61 3 B. ijt bie

gig. 60 o
// v
AL &g bl
//_r— === ,/i_ o “‘{
~ . | - BN
/’ i \ ! | ’. - 33 } _\\-
s "\" _.,r'1 ¥ _"_ = =
[ ! - &
| / D | \ — _‘f_
| b -5 |\ )
\ - f| \ Z L
s /] \ ~
P - — I \ i
e T o i
/fi NG .
- I\"‘x._ =

Sumine deé fonfaven und bed fonveren Sentriminfels gleich 4 Rechten,
folglidy ift y + 6 = 2R.

Sebes Bievect, deffen Eden auj einem Qreife ltegen, heit ein
Sehnenviered. Demnad) gilt fiiv fonvee Sehnenvierede ber Sats:

Sm Sehnenvieved ift die Summe gegeniiberliegender
Wintel gleich zwet Redten.

Umfehrung: Sft in einem Vieved bdie Summe jlweier
gegenitberliegender Winfel gleid) siwei Redyten, fo ift dad
Bieved ein Sehnenvieved; d. §. Der durd) Ddrei feiner Eetpuntte
qelegte Rreis geht auch duvch den vierten. Warum? (Bgl. Nx. 231¢e.)

Bemerfung. Ift das Sehuenvieved ein

fog. itberichlagenes, wie ¢3 burd) Jig. 62 dar- gly-68
geftellt ijt, jo find die Gegenwinfel 4 und C ==
gleich, ebenjo B und D, an Stelle der Supyp- e
fementintel treten affo gleidhe Wintel. L

B~ M

233) Den Winfel jwijchen einer ZTan: e :
genfe und einer von ihrem VBeviihrungspunite e _"-x,uifl
audgehenden Sehme Dbegeihnet man al3 einen =
Tangenten-Sehnentwintel.

Gin folcher ift in Fig. 63 ber fpibe Winfel A CD oder «, eben:
jo ber ftumpfe Wintel BCD oder B Dort it im Berithrungs=
punfte C etn ¥ot CK ervichtet, und E mit dem Cndpuntte D ber
Sefie verbunden tworben. Dadurd) ift ein Peripheriewintel «, ent:
ftanden, der ald Komplementivinfel von p ebenfo grof fein muf,
wie ¢ denn << CDE = 90°, aljo o = 90° — 4. Demnadh ijt jever
Peripheriewinfel iber CD, der auf berfelben Seite von C.D [iegt,
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fo grof wie «. Jeder auf der auberen Seite von CD liegende Pert
pheriewinfel iiber diefer Sehue ift aber gleidh 180° — o, D, h. ebenjo

grof, wie 3. Folg:

]

lih gilt der Sab:

ig. G5

r

,/_,..._l-_f_-l;;'_—"-- ..H!.\ SL‘DL‘L :"‘_ an g][_,‘ll.’
.z;r-f:"" NG tut:'-_vfch-mumnf-
SN = \,\ fel it jo grop,
o= ! \ ibie bder Peri-
e "! pheviewinfel im
L ; | entgegengejehten
j-‘\'\.f'?' N ot freisabjdnitte
\\ \ ;_f
N wAe /-/ : 234) Aunjgabe.
A —'"-'f=---3,-~"-"" ——— B lber einer ®e:

raden AB einen
Rreisbogen zu zeidnen, ber einen gegebenen Winfel « als
Peripheriewinfel itber AB in jid faft.

Yuflijung. Jjt AB bie gegebene Gerabe (Fig. 64) und «
der gegebene Winfel, jo trage mon « ald <= BAD an die Gerade
AB an. Jn A erridite man
ein ot auf 4D, ebenjo auf 4 B
e i im  Halbierungspunite €. Die
. Qote jdneiden fich im  Mittel
Vi punfte ded gejuchten SKreisbogens.
; (Warum?)

Bemerfungen. Jjt o ein

wig. 64

i ’r‘f | vechter Wintel, fo Hat man iiber
Sy | AB al3 Durdymejjer einen Halb-
Pl | /) feeid gu jdhlagen. — Der geo:
¢ B metrijhe Ot fiiv bie Sdjeitel
/%% aller gleihen Winfel, die fich

iiber einer @eraben A B nad

perfelben zeidhnen lafjen, ift ein

beftimmter Rreidbogen. Cin eben:

jolder ift ber DOt fitr die Sdheitel

D\ aller gleichen Winfel, die fich unter-

halb ber Geraden zeidhnen lafjen.

235) Anfgabe. Cin Dreied zu Fonftruteren aug einev

Seite, bem ihr gegenifiberliegenden Winfel und ber zu ihr
gehorigen Hohe
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Auflojung. Jft AB die gegebene Seite und « der gegeberne
v gegenitberliegende Wnkel, jo Tfonjtruiere ntan Dden iiber A B
ftehenden Rreisbogen, ber « al8 Peripheriewinfel fagt. Jit 7 bie
gegebene Hibe, jo ziehe man zu AB im Ubftande & auf der Seite
ped Bogend eine Pavallele. [t C ein Shnittpunft der Parallelen
und bed Bogens, fo ziehe man CA4 und CB. Daun ift ABC dad
gejuchte Dreted.

Qit die Hohe & zu grop (groBer ald bie jog. Pfeilhdhe bes
Bogens), fo qibt e3 feinen Schnittpumit, und das Dreied ift unmiglich.
it 2 Heiner, al3 die Pfeilhohe, jo jind zwei Dreiede moglid), bdie
fongruent find.  Jft A gleich der Pfeilhohe, jo twird die Parallele
Tangente, und ed ijt uur ein eingiged Dreted mbglicdh, tvelded redt-
tinflig-gleichidentliq ift.

Bemerfung. Der Kreizbogen ift jugleih der dem Dreiede wm-
befdhrichene Kreid. Sind aljo @ und o« gegeben, jo ijt der Radius
be3 umbejchriebenen Rveifed jhon bejtimmt Man fann aljo nidht
sugleid) a, ¢ und » geben, denn » ift nidht mehr unabhdingig,
jobald @ und « gegeben Jind. G3 ift gleidhgiiltig, ob ein Dreted
aud a, ¢ und einem dritten Stitd fonjtruiert twerden joll, oder aus
a, v und bdem Dbefvejfenden Stiid, ober aud o« und » und dem be-
treffenden ©tiid. Nur fonnen et @ und » jvet Lojungen -eintreten.

7} Tangentendreiede und Tangentenvierede.
236) Nufgabe. Cin Dreied habe die Seiten o b und c
Wie grop find bie Abjdynitte p,, p,, ps, die dburd) die Be-
riihrungdpunite degd Jn:-

Rreifes entjtehen? Big. 65. e

uflojung, Jn Fig. 65 e
it 2p, + 2ps + 2ps=a -+ ,.,,/ {U
+ ¢, gugleid) ift 2p, 4+ 2p;, B \\ =
— 2qa, folglih burd) Sub- [ \/
traftion: 2p,=a+0b-+e¢ A | 1
— 2a=>0 + ¢ — a, folglid \\\ ;?#

—a-+bde : ; /|
= ———,  ebenjo \%h 2

“ e (p

a— b4+ e [
Dy = == und "f\\-\\

@4 b—e¢e e
?}:i o 9 ;

~ - a-+b4c B _

©ept man nod s— =2, 0 itp,=p—a, p3=p—b,
.'EJ;; ===l

Holymitller, Elementarmathemakt, L. 4. Wufl. ji
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237) Diejelbe Aufgabe fiir dem An-Kreid mit Rabius g

au [Biem.
Auflbjung. Sn Sig. 66 ijt AF = AB + BF — AB+ BD
ud AE = AC 4+ CD, folghd

Fig. 60 AII _.1_ IJ'-' —.— ..1 _.."‘J L __,i JI_’]J I_ _{.1 (’! _|] l") =
e a -+ b+e, afjo AFP = AFE

/ : i "}- b E_ c o d o 3 iy )

| == 5] : = i '\\Pt’t’ 1]1: (&)

— AE— AC=p—0b=p, und
B/ __T_____ﬁ.__.ir_r ebenfo BF—AF —AB=p—c¢

A BD \ == Py

it N Tolglich: Der Un-Rreid teilt
// \ 9ie unmittelbar Dbernihrie
| J'“,_ Dreiedsfeite inm Ddiefelben
\ 1% GStiide, wie ber Ju-Kreis, nur
| find beibe Stide in ber Lage
/’ vertaujcht. Diefe Bestehungen find

e eSO eine Quelle widtiger Sie.

238) ©of. Die Summe sweier Gegenfeiten eined
(gewdhnlidhen) Tangentenviereds ift gleid ber Gumme Ddev
beiben anderen Gegenfeiten.

Sn Fig. 67 find folgende Tangenten gleid: a=a;, b =10y
c=¢, d=d, folglih ijt a b+ et+d=a;,+ 01T ¢ + d,

s b.5. AB+ CD=BC+ DA
ig. b : =

A Umfehrung. Jjt Dbet
/\L“ einem Bieved dbie Summe

/_“\_\ oed ecinen Gegenfeitenz
N paares gleid) Der Des
g )

_.fi \‘ i : I ;
/ \ N, p anberar, {0 Sk eRsEeE
; Tangentenviered.
1 ‘/‘( L+ .
B‘{/ \ Beweis, Angenonmen,

: \ S T A e :
et \ ABCD in $ig. 68 Datte ut
iz‘“bmk 7/ pem anqegebernen Sinne gleide

/i Seitenfummen unbd wiirde bon
e pert gejeichnetert Rreife nuv
an  orei  ©eiten  Dberiihrt,
wihrend DO abliegt, fo finnte man oie vierte Tangente CD, jiehen.
PDann wiirde fein 4B + CDy = AD; + BC, und nad) der Loraus:
jeping AB + CD = (4D, + D, D) + BC, folglid) durd) Subtraftion
D — D, = D,D odex CD = CD; + D, D, b. . bie Summe jveier
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Dreiedsieiten witrde gleich der dritten jein. Diefer Wiberjprud) Fann
nur dadurch aufgehoben werden, dafy D auf D, fillt. — Cntjprecdjend
wird ber Betveid gefiihrt, tvenn man annimmt, CD {dnitte den Kreis.
Bemerfungen. Man T,

benfe fih ein Tangenten: m'_:h'
pievec als Gelentoiered, A
bann  fann 3 Deliebig ,_-___';______-\
biele verjdyiedene Geftalten
annefmen. Solange e3 D/ \
fonver bleibt, ikt 1) S / \'.\
thm  jtetd ein RKreis p !

einbejchreiben. n el \ i / >z-;
Sonderfallen geht es in : :

ein Dreted diber. Dies
gefhieht, venn 3wei an- \
einanberjtofende  Geiten \
einent  Winfel bon 180°
biloen. — Jedes red)t:
winflige Dreted ift die Halfte eined Tangenten:-Sehuens
bieveds. (Unter Tangenten-Sehnenviered verfteht man ein Bieved,
weld)es jotoohl einen umbefdyricbenen, ald aud) einen einbejdjriebenen
Strei3 hat.  Man nennt folde Bievede auch) bizentrifhe BVierede,

“

womit auf die beiden Rreigzentra hingedeutet twerden foll.)

I

239) Nufgabe.

Berbindet man die Ecden cined Tangentenviereds mit
pem Mittelpuntte desd einbefdhriebenen Rreifes, jo entftehen
pier Jeutriwinfel, von bdenmen je zwei nidit aneinander:
liegende zufammen 180° betragen.

Bemerfung.

dolgender ©Safy foll bewiefen werben:

Beseihnet man diefe Winfel der Reihe mnach mit
g und &, fo ijt &+ &, =&+ E,. Died entfpridt gam;
dem ©abe filv die Seiten A B+ CD = BC + DA.

[

.’:\;.' 59y

240) Nufgabe. Jn Fig 69 find die Gden bdesd Tangenten-
bieredd ABCD mit dem Mittelpuntte I bes Jnfreifes verbumden,
ebenfo die Beriihrungdpuntte £, F &, H. €3 joll Demwiefen werden,
baB bie folgenden Jubaltdunteridhicde gewiffer Dreiede gleich grof
jino: AAME — ANCMF = AAMH — ACMG = A\ AMB
— A CMB; ferner A BMF— ADMG—=/A\BME— /A DMH
- A DMC. Ferner find folgende Jnhaltdfummen gleich:

- A BMC
AAMB+ A CMD=ABMC+ ADMA=LABCD.

o
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Bemerfung. Tur Dreiedsfongruensen follen zum Beweife be:
mit terden. Die Sibe founen fpiter mit Hilfe der Jnhaltsidbe
anbere Beweife erhalten. (Sie erben fpdter Univendung finden.)
9ie [auten dieje Sibe fiiv den Gonderfall bes Tangentenbdreieds?

241) Nufgabe. €3 joll perjudht twevdenm, Ddie fiiv basd
citemt Rreife umbejdriebene Tangentenviered geltenben
Sape aud fiiv das cimem Qreife anbefdhriebene Tangenten:
piered audzufpreden.

Bemerfung, ©3 gibt drei Urten anbejdhriebener Tangentens
pievede, folhe find Durd) Ddie Fig. 70, 71 und 72 bargeftellt, Dad

g, T1. g T2
4
. EEER . ol
i \ /4
7% f T
7 \l /\ ' M |
; 1 \\ A / i / nf' \I\'-\ r
; __-__"'“\\'; % / x’J N e
ey e e
A // B e \ et ot

Tangentenvieved mit einfpringenbem  Winkel”, pag | iiberjchlagene
TFangentenviered”’ und 0dad nirgends unmittelbar beriibrende.
einanberfolgende Seiten freten an bie Stelle von gegeniiberliegenden.
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&) Ginfade BVetracdhtungen ither mehrere Kveife.

242) Gigenfdaften fonzentrifder Kveife. Bwei fomgen
trijhe Sreife mit den Rabien » und »,, tobet r > fein mige,
Haben iiberall Denmjelben Abftand » — »; boneinanber. Seder Punft
ped eimen Hat vom sugehirigen egenpuntte bed anderen den Ab-
ftand -+ r,.  Jede Tangente bdes fleineven gibt eine Sebhne Dbed
qrigeven, die im DVerithrungdpuntie Halbiert ift. Alle dieje Sehnen
find von derfelben Qinge. Jft 4B eine bdiefer Beriihrungdehuen,
BC eine pweite, €D eine bdritte ufiw., fo Fann e Ffommen, bap Ddie
Reihe bdiefer Geraben nad) einem ober nach) mehreven, 3. B. nad) »
{lmgdngen jdhliept. Wo auf dem griferen Kreife der Uusdgangspunit
ber Neibe aud) gewdhlt werde, ftets fchlieBt die Reife nach derfelben
Anzahl von Umgdngen. Shlieft fie nad) einem Umgange, jo entiteht
ein regefmafiges Bieled, weldhes dem einen Rreife umbefhrieben, dem
anderen einbejdhricben ift. Sdliefpt fie nach) mehreven Umgdngen, fo
entiteht ein regefmipiger Bielectaftern, beffen Ecden auf bem grdferen
Qreife liegen und den Ecden eined regel:
mdfigen Vieledd entiprecher, wihrend dig. 73.
die Seiten den fleineren RKreid berithren e A
und ein diefem umbejchriebened Bieled L e kR
biloen.

Fig. 78 ftellt Dbew regelmifigen /S [
Fiinfecitern dar, der nad) ivei LUmgdngen S i g
jhliefit. Man Hat, wenn die Cden 4, A ;
D, B, E, O bes regelmdfigen Fitnfeds A A /
porfiegen, mur jebedmal eine Gde 3u e S
iiberfchlager, um den Stern zu eidhnen S
und den zugehorigen fomgentrijden Kreid
s erbafter.  Man Dberechne die Winlfel Ddiejes Gebilves i Grabden.
Macht man dasdfelbe bei einem »n=Ed von geraber Geitengall, fo er
palt man feinen eigentlichen Stern, jonbern sivei iibeveinanbergelegte
vegelmifige Bielede von Halber Seitenzahl. WMad)t man dasfelbe bei
cinem n-GdE von ungerader Seitenzafhl, jo entjteht ein Stern, ber
nad) wet Umgdngen jchliept.

Nan fithre died aus fiir den Fall » =7, wobei bad Siebened
mir vecjuchdweife 3u jeidhuen it Uberjhlagt man in diejem Falle
jebegmal zwei Puntte, jo entiteht Dder Stern des regelmdpigen
Siebenedts, der erft nach drei Umgingen {dlieit. Man verjude dag-
jelbe fiiv » — 8 ujw.
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(Sdliefst bet sivet gegebernen fonzentrijhen RKreifen die Reihe dev
Berithrungsdiehnen nie, fo erhalt ber Stern unendlich viele Clen.)

Siiv jeden vegelmdfigen Stern foldher Act Yaffen fich die Wintel
Teicht Derechnen.

Sn bie Ringflache zivijden zivel fonzentrijhen RKreifen LGt fid
sundchit ein beide Dberiihrenber Kreid cinfegert, Deffen Radiug gleid)
?IT,“ ift. G (aft fih eine gamge Jeibe jolcher aufeinanber
folgenber Berithrungsfreife eingeichnen, von penent jeber aud) feine
beiben Machbarn Derithrt.  Diefe  Reibe von Beriihrungsireijen
fann nach eimem  Umgange {dliegen.  Danm bifben Ddie auf
bem groferen Rreije liegenden Berithrungspuntte ein vegelmapiges
n-Gi, ebenfo bie auf dem Feineren RKreije ltegenderr. Die Mittel:
punfte der Qreisveibe bilden eiu regelmipiges n-Cd auf dbem RKreije
1|_ 7y

F e A ' ‘ s A : . '
mit bem Radiug — Die Berithrungspunifte je jiveier Dder

Reihen Kreife bilden ein vegelmifiges »-Cd auf dem Sreife, Ddefjen
Rabiug gleid) der Tangente ift, die vom Bentvum bder fonzentrijchen
Queife aus an einen der RNeibentreife gelegt ift. Wie um einen ge-

gebenen Sreid eine Reihe von Berithrungstreijen fiiv einfached Schlicken
fe Falle in § 186 gegeigt. Man der-

gelegt werben fanm, ift fiiv gewif ‘
fuche Fille auszufithren, bei Dbenen bie Rretsreibe erft nad) ztoet

maligem, dreimaligem ujw. Umgange jdliept.

248) Giniged iiber Rreigberiihrung. Der geometrijche Ort
fie die IMittelpunfte aller Rreife von gegebenem Rabdiud o, die einen
gegebenent Rreid vom Rabius » duferlich berithren, ift etn zum lepteren
fonzentrifher Rreid vom Radiud » + o

Der geometrijge Ort fiir die Mittelpuntte aller Rreife von ge:
gebenten Radiug o, die ecinen gegebenen Qreid vom Radiud » muers
lich berithren, ift ein zum lepteren Fonzentrijher Rreid vbom Radius
(r — o) Degw. (¢ — ), je nacybem » oder ¢ per grifere Radius ijt.

Yn Stelle des gegebenen Kreifed famn eine gerade Qinte trefen.

Der geometrijhe Ot fiiv die Mittelpunite aller Kretje, bie etnen
gegebenen Rreid in einem gegebenen Punite innerlich ober duferlich be-
vitren, ift der zu vdem Punfte gehorige Durchmejier bew. feine Ber:
{dngerung.

Yuch fier fann an Stelle bed gegebenen RKreifes eine gerade
Cinde tretem.

Werden zwei Kreife von eimem dritten berithet, o Fdunen bie
Beriihrungen gleidhartige fein, d. ). beive duperfiche ober beide inners
fihe; fie fommen aber aud) ungleidhartige fetn, b. D). Ddie eine eine
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Guierlige, die andere eine inmmerliche. Die Berithrungsjefante gibt
babet zu paariveife parallelen Radien WnlaB. Fiic den Fall ziveter
gleicgartiger  Beriihrun-
gen der SRreife M, und
M, durd) Rreife p, wnd
ug 1t pied in Fig. 74
pavgejtellt. Dabei jeigt ——
jig, dap bdie Beriih-
rungdjefante filr die
duferlichen Berith- _
rungen in A und B _ R U _
sugleid) Beviihrungs:
fefante fiir bie innex: /i

{ihen Beriihrungen

in ¢ und D ift. Die Ausfiijrung der entjpredjenden Figur fiir
ungleiartige Berithrungen fei dem Schiiler itberlafjen. ({tber diefen
Geqenftand ift jpdter ausfithrlicher zu fprechen.)

ig. T4

244) Gegenfeitiges Sdnetden siweier Rreife. Sdueiden
einander jwei Kreife, fo verjteht man unter odem Sdynittointel ben
Wintel, untev dem fich bie in den Schnittpuntten an beide gelegten
Tangenten jdneiden. Man braudht nur von einem Sduittivinfel zu
veben, a Ddie beiden Schnitte aud Symmetriegriinden denjelben Wintel
geben.  @ewihulid) foll der fpibe Sdnittoinfel gemeint fein, nidt
fein MNebeniwintel.

Wichtig ift ber Sonderfall, daf die Kreife einanbder rechtivintlig
jthneien. Dann ift die Tangente bed einent ein Durchmefjer dDed anberet.
Man nennt dann die beiden Kreife Drthogonalfreife.

Rieht man in Fig. 74 bdie Tangenten in A und B, fo exhdlt
ma den Stittelpuntt eines Rveifes, der die Kreife I und I, in
A und B (und auferbem in jivet anderen SBunfien) rvedtwintlig
{chneidet. CEbenfo twird der RKreid py rechtiwinflig gejchnitten.

Bieht man Ddie Tangenten in ¢ und D, o echdalt man bden
Mittelpuntt eined Qreijes, dev die Kreife M, und I it ¢ und D
(und auferdem in 3tvei anbderen Puntten) vedtwintlig jchneidet. Anuch
Qreis u, wird rvehtwintlig gejdnitten. —

Die Aujgaben itber Kreisberiihrungen und orthogonales Sdyneiben
hingen alfo eng miteinanber zujammteit. (Spiter wivd alled unter
einem gemeinfamen OGefichtdpuntte behandelt.)
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&) Ronftruftionsiibungen jur Kreisdlehre.
245) Sonftruftion von Schuenvicreden. Begeidhnungen:
Der Radiud ded Um-Kreifed fei ». Den aufeinander folgenden Ecfen
A, B, ¢, D jollen die Winfel «, p, », 0 entjpredjen, vie Seiten A4 B,
BC, CD, DA mit a, b, ¢, d, die Diagonalen AC und BD mit p
unb ¢ Dbezeichuet twerden. Bu bden Seiten a, b, ¢, d follen bie
Reripheriewintel «;, B, 4, 05 gebdrven, jo dap e = + 4, f=yp; 1+ 9,
g=0;+a, 0 =+ f; und o+ +p; + 9, =180° ijt. Dabei
ift zu beachten, dap r, @ und o
Fig- 75. nidht gleichzeitig gegeben werben biixfen,
= bennt 7 ift durd) @ und e, @ durd)
& ¢, und » einbeutig bejtimmi, «, durd
r und a 3iveidentig, da e8 jowwohl
\ fpig, ald aud) ftumpj (ndmbd) dev
Ao |  ©ubpplementivinfel) fein barf. JIm
f | dibrigen ift e gleidhgiiltig, ob » und
| /) a, a und «, ¢ und r gegeben ijt.

eSS Ebenfo diitfen », p und B, r, g und
A « nidht gleichzeitig gegeben jein. Aus

—D a, b, p und a, b, B it » beveitd be-
ftimmt, aud b, ¢, ¢ und b, ¢, y

chenfallé ujw. Die verjdhiedenen Wufgabengruppen fafjen aljo gewijje
Bertaufdungen gegebener Stitde zu, obhne dap neues entfteht. Man
acbte auf joldje Wieberholungen in Der folgenden Bujammenitellung
von Aufgaben.

PMan verjude, die angegebene Vezeidhnungdart auch fiiv itber-
jhlagene Sehnenvierede Ddurcdhzufiihren und bet bden RKonfiruftionen
diefer u beriidjichtigen. —

245a) Nunfgaben. Cin Sehuenvieved zu fonftruieren aus

)eon i vy byt e 2N, iailhy okt oD 3) it & o W
4) 2, eaabieg alery —ieei s i 6) 4
7} Bio gy @ ?ﬂ Vs -y By e ':'.F;} & Oy, ¢
10)ia, 1oy o B L) o i 4 129 a0y 00
13 my sy ey <8 14) Biood bpests

Der Sdhitler verjuche nod) andeve ufgaben aufzujtellen. So
fonnen 3 B. bie Cnifernungen e, ¢, e, e, der Eeiten a, b, ¢, d
vom RKreidzentrum herangezogen werben. Sdjwierigere Anfgaben twerdern
hdter folgen.

246) SKonftruftion ven Tangentenbvicveden. Bejeid:
nungen: Der Rabdiug ded Jn-Kreifed fei 0. Den aufeinanbder folgenden
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Eden 4, B, C, D entfprechen bie Wintel «, §, », 0. Die Seiten
AB, BC, CD, DA follen a, b, ¢, d heifen. Die Enifernungen der
Ecden vom RKreidzentrum w feien g, ¢, 95, ¢, die Diagonalen AC
und BD feien p, und p,. Die bon A, B, ¢, D audgehenden
Tangententeile migen mit ¢, 4, &, £, Dbejeidhnet twerden, fjodap
ht+tt+tt+t,=at+ece=04d= ii ift, wenn w den Umfang be-
peutet. FE, F, G, H feien die Beriihrungdpunfte. Man ijtelle bie
Bezeichnungen aud) fiiv anbejdricbene Tangentenvievede der drei Arten
feft und verjuche diefe bei den Ronftruftionen zu beriicichtigen.

246a) Konfiruftionen. Cin Tangentenviered zu fon:
ftruieren ausd

s : i : ; o =
1) e, @ B, b. )l el B, 9. 3) e a b b
A ; I o / > ;
4) o @, @, b 5) o @y %y %- 6)a o B b
Bl O D W B e B s P T D R i

10) Gin Tvapes su fonjtruieven, tweldes einem Kreife mit Rabiud o
wmbe{dyrieben ift und vbon bem Ddie eime Grundlinie @ gegeben ijt.
Seine Cigenjdhaften jollen unterjudht werden.

Der  ©chiifer  verfuche nod) anbere Uufgaben  aufzuitellen.
Sdywierigere fommen jpdter zur Spradye.

247) Ginige Berithrungsaufgaben. 1) Gegeben feten zivei
Qretfe.  Ein  dritter Kreids von gegebenem Radiug joll jo gelegt
werden, daf er beide duferlic) beriifrt.

2) Diefelbe Wnfgabe, jedoc) jollen beibe Kreife inmerlich) berithrt
toerben.

3) Diejelbe Anufgabe, jedod) foll Der exfte Rreid duBerlich, der weite
innerfich beriihrt werden. (Obder der erfte innerlid), der ztveite duRerlid).)

Bemerfung. Jn den drei Wujgaben fann der ecine Kreid aud
eine Geradbe oder ein Punft fein.

4) Einen RKreiz zu fonjtruievenm, der einen gegebenen Hreid in
einem gegebenen Punfte und auferdem eine gegebene Gevabde bevithrt.
(Btwet Falle au beachten, innerliche und duferliche Veviihrung. Die
Tangenten und die Gevabe follen berithrt twerben.)

5) Einen Kreid gu fonftruieven, der wei gegebene Kreje gleich-
avtig beriihrt, und zivar den eimen in einem gegebenen Punfte. (Swmd
i Fig. 74 M, und M, die gegebenen Sreife und ijt A der gegebene
Berithrungspuntt, jo ziehe man M A und pavallel gleihgerichtet dagu
M,D. Die Gevade AD Jdneidet bann den RKreis M, im gefuchten
Berithrungdpuntte B. M, A und M B geben verlingert den Scnitis
punft w, alg Mittelpuntt ded gejudhten Kreijed. — Jft C ber gegebene
Berithrungspuntt, fo fonftruiere man entjpredend B, worauf CB ben
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steiten Berithrungdpuntt D gibt, M,C und DM,D aber verlangert
s gt‘TJCIT..

6) Einen RNveid zu fonftvnievent, der ztvet gegebene RKreife un-
gleidhartig berithrt, und awar den einen in einem qegebenen Punite A.
(Man ziehe M,D parallel und entgegengefeht 3u M, A und giche 4D,
was ben siweiten Berithrungdpuntt B gibt.)

247a) Ginige Aufgaben {iber orthogonales Sdyneiden.

1) Gegebent feien 3ivel Qreife. Ein bdritter Kreid von gegebenem
Radius fofl fo gelegt werben, dafy ev Dbeide recdhtivintlig jchneidet.
(Der geometrifche Ovt jeined Mittelpunties ijt in bezug auf jeden der
gegebenen Rreife ein fonzentrijher Kreid, vou pem man einen Puntt
finbet, wenn man vom erfteren eine Tangente andqehen [afBt, die gleid
oem gegebenen Rabdiug ift. Wo beide Orfe einander {chneiden, liegt
per Mittelpuntt. Der eine Kreid fann aud) Gerade oder Puntt fein.)

9) Gegeben feien zwei Kreife. Cin Orthogonalfreid zu beiden
foll fonftruiert erbem, der Dem eimen in eimem gegebenen Luntte
fohneidet. (PVean beachte dag iiber Berithrungen ®ejagte. Der amdere
Qreis fann and) Gerabe oder Puutt feirn.)

3) Man verfuche dieje ujgaben Hir a3 Sdjueiden unter 45°
ober umter beliebigem Winfel audzubdehnen.

d) Fladengleidheit geradliniger Gebilbe.

248) Qongruente Flacden fjind inhaltggleid). Dies ijt
derin Dbegriinbet, daf fie fih sur Dectung bringen lafjen.

Durd) Jufommenjepen  (Uneinanderlegen) von Flichen erhilt
man eine Slache, deven Jmbalt duvd) bie Summe der Eingeljlacien
gegeben ijt. Die Reibenfolge ift dabet gleichgiiltig. Dad Bu-
jammenfegen fann aber in verichiedener Weije erfolgen, jobaf Die
Sdlupgebifbe ein gany verfdicdened Anusjehen haben, aljo
nidt fongruent jind. Tropdem ift ber Gejamtinfalt in allen
Sallen derfelbe, [F—=F, + F+ Fy=F + F + Fy—---]
Die Fladengleichheit foll zum Unterichiede vom der Kongruen burd
ein einfaches Gleichheitszeichen audgebriidt terde.

Bon einer Flade fann eine anbdere abgezogen werben. Der Rejt
witd dann al@ ber Unterjchied (die Diffevens) der Fladen be-
seichuet. Man fann die gweite Flade auf verjdhiedene Weije
pon ber erfteu abziehen (3 B. von ihr abjdhneiden), jodap bie
Sdlupgebilde ein gany verjdicdenes Ausdjehen Daben fbnmen. Trole
bem fat der fibrighleibende Fladenteil jtets benjelben Inhalt.
[F=F, —F,, wobei F;>TF, vorausgefest werde.] Bon einer
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Sliadhe fomnen mehreve andere abgejogen iwerden. Die Reihenfolge
bes WAbziehend und Dad Ausjehen ded Schlufsgebiloes find dabei
gleichgiiltig.

Diefe Sibe ermiglidhen e8, bdie Flachengleihheit verjdiedener
®ebilbe feftzuftellen. Dasu jollen cinige Beifpiele gegeben tverden.

249) ©ab: Jedes Pavallelogramm ift fladengleid mit
einem Redted von derfelben Grundlinie und berjelben Hohe.*)

Peweis. Die Grundlinie ded Barvallelogramms jei A B; iiber
ihr seichne man bas Redjted von berfelben Hohe. Daun entjteht ent:

iia. 76. Fig. 1. Fig. 78.
i e E D FC I LN E E
| A /’ [ sl / [ I. 7 ,'/
/ f L / ’ /
) / | oo iy | Eey
e / ! / [~ 7 /
/ ‘ / | / /
! f i
, / . oy Ao /
' / 7 /
| izl
| i | , g e
Il ! ."'I I ! | //
Y | I" I s by
| 'y / ¥ | , [ 7
/ \ .- | .’./ P
= A———8 A

foeder eine Figur mach) Art von Fig. 76, wo el Cdpunite betber
Bievede in € ujommenfallen, ober eine Figur nad) Avt von 77, wo
F wijhen D und C liegt, odber eine Figur nac)y Art von 78, two
FE aufierhalb DC liegt.

Xn Fig. 76 it 7 ABEC=AABC+ ABCE, ober, da
ABOE=~NAADC i, /| JABEC=AABC + A ADC
= 3_ ABOD, womit der Sap fiiv diejen Fall bewiefen 1jt.

'{'\"-Jln 908 Dreied ABC ijt dad Dreied BCE auy jiver ber:
jchiebene rten angelegt worben, einmal al8 BCE, dann ald ADC.
Die Fladenfumme muf beibemal diefelbe fein.)

Sn Fig. 77 it ebenfo [/ ABEF = ABCF + A BCE
— ABCF+ A ADF = [|ABCD.

n Fig. 78 ift , JABEF=AABG+ ABCE— AGCF
— AABG + AADF — AGCF=||4B0OD.

950) Folgerungen: a) Pavallelogramme bvon gleidhen
Grundlinien und gleiden Hohen jind fladengleid. (Warum?)

* Dag Beidhen | | oder [ joll jietd ein Redhted, [ 7 cin Barallelo:
gramm bebeuten, <> einen Rhombus, [ ein Duadrat.
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Da, wie Fig. 79 jeigt, jedes Dreted alg Hilfte eines beftimmten
Parvallelogramm3 von derfelben Grundlinie und bderfelben Hihe be

P trachtet werden famn, fo folgt fermer:
U’m' < ; b) Dreiede von gleidgen Grunbd:
/7 [linien und gleidjen Hohen jind in:

_f / Daltsgleid,
/ / ¢) Jebes Dreied ijt die Haljte
/!

/ ; eines Nedyteds ober Parallelo=
/ gramms vou perfelben Grundlinie
'j Il

/ und berjelben Hohe.

d) Fladengleidhe Dreiede iiber Der:
K 2t PRy felben Grundlinie laffern fidh iwijcdhen bies
‘ felben Parallelen legen; ebenjo flachen=
aleiche Rarallelogramme von derfelben Grundlinie; ebenfo Dreiecte und
Rarallelogramme vor derfelben Grundlinie, wenn bie lepteren doppelt
jo grofe Fldcdhe Haben, ald die erfteren.

251) Gap: Dad Duabdrat iber ber Hypotenuje eines
vedgtwiniligzqleichjdhentligen Dreieds ift doppelt o groh,
als Had Quadrat itber jeber feiner Katheten.

Der Beweid eraibt fih and Fig. 80. Das Hypotenujenquadrat
befteft aus vier gleihen Dretecen, Jedes RQathetenquabrat aug ztet
Dretecen derjelben Art.

o wig. 80, i,_?E'L"'I'ElIl']Jlltg t‘; TU.:]
7 ™ G Lo WP 3 ST e
RS . Davaus,ergibt fid
ol N e ‘-\ pie Lfung folgender
\{,./." N2 Aufgaben:
— — T a) Cin Quadrat

inhalt Hat, wie ein ge=
B gebened Quabdrat.

i b) Ein Lauabrat
| / au fonjtruieren, weldes
| ,\/ i.am E}n_ﬁbeu Iﬁfﬁf{)(‘.t‘lﬁ
| /\ infalt hat, wic etn ge-
' gebened Lutadrat.

\ 25)2) Snf Ded
Pythagoras. Jn
jebem reditwint-
Ligen Dreiede ift dad Hypotennfenquadrat gleid) der Summe
per beiben Rathetenquadrate.

o ik S funfiruicrcair welched
~ / pen Doppelten Fladen-

_,/
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Grfter Beweis. Dov jhon im Vorkurjus § 71 gegebene Beiveid
exgibt fih aus Fig. 81 a, b, c. '

it Fig. 8la bas gegebene vechtivinflige Dreied mit Dden
Qathetenn @ und b und der Hypotenuie ¢, o zetchie man et Laradrate
won Der Seite (@ 4 b). JIn Dad eine lege man biermal dad ge-
gebene Dreied o ein, wie 3 Fig. 81b seigt, in dad anbere viermal

jo, mwie e3 Fig. 8lc zeigh Dex unbedeckte Meft der Fig. 81b muP

&
b < H';---ﬁ,ﬁ_
oy Sl O e
b (i
b =l i - (o}
I = [} ; E 1
e o I\
/ o~ b '\
~— I

/ e ‘ | \

i \ |
Lkt HE s~

e je I : - '\‘. lex
e \
/ | \
| 'v'f.-" | | \
7 |
'," ; ! ,.' | \,\‘
]'_.!JU‘" - S o = ) sl
[f?—}h""‘m_‘_ 1 |
A =~ C | : -
5| o / g = b b
% "“—-,_____h { =
l..—.- .—-H_,"':L_. =k il
I 7 [ b

pann ebenfo grofs jein, wie dev Rejt in Fig. 8l Das erjtemal ijt
oer Rejt ein gleichfeitiges Vieved mit der Seite ¢, beffen Wintel fich,
ba o B =090° ift, afs redte erqebert, fobap e fih um dag
Hypotemufenquadrat Handelt. Dad seitemal ift der Neft die Summre
ber Deiden Rathetenquadrate. Da bdie Hejte gleid grof jind, fo ift
bas Hypotenufenquadrat gleidh) der Summe ber RKathetenquadrate.

Man pilegt den Sap durd) folgenve Formel  audzubriiden:
¢ —a? + b2 (b. §. bad Quadrat iiber ¢ ift gleid) der Summe der
Quadrate iiber « und b. Dabei bedeutet ¢ dag Produft ¢ - ¢ ufm.)

Bweiter Beweis (der des Eutlid).

Sn Fig. 82 jind bdie Duabrate diber den Seiten ded rvechtiving:
figen Dreiedd A BC ervidtet, defjen Winfel CAB mit « Dbegeichnet
tperbe.  AuBerbem find die Hilfélinien BJ und CD und CLK,
feptere jenfrecht su ADB gejogen. Dabei ift ATAB= 30 ACHJ,
enn beide ftehen iiber derfelben Gruudlinie AJ und liegen sivijcden
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ven Parallelen AJ und BH. Cbenjo ift A ACD=31ADKL,
penn Dbeide fteben iiber per Grundlinie AD und liegen stoifcdien den
Parallelen AD und Ch’ Nun ift aber A J lh‘ ~ A\ CAD, denn

JA—CA AB—= AD, L JAB = 90"+« =< CAD. Weil die
ucuujc iuljaItxﬁg'[cic[) find, ift

- Big. 82, nach obigem aud) L1 ACHJ

AN —| |ADKL. @benfo i

/"/ \\.\ auf ber andeven Seite gezeiat,
.u:/ \ G baf OBCGF =||KEBL
\{/’\ ijt. Folglich 1jt bw Sunume

ber Deiben Sathetenquadrate
\ ~ \ APF  gleid) ber Summe der Recht=
. o ede ADKL und BEKL
. §. gleid) pem hnuuinm]uv
mm“un.v ABED.
Bemerfungen, Dabeiijt
‘ ' - nod) folgender Saf gefunden:

Dagd Duabrat iiber
einer Rathete des rvedyt-
B 2 winfligen Dreieds ift
gleid) bem NRedyted aus
ber Hypotenufe und der Projeftton ber Qathete auf bdie
Hypotenuie.
€o ift 3 B in Fig. 82 O ACHJ = || ALKD. Dabei
iit AL bdie durd) dad Lot CL bejtimmte  Projeftion” von AC auf
bie Hypotenufe AB, und AD ijt gleid) der Hypotenuie AB.
Der firsefte Veweid ded Pythagoreifdhen Sabed ipird in Dex
Shnlichteitalehre gegeben.
253) Aug dem Pythagoreijchen Qehriape ergibt fich die Wufldjung
folgenber Wufgaben:
Yufgabe a) Gegeben feien ivei Duadrate; ed joll ein Quabdrat
fonfteuiert toerden, toelches gleich der Summe der Leiden gegebenen ijt.
Uufgabe b) Gegeben feien drei Quadrate; e joll ein Duadbrat
fonjtruiect wevben, teldhes gleid) der Summe mmtitd)m ift. (Ramn
auf % Quabrate audgedehnt werben. Reihenfolge der Abbition gleidy=
qiiltig.)
ujgabe c) Gegeben feien zwei Duabdrate; es joll ein Quabrat
fonftruiert werben, toeldes gleid) dev Differens der gegebenen 1jt.
Nufgabe d) Cin gegebenes Redted in ein LUnadrat ju
pertwandelmn.
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Yuflojung. ALKD in Fig. 82 fei bdad gegebene Rechted.
Man verlingere die Heine Seite AL jo weit, dap AB = AD tird.
liber AB als Durdymefier seidhne man einen Halblres und ber:
{angeve KL big zum Schnittpunite C mit dem Halbfreife. Die BVer-
bindbungslinie CA ift dann die Seite ved gefuchten Quadrated. (Dex
Beweiz Legt im Sae vom Winfel im Halbireife und Ddem Dded
Bythagoras.)

Nufgabe e) Ein Quadrat in ein Redted von gegebener
Sette 31t verwanbdeln.

(St in Jig. 82 AC Ddie Seite des Quadrated und AB > AC
bie Des gejuchten Redteds, fo ijt A ABC feicht zu fonftruieren und
bavaus AL abjuleiten. St dagegen AL < AC bie gegebene Ceite
bes gefuchten Rechtedd, o ift A ALC Tleicht ju fonjtruieven und
pamn A\ ABC Yerpuftellen. Das Ubvige ift bequem zu erfedigen.)

Nufgabe ) Gegeben fei ein Quadrat; ed jollen Duabrate
pon doppelter, dreifadjer, vierfader, fitnffader uj. Flade
fonfjtruiert werden.

(Die Unfljung ergibt fich aus Fig. 83, wo b = 2a? ¢*=3a’
Q2 — 4a? ¢ = 5a? ift. Die Konfteuftion lift jid bis zu beliebiger
ganger Sahl » fortfeben. Damit ijt
oie Wufqabe gelbft, ein Duadrat Fu
fonftvmieren, tweldjed dad n-facde eined B N
gegebenen ift. Diefe Aujgabe Lt T \ s
jich aber abfiivzen, inbem man Al \ . \Z
per nddjt Heineven Quabratzahl be- e d
ginnt. Soll 3. B. das gejuchte Duabrat N \ [ ,/ l
bas Behufache ded gegebemen feim, A /P g
fo Beginme man mit der Dreijachen \. :
©eite, wad bad neunfache Luadrat et
qibt und fahre nach Pythagoras fort.)

Bemerfuugen. In Fg. 83 ift ¥ =% & = 268, b =1,
@ — 1¢%  TMan fonn affo bie Figur benuben, ein Qutadrat zu fons

Fig. 83.

o

fteuieven, weldes 4+, &, &, 5 cimed gegeberten ift.  Wan Hat v
ndtig, bie gegebene Duadratieite von pem gemeinfdhaftlichen Sdniit-
puntte der Strahlen aud auf e aufjulegent und von dem freien Euo-
punfte aus auf den Strahl o ein Lot ju fillen, Dann vom Deffen
Sufspuntte aud ein Lot anf bent Strafhl ¢, bon deffen Fuppuntte
aud ein Qot auf b und von deffen Fuppunfte aud auj a. Die ge:
fundenen  Abjdhnitte Der Stvahlen qeben die Seiten Dder gejudjten
Quadrate.  Gntfprechend wiirde bei fieben Strahlen die Anjgabe fiir
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¢ 2 4 5 2 L gy [pfen fein. Gpiter werben iveit Hirzere Ron-
ftruftionen gelehrt werben. Aber jhon bier laffen ficg Abkitrzungen
ausdfindig machen. —

Fig. 83 lipt jich aud) durd) die einfacher hersujtellende Fig. 83 a
erfefen, in der die Rreidbogen abwedjelnd nm A wud B gejdlagen
werden und ABCD, ein Duadrat mit Seite e ift. Der Sdyiiler
seige, daff BD, — a)/2, AD, — a)/3, BDy = a)/4, AD, = al/5,
BD, — a/6 ujw. ift.

254) Wujgabe. Cin gegebenes Dreied in ein fldden:
gleiched Quadrat ju verwandeln

Auflojung. Man betradte eine Seite ded Dretedsd ald Grund-
finie und bilbe die zugehivige Dreieddhdhe. Dad leiht zu zeihnende

Fig. 85 a.

4

A

Rechted aus der Hohe und der halben Grundlinie ift dbann {lacden:
gleich mit dem Dreied und nad) Pythagorasd in ein Luadrat ju ver:
toandeli.

255) Aufgabe. Cin gegebenes n-Ed in ein flidengleides
Quadrat zu verwandeln.

Auflojung. Handelt es jicdh 3. B. um ein gegebenes Fiinfed A BCD E
(Fig. 84), fo jhneide man durd) eine Diagonale, 3. B. 4D, ein Dreis
¢¢ ADE ab. Durd) E lege man eine Parallele F'G jur Diagonale.
Dann  verlingere man 3 B. die anftoBende Seite CD bid ur
Barallelen und perbinde den Sdnittpuntt H mit 4. Dann wird
behauptet, dad Biered A BCH fei ebenfo grof, wie dad Fitnfed.
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Sn entjprecdhender Wetfe ijt dad Viered durch Wbjdhneiden eined
Dreieds durd) eime Diagonale in ein Dreted zu verwandeln. Dad
Dreted it nadh § 300 in ein Luadrat zu verwandeln. — Demnad)
[t fich jeded n-CE in ein flachengleihed Luadrat verwandeln.

Bemerfung., Der Schitler fithre die Wufgaben diefer Art mit mog-
{ichjter Criparung von Linten aud. So ijt e 3 B. nidt ndtig, dad
RechtedE vollftdndig zu zeihnen.

Der Betveid fieqt davin, daf AADH =/ A ADE ijt.

256a) Jn Fig. 81lc ift bag Quadrat itber der Geraden (a -+ b)
fo geclegt werben, daf e3 aus dem Quabdrate itber @, dem umhmt{:
fiber b und zwei Rehteden mit den Seiten g und b bejteht. Daraus
exaibt fid) der ©ab:

Dasd Quabdrat iiber der Summe jweier Geraben it gleid
ver Summe der Duadratfe fiber den einzelnen Gevabden, ver:
mefhrt um dag doppelte Rechted ausd beiden Geraden

Bemerfung. Seht man im Anjdluf an den BVorfurfusd (§ 63
und § 66) voraus, dafp der Redjtecdinhalt gleich dem ‘J,sw‘mftl. aus
sei aneinander ftofenden Seiten

biejes Gebilded ijt, fo fanm man et e

pen ©ap durd) folgende Fovmel £ e o e

augbritcen: b |

r.:..lf - ?r'}‘“' = a+ b7+ ?{LIJ.:E:} *FI_L |7 a@-b __EM

256b) Jn Fig. 85 it eine ; @

®evabe AB = o und eine Gerade a-u .

JB = b gegeben, jodafy AJ=(a—>) | *

ift. Woer (& — &) it ein Quadrat el M [ ) e

AJ H G erridhtet, LI‘L]H 0 ein uadrat T

ABCD itber AB =@, und al3 T s Gl oD AT

DEF G it oben linf3 dad Quabdrat

fibex b angelegt. Dadburd) it erveicht, daf aud) bdiefe Figur dad

NRedhtedt aus @ und b Fweimal enthilt, als JBCK und als EFHEK,
Die Flade ber Gejamtfigur ift gleich der Swmme der Duabdrate

fiber « und itber 0. Hieht man dabon bie betben gemannten MRedit-

ecfe ab, fo bleibt itbrig Dag Quabdrat AJHG diber (a —b). Daraud

folgt ber Sab:

) Sn ber Writhmetit su'n*% in ber Tat geyeigt,
= aq* + ab + ab

51164 2

bag (- 0)(a+ D)
L b2 — a?® 4 D° |— 2ab ift. Betjpiel: (8 4 :'-,J—— 5)
;"J:E}-l. Probe: 8.8 = 64,

Holaymiller, Clementavmatiematil. L 4. Aujl

|
=
-
(== |
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—— =

Dad Duadrat iber der Differens ziveier Gexaben ift

gleid) ber Eumme dev Quabdrate fiber den eingelnen Gerabden,

permindert um Das doppelte Redted aus peiben Geraden.
Bemerfung. Der Sap entipricht dev Fovmel

S |

I:.-I'J et b — 2ab.*)

957) Nufgabe. Die folgende, von Pappus gefundene
Berallg emcnwtunq bez Pythagoreifdhen Lehriabes zu be
mc'm,u.

Sn Fig. 86 jind diber Sent Seiten AC und BC eined
belichigen Dreiedd gang beliebige "J.:ma!l fogramme ACD P‘
und BOFG nad) aufen ervrichtet, beve Seiten ED unb GI

big sum Durdyjdnitt ¢; vers

gezogen, Ddann A4, und
BB, parvallel zu CC; bid
aum Durdjdnitt 4, Dbezw.
B, wit EC;, und GC; ges
sogen, worauf nod) 4B,
gezogen ift. €3 foll gezetgt
werden, dah audy ABB;A,
ein  Parallelogramm iit,

iit, 11mhu1ﬁ!;ih’h - BCFG

ift, jobaf dasd Parallelogramm AB B, A, gleid) ber Summe
per Parvallelogramme ACDE und BCFG it

(Man zeige sunddit, dafp A4 B C ~ NABC ift. Daraus

tolgt, Daf A4, B, 4t AB, aljo ABB, 4, emn \Lnrnﬂc‘inqmmm ift. Dann

zeige mait, baf bie Parvallelogramme AJHA, ACC Ay, ACDE

flachengleid find, ebenfo daf BJH B, BC(C,B,, BOCFG fliden:
qleich find, ujw.)
Benterfung. Der Sap bes Pappus enthilt den bes Bythagorad

ald einen befonderen Fall in fih. Wiacht man bie Fig. 86 fiiv das

bei C techtwintlige Dreied 11113 fiiv Quabrate ftatt der Parvallefogrammne,
jo [aRt fich der Sap bes Bythagoras in newer Art Dbemweijen.

958) Bwet anbere Vervallgemeinerungen vom Sahe des
Pythagoras.

*) Jn der Arithmetit wird gl;f.s;cigi, bafy (0 — b)(a—b)=a*—ab—ab—+ b®

- g? -+ b2 —2ab ift. Beijpicl: (6 —3)(6— 3)—25— 15— 16 -9 =4.
Wrobe 2-2 =4,

1d: 86- (Gngert, die Gerade C,CJ

veffen Teil AJHA,—=ACDE
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a) Dagd Ouabrat diber einer Dreied2jeite, die einem
fpiben Winfel gegeniiberliegt, it gleidh ber Summe dex
Cluabdrate iiber den beiden andeven Seiten, vermindert uwm
bad doppelte Redted aud einer diefer Seiten und der Pro-
jeftion Dder anderen auf bdbiefe.  (Werallgemeinerter Pythagore:
ijder Lebhriab.)

Beweis, Jeige an Fig. 86a (wie bei dem gewdhnliden Pytha-
goreijhen Lehriatse), baf folgende Redytede gleid) find: A DK L=A PO J,*)
KEBL — FMNB, NMGC= CPOH, %f afjo 4B = BC
+AC"—(CPOH +NMGC), ober AB'=BC+ AC’—2-CPOH
i#t. Hier ijt aber
C' PO H bas Nedyted
aud AC und bex
Projeftion C'P pon
OB auf CA, Eben:
fo ift AB2 = B("
L AC'—20NMG,
o CN biesProjeftion
bon A C auf B Cift.

Benerfung.
Sebtman dieobigen

avithmetifchen
Sdyreibweifen vor-
aug, jo lipt fid
pte Michtigteit ded

Fig. 86 a.

@abes an Fig. 87

bejtatigen, o ¢ e e

etrennt fpiben Tintel

gegentiibexfiegt und bdie zu b gebirige oig. 87.

Hihe . gezeichuet 1jt, jodap man p ald /?"\\

die Projeftion von a auf b ju betrachten /; ‘

hat. Nad) Pythagorad ijt b /\/ - \\

et =D _.u_:!'*l - Jit — b* = ;Ji“] — 2bp+ R & // \“-\_ i

©ept man dabei p? + % = a® jo exhilt //\’:,\“ .5?\\_ \'\._\

man ¢ = b* 4+ a® — 2bp. /_/ oy
b) Das LQuabrat diber einer i o s

El

Dreiedsfeite, bdie einem fJtumpfen
Winkel gegeniiberliegt, tjt gletd) der Summe ber Luadrate

*) Biehe die Hilfslinien JB und CD, fiix bie anbderen NRechtede ent:
fprechende Hilfslinien.
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iiber ben Deiden anderen Seiten, permefhrt um dad doppelte
Rehted aus einer Dbdiejer Seiter und ber Projeftion bder

anderen auf diefe.
Beweis. HBeige an Fig. 88 (wie an Fig. 86a), baf Ddie mit
penfelben Budftaben begeichneten Rechtecte gleich find, wie beim Falle a).
Da jedoch hier die Duabdrate diber

Big. 88. AC und BC vergrofert terden,
43{\{3 io u}'!}{il'i- mdrm Ttmtn bed Dbigen
i /\f( A AB® = AC" -+ BC + (CPOH

/{,f.(:_}-" 8 ~ 7 +NMGC)=A @ - BC

e G S ; +92. CPOH.
JEC N Np~ - Bemerfung. Seht man die
\\\ _ /““m avithmetijhen ©djreiboeijen bor:
1\_, 2 __”‘ aus, fo bejtatigt fih aud) bre
| = ; bic Midhtigeit ded Sabed an Ddev
! 3 E Fig. 89, in Der ¢ Dem ftumpjen
| ! ' : | Winfel dez Dreiedd gegeniiber
| ; el liegt, fodaf ber FuBpuntt Ddes
j 5 '_ Qotes h auferhald fallt, ebenjo
| || | bie Projefiion p ber Seite a auf
D' !{ g “ui_e Seite b. Hier wird nad) Py-
thagoras

= (b+ p)+ 1 =0 +p24 2bp + A2, aljo, Da p* 4 hi=a® ilt,
(IE = fr:'l —i— ”:'_' =1 f;)'ffjf.
(Ale drei Fille laffen fich in bie Formel
el =a®4 02 F 2bp
sujammenfafferr, wobei dag Minugzeichen fitr den Fall Dbed fpiben
Sinfels, bas Pluszeihen fiir den Ddes ftumpfen Winfeld qilt, wibhrend
fiir ben vechten Winfel das lepte Glied wegfallt,

Fig. 89. ' : ! 5
e weil p = 0 Wwird.)
P2
/'\R Je 259) Sap von ben Crgdnzungdparal:
[ R b P - . L
¥ -2y felogrammen. Jieht man purd) etnen Puntt
5 per Diagonale eined Parvallelogramms

Parallele su den Seifen, jo entjtefen zwei micht bon Dder
Diagonale gejdnitiene Rarvallelogramme, bdie gleiden
Slacheninhalt habemn

Beweis. Sn Fig. 90 jei ABCD bad Rarallelogramm und .J
per Punft der Diagonale, durd) den EF und G H, die Parallelen

st ben Seiten, geben. Hier ift AABD =/ABCD. LBom erjen
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Dreiede ziehe man A BEJ, von bdem anbderen dad qgleidhe Dreiec

BHJ ab, jobann von dem erjten nod) A DGJ, vom anbderen bad
glethe Dreied D EJ, dann miiflen von jedem bder groBen Dreiece
flachengleiche Stiice itbrig bleiben, fodah /, / AEJG = /[ JJHCF
ift. [Man nenut bie

beiben Parallelograntnre Fig. 90.
Crginzungdparalle:- D AR e jedop
(ogramme, toeil fie VET f/
ndtig ftnd, um die beiden R Y S pinkd

bont ber Diagonale ge- / /
chnittenen Parallelo- / /
qramime um gangen ’-Eﬂ-" [.r' '

vallelogramm ABCD ju ~* E B
ergdngen. ]

Bemerfung, Jjt dad Pavallelogramm ein Redytedt, o erhalt
man flacengleiche Crganzungsrvechtecte; ift e3 ein Rhombus, jo werden
bie Ergamsungdparallelogramme fongruent; ift e3 ein Quadrat, fo
werben die Crgdngungsredhtede fongruent.

Der Sab fiihrt jur Lijung folgender

Nufgabe. Cin gegebened Parvallelogramm in ein fladen:
gleigesd mit Denjelben Winfeln zu verwandeln, von dem
eine Seite gegeben it

Man betradite dad gegebene Parallelogramm alé dag Crginzungs-
pavallelogramm bder Fig. 90 und JH ober JF al3 die gegebene Seite
bed gefuchten. Die Figur ijt leicht u vervolljtandigen, jebod) braudt
man nicht alle Linien ju geihnen.

e) Rangenz und Fladenbereduungen an geradlinigen Gebilben.

260) Berlegung ded RNedhtedd in gleiche Quabrate unbd
Formel fitx die Redytedsflade.

Koo T . Lo e v pe Hig. 1.

a) Pat ein Redhted Seiten, bdie fid) verhalten 5
: S S x iy . e e
ie 3wei ganze Bablen m und =, o lift e3 jid) (b

injoviel Quabrate jerfegen, ie Dbas Produft der | | | |
Bahlen angibt, aljo in m - n Quadrate. (BVgl. § 63 i e s
bed Vorfurfus.) Man nehme dabei an, daf m und » — |
feinen gemeinjchaftlichen Teiler Haben. Das Wnfjuchen | |
bed gropten gemeinjdhaftlichen Teilerd gehovt in bdie
Arithuetit.

Beifpicl. it AB: BC=3: 5, fo Hhandelt ed fih um 3-5=15

A SR N ) Lo :13
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Ouadrate.  Dasjelbe gilt fiiv die Werhiltniffe 6:10, 9:15 ujin.
Man  verlangt ftets bdie mdglidhit fleine nzahl von uadraten.
(Fig. 91.)

5 fragt fich jebod), ob bdie Giuteilung i Quabvate audy fir
nicht ganze Bahlen miglich iit.

b) Berbalten fich Ddie Redhtedsieiten iwvie 3ivet gebrodjene
ahlen, jo loffen fich die Briidye gleihrnamig machen, und die Bahler
geben ein ganzgahliged Berhaltnis. Dag Brodutt der nemen Zahlen
gibt bie Unzahl der Quadrvate. (Vgl. § 66 pe3 Borfurjus.)

Beijpiel. St AB: BC=32: 7, fo ift aud) AB:BCO = 123

18:85. Das Redted Lkt fich aljo in 18-35 Duadrate einteilern.
(Bigtweilen ift nodh ein Nitrzen ded BVerhiltnifjed miglid).)

3

¢c) ©ind bie gebrochenen Babhfen gejdloffene Dezimalbriiche, jo
ift bas ganzzahlige Berhdltnis feiht u finven; 3 8. AB:BC
— 1,923 :2,156 gibt 1230:2156. @3 faun nodh) in 615 : 1078
gefiivat werden. Die Anzahl der Duadrate ift 615 - 1078.

d) Berhalten fich die Rechieddietten jo, bap im Verhdltniffe ein
pber awei endlofe beriodijdhe Degimalbriihe vorfommten, jo berivandelt
man diefe in getobhnliche Brithe und verfahrt wie vorher.

Beijpiel. Das Verhilinid et 2 : 5,23 8154 81548154 .. ..

Man fepe den Degimalorud) gleih «, jodab

10000002 = 5238154,815481564.... ., und
100z = 592381548154 . .... . aljo  burd)
beiberfeitige Subtrattion
9999002 = 5237 631,00000000 . . ... - und demunad

ber Desimalbrudy o = 5BIGL g5 %) ebt ift dad BVerhaltnis der
Rechtecafeiten 2 : 5237651 pher 1999800 : 5237631, Die Angahl
per Ouabdrate it demuad) bad Prodbuft bder beiden lepten Jablen.
Dabei fei vorausgejebt, dap Rirzungen nidht mehr miglich find.

Sn allen Ddiejen Fallen war dasd BVerhialtnig in ein
ganzzahliged zu vermanbdelm, und bdie Quabdratteilung war
theoretifd) moglich. Solche Berhaltnijfe nennt man rationale
Berhaltuijfe. Die Seite des gefundenen Quadrates heibt das ge-

%) Nerfe folgenbe furzgefajte Negel: Sdjreibe die Bahl bis zum Sdhiup
der crften Peviode ald gange Jahl hin, ziehe vou ithr ab bie bor ber erften
Periobe jtehende Bahl, und bdividieve den Peit purd) eine Bahf, die borm fo
oft die Biffer 9 hat, ald die Periobe Stellen ihlt, und hinten jobiel Nullen
hat, al8 die eigentliche Vorperiobe Stellen zdhLL. Der entjtehende Bruch it
ber Wert ded periodijhen Dezimalbruchd in gewdhnlicher Brudhform und
fonn Biufig nod) gefitezt werden. Der Beweis fiir die Ridhtigteit des Ver-
fahrens evgibt jich aus dem obigen Beifpiele.
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meinjdaftliche Mah der beiden Rechtecsieiten. Sind bie miglichen
Qitczungen duvdjgefiihet, jo Hanbdelt €3 fich um dad groBte gemein:
fdhaftliche Maf.

[6) Unmoglih) iwird bdie Ginteilung bez Redteds in fleine
Quabdrate, jobald dad BVerhiltnis fein rationaled, aljo ein ivrationaled
ift. Dies findet 3. B. jtatt, fwenn die cine ahl eine ganze, die anbere
ein endlojer Dezimatbruch ofue Periode, d. h. eine Jrrationalzahl ift
Solde find 3 B. die Duadratwurgeln and den Prumzablen, bie Kubik
wurgeln ufw. augd folden und die durd Multiplifation mit gangen
Qabhlen aus diefen Srrationalzahlen entjtehenden. ©8 qibt aber nod
Srrationalzahlen, die nicht mit der Wurzelausziehung sijammenhangen.
Gine foldje ift 3 9. die mit dem RKreidumfange sfammenhingende
Bahl 7 = 3,141 592 653 589793 ... Der Nadyweid bafiir, bdap
eine Babl der lesteven Gruppe eine Jvrationalzahl ift, [Ept fid wuw
jdjtoierig fithren und geht iiber Den Standpunit ber Klaffe hmaus.
Mant fann = ald einen Dezimalbruc) mit unendlich langer Periode,
aber aud) ald Desimalbruc) mit unendlih Tlanger Borperiode be-
trachten.  Qm erfteren Falle famn man daber m = *Seeeis - feben,
a3 einen Brud) gibt, der im Jahler und im RNemner unendlid) viele
Stellen hat. Dentt man fich) die lepte (unendlid) fern liegenbe) 9 ge-
ftvicgen, fo evhilt man al3 gleidgwertig = = 3550560 - Uud) hiev
find Bdbler und Nemmer big ind Unendliche fortzujepen. Cin
irrationales Berhaltnis fann aljo nidht al3 BVerhalinis

r

sweier enbdlicher ganzen Jahlen davgejtellt werden

Stehen bemmad) die Seiten eines Rechtedd in einem ivrationalen
Perhiltnis, o mithte jede Seite in unendlid) viele unendlich Fleine
Teile zerfegt werdem, wenn man eine Ginteilung in Feine Quadrate
exzielen toollte, die Quabdrate iviicden umnendlich Hein wund unendlid
sablreid) werben. Die beiden Seiten haben alfo fein gemeinjdaftlicdhes
Map von endlicher Grofe, man nennt fie daher infom menjurabel.
So find 3. B. 3wei Gerade vbon den Langen 1 und 1/2 infommenjuvabel.

S folchen Fllen begniigt man fid) im praftijchen Leben mit An-
niherungdmwerten. Cntiweder bejchrantt man den D aimalbrud) auf eine
endlicdhe Anzahl von Stellen, was 3. B. bei 1: 7 auf 100: 314, oder auf
1000000 : 3141593, ober auf 1000000000 : 3141592 654 ujmw.
fithrt. Ober man judht Nierungdwerte, wie F = 3,142857 .. ., wad
allerdingd zu grof ift, ober toie 35 = 3,1415929 ..., was nur
Tt wenig abweigt. Der Wert ¥ war don dem Archimedes befannt.
Bur Auffuchung ded zweiten und anderer Ndherungswerte gibt bie
Arithmetit geeignete Methoden an.|
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£) AB Fladenmap fonn man em Qaadbrat von beliebiger
Seitenlinge wahlen. Jm praftijfen Seben wdhlt man die Seiten:
{ange al8 eine Der Qingeneinfeiten des metrijchen Syjtems. Luadrate
pon 1,2, 3, 4, ... cm Seitenliinge Haben dabei Fladjen von 1-1=1,
2.2=4 8:3=9, 4-4=16,... qom pher: 12,99 8% 42 _ . .qem
ober em? Gin Quabdrat von vierfacher Flacdge erhalt man duvd) ges
eigneted Anlegen von drei Duabraten berjelben ®rife, ein Luabdrat
pon neunfacher Flache durd) geeignetes Unlegen von noch) fiinf joldgen
Quabraten an dad vorige ujw. o exgibt fid) folgende Tabelle der
Duabdratzahlen:

1%

=] =]

fobaf jedbe Duabdratzahl gleid) einer Summe aufeinander
folgender ungeraber Bahlen iff. Die Writhmett Tehrt, Ddaf,
tent » cine beliebige ungevade Babl ijt, 1+34+5+--- --,L-ﬁ:({{ F]I_l]
ift, was an der Tabelle anf bie Ridtigleit erprobt twerden faun.
(Daviiber und iiber bdie Unwendbungen vergleidhe man den Borfurius
& 58 'big § 61.)

g) Sjt dad Rechted in Heine Quadrate zerlegt, jodap 3 B. bie
@runblinie in 3, die Hihe in 5 gleihe Teile zerlegt ift, aljpo 3:5=15
Duabdrate vorhanden find, und betrachtet man jeded Luaorat al?
Slicheneinheit, fo Dandelt & fih um 3.5 = 15 Flcheneinheitern.
Xft allgemeiner die Grundlinie bed Redjteds von ber Linge b, bie
$Hbhe von ber Linge h, beided in Bentimetern gegeben, jo ift bie

Slade gleidh bh Duadratzentimetern, ober, wie man einfacher fagt,

=1k,

Diefe Formel*) gilt nad) obigem auch fiix gebrochene Bablenm. It
3. 8. b=38tem=jem, h= 52 cm = em, fo made man bie
Briihe gleidnamig, jodaf b =% em, h=% em ift. Jebt fteile

# Da s jedem Redyted oder Pavallelogramm, itberhaupt zu jeder gerad=
linig begrenzten Fldche ein gleic) grofies Qitabrat gefhort, defjen Ceite gleid) f,
befjen Flache gleich f*2 fei, jo mir‘o'iintt F vieljad geir’hr_irben f? f{obaf Die
Formel lautet £2=bh. Dadurd) wird angedentet, dap es fich lint8, wic vedyts,
um einen Ausdbrucd zweiter Dimenfion Handelt. Diefe jehr zu empfehlende
Sdyreibiveife ijt leider noch nicht allgemein getworden.
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man b in 24, % in 34 gleidje Teile ein und fonjtrutere die ugehdrigen

91 - 84 = 714 Duabrate bon je L em Eeitenlinge, alfo bon g qem
Slide. Dad ganze Rechted Hat alfo ¥ qem = 2+ 3 qom = T - { qem

— bh Quadratzentimeter Flade. Die Formel F = bl ﬁdiH aljo
aud) fiir gebrodene ,, Magzahlen b und 2, alfo aud) fiiv endliche
Dezimalbriige und fitr unendlihe Degimalbriihe mit Periode, alfo
fiiv vationaled BVerhdlinid b: A

[Fiir irvationaled Berhaltnig fann man fie ebenfalls al3 jtreng
ridhtig Deweiferr, Dier aber foll im UnjchluB an e) nur gejagt werbden,
bafy fie wm fo vidhtiger ift, je mehr Degimalftellen man bei & und A
beriidiichtiat. |

961) SJedbes Parallelogramm ift inhaltdgleich einem Redhted
pon Derfelben Grundlinie b und Dderfelbenr Hohe ~.  Sein Inbalt ift
bafer ebenfalld gegeben Ddurd

B=bh.

262) a) Jedbed Dreied von der Grundlinie b und der Hihe &
ift die Hilfte eines entjprechenden Parallelogramms beztv. Redjteds.
Die Jnhaltsformel ijt aljo

A bh
(1) F=—-

b) Begeihnet man die Dreiedsjeiten ald a, b, ¢, die jugehirigen
g = ; e - bh. ch,
iben ald ky, hy, hy, jo folgt, dag —* = —F = ~° ober ahy=bhy=chy
ift. Daraus aber folgt
|2) a:h= ff._, 2 a"r-'Jr i frﬁ : .i'fﬂ, e ,i';j 4 ,T,f:“

. h. 3wei Seiten eines Dreieds verhalten fid) umgefehrt
twie bie jugehorigen Hohen.
¢) Gtatt der erften diefer Proportionen fann man aud) jdreiben:
h hy h i |
a:b=1:1 poer a@:b=2:1t=-—1
b h, o b i Tl e
bemnach) lafien fich biefe Proportionen in folgende gemeinjdjajtliche
Fornel zujammeniaffen:
T L
B s e

(3

(3) WA —

9. b Dic Seiten eined Dreieds verhalten fid) wie die ume-
gefefrien (veziprofen) Werte der Hohen ober wie Ayl hghy iy hy.

d) Sind a, b, ¢ bic Seiten eined Dreieds, unbd ift ¢ der Rabdius
bed Sn-Qreifes, fo ergibt fidh) cine tveitere Flachenformel. Berbindet
man namlich) in Fig. 65 den Mittelpuntt M Dbed RKreifed mit den
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Gden A, B, € beg Dreiecdd und mit den BVeriihrungspuniten, jo wird

s : a : 2 home St g co pe A _
NAMEB = ;} NBMO = AL MA=_, ver Gejamtinhalt
: U imps - be co a -0 ce . !
Wit dllo =+ -+ 5= = , foofii man, da a + b +¢

S E o e e T v wo Sl
gleidh) dem Umfange w ift, aud) jdhreiben faun F = .~ Der Audbrud
a—+b-+e . 2 1 : ST g

T T ipar aber dort mit p Dezeichnet, alfo ijt Der Dreiecds-

&)

inbalt aud

i P a4+ b+ e i
(4) F="T_T o= _"o=yo

(S Worten?)

e) Berbindet man in Fig. 66 den Mittelpuntt M, Ddes die Seite
berithrenden Wn-RKreifed, bdeffen Rabius o, fei, mit ben Ccden Des
Dretedd und ben DBerithrungspuntten, jo it

A = A g ; e A = ] :
AABC=ABMC+ ACMA— ABMC=-3t 7% M

¥
=% (b4 ¢ — a).

o b — : . ’ v . "
Der Ausdbrud —— wurde aber dovt mit p, begeihuet, alfo ift
v L b-+e¢—a
E\-‘}_\) = -l -0, = P04

=2

Gbenjo ijt e3 mit p,, sy, besiv. 9,, 0, Man Hat aljo die Gejami:
formel

(6) F'—=po=p0y = P30 = P30
DDEr
- at+bt e -a-+b-t+¢ a—b ¢

(6)* = 5 o = -'2 - gy = 5 ' 05

Fig. 02 i e P e

A & 2 T
RS f) Davaud ergibt i) nod) etne andere
4 b s g ' - i o, .
// i Fovmel:*) Fig. 92 ftellt ein Dreied mit der

gl 2 lax\, Hihe hy = AD dar**) - Diefe foll aud bden

TS ey ©eiten @, b, ¢ berechnet werben. Man jebe
& BD =gz, aljp DC=a— 2 damn ijt nad
Pythagoras in den redtwintligen Dreteden

# Der Abjdhnitt £) fann vorldufig zuriidgeftellt werden, twenn die Lehre
pon ben Tabdratiwurzeln nod) nidt befproden ijt.
= D ift in die Beidhnung einjivagen.

T e o
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2 2 __ 72
Ll — frl
B [, )
(a r)* = b — hj

Doer

Sept man Hier den Wert von «* aud der erjten Gleidung ein, fo folgt

@ L] 0 - = 1.2
a* -+ ¢t — I — 2ax = bE—— i

pber, wenn man k3 beiderfeitd ftreicht,
Hi: —!—— oF — R ar— b

Darvausd folgt

Diez fese man ein in die erjte Gleidung, die fidh aud) jdreiben

51 o 9 r; i i e
e e s B R
Is] — X (& + )L z)*)
a* - ¢* G a® - ¢ — b*
—| 1 =l - — ] g - .
iz I 2a | | 2

Madht man die Ausdriide in jeder Klammer gleihnamig, fo erhilt man

;l? Dae L a2 I t...:i __hE Do — {-.'ﬂ =2 E.E :_ EJ’H
s 2 2a
|'|_'\'rr -+ €)* - b - ||’a2 — (@ — ¢€) :3]
FT3 da?

Su jeber Rlammer fteht die Diffevens ziveier Duadrate, die fid) wicder
in Summe mal Diffeveny der Grunbdzahlen zerlegen lgt, und jo folgt

5 (@ + ¢+ 0) (@ 4+e¢—b)b+a—c¢c (b — a - ¢)%)
el'_ ——
1 4
pder
- i6 atbte —atb+c a— b4+e at+b—e 4 - =
s = g 2 : 2 ' 2 ‘ 2 = 2 PPiPaPy

Demnady ift die Hobe ky

o 29 /a - b -+¢ -ag+b+¢ a— bt+c a4 b=
() b= Y i % S 2R e T
S A 2 2 2 2
5] =

(41

= -l."':!‘li: PsPs-
Ebhenfo ift
9

=
By 2 S
ir!::, == ‘ !;" PP Ps Py J'In':; = o I/:J_Jj.l] Pa Py

Sdyafit man in Gleihung (7) ” nad) linfs, jo jteht dovt (-{'21 =i,

# Gumme mal Differen; jiveier Jahlen gibt die Difjeveny threr Duadrate.
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affo bie Flacde des Dreietd. So erhalt man bie berithmtie Heronijde

prmel fiir den Inhalt dbed Dreieds:
- ,_—_f_'_ F o
(8) F=)ppi1p20s

=1V@F o+ ato+9@—b+olatbd—0

Vergleicht man diefe mit

1t . S DR
7 Po—0y0; — Pals = Vg¥31

jo findbet man unddit

PO = Vpp p:ps OO @ = 3,1*’1})?13*»_-1%.; = l 2 }fl"p* = ]’ Bilsta ;

P
Sn dfnliger Weife find die anderen Fovmeln zu behanbelr. Jmt
garnzen ergibt fich

(9) o _1,/ PP o Z‘lf..-fwg s s | oEds "_r/ﬁmeg'
¥4 y 2 Ps Py

_}. h _|_ @

. ; ; A B S 7 :
wo Fiix die p die aud den Seiten hergejtellten Ausdriide uji.

cingefest twerden fommen. Man Dalte dabet feft, Daf nach den Fig. 65
und 66 p bden BHalben Umfang bed Dreieds, p,, Pe, P etnfache
Tangentenlingen bedeuten.

Bemerfung. Bilbet man ausd (9) bas Probuft der vier Radien
und fitest man Den entftehenden Brud), fo lift fich die Wurzel ausds
siehen und e3 entjteht

0010205 = PP1 Pelg = b
ober
(10) F—Voo,0,05 = Vorraps,

fobafs fich die Jldche e Dreieds auch aus ben Radien bder Be-
ritheungstreife bevechnen (aft und dad Produit der Rabien qleich dem
: jnen | gleid)
Brodufte der p ift. — Nod) anbdere Formeln laffen fidh Ddurch Minlti-
! ; J )
. . . i o ] T o
plifation und Divifion finden, 3 Bo 00, = Pals. ; ——‘;; uji.
1 5
)

L

—
-

Ferner ift nad)

0

8 Zeks
hyhshy = —— V(001 9e5)" = 450 V(0010:205)° = 4 s
fobaly 3 .
= I—é-glfiﬁ-bf'hl}hghﬁ ift.
Die Heronifhe Fovmel foll in der Ahnlichleitslehre Fitger ab-
geleitet twerden. ©ie bedeutet einen qrofent Fortjdhritt in der Lehre
vom Dreied.
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263) Cine Gigenjdajt ded gleidyjeitigen Dreieds. Fallt
nan bom einem hciiuhiqm Bunfte P innerhalb eines gleichjeitigen
Dreiedd Qote 1, L, I, auf defjen Seiten und verbindet man P mit
pent Gcen bed Dreieds, jo ijt die Jlache ded Dreiedd F = /A ABP

al : : S
—i _J,. .J)’ ()rjf'} | ‘ (-r‘_t }'j s ri? HiE .-’ljg _, “j_-. il i: ':._'J: : F:J‘ __ JF',}?J_ %E!TD
S 2.1 =5 : ; —
it L, +6L+1L= e h,  Solglidy gilt ber Sab:

Die Summe der von einem beliebigen Punite inner:
halb Ded gleichieitigen Dreiedd auj defjen Seite gefdllten
Qote it fonftant und zwar gleih der Hohe ded Dreieds.

Qiegt der Puntt P auBerhalb ded Dreiecks, fo ijt entweder einsd
der Uote, ober e3 jind zwei jolche von aufen {}m auf bie Dretecieitern
su fallen. Dann bleibt der Sab DLeftehen, jobald man bdieje Lote alsd
negativ auffafit.  (Vian e
verjudje den Sah aud) _T'_”.'__
phne Recdhning, d. §. rein G =

"
v ¥ " . 5 (f \
geottetrifch) au Deweijen.) /:J \

264) Gine Cigen- 'i;. 3= \-._
jchaft bed redhtivint i
ligen Dreieds. Fig 93 - — =
ftelle ein  redhtwinkliges
Dreied mit der Hihe 7
(auf ber Hhpotenufe) dar.
Die Abjdhnitte der Hypotenuje bezeidhne man mit p und q.

&)

Dabet 1jt

o o i
= a= — T

e = b* — p®,
aljo burch beiderjeitige dbdition

oKt = o’ f b® —jiﬂ = fjfg = ¢! "';” = ’HE

pber, da ¢ = p + q ift,

2= (p+ 9 — (P + P =0p"+ 4+ 2pq — (»* + &%) = 2pq.
Davausd folgt A% = pg, b h.:

Das Produft aus den AUbjdnitten der Hypotenuje ijt
gleidh) dem Quadrate ber Hohe
L
s q
man k die mittleve Proportionale u p und ¢ Dieje fann daber
fonftruiert werben, indem man p und g aneinanderlegt, baritber einen
Halblreid zeidnet und im Teilbunfte ein 0Hid jum RKreife veichended

Aud h-h=p-q folgt oder p:h=h:q Daber nennt
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Qot ervichtet. Cine Propovtion, in der das zweite und britte Glied
fibereinftimmen, nennt man eine jtetige Proportiom

S Fig. 82 tar dag Quadrat itber BC qleidh dem Rechted aus
der Hypotenufe und dem anliegenden Ubjchnitte Der lepteren. Jn Der
Bezeichnungsiveife der Fig. 93 iofgt affo a®*=gq-c umd V¥*=p-c
Demnad) ijt « wmittlere Proportionale u p nd e; ebenjo it b
mittlere Proportionale st p und e. Tied gibt eme neue Ronjteutiion
der mittleren Proportionale gweier Geraden. (LWelde?)

(In der Jihnlicheitslehre crgeben fid) biefe Sibe in febhr ein:
facher Weije.)

265) Das allgemetne Bieved gewdhnlicher Art [ajt fid)
purd) jede Diagonale in awet Dretece zerlegen. Seine Flache (apt
fih) 3. B. berechnen, wenn bie Diagonale BD = p unbd bdie von A
und ¢ auf diefe gefdllten Lote 7y und /Ay befanui find. Dann 1jt
.Jr'J.i‘.'] e phy 0 re L

3 (W
(3] ! O] ) '-_( 1 |

i

Stefen Die Deiden Diagomafen p und ¢ aufeinander jentredht, jo it
hy + hy = q und
t X
F—E£L.

Dies ift 3. B. der Fall beim Rhombus, beim Deltoid, weldesd aus
stpei berjchiedenen gleidhjchentligen Dretecent {iber bezt. unter derjelben
Diagonale befteht, aber auch bet gewifien unjpmmetrijden Rieveden.

Sind von eimem BVieved die Seiten a, b, ¢, d W Die eine
Diagonale gegeben, fo [dft fid) jeded burdh die leptere abgefchnittene
Dreied nad) der Heronijcdhen Dreiecaiormel berechnen, aljo ijt aud
bie Bierveddflacdhe befannt.

266) liber dbag Trapes, bei dem ein paraflcles Seitenpaar vor-
hanben ijt, mup fiiv Ddie fahenberechnung  folgendes al3 Defanmt
poraudgefelt werden: Palbicrt man in einem Trapes pie nidyt
parvallefen Seiten, uno sieht man die Rerbindungslinie der

Salbierungsdpuntte, fo ijt

3 pieje 3u Dem anbdeven Sei-
D ——-f\\ ------- - tenpaare pavallel und
B L qleidd der Halben Summe

S _‘?\ piejer Seiten.
i bty Beweisd. Jn Fig. 94 et
3 e e T R R —>B ABCD ba3 Trapez, E und

I feten bie Halbierungdpuntte
per nidht pavallelen Seiten AD md BC. Man lege duvd) I eine
Rarallele G H zu AD bon ber einen Parallelen big ur BVerlingerung
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ber anbeven, dann ift A FBG = A FOH (3veiter Qongruensiak),

alfo GF=FH und jomit EF Mittellinie des Parallelogramms
AGHD. Daraud folgt EF # AG i DH. Ferner ijt
EF=DC+ CH,
und zugleich
EF=AB — GB,
folglid) burdy beiderfeitige Addition 2EF = A B+ DC+ (CH— G B),
oder, ba CH— GB =0 iff, 2 EF=AB -+ DC
AB L DC

und BB —

Man nennt AL ', D bad avithmetijche Mittel Der beiden
Grundlinien AR und DC oder and) die mittlere Grunblinie.
Sindb AB—=a, DO =10 und die Hihe h (ber bjtand ber beiden
Parallelen) befannt, fo ijt die Flidhe des Trapezes leicht u bevechuen.
Denft man i) ndmlih dad Dreted FHC von Pavallelogrammen
abgefdhnitterr und in der Form des fongruenten Dreieds FGB an F'G
angelegt, jo erfennt man, daf da8 Trapey ABCD dem Parallelo
gramm fladengleid ift. Da aber AG = EF ijt, jo jolgt al3 Flade
filv Deidbe Figuven

U

Die Trapezflacdhe ift alfo gleid) dem Produfte aus der mitt:
leven @rundlinie und der Hiohe.

Bu den Trapezen gehict ein gegen die Mittellinie fhmmetrijches,
pag UAntiparallelogramm ober gleichfchentlige Trapes.

267) Dag gewohnlidhge Tangentenvieved. Hat da3
Tangentenvieredd den Umijang

uw=a-+b-+c-+ d, wobe i D
” " e TN
a-+e=0-+d= 5 ijt, und f __/;_-,.--fl
T e e . =t | / N
hat fein JInfreid den Nadiug o, < R A
1-.“ [apt fich feine Flache Teidht \\ :- ”‘x s 80
bevechnen. Denn ed ift A AM B S i i
Hhe T T \ /i W
+ABMC+ ACMD PN
A : (o bo co \\‘m | S b
+ ADMA =24 2 47 i
i dp B o ; (v Jine \"/
-+ — aljo ijt bie Gejamtfldde B
h 0 : 7 . g s oy |
F=>(a4+b4+c+d =—uw=0(a+¢) =po(b+4d)
Cy TN -_2 L. S o b

||
i
i
|
i
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268) Gine merfwiirdige Cigenjdaft ded Tangenten:s

/’

vieveds erqibt fidh aud dem Berhalten der vier Teilvierede.
Sn Fig. 96 it
(1) ANAMB— ACMB =22 —22_2(a—0),
z A d o co 0
(2) AAMD — A CMD == — =" = 2(d — ¢).
Fig. 96. Nuzd a —|— g=10 : d flﬂgf
po. aber a — b = c?_ — ¢, folg
AN (ich jtimmen beibe Dijf-
//---.-_ S i il
/ ferenzen itbevein. (Bgl.
o iR RNr. 286.)

St nun J ber Hal:
bierungspuntt bder Diago-
nafe AC, jo wird behaup-
tet, dbaf Die Diffeveny (1)
pa3 Doppelte vom Dreied

7 0 BMJ jei.
S Falt man  namlic
= ot A aud ein Lot AL

auf bie  Berldngerung
B g BM- AL SR
o BM, jo ijt A ABM = = . Palt man von C ein Lot

CO auf AL, jo ift OL bdbie Hihe des Dreiedsd B M fiir bie Grund-
BAM.OL

linte BM, aljo N BMC = 5 Die Differens (1) ift alfo
gleich £ Ul—ii ied 12 UL e “z 05 Falt man von J
aus ein Lot TN auf A0, fo it AN =22 affo

WL =2 mRr

0T qu’} oy

alfo nad) beiberfeitiger Subtrattion
AL — OL =2 NL.

fan

Demnad) ift die Diffeveny (1) gleid) BM - NL, oder, da
NL bdie Hohe des Dreieds BMJ fitr dbie Grundlinte BM
ijt, gleidh dem Doppelten ded Dreieds BIM I,

®ang ebenfo [(dht fidh mit Hilfe bder entfprechenven Hilfe-
linien beweifen, dafp die Diffeveny (2) gleich dem Doppelten bes

o ——— e i P
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Dreiedd DMJ ift. Da aber beide Differenzen itbereinjtimmen, fo
folgt, daf

]

{ J) ABMJ =/ DMJ 1]~I

Sit mun K die Mitte der Diagonale BD, jo ift aud) A BAM
— A DKM Bive alflo JMK eine qcbmrﬁuu‘ Qinie, o iviirde
Bieved BAMJ = ‘“tr’ucf f)_.?\ M.J fetr. Bieht man aber die Geradbe KJ,
o it aud) A BET = A DKJ. Folglih mup M auf JK liegen.
(Qdge ndamlich M m{Jt~ bor KJ, fo toiitbe BKMJ > DKMJ fein,
ldge ed linfd von JK, jo witthe e3 Feiner af3 diefed fein.) Dber:
[\ JMEK Bat den Jnalt Null, demnadh liegen J, K und M auf einer
Gerabert.

Solglich gilt ber Sab:

Die Verbindungslinie bder Diagonalenmitten eines

Zangentenvieveds geht ftets durd) den Mittelpunft des Jn-
Rretjes.®)

ﬂitmrrhluqm. a) it der Winfel bei D ein foldher von 180°
jo wird ba3 Tangentenvieved zum Tangentendreied und D toird
Bevithrungspuntt ded Jn-freijes. Jeht wirh J der Halbierungdpuntt
ver Dreiedsieite AC. Daraud folgt:

Die IMitte ber *-li-criil’ratnqiirﬂlwu tjale (BD) eines
Dreteds und die Mitte der zugehivigen Dreiedsfeite (AC)
haben eine BVerbindbungslinie, die durd den :htile[puuft hc:
In=freifes geht. Dort alfo {dhneiden einander die drei entfprechenden
LBerbindbungslinien fiiv da3 gange Dreied.

h) Begetchnet man bdie vier Teilvreiede AMB, BMC, CMD,
DAl A be3 Tangentenvieredd al3 J,, J,, Jy, J,, jo folgt aud ihren
Jnbhaltsformeln J, : Tyt gt Jy=a:b:ie:d  Uus der obigen Formel
Jy —dJy=J, —J; folgt nod) J; + J;=J, +J,. Man beweife
Jwrﬁ paf 9C AMB 4 9T CMD = 180" ift, ebenjo << BMC

“DMA = 180°% (Bgl. Nr. 286.)

L..I N\ezfmtgmt man Ddie Gegenfeiten a und e, cbenjo b und d
bi3 zum Durdhjdnitte P bezw. @, o hat man in dber Figur APCQ
et Bievect mit einfpringendem Wintel, tn BPDQ ein iiberihlagenes
Bieved. BVei dem erfteren find AC und PQ Diagonalen, bet dem
anberen PD und P@. Veiden ijt der Rveid M ein= beziv. an-

) Dies fdheint ver einfadyjte Clementarbeweis bdicjed Sapes zu jein. Jn

Tetl IIL, 2. *"[m[nr;e biejes Lebrbud)s ift ein umijtdndlicherer Nadhiveis qLImm

Der Sab ift ein Sonderfall eined Sahes von Gauf fiber die drei Diagonalen-

mitten Ded vollftindigen Vierjeitd und itber die Mittelpunite der einem Bier-

feit einbejdhriebenen SKegelidhnitte. (Vgl. Teil 1IT.)
Holymitller, Clementormathematil. L. 4. Aufl
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bejchrieben. Wian berjudje ebenfo ju zeigen, daf die Halbierungspuntte
alfer dret Diagonalen AC, BD und PQ auf bder durd) M gehenden
®evaben JK liegen. (Gaufide Gerade.)

969) Fladen der drei Arten anbefdricbener Tangenten:

vierede.
a) Fiiv bas Tangentenviered mit einfpringendem Winfel (bet D)

it #—=A AMB+ A BMC— A CMD — A DMA=a+b;

—¢ (j —d 0} =2 (a+b—c—d). (Bagl Jig. 97.)

9
b) Das iiberfchlagene Tangentenviere A BCD hat feinen Snhalt
im gewdhulicgen Sinme. Man verfteht unter jeinem Snbalte den

&ig. 98,

ot
A~ \
&rig. 97. i -.,‘I
. {1‘_/’/ | “H M ]
e o S |~
A 7% N et | i
’e s \ /'f I ¥
’/.}Jf \ };.z._:___}_ S S BT s
¢ & v = llf I| 2 ‘riJi / /-"'.
o = | / P
A a | o
e e i
g S i =i P

Unterjhied der Dveiede ABE und CDE. (Die Flade ded einen
Dreiedd titd gewiffermafen afé negativ aufgefafht.) Danm ijt wieder
Fe=AAMB+ABMC—ACHMD —AAMD~2(a+b—c—d)
— N ABE — A CDE. (Bgl $ig. 98.)

¢) Audy fiir die dritte Art von Tangentenviereden, bei der Leime
Seite unmittelbar berithrt, gilt bie genannte Flachenformel. (Bgl. Fig. 72.)

370) Die Flacdhe jedes einem Qreife umbejdricbenen Bieleds
getwidhnlicher vt ijt

Pl bl e gty ="g

DS 4 2
Verbindet ntar die Gden eined allgemeinen fouveren Bieleds (n-Cd3)
mit einem Punfte P feined Jumevn, fo zerfegt man e3 m n Dreiece.
Sind a,, a,, as,..., a, die Ceiten, by, hy, hy, ..., h, bie Fu=
qehorigen Hihen der Dreiece, fo ift die Fldde

1 .
F=3 [ashy + Gghy + G3hg 4+« - - + a, k).
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271) Bemerfungen fiber Pythagoreijdhe Fahlen

3

Bablen 3z je dreten angegeben, vbon benen jede den Seiten eined redyt:
winkligen Dreiedd entjpredien fonnte.  Diefe Pythagoreijdhen
Bahlen follen bier wiederholt und ergdnzt werben.

.,,.;

3.4 D BN s e 27, 364, 365 36, 77, 85
b, 12 13 17, 144, 145 28 5. 53 36, 323, 825
7, 24, 25 19, 180, 181 28, 1895 0 37, 684, 685
o Pl £ e 200 21, 29 29, 420, 421 39, 80, 89
9, 40, 41 20, 99, 101 31, 480, 481 39, 760, 761
It, 60 61 1220 221 32, 255, 2567 40, 399, 401
i B 23,264 265 33, :';t;, 65 41, 840, 841
13, 84, 85 24, 143, 145 33, bd4. 545 43, 924, 925
Loyl 12,113 050812031 3 - e85 8612 6435 44 417, 195

44, 483, 485

Multipliziert man die Bablen einer joldhen Gruppe mit einer beliebigen
ganzen Zabl, jo erhalt man ivieber eine foldhe Gruppe, die aber nidhts
neued Dbietet. MNur unabhingige Pythagoreijhe Jahlen find Hier bis
aur Babl 44 fiiv die fleinfte Seite angegeben.

Die im Vorfurfus angegebene vorldufige NRegel, fiiv jede beliebige
Babhl »n (> 5) 3wet zugehorige grofeve zu finben, twird jeht verftind-
lid) fjein.

a) Qft » ungerabe, fo febe man in p® — ¢ = n® die '-'!,*nrjf
p=g-+ 1. Dann wird (q + 1)* — ¢* = »® oder 2¢ + 1 = n?

- ne— 1 n*— 1 n®—1- 2 .Ja‘—L 1 e

. §. g- = 1 - =—"Lci Pie
Glniiis ibt alip die Rablenarubpe 2 HE =l e =
~opung gibt aljp ole Hablengruppe =, __’ ; 2

b) Ift » gerabe, jo febe man in p* — ¢ = n? die Bahl p=q < 2.
™ i a o 5 I Hr —4
Dann wird [\f,r + 2)" — ¢° = n? ober 4q + 4 — n? D)t T

n?—4 n* - 4 b e = n*—4 nt*l4
p [ T 2=—;—- e Sbpmg ijt alfo », = L' .

Man findet aber dabet nicht jdmtliche unabhingigen Puthagoreifden
Bablen, fonbern nur fjolche Gruppen, bei denen Ddie beiden qroferen
Sablen nur wm 1 ober 2 vonetnanbder unterjdhieden jind. (Beifpiele
finbet man im BVorfurjud.) CEine allgemeinere Ljung qibt folgende

¢) €ind @ und b beliebig gegebene ganze Bahlen uud ift dabei

> b, fo ift leiht zu zeigen, daf die Babhlen

(@ — 0%, (2ab), (& -+ b
eine Gruppe Pythagoreijdher Bahlen jind. G8 ift namlid:

A
(=
~ .

(a* — .Fr)' + (2ab)? = (a® 4 b*)?,
g9*

Sgm Borfurjud § 72 wurde eine Reibe von Gruppen ganger
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toeil
at — 2470 + b + Lab? = gt + bt} 24707
1it.
Sept man 3.B. a=2,b=1, {0 finbet man o —b*=4—1=3,
2gb=2.2.1=4 a®+b*=4-+1=25, aljo Die erjte ®rupye 3, 4, 5.

Sept man a=3, b=1, o folgt @* —b*=9—1=238,
9ab—2-3-1=86, a®+b2=9-4+1=10, alfo bie Gruppe 6, 8, 10,
bie aber nichtd newed gibt, da fjie aus ber erften durd) Wultiplifation
mit 2 Dervorgeht.

Gept man a=3, b=2, o folgt & —*=9—4=25
Sab—2-3-2—12 a*+0b2=9+ 4 =13, alfo bie Gruppe 5,12, 1

3.
Ghenfo fann man ber Reihe nah a =4, b =1, pher a — 4, b = 2,
ober @ — 4 b =3 feBen. Das erfte gibt dbie Gruppe 8, 15, 17,

!

f

bad dritte die Gruppe 7, 24, 25. Dad atgite qibt nihtd neues,
ba 12, 16, 20 aus der erften Gruppe duvdh Multiplifation mit 3
hervorgeht.

Yui diefe Weife findet man jamiliche Bythagoreijden
Bahlen bHis zu einer beliebigen Anfangdzahl a Hin
Damit ift eine widtige Gruppe von unbejtimmien Gleichungen
steiten ®rabes (Diophautifde ®feichungen zweiten Gvabed) von
per Form a? 4 yP =% wo @, y und n ganse Aahlen fein jollen,
ofne bejondeve Vorfenmtniffe jur Lojung gebradt. |

[272) Borlaufige Methode, die Jahl = mit Hilte ded
Pythagoreifden Lefhriahes Dbis auf 6 Stellen Genaunigteit
su bevedhnen™)

uflajung. Jn Fig. 99 jei der Radius ded Halbfreifes gleid) 1.
Da fidh ber Radius dreimal als Sehne eintragen [dgt, ijt aunddjt

1z pie Oalbfreislinie grofer ald 3.
. Mean hHalbieve den Bogen A B m C.

"‘ e Damm it AD=5, AM =1,

' C\\  folgli) MD VAN — AD?

: Y '\‘.\ \.I- ) l.;‘rl:: _.. |"\:_1“;|:‘I = -]’_a'f]_ — .JL — -[..-"r :;’ ;

it o \\ Folglih it €D =MC — MD

P S u N =1 — Vi, Folglid) ift die Seite
3 ped vegelmdpigen 12:Eds

A0 VAP TP Vi VD =Vi+ A+ 127D

V2 — V3.

# Qn der Whulichfeitdlehre twird eine bequemere Methode angegebern.
Hier Danbelt e3 fich nur um cine Ubung in der BVeredhnung bes Umfangsd
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Da /8 =1,732051 .- alfp 2 —}/8=0,267949 --- und daber
AC =710,267949 - .. — 0,5176380 - - - ift, fo folgt al3 DHalber
'llm'fnnq pes regelmafigen Swilfeds das Sed)dfadye vabon,
D. b ¢ m}‘?h o Died ift jdhon ein Dbeffever Naherungdivert jiiv =
ald bIL. _;yﬂl}[

Jebt [}ﬁ[[‘ft‘rt‘ man den Bogen AC, wad F gibt, dann wird
bied) F M die Sehue AC in E Dalbiert, und es toird

AE — "l_f'l (2588190 - « ,

EM—VAM?— AP =V1— AE,
FE—=1—EM=1—}1— AFE?

aljo die Selhne
AE?)

VAL — A —_sYi— A =Va(1 —Y1—4E)

3

Hier ift 4 L —0,06698728 ---, alfo 1 — 4 E*=0,9330127 - - -
md AP — V(1 —1/0,9330127 - - -), ober, da 1/0,9330127
— 0,9659258 --- ift, AF =7/2+0,0840742 - .- = /0,0681484 - ..
= 0,2610525 -+ Der Halbe Umfang ded 24-Cd3 ift bas
Bwilffadhe dbavon ober 3,132630, was nod) ndher an = legt.
©o fanmn man, de PHalbierung der BVogen wiederholend, fortjahren.

Su derjelben Weife fann man den Halben Umfang der umbe-
jchriebenen vegelmifigen Bielflache ber angegebenen Seitenzahl bevedjuen.
Withrend die einbefchriebenen BVielflache einen zu fleinen Niherungsivert
geben, gebent die umbejchriebenen einen zu grofien, aber z wird immer
enger zwijchen el Bahlen eingejdniivt. Die Rejultate Hid jur jedjten
Stelle find in ber folgenden ZTabelle ujammengeftellt.

Ginbejdyrieben: Umbejchrieben: ﬁ"ufgﬂir{}:
6-Edt 3,00000 3,46410 3 < <34
12:&d 3,10583 3215639 3,1 ey D
246 3,13263 3,15966 3,13 < 5.2 915
4 8-k 3138955 314609 3189 <= m< 3146
96t 3,14103 3 14271 31410 < = < 3,142.
1926 3,14145 3, 14187 3,1414 < < 3,1418
384-Ec 3,14156 314166 314156 <= < 3,14166
768-Ed 3,14158 314161 3,14158 < = < 3,14161
1536-Ed 314154 314160 3,14159 << = < 3,14160
|

Damit ift == 3,14159 auf fedh3 Stellen richtig berechnet.

regelmifiger BVielede, deren ein- ober wmbejdhricbener Kreid ben Rabius 1 fHat.
St bad Wurzelaudziehen nod) nidyt geiibt, fo ijt diefer Paragrapl) zu fiberfchlagen.
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) Shlugbemerfungen jur planimetrijhen Lehraujgabe
per Quarta und Untertertin.

a) Gin wefentlicher Bejtandteil der Plantmetrie liegt i benm

Grildrungen (Definitionen) der in ihr zu behandelnden Begriffe.

Dieje Begriffe find entiveder Grundbegriffe oder zujamnten:
gejette Begriffe

Grundbegriffe find 3. B. Punft, Linte, Flicde.

Bujammengefebte Begriffe find 3 B. redhwinfliges Dreied,

Parallelogramm.

Gine Grilarung joll alfed Notwendige enthalten, aber niur dad
Notwendige. Sie ift entiveder eine jadlidye Crilirung (Realertlirung)
ober eine Cutftehungserflarung (genetijhe Crildrung). o fann
man 3 B. die Gerade folgendermafen ervflaven: Die Gervade ijt die
Fiivzefte Lerbindbungslinie wijden wei Punften. Man Fann aber
aud) fagen: Die Gerabe entjteht durd) die Veivegqung eined jtetd in
derjelben Michtung wandernden Lunttes,

Mud bder Grildrung eined planimetrijhen Gebildes miiflen fich
beflen wefentliche Cigenjdajten ableiten [lafjen. Die Ableitung
ber Gigenjhaften ber Gebilde ift eine Hauptaufgabe der Mathematit.
©ie muf in ftreng logifder Weije exfolgen. (Die Logif ijt
bie Wiffenjdhaft, bie fih mit den Denfjormen, Dbejonderd mit Den
Sdyluffolgerungen bejdhaftiat.)

b) Dasjenige, wad iiber einen planimetvijhen (allgemeiner einen
mathematijchen) BVegrifi ausdgefagt wird, nennt man einen Sap. Cin
foldger Gap fanun eine allgemein anecfaunte Grundwalhrheit (ein
Wriom) fein ober ein be3 Veweifes bebiirftiger Lehriab.

«) ALS alfgemeine Grundidabhe werden in der Regel folgende an-
gegeben.™)
1) Wenn 3wei Grifien einer dritten gleidh find, jo find fie unters
einander gleid). [t a =c undb b =¢, o ift a = 1.
2) Gleihes su Gleihem abdiert gibt Gleihed. Jjt @ = a; und
b="b;, joift a4+b=n0a,+4+0.
3) ®leihes von Gleichem fubtvabhiert gibt Gleichesd. Jjt a = o

und b=2=5;, jo ift a — b = a, — b;.

4) Gleides mit Gleichem multipliziert gibt Gleidhes. Jjt ¢ = a4
wmd b=>0;, o ijt a-b=a,-b.
) Al erfter Grundjap wird Haufig folgender angegeben: ,Jebe Grdfe
ift iy jelbft gleich.” Da jedoch zur Gleichheit mindeftend zwei Grdfen ge-
hioren, wird er bejjer iibergangen.
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5) Gfeidhes durd) Gleidjes dividiert gibt Gleides. Jijt a = a; und
- . [ r’l]
b=1,, fo ift'5—3

1

Sepem diefer Gleichheitsiihe fann ein Ungleicdhheitsiab sur
Geite gejtellt werben, 3. B. Gleides 3u Ungleichem addiert gibt
Ungleihes. Jit 3. B. a = ay, aber 6> by, fo ifta-+b>a, +b;;
ift @ =a,, abex b< by, fo it a + 0 < a + by.

Dem erften Grundjage wird haufig folgender Ungleideits-

faby zur Ceite gejtellt:

6) it von zwei gleihen Grifen die eine griper (bezw. fleiner)
al3 eine dritte, jo ift aud) die audere grier (bezw. fleiner)
al3 bie britte.

Sm Bereidhe der pofitiven Gropen gilt uod) folgenbder
Grundjah:
7) Der Teil ift feiner al3 dad Gange, oder ba3 Ganze ijt grifer
afg jeber fetner Feile.
Diefe Grundjdse find teild jdhon aur WUnivending geformmer,
teild twerden fie nod) nivendung findern.
eber der erften fechd Sidpe enthilt eine Bedingung, untev
ber bas usgefagte richtig ift. Die Bedingung nennt man die
Borausiepung, die Ausjage Heift die BVehauptung Auf
einen Beweis der lehteven wird, wie jdon gejagt, vergichtet,
weil ¢ fich um alfgemein ald ridhtig anerfannte Dentformen

(Sdlufiolgerungen) Hanbelt.

B) Meben bden allgemeinen Grundjaben gibt ed planimetrijdye

Grundjabe (planimetrijhe Axiome), Dei Ddenen auch auf einen
Beweid verzichtet wird. So jagt man 3. B.: ,Jn der Ehene lafjen
fidh durch jeden Puntt unendlich viele gevadbe XVinien legen.”

[Bei manden Sipen jolcher Avt tonnen Jweifel hevrjchen, ob
fie zu ben Grundidfen ober zu Den eined Betveijes bediicfligen
Qefriiben gehoren®) Gerabe in nemerer Beit fiud in diejer Ve-
aiehung diber die Grvundlagen Der Geomefrie umfangreiche Unters
fidungen jharfiinnigiter Art gemad)t worben. Ju allgemeiner
Ginigung ift man nod) nidt gelangt. Die Scule fann auf dieje
fritijhen Streitfragen nicht eingeben. Sie nimmt paber mande
Sike ald planimetrifhe Wxiome an, die vielleidht jpiter bon Dder
ftrengen Syftematif nicht af3 joldhe anerfannt werden.

Unter diefen Uriomen Hat dag fogenannte elfte Uriom bes
Guflid eine BHervorvagende Nolle gefpielt. 3 Handelf fidh) um

#) Die eingeflammerten Bemerfungen funen vorliujig iiberjdylagen werden,

mitffen aber daun fpdter bejproden werben.
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6 PRlanimetrie IL,  Forfjebung bed Lehrgangs.

ben befaunten ©af, dak, tenn bei ivei bou einer Ddritten ge:
jchnittenen  Geraden forvefpondievenbe Winfel gleich find, bdie
(eteren  Gevaden einanber mnidt jdneiden fonuen, iie tveit
man fie auch verlingere. Bwettaujend Jabre lang haben audy
bebeutende Mathematifer ben Sal ftreng ju betveijen verjudt. Erit
Gaup und einige feiner Jeitgenofjen haben erfannt, daf ein jtrenger
Betweis des Sabes unmiglid) ift, daf aljp jener jharfjinnige Griedhe
ihn mit vollem Redhte als Ariom Dhingeftellt hat. (Nimmt man
diejen ©ab nidht ald ridhtig an, fo fommt man auf die verjchiedenen
Sornen mnichteutlidijher Geometrien.) Der Saf fann iibrigens
burd) den ©ab erfeht tverden, daf bdie Wintelfumme im Dreted
gleid) zoei Nechten jei. Gejdhieht died, jo ift diejer Sab ald Wgiom
i betradyten.

Sm allgenmeinen wird anerfannt, daf die Schule eine gripere
Anzahl von Wriomen nitig hat ald die Wijfenjchait.

Bei einem Lehrjape dagegen handelt e fich um Voraudjepung,
Behauptung und Beweis.

©oll 3 B. betwiefen toerden, dap gleiden Seiten eined Dreieds
gIeicI)F Winkel gegeniiberliegen, o ‘mu“:* B. voransgejest, bag ABC
eint Dretect und daf AC=BC 1jt. Behauptet wird, baff <L p=<Ce
fei. Um ben Beweid zu liefern, hat man im vorliegenden Falle
etne Hilfafonjtruftion nétig. Entwever fallt man von C aud
auf Ddie ®egenfeite ein Lot ober man berbinbet C mit ber Mitte
der Gegenjeite ober man halbiert ben Wintel bei €. Dann beiveijt
man, dbap duvd) die Hilfalinie dasd Dreied in 3wei fongruente Teile
serfegt totrd. Darvaus folgt die Gleichheit der homologen LWintel
B und e

©o ergibt fich fiir jeden Lehria ein Dbejtimmtes Sdema:
1) Der Lehriab iclhfr 2) die Borausjepung, 3) die BVehauptung,
4) die etiva notige Hilidfonfteuftion, 5) der Beweis.

Bur MWhung im ftreng logijhen Denfen ift ed3 bdburchausd er-
forberlich, biejes Echema an vielen Beifpielen duvchzufithren. Auch
ift alles, was im Beweife gejagt wird, zu begritnden, fei ed burcdh
Lertvetjung auf den entjprechenden Grundjal oder durd) AUngabe
eined bereits Dewiefenen Lebrjabes. Jm obigen BVeifpiele ijt 3. B.
per angetvandte Kongruenzfab zu nennen. Jur ber Riirze Halber
ift in diefem Buche dad angegebene Sdhenia nid)t duvdhgangiq an=
gewanbt.

Der Beweid 1ft entweder ein unmittelbarer, D . ein
divefter Deweid, oder ein mittelbaver, b . ein indirefter
Betoeis. Vet dem erfteren wird der N m:fhuuw ber Ridtigeit wirk:

ety a5 PR
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lich gefithrt; Dei dem Ylepteren bagegen wird gezeigt, daf, wenn
man die Behauptung ald faljh annimmt, man auj etivag Unges
veimtes, auf einen Widerfpruch fommt, fodaf nichté itbrig bleibt,
ald die Vehauptung ald vidhtig anzuecfennen. Auch dazu find Bei
jbtele Dereits gegeberm.

Bistweilen ergibt fich ausd dem Betveife der Vehauptung gleich-
seitig anberes, was nicht behauptet war. Wan pflegt einen jolchen
beildufig aefunbenen Sap ald einen Bujap (Crginzungsjah, Ko-
vollavium) zu Degeichnen.

¢c) Gin toeiterer Bejtandteil dev Planimetrie find bdie einfachiten
Qonftruftiondfordberungen ober Poftulate, iiber bie bad Nibtige
in Nr. 66 bid 68 gefagt ift. An fie {dhlicken fih dbie Grundfonitrut:
tionen an. (Bgl. 70 bi3 77.)

Bujammengefestere und jhwierige Konjtruftiondanjgaben jind
auf diefe suriidufithren. (Vgl. 96 big 170 und 196 Hig 209.) Wie
pen Qebrfaben 1md den ugehirigen Beweifen, jo ift aud) den Kon-
iteuftionaditbungen ein bejtimmied Sdema ugrunde ju legen. Davitber
ift in Nr. 196 bi3 200 dad MNitige gejagt worden.

d) Hand in Hand mit den Konftruftionsaujgaben geben bie
Beredhnungdaufgaben, jodaf fich in dem Diev behanbelten Bereidye
jeber Der erfteren eine dev Tepteren anjchlieBen [aft. Auf einem hiheven
Standpuntte aber twerben Berehuungsaufgaben geldft, die mit ben
qetwbhnlichen Hilfsmitteln ber Konfteuftion, d. h. mit Firtel unb Lineal,
nicht 188bar find.

B. Planimetvijde Lehranjgabe der Obertertia und
Muterjefunda,

1. Abulidgheitslelre fitv gevadlinige Gebilde,

973) Werden bdie Schentel eines Winfelsd (ober ihre
Berlangernngen itber bem Sdeitel Hinaus) durd zwet Pa:
rallelen gejdnitten, jo verhalten jich die Abjdnitte desd einen
Sdenfeld wie die ded andeven

Beweid, Sn JFig. 100 migen die Teile AB und BC ein
vationaled Verhaltnis Haben. NMan vermanbdle bdiefed (ivie in N 306)
in ein gangzahliges Verhiltnid m:n.  Jebt denfe man fih AB in m,
BC in n gleife Teile eingeteilt. Durd) bdie Teilpunfte lege man
Rarallele zu den beiden gegebenen Parallelen B D und CE. Dadurch
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wird (nad) Nr. 93) AD in m, DE in n gleide Teile eingeteilt, und
pamit geseigt, daf fih AD zu DE ebenjalld tvie m : n verhilt. Die
Teife von AD und DE jind niamlid) ebenfalld von derfelben Gripe.

Qjt dag Verhdltnid ein irrationales,

frig. 100. - s
e wie 3. B. 1:x jo fithet man den Nad)-

7\ eid mit Deliebiger ®enanigfeit, inbem
/" }\ man ftatt ded endlofen Vrudjed = ben auf

&, \\ ek ; e P
H’; == beliebig viele Stellen abgefiiviten Degimal
//___ \\ bruch nimmt, twobei ber Fehler verjdhwine

pend flein gemacht iwerden famn. (Bgl,
Nr. 306.)

274) Jit bad  BVerhdlini3 jioeter
/ \  Grifen gleidh oem BVerbiltniffe zweier
anderen, jo fagt man, bie Grigen jtehen
in Proportion ober jeien einander proportioniert. Jn Fig. 100 finden
folgenbe Proportionen jtatt:
) AB: BC=AD:DE obex b:c=d:e,

b) AB: AC—=AD: AE oder b:(b+¢)=d:(d+e),

¢c) AC:BC = AE :DE obert (b+c):c=(d+ ¢ :e

Xede fann nad) Art von 273 bewiejen twerben.®) Man |hliept
daraugd: Bejteht in Fig. 99 bdie Proportion b:c= d:e, jo befteht
die Proportion d) (b+¢):(d+¢)=0:d. ©Sebt man b4 c=Fk
ud d 4+ e=1, {o gilt aud) bie Proportion ¢) k:e=1:e Pro-
portion a) lautet dann (F—ec):e=(1—¢):e oder (k—c):(I—e)=c:e.
Allgemein folgt:

St min =m0y, fo ift aud (m 4+ n): (mg 4+ n) =m:m,,
ferner ift aud) (m — n): (my —n)=m:my, folglidh aud
(m 4+ n):(m —n) = (m +n,):(mg —n). (Made die Probe, ob
in jeber diefer Proportionen die Produfte der duferen und inneren
Gfieder gleich find, und verfuche ben Sah in Worten audzudriicen.)

#) Die Moglichfeit der verjchicdenen Umiftellungen jeder Proportion wird

: : SR =7 o : = b e
al3 befannt poraudgeiest. Jm anderen Falle ift zu zeigen, daf ausd oo
: : o2
folgt: be=1—cd, D. 0. daf dad Probuft der inmnerven Glieder gleid
. i h (B e S ol S
bem der duBeren ift = ift ndmlich mur eine anvere Sdreibweije
[ e ;

fiit bie—=d:e. (2ied abgehitvzt: b 3u e wie d zu e”.) Alle Umitellungen
haben jo 3u erfolgen, dafy & und e beide innen, oder beide aufen ftehen. Fitr
bas Folgende twerde nod) folgender Sapy voraudgefest: Stimmen zwet Pro-
portionen in ben Drei erfren Gliebern itberein, fo ftimmen jie
aud) im vierten Gliebe itberein.
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Auperdem folgt aud Fig. 100 folgender Sah:

975) Werden bdie Schenfel eined Winfels (oder ibhre
Berlingerungen itber ben Sdeitel hinaus) von zwel Paral:
felen gefdyuitten, fo verhalten fich die Pavallelen (bon
Sdentel su Sdenfel gemeffen) wie die Abjdnitte jedesd
Sdjenteld (vom Sdeitel aus gemejjen).

Bum Beweife 3iche man in Fig. 100 DF | AC, dann ift nad)
vorigem Sae CF:CE=AD:AFE, ober, dba CF=BD iit,
BD:CE=AD: AE, aljp aud) BD:CE= AB: AC.

Man fann biefe drei Proportionen in

o ; o~ ' i e v Fig. 101.
folgenber ©djreibtveife wverenmigen, bet per ‘_r
jebes Dretect tn demfelben Sinne umbreijt wird: r\

AB:BD:DA—= AC:CE: EA foaay

/ b

976) Umichrung: Werden dbie Sden: f -
fel eined Winkeld von jzivei Geraden ey
fo gefdynitten, dap die Abjdnitte dbes  / s
einen Sdenteld jich fo verhalten, tvte /
pie Ded anbderen, fo find die Gervaden L __ gl (P

varallel.

Beweis. Su Fig 101 jei AB: AC=AD: AL Angenommen
BD wirve widt pavallel zu CE, jo lepe fid) eine Vinie BD, pa
vallel su CE 3ichen. Dann wivdbe AB: AC= AD : AE fein,
b. B. bdie gleidnamigen Briiche 1? 1nd f;‘ witcben betde gleich
AB
AC
Dies it aber unmiglidh, aljo ijt die Annahme, BD fei nicht pavallel
su CE, falid.

Bemerfung. Fiv jede Art von Parallelprojeftion (jdhrige oder
gevabe) folgt aud 273):

Die Verhaltnijfe zweicr Abjdnitte einer Geraben find
gleid) Den Verhaltnifjen der entipredhenden Abjdnitte auf
ber Projeftion der Geraden, oder: Bei der Parallelprojeltion
gehen die BVerhaltniffe auf jeder Gervaben ungedndert anf
pic Projeftion dber. So ift 3 B. in Fig. 102: AB: BC
— A, B, : B,0,. (Sege sum Beweife durd) 4, eine Parallele su 4 C.)
Dazfelbe gilt von den Projeftionen proportionaler Stide jweier
pavalleler Gevaden auf eine anbere Gerave.

fein, obwohl dev Bihler AD, bverfdhicben vom Jibhler AD ijt.

277) Yufgabe. Bu drei gegebenmen Geraden a, b, ¢ die
pierte Proportionale 2 zu fonftruieven.
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Nuflojung. CSdueidbe vom Sdeitel eined Winteld aug auf
L} J o’
peffen ©djenteln @ bejw. ¢ ab und verlingere a um b, verbinde die

wig. 102
T 08
Tl 10,
/d_,/ |
£ I et b =
- B | ™ : e /
| ¢ 2 (4 T -
B ; .
| | | | S
o i | B
| \
%
N
B — 3 N\
<1 f_‘;’, (l, i

Endpuntte von « und ¢ und lege durd) den freten Cnbpunft von b

eine Parallele zur Verbinbungslinie. Diefe jchneidet dasd gefuchte
&tiid « ab. (Warum?). (Vgl. Fig. 103.)

278) Hufgabe. Gegeben jeien zwei einanber jhneidende Geraden
und ein beliebiger Puntt. Durch) den Punit joll eine Gerade jo ge-
legt twerden, bag Dbad zwijden den beiben Geraben liegende Stiic
durd) den Punit Halbiert ift.

Nujlojung. P fei der gegebene Punft, B der Schnittpunit der
@eradent AB und CB. Man lege durd) P eine Parallele ju A B
b1z zum CSdmitfpuntte D mit BC. Man made auf BC das Stiid
DE = BD, wobei DE Berlingerung von BD itber D hinaud jein
foll, bann ift EP die eine Hilfte der gefuchten Geraden.

Bemerfung. ©Statt bie Halbierung der Geraben 3u verlangen,
fann man eine Feitlung tm Dbeliehbigen Lerhdaltnid m : »n fordern.

279) Gtimmen zwei Vielede in allen gleidhliegenden
(homologen) Winfeln und in dben BVerhdltnijfen je zweier
aufeinander folgenden Seiten iiberein, jo fagt man, fie jeien
etnander dhunlich (~).

Sit 3. B, in Fig. 104 sCAd =< A, <« B=<CB, ujw. und
o T R s S G R
WSy B’ 0D 0D,
AB:BC:CD:DE:EA=AB,:B,0,:CD,:DE, : EA, o
jind bie Bielede dahnlich), und das eine ijt die gejebmdfiige BergriBerung
besto. BVerfleinerung ded anbeven. Wan hat in einem Dreiede nux
notig, etne Pavallele zu etner Seite zu jiehen, um ein ihmn ahnliches
DreieE zu erhalten. Denn beidbe Haben iitbeveinftimmende Wintel und
bie Geiten find nad) § 275 proportional. Die Ahnlicheit zweier
Dielede folgt {hon aud der Ubereinflimmung in einer geringeren Un:

ujro., oder ift, wad dagjelbe DLedeutet,
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sahl pon ,Otiiden”, bie teils Seitenverhilinijie, teile Wintel (oder
auch andere Stitde) fein fomnen. Die Abnlichleitsiabe geben am, ivie
grofs bie Ampahl ber iiberein:

Feile P o ~ g 104.
ftimmenden Stiide jein  mup. :

oy & il e : i H 7
Xitr da3 Dretedt jollen die wid)y ) ,_,'/f\'
tigjten Afnlichfeitsidibe, die den e e
RQongruenzjagen entfprechen, dev b i
> . ; o v A e A
Teibe nacd) beiefen twerden. S oy \
280) Swei Dreiede find > E——4,
dhnlich, wenn fie iibevein: | ]
timmen in einem Wintel \
und im Berhaltnisd der ein o
jhlicenden Seitem. (Crfter %ig. 105.
Ahnlidhtertsiab.) C G
Beweis, JIn Fig. I B
- - | b | \\
105 fet y =y uno f [ S
A€: B C=A4,0,: B,C,. | 5 / 5
Manmache CA,=C, A, I b i AN
: ; 2 1~ ; [0, J"i\_}j Pl N
OB, = 0Bt " e T \ =4 B,
atehe A, B Dan '
atehe A, B,. Dann ] R
folgt aud A,C: B,C i Y
= AC B, bap a4l : SR

Ay B, | AB ijt. Nad

275) find bann alle Seiten der Dreiede A BC unbd 4, B, C; proporiional,
ud  aufierdent it « — o, und f=p,. Diefe Dreiede find afjo
ahulidh. Da aber A A, B, C = A A B C ift (erfter Qongruengjab),
fo folgt, bap AABC ~ A A B C, ijt.

281) Bivei Dreiede jind ahnlih, wenn fie in zivel
Winkeln fiberveinftimmen. (Jweifer pnlighteitdiab.)

Beweis. Sn Fig. 105 jei y=yp, nud a=e;, aljo anch
g =B, Man made Cd, = C;A; und ziehe A, By AB. Dam
it tie vorher AABC~AA, B,C. Da aber AAy By C;=/\4,B,C
ift (zweiter Kongruenziap), jo folgt AABC ~ A4, B,C,.

282) Bwei Dreiede jind Ghnlich, wenn jwei Seiten:
perhaltniffe Ded einen mit stoet Geitenverhaltnijjen bdes
anberen jibereinftimmen. (Dritter Ahnlidteitaiap)

Beweis. In Fig. 105 jei AB: BC:CA=A;B,: B, C;: 0 4.
Man made CA,— C, 4, und C By = C; B, und ziehe A, By. Danu
iit, wie vorher, AABC ~ A4, B,C,. Folglid) it CB:BA
— CB,: B, 4,, ¢ war aber CB: BA = CB, : B, A;. Diefe Pro-
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; 4 ]

portionen fjtimmen in ben drei erften ®liebern iibevein, folglich ijt
aud) B, 4, = A, B;. Demnad) ftimmen bic fleinen Dreiede (nach
pem Dbritfen SKongruenzjahe) iiberein. ~ G8 ift alfo audy A4, B, C,
~ A ABC.

283) Bwei Dreiede find dahnlidh, wenn fie iibevein:
ftimmmen in einem Seitenverhaltnid und in dbem dev groferen
piefer Seiten gegeniiberliegenden Wintel. (Vierter Ahnlich-
feitafas.)

Beweid, JIn Fig. 105 jei BC:CA=DB,C,:C, 4, BC>CA
und <Ce=¢;,. Man made CA4, =C, 4; md CB, = O, B, und
jiche 4, B,. Dann ijt wie vorher A4, B,C~ NABC. Da aber
ay =0 =@ ift, o ift A4, B, 0= A A B, C, (vierter KRongrueny:
jap) und daher AABC~ A4, B, C,.

284) Bwei Dreiede find ahnlid)y, wenn fjie itberein:
jtimmen in einem Seitenverhalinid und in dem der fleineren
piejer @etten gegeniiberliegenden Wintel, und wenn der der
griferen gegeniitberliegende Winfel in Dbeiden Dreieden
gletdhartig ift (in beiden fpils, oder in beiden ein rvedhter, oder in
beiben ftumpf). (Fitnfter Abnlichfeitsiak.)

Beweis wie vorher, nur wird die Kongrueny des Hilfsbreieds
mit dem Fleineven bev gegebenen Dreiecte nac) dem fitnften Kongritenys
joge Dewiejen. (Wird bdie leptgenannte Bedbingung unteclafjen, fo
treten die beim fiinften Songruenzjape befprochenen beiden Mbglich:
feiten ein.)

Hufgabe. Die fiinf Ahnlichleitabeweife follen in folgenbder
gemeinfdaftlider Form gefithrt werden: Man made €4, —=C 4,
und jiehe A, B, | A B, wad ein dem grifieren Dreied dhnlicdies gibt.
Danun zeige man mit Hilfe des entjprecienden Kongruenzjahesd, dap

oiejed dem leinen Dreied fongruent ift.

285) Mufgabe. Bu ecinem gegebenen Bieled ein dhn-
lided in vorgefdyriebenem Mafftabe ju zeidnen (3. B. Ver:
fleinerung der Geiten auf I ber gegebenen).

Huflojung. Verbinde bdie Edpunfte des gqegebemen Bieleds
BCDEF in $ig. 106 mit einem belicbigen Punfte 4. Davauf madje
3.B. AB,=3 A B, 3iehe B,C,|BC, C,D,|CD, D,E,|DE, E, F,|EF,
und berbinbe ¥y, mit B, dbann ift B, C, D, B, F, bad gefuchte Bieled
und jivar bag im Dalben Mafijtabe gezeichnete. CEntiprechend verfihet

. il 1 o e B e T e et
man beim Mafpftabe -+ (Warum ift bie Konftrultion vichtig?)
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Bemerfung. Nan nennt A den dufeven AhnlichLeitspuntt
per Dbeiden dfhmlichen umd in dhnlicher Lage befindlichen Vielede.

i Fig. 106.

Fiir dag gejuchte Bieled ijt nod) eime stoeite Lage miglid), iie
aud der folgenben Konftruttion hervorgeht.

Mian verbinde jamtliche Gden Des gegebenen Bieleds BCDEF
(Fig. 107) mit einem Deliebigen Puntte J, verlingere jede der Ver:
bindungslinien iiber J hinang, mache 3. B. die Berlingerung J B, =+ BJ,
siehe B, C,|BC, C,D{|CD, D\E,|DE, E,F, | EF und verbinde
F, wmit B,, bann
it B,CDEF, 0 ig. 107.
bag gefuchte Vieled ;,:ff’n\
(warum?), jedod) ijt \\l =

¢d gegen bas anbere et
um 1807 gedbreht. £y ' sty _\
Man nennt J / '

Den tunerett ‘ﬂl]}[zr e o
{ichfeitspuntt devr  zL— :! :
Ghnlichen und ent:
gegengefept dhn-= B
lidy liegenbden
Bielede.”) Der Umlaufefinm ijt dabet perjelbe. Rlappt man die
siveite Figur einmal mwm, jo wird dev Umlaunféfinn der entgegengefepste.
Daun gibt e aber feine Ahnlichleitapuntte.

fipnliche Vielede laffen jid) ftetd in dhulide ober in
entgegengefest Ghulidhe Lagen Dringen. Gegebenenfalld it
pabei cin Wmtlappen erforderlich, dhnlid) tvie beim Deden fongruenter
Fiquren. Gine folhe Lage ift evveicht, wenn bie LBerbindungslinicn

¥ SMan fann biefe Lage aund) ald Lberfehrt dhnlide’ begeidmen.
Die beiben angegebenen Konjtrultionen find fehr braudybar, da jid) die Pa-
rallelen mit Hilfe desd Nechtwinfellineals jehr bequem zichen lajjen.
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entiprechender Punfte jamtlih) durd) einen Puntt gehen. Beide Arten
pon dbnlichen Lagen jaBt man zujammen unter dem Namen per-
fpeftivifdhe QLage. Denft man fih nimld) in Fig. 106 dbas Auge
nad) A verfept, fo liegt jeder Punft ded griferen BVieledd genan
hinter dem entfprechenden des fleineven. €3 Hanbdelt fid) alfo um eine
Rrojefiion bom Bentrum A aqus, d. h. um eime Jentrvalprojeftion
(im Gegenfas zur Parallelprojeftion). J[n Fig. 107 gejchieht bdad
Rrojizieven daburch, daf jeder Strahl riidtvdrtd verldngert wird. Aljo
aud) bei J DHandelt €8 fih um eine Sentralprojettion.

286) Auf bdiefen Veziehungen beruht ein Tetl der Yehre bon
ber Bentralperfpeftive. Aud) jimtliche Verkleinerungss und Ber
qriferungdnedhanidmen, die unter dem Namen Stord)jdnabel m
ber Juduftrie und im Kunjtgewerbe und aud) in der Felomeplunit
vielfad) Untwendung finden, griinden fidh auf die Lehre von ber dbhn:
lihen Lage dhnlicher Gebilbe.

Sn Fig. 108 3 B. ijt ein gelenfiges Parallelogramm A BCD
gezeichnet und die gleichfalls eingelentte ‘Bavallele EF fo gelegt, daf
9B AE=3:AD (und BF = ;BC) ijt. Bringt man nun Den
Beidenftift in ¢, an, wobei EC, = s EF jemn joll, jo liegt €, auf
der nicht tm Medhanidmusg befind-
lihen Diagonale AC und e3 1ijt

oig. 108.

Comomoes SO _B :
T AC, =5 AC, wie man aud) dad
e S Barallelogramm i fich betvege.
' e -. Wird nun A auf der Unterlage be-
f.“ "-.I'i-__. feftigt, und lipt nman C einen bvor:
1):—— : _"f.-__".____"_,___t gefchriebenen Weq suriidlegenr, fo
o) bewegt fich der Stift € auf dhn-

lidem und abulich [tegenbem TWege, d. h. er gibt bie entjprecdhende
Beichmung in 5 ded Mapftabs. Entiprechendes finbet beim Werte -
pes Verhaltniffes ftatt. € und €, fonnen ifhre Rollen vertaujden.
So erfennt man die WMoglihfett von Medjanidmen, bdie gejehmifige
BVergroferung oder Verfleinerung bewerkjtelligen follen.

287) JIn dhnlidhen @ebildben find Homologe Linien
unteveinander proporvtional, und Homologe Winfel gleid.

Su dbhnliden Dreteden 3. B. verhalten jih Homologe Hibhen wie
Jomologe Seiten, ebenjo ift e mit Homologen Mittellinien, Mittel:
jenfrechten, Winfelhalbievenden, mit den NRabdien ved Um-Kretjed, bded
Su-Qreifed, bder BHomologen An-Rreife ESamtliche von Homologen
Cinien Diefer Wrten gebildeten Wintel jind gleidh). (Fithre den Betveis
an Beijpielen.)
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288) Qun dahnlidhen Gebilden jind Homologe Fladens
itiide proportional ben Quadraten homologer Seiten.

St 3 B. bad eine Gebilde im Dritten Teile bed Mapjtabs ge-
seidhnet, und denft man fich ziwvei Homologe Flachenteile tn Luadrate
verivandelt, jo Hat dad feinere Laradrat Seitent bon :]5 ber Seifenlinge
pe3 qriferen Duabrates, die Juhalte verhalten fid) aljp twie 1: L.
Gbhenfo ift bet dbem Mapftabverhalinis 1:n dal Berhaltnisd
homologer Fladenitiice 1:2°% Jugleid ift dbamit gezeigt, bak
Paare von Homologen Flachenjtiiden dhnlicher Jiguven untereinander

oroportional find.  (Bei dhulichen Kbrpern ijt dad BVerhiltnid Dder

Homologen Linten 1:#, das der hHomologen Flachen 1 : n®, dad ber

homologen Raumteile 1 : %)

289) Regelmafhige BVielede derfelben Seitenzahl fino
etnanber ahulic). Folglich find auch Kreife einander dhnlid). Je
stoei Rreife einer Gbene befinden fich ftetd in dbhnlicher und sugleich
in entgegengefebt dbnlicher Lage. Folglih: Bwel fretie haben
Stets eimen inmeren und einmen duferen Ahnlichfettdpuntt.

Hig. 109
== s
= TR
o A
N 1"“\-\_____\_ ==
/ \\" e v
/ s =
/ Bl >
[ o \ .H'H.. — T =
| e | H"*\.{’/i. — A
| Y] | TG M, e
\ / N e
b = e
i S -'{-l-

(Bgl, Nr. 285 und 181.) Diefe Punite iverdent, tenn bie Rreife
auseinander liegen, bequem durc) die gemeinjchaftlichen Tangenten be-

fimmt.  iir alle gegenfeitigen Lagen beiber Rreife findet man bdie

Shnlichteitspuntte 4 und J folgendermafen. Jieht man parallele wnd
gleidgeridhtete Radien M B und M, B, fo jdneidet BB, die Jen:
trale M DI, im duBeren donlichfeitspuntte 4. Jieht man dagegen Ddie
Radien M B und M, B,
Bentrale den inneren Uhnlichfeitspuntt J.

290) Uuch gwei parallele Geraden Haben jtetd jivet A hnlichfeits-
punfte A4 und J, die 3. B. duvd) Berbindung dev gleichliegenden und
der entgegengefept [liegenben Gnbpuntte gefunben werden.  (Bgl

Solzmitller, Glementarmatfematif. T 4. Anjl. 10

entgegengefebt parvallel, jo gibt BB, auj der
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Fig. 110.) A und J Tiegen auf der Verbindungslinte dev Halbrerungs:
puntte der Parallelen, denn Ddie lepteren lafjen fidh als Durdymefjer
pon Sreifen Detvachten, die mit den Rabien MC und M, C, um M
bestv. M, gelegt find. (Vgl. Fig. 109.) Jjt BC in lauter gleiche
Teile geteilt und verbinbet man bie Teilpuntte mit A ober J, fo wird
audg B,C, in gleiche Teile geteilt. Teilt man BC in beliebigem
Berhiltnid, fo toird durd piefelben WVerbindunadlinten aud) B,C,
(ober €, B,) in bdemfelben Berhiltnis geteilt. Folglih: Bei der
Rentralprojeftion einer Geraben auf cine pavallele Gerave
werden alle Teilungdverhaltnijfe bder einen unverdndert
anf die anbdeve itbertragen. (Widtig fiiv die Berjpettive.)

291) Yufgabe, Cine Gerade MM, im gegebenen Ber-
haltniffe m:my, 3w teifew. (m joll gu M, my, ju MM, gehdven;
m und m, migen al8 Geraden von beftimmier inge gegeben fein.)

Uuflbfung. a) JInnere Teilung. Jjt MM, (Fig. 110) bie
gegebene ®erade, fo lege mam die Sinie m in I unter belicbiger

g 110,

e
/
fm e
/ = _:7-}} —
~ ——

/ 3 "y S
Sldie— e ~ ~ A
/ =z ey 2

= ~
ﬁu S ]

L
B

Richtung an, die Linie m, in M, in entgegengefepter Ridhtung, wasd
bie Geraben MC und M, B, gibt. Die Gerabe OB, feilt MM,
im Berhiltnid m :m,. (Beweife mit Hilfe dhnliher Dreiece, baf
MJ : MJ =m:my ift)

b) Hufere Teilung Bilde wie vorher MC = m und ziehe
M,C, = m, afs gleifaerichtete Parallele. CC; gibt dann auf dev
Berlangerung von MM, den duferen Teilpunft A. (Beweife mat
Hilfe abhnlicher Dreiecde, dap M A : M A = m @ my iit.)

Bemerfung. Aug MJ: M, J —m:my und MA: M A =m:my
folgt: MJ : M J = MA: M A Beide Teilungen harmonieren mits
einander. Diefe Doppelteilung nennt man die harmonijdhe Teilung
einer gegebenen ®ervaden®) M, M,, J, A nennt man har:

#) Die Ulten beseichueten diefe Teilung ausd mujifalijhen Griinden al3
gine harmonijhe. Saiten von gleiher Bejdaffenheit und Spannung geben
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monifdye Punite. M und I, beiBen jugeordnete Punfte, ebenjo
J und A, Sdldagt man mit m und m, Kreife um M und M, fo
fat man bdie Beidmung der RKretfe mit ihren WhnlichFeitspuntien.
Die Mittelpunfte zweier Kreife und ifhre beiden Ahulidy-
feitapuntte jind aljo havmonijde Puntte.

Nufgabe. BJu drei gegebenen Punften, von denen zivet
sugeordnete jinb, den bvierten harmontjden 3u finden.
(Sudje aud M, M, und J, odber aud M, M, und A Dben nitigen
Tetl von Fig. 110 Herzujtellen.)

292) €ai. ie Halbierungdlinten cined Dretedss

winfeld und feined Nebenwinfeld teilen bie Gegenjeite
harmonifd und zwar im Verhdaltnis der anliegenden Drei:
cdsieiten.

Briweid. J[n Fig. 111a fei ABC ein Dreied mit ber Winfel:
halbierenden CD. Man verlangere AC iiber C Hinaud um ¢, dann

T
_.‘";_

&ig- 111a. e
Byig- 111
T
s
a . ¢
//
{ e St
a0 e \
PpihliN . = \ St
b ! \ my J =aa
,—/ ! \ Y ] < T
P A \ S &
: A " o
] B
A B A

with BOE ein gleidhfhentligez Dreied, aljo < e = . Nadh dem
Sape bom Uufenwinfel ift p + f, = « + o, und demnad) f = ¢,
iolglidy CD | BB, und AC: CE = AD : DB, folglih aud
A Bl — A1r: B,

S Fig. 111Db ijt der Anpentvinfel B C X bes Dreiedd A B C durd)

CE Yalbiert, alfo y = .. WMan made CF = BC, fodaff A BCOF

gleicdhjchentlig ift und o =0, wirh. AB UuBenivintel it 4

pen Dreiffang (3. B. ¢, e, o), twenn ihre Langen fich twie 15 : 12 : 10 bers
Halten. Martiert man auf einer Geraden von ber Ldnge 15 die den Jahlen
10 und 12 entjprechendven ‘Punfte, fo ift die hHarmonijche Teilung im geome-
trijchen Sinne Pergejtellt, denn e3 ift 10 : 2 — 15 : 3. Died ift ein Sonver-
: ; 3 : = 2ab ; .
fall ber ,mufjifalijden Probortion” a: —"3 = b, bie Pythas
1

gqorad aus Babylon nady Griedjenland gebracdht haben joll. (Fir den Unier-
vicht ift die im Texte angegebene Deutung vorzuziehen.)

1g*
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— 0+ 0,, folglih 9,=0,, folglih CE|| FB, und AC:FC

— AE: BE, aljp audy AC: BC=AE: B B.

Aug AC:BC = AD:DB undb AC: BC= AE:BE fjolgt,
et die Dreiede ABC idibeveinftimmen, AD:DB = AL: Bl
und dies ift, wenn man dag Ganze

A . in einer Fig. 111c vereinigt, eine
T parmonijde Zething
O Bemerfung. Aus diefer Pro-
S portion folgt fitr Fig. 110¢ AD- BE
oA X .. —=DB-AE, b Y. ba3 Redted
A b IE) o

aud den Aufenftiiden ijt gleid
vem Redhted aud Mittelftitd und ganzer Linie. Dies gilt von
ieber harmonijdhen Teilung etner Sexadern.

293) ©don in § 264 war folgendes angeveutet: Stintmen
einer Proportion die inmeven Glicder iibevein, fo heipt die Proportion
eine ftetige, und dad Mittelglied Heipt die mittlere Proportionale
ver Geiden anderen. So it 3. B. 4:6 = 6 : 9 eine vichtige und dabei
ftetige Proportion, aljo 6 die mittlere Proportionale givijdhen 4 und 9.
Allgemein: ¢ ift mittlece Proportionale wijden a mm b, tenn
a:c=c:b, ober wenn ab = c* oder ¢ — Vab ijt. (Bgl. § 264.)
Statt mittlere Proportionale bon ¢ und b jagt nan n*th qeomes:

metrijhes Mittel (Yab) im Gegenjae zum arvithmetijden
I

== =D
Mittel ( 5 )

) Cinfac) bejtatigt fic) bier Der in § 264 genannie ©al:
Die zur Hypotenufe ded vedytwiniligen Dreteds gehdrige
$ohe ift mittlere Proportionale zwijden den Abjdnitten
per DHypotenufe; jede RKathete ift mittlere Lroportionale
iifden Der Hypotenuje und dem anliegenben WAbjdnitte
berfelben. (Bgl § 252 1id 264.)

Beweis. Sn Fig. 112 fei ABC dad redtwintlige Dreied und
¢D bie Hohe 2 auf ber Hypotenufe, dbann ift A ACD ~ A ABC,
penm fie ftimmen im gemeinfamen Winkel « und im vehten Winkel
itberein: ferner ift A BCD ~ /A BAC, benn fie jlimnen im (*r‘mv;
famen Winfel § und im <9< 90° {ibevein. Folghd) 1jt auch A ACD
~ /A BCD, und alle dbrei Dreiece find einander al}n ich. Folglich it
a) p:h—h:g und P=p-q;b) gra=a:ec folgli a=q-¢;
e) p:b="0:c¢ folglih) B*=p-c. Demnad) ijt h = Vpg e =Vaqe,
= l/’l_al’
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Eﬁ_tllu‘rflltlg}. Aud a>=g-¢ und b*=p-c folgt durd) Additton

a2+ bP=petge=c(pt+qg =c-c= ¢ pder @’ U'=¢c"
Died ift der dritte
und einfadjte Beweis S
bes Bythagoreifden Ef _QH“*\\
Qefhriaes. /,““ = 3
AB vierter Ve: T R N
weid [aft fich nod) fol- / f,-‘i = \\
qender angeben: i \
St ig 112 fid —fE o
bie bret vorhandenen
Dreiecte einanbder dhnlid), S e e

ihre Flachen verhalten jich
affo, twie Dbdie Diadrate 'ﬁcr Hypotenufen.  Jft alfo die von
A ACD = nb? {o ift bie bom 2\ BC D — na? bie von AN ABC=nc.
T ijt aber die Summe der Inuucn eriten Dreiece qleid) dem dritten,
alio Tolat

na’ -+ nb? = nes,
fo ijt aud

rE:E == :'J:';' =0

Damit follen die Beweife diejed Sabed abgejdhloffen fein.

Gr gift niht nur von Duabdrafen, joudern von ihu-
ficden Figuren iberhaupt, die itber den Seiten eined rechtiwintligen
Dreiedsd ervichtet werden, feien vs aﬁu[u‘ht‘ Bielede, Halbfreije ober
fonitige ;'i[_’]uﬁc["r‘ &ebilde. ©ind 3. B. F,, F, und I, die F,!ﬁd)au abhn=

licher Fiqurven, fiiv welde 4B = ¢, ;'HJ' =a und C4 =10 Ijmlwfmu
Seiterr - ymd, do #Ht E :F:E = :b%:¢  Uus F = HOL =
: AR R e WeL: LR g
und F,=F,—; folgt durd) Addbition F, + F, = I S B ==
. : S G

3 ”2'_:'_ b* 1 ; )% 2 4R e z
. F 2 — = F, benn der Bdbhler bded Bruches ijt gleich dem

MNenuer, der Wert Ddes Bruded alfo ¢ feich 1. Driicte den ©abh in
I s L s [+
PWorten aus.

295) bungsaufgaben. a) Soll fich einem fpmmetrijden
Trape; [“3[ ipavallefogramm) ein freis einbejdyreiben lafferr, fo mup
die $Hihe die nittlere Proportionale der parallelen fcmn jetit.

(Man zeige, dah, wenn . A B eine Sdyrdgjeite ijt, << AM B = 90°

I g PN I % : : : e
ijft, bal aljo 50 ==ei5 fein muB. Die nicht pamilvlt‘n Setten

find bad arvithmetifdhe IMittel ber pavallelen, bie Hohe ift dbas geome:
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trijce Mittel.) Das Bieved ift ein bizenfrijcpes, d. h. ed hat einen
einbefchriebertent und einen wmbejdhricbenen Kreis.

b) Wie fautet Der entjprechende Sap fitr bad unjymmetrijche
Trape;?

iy

i = : e 4 e 7/
¢) Beige an Fig. 83a, daB dort FC =a !

ber Dreiede BAD, und FCB.)

ijt. (Ahnlichfeit

8]

d) Aus aYn joll in einfocher Weije a ] - fonjtruiert werden.
P 3 {4

[Da (a)n)- (r':. 1 ”) — a? ijt, ergibt fid) a ] - aud Der
Broportion aYn:a = a:a ] > af@ piecte Proportionale. Da die

Rroportion ftetig ift, fann Fig. 112 Dbenubt ferben. |

e) Aud den Geraden a und b joll bie Gerave von ber Ldange
Vab Touftruiert werden.

£) Bieht man in einem Trapey ecine Parallele zu den Grund-
linien, Die von Seite zu Seite gemefjen die Linge Vab hat, §o ift
jebed Der Deiben entjtehenden Trapege gleich cimem Der aus dem ges
gebenen Trapee durd) eine Diagonale entjtehenden Dretectern.

o) Man zeidne ein Dreied ABC mit den Hihen. Dadurd)
erhdlt man drei Paare dfhnlicher Dreiede. Die Abjdynitte der Seiten
a, b, ¢ begeihne man der Reibe nad) mit a;, ay, by, by, ¢, ie
oberent und unteren Abjdhnitte dev Hiben ky, Ay, hy der NReihe nad)
mit oy, ty, 0y, U, Oy Wz Nan ftelle bret Proportionen 3wwijden
ben Seitenabjchnitten und ben « auj und bilbe bdie entjprechenden
®leidhunger. Durch beiderfeitige Multiplifation und Hebung gleider
Foftoren exhilt man dann die Gleidhung a b, ¢; = a,by0,. Slalt ber
w fannt moan aucd) die o benupen. Da3 Prodbuft der einen Gruppe
nicht zufammenhingender Stiide ift gleid) ber anbeven. Der Sab it
Sonderfall eines allgemeineven, der 3 B. aud) fitv dbie Mittellinien
o0 Dreteds und beflen Beriihrungstransverjalen fiir bie vier Be-
viihrungsreife gilt.

(5

296) Die in 145) big 153) behandelten Vergriferungsaujgaben
jollen vom Gtandpunite der Ahnlichteitzlehre aus wiederholt werben. —
Dazfelbe joll mit etnigen der in § 218 big 223 durdygefiihrien Auf:
gaben itber Tiguven gefdbehen, die anberen in geiifjem Sinne etn:
befchrieben find.

297) Berehnungsitbungen am Tangentenviered. S
einem Tangentenviered mit ben Seiten a, b, ¢, d (AB = a) jeien die

ey e ST
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'ﬁcrbinbamg»‘:éiinieu per Gcen mit dem Mittelpuntte gezeichuet, beven
Qingen gy, @5, 45, 1 jeien. Dad von 4 aqud auf BM gefillte Qot
fet AJ = Irl, bag von C auy DM

gefallte Eiut fei OK=h, Da Sip. 4119,

© AMB ber Gupplementwinkel 2 |
pon <-. €MD ijt, o find die ruht A \ {
‘luiuf[:gm Dretede MJ A unb MK ( //"{ Il
ahnlich, folglich ijt ot
S
(1) L‘I S0 f’_.-H_ : .
i, s B < : 4.
Nun ift aber die Doppelte Flade von e _
e ; h & (H
NAMB gleid) ao =10 =2,7; ;l :
1
Sl ao P i ) e i ; I,
alio it — “% . Ehenjo ift 2 CMD =co =gl =49,
lio 1 L Ebenip 1 o=y =1040%" o
el o g 2 o co
alio folgt = = = . Ytady (1) ift alfjo —— = —— ober
s gy 2 g1 s I5 44
e J'.l .l’l,l_l (s
{‘_j - = — }
AR : :

Ebenfo it
Qs s i

':"'_J N 248 -
a ) =
R 4 0 it

Die Sipe (2) und (3) find leicht Worte zu faffen. (Man fann
bie ¢ alg bie Buttm 1tmh[ut bes Tangentenvierecs ht“ml';mn

Durd) Heiverfeitige Multiplifation folgt aus (2) und (3):

s s = 7 ab

s Q21 — ed
ober |
I'J.-i'] r],:f 7 ab s = lf_.-',{f;- : fi |
2 ¢ cd' g ~ed -
Ehenjo 1jt
N dar e ety e

Yuc) pie Sige (4) und (5) find leicht in Worte zu fajjern.
[Seht man JM = p, und KM = py, io folgt (bei @ > ¢) fiix
a3 frumpfwintlige Dreied AN B und dag jpibwintlige €MD :

e e
(l {14 T r!,_: ‘“’_:“| f.r_, |
|
A8 A sn D |
{ = 44 4 Patly i

vd
(501 | e 2 i ey TiTa e 'l
Da aber g* =g ~—=, Gy = B 5 und (wegen Der S hnlichteit der
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. - = ¥ 'y o 'y Sl s + R2 145 e
Dreiede AME und FMUC) =° Jrr ijt, jo geht bie lebtere Gleidung
fiber
5 be cd 204 G s , be o O c
B g s g Shimade 270 L g B — . Dy
CO= 0 a2 ah 4, 1 qd " 92 ab =Pz,

P ey 1 (t T .
pber, fvenn man Dbetderjeits mit — multipliziert, in

b g 5
FREE (St =P 4z
Auz diejer Gleidhung umd der erftgenannten folgt durd) beiderieitige
Addition fiix L';E.{.E—: ac) ber FWert
b\ S [ a0 : il oy T o

f{ I‘.f{ -.T rl.’l =3 Ir‘!ll' {\l 7 .f.! J o
ober wenn man Dbetberfeits durd) a + ¢ = b 4 d Ddividiert,

Uy el
= J —_

e

©p erhilt man fiix die Seiten dbad Gleidungsipitem

.2 Al 2 2 2 2 | 2
(6) gm= - 2 Hoe yonts ; G ol g s
L0 R R e - TP e LN
oder
: (1 ] o i 3]
o dab=1bg,” + dg,*, abe=cqgy" + ags®,
(7)
bed = dgg"+ bg,”, cda = aq + cqy,

wobei fih ¢ dburd) ¢, und g, d durd) ¢, unb ¢, ausbriiden lapt.
YWie fich, wenn a, b, ¢ und o gegeben und damit d=a +c¢—0b
und J = (a + ¢) o bejtimmt find, dad LVerhalinis

o

0y o be + ad + 2Vabed — J*
i ad[(be — ad)*4 4J7]

und Damit die Gejtalt ded Dreieds AME unbd damit der Winfel

ergibt, joll fpéter gejeigt werden. Der hochjte Wert, den J annehmen

barf, ift Vabed, da jonft unter der Wurzel Negatived jtehen tviirde.
1] s :

wad Jmagindred gibt.  Diefer Hochitwert wird, wie fid) dann geigen

= s Vabed .. P s : i
jofl, errveidht, wenn o = A ift und bdad Tangentenvreved ein

Tangenten-Sehnenviered wird. Man Hat fid) dasd Tangenten-Bieved
mit Den Ceiten a, b, ¢, d ald Gelenfoiered zu denfen.

P

#) Weitere 1bungen and diejem Gebiete folgen in Bbd. IL
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1. Properiiowen und Abulicyheitsbesiehumgen am Rreife,
die Retige Teilung wnd ihre Amwendnng; Bereuungen
aur fAreife.

298) ©n. Jieht man durd einen Punft innerhalb Ded
Qreijes Deliebig viele Sehuen, jo ift das Produtt (Rechted)
aud den Ubfdmnitten jeder Sefhne gleid) dem Quadrate iber
per Halfte der Hleinjten Sehne, die burd den Puntt gelegt
werden fann.

Betueis, AB in Fig. 114 ijt die Heinfte miglide Sehue durd) I,
wenn fie jenfrecht auf dem burc) P gelegten Durdymefjer jtebht.
(Rarum?) Dabei ift AP=BP. Aud =y und 0=4, (Peripherie

Hin. 115

winfel diber gleichen Bogen) folgt, baf AN\ ADP~ /A CBP it
Folglidh ift DP: AP= BP:CP ober DP: AP= AP: CP, folgz
li: DP- @P = AP (AP ijt affo mittlere Proportionale ju CP
und DP.)

299) Sah. Bieht man von einem ‘Punite auperhalb
eines Qreifed Deliebig viele ©Sefanten, jo ift dasd Produft
(Rehted) ausd jeder Sefanfe uud threm duferen Abjdynitte
gleid) dem Quadrate ber von dem Runfte aud an ven freid
gelegten Tangente

Bemweis. BVerbindet man in Fig. 115 4 mit B und C, jo ijt
A PAB ~ /A PCA, venn & ijt gemeinjajtlicher Winkel und «=y
nach dem Sabe vom Fangenten-Sehnenwinfel. Folglid) 1jt PB : PA
_ PA:PC und PB-PC=P4%: (Die Tangente ijt alfo mittlere
Rroportionale yu PB und PC.)
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Bemerfung, Verjuche die Sdape 298) und 299) in einen =
jammenzufaffer.  Dex in beiben auftretende fonjtante Ansdbrud PA* fann
babei als Potenz ded Punfted P in bezug auf den Kreid begeichnet
werben.  (Jebod) pilegt man nad) Steiner PA* nur dann zu jdreiben,
wenn P auferhald liegt, und — PA® wemn P innerhalb Tliegt, mweil
pannt die Stitde P4 und PB nad) entgegengejebsten Richtungen geben.

1
P

9. . biefe Qéingen iverden reziprofe) Ginige bder

Xt PA® =+ 1, jo tird bad eine Mal CP = — Dad andere
1

) TP =

Mal OP = 5=,

fritber audgefithrien Berithrungsfonjtruftionen laffen fich von hier aus
itbexjichtlicher al8 frither durchfiibren.

300) Aufgabe. a) Cinen RKreid zu fonftruieren, der durd
swei gegebene Puntte geht und eine gegebene Gerade beriifrt.

Nuflojung. Sind B und C die gegebenen Puntte und AP
te gegebene Gerade, o it eine ber Lofungen durch) Fig. 115 dar-
geftellt. Man ziehe CB bi3 zum Sdmitte P, made PA gleid) dex
mittleren Broportionalen z3u PB und PC und lege einen Kreid durch
A, B undb €. — Gine jiveite Lojung findet man, indem man PA
in entgegengefepter Michtung von P aud auf der gegebenmen Geraden
abtrdgt, wad A, und einen Rreid dburd) 4,, B und C gibt.

Wufgabe. b) Cin Berg auf etner JInjel habe 1000 m Wieeres-
hohe. Wie weit fann man von ihm aud jehen?®)

Auflojung. Sit » der Grdradiug in Metern (3. B. 859 - 7420 m),
und % die Hihe fo ijt die von P aug an Ddie Erdfugel zu jziehenve

Tangente 31 berechnen aus * =h (b + 2vr), alfs 7= 1""'3»_{.fr _—:_— 2-;"\_1.
Beijpicl. Aud welder Cnifernung fonn von dem 80 m Hohen
Mafte ecined Sdified dad Feuer eined (auf eimem Berge ftehenbden)
Lenchtturmed von 100 m Mieeredhihe gejehen twerben?
Die Gerade PA ift joweit zu verldngern, big der neuwe Enbd-
punft 30 m von ber Crdfugel entfernt ijt. €3 wird e=14 + 4
—Vhy(hy + 27) + Vhy(hy + 21).

301) ©af. Gebhen durd) zwei Punfte beliebig bviele
Sreife, fjo jind Die vou jedem auBerven Punite der gemein:

# Yuf manchen Land- ober Seefarten find die Grengen fiir die Sidt-
barfeit pon Leuchifemern durch) Kreife angegeben. — Wenn A flein gegen 27
ift, fann man ficdh bei Aufgabe b) auf ¢ = Y2 rk bejdrinfen. Daun ift die
Entfernung (nabezi) proportional der Duadratwurzel aus ber Hohe. Bei ber
folgenden Aufgabe wird dann e =Y/ 2rk, + Y2rh,. Man erprobe den Cin-
flufy der BVernadldjjigung an den beiden BVeijpielen.

ey e e LT
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idhaftlichen Sefante aus an die Kreife gegogenen Tangenfen
einanber gleid.

Beweis. In Fig. 116 gehen die Kreife M und I, durd) P
und Q. Bom Punfte A ber Sefante P aus find an bie beiben
Rreife vier Tangenten gelegt. Dabei ijt dad Duabrat jeder bdiefer

Tig. 116

".\ ; €1 \
7 M\ // :
n’ll R “"-._\_\_. ||I b \-.. / .-'I
| e { r | _|l.'r.;' - e 1
| ——t / |
el 2 | M, |
! .0 ! o —- S Lol Zloee =i ==
| A iy = |
k= I 15 |

oy 2
f; Ilf-_h _— | \\ A=t
= ol ~
{‘ ~ .
| e \\H. \ A
\ - | =
| e ————— e
|III -——Ir_!..,_ -
I";I. , |
\
\'\

Tangenten gleid) AQ - AP, aljo find dieje Tangenten etnander gleid).
Died qilt fitr beliebig viefe durd) P und ¢ gehende Sreife.
Bemerfung. Der um A mit Radiud AB gejdlagene Rreid
ichneidet pag durch P und @ gehenve SRreisbiijchel redhtwinflig, venn
Radiug M L jteht fentredht auf Tangente A E; ebenip ift ed an den
andern Scnittitellen. Sdlagt man alfo um etnen anberen Punft A,
ber Gefante PQ nod) einen andeven Rretd mit Der entjprechenden
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J a )

Tangentenlinge A, B, ald Radiug, jo jdyneidet auch bdiefer die durd) P
unb @ gebenden Kreije vedhtvintlig. Folglich find aud) die Tangenten
M,E, M,C, M,C, und M, E, einanber gleih). Folgli) loutet der
perbollftandigte Saf:

Qegt man durd) et ‘_J31r11‘frf ein Rreisbiijdel, jo liegen
pie Mittelpunite der bad Biifdel fenfredht jdneidenden
Qreisfdar auj ber gemeinfdaftlien Sefante. Die Tanz
genten von jedem duBeven ‘Punifte ber ge Tl[llIHLI]ﬂTI[IElJ"H

\\ //(\‘ \ | / 7 /

Wik __\‘--, AE0°

Cefante ded Bitfdheld an die Kreife desd BViijdhels jind ein-

ander qleid). Cbhenfo find die Tangenten von jebem Punite

‘w Rentrale deg BVitjdels an die Kreife der orthogonalen
eidfdhar einander gleid.

[801a) NAufjgabe. Die Karvte der ditlidhen ober wejtliden
Halbfugel mit Meridianen und ”arnilc!frciimr int Ubftande
pon 15° zu 15° genau ju zeidynen™

Auflofung. Sdlage um M ‘mn Grenztreis der RKavte mit
beliebigem Radind und ziehe die aufeinander fenfrechien Duvchmeifer

) Der projeftivijhe Grund zu der anzugebenden Lojung fann hier nur
mrmmhaum{)t nod) nicht ftreng mathematifc) mitgeteilt werden. €8 Hanbelt
fidh alfo nur wn eine vorldufige Anleitung sum Jeidinen der Halblugelfarten.
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P¢ und RS, die beide 3zu verlingern find. Jn Fig. 117 1t der
Biertelfreiz R in drei Bogen von fe 30° geteilt, wad bdie Punite
A und B qibt. Die Tangenten tn A und B geben die Mittelpuntie
M, und M, fiir bie Parallelfreife 30° und 60°%  Entjpredend {ind
die Parvalelfreife 15° 45° 75° au fonftruieven. — Durd) @ lege

wan eine Tangente Q71, jodak < TQV = 90° ift. Duxdh) QW

und @Z werbe diefer Wintel in Wintel von je 30° eingeteilt. Daj
Lot auf QW iu @ qibt den Mittelpuntt w, ded den Grenzireid unter
0 fchnetbenden Meridianfreifed. Dad Lot auf QZ in @ gibt den
Mittelpuntt w, desd unter 60° hneidenden Meridbianfreifes. Halbievt
man die Winkel bei @, {o erhdalt man bie Tetlung von <C 'YV m
Winfel von 15°% Die Qote auf ben newen Teillinien geben Dbie
Mittelpuntte fiir die anderen Mieridiane. (Diefe Konjtrutfion vihrt
pon dem Uftronomen Hippard) Her, fie wird jebod) in der Regel nad
bem Geographen Ptolemdusd benannt.)
[Bemerfung. Aud) die Halbfugelfarten ber groft

Wajjermaffe zeigen ein Kreisbitjdel (durd) exzentrijd
bon denen nur einer gezeichnet ift)
und bdie fenfrecht jdhneidende Schar Bigghls
bon Strejen. Die erfteven ftellen die '
Meeridiane, die lepteren die Parvallel-
freife Der Erdfugel dar. Bet bder
Rolarfarte ijt ftatt desd Kreigbiijchels
ein  Strahlenbitjchel gegeben, bie
Parallelfretie find aljo fongentrijdhe
freijfe.  Das  Cntftehen der Siid-
polarfarte i)t burcd) Fig. 118 bper-
anfjdaulicht, wobei bon N aus auf
bie gegenitberliegende Beriihrungs-
eberte  projiziert twird. Bei Dder
Halbtugelfarte nach Fig. 117 Dbdenfe
man ficd) einen Punft dez Uquators ald Projeftionspuntt. Die Pro-
;rfhnn tL‘lI_}[LI:}I ebenfalls auf die gegemiiberliegende Beriihrungsebene. |

02) Aufgnbe. Cine Gerade AB fo zu teilen, daf der
gri\iaum Teil mittlere LProportionale zwifden Dder ganzen
Linie unb dem fleineven Teile ift. (Stetige Tetlung oder
goldener ©Sdynitt, ober nach) Kepler: sectio divina.)

Huflojung. Crrichte im Cndpunfte B der gegebenen e
raden A B (Fig. 119) ein Lot BIM = + A B, dlage mit BIM um I
einen. Qreid und lege duvd) M die Sefante AE. Durd) D jiehe eine
Rarallele zu EB, die in ¢, jduneidet, dann ift €, der gejuchte Teilpuntt.

3

iten Qands ober
) liegende Pole
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Beweis., Nach Nr. 299 ift AD: AB = AB: AE, bier ijt aber
AB = DE, flgliy AD:DE= DE:AE, aljo ijt zundidjt 4AE

T ™
/ N,
/ P
'II -
-~ II
9% ,..r-‘/ |
,—/ |
3 | |
: /
/
S

% {(,..

B

in D ftetig geteilt. Da nun D, | EB, fo ift aud) AC; : C;B

= C,B: AB (warum?).

2. Uuflojung. Beginne tvie vorher und made AC = AD,
pann ift BC: A0 = AC: AB. (Die Teilung ijt jept in enigegens
gefebter Ridung ausgefithrt.)

Beeis., BVerlangere DM big zum Punfte £ der Peripherte,
pann it
AB*— AD-AE— AD(AD + DE) — AC(AC 4+ AB)

— AC? & AB - AC,
folglich

AR = AB* — AB-AC=AB(AB— AC)= AB-BC.
Daraud folgt:

BO: CA=CA A

[Ynderer Beweid, AE: AB= AB:AD, folglid
(AE— AB): (AB— AD)=AB: AD pber AC: BC=AB:AC,
alfo aud

BC: AC= AC: AB]

Bemerfung., Augd dber Figur folgt, dap
— DE — AD, bah afjo dad Abjdjneiden Dded
qubferen cbenfal(d eine ftetige Teilung gibt. Dasdfelbe gilt vom Anz
feben be3 griferen Teild an bdie gange Linie.

303) Nujgabe. Jn einen Kreis ein regelmipiges Jehned

B0, = AD, AC,
fletiteren Teild bom

eingugeiduen.
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uflojung. Teile den NRadiugd nad) Ddem goldenen Sdnitt,
bann ift der griBere Teil die Seite ded regelmdpigen Behneds.
Beweis, Jjt M A in C ftetig geteilt, und tft A B=MC (Fig. 120),
fo it AC:CM=CM: AM oder AC: AB= AB: AM, aufer:
bem it < « den Dreteden A B C i
und BAM gemein, folglich ift ———
AABC ~ ABAM (etfter s s
Ahnlichteitsfat ), und dba A M B ' \p
gleichjchentlig ift, jo it aud)y / P\
ABC gleihidentlig, folglih / i )
aud) M C = BC. Daraus folgt |
< B = B, Aus der bewiefentenr | M- o —14
Ahnlichfeit Der Dreiede folgt |
B=4p;, alfoift<c MBA=28 \
und  auch) Dder andere Bafid- N !
winfel « = 2. So hat man RS
im Dreted MAB fiinfmal -
ben Winfel L. Folglich 1ft
5p = 180° alfo = 36° =37, Demnach it jih AB gehnmal
auf der Peripherie abirvagen.

e

304) Mufgnbe. Cin regelmafiges Fiinfed in einen Kreid
etngugeichnen.

Unflojung, Nan teile den Kreis, wie vorher, in 10 gleiche Teile
etnt. und iiberjdhlage Deim Biehen ber Sehnen jededmal eimen Punkt,
Der Jentritvinfel wird gleidh 72° it aljo
der Ded vegelmiabigen Fiinfeds.

305) ﬁhmlgf’vnuigaﬁm."="_] a) Be:
redhne alle beim vegelmafigen Fiinfed
und feinen Diagonaflen vorfommen-
benr Wintel

b) Beige, dap im regelmdfigen
o o s roem . \ Vel /
iinfed je 3wei Diagonalen einanbder ':_—j’/’
ftetig tetlen. ASTs W B

(Die  gleihichentligen Dreiede BCD

und CDE find fongruent, folglich die Winkel o, oy, oy, «, einanbder

ey

) Pie bier genannten ftetigen Teilungen geben Aujjchlufy {iber die in
8§ 99 bis 103 und 151 bi§ 156 Dbed LVorfurjus behandelten Modelle. €3
handelt fid) aljo nm Boribungen fiix einen widtigen Ubjdhnitt der Sterco-
metrie.
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gleidh, alfo ift auch A CDF gleidhihentlig und dhnlih L CED.
Daraud folgt CF: (D= ED:CE, alfo %a EF = AB = DE = DC
ift, auch
CF:EF=EF;:CE)

Beige, dap im regelmiBigen Fiinfed die Seite und

tagonale jid) verhalten, wie der grofere Wbjdnitt
einer ftetig geteilten Gevadben zur ganzen Geraden. (ABFE
ift etn Rhombus.)

e)
= i
e ¥

d) Beige, baB bdie Hihe dbed vegelmdBigen Fiinjeds
durd) bie vehtwinfelig {hneidende Diagonale jtetig geteilt it
(BD ift ftetig geteilt, demnac) durch die Barallelen FE und HB
audy D H.)

3 ber qrifere Teil der Hihe durd) zivet
anbere Diagonalen ftetig geteilt ift (3 B. durd) EB und AC.
Sit K ber Teil-
punft, o ijt
DEKC ein
Rbhombus, aljo
ijt vom grife-
ren Teile der
Hibhe ber flei-
nere Teil Der
borigen Hohen-
tetlhung  abge-
jchnitten.)

[f) Sude
jtetige Zeilun-
genangyig. 122
auf, die nad
pem Vorfurfusd
die Hiljte vom
ey bed regel

ndapigen
Bilfflad)s
darjtellf  und
gib fonftige Gigenjdaften diefer Figur an, in der aud) regelmifige
Behnede vorfommen. |

g) Gude jtetige Feilungen am vegelmdBigen HSehned auf
und Dbevedjne die bei ihm und fjeinen Diagonalen vorfommenden
Winfel.
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306) Unjgabe. Das rvegelmihige Finfzehned zu fons
jtruterer.

Nuflojung. Die Sedpsedafonftrnttion qibt den Jentritvinfel 60°,
pie Behnedsfonftruttion gibt ben Winfel 36° bdie Differeny beider
Wintel ift 24° = T, Schneidet man alfo vom Sedhsedbogen den
Sehnecdbogen ab, fo hat man ben Bogen des vegelmifigen Fiinfzeheds.
(Ritrger: ¢ — 5 =1.)

Bemerfung. Man fann jebt folgende vegelmdBigen Bielede
genau fonftruteren: 5:€¢€, 10-Gt, 20-Cd, 40-CE ujw., 15-Cd, 30-Cd,
60-&d ufw. Bu Dden genau zu fonjtruievenden Winfeln find aljo
nod) gefommen: 729 36° 18° 9° 41 ufw., 24° 129 69 8% 110
:0 ufw. Vgl Nr. 116 5ig 119. Cigentiimlid) mup 3 erfdeinen, dah
¢6 unmiglich ijt, den Winfel 1 Grad mit Jicvfel und Lineal ju fon-
jtruteren, und daf man ihn tropdem ur Grundlage der Grad-
tfetlung gemadt hat.  Dieje

e i . Tin. 123.
Cintetlung ift eine durdans B
fiinftlidhe und wird wohl in oS
ver Chronologie bder alten I\

Babylonier  ihren  Grund )
haben, die dag Jahr zu 360 '
Zagen annahmen. Beildufig
fet bemertt, daf e3 unmiglich
i)t, mit Birkel wud Lineal basd
vegelmipige 7:Cf, 9:Cd
11:G, 13-Cd, 19:Ec ujm,
su fonjtruteven, twabhrend bie
Sonftruftion ded 17-Cds, des
257-:Cd8 und ihrer Ablei:
tungen miglicijt. Bgl.B.IIL |

307) Wbleitung der /|
Beziehungenzwijhenden [/ |
Seiten,denRabien derBe: /
viibrungsfreife ded Drei- A\ o
etd und den Detreffenden K y A
Tangenten mit Hilfe der =4
Ahnlichteitalehre.

on ber jdon behandelten Fig. 128%) ift AMCD ~ A M, CF
(warum?), bavaus folgt

¥) Bgl. Fig. 66 und 66 und die daju gegebenen BVemerhungen, auferbem
die Cntwidelungen in Nv. 2624, e, £ die zur Hevoniiden Fovmel fihrien. Die
Holgmitller, Clementarmathematif. I 4. Aufl. 11
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Pg:0=01:P

(1) 001 = Palls-
Ferner it ANIAME ~ A AN, G, folglid)

Pri s P = 0

pher

o 0 Py
9 e P
2) : :

\%) 04 »

Durch betderfeitige Multiplifation folgt aud Gleidhung (1) und (2),
ba fich o, Dabei tweghebt,
] _.?1 .'h-:p::

IJ,J

-

pbexr

) Lei(e+-b—¢)

(3) o= ]f’. PPy _ 1 ', —a+b+fgle—b+
S i i 2y a--b-te¢

Durd) beiderfeitige Divifion folgt aud (1) und (2)

. o PPy
(4) ot = B2
= - ; Py

__.n‘.”_'!';l! P i

unb gy” =
= Py

& o % " o ¥, Da
CEntiprecdhend finbet man o,” - :j{z:i"

Wie davaus die Heronijde JInhaltdformel F = Vpppsps
folgt, ift in § 262 gezetgt.

e ; , et e ek ks

Die Hohen hy, hy, hy ergeben fid) hier einfad) aus St = T ujw.

=} e

A i — = V pppeps MIN.

el

L4

alg hy =

308) Yujgabe. Aus dem NRabdiug » eined Kreijes unbd
pem Rabdiud o ded ihm einbefdhriebenen reqefmdafigen n-Cds
pen Radbius o bded ihm einbejdriebenen reqgelmafigen
2n-Eds zu beredhmen.

Nuflojung. Jn Fig. 124 fei 4B die Seite bed n=El3,
MD —r der Radiud dez ihm umbefhricbenen, MC ber bed ihm
cinbefchriebenen Rreifed, D ber Halbierungdpunit dez Bogend A B,
AD alio die Geite bed 2n-EGd3, ME bder gefudhte Nadbind o,
EF | EM, jobafy F Halbierungdpuntt von CD ijt. Wusd lefterem

dortigen Bezeichnungen find in Fig. 123 fejtgehalten, jobaf 3. B. AG — p,

e = . 5 : a-4-0-e¢
AE —=p,, CF=CG=p;, OD= CE = p, ift, wobei p = — —
—a-t+b4+c o — b-le a4+ b—c
= s YRR ¢ Pa ol AR =i e 9 iat.

el -] i
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folgt MF=""TC. %ad) Pythagorad ift aber ME2 = MF . MD,

S r—+e e =3 ; ; .
aljo o2 = ~—1=.p, 0. B. ¢ mittlere Proportionale ju MF und M D.

Demnach ijt

. ; L .*':.'Ir, 1 9}_}, _‘ 194,
( ]_"| 0 = l/ SR Ih ] i
2 }/
giir » = 1 vereinfacht jidh) bdie For- A
mel 3u i \
. 4 /1 -+ 0 fs
K= ¢ l’f 2 P GO
Bemerfungen, Fiir das Sechded |\ | !._/f' 3
ift im fepteren Falle o — 1V/3, fiir EX |
Sy e D 2 1/14+ 1y \y
bad Fiwdlfed alfo o,, = 5 ey =

! l 91} 2 1 i"'-: +¥3
itjw., jobaf bei 6 .27 bie Fahl 2 im Gangen mzmal unter bden
TWurzeln erjdeint.

Die zugehovigen Bieledsjeiten find allgemein von ber Linge

s, =21 —o2=2)/1—92. Demnacd)ift3.B.s,=1, 5,,=2V1—-1(2+V/3)

Sta ' o—Vai1Vo + /8 ujw., fodaf s, fih von oo nur um ein
Borzeichen und bag Wegfallen ded Faftors 5 unterdjeidet und von dort

ab ftetd8 dasjelbe ftattfinbet.
Die Seiten der umbejdricbenen Bielede werden allgemein im
Berhaltnis —, Dier im BVerhaltnid — grisher. Died gibt, wenn man

jie ald Berithrende mit ¢ begeidmet, 3 B.

— Gy == =2/ L Va1 _,)/a= Vs
Oy ; V3 o AL % 0. L1/ 9 1 V2 % TG 1;‘.'). ]
/e 9 L 3 i / e o ;
r‘.s,l _} I/'f l 1 ,l‘h‘ = _-_) lf - ] 1 ] !» 11]“1
: zZ /
oL Ve L /3 e
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Fitr die beiben 48:Cde folgt, daf = zivijdhen pen Werten

/7 : e / =
?: = 24 ‘f o Vo +V24+V3 und : e -l-rﬁl/ = el
3 2 24+ Vet Vo4y3

T

Vot VatVe+y3

fiegt. Da man aber fofort bie Ndaherungsiverte fiir Ddas 96-Ed,
192:G¢ ufw. ohne ieitere Rechnung DHinjdreiben fann, jo erfennt
man den Voraig vor der frither behandelten Bythagoreifdhen Methode
ber Beredhmung.

(Tropdem ift aud) diefe Methode zur Bevedhnung von = in ber
wirflidhen Ansfiihrung Hochit langwierig und erjt in neuever Jeit burdh
befjeve arithmetifche Wege erfelt worden, bei demen nur wenige Glieder
getiffer Jeiben zu berecdhnen find, um eine Genauigleit bis 3. B.
7 Gtellen zu evhaltern.)

309). Uufgabe. Die Werte o4, 05, 016, IR ret
e e e g R s s o bR ID et B et e
jpie in Der vorigen Bemerfung die bon dem Sed)ded auss
gehenden ju bevednen.

Man begimne mit o, =V, s, = V2, t, =2

L 2
310) Anfgabe. Die Werte 019, 90r Qu0/ - -« Si0r S201 Savr

tios tans taoy - <~y Fror Fagy Fagr -+ om Behned aus zu beredyumen®)
Man beginne mit der ftetigen Teilung bes Nabius 1, indem

man den gqroferen Zeil, die Seite ded Fehnedd, mit x, ben Reft mit

(1 — ) Degeichne. Dann ijt

(I—z)iz=u:1,
ober 22 =1 —uz, 0. 0.

Die Auflojung diejer Gleihung qibt
— 1475

&)
&

e L 1 LA e b
e — —3' i -} '-1- e !_ =

Bon diefen Werten ijt der mit dem negativen Wurzelzeichen zu ver-
werfen, da er eine Hier nicht verfangte dufeve Teilung bder Geraden
1 bedbeutet. Demnad) ift

#) PBei nidht Hinveichender Ubung im Wurzelvechnen founen die iiber das
Befmed, Finfe und Fiinfzehned geftellien Anjgaben einer der oberen Klafjen
{tberiwiefen werben. Gie bieten interefjanted Ubungdmaterial zum Umformen
ber Wurzelausdriide. F foll die Fliche ded Bieleds bedeuten.

B

T
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: ¥ _r —1
40— 2 !
von o aud g, und t, leicht mitteld der Gleidhungen s;, =2} 1 —o

A e ]', i ;
Al 1 f e S Nt A £
und &= ju getotunen fnd.

abet g0 = 114 — 55— |/ 2%
b 8 Oy
S _H' = 2
1.- o—1 .."’.l'-l' 5] i b .
F / S - =
A e e s A 2/ 56—21/5
ey == / e~ S
/5 -+ V56 / Hh+Vh bbb
/ a
o (s ]
il = -
215

B}

S diefer Weife ift fortzufabren.
311) Nujgabe. Die Werte o, 55, 1; 31t beredynen.
Man faun damit Geginmen, die zu A C gehirige Hibhe ded Drei-

ABC in (Fig. 120) zu berechnen, twelde die Ddlfte von s; it

ectd
&3 ergibt fich
V6—1 3—V5

5 0 AC\2 T ;
ht=A f—f-—( = ) Dabet ijt AC=1—2=1—"— =

womit der fleinere Teil der ftetig geteilten Geraden 1 gefunden ift.

Einfeung der Werte von AB und AC ergibt

o (VB=1) _ (B=VEY _ 4@ +1=2/8)—0 +5—c/)
(oo ) Ly 16
24 — 876 —14-1-6)5  b5—15
16 8
Demuad 1t
B Q-II 5 ]-'f:'l : l » — b
2 8 2
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312) Unfgabe. Die Werte o5, 55, Ly, Fys 31 berednen.

Die Sﬁfnng findet fich in Band IL

Bemerfung. Nad) obigem fimnen vorldnfig folgende regelmdpige
Vielede jhon jest beredhnet werden: Die 2":Eide, die 3 - 2"zCde,
bie 5 - 2Ede, die 3 - 5 - 27=Cde. (Spiter wird fidh zeigen, daf aud
bie 17.2":Ede, 3-17 - 2"Ede, 3 - 5 - 17 - 2%:@Ede und getvifje anbere
fich fonftruieren und Dbevednen lafjen, nirE)t aber dagd 7-Gcf, 9-Cd,

1=k 13-CE 19-Cf, 23-Cf, 25-Cf ... und Dderen Ubleitungen.)

313) Unfgabe. Die Seite s, unmittelbar ausd s, abe

: i mn
suletten.
\ /14-e,
Wujl. 1) Avithmetijdhe Lojung. Oben war o, =] .
/ 5 / Girn /1—ae,
S — 21 — g4 = '—’l' e R ] 5. ermer mwav
f £ T ,"'Ir .\"',]' ;
s.—2)1—on, alfo o, = [ 1 — -1.-f = 1V4 — k. Demnad ift
] 1 —4]/4 — sk o,
S s ober &, =V 2 —J4—4.
s 2) Geometrifde Lofung. Jn Fig. 125
t":' 5. et T = f oy
C it AB=s,, BC=z=3s,, MB=r=1,
d £ - I’ 5 bann ift CE- DE = BC? vber h(27r —h) = ;
| af N Wug Dbiefer Oleichung folgt  unddit
\ A Wil = Nur dad negative Seichen
e/ ift brauchbor, Ddenn bdad pojitive fiihrt auf
s [77 5 T ~ ¥ [ et B J (o)
S e den groperen Sehnenabidmitt 2y, = DE. Dem:-
D nadh
Aoy /"‘ . s i rs T |
e 5 (S5 )- / el
1 l ety / lx’ ( 7 ek ( i (i
.f:_ 2

Eine einjadere qwmurmfc Lojung ergibt fich aus ber Ufnlichteit der
Dreiefe ABC und BMD, die den Winfel « je jweimal enthalten.
Darvaud folgt 1:y==2:5. Ausd

n

Z+yi=4 undb 22y =2s,

folgt Durd) [w.itsm'ieii'tge Adbdition
2yt 2oy —=4-4+2s, ober x+y=7)4+2

s

7l



dfutichfeitslefre am Kreije. 167

ourch beiderfeitige Subtvaftion folgt

g2+ 9y — 2wy =4 —2s, ober &—y= V4 — 2s

1 ne
St mun y > @, wie in der Figur (wag bei n > 2 jtetd der Fall ift),
To ift in bder lepten Formel Dad negative Wuvzelzeichen zu twiblen,
in Der vorlepten fiiv pofitives 2 und y dad pofitive. Durd) beider-
feitige Subtraftion und Halbierung folgt dann fiiv x =8

20

i :{ l,/l _ 3\ g 1 e 2.‘”] = I-l 4 8, Ay _11 2 .i,; )

£ 2

et ift 5., durch ztvei einfache Wuvzeln davgejtellt, bilbet man aber
pbent und Bier pasd Daabdrat, fo erfennt man die Mbereinjtimmung der
Werte.

314) Ginige Anfgaben. a) Den Fladjeninbalt des rvegel-
méfigen Jehueds fiiv den Radiug 1 ded einbejdricbenen Rreifed zu
Gerechen.

b) Den Flacheninhalt bed vegelmipigen Fiinfeds fitr ben Radiug 1
bed einbejdhricbenmen Rreifes zu bevechnen.

¢) Den Flacheninhalt bed vegelm. Fiinfzehneds fitr Den Radiug 1
be2 ecinbefchricbenen Kretfed 3t bevechnen.

d) Diefelben Aufgaben fiir das vegelm. 5= 10 15:Cd von ber
Geite a zu [bjen.

e) Diefelben Aufgaben fiiv beliebige vegelm. n-Cde zu lbjen, o
% bon ber Form 2%, 3-2¥ 52" 15-2% ijt.

5) Hufgabe. Die Kreisflacde ju berednen.

Wufldfung. Der Kreid (ARt fich, wie jhon im Borfurjus § 141
geseigt tourbe, alg regelmdpiges Bieled vou unendlich) vielen Seiten
betrachten. Die Flade Ddesd reqelmifpigen Bieledd Ivar J".”:—g:(
wennt « der Umfang, o der Radbiug bes einbejdjricbenen Sreifed toar.
Fiiv unendlich viele Seiten jfreben aber o und » derjelben Grenze 3u,
jobafi man beibe vertaujchen fann. Der Rreigumfang aber ift beim
Radiugd 1 von der Qinge 2w, beim Radind » von Dder XYinge

g Al = 2y ; p
w = 2rx alfo ift der Rreisinfalt F = rx"- = mr®, wo = der jdhon

melrfach angegebene Wert 1t
316) Berednung von Kreidbogen und Teilen der Kreid-
flade.
a) Der Kreidbogen vom Rentriwinfel «° ijt, wie jdhon in
Nr. 56 gezeigt tourde, von der Linge
0 0

84
= T e
180"

(14

o — g =
@ =-aT1 a5Hn
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b) Der zugehirige Kreidfeltor haf die Flade

F=mrt
abl)’
penn auf jeden Grad fommt der 360 Teil ber Rreisflache. Alle zu
gleichen Bentritvinfeln verfdjicdener Rreife gehirvigen Seftoren find ein:
ander dbhnlidh.
¢) Dag zugehivige Kreidjeqgment Hat ald Fladhe den Unter:
jhied Dbes augehirvigen Seftors und bed von der Sebhne und ben
Grengradien gebilbeten Dreieds. Alle zu gleihen Bentriwinfeln ges
hovigen Segmente veridhiedener Kreife find einanber ahnlicd.
Bemerfung, Mande Segmente laffen fidh leidht bevecdhuen. So
Danbdelt e3 fich in Fig. 126 um dad zum Winfel 90° gehbrige
Segment.  Dabet ift ber Seftor
et ABM = mr® - 30 = T: Das Dreted
MAB iwirde allgemein aud ber
Grundlinie A B und bexr DHihe 2 u
bevechnen feim, bhier aber ift e3 De-
quenter, bdie Grundlinie » und die

o 4s . T T
Hihe » zu nehmen, alfo » - =
Solglich ift:
£ Seqment = Seftor — Dreied
\\h“—'_ '_'_rﬂ_-/ — :.T:.- —_— % == oL === 1_. e ] -":'
y 5] 219 ==l bt R,

Das grofie Segment Hat die Flache
g 1w S e et p O S8R c
7T —-,__)L_B—IJ-—IﬂJ tis '4I.=’7T'l 2].
Rann man eine Kreisteiftung mit Jivkel und Lineal durchfithren,
jo laffen fid) aud) die entfprechenden Segmente leicht nacd) den obigen
Methoben Dberechuen.

317) Nufgabe. Jn Fig. 127 fei ABC ein redtwinflig-
gleid{dentliges Dreied, dem ein Rreid umbefdrieben ift;
auferdem ift um C ein Rreidbogen mit dbem Radiug CA4
gelegt, der ein (fdraffierted) RKrveidbogenzweied, bdie {og.
Lunula de8 Dippofrated, abgeidnitten hat. €8 foll De-

*) Die KRlammer fann mit beliebiger @enauigleit berechnet twerben, fe
nadjpem man w = 3,14 ober gleih 3,14156 oder gleid) Ddem angegebenen
NiherungSiwerten —

3565

pher = macht.
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wiejen werden, daf bdieje mondfdrmige Figur bdenfelben
Snbalt hat wie dbad Dreied.

Die drei unfdraffierten Kreisjegmente gehoren zum Bentri:
winfel 90° fjind demunad) dhnlich, dad iiber A B ftehende ijt aljo nad
Poythagorad die Summe der beiden anderen.
Bieht man aljp bad grifere von dem oberen

Fig: 127.

Halbfreife ab, dbie beiben anbeven von bem T
unteren, fo miijjen Ddie {ibrigbleibenben ,/d \
Rejte gleidh grop fein. Demnach ift Ddie ,""_’,,--—-—j:;—----- !
Lunula bon derfelben Flide wie ba3d Dreied. j" r M
Bemerfung., Wit Hilfe diejes Sabes <\ i
boffte man bder ,Luabratur ded Hirfeld" 6\;\
ndber zu fommen, d. §. der Konftruftion \\j\ =
cined Quadrated, twelched Ddiefelbe Flidye ﬁ“(i/

baben joll, twie Der Kreid. ‘Briift man aber
ven ©ap durd) Redhymmg, fo erfennt man, wie halilod dieje Hoffnung
war. Seht man nimlid MA =», CA = o= +}2, fo ijt dex Halb-

o = ; rea e _ : - ;
freid von ber Flade F — ——, Dag Segment AEB nad) borigem

Y e [ e = g1 ; o vzl 2rifmw o] e 8
Beifpiele von ber Fladhe F, =" |, — 1| == [ —& |={—— r“)-

ot : rio frim &) 2 E h o~
Demnad) it F— F, =— — ( —— ;) = r% 0. h. gleid) bem Jn-

Dalte bed Dreieds A BC, und geradbe der ben Faftor = enthaltenbe
Teil ift weggefallen.

[Crit in neuefter Beit ift duvdh) Lindemann Dbewiefen worben,
dafy Die RKonjtruftion der Kreidquabdbratur mit Jivfel und Limeal un:
miglich iit. ]

318) Nujgabe. Sefit man den Kreiz AEFB nad) unten fort,
jo entjteht eine neme qrifere Lunula, deren Bervedhnung audgefithrt
und ju den MNeftfeqmenten des fleineren freifes in Veziehung gejest
werden joll. —

319) Ginige libungsaujgaben. Bei den nachjtehenden Auj:
gabent it zu vaten, zundchft die umgefehrte Aujgabe durd) Rednung
qu [bjen. Aug dem Rejultate ift dbann die Lojung ber gejtellten Auj-
gabe leicht abzuleiten.

a) Bei einem rvegelmafigen 2-Cd fei der Umfangsunteridhied o
bed Um:= und des Jn-Rreijes gegeben. Wie qrof ift bie Seite bHes
nEds? (Die Fille n=3, 4, 5, 6, 8 10, - - - follen durchgefithrt
werben. )
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b) Bet einem regelmdpigen n-Cd jei der Sladenunteridied des
Wt und ded Sm-Rreifed gegeben. Wie grof ift dbie Seite ded 7:Cdg?
(Diejelben Fille follen behandelt werden.)

c¢) Bei einem Kreife fei der Umfangdunterjdjied des um: UId
bes einbefchricbenen vegelmifigen #-Cd3 befanut. Wie grof ift der
Radius bes Kreifes? (Diefelben Fille.)

d) Bei cinent Kreife fei der Flichenuntierjdyied ded wm: und ded
einbefchriebenen vegelmipigen n-Cd3 befannt. Wie grof ijt ber Radiud
bed Sreijes?

e) Demjelben Kreife fei ein vegelmaBiges Dreied und ein Vuabdrat
einbejdhricben. Wie grof ijt der NRabdiug ded RKreifed, wenn a) dev
Umfangsunterjdhied, b) der Flichenunterfdhied diefer Bielee beFannt 1t ?

f) Die beiden entjprechenden Anufgaben fiir anbdeve rvegelmdpige
Vielekepaare von nicht fibeveinjtimmender Seitengahl zu Ibfen, 3. B.
n=3, n =5 6, 10,--+; n=4, n, =5, 6, 10 ujw.

g) Demfjelben Kreife jei ein vegelmipiges Dreied und cin Dauadrat
umbejchricben. Wie grof ift der Kreidradiug, wenn a) ber Umfangss
unterjdhied, b) der Flichenunterichied betber Vielecte befamnt ift?

h) Die Deiden entjprechenden Aufgaben fiir andeve vegelmipige
Bieledspaare von nicht iibeveinftimmender Seitenzahl zu djen.

i) Demjelben Kreije fei ein gleidhieitiges Dreied einbejchrieben,
ein Quabdbrat wmbejdhrieben. Wie grof ift der Rreidradiug, ivenn
a) ber Umfangsunterihicd, b) der Jnbaltdunterjdyied ber beiden
Stgurent befannt 1ft?

k) Diefelben Anufgaben fitr andere vegelmihige Jiguven von nicdt
itbereinftimmender ©eitengahl zu lofen.

1) Der Umfangsunterichied eined Kreifes und des umbejdriebenen
Siinfecs fet befannt. Wie grof ift bev Kreidradbiugd und die Fitnfeddijerte?

m) Der Jnhaltdunterjchied eined Kreijes und bes einbejdriebenen
Siinfedd fei befannt. Wie grof ijt ber Kreidradiug und die Fiinfedsjeite?

n) Diejelben Wufgaben fiiv andere vegelmapige Bielede 3u [bfen.

I Amwendungen der Algebra anf die Geonietrie.

a) Geometrijde Deutung und Konfteuftion algebraijder Ausdritde.

320) Qn diefem Abjchnitte jollert @, b und ¢ ftetd3 Geraden vou
gegebener Qinge bebeuten, 2 die Linge der gejuchten Geraden. Damu
gelten folgende BVeziehungen:
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a) ¥ =a -+ b beveutet die Summe, v =a — b die Differen;
der Geraden a und b in Bejug auf thre Ldange.

b) it » eine gamge oder gebrochene unbenannte Bahl, jo De-
beutet © = na eine Gerade, welde die n-fade Ldinge Hat, wie a.
[Bei einer Jrvrationalzahl » ift im allgemeinen nur angendbherte Fon-
ftruftion mbglic), fo 3 B. bei a2, a2, -, was nidt fonftruier:
bave algebraijhe QJrrationalitdten find, ober bei aw, wo = eine
trandzendente Jrrationalitit ift, die nicht mit Hilfe von Wurzeln ausd
per Ginbeit darftellbar ift. Dagegen ift a2, n";-’fg, n]_} aud ber
Einbeit fonftruierbar.

¢) @ = a}/n Dbebeutet Ddie mittlere Proportionale zwwifden @
und na, denn aud a:x = x:na folgt @ = na® oder z = a)/n.
Genaue Konftruftion it jtetd moglich, wenn na fonftruiert twerden
fann. 2 ift wieder eine gange oder gebrochene unbenanute Jahl.

ab : ; ; ir
d) z= bepeutet die vierte Proportionale zu ¢, a und b

r
_ o F ab o . 'y . '
penn aud c:a=>b:z folgt = ——- Bugleid) it » Ddie jieite
Seite ecined Redpteds, dejfen eine Seite gleid) ¢ und befjen Jnbalt
gletd) ab ijt.
. o e : = g L 3 i ;
e) &= bebeutet die vierte Proportionale in ber Proportion
) ; .

et
(o=

b:a—=a:x und zugleich die jiweite Seite eined Rechteds, defjen erjte
©eite gleih b und defjen JInbalt gleid) o« ijt.

f) @ =) ab it die mittlere Proportionale zwvifden « und b,
benn aud a:xz=a2:b folgt 2° = ab ober z = Vab.

g) % =V a® -+ b* Debeutet die Hypotenufe eined vedjtivinfligen
Dreiedd mit den Katheten @ und b, denn in diefem ijt 2* = a® + b2

h) 2 =/ a? — b? bebentet die zweite Rathete eined recdhtiwintligen
Dreiectd, deffen erfte Kathete gleidy b, defjen Hypotenuje gleih a ijt.

Bemerfungen., ©teht linfs «, wad von der erften Dimenjion
ift, fo mup auch vechts ein Ausbrud eriter Dimenfion jtehen. Jjt died
{cheinbar nicht der Fall, jo fann man linké oder ved)ts einen Fattor
beztn., Divijor bon der Griofe 1 anbringen, der die Angelegenheit orbuet.
@o fann man die Jdjeinbar bdiefem Gefepe wiberjpredienbe Gleiching
x = ab bdadburd) in Ordnung bringen, daf man {dyreibt -1 = ad

gh T o ; o : .
pber x = —— I betdent Sillen Handelt ed fich bann wm bie Proportion

1:a="b:z, fobaf = ald vierte Proportionale fonftruiert twerden
fann. Dann bedentet o die Seite eined Nechtetd, deffen anbere Seite
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gleid) 1 ijt, und deffen JInhalt ebenfo grofs ift, twie Dex bes Rechteds
qud @ und b, Allgemeiner gilt der Sah: Jn jever geometrijdyen
Gleichung mitjjen beidbe Seiten von berjelben Dimenjion fein

321) Lnnm haufiger vorfommniende qu[waiid}f Aus-
priice erfter Dimenfion, dburd) die fidh gewiffe Lojungen erleidytern
{affen, find fo 'qtn‘m‘, aud den fritheen Berechnungen ju entnehmenden.

A
Hi

al/2 it die Diagonale eined Duadrates bon ber Seite a.
» — a}/L ijt bie Seite eined Quabdrates von der Diagonale a.

l T s N s

B= |..f:-_; ijt die Hihe eined gleichjeitigen Dreieds pon der Sette a.

T = 24 [/' ift Die Seite eined gleidhjeitigen 2 Dreieds von der Hibe a.
[ e e i e i . o = ;

r = {\'V’;‘, — 1) ijt ber grdpere Zeil ciner ftetig geteilten Geraden

poit Der Qénge @ und zugleih) die Seite Ded regelmdaBigen
Behmeds im Kreife mit Radius a.
@ e s ® — : ~ . v £
[m — —(3 — 1/5) ift der fleinere Teil einer ftetig geteilten Gevaden
pon Der Linge a.
2 ’cL[ VJ 1 1 e !
P = — — = =] « SR 2 hed
T — 5(1/3 + 1) ift ber Radius bes
ginem Behued von der Seite umbejchriebenen Kveifed. Bus
gleid) ijt e8 die Ldnge einer ftetig qgeteilten Geraben, Deren

quiferer Teil bie Qinge a Hat, wihrend ber Tleinere die ¥ange
L2 3 ¢ o = feit A :
(/5 — 1) bat, joda Das Produtt bed Ganzen und bed
Heineren Teild gleich a® ijt.

2a 2a(8 - ],}\) oy —5 X
S PV - = B S = i S S = ‘j SRR 1 ST T
S il 5 (3 +7V/5) it bie Singe einer

ftetig qefeilten Gevaben, beven Eleinerer FTeil bie Lénge a hat,

&5
I

A 1 . i
wihrend ber grbfere die Linge (/5 + 1) hat*)
ql5— _'f,:’:.'_: o o x i R 5y : =
x=a} _"= ift bie ©eite de3 vegelmipigen Fiinfeds tm Kreije
mit Rabiud a.
T ’ll 5+ Vb :r-".a -+ V “: i ; S
r=d l — u]f = ]’ - rr.]/- = ift der Rabdiusd
B _!r’J I D 10
bed einem vegelmdpigen Ffinfed von der Seite a umbejdries
Denen Kreifed.]

* Aus ben beiden lebten ﬂInqﬂmu folgt: Verldugert man eine ftetig ge-
teifte Glerabe wm Den ldngeren Teil, jo ift die gefamte Gerabe tvicher ftetig
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322) EGinige Ausbdriide zweiter Dimenjion.
a® ift bie Fladhe cined Tuadrated vonm der Seite a; ab ijt Ddie
Flache eined Nedyteds von ben Seiten ¢ und b.
na®, wo n eine belicbige unbenannte Babhl ift, bebentet die Flache
eines Quabdrated von ber Seite a}/n.

as  — A e L e e : e i
V3 bebeutet die Flache eines gleihieitiqgen Dreiecs von der Seite a.

s l -.-;1 - bebeutet bie Flache eined rvegelmdBigen Sehnedd im
KRretfe vom Radiud a.
o

5 Vb W e o s e e
; 1 h,! Dedeutet die Fliche eined rvegelmaBigen Fiinfeds im
Rreife bom Radiug a.]

323) WBigtweilen Hat man Augdriide zu fonjtruteren, bie aud

. : B R 4 ca” :
Rroportiofien wie «: ¢ = a®: b* Hervorgehen, alfo = = i Audy
folche find erfter Dimenjion. Man jdhreibe fie zur Konjtruttion in der

T A
t' “\a
£ oy, il A i ca
Form & =", fonjtvuiere sunddyt Ddie Hiljsgrige y = und
[ o o2 L
ik
bann & ="~
b
(C,_!_:.')
= X [
- - e . 0 o ca” ) A 8
Ehenjo ift e3 mit 2:e=a’:0° vher @ = AR R i
A

o “ F e t’rr'a' - . . Mt - 2 - =

ijt exjt die Hilfegrofe y = -, nad) vorigem Beifpiel ju Tonjtraieren uft.
.r{.l,tt'.t

f.'l"f:" : l/\' IrJI', .'} 2

Ebenjo folgt aus w:c=a’:b%d z =57 =

o e i A
Handelt e3 jih um x:c = Va: Vo ober = ¢ l AL {chreibe

4 /fae? S rae T 3 s o
man & = l_,./ = ], (5 ); p. . man fonjtruiere bdie Hilfsgrofe
(# 4 H e " . ) v z i
g—5 und dann z =P ye, d. 0. die mittlere Proportionale 3wijden
3 und ¢ '
394) Beziehungen jolcher Wrt erleichtern oft die Lojung von
Qonjtruftiondaufgaben.  Gefdyieht bie Unalyjis einer Konjtvuftions-
aufgabe auf vechnendem Wege, fo nennt man fie eine algebratjde

Analyjia. Cin Beijpiel mige died aufildven.

geteilt. Jieht man vom groferen Teile einer ftetig geteilten Geraden ben
fleineren Teil ab, jo ift Der griofere Teil wieber ftetig geteilt.
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Aufgabe. Gin gleidfeitiges Dreied ju fonjtruteren,
beffen Fladpe dreimal fo grof fein joll, wie bie etned ges
gebenen Luadrates.

Wlgehraijhe Analyfis. Wird die Seite bed gefuchten Dreted3
gleich = gefest, fo evgibt fich die Hihe nad Bythagorad ausd
e = - (j _ 342 qlg h = /3, bie Dreiedsfliche als F = i

:_1.'2"_ e Py c . o il ; o (s & vy ’
— /3. Jft a® die Flide ded qegeberrenn Quadrated, fo ift Ddie

5
w2

bes Dreiedts dreimal fo grof, aljo V3 = 3d? aljo 2° = 12a)/+

= 44°)3, alfo z = Via-a /3, . D. gleich der mittleren Propor:
tionafe aud 4a und a [.-"":-3'. Vo den Grofen ijt 4a leiht zu fons
feuieren, a)/3 aber ijt die gropere Kathete eines rechitvinfligen Dreiects
voit Der Hypotenuje 2¢ und der Heineven Kathete a.

Die usfithrung und die Bejdhreibung bder Konjirnttion bleibe
pem Sdyiiler iiberlajfen.

325) Die algebraijche Analyjis einer Yufgabe flart auch Haufig
pavitber auf, wie man auf den Weg zu irgend eimer Ronftruftion, bdie
porfer Den Ginbrud eines blofien Kunjtarijjes machte, itberhaupt ge-
(angt ift. (s Beifpiel Ddiene die friiher geldite Aufgabe: Cine
gegebene Gerade a jtetig zu teilen.

Wlgebraijfhe Analyfis. Jjt die gegebene Gerade gleih @, fo
feie man 3 B. den grifever ber gejudhten Teile gleih =, ben fleineren

affo gleid) @ — 2. Die jtetige Proportion ijt dann

(@ — i =n:a,
was bie Gleidung
;" =] ::I‘f. ) rJ'E X
pher
Q o
o = -

gibt. Die Anjldjung diefer Gleichung gibt

:. o . l { L) 2 % 2
Coesiane v il e
2 2 )

Der Wert mit pofitivem Wurzelzeichen it

-l W o | f a2 (L
1 = 1/ = =+ [ - . .
1 4 (5

= o

Die Qonjteuftion diefes Ansbdrudd ift die eine der in Nv. 302 duvcy
gefithrten.  Der Ausdrucd (apt fid) einfacher Jchveiben in Dder Form

A : : s e e t
(V5 —1). (Der feinere Teil ift (3 —7/5). Ihn wiirbe

9
2

f{‘.l _
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man ethalten Haben, wenn man bden fleineven Teil gleidh) = gejeht
t]ﬂHL..}

¥ SR e ‘ X p—— (13
Die Unalpjid Dat aber nod) eine ziveite Lofung x, = — —

37 g e = e . g i
=E l {J) +a*=— — (5 +1) gegeben. ©dyneibet man biejen

Teil in entgegengejehter Ridhtung ab, fo verlangert man die Gerabe a

. s \ o . - sl
um bie Linge — l,.]/;; + 1) Dann 1jt die verldngerte Gerade von

b;- A . il _.";-‘l'- ] R B ";-. iy -.h-\ 1 Il.‘, ‘tﬂ' v \'1" H.. .'1".1-\
er ddnge - (/54 3). ©ie it cbenjalls fjtetig gefeilt, ber grigere

' ‘- {1 S e o AR e ey “w . . e . wy
Fetl it ()5 +1), ber Heinere ift a, wie leiht 3u zeigen ijt.

Die algebraijdhe Unalyfis bat aljp nidht nur den Konftruftions-
teq der fritheren Lojung gegeben, jondern auferdem neben der inneren
jtetigen Teilung nod) eine dufere ftetige Zeilung gezeigt.

Bemerfung., Hatte man den fleineren Teil gleih = gefest, o
wire der grifere gleich (@ — ) gewefen. Die Lroportion

i (a— ) =(a—2):a
hatte bann die Gleidung
ar = r!':" = 2ax o
poer

o — Jax — -~

gegeben. Jhre Lijung ift

5 1 /9a* : & i
—-—I—" — " = |r:[ )
D 2
7 PN ¢ i iy ¢ A ey oy
2y = —-(3 —}/5) 1jt der borher bevednete flemnere Tetl, z, =—(3 + )5

aibt bie ¥inge der borher verlingerten Geraben.

326) Man verjuche eine NReibe frither gelojter Aufgaben mit
Hilfe einer algebraifchen WUnalyfid neu zu [bjen, 3. B.:

a) Ginem gleihichentligen Dretede ein auf der Bafis ftehenbdes
Quadvat einguzeidhuen, von dem et Cden i den Scjenteln liegen.

b) Cinem $Halbfreife ein Duadrat in entiprechender Weife ein=
auzeiduen.

c) Diefelben Aufgaben fiix den Fall zu lofen, daf bie Grumbd-
[inie De8 NRedhtedd die Halfte der Hihe fei.

327) AB Beijpiel einer Fladenaufgabe jei folgende durchgefithrt:

Sn ein gegebenesd gleid)identliges Dreied ein Redyted
einzuftellen, befjen JInhalt gleid) Dem eined gegebenen Quaz
brates ift.
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Nlgebraijde Unalyjis. ABC fei Dad gegebene gleichichentlige
Dreiet von der Hobe F und Dder Bajis b, a et die Seite Des
gegebenenn Quradrated. Sebt man die Grumd
finie de3 gefuchten Rechtedts gleich =, die Hibe
gleich , fo tird zunddhit verfangt, baf

Fig. 128.
I
I.J { -,:I TY = Ir{,_:Z'

fei. Jermer ift A ABC -~ A HGC, folge

Hi—1—\6 Jirw
i fich it
|\ AB:HG =DC:JC
g oDer
. , b:x=h:(h—y),
i | T J,-";-"'f,'r }') [‘[HU
I = bh — by = xh.
=t Darvaud folgt
] 3 .
2 | e bh— xh h ‘IJ — )
| = Y b 7 [/} :
S —

Sept man den Wert von y in Gleidhung (1)
ein, jo hat man

xh '_.fr e 3
f,' =l
Died formt fidh um ju
f{ i'r
2l b r) == r,-J
. M
DDET
s s W
(
Die Liung diefer Gleichung ijt

4

=32V E =% =22V =R

L1

oder auch
n = '; |- 'l'f.f' b it

| 4 h J
Die Konftruftion der beiden Werte von » nach einem bdiefer Aus-
oriice jei dem Sdhiiler dfiberlafjen. — Da dex Ausdbrud unter der Wurzel

nidht negativ werden darf, weil jonjt dev Wurzelwert imagindgr jein
s e b = Bl s, i
toiirbe, mup T ober a” < - jetn, . h. bad gegebene Luadrat
parf Hochjtens Haldb jo grof fein wie bie Flade ded Dreieds; oder
bag qrivhte Redhtect, weldhed einem gleichjchentligen Dreted einbejdyrieben
werden fann, ift dag von Halber Hobe. (Tt der Wurzelwert gleid
F : g ey b
Null, jo wird in der Tat « = )

51



il T D ORI

Inwendingen der Wlgebra auf die Geometrie. 17

=1
=]

328) Cinige anbere Beijbiele von WAYnufgaben.

a) Einem Halbfreife ein Redhted gegebenen Umfangsd eingube
fchreiben.

b) Ginem $Halbfreife ein NRedhted von gegebener Flache eingu-
befdyreiben (teldhe fepteve in Form eined Quadrates gegeben ijt).

¢) Gegeben fei ein Kreisfegment, ju dem der Bentritvinfel 120°
gehort. Dem Segmente joll 1) ein Redted gegebenen Umfangs,
2) e Jedptec gegebenen JInbaltd einbejchrieben werden.

d) Diefelbe Aujgabe fitr ein Segment vom Jentriwinfel 90° u
{ijen.

e) Jn einen gegebenen RKreigfeftor vom Bentriwinfel 90° ein
Rechted gegebenent Mmfangd oder gegebenen Jnhalts jo einguzeichnen,
dafy swei Cden auf dem RKreisbogen, zwei auf ben Grenjrabdien liegen.

329) Al feptes Veifpiel joll eine {dwievigere Aufgabe geldit
fwerden.

HbungSaufgabe. Cin gewdhnlided Tangentenvieved 3u
fonjtruieven aud ben Seiten a, b, ¢ und dem Radiug o de
Sn=Rreifes.

Algebraijdhe Analyfis. Die vievte Seite d ergibt fih alz
d=a-+c—0b Die pom Wittelpunfte p ded Jn-Rreijed nach A4,
B, C, D gezogenen Gevaden feien, tote in Fig. 113, ¢4, &, G5, 94,
die Tangentenldngen ¢, &, 15, t,, fobaf AB =a =t + & ijt, ujw.
Nad) bden  frither audgefithrten Betvadhtungen (bgl. Nv. 297) it
.f-'lf“‘

Fiet)

J'IJL‘ P i (1] 3] " (71 [ o o - i A
= Jq dugleid) ift ¢,f = 0"+ 4% g = 0" + 7% B f, + 6 =a

4" .
i) f', : ir:j = b f‘UIL‘Li' J‘o = fl S + b.
Statt iJ"J e f.",;. — -';."-;"} I]t I.'{’i.].IJ 31 ‘I-‘:E:m‘ibt‘il
i : : g Fohg s b
(1) (;.3 - I:-\fT. —a h}-’ > |§'Jz + ’,1 E.} }

Wm ¢ zu beredynen, bringe man die Gleihung auf die Form

sgad — be - ; Sbhe — ad ; ;
o e | f feash, = o o i i
{ = 2i (a b) 0 =) (a b)
DDeL
(1)% ;2 ) ¢ (o — byad 1 (& — b ad
(1)%) it Ao PR SRS u M. 4 adad
iy 1 1 gd — be ¢ ad — be

Der Nenner ad — be geht, wenn man d = a + ¢ — b febt, iiber in
(@ —b)(a +c). ©ept man bied eim, jo gibt die Riirjung mit dem
Fattor (@ — b) ber Gleidhung die Form

f e

2 — —0—
i 1y 1' c ) et

Holamiller, Elementarmatiematit. L 4. Anfl 12

= 5 > ad o (@ — D)ad
2) ' 9 , ik
{2) t
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i v

Der Ausdrud f,'-— oder fat eine beftimmte Bedeutung. Teilt
L B o C l’ —|— f’

man ndmlid) die Seite @ von A aud im Berhdltnid b:d, uud be-

’ e : e - ad ad

seihnet man Dden Teilpunft mit K, jo it AK =, 5=~ -

Die Gleidhung geht alfo itber in

(2)%) 2 — 2t - AK —¢* — (e — 1) 4K

und ihre Lojung 1t

(3) {, — AE + VAR — (a — b)) AK — &%

it nun E ber Beriithrungdpuntt fiiv die Seite a, fo ifp ty=AF
AK + KE. Folgli) mup EK abfolut glei) dem Terte dev
RWurzel fein. Diefe erhdlt fiir den Fall BE L BE ba3 poiitive,
jonjt bas negative Beichen. Critered tverde hier angenommen. Dann it
(3)%) t, = AK + VAK(AK —a +b) — " = AK+ V¢ —
wobei e die Qinge der Verbinbungslinie Ky ift. Demnad) it

e i ad e [}_‘
(4) g u—i—c[ﬂ-—i—c‘_“ Fle

M‘I : abed
sla(a+c¢c—b) —a® —ac+ ab + be| =

rr-r - -‘.)

Denft man {id) alfo dag Tangentenviered als Gelentviered
mit verdnbderfidgen Winteln, {o ift e unverdnderlid. Mit
andberen Worten: Jft bei einem @elentviered a4 ¢=10+ 4
halt man a feft und bewegt man die ftbrigen Seiten, jo lapt
fih ihm ftetd ein QRreid einbefdreiben, ber IMittelpunit
biejes Rreifed aber bewegt fid) auf einem Kreife, defjen
Mittelpuntt auf « liegt und diefe Seite im Berhaltnisd d:b

/fabed
teilt und dbeffen Rabiug die Vdnge ¢ = t”_}‘_”_ hat.

Sonftruftion. Man fonfiruiere d — a + ¢ — b. Wan fetle bie
Seite AB—a fo, dof AK: KB —=d:b wirtd. Man fonjtruiere ¢
mit Hilfe der Lroportion

_ ¢): Yab = Ved: e
(twobei bie Wurzeln mittlere * roportionafen 31 a und b beyw. ¢ und d
find). Um Den fz,”eifpuuft K fdlage man mit e einen Halblreis.
Qebt iehe man gu a eine Parallele in der Entfernung o. Sdyneidet
biefe den Rreid in zivei Punften p, jo dhle man einen hu er Punfie
als Mittelpuntt ded Sn-Rreifes mit Radiug ¢ und seicyme diefen Kreis.
Vo B aud jiehe man an ihn eine BVeriihrende, ber man Ddie Jénge
BC —1b gebe, von A aug eine jteite Beriihrende, der man bie
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Qange AD — d gebe. Die Verbindbungslinie CD vollendet dad ge
judyte Biered A BCD.

Der Beweid fei dem Sdchitler iiberlajfen. Ebenfo bdie Determi:
nation, bei der Grundbedingung ift, daB a 4 ¢ — b pojitiv (alfo
mindeftend Null) ift. Je nadbem e = o ober e > o ausdfallt, ijt
etne, ober find 3iwet “D]ungm moglid).

Bemerfungen. a) Jjt « die gropte Seite, alfo ¢ die fleinfte,
jo fann man dad3 Biered jo iveit betvegen, dal Winfel D obder
Winfel C gleidh) 180° wird. Dadburd) entftefen Dreiede mit ben
Seitent @, b und (¢ + d) bezw. mit @, (b + ¢) und d als Sonber-
falle ez Wiereds. Denft man jid) diefe Dreiede gezeichnet und bie
Mittelpunfte w, und w, der Jn-RKreife fonjtruiert, fo qibt die Mittel-
fenfredyte w,py auf a Dden Zeilpunft K, und Ky, = Ky, ijt bder
Rading bes Kreifes, ber ber geometrifhe Ort fiir w ift

b) Der Jnbalt ved Biereds, J = (a + ¢)o ober J = (b + d)o
ift proportional ju o. Der grofie kliut, den o amunehmen fann, ift
o=-—c. Der Hodjtwert ded JInhaltd ift alfo J = (a + L}"MUF

A
-Vabed. Jn diefem Falle gibt ed nur ein einziged u. Die beiben
unter a) bejprocdhenen Dreiede find fiir fonvere Tangentenvierede
Grenzjdlle, von bdemen jeder ein Minimum ded Jnhalts gibt. Die

; = ‘ed(@ — d) q/(d — eibe

betreffenden NRadien find o l/ T und o, = l/ = ns
A a+b+c+dq/edla—dad) : a+b+ e+ d
10cap -Jr] = —— 2 lf @ e 11D -}:3 = B ===

>< -I.-*"HJF; "_'_:_’Ir_wift. Died folgt leicht aud ben Heroniiden Dreiedsformeln.
'}-’rt bed
a4 -+ €

¢) Fiir getwdhnlidhe Tangentenvierede gilt alfo folgender Sasn:
Teilt man die Seiten im Verhaltnis der anliegenden Seiten,
jo liegen dbie Teilpunfife auf einem zum JIn:Kreife fonzen-
trifen Qreife. (BK, —a, : =Yoo= BE, BE,—BE,—
folglid) E K, =FEK,f folglich N J’fl.u."'ﬁi SSAY Kyuky, a alio K on= :"1", u,
und ebenjo = Kyp = K,p =c.) Der Rabiud ¢ hangt nur von ben
Seiten ab. it n[]ﬂ ha, Bieved ein Gelentvieved, jo bleibt €3 in fich
betveglich, twenn man w gelenfiq mit K, K,, K,, K, verbinbet.
K, K, K, K, ijt ein Selnenviered: K, E, und E; K, jdueiden einander
auf bder Diagonale AC im duferen Ahnlicdhfeitspuntte der um A
und € mit AK, und CK; gefdhlagenen Kreife. Enifprecdhended gilt
pon F, K, und E E,.

und darvaus Kp —

o

12




180 Planimetrie. Lehraujgabe der Dbertertia und lUnterfefunda.

Ginfodite Analpfis. o< AuB = + 3 RBuC— 8

9
2 S 5 fi)
Y alfo < BuK;, =  unb jer-

L C A 5
+ 5 ufw.  Man made < ApkK, =
fege durdh) w K, ufw. die folgenden Wintel entfprechend. Dabet ird

wK, =K, = pK; = pK, = e Ferner with A Auk, ~ A uCKy,
alip AK,:e—=e:CEK; und ¢ = AK, -CK;= BE;- Ch, ufw.  Folge
s ol DK, AK, 4+ BE, PEILOR,
. - _;_ A s 1 — 3 g] 33
lich BE, +-li=mre oDex BE, T
e e BEK i A B LA :
= axle 4 o —2 i L]‘ E i dp ﬂ.. - 2 Ay
BE, ~ OK, ey Ry h. Seite b ift im Berhaltnis dev
; : : e e s d
anliegenden Seiten geteilt, ebenfo die fibrigen. Aljo ift AK, = a;——
it e
e o b be e e abed
T a-+c! Gty =G5 +d ade' folgld) e = e
Qeicht fimd mum &, g ... gu Devechuen und Ddie Rechnungen bed

§ 297 einfadjer durdyzufithren.”)
e) mu pen Fall Ded %hnimﬂimm‘fn fallt oK, auf wE,, fobaB

und ~ Qomplementwintel werben, alfo « +y = 180°% Dann ift

F

L3
alfo bad Tangentenvieved ABCLD ugleich ein Sehnenviered (bizen:
trijdhed Bieved.)

f) Tangentenvievede laffen fid) audh) fonftruieren und berechnen
aug a, b, ¢ J-, a, b o, J; a b u, J; @, b ¢ 4 @ b ¢, &

, ‘ '
r )
L.d]luﬁbclttcrfum] Gine qrofie Anzahl von Beredmungd- und
Ronjtruftiondaufgaben, bie hierher gefren, findet man in Baup I
2. Aufl. diefes Lehrbuds, Seite 1- .%.%. Ginige ber bortigen Wujgaben
find in diefen Band einbezogen worden. Sie lehuen fich zum Teil
an gewifle Sape an: Sab ded Piolemdaud vom Sehuenvieved, Sab
ped Brahmagupta pom Sehnenviered, einige Konjtruftionen nad
MasGeroni; Fovmeln und X Dretedafonitruftionen, die mit o, oy, 05, 05

a, b, ¢ (& +1)5 4, T, B0 L5 Q10 Bo0 980 945 Q1r 920 & &

5

sujammenfingen. Fornteln b Dreiectsfonftruftionen, die mit » und
pen g gujammenhingen. Guleride Gerade und Feuerbadjher Kreis.
"*-c,w{}nnqm swifgen den Seiten, Hohen, Mittellinien und Wintel-

halbierenden Ded Dreieds. Die verjchiedenen Sonjtruftionsmethoden
werben doct im Bujammenhange in einem befonbdeven Kapitel bef fproden.

#) Das Betjptel zeigt, daf man fich mit dbem Gelingen einer algebraijden
*Eluah_m- nicht beruhigen joll. Man Hat nod) nad) ber einfachjten Herleitung
ber gefundenen “l%t__:,iei_umgcu i juchen.




3weite Abteilung.
Aritbmetik.

A. Lehraufgabe der Untertertin.

I. Mas Gebiet der gewdhnlicgen (abfoluten und gangen)
Bahlen.

1) Um angeben ju fomnen, ivie oft gleidhartige Gegenftinde
porfanden find, erfand der Menid) die Zahl. Durd) dag Wbzihlen
ber Gegenjtinde entjtand die Sahlenreihe. Die Rethenfolge, m Dder
man bie Gegenjtande zahlte, ergab ficd) ald gleidhgiiltia. Dasd Bebiirj=
nié nad) leidter Nberfidhtlichleit veranlafte die Jujammenitellung der
Bahlen zu geordneten Gruppen. Wahrideinlid) var ber Umijtand,
bafy der Menfd) 10 Finger®) Hat, an bdenen er abzuzdbhlen und zu
rediuen Degaun, der Grund bafiiv, daf die Gruppierung Fu je 10,
bag Dezimaliyftem, bdie Alleinferrjdhaft eroberte. [Wnd) anbere
Syfteme waren in Gebraud) und Hhaben anch, wie dag Duodezimal:
foftem, wiffenjdhaftlidge Bearbeitung gefunben. |

2) Diefez Syjtem erforderte alfo 10 Beichen ober Jiffern.
Dabel erjdien e8 aber zwedmdipig, aud) fiix dad Nidtborhanbeniein
(fein wmal vorhanbden) ein Wort und ein entfpredjendesd Beidjen feft:
uftellen, die Sahl Jull oder O, und jo zdhlte man die erjte Gruppe
nidht von 1 bi3 10, fondern von O Bi3 9. Died furben bie ein:
jtelligen Bablen. Von 10 bis 99 folgten die zweiftelligen Bablen,
pon 100 i3 999 die breiftelligen, ufw.

Sebte man nun feft, daf die vor die Jahl gefdriebene Tull die
Bahl nidht anbert, jo fonnte man ftatt 7 aud) 07 ober 007 dyretben,
biefe Babhl alfo ald ein:, sveis, dreiftellig ujtw. anffaffen, und fo

*) Man denfe audh) an die Jehen (10) an den Fiitpen bed Menjdyen.
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ergab fidh, dafp man die Angahl der sweiftelligen Jahlen als 100,
bic Der breiftelligen al8 1000 ufr. betvachten durfte.  [Diefe
Ginfachheit war 3. B. bei ber Sdhreibiveife dev vomifden Bahlen nidt
vorhanden, denn bort erjdyien XIII al8 viexjtellig, XXI als dreijtellig,
C afs einftellig ujro., jodafy ein einfached Hedjenjdema gar nicht
miglih) war und fogar dad Kefen grdperer Fablen Sdywierigteiten
machte. |

3) Sebe Bahl der Bahlenveihe ift groper (>), al3 alle vorher-
gebenden und fleiner (<), ald alle folgenden, und jwar ijt jie um
bie Ginheit 1 grofer bezw. fleiner, al die beiden Nacdybarzahlen.

A8 Einbeiten galten unddijt die gejdhlten gleidartigen Begen-
ftinde. So fpricdht man 3 B. von 10 Biumen, obtoohl unter diefen
vedt auffallende BVerjdhiedenbeiten bemerft iwerden Tdnuen. Bejjer
ftimmen jchon bdie aud dem Bebdiirfnid genaueren Bergleidhens und
Meffens Hervorgegangenen Mafeinheiten diberein. So Fonnen 3. B.
swei Metermafftabe in ihrer Qinge oder jivei Rilogrammitiide in
iprem Gewidte jo genau iibereinjtimnten, dap man mit getwdhnlichen
Hilfamittelit Feinen Unterfhied zwifchen ihnen roabhrnimmt. Wohl aber
werben feinere Mep- beyw. Wiagunadmethoden Unteridyiede nadpweijen.
Jeigt Do) 3. B. die Phyfif, daff fogar devjelbe Meterftab ber vers
{chiedenten Temperaturen veridyiedene Ringe Hot, und daf dasjelbe
QifogrammitiiE an verfdhjiebenen Orten und in verfdjiedenen Hoben:
{agen verjchicdened Gewidht zeigt. Dazu fommt aud) nod) die all:
mafliche Abnubung der Mafitibe und Gevidte.

Die angewandte Mathematif fieht von allen Unterjdjieden sufilliger
Act ab und femnt nur genan dfibereinftimmende Mafeinbeiten.
Die veine Jahlenlehre aber bejdhiftigt fich nicht mit Mapeinbeiten
biefer ober jemer vt, fonbern nur mit ifjrer WAnzaBhl (Venannte
Bablen, unbenannte Babhlen.) Wie die JFabl iiberhaupt nur etiwas
Gedachtes, nicdht etwad wirklid) Vorhanbenes ift, jo ift aud) bie abjolute
Ginbeit der Sahlentvelt, die Bahleneinheit, oder bie unbenannte
3ahl Eing, nur etwas Gedadjtes. Jebe Jahl, 3.B. 3 =1 + 1 - 1
bebentet eine Mehrheit foldher unteveinanber abjolut gleidhen
Bableneinfeiten. Grft durd) da3 volljtindige Entfernen alfer Unter-
fiede Der gejblten Ginbeiten entjteht bie Moglichleit, itber bie
Soealtelt der Bablen beftimmte Ausfagen von untriiglicher Siderheit
su madyen.

4) Um gewiffe Ausfagen nicht nuv fiir eingelne beftimmte

Bahlen, fondern fiiv jede befiebige Bahl madjen ju fonnen, fithrt man
ald neue Beichen Budftaben ein, 3 B. a, b, ¢ uj., die man als
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allgemeine Bahlen betvadhtet, da jede befomdere Bafhl fitr fie gejebt
werben fann. [Allgemein jind dieje Babhlen aud) in vem Sinne, als
fie neben bem Degimaliyftem auc) anbdere Spfteme umfajjen Lonnen.]
Borliufig befdranfen wir und auf die abjoluten Jabhlen, bie eine
Mehrheit von Cinbeiten darftellen, die alfo ganze, nicht gebrodjene
Jahlen und, von O und 1 abgefehen, jamtlich grofer ald 1 find.
Man nennt diefed Bahlengebiet aud) dad ber gamngzen, pofjitiven
Bafhlen. Die Bedeutung der Worte abjolut und pofitiv foll erft
fpater erlautert werden.

5) Daé Redmen mit unbenannten Bahlen wird injoweit als
befannt voraudgefeht, al@ e fidh wm die vier Grundbredhynungdarten
(vier ©Spezied) handelt, um dad Ubbieven, Subtvahieven, Multiplizieren
und Dividieven. 1lber jede bdiefer Redhnungdarten jollen allgemeine
Bemerfungen gemad)t und dabei foll dagd NRedmen mit Dejtimmten
Rablen auf bad Rednen mit allgemeinen Bahlen iibertragen mwerden.

6) Unter Abbieven vevjteht man die Kunit, anzugeben, wie viele
Einfeiten , mefreve Jahlen zujammengenommen enthalten. Dadurd)
erhilt man die Summe Dder eingelnen Bahlen. Die lepteven Deipen
@lieder Der Summe oder Summanden (0. §. zufammenzuzdhlende
Bablen).

So ijt 3. B. 2 +.5 =7, und zugleich 5 4+ 2 = 7. llgemein
alfo gilt, wie fidh aus der Gleidgiiltigeit der Reibenfolge beim Ab-
sablen erfldvt, die Fornel

a+b=0-1a,
ober Dei einer groperen Anzahl von Gliedern:
a+b4+ec+---=at+ect+ b4+ =0b+ec+4 a+---un.

S Worten: Cine Summe dnbert ihren Wert nidt, twenn
man ihre Glieder beliebig umitellt.

7) Jit bie Unzahl ber Glieder eine grofere, fo famn man
junddjt eingene @ruppen jummicren und dann die Summe der
Gingeljummen bilden. Deutet man die Gruppen durd) Klammern an,
fo ift 3 B.

54+24+9+1=06+2)+OB+1)=7410=1T7.
Allgemeiner ijt 3. B.

a+bt+c+d+e=(a+0)+(c+d+e)

(@ 4+ ¥4 @) + (¢ + ¢) = ujw.
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Die Gruppierung fann eine gany beliebige fein. So ijt 3. B.

1521 4 342 + 13 4 2 = 1000 + (500 -+ 300) -+ (204 404-10)
4 (1 4+ 2 4 8 + 2) = 1000 4 800 4 70 + 8 = 1878.

Dier tourden aflfo die Einer, die Jehner u. §. w. in je einer Gruppe
vereinigt. So entjtand dad gebraudiliche Abddbitiond{dema, fiir unfer
Beijpiel alfo

[Bei der rimijden Sdyreibiveife der Jahlen wiivde ein o ein:
faded Sdjema nidt miglid fein.]

8) Unter Subirafhieven verfteht man bdie Kunjt, anjugeben
wie viele Einheiten iibrig bleiben, wenn man von einer junddit groferen
Anzahl von Einheiten eine (fleinere) Anzahl wegnimmt.

So ift 3. B. 7T— 5 =2, PHier Heiht 7 der Minuepdus (die
Bahl, die verfleinert twerben foll), 5 der Subtrahendus (die Jah,
bie abgejogen werden foll), 2 Deifst der Neft, ober bie Differeny
(ber Unterfchied) der beiden Babhlen. Minuend und Subtrahend biirfen
nicht umgeftellt werben, jedod) ténnen Subtrahend und Differeny
ifjre Stellen vertaujden. So ift 5 B. 7 — 5 = 2 und zugleich
7T — 2 =25. Ullgemein:

Augd a —b=c folgt ¢« —c=10.
9) Abdbbiert man zur Differenz (7 — 5) ben Subtrabend 5, fo
/ 5 i} ; 1 ﬁ_\ ) !
exhilt man die nfangdzahl 7. Alfo:

Differeny + Subtrahend = Minuend,
[’_(L — ff-f:_f' -+' ==
(r!. —+ I»jl — b= g,

Aljo: Addition und Subtraftion berfelben Zahl heben
fich gegenjeitig auf.
s jeder dber Gleichungen

pber:

Ebenjo 1ft

at+b=¢ c—a=b e—b=aqn
folgen Die Deiben anberem. Obder:

oud a+b=-c folgt b —=¢—a und a=c—>b.
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10) Hat man von einer Jahl mebhrere andere abzuziehen, fo
fann bied Sdritt fiiv Sdritt gejdehen, man fann aber aud) bie
Summe bder abjuziehenden Jablen bilden und diefe Summe von ber
exjtgenannten Babhl abziehen. So ift 3. B.

12 —5 —3=7—3=4,aberand)y= 12— (54 3)=12 — 8=4.
Folglich ift allgemein:
a—b—c=a— (b4 c).

Umgefehrt erqibt fih ber Sah: Man Jubtrabhiert eine
Summe von einer Jahl, indem man die einzelnen Glieder
jubtrabiert.

11) Da dad Summieren qruppcnmciie gejhehen fann, fo ift
auch) gruppemveifed Ubziehen gejtattet, 3. B.

2978 — 1286 = (20004 900470+ 8{; — (10004 200+ 304 6)
— (2000 — 1000) + (900 — 200) + (70 — 30) 4 (B8 — 6)
= 1000 -} 700 4 40 4 2 = 1742.

Aus diefer Gruppierung der Einer, Behmer u. §. w. entjpringt
bad befannte Subtraftiondjdema, bei unjerem Beijpiele alfo:

G

4 o)

2978
123
45

—-\1 Lo
B

[Aud) biefes Scdhema i{t bei der romijdhen Scdyreibiveife nicht
moglid). |
Aus der Willtiirlichleit der Gruppierung folgt:

r‘!-T[f)—:__{.'f—i—hj—-—.r
Aljo: Man abdiert eine Differeny zu einer Bahl, inbdbem
man den IMinuendus addiert und ben Subtrahendusd jub:
ttabrert 8. 8.
84+ (5—38)=(8-+5)— 3=13— 3 =10.

12) Dagegen ift 8 — (5 —3)=8 — 2 =6 und zugleid
8 —(5—38)=(8—5)+3=3-4 3=26. Soll nimlid von
8 dbie Differeny (5 — 3) abgejogen iverben, und zieht man undadit

5 ab, fo Hat man 3 zuviel abgezogen unb mup, um das ridtige
Refultat zu erhalten, 3 adbieren. Nlgemein folgt:

aEi(b ) B bk
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i

Arithmetik.

Afo: Man fubtvafhievt eime Differvens, indem man den
Minwendud jubtvahiert und den Subtrahendusd addiert.

13) Ginen jpweiglicovigen Ausdrud nennt man ein Vinom,
einent  dreiglicbrigen ein Trinom, einen wehrglicdrigen Ansdrud
fiberhaupt ein Polynom. Aus obigem ergibt fid) fiiv das Redmen
mit Polynomen folgended: €3 ift

e+ 0b+c—d+e—f—g)=ad+b+c—d+e—[f—y,
pagegen:
a—@b+c—d+e—f—g=a—b—ct+d—et+f1g

Demnad) fann bei der zu adbierenden Klammer das
Qlammevzeiden einfad) weggelajfen werden; will man da:-
gegen die abzuziehende Rlammer entfernen, jo fjind afle
Apdbitionsdglieder der Klammer zu jubtrabhieven, alle Sub:
traftionsglieder zu adbieven. (Umfehrung der Borseidjen.)

Diefed Cntfernen ded RKlammerzeichend begeidhnet man ald das
Auflofen der Klammern.

14) Sm Qunern der Klommer fommen ftaft der Jablen aud)
Qlammern ftehen. Dann giebt man, um BVerwedhjelungen vorzubeugen,
pen Slammern verjdicdene Gejtalt, 3. B. () oder [ ] oder {]. Beim
uf(ofen fann man erjt die duBeven ober erjt bie inneven Rlammern
entfernen. o ijt 3. B.

p—(—=le-(d—"¢) —={f—g— R+
a—{b—[c+d—e—f+ g+ #+ i)
a—I{b—c—dt+e+f—g—h+ij

a—b+ctd—e—f4g+nr—i,

I

oder
—a—b4[e+(d—e—(F—g—Nh]—i
—a—b+c+(d— f’)—i{f"‘“!?'_"":“_é

—aqg—b4+ct+d—e—f+g+h—i

15) Unter Multiplizieren verjteht man bie Sunft, die Summte
mehrever Summanden von gleidher Grope in einfacdher Weife ju
finden.

Handelt e fih 3 B.um 74+ 7 4+ 7 4 7= 28, jo |dreibt
man einfacher 4 -7 = 28. Der mehrfacd) wiederholte Summand
heiBt der Multiplifand (bie Bahl, welde vervielfdltigt ferben
joll), die Anzabhl der gleichen Swmmanden Deifgt der Multiplitator
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(bie verbielfaltigende Bahl). Das Refultat der Redynung hetpt
Vrodutt; Multiplitand und Multiplifator Heifen Faftovem bed
Lroduttes.

Dabei Dbeobachtet man 3 B., bafp 4-3 =12 und aud
S =12 brit
e o o o Jn der That ift e3 gleidhgiiltig, ob man die nebenjtehenden
e o o o 30ilf Punfte al8 bdrei Horizontalveihen zu je 4 oder alg
e ¢ o o bier BVertifalveihen zu je 3 betracdhtet, was fid) wiederum
aud der Gleichgiiltigleit der Reihenfolge beim Abzdhlen und Gruppieren
erflact.  Allgemein ift alfo

a-b=D>b-a,
o. h. Multipliftator und Multiplifand fonnen miteinanber
vertauidit merden, ohne daf dad Probdbuft jid dndert.

Auj die Stellung bder erjteren joll Ddaber nicht mehr geadhtet
erden.  Wabhrend zwifden jivei miteinander zu multiplizievenden
Babhlen gewohnlicher Arvt ein Punft ald Beihen der Multiplitation
fteben muf, fann er bei Budyjtaben entbehrt werden, jo daf 3. B. ab
basfelbe bedbeutet tvie a-b. — E3 ijt a-1=a, der Faftor 1 fann
alfo weggelaffen werden. Ferner ift a- 0 = 0.

16) @ind mefhrere Bahlen miteinander zu multiplizieven, jo ift
bie Reibenfolge der Multiplitation gleidgiiltig, aud) fann man dabet
Qlammern anwenben oder vorhandene Klammern weglafjen. So ijt 3. B.

2:84=(2:3)4=2:(3:4)=3:2:4=3:4:2 =1ujw.
Allgemein alfo:

abe = I:.{f{_;}r = r'r{hr,'jl = gecb = buc = bea = cab — cba,
D. §. der Wert eined Produftesd ijt unabbhdingig bon ber
Reihenfjolge der Faftoren. Man multipliziert ein Produft
mit einer Jabhl, indem man einen jeiner Faftoven mit ihr
multipliziert; man multipliziert mit einem Produft, inbem
man mit jeinen einzelnen Faftoren multipliziert.

17) Aud) eine Summe fann ald Faftor auftreten. 3J. B. ijt
3(14+2)=T4+2+(T4+2)+(7T+2)=28-9=27,
augleicdh aber
3(T+2)=3-7T+38:2=21+46=27.
Allgemeiner 1jt

3(a+b)=(a+?b + (a+0b)+ (a+0)
=(a+a+a)+ ::h + b+ b)=38a-+ 3D
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und gang allgemein
(@t ble=c (a 4+ b) = ca + ¢b = ac + be.
Folglidh:

a) Man multipliziert eine Summe mit einer Bahl, in:
Sem man die eingelnen @lieber mit ihr multipliziert (und
die entjtandenen Produfte adbdiert).

b) Man multipliziert eine Bahl mit einer Summe, in:
pem man jie mit den eingelnen Gliedern dev Summe mul:
tipliziert (und die entitehenden Produite addiert).

MAus ac + be = c(a 4 b) folgt nod):

¢) Sommt in einer Summe bvon Rrobpuften bderfelbe
Xaftor in jedem ®liede bor, ip fann man ihn abfondern;
b. b man Defreit jebes ®lied von bem Faftor und multipliziert mit
diefemt bie Summe ber bletbenden Baflen.  (Ubjondern ded gemein:
jchaftlichen Faftors.)

Beijpiel zu a):
9312 - 3 = (2000 + 300 4 10 + 2) 3
2000 -3 4+ 30084+ 10:34+2:3
6000 4+ 900 -+ 30 - 6 = 6936.
Darauf beruht a3 befannte Multiplifationsidema:
2312
5,
6936

I

Beijpiel 3u c):
17 - 122 L 17 - 340 4 17 - 538 = 17 (122 340 + 538)
= 171000 = 17000:

18) Uber aud) beide Faftoren fonnen Swmmen fein. Dann
ift 3 B.
(a +0) (c+ d) =(a+ b) e+ (a+ b)d=ac+ be+ ad+bd,
ober aud)
(a4b)(c+ d)=alc+ d) + b(c+ d) = ac+ ad+be + b4,
twag dasjelbe ift. — Ahnlid) ift ed mit mefrgliebrigen Summeny 3 B.
123 - 21 = (100 4 20 + 3) (20 4 1)

— (100 4+ 20 + 3) 20 4 (100 + 20 311
— (2000 + 400 + 60) 4 (100 + 20 ~+- 3),

oder (wenn man die mit gleidyoiel Nullen behafteten Glieder addiert)
— 2000 4+ 500 + 80 4 3 == 2583.



[. Dad Gebiet ber getwdhnlidhen (abjoluten und ganzen) Bahlen. 139

Daher fommt dag Multiplifationsidema fiix diefed Beijpiel:

]
—t s

()

b BO BD

<

|

(2]
Cht
o0
i

Can
)
s

19) it bagegen ein Faftor des Produftes eine Differens, fo

ird 3 B. folgenbermafen bverfahren:
(a—10):-83=(a—b+(@—b 4+ (a—1)
=(at+a+t+a)—0b+b+0) =

Durd) Umitellung folgt ebenfo

Ja — 3.

3(a — b) = 3a — 3b.
Folglich:

a) Man multipliziert eine Differeny mit einer Fahl,
indem man den PMinuendusd und den Subtvahendud fiir jid
mit ihr multipliziert (und vom erfteven Produfte das lehtere
abgzieht).

b) Man multipliziert eine Fahl mit einer Diffevens,
inbem man die Bahl erit mit Dem PMinuendusd, dann mit dem
Subtrahendbusd multipliziert (und vom erfteven Probdufte
bas lehtere abzieht). B. B.

(o)== 38)3=50-3—38-3=150—114=236. Probe: 12-3 =36.

20) it etner der Faftoren eine Summe, Der andere eine
Differeny, fo ift nadhy 17) und 19)
(@a4+b)(c—d) = (a+b)c—(a+t0)d
= ac + be — (ad + bd) = ac + bc — ad — bd.
Beijpiecl. 4+2)(71—8)=5-7+2.7T—5:-3—2-3
=354+ 14 — 15 — 6 = 28. Jn der That ijt 7 -4 = 28.

21) ©ind beide Faftoren Differengen, jo ird
(a—b)(e—d)=(a—b)c— (a—b)d =ac—be— (ad —bd)
= g¢ — bc—ad + bd.
Beijpiel. (5 —2)(7—38)=5-7T—2:-7T—5-34 23
= 35 — 14 — 15 4+ 6 = 12. Jn der Tbat ijt 3 . 4 = 1
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22) Ginige Sonderfille:
(a 4+ b) (a + b) = aa + ba + ab + bb = aa + 2ab + bb.

Abgefitrst jdhreibt man o® ftatt aa (a® [ie3: ,a-Duabdrat” oder ,a hod) 2).
Dies qibt die Formel:

a) (@ 4 b)? = a® 4+ 2ab + V',

i1 Worten: Das Quadrat der Summe yweier Jahlen ift gleid
ber Summe der Duadrate der einzelnen Jahlen, vermehrt
nm dad boppelte Prodbuft aus beiden Jahlen. (Vergl. Geo-
metrie Abjdnitt 256a.)

Beifpiel. 10042 = (1000 4 4)* = 1000* 4 21000 4 447
— 1000000 4 8000 -+ 16 = 1 008016.
Ehenjo it

b) (@ — b)® = a® — 2ab 4 ¥,

in Worten: Das Duadrat der Differeny jhweter Bahlen ijt
gleidh) ber Summe der Duabrate dev eingelnen Jahlen, ver:
minbert um bdad doppelte Probuft beider Jahlen. (Bergl.
eonetrie Abjdhnitt 256h.)

Beifpiel. 997 = (1000 — 3)? = 1000* — 2-1000-3 + 3
= 1 000 000 — 6000 + 9 = 994 009.

¢) (a 4+ b) (a — b) = ¢* + ab — ab — W= a® — I~

L}

Rurz ausgedriidt: Summe mal Differens gleid) ber Differens
ber Luabdbrate.
Beijpiel. 1003997 = (1000 + 3) (1000 — 3) = 1000* — 3
= 1000000 — 9 = 999 991
Beifpiel. 83242 — 16762 = (8324 + 1676) (8324 — 1676)
= 10000 - 6648 = 66 480 000.
Beifpicl.
(@ +b)? — (a — b))’ =0a’+ 2ab+ b? — (a® — 2ab -+ b*) = 4ab,
3. B. 1007 — 9982 = (1000 4 7)* — (1000 — 7
— 4 . 1000 - 7 = 28 000.
Beijpicl.
{_a+ I‘)_L;Jz—i— [::.L—b:]ﬂ =“2+ 2ab + b2+(uj—"—2iffx "+—I::) = Q(Hz—f— E:::‘J_}',
3.8, 8217 4 7792 = (800 + 21)* (800 —21)* =2 (800*4-217%)
= 2(640000 4 441) = 2 - 640 441 = 1 280 882.
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Nad) a) wird

(a+b)y=(a—+b)(a+b)(a+ 1) =(a+ b (a4 D)
= (a®* 4+ 2ab + 1V?) (a 4+ V) = a® + 360 4 8Bab® 4+ B

(a° = aaa, lied ,a hod) 3" oder ,a jur dritten”.) Uljo:

d) (a + b)? = a® + 3a°b + 3ab® + 1°,
3-9B.1004°= (10004 4 )’ =1000"+ 3 :1000%- 4 4 3-1000- 4* - 4°
= 1000 000 000
12 000 000
48 COO
64
1012048 064
Ebenfo ergibt fid
e) (a — b)® = a® — 8a®b 4 8ab® — 1’

1.98. 996°=(1000 — 4’ =1000° — 3 - 1000*- 4+ 3 - 1000 - 4* —4°
= 1 000 000 000 — 12 000 000 4 48 000 — 64 — 998047 936,

Beadte die abwed)felnden Vorzeichen.
Beijpiel. (f: - Efjlﬁ —- {\'r:. -= EJ:J:" —=2(a®+ 3ab?)=2 (u. a®*+ 3ab?)
= 2a(a® + 30%).
Beijpicl. (a+0)°—(a—b)°=2(3a*b+ ") =20b(3a* 4 b?).
Bildbe jelbft Bahlenbeijpiele su den beiden lebteven Formeln, um
vie darin liegende Vereinfachung besd Redmend fennen zu lernen.

1;.:' I:fl' —:- b -fP C —i— a —]I— .f';l-l'g == ;52 _}_- bg ._!_.. 1'2 __+_ |',;|I.:-’ + P + 2ab
4+ 2ac+ 2ad+ 2ae~+2bc+ 2bd+ 2be+ 2¢cd+2ce+ 2de.

S Worten: Das Quadrat einer Summe ift gleid) der Summe
der Gingelquadrate vermebhrt um die Summe der mogliden
poppelten Produflte.

Widhtig ijt nod) folgende Unorbnung, bei bder [drittieife
quadriert wirb:
(a+b+c+a+ e} =a+ (2ad + V%) + [2(a + blc+ ]

+[2(a+ b+ a4+ &+ [2(a4+ b+ ¢+ d)e 4 €]

Auf diefer Sdhreibiveife, die leidht in Worten audzudriiden iff,
beruht das jpater ju lehrenbe Wusziehen der Tuadrativurzel.

Nujgaben. Jeige, dah:

(a +b—cf =a*+ b+ &+ 2ab — 2ac — 2be¢,

(g ——h==10)° rr-2+b2+:'3u?r:b—2frtr—}— 2be,

I
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(¢ + U+ ) = a’ -+ 1P+ &+ 3a®b + 3a*c 4+ 3al?® 4 3b%c
4+ 8ac® 4 8b + 6abe,

(a4 b—e) = a® + 0°* — ¢ o 8a*h — 3a%¢ 3ab® — 3%
_I_

3ac® + 3bc¢* — Babe,

(6 —b—¢)P = a2 — ¥ —¢® — 3a%b — 8d’c 1 3a b® — 3b%c
: + 3ac* — 3bc* 4 6abe,
(a® + ab + V*) (a — D) = a® — b,
(a® 4 a*b + ab® + ¥)(a — b) = a* — ' = (a® + b*)(a® — 1),
(Et'i 4 a®b + a*b? + ab® 4+ E'J'Lj {(-I- —b) = a® — b’°,
(a® — ab + V%) (a + D) = a® + V°,
(@® — a®b + ab? — ) (a + b) = o* — %,

li-’{-'1 — rE-F’f! + H:Qr'a:" — abd Jl—- |".l'i] rf/_.f.!. —;—- EJ-] — b Il— b2,

Sepe in eingelne diefer Formeln fiiv Die Budhjtaben gripeve
Rahlen ein, mwm aud) Hier die Crleidjterung bes Rechnend fennen
au fernen. Man fann fiiv jeden Budyftaben aucd eine Klammer ein-
fegen, 3 B. (2« + 36) an Stelle von a . i. ., und zunddijt mit
Ser Qlammer ivie mit einem Bucdjtaben vedmen. Grft am Schlu,
nad) Grledigung aller Bereinfachungen, jept man Dden usprud fiir
bic Slammer ein und vollendet die Rednung.

Beiipiel,

[(2e + 368) + (3y + 40)]* — [(2e + 368) — By + 49)]*

= [a+ b —[a—b]f = 4ab = 4(2¢ + 38)(8y + 490) = ?

23) Unter Dividieren verfteht man die Kunit, diejenige Babl
su finben, die, mit einer gegebenen Bahl multipliziert, eine andeve
gegebete Bahl gibt.

Beijpiel. Welde Bahl gibt mit 3 multipliziert die Fahl 67

Nuflojung. 2, denn 2.3 = 6, oder {:} -3 = 6. Dafer
jchreibt man 6:3 = 2 oder 5 — 2 (lie3: 6 durd) 3 = 2).

Die gefundene Jabhl 2 oder ; gibt am, wie oft 3 in 6 ent:
halten ijt (wie oft 3 in 6 aufgeht). Aus 2-3 = 6 folgt 3 -2 = 6,
alfo ijt aud :=3, jodaf 2 und 3 in Dbezug auf ihve ©telle
vertaufdht werden fomnen; 6 enthilt die Zahl 2 dreimal als Teil
in fih, dagegen bie Bahl 3 nur jweimal.

Allgemein: Welde Bahl gibt, mit b muliipliziert, die Bahl a?

Nujlojung. Die Jahl (z} ober (a:b); benn (:)b=u.
Hierbei werde jundchit vorausgefebt, daf a ein BVieljades von b ijt
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& . - -3 —~ b = v é
(baB b in @ aufgeht). Seht man —=1¢, {0 ift ¢-b = @, sugleid
/)
= ' (] . :
aber aud) b - ¢ = a, folgli) aud) b = = Demnad) fnnen b und ¢

in bejug auf ihre Stelle vertaufht werden; b ift in a c-mal, ¢ in a
b=mal a8 Teil enthalten.

O spe aol AT 2 ;
SN 5= c nennt man « den Dividendus (die Jahl, die ge-

. . PR AR e A = ; i}
tetlt werden foll), b den Divifor (die teilende Bahl), ¢ oder - den

Quotienten®) der Jahlen a und b (bie Zahl, welhe angibt, wie
oft b in a enthalten ijt).
Aus jeder der Gleichungen

@ L

Sl ¢, &= }‘rJr'r — i
folgen Die Deiben anbeven. S Worten lauten fie:
. 2§
Qauotient = Dividend durd) Divifor,
Dividend = Divijor mal Quotient,
Divtfor = Dividend durd) Duotient.

Divifor und Quotient founen vertaujdt werben, dagegen fanm der
Dividend nicht mit einer der anbeven Grifen in eine Vertaujhung
einfreten.

Mg « = a -1 folgt : =1, 0. h. jede Babl ift in fich felbit
ein Mal enthalten. Auferdbem folgt ;f" = a, 0. 0. eine Sabhl bleibt

bei ber Divifion durd) 1 ungedndert bder Divijor 1 darf alfo tweg:
gelajjen mwerben.
=) . PR 18 - e X :
Aus der obigen Erilarung (bjfrzn yolgt: Wird eine Babl

burd) eine tveite bividiert und bann mit derfelben multipliziert (ober

umgefehrt), fo Dbleibt fie ungednbert. Alfo: Multiplifation mit

einer Zahl und Divifion durd) diefelbe Bahl heben fich geqet -
b

{eitig auf. (Died folgt aud) davaus, daf a F=a:1=a i)

24) @8 it I +3=2-3 =6, aber aud ‘T = SI'L” = 6, folg-
iy ijt ﬁ.;:'{: : -3, €3 1t alfo gleidhgiiltig, ob man 8 exft mit 3

") Dad Wort Brud) fitr Duotient wird vorldufig vermieden, weil das
Aufgehen voraudgejelt war. Danad) richten fich vorldufig audy die Bahlen-
beijpiele.

Dolgmiuller, Elementarmathematit. I. 4. MAujl. 13
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muftipliziert und dann durc) 4 Ddividiert, ober ob man eé erjt durdy
4 bividiert und dann mit 3 multipliziert. Allgenten ijt aljo

ac e (1]
o el X FornaiDng
Dies lift fih folgendermaken deuten:
a) Man dividiert ein Brodutt burd eine Bahl, indem
man einen der Faftoren durd fie dividiert (unb den Duotienten
mit bem anberen Faftor multipliziert).
b) Man multipliziert einen Quotienten mit einer Jahi,
inbem man den Dividendusd mit ihr multipliziert (und das
Rrobutt durd) den Divifor dividiert). |
¢) Man multipliziert eine Bahl mit einem Duotienten, '
indem man fie mit bem Dividbendus multipliziert und dburd .
ben Divifor dbividiert .

25) Man fann 30 erft durd) 2 und damn nodh durd) 3 bivi:
bieren, affo aud) unmittelbar durd) 2 -3 = 6 teilen. Dabet ijt

/80) /80"
( 2 ,] 50 ( 3 J 3 5

—_— = = —— )

o
s
L]

Allgemeiner: Jjt a erft durd) b teifbar, und bann nod) durd) ¢, jo it

leise = )

= o HT b

S Worten: a) Man dividiert einen Quotienten dburd eine
Fafhl, indbem man Dden Divijor mit der Fahl multipliziert.

b) Man dividiert eime Fahl dburd ein Produff, indem
man fie erjt dburd) ben einen Faftor bipidiert und dann pen
Suotienten durd) den andeven Faftor teilt. Die Reihenfolge
per Divifionen ijt babei gleidgiltig.

26) Aus 24b) und 25¢) folgt
it [ o a . S @
Ry P e
T 24 8 24 -6 c
. —_— = —_ 19
Beijpicl. sy = = 12
Sn Worten: Man multipliziert einen Quotienten mit
einem Quotienfen, inbem man bdie beiden Dipidenden unbd
ebenfo die beiben Diviforen miteinanber multipliziert.



I. Pas Gebiet ber gewihulidien (abjofuten uud gangen) Jahlen. 195

& = {
27) Bejonderer Fall: e

A
a) Multipliziert man

mit bderfelben Habhl, fo
(Criveitern ded Quotienten.)

" )
e . :1 r——

I
T b .f.«"
den Divibenden und den Divijor
bleibt bder Quotient ungednbert.

folglidy:

b) Laft fid) vom Divifor und vom Dividendusd derfelbe
Haftor abjonbern, fo fann diefer bei beiben geftridhen werben,

ofne daf der Quotient jid) anbert.
4 !

(Riirzen desd Quotienten.)

am G G- DH ."iH. 90 ot 109 i 1]

Beijpiel. =i B —

S VB he faey b 3 g

28) G35 it 45— = ) ( ) = a. Nun folgt augd k-1 = q

e \ 0 e € ]
- [ e Bhira seind
baf k= o ift, folglid) ijt aud

a0 il a i
= ober: = ¢

f

\

7B F'j }
i)

on Worten: Man dividiert durd) einen Quotienten, indbem
man ihn wmehrt und dann multipliziert, d. h. inbem man mit

vem Divijor multipliziert und durd) den Dividendben bdividiert. (Selbit-
verjtandlid) ift — in a czmal jo oft enthalten, ald b, tweldjes :f:mnf
parin anfgeht.)
3.8 =y
(z)
fa
= : . { i d id
solglidh it aud ) =:, — = [;.[
- (€ ] } c 1 e
[\d’.—
()
TR AR (ST s ST R
Beifpiel: () == .=
e 7 a b ~ :
29) €8 ijt (.r: -+ C) Ui -4 Sc=a =+ b. Mun folgt aus

ke = (a 4+ ,',u_\] j > _{{__E’ :

et man aljo fiir & die Klammer

(. [ A I’J l fl\ fufln-
L C | /! 3 a —f b &5 a _'r b
c ( = ¢
: . fu] 12 4. 19 20 = : 1
Beijpiel: - L "= 1_-.4..' =2 _5—2943.

St Worten: a) Man dividie

indem man jebed eingelne

tt eine Summe dburd) eine Jabhl,
Glied dburd) jie dividiert.

13*
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b) Quotienten mit bemielben Divijor werden addievt,
nbem man die Dividbenden abdievt (und bie Summe durdh den
Divifor dividiert).

A0 -9 f &

b1 690 60 {1 : e At
Beljpiel: T ober =5 — 5 + 5 = 20+ 3. Dievauy be:

fs] o

ruht das Divifiondjdhema

it wag fid) ebenfalls auf gweierfer At in Worten ausbdriiden akt.

S e el C el be ad + be
a1 (§3 ! — i [ — .
31) €= Ht bt Blgl b b

Folglich gelten die beiden Fovmeln

i ¢ addbe
b — d bd . !
in deren die obeven Beichen () und die unteren Beichen (—) 3=

jammengehoren. Sn Worten: Jwei Quotienten mit ungleichem
Divijor werdben addiert, inbem man jeben bon beiben mit
sem Divifor ded anderen erweitert und danu die neuen
Duotienten gleidhen Divijors abbdiert Dasjelbe gilt bom
Subtrahieren. (Gleichnamig maden. Multiplizieren iibers Kreuy.)

TR Pk b i -l-lHFﬂ-ﬁ+-i-12~_?-L+-tﬁ T2 L
Beplel: = v — b e - 6y e o,
ie aud 2 - 4 zu erwarten ivar.
32) Einige {1bungsbeijpiele.
a1 2ab (5= (o - b)) (a i)
5 i i )_'. T i b
a -+ b e b
a® — 2ab + b° (& — b) (¢ — b)
- = : “ =g —b
i — f' = EJ
ac — b (@ + b) (& — b) ]
=] - == — .
a-+ b a + b '
a? — b? (a - U) (@ — b)
L | \ = + b
a— b a—b
ac -t betad+bd clat+b)+detb)_(a+bic -+ d) L3

¢+ d c+4d t':-;—rrl
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10ac + 18be -+ 1d4ad |+ 21bd be (2a 4 3b) 4 7d (2a -4 3b)
2a -+ 30 = 2a -+ 30
2 - 80) (be + 7d)
__(2a+ 30) (be -+ Td) Bt R
20 1 8b :

-‘-"h"l'lxr,'?
——

abe :

Ube an eingelnen geeigneten Beijpielen jhon jesit das Divifionsichema ein.

Beijpiel: 5 : ;
L [ku” + 2ab + V%) : (a + b)=ua -1

!I: —|— (i n",'
ab + 12
9
ab —%— (7l

Detipiels (o b Loda L ba) oS A)= w4 b
(e -+ ad
be ~+ bd
be ~- bd

II. @Erweiterung des  Bablengebietes duvdy Einfithrung
per negativen und der gebrodyenen Ballen.

33) WBisher bezeichneten die Budhftaben «, b, ¢ u. {. . nur
jolche gange Bablen, die fich duvch Adbition aud der Jahl 1 Her-
ftellen lafjen. Jnfolgebeffen wurde die Subtraftiondformel a — b=¢
auf bdie Fdale bejdhrantt, wo b < « ift; und die Divijiongformel
e ¢ - oy v e - T L 1
, = ¢ auf bdie gdalle, wo a ein BVielfaches von U ijt. Beide Be-
jranfungen engten die Wafhl bder Ubungsbeifpiele ein, und jhon
einfache Aufgaben bes praftijen Lebend verlangen die ufhebung
diefer Sdyranten.

34) Jemand befibe 300 Marf und Habe einen Gefdhdftdveriujt
vont 400 Mark. Wie ftellt fidh fein BVermogen? E3 ift 300 — 400
= (300 — 300) — 100 = 0 — 100, affo ergibt fich ein Ber-
migen von (0 — 100) Mart odber wie man fHivzer Jdhreibt, von
— 100 Marf (led: ,minud Hundert Mart”’). €3 Hanbelt fid) aljo
um 100 Mart Schuldben, wenn man dad  negative” BVermbgen ald
Sduld Dbegeidhnet.

n dbnlider Weije gibt jede Differeny, deven Subtrahend grifer
ift, ald ber Minuend, eine Zahl, die fih ald Differens zwifdhen O
I und einer anderven ferausitellt. o ift
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(=]

— |
2]

=0 —1=—1 8 — 10 =0 — 2 = —
5

=) —3=—38, 5—9=0—4=—

-
.

-
e}
o
B

(=]

Man nennt jede Differeny, deven Minuend Null und Dbdeven
Subtrafend grofer ald Null ijt, eine negative Jabl, jobafy Die
Jeihe der negativen Bahlen lautet:

—1, —2, — 3, —4, —5, wjmw

Sm Gegenfap dazu memnt man bdie friiher behandelten Babhlen
pofitive und beseichnet fie als 4 1, 4 2, 4 3, + 4, u. . w. Wan
wennt — 5 bie entgegengefepte Jahl von 4 5, — « Ddie ents
gegengejeste von 4 o.

34) Bur BVeranjdaulihung bder pofitiven und negativen ganzen
Bafhlen fann man eine Reihe von Punften auf gerader Linie mavfieven,
oie in gleidjen Abjtanden von einem Punfte O aud nad) redts und
{inf3 aufeinander folgen. Nad) redhts mogen fich die pofitiven Fablen
befinden. ®eht man von 5 aus fdrittweife nach linfs, jo gelangt
man iiber 4, 3, 2, 1 nad) 0, ber nidyfte Schritt fiihrt nach — 1,
bie folgenben nad) — 2, — 3, — 4, . |. w. Edyneidet man von O
aus nad) rehtd -+ 8 ab, dann vom Enbpunfte aus — 5 (b. b. 5
nad) lins), o gelangt man an die Stelle — 2, und es ijt wirtlich
3 —5=—2Qn bdiefer Weife (aht fih an bder gevaven Linie
jebes Abbieren und Subtrabieven mit den Jahlen Ddes ertveiterten
Babhlenjyftems priifen.*)

ig. 129.
t =t } by — e —
= S < = [ i o ~3 Ll 7
36) Wie 8 — 13 = — 5= — (13 — 8) ift, o ijt fiix b > «
allgemein (« — b) = — (b — a).
Dies fteht im Cinflange mit dem BVertaujdungsgejepe der Addition,
demn ¢8 it @ — b = — b - «, twobei lepteres mit — (b — a)

iibereinftimmt.  Aus dem Bejtehenbleiben diefed Gefepes folgt fitv
pofitives ¢ und die negative Grdge (— ¢) nod) folgendes:
at+(—c¢c)=a+4+(0—c¢c)= (e 4+0) —c=0a—c¢,
a—(—¢c)=a—(0—¢c)=(a— 0) 4 ¢ = a-+ ¢
o B Addition einer negativen Bahl Hedbeutet dasjelbe, wie
) . :
Subtrattion bder entipredenden pojitiven; Subtraftion
der negativen dasdfelbe, wie Abdition dev pofitiven. (Priife
#) Diefe Einteifung der Geraden findet an jedem Quediilberthermometer
praftijhe Anivendung. Die pojitiven Bahlen bedenten dort Wivme, die nega-
tiven dagegen Sdlte.
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pies an den Puntten der gezeichueten Geraden und an dem Beijpiele
pon Bermbgen und Schulben.)

Auch alle Gruppierungsgejepe ver Abdition bleiben
fiir pad evweiterte Sahlengebiet bejtehen (denn alle3 Addieren
und Subtrahieren negativer Sablen ift auf dad Subtrahieven und
Adbieren pofitiver juviidgefiihrt).

37) Hat Jemand 3 mal, d. h. (4 3) mal, den Gejdhajtaveriuit
400 Mart, jo verliert er 1200 Wiarf, ober er gewinnt, wad dasjelbe
ijt, — 1200 Marf. €38 ift alfo verjtandesgemif
(— 400) 8 = — 1200, aljo audy (— 400) (+ 3) = — 1200

und allgentein
a) L— a) . [:_:." b) = — ad

su feben. Died fteht aud) im Cinflange mit der fritheven Formel
(¢c—a)(d~+ b)=cd— ad+ ¢b — ab, denn jebt man Hier c =0
und d =0, foerhalt man (0 —a) (0 +0)=0-0—a-0-40-b —ab
= — ab. Ao gilt dag Gejeh: Jjt der Multiplifand negativ
und der WMultiplifator pojitiv, jo ijt das Produft negativ.

38) Wird nun verlangt, dap dad Vertaujdungsgejes
ber Multiplifation bejtehen bleibt, fo muB man Jepen
(+ 8) - (— 400) = — 1200 und allgemein:

b) (+ b)) (— a)= — ab.

[Praftijd) beuten lieBe fidh) dad Multiplizieren von (4 3) mit
(— 400) etiwa al$ ein 400 maliged Weguehmen von (-4 3), wasd
ein VWerminbern um 1200 bebeutet.] Seht man bdies fejt, jo it
man iieder tm Cinflange mit der frither nur fiir pojitive Faftoren
betviefenen Fovmel (d + b) (¢ — a) = de¢ + be — ad — ab fiiv
d-—=0 und ¢= 0, und bdie genannte Fejtjebung fithrt nidht auf
Widerfpriiche. [Das BVerlangen, bei ber Eriveiterung des Multiplitations-
begriffes mit ben friiheren Feftlepungen nidht in Wiberjprud) i ge:
vaten, ift allerdingd bevedytigt, aber an fich durchaus feine logijche
Notwendigfeit. &3 Hanbelt jid) bei der Formel b) nidht um
ginen beweidbaren Sal, jondern um eine zwedmdiBige Feijt:
febung.] Die Fovmel b) bejagt lediglih, daB man unter Multi:
plifation mit einer negativen Hahl dasfelbe verftehen twoill, pie Dei
ber Multiplifation mit einer pofitiven, jedod) {oll babei das
Produft dasd entgegeungefette Bovzeiden haben, wie bet dev
lepteven Operation. Damit it die Multiplifation mit einer
negativen Babl endgiiltig evflart (befiniert).
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39) Dilt man lepteres feft, jo muf aus a) folgen:

¢) l'_. - (1) == f[,"_:l — - al.

Yucdh) died fteht im Einflange mit Dder fritheren Fovmel
(¢c—a)(d—Db) =ed — ad — cb+ ab fiir ¢=0 und d = 0.
[Braftijd) lefse fich die Formel c) beifpielsweije wnd jur ot deuten als
ein twiederholted Vermindern oder Wegnehmen von Schulden, wad einer
Rermehrimg bed Vermogens gleihfommt. Wer 3 mal feine Schulden
um je 400 Marf vermindert, befjert fein Vermbgen um 4 1200 Mart.
Das eigentlihe Wefen der Multiplifation negativer Grifen mit-
einander wird jedoch durd) jolde Deutungen nicht hinveidend getrofjen,
benn diefe evfiutern auch nur die in der Formel (—1)(—b)=—(—"0)
= - b liegende Feftjepung.]

40) ©po ergibt fidh) fiiv den erweiterten Multiplifationsbegriif
folgenbe Borzeichentabelle:

+ 4+ = 4 (plug mal plus = puz)*),
e (minug mal plud = minug),
+ . — = — (plus mal minug = minus),
— - — = -+ (minug mal minud = plus).

41) Halt man ferner bei der Eriveiterung ded Mul-

L

tiplifationdbegriffed feft, bap aud « b =c folgen joll a=

b
fo gilt ebenfo fiir die Divifion die Vorzeichentabelle:
4 : 4+ = -+ (plud durdh) plus — plug),
— 4+ = — (minugd durd) plus = minug),
— = — (plud dmrd) minug = minus),
—:— = -+ (minud dburd) minus = plus).
= i 0—a a -+ @ + « f
3P - e _— e £ - . ’
Demmad) 1t o 15 S 0% Iy
e 0—a (1
—f;—EJ—b__T {s-

et ift bas Rednen mit negativen Jabhlen auf dad Rednen
mit pofitiven zuciidgefithrt, ofhue daf Wiberjpriihe mit den friiheren
®efeen entftanden find. Die friiheven Formeln bebalten aljo thre
®eltung auch bdann, wenn mnegative Differenzen aujtveten ober bdie
Budhftabengrofen felbjt negative Jahlen find. Die Beihen 4 und —
erden vou jebt ab Borzeidhen genannt. Der Jahlemwert heift, wenn

*) S den Rlammern ift abfichtlid) eine abgefitrzte Sprechmeije angewandt,

die fich dem Gedddinis beffer einpragt. Cigentlich mithte man jagen: Pojittved
mit Pofitivem multipliziert, giebt Pofitives u. §. w.
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man vom LVorzeidjen abfieht, der abjolute Jahlenwert. Dedhalb lautete
die Uberjdhrijt des Abjdymittd 1: ,Dad Gebiet der gewdhnlichen (abjo-
(uter und gangen) Sahlen.” Die Sipe der WAbjchnitte 40 und 41 (affen
jih jest fiiv je zwet Babhlen folgendermafen zujammenfafjen: Beim
Multiplizieren und Dividbieren geben gleide Borzeiden

splus®, ungleiche geben ,minus®.

42) Wird irgend eine Einheit (fei e3 eine Miing=, Gewidts:
ober Qangeneinbeit u. dergl) in 4 gleiche Teile zerfegt, jo mennt
man jeben Teil i ber Ginfeit. Dad 4-fadhe des Teiles gibt die
uripeiingliche Ctubeit toieder, ed ift alfo aud) in der veimen ablen:
{ehre i -4 — 1, und, wenn man feftiebt, bag das Gejeb ab
= ba erhalten bleiben foll, 4 - i =1,

Teilt man dagegen die Summe 3 Ginbeiten in 4 gleide
bezeichnet man jeden Teil ald ( ! (&iuhrit"). Das 4-fache des Teils gibt bie

s
2

eile, {0

nrfpriinglidhen 3 Ginbeiten wieder. Wlfo ift aud) in der veinen Babhlen-

lefre | -4 = 3, und bei Fefthaltung des Vertaujdungsgefebes 4 - 5 —3.

Da aber jeht das 3-facdje der vovigen Einbeit geteilt wurbe, jo mup

jeber Teil ber memen Teilung bdrei mal jo grof fein, al8 jeder Dder
o 1

¥ o~ voy B
borigen Zethung, 0: ). e3 Yt - =3 ;-

Allgemein: Jft b eine gange Jahl, und joll bie Hableneinbeit
1 in b qleiche Teile zerlegt twerden, fo Dezeichnet man jeden Teil

ARk s : : "~
afg -, und ed ijt hF = 1. Sit auch a eine ganze Bahl, und foll
£ )
man diefe in b gleidhe Teile zerfegen, fo Degeichnet man jeden Zeil
1 (1 5 1
& D 8 11 ho- — 1 L‘I — L r
als 7 WD €8 yt o - 5 @ mo @y

Dabei darf b grifer, fleiner ober gleich « jein, feine von beiben
Bahlen Dbraudt ein WVielfached bder andeven u fjein, beide fdnnen
) ) 1 0 r
pofitin, beibe negativ, beibe fommen verjdjiedenen Vorzeidjens fein.
Mean  begeidhnet , als die umgefehrte Grifge von U und
ebenjo O ald die umgefehrte Grope von - - (Wan jagt aud) umge-
fehrter Wert.)

1 @ e o . $a il
43) Da mun « hae ity ok bebeutet die Pultiplitation
] = ; ] R : el
mit b basdjelbe, wie bie Divijion dburd) . Da ferner b =1
= 1 T . o o ¢ _
aljo ¢b ; =c it |0 folgt nad) ben friiheren Forme be= - 30t

(7)
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C o W , STIRCIT
aber " =¢c-0, fo ift die Divijion durd

[
()
oie IMultiplifation mit b Ebenjo tit die Multiplifation

mit f basfelbe, wie die Multivlifation mit « und die

Divijion durd) b; die Divijion durd

1 R ;
- basjelbe, ivie

(4 f
b
Divifion durd ¢ und die Multiplitation mit b

Pan  nennt eine gebrodjene Bahl ober eimen Brud),

14
b
« feinen Bdahler, b fjeinen MNenner. Das Multiplizieven und
Dividieren mit Briiden bezw. durd) ‘Briidj:: it fich nach den obigen
Fejtiepungen auf dad Multiplizieren und Dividieven mit gangen Sahlen
bezw. durd) joldhe zuriidfiihren, alfo treten feine nemen Formeln auf.
Der Brud) ijt ein Quotient, nur ijt jeht die jrithere Bejdhranfung
weggejallen, dafy a ein Vielfacdhed von b fein joll; aud) diirfen negative
Baijlen auftreten. Wit Britden wird aljo ebenfo gerednet, wie
mit Duotienten, aud) fann man fie, wie diefe, erteitern und Hirzen.

44) Auch) ba3 Adbdieren und Subtvabhieven der Duotienten (iRt
fih auf die Briide itbertragen. Betvadjtet man ndmlidh) 3 B. . als
eine neue Einbeit, fo ift 3 - i + 2. 1 =5 ebenjo 2 - i -+ 3- :

— 5, fovap bda3 BWertanjhungsdgefes gilt; ebenjo folgt aus

8!

g
e 1 cethi & 1 e S IR .
OSe =G o =8 v AR 6 - — — 8 < e i Al Wigentein
1 1 AR 1 1 1 . w1
e ol A srhal o e - B z
a B ! ( b IH + } b f.» -|—- (i} b) aus a b ( i (\.r; i
1 1

folgt, dag « = (a — f_') et

Habenr die Briide verjchiedene Menmer, fo muf man, um das
Uodteren zu ermdglichen, eme newe Einbeit juden, den umgefehrien
Wert ded Hauptnenners. Died gejdhieht, wie bei den fritheren Lo-
tientenr, mit Hiilfe ber geeigneten Eriveiterung.

©o it 3. B.

L DR e DR e e L S
I B R T e e T 12+
5 '"1
allgemein affo 1 e L2 + @i o
St i} b. . b la %0 g
Ehenjo 1it:
2 4 Dk el 2 g i __T-‘,.’-—i—_‘.’i__-_."_n S R
o i R S ] ;s+;s [ER] 3-7 T I T |
D allgenmein . : ;
D alige | i Boo 5 bo + ad :

dbasdfelbe, twie bdie

e
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45) Daben die Nenner gemeinjdajtliche Faftoren, fo braudyt
man af8 gemeinjdajtlichen Nenner (ald Hauptnenner) fiiv die Addition
nidht dagd Produft der Eingelmenmer s nehmen, jondern man fann
PVereinfachungelt einfithren. 3. B.

<
1 1 1 1 3 i 3 { 312 5
12 o (R palg i e AT I TR P 2.__-:1'__._.3 = 2
Allgemein: a4y Fial Lty e
ali L ac == C ) ab + j; ) EH_:’ - abce
ober:
1 Ifa 1 i 1 e et —I— ac? 1 i -_{_!'Ir_.' 1
a*te ' abe v add ¢* a‘be acabe ' abach
e* 4+ ac® -+ ab
LY. a‘bce? :

Der Fleinfte Hauptuenner wird alfo gefunben, indem man jeden
Nenner in jeine Grundfaftoven (bei Jabhlen bdie fjogemannten Prim:
faftoven) zerlegt und jeden Dev [epteven o oft al8 Fattor Hinjdreibt,
als er am haufigften vorfommt Dad Prodult der Jahlen gibt
pann den Hauptrenner. [Rrimzahlen find folhe gange Bahlen, bie
purd) feine ganze Bahl (von 1 und ber Babhl jelbjt abgefehert) ofne
Rejt teilbar find.]

Bahlenbeifpiel. | -+ .+ :+ o
12=2-3 35
18 —2-3:3
8 =3-0
20 ="2.9-5
8=2.2.2

Durd) Unterjtreidfien ijt angejeigt, wo ber betveffende Primjattor
am Dhaufigiten vortommt.

Hauptnenner — 2 -2:2.3:3-5=28-9-5 = 360.
—~ ; por 30 20 24 18 43 137
(e 5 PETINNY & 3O e | + e o i [— w
Summe dev Blltd)t 12.80 ' 18.20 i5-24 | 18-20 | 8.45 360

Ebenfo ijt e3, wenn die Bahler anbeve Fahlen, ald 1 find.

46) Beijpicle.

AT r_{l == cla—b) L+ da-+U) = ¢ :(4- = i r1'—_ dla —|—E; :
atb ' a—0b (a -+ 0){a—D) as — b ’
c £ C _+_ d
a+b ' a*— 0 a+b a -} b) e —b)
o b C : i Jiihs Cf_r_'r — &) —|—- f .
T a—b aL+b ' (@a+b)(a—0) ad=h%" 2
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¢ el ¢ d

a* 4+ 2ab -+ b* vt h2 T iy - .’;:.fu +6) ' (e 0)(a- b{

_cla—b)+d@+b) cla—0b +dla+t b

(@ F b)(@*— b)) = a® + ol — ab?— b3

Somit (@Bt fid) dad Abdbieren und Subtvabieren mit Briichen
geiiau fo durdhfithren, tvie Dei den frither befprodenen Quotienten, Die
gormeln dbed vovigen Kapitels gelten demnad) and) fiir ge:
brodyene, unb, wie vorher gezeigt, aud fiir negative Sahlen.

|Stelle bie fiir Quotienten gefundenen Rechnungsdregeln Ffiiv
Briihe sujammen, und jage jtatt Dividend und Divifor jest Iihler
beztv. Nenner. |

47) Divifionsitbungen. Dad DVivifionsidema

2784 : 12 = 282

36
24
24

ijt eigentlich aug jc’qendem Hervorgegangen® :

I

2-10°4-7-10°-}8-10 — 4:(10 + 2)=2.102 L 5.10} 2
- 10% 4 4 . 102
3-10°-4 8-10
3-10° <4+ 6 - 10
2:10 4 4

2.10 4 4

| S9]

Sept man « ftatt 10, jo erhdlt man al8 BVeifpiel fiir das allgemeinere
Sdema:

a) 20a° + 7+ 8a+4:(n+2)=2a* 4 30+ 2
2a° 4+ 4a®
Ja® + 8a
Ju* =4~ 6u
9

i

+ 4
a4

B2k

Sithre diefelbe Aufgabe durd) in der umgefehrien Anordbnung:

4 -4+ 8a 4 Ta® + 2a°: (2 + «).

&)

Die den Dividendud ujammenjafjende Klammer foll von jept ab
mweggelajfen werden.
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Wejentlich ift dabei die Meihenfolge der Glieder desd Dividendus
und des Divifors, indem «® «¥ « und das Glied ohne a aufein-
ander folgen, genmau jo, wie vorher 107, 10% 10 u. §. w. Bei jeber
Aufgabe muB aljo vehtd und (infs junddit gleihmadpig geordnet
werben. So it 3. B.
b) 8a4® 4 18a*b + 19ab® + 15b°:(2a + 3b) = 4a® 4 3ab—+ 51"
8a® + 12a*) '
i;rﬂzf; —:— 19al=
{Brrﬁf.»Jl— 9 ab*
Ul{r.'iji _:_ 15 |"J:I'
10ab* + 150°
Sind Briiche dabei, fo folgen 3 B. aufeinander «®, o, Glicd ohne ¢,
| (LR 2
— = = f. . 3 98B
U LR w . W, 5 %
2 8 a* 8 a* 2\ ? 4
;'1 — T i L e :_ — e el
1 9° 15 bF i 250 ° ( 3 'wf) 5 5b*
¥ 2 4 a®
E gD e
9 15 b*
4 o)
— 155 T 250
4 JF-'! g o]

15 b ' 255
Divifionen brauden nidht immer aufjugehen. Jn denm merjten
Fiffen bleibt ein Rejt itbrig. So ift 3 B. T =14+ -, b b. bie
Divifion von 12 duveh 7 [GBt den Rejt 5 iibrig, der nod) bejonders durd)
7 au teilen ift, was neben der gamgen Bahl einen edhten Brud) gibt.
Jinlich Bleibt in ber Urithmetit Haufig ein NRejtglied, 3. B.

; " b
2 —!- ab: [\r,r —{— h)= 9 --l— ”-_L 5
2q -4 20 I
Reft: b
; i D 2h L b 2a -+ 30
Wl o e = 20T L0 A b
a—+b w-+b a4 b

48) Bemevfung iiber die Primzahlen.

Sn Ubjehnitt 45 twurde von den Primfaftoven gefproden,
9. 5. von den Primzahlen®), in deven Produft fich jede Jahl zer-
(eqen lift; 3 B. 120=2-2.2-3.5=2%.3.5. IMan findet
bie Neihe ber Primzahlen beliebig tweit durd) bdad fogenannte

#) Piefer Abjchnitt ift im Rechenmunterrichte ju behandeln, wo jolcher auf
[ITb gegeben ivird
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Sieb bes Gratofthenes’. Sdyreibt man ndmlih bdie Habhlen-
reife Hin, und ftreiht man von 2 ab jede siweite Bahl, fo erhalt
man bdie Primzahlen bi3 zur Stelle 3 - 3 = 9. CStreiht man darauj
pon 3 ab bie britten Bablen, fo erhdlt man bdie Primzahlen b3 zu
5.5 =25 Gtreidung der fiinften Sahlen giebt dbie Primzahlen big
T+ 7="49 u. |  ABHo:

1,.2,°8, (4), 5,006),7,(8),.(9), (10), 11, (12)s13 (1)
(15), (16), 17, (18), 19, (20), (21), (22), 23, (24), (25), (26)
(27), (28), 29, (30), 31, (382), (33), (34), (35), (36), 37, (38)
(89), (40), 41, (42), 43, (44), (45), (46), 47, (48), (49) ujw.

Die hier ftehengebliebenen Sablen find die abjoluten Prim-
sahlen bi3 47 (bezw. 49). DBiele Jahlen werben bdabei mehriach
burchftrichen. Aus der Wnzahl der Stricdhe erfennt man die Unzabl
ber verfdpiedenen Primfaftoren, bie jede Nidht-Primzahl enthalt.
Ferner ergibt fidh, dafy jede Jahl jih nur auf eine Wrt in Prim:
faftoven zerlegen [aft.

Unter relativen Primzahlen verjteht man jolde Jablen, die,
ofne abfolute Primzahlen zu jein, feinen gemeinjdaftlichen Teiler
haben. ©p find 3 B. 12 und 35 vrelative Primzahlen, dagegen

finb 12 und 15 feine jolchen.

[48D) Qn jeber gangen Quabratzahl ijt jeder Primjattor in
gerader Anzahl vorhanden, 3 B. 100 = 2.2 -5 -5 = 2%. 5%

Xt ber Duotient jiveier ganger Quabdratzahlen eine gange Sabl,
fo 1jt dieje eine Vuadratzahl.

157 225 3:-3-5-5 = = 9=
':1; 9 S =D "9 = ZLa.

Beifpiel. e
Die beim Heben iibrig bleibenden Primfaftoren miiffen ndmlid) doppelt
pder it geraber nzahl vorhanben fem.

Sft der Quotient zweier gangen Duadratzahlen feine gange
Quadratzahl, o ift er nidht eine andere gange Zahl fonbern bas
Quabrat eines Brudjes.

PRI wn__z-z-:a-a_s-a_e:::(;,‘2_
Beijpiel. S0 T Bl T SR8 S o0 3)

Beim Peben bleibt ndmlidh nur nod) ein Laotient velafiver Prim:
jablen, beren jebe Doppelt ober in gerader Unzahl vorhanben ift.
Diervon ivird jpiter eine widtige Anwenbung gemadt.

(Wdre lf{?
jo liefe fich 100 = 86n auf gwei verjdhiedene Arten n Primfjattoren
seclegen, was nad) obigem unmbglid) ift.)

gleid) einer gangen Babl », die nidht Duadrvatzahl ift,
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48¢) Um zu evfennen, ob zivei grofere Bahlen relative
Rrimzahlen {ind, ober ob fie ecinen griferen gemeinjdhaftliden
Feiler ald 1 Paben, fonnte man mit allen Primzahlen, bdie in der
fleineren aufgehen, erproben, ob fjie aud) Teiler ber groferen Bahl
find. Sdneller fommt man auf folgendbem Wege zum Fiele.

Nufgabe. Den groften gemeinfdaftliden Teiler zweter
Bahlen zu finden.

Nuflojung an einem Beifpiele. Hanbelt e3 fidh 3 B. dbarum,
pen Brud i‘;‘l fofort mit ber groften miglidhen Babhl zu fiirgen, {o
verfahre man nad) folgenbem Divifionsjdema:

— 142 affo 3689 =1-2737 + 952,

1) 3689:2737 = —

9) 2787: 952 =2 + o, aljo 2737 = 2. 952 4 833,
3) 952: 833 =14 0 alfo 952=1- 8334 119,
4) 833: 119=17, alfo 833 =T - 119,

3 twitd behauptet, der fepte Divifor 119, bei dem fein Rejt blied,
jei der qropte gemeinjchajtliche Zeiler.

Beweis am Beifpiele. 119 geht in 833 ohne Reft auf, folghd)
aud) in

folglih audy in
folalich aud) in

Demnad) 1t

Bemerfung. Man hat alfo die grofere dev beiden gegebenen
Bahlen durd) bdie fleimeve zu teilen, bdie feptere duvd) den bdabet
bleibenben NRejt, diefen durch den Rejt der lebteren Divifion u. j. .
Geht dhlieflich eine Divifion ohne Rejt auf, jo ift der fepte Divijor
ber gefuchte Teiler. (Gr fann auc) 1 fein, bann find die gegebenen
Bahlen velative Primzahlen.)

Dap ein groperer Teiler nicht miglid) ift, ergibt fid) folgender:
mafen: Angenommen, die gropere Jahl » ginge in 3689 und 2737
auf, jo miifte » nad) dber Folgevung bei 1) auc) im Rejte 952 aquf-
gefen, folglich nac) 2) aud) im Refte 833, nad) 3) aud) im Refte 119.
Dieg ift aber unmbglidh, wenn » > 119 ijt.|
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Bujanumenfiellung der widitighen Ergebuiffe.

Die Reihenfolge der Gffieder ift bei bder Wbddition gleidgiiltig.

rr—I—f';z.’J—é—rr; a4 — h = - {:+rf,

Dasjelbe gilt von dber Multiplifation; ab = ba.
MAid « +b=c folgt b =c —a und ¢ =c¢ — b.
Musd a« —b=c folgt —b=c—a md a=0-+c

a4+l —c)=ad+b—c¢; a—@b—6)=a—b-te

(¢« + b)e = ae + be; (@ — bYe = ae — be.
l':_{f —f— [J!(i (e |- rir:] =t —|— be JI— ad + bd.
{_’_rr s h\} (e —d) = ac —f— be — ad — bd.
(@ — D)(e — d) = ac — be — ad -+ bd.

| | v | . | S |
L e B I e
el — i = —
| = [ =&

4 — = 4+ — = —

I

* g 155
=t S ey
(a + b =a*+ 2ab + b%; (a — b)? = a® — 2ab I+ b*;

l';iH + B) {xf — b)) = s — b~
|'i.rf —l Ll_i'-i e |"_.F:" —!— 3a-b + 3 f'n'fr:', + Jr;'n"

)
(¢ — L:l:i = q% — 3a%h —~:—- Jabt — b>

(a +b4+¢)f =0a*+ 6%+ 6% 4+ 2ab = Z2ac e

L e -
Aug - = ¢ folgt @ = be und b = :

b :
ac == i - [ : (:) e (i == (:}

b b b R AL i L

{ d T bid? b b
(fi.

a , b _ a -+ b u__h_r:,—. b

Biliiig faie s o T,

1. Desimalbriidye.®)

| 1 . . o :
- 5+ 155 ober in Dbefannter Gdjreib:

49) €8 ijt
fweife =— 2,71.

|
[

*) Diejed Kapitel, defien jdhon in der Geometrie gedbacdht wurde, ijt mig-
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Cin Brud), bdejfen Nenner 10 oder 100 oder 1000 ober eine
andere davaud durd) Multiplitation mit 10 entjtehende Bahl ift, [t
fich jo orduen, dap erft die Gangen, bann die Jehntel, Hunbertite! u. §. w.
gefdyrieberr tverben. Man nennt ihn Dezimalbrud). Durd) Anfesen
von Mullen binter dem Romma wird er nidht gedndert. (Die gange
Bahl, bei der man Dinter dad Komma eine Reibe vou Nullen febt,
faonn auch) al8 Dezimalbrud) aufgefoft werden.)

50) Eine Summe joldher Briiche giebt ftets wieder eimen Desi-
malbrad.

g e 9 4 6 T 5 2 1 : 1

“an“[‘ L 1000 + 100 I 1060 + 10 + 1000 + 100

gt Ll L Br Sl neh

i 10 ' 100 + 1000 9,278,
Abdditionsfhema: 5,98300 oder 5,983

2 72861 2,7286]

71161 871161

Man jebe Komma unter Komuma.

51) Gine Differeny von Dezimalbriichen ift ftetd iwieder ein
Dezimalbrud.

o - 4651 o 1520 o 3311 o on
Beijpiel. 54631 — 2,132 =5 7. —2 o =3 =3 3311
Subtraftionsidema: 5 -l-tm oder 46 31
2132 2,132 !
3,3311 3,3311 |

52) Riidt man dad Komma ecined Dezimalbrudhs um eine, ivei,
prei Stellen u. {. w. nady redts, fo ift er mit 10, 100, 1000 u. j. w.
multipligiert worben; 3. B.
5206,21 — 5,20621 - 1000,

Riickt man dag Komma um 1, 2, 3 u. §. w. Stellen nad) links, jo

ift der Brud) durdh 10, 100, 1000 u. |. tv. dividbiert worben, 3 B.
51,9826 — 31982,6 : 1000

53) Die Multiplifation der Degimalbriiche gejdhieht twie die dex

gangen Hablen, nuy twerden zum Sdluff von redhtd Her jo biele

Stellen durd) dad Romnia abgefdhnitten, al beide Briidhe jujammnien

Dezimaljtellen Datten. (Denn ed ijt 3. B. S bie

1040 1000 100000 *

Tt bein Recdenunterrichte juzniveifen; dasd iiber die Jrrationalzahl Gejagte
mup aber in der Writhmetit sur Sprade Fommen
Polymiiller, Glementormathemetif. T. 4. Wuil 14
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Anzahl der Nullen im Nenner ded Produfted ift gleih der Unzabhl
ber Nullen in beiben Fattoren jufammengenommen.)

Multiplifationsidema:  0,5388 0,231
292 3 0,012
16164 462
10776 231
10776 0,002772
12,01524

Reicht die Anzahl der Stellen zum Abjdneiden nidht aus, jo
find Nullen in Hinveichenber Jahl vorzufesen.

Fo

54) Nidt aufgehende Divifion ganger Fahlen durdpeinander fann
begimal fortgefebt tverben. Dasfelbe gilt von ber Divifion cined
Degimalbrudys durdh eine ganze Jahl.

3% 107:4=2675 10,7:4 = 2675 1,07:4 = 0,2675.

L ! I

8 8 0,
27 27 10
24 24 8
30 30 97
28 28 24
20 20 30
20 20 28
20
20

55) Jn berfelben Weife twird jeber gewidhnliche Brud) in einen
Dezimalbrud) verivanbdelt.
; 3. B. gtebt 3 : 8 = 0,375.

0

30

24

60

o6
40
40

56) Geht die Divifion jenfeitd ded Kommad nacd) fo Haufiger
Wiederholung, ald verfdyiedene Refte mbglich find, mnicht auj, fo
wieberholen fich die Nefte periobijd). Der Dezimalbrud) twird dann
endlngd und periodijdh. (Die Periobe faun aber fdhon frither
beginuen. )
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Beijpicle. o giebt 5:6 = 0,8333 ..
0
50
48
20
18
20
2 giebt 5:7 = 0,714285 714285 . . ..
GEbenfjo ijt: i
ronc = 0,28 761 761 .. ..

Der Dezimalbrud) Heipt rvein perviodijd), wenn unmittelbar
hinter dem Romma dic Periobe beginnt. Beginnt fie jpdter, fo Heifit
er unrein periodifd. Die Stellen jwvijden dem Komma und ber
Veriode bilden die fogenannte Vorperiode.

57) Einen rvein periodijden Vezimalbrud) vertvanbdelt
man in einen gewdhnliden Brud), inbem man die Periode
ald Bahler {dhreibt und alsd Menner jo oft die Biffer 9 jebht,
ald die Reriode Stellen Hat *)

Beijpicl. 0,843848843 ... = = = -

Beweid. Den Wert bded Brudjes jehe man gleih =, dann ift
um Beijpiele

tol 511 9851

1000 2 — 843,843 843 . ..
r= 0,843 843 ...

ourd) Subtaftion 9994 =-8;1.‘-$,{:I00 000. ..

b I] 843 281
- % |'ll — p—— L)

t ke H ] et

58) Cinen unrein peviodijchen Dezimalbrud) verwandelt
man in einen gewohnlidhen, inbem man BVorperiodbe unbd
Periode als eine Jahl hintereinandber jdhreibt und bie Bor-
periodbe abzieht Diesd gibt den Jdahler. WAl Nennex
jdhreibt man fo oft 9, al8 die Periode Jiffern zdhlt unb
jhliet fo oft Null an, al3 bdbie Vorperiobe Jiffern Hhat.*)

Beijpiel. 0,28 463 463 463 . . .

28 463

28
28 435 H687T
b — — .
99 900 19 980

* Bpl. Seite 118.
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Beweis, Sebt man den Wert ded Brudjes — x, jo ift im Betjpiele
100000 x = 28 463,463 463 . . . .

1002 = 28,463 463 . ...
burdh) Subtraftion 99 900 » = 28 435,000 000 . . ..
o 28435 5687
aljp & = 99900 19980

[59) Dat der Degimalbrud) feine Peviobe, unbd ift er trop-
pem unendlid) lang, jo laBt er fih nidht in einen getvohnlichen
Brud) vertvandeln. Denn mwdre evr aud einem gewdhnliden Brudye
entjtanben, jo miifte er periodijd) fein, dba bdie NRefjte fidh jhlieplich
pod) toiederholen iwiivden. Betvadhtet man thu ald rvein periodbijd,
jedody mit umendlich famger PReviobe, jo erhalt ber Jdhler unend-
[id) viele Stellen und ber Nenner ebenjo oft die Jahl 9. Statt
peffen fann man ibu, toie e gewdhnlich) gefchieht, aucdy ald ge-
wibnlichen Brudh) jhreiben, deffen Menner 1 mit unendlich vielen
Nullen ift. CEinen foldjen Brud) nennt man eine Jrrationalzahl.
A3 eine jolde ift 3 B. = = 3,14159265 .. .. von Lambert nad)-
getviefen toorben (vergl. Geometrie), wad nun afd BREL0NEND e

90909009 . .
314159265 . . .. N e T ; : Rl e 3
tovoooooo . aufzufafien ift*), jedboch) mit endlofem Bahler und Nenner.

Die ganzen Bahlen, die gewdhnlichen Briihe, die endlichen und
pie endlojen periobijchen Dezimalbriihe nennt man Rational:
gabhlen. Wit ihnen fann man abjolut genau redmen. Beim Redynen
mit Jrrationalzahlen dagegen Dbevitcfichtigt man nur eine beliebige
nzahl von Stellen. Durd) Ewnjiihrung der Jrrationalzahlen wird
ed erveicht, daB fedem PRunfte ber geraden Linie eine beftimmie Jabhl
entfpricht und umgetehrt jeder Babl ein Punft der Geraden.|

pper als

60) Die Divifion etned Degimalbrudd durd) cinen Dezimalbrudh
fann gejdehen, indem man in beiden Bablen dad Komma jo lange
nady redid {dyiebt, bid ber Divijor eine ganze Bahl toird.

Beijpiel. = == 110.
l(;uil = 1:-,7,1' wovauf die Divifion wie gewodhnlich erfolgt.

61) ©cdema bder abgefiivgten Deultiplifaron fiiv 5-ftelliges
Redynen, evlautert duvcd) BWergleich mit der gewdhulichen Wusfiihrung:

#) Bal. Seite 119. Streichen der lepten 9.



125,21
28,345
25042
10017
376

50

6
35491

IV. Broportionen.

125,21
28,345
25042
10016 8
37563
50084
62605

35490 7745

Alle2 vechtsz vom Strid) Stehendbe it dabei itberjliifjige Redynung.

62) ©dema ber abgefiiryten Divijion fiir 5-jtelliged Redynen,
erldutert durd) BVergleidh mit der gewdhnlichen Ansfithrung:

3549,1: 125,21 —
25042
10449
10017
432
376
56
50
6

IV. Proportionen,™)

63) Der Lluotient

®Grige « zur Grofe b bezeichnet.

28,345.

3549,1
25042
104490
100168

: 125,21 = 28,345 . ..

64860
6 2605

wirb aud) ald bas Verhaltnis bder

&ind zwei Berhaltnifje einander

gleid), fo nennt man bdie entfpredjende Gleidung eine Proportion.

©p find 3 B. bie Quotienten F:
Pean jdhreibt diejelbe aud) jolgendermafen:

Proportion.

(lies:

e verhalt fih 6 zu 3 tie 8 zu 4).
pie dufpeven Glieder, 3 und 8 bdie inneren.

und : gleich, aljo ift -z = Z- etne
Bi3i— 84

Hier heiBen 6 und 4
Sm Betfpiele it dasd

Rroduft der duBeren lieder gleich dem der inneven.

) Muf Scdyulen, die auf Tertia Nedjenuntervicht baben, fann aud) diejes

Rapitel bdem Hedynen iiberviejen werben.
Bgl. Seite 138.

metrie behandelt worbem.

Einiges it Dereitd in der Gep:
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Allgemein jet
(L (4]

g:b=rc:d ober =
b d

eine vichtige Proportion; dann folgt ausd bder lepten Gleichung durd
beiberfeitige Multiplifation mit bd

s bd = 2 bd ober wud = be.
b d

Folglich: Jit eine Proporvtion rvidtig, jo ijt das Produft
ber duBeren Glieder gleid) dem der immeven. (Umfehrung?)

64) YUnjgabe. Die bdrei erften Glieder einer LProportion jeien
gegeben; dad vievte foll bevechnet werben.

Anflojung. Aud a:b=-c:2 folgt az = be, alfo, wenn
betberfeitd burd) a bivibiert wird,

EJC
= —
(i
Beifpicl. e
NAuflojun T SR SRS
Wil s> 5 =r 0 = tpe

65) Aufgabe. Stelle bdie Proportion 6:3 = 8:4 auf alle
moglichen Avten jo um, bap fie vichtig Dbleibt, d. §. jo, dap bad
Brobuft der immeven Glieder gleid) dem Dber duferen bleibt; 3. B.
6:8 = 3:4, wobet die genannte Bebingung erfiillt ijt. Jm gangen
find adt veridiedene Sdyreibioeifen miglid), aus bdemen fid) ergibt,
weldhe Wmijtellungen geftattet find.

66) Aus jeder Proportion lafjen jid) andere Proportionen ableitern.

: Sy ooy O A .a+b_c_—i:d
ug - = - folgt nimlidy) 5 + 1 =41 oder — T
ober durd) Umitellung der Proportion:

a4+ b b , e
4 — - - 3 oot ;|
a) g L ober (a + b): (¢ 4 d) LB

A 3 c ; a— Db ¢ —d o .

Ebenjo 1t et e e 1 ober e ey ober durd) tUm-
ftelfung der Proportion

a— b b ) y ;
b) g g obec (@ —D): (¢ —d)y=10:d.

Aus a) und b) folgt, da die rvedhten Seiten itbeveinjtimmen:

(a+b):(c+d=(@—10):(c—a),
ober aud)

¢) (a 4+ b):(a —b)=(c 4 d):(c — a).



RS
e
=
ulag

I. Proportionen

©o folgt 3 B. oaus 9:7=18:14

(9 4+ 7): (18 4 14)=9:18, over 16: 32 — 9:18 = 7: 14,
(0 —7);(18 — 14y —=9:18, b 2:4—10:18=7T:14,
(9 4 7):(9 — 7)= (18 4 14):(18 —14), ober 16:2 =32:4.

Aljo: Ju jeder Proportion verhdlt jid) die Summe ves
eriten und jweiten ®liedes zur Summe Ddes priften und
pierten ®licbed tnie bad jweite zum bievten (oder das erite
gum dritten). Dasfelbe gilt von ben entjprechenden Differenzen.
uferdem verhdlt jih die Summe Dder beiben erjten Glieber
su ihrer Diffevens, wie die Summe der beiven lehten 3u
ihrer Differvensy.

Nus {: == f‘, und ':‘ = %‘ folgt buvd) Multiplitation dev redjten

t i 1

und lnten Seiten:
r'!,{l'l =7 (,‘('1

bb,  dd,

Alfo: Multipliziert man die qleidyjtelligen ®lieder jweier
Bropovtionen miteinander, jo entfteht eine neuwe Proporvtion.

Sprid) bagd Entjpredjende fitv die Divijion jolder Glicder aus.

. (% b I e

Sttt —. = 5 = — Tamt man fehreiben et bie=a; 1 b, 2o,
benn in febtevem f{ind folgende Proportionen enthalten:

a:b=a,:b, atc=a,:¢, bic= by s ¢,

von bemen Ddie lepte eine Folge der beiden erjten ijt. (Sniviefern?)

" v p— . P B W v ; ' i fll' c
[67) Sind drei Verhiltnifje einander gleid, 3. B —= = —,

: 3 : : & b, €
und ift jeder Quotient ==, jo ift @ = nay, b — nb;, c=nc,,
folglih @ + b + ¢ = na, + nb + ne, = 0 (4 —+ b, + ¢), und
a-+b (s 1] b L S . a b ¢
+_ i-_ e = — == — Folglidy: Wi — — = —

2 = I!"1 I € @y bl (5] : @, !.i] c,

a-+b+c¢ 7] b 5 Cvre O B==

— == == o = -5 prien: Sind
folat b - b, = S Worten: Sind mehreve

Briide (BVerhaltnifje) einander gleid, jo ift das BVerhaltnis
ber Summe der Jafhler zur Summe der Nenuer gleich jedem
ver gegebenen Briidhe (Verhdltnijje).

©o folgt 3. B. ausd ; = i ﬁ‘ﬁ, ‘ﬂmf‘,:l::?}z % = ; = ﬁ ijt. ]

nmwendungen der Proportionen bietet die Ahnlicyteitslehre der
Geometrie. Dort jpielt eine bejondere Holle pie ftetige Proportion
a:b=0b:c, aud welder folgt b* = ac. DHier eigt b bie mittlere
Proportionale gifden a und c. (‘Bythagor. Lehriab; golbner Sdnitt.)
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V. Gleidungen vom erfien Grade.

68) Jn jeber Gleihung fann man gewiffe Umijtellungen machen,
dic ihre Ridptigteit fortbeftehen laffen. Jft 3. B. @« + b = ¢, o folgt
paraud, mwie jdon frither gezeigt wurde, durd) Subtraftion von b auf
beiben Seiten a =c — b. Folglic):

©dafft man in einer Gleidhung einen Summanden auf die andere
Seite, und gibt man ihm dad entgegengefeste BVorzeichen, fo bleibt
bie Gleihung ricdhtig. (Dabet fann e3 vorfommen, daf fich Glieder
wegheben.)

69) 3t fexner a (b 4 ¢) = d, jo folgt daranus dburdh Divifion

beiber Seiten durd) a
oot g d .

# il

o . \ : d -4 e
Ebenjo folgt aug a (b +¢c)=d—+¢ b4 ¢ = =

Folgli): Macht man in einer Gleidung cinen Faftor der ganzen
eiitenn Seite jum Divifor der ganzen anderen Seite, fo bleibt bdie
Gleidung ridtig.

Cbenjo [dgt jid) jeber Divijor als8 Multivlifator auf die anbdere
eite jdaffen (Dabei fann es vorfommen, daf Faftoven fidh auf-
heben.)

70) @3 gibt Gleidhungen, die fiiv jeben Bahlemwert ridjtig find.
©o ijt 3 B. fiir jeden beliebigen Wert von = und »

(& 4+ 0P = a® + 2ba + b2
Cine jolde Gleidung beifpt eine identijde Gleidhung.

71) Andere Gleidhungen gibt e3, bdie nur fiir bejtimmte Werte
gelten. ©o ift 3 B. die Gleidung 2 + 5 = 10 nur dann miglich,
wenn z =5 ift. Die Kunft, dbie Werte einer Grife 2 aufzufinden,
fiiv welche eine mit o behaftete und nidht identifhe Gleihung richtig
ift, Deipt dad Wufjlbjen der Gleihung. Gleidhungen jolcher rt
beifen Bejtimmungsgleidhungen. Die ju beftimmende Grife
nennt man die unbefannte Grofe. €3 wird fid) zeigen, daf audh
mehrere Unbefannte vorhanben fein diixfen, twobei jedod) zur BVeftim-
mung der Unbefannten ebenfo viele Gleihungen erforderfid find.

72) fommt bdie Unbefannte nur in der Fovm » in der Gleichung
vor, jo Beit die leptere eine Gleichung vom erften Grade. Komint
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o aud) in der Form x* vor, jo ift die Gleichung vom jtweiten Grade,

fommt = aud) in der Form 2 vor, jo ift die Gleidhung vom dritten
. f . q

®rane.

73) Die Novmalform der Beftimmungsgleihung erjten Grabdes
e % = l = : g L
Wt axr =0, ihre Lojung ijt z = {:- Jebe Gleichung erjten Gradesd

it fih auf Diefe Fovm zuvidfiibren. Man BHat nur nbtig, die
Glieder mit » auf bdie linfe Seite, die Glieder ohne 2 auf die rechte
zu Dringen.

3ft 3. B.

20 — 3=05(2 —a) -+ 3(x — 4),

jo [Bfe man zundd)it bie Klammern, in denen z fteht, auf und fiihre
pann dad oben Berlangte durch. Aljo:

220 — 3 =10 — ba 4+ 32 — 12,

20 4+ by — 32 =10 — 12 4+ 3

F

pdetr
dx=1 Db o= 't :
Db abgefehen von x toictlidge Bahlen, oder allgemeine durd
Buchitaben Ddargejtellte, oder ob beide vten von Jahlen in der
Gleichung ftehen, ijt gleidhgiiltig. Die Vud)jtaben werden dabei dem
Anfang ded Alphabets entnommen; 3. B.

200 4+ 3x (a + b) + 5 (axw — b) = 2¢ + dz,

ober 2ax + 3z (a + b) + dax — 5b = 2¢ + dz,
h 2az 4+ 32z (a 4+ 1) + bax — dx = 5b 4 2¢,
o z(2a -+ 8a -+ 8b+ ba—d)=5b + 2¢,
z(10a + 80 — d) = &b + 2e,
5b 4 2¢

jolgli) = = 10a - 830 — d

Hebt i) bdie Unbefannte weg, jo it die Gleichung nur fdhein:
bar eine Beftimmungsgleihung, fie ift aljo entiweber eine ibentijdye
oder eine faljche, mit einem Wiberjprud) behaftete Gileichung, 3. B.

\ 12 4z
2(ax + 3) = _':

gibt 42 4+ 12 =12 -+ 42 pber 12 = 12,

was felbftverjtandlich ijt. [Dagegen iwiirde
2(@+3)=T+2zoer 22+ 6=7+ 2z in 6 =17

iibergehen, wad faljdh ift. Die Gleichung war aljo eine unmoglide. |
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Beziiglich der {1bungabeifpicle wird auf die gebraud)lichen Anf-
gabenjammiungen veriwiejen.

B. Qehraunfgabe der Obertertia.

[. Gleitpmgen erfien Grades mit jwei Unbekannten.”)

74) ©3 feien zwei Gleidungen erften Gradbes mit jiwei Unbe-
faunten = und y gegeberr, die fich auf folgende MNormalform bringen

{ajfen:
1) ax + by = ¢,
2) a x4+ by = ¢,

pann find verjdyiedene Falle moglich. Erjtens fann die zweite Gleichung
bic umgeformte exfte fein (3 B. bet a4y = 2a, b, = 2b, ¢ = 2¢),
fo daf fie gar nichtd newed gibt. Dann Hat man jtvei Unbefannte,
aber nur eine Gleidung. ©3 gibt demnad) unendlid) viele Lbjungen,
pennt jedem willfiirlichen Werte von 2 entfpricht ein bejtimmter Wert
on Y.

Gin andever Fall ift der, daf Deide Unbefannte jidh entfernen
fafien und mur vidtiges oder faljched fibrig bleibt. Jit 3. B. gegeben

4z -+ 6y = 12,
2z + 3y =

io ergibt Multipfitation beider Seiten der aweiten Gleidung mit 2
dic Gleiung 4z -+ 6y = 14. Dicje Gleidung fann man durd)
Subtraftion mit der erften veveinigen, wad 12 = 14 geben tviivde.
Weil died falidh ift, widerjprechen einander beide Gleichungen.

Der dritte Fall ijt der, in Dem die Lfung durdjfithrbar ijt.
Dic Lojung fann dann auf verfdiedene Arten gejdehen.

|

75) a) Gubiftitutiongmethode (Cinfebungsmethode).
e & — ! v S
Aus Gleidhung 1) folgt 2 = : = 'Y, Ginfepung diefes Wertes

: : Bl R B : c— by o e
in bie jweite Gleichung, giebt a; — = 4 b,y = ¢;. Daraud fjolgt

) Diefed Rapitel fann im Anjchup an die Lehrpline aud) etwas fpdter
pehanbdelt werben.
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a, ¢ — a, by ; . i .
el = o2 4 by = ¢;, ober, wenn man beiderjeits mit a multr-
pligiert, «, ¢ — a, by + abyy = acy, ¥y (ab, — a E";i_'] = ac, — a, ¢, aljo
e, — @, ¢
O ] :
) ¥ ab, —a, b
i . . LT c — by
Einfepung diejes Wertes m die obige Hilfsgleidung » = ] Y
= 3 {
_ 4G — & ¢
A = 3,
s ab, — a,l ab ¢ —a be — abe a, be
gibt z = = e - el LAPS
[0 alab, — a, b)
4) 2 X f}] G — F:('L
) alb, — a, b

Su 3) und 4) hat man die Auflbjung beider Gleichungen.
Bei Bahlengleiungen vednet man aud 3) erft y fertig aug
und benubt den einfacdhen Wert zur BVeredhnung von z. 5. B.
5% —{— Tf=—al
20 + 3y =13

; Gy Uy C 516 — 231 65 — 62 3 Q. [t

j = = = - = = Sifess
gibt ¥ o i T — : . Einfegung
: c — by . 81 —7-8 g1 — 21 10
Wemes-— gibt z = = = e = 2

Seppt man z= 2 und y = 3 in Dbie gegebenen Gleichungen
einn, fo ftimmt die Probe.

76) b) Rombinationsmethode (Gleid)jepungsmethode).
Sind die gegebenen Gleihungen bdie fritheren (Abjdhnitt 74),
jo berechne man aus beiden ». Died gibt
e — by

¢, — by
X = und = - 19
i s [ 59

Da febt die linfen Seiten diefer Gleichungen itbeveinjtimmen, jind
anch die redhten qleidh), d. h. es ijt

¢ — by ¢, — by

a i,

Hievaus ergibt fih fiix y derfelbe Wert, twie vorher, und =z
ird entjprechend gefunden.
Dag vorige Sahlenbeijpiel erledigt fidy folgendevmapgen: Aus

31 — Ty 13 — 3y . 31 — Ty 13 — 3y =
= - umd r = 5 folgt ; = 5 e
e = S ; . 91 — Ty . x
aug folgt y = 3. Dieg it wie vorher wm r = _7 emutjesen

i

T

und gibt » = 2.
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77) ¢) Die Additiond: bez. Subtraftiondmethode.
Man multiplizieve, um y zu entfernen, beide Seiten der eviten
®leichung mit b,, beide der sweiten Gleidung mit . Dies gibt
abxz + bby = bye,
a, bz + bby = be,.

=)

neeh Subtraftion erhalt man
z(ab, — a,b) = byc — bey,

woraud fiiv z derfelbe Wert tvie vorher folgt. Jept fann man den
Wert von 2 in eime der gegebenen Gleichungen einfepen und fo y
berechnen, oder man gewinnt y, indem man oben mit a,, unten mit
a multiplizert.

Sm vorigen Bahlenbeijpiele ift ur Entfernung von y bie exfte
®leichung mit dem Faftor 3, die sweite mit dem Faftor 7 ju ers
weitern.  Aud den entftehenden Gleidhungen

152 + 21y = 93
142z + 21y = 91

folgt buvdh) Subtraftion x = 2. Died ift in eine der gegebenen
Gleichungen eingujeben und fithrt auf y = 3.

Berlangen es die BVorzeichen, fo entfernt man bie cine Unbefannte
burd) Abbdition, ftatt durd) Subtrattion.

Sind die WMultiplifationen iiberfliifjig, fo fithrt diefe MWethode
am jdneljten sum Ziele. 3. B. aus

24y =a

& —y =1b
z T -+ o .
fofgt dburd) Addbition 22 =a b, =, durd Subtraftion

a — b

L]

2y =—a — b, y=

[78) Bei drei Gleihungen erjten Grades mit drey Unbefannten
x, y und z beredhne man zunichit z aus der einen und jepe den Wert
in die beiden amberen cin, jodaf mur nodh zwei Gleihungen mit et
Unbefannten bleiben, deren Behandblung bie vorige ift. Neues bietet
jidh Dabet nicht, und fo fann auf die {1bunqgsbiidher vertviefen werden. ]
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-

II. Die rein quadvatifhen Gleidjungen wnd das Ausziehen
der Quadratwnriel.

o
]
1}

e s . . . -~ g ; &L
79) Gleidungen, die x nur in der Form z* (ubm‘ az® oder = )

enthalten, nidht aber in der Fovm x, nennt man vein quadrvatifde
Gleihungen. Wiirde auferdem bdie Form = in der Gleidung vor:
fommen, jo iviivbe leptere eine gemijd)t quadratijde Heigen.
Mandje Gleihungen fehen auf den erften Blid wie Gleidungen
erjten Grabed aus, {ind aber dod) joldje zweiten Graded, 3. B.
a) x -+ =it a
&£

gibt durch beiderfeitige Multiplifation mit

2 4+ 1 =aqx ode&r a° —ax= — 1

wad eine gemijcht quadratijde Gleihung ijt. Dieje vt von Gleichungen
ird erft jpiter behanbelt.

Andere jehen wie quabdbrattjde Gleidhungen ausd, find aber in
Wabhrheit jolche vom erften Grade, da dad Glied #* beim Umformen
verjdywindet, 3. B.

b) ( + a) — (& — V)" = ¢°
aibt
2t 4+ 2ax + a® — 2> 4 200 — VP = ¢
ober
; e = 5 5 b4 ¢® — a?
2z (_rz. i E= h* —|— GiEm—", D. f}. n = 2(n 4 b) )

Anderve endlid) jehen iwie gemijeht quabdratijche Gleihungen aus
find aber trobbem vein quabdratifche, 3. B.
g 5o ey : 9 1= 9 95
) i — 2w Rt — S I ey
c) a® (: 1) 2 (x4 1) g0 1 Lo i)
gibt
atx® — a® — 22° —4p — 2= -, — 4x —

ober, ba — 4= fidh) tweqhebt:

‘1:2(”2 — 2 4 . ) =a’ + 2 + ! ober q:‘*(.r'{ — 1.): = (;H -+ 1)2
: o ar T a® a, \ a
ober
112
(e +2)
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Eine vein quadbratijhe Gleidung At fid) alfo jtetd auf die Form
juritdfithren.

80) Jjt #° = ¢, fo nennt man & die Quadrativurzel aus
a, wofiitr man jdreibt a = lr":r.rr fobaf o -2 = 'lf:r': '.l.r'f:ff = q ift.

o ijt 3. B.

alio

‘
e
~
=
.
|
4

Augleid) 1jt aber

=49 = (— ) (—T)=u. 2,
aljo aud
7 __llq S
folglid)
g=)49 = 4 T.
Sit affgemeiner 2® = a, fo fat « die beiden Werte 2 = .

Demnad) gibt ed ftetd zwei entgegengefepte Zahlen,
die, mit Jid) felbft multipliziert, eine gegebene Fahl geben.
Beide find Quabrvatwurzeln bder lehteven. Dad Wufjjinden
diefer Bahlen nennt man dbas Wusziehen der Duabdratwurjel

P!

So ift (+Va 1 (+Va)=a, und ebenjo (— l/uj}-(— Va)=a,

(+ Va:]i’ = (— Va .‘j:'l"’ =

Bieht man affo ausd einer Jahl bie Quadvatiourzel aus, und
erhebt man bdie leptere zum Duadvat, jo erhdlt man iieder bie
urjpriingliche Sabl.

St o = a®, jo ift z =@, denn aus lepterer Gleidung folgt
a* = (- a) (4 a)=0a* und ebenjo (—a)(—a)=20a* €8 ijt aljo

-j 1
(= -1 d.

©rhebt man demnad) eine Jahl um Quadrat, und zieht man
bann bie Duadratwurzel aus, fo erhdlt man, abgejehen vom Vor:
aeidjen, mwieder die urjpriingliche Sabhl.

pDeyr

Sm Ginne ber beiben fepten Sdibe fann man jagen: Dasd
Duabrieven und dad Ansdziehen der Quabratwurzel heben
jich gegenfeitig auf, bas eine ijt dbie Umehrung bes anbeven
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81) St
2 = (a + b)? = a* 4 2ab + V¥
fo folgt
z=-4 (a4 0b) =+ Va® 4 2ab + b
Jit
2?2 = (¢ — ) = a* — 2ab + ¥,
jo folgt
i — —{—_ t:r{ —b) = —|: T/f.f2 — 2ab 4+ b*.

Auf die beiben moglichen Vorgeidien joll nur nod) anfmerfjom
gemacht terben, wenn ed notig ift.  WMan merfe alfo

a) Vat 4+ 2ab + 1V =a -+,

b) Va: — 2ab +b* = a — b
Ferner 1t

c) Va Vb = Vab,

benn quabriert man Dbeide Seiten, jo folgt ab = ab, wad jelbit=
verjtandlidy ift.

Ebenjo ift

P s J_-I‘rl

d) --_,':l/ b
teil beidberfeitige Quabrierung Ubereinftimmenbdes gibt. Wie lauten
¢) und d) in Worten?

Folglich ijt 3 B.

Vatb = Va® - Vb = aV,

ebentio

-L'Iifl:i {I{J + r"] .Ir‘fr'iz 1/;".' —1'— 0= l)fli.r —+— i
1o
b VhFec  Vbe 1
s -1_.-"”2 i @ V ! + 5
Qafit fich alfo unter der Wuvzel ein quabdratijher Faltor vom ganzen
usdbrude abfondern, fo fanm man aud ihm die Wurzel bejonders
audzichen.

Bahlenbeijpicle.
/s —Vie—ViVr—2V2,
ey 2 /3 v Ve :
lf;:L/_l‘-_lg_' z—lz-i'}’;-_)

V4 g

10,75 =1/0,25 - 3 = 0,63,
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/a(a* + 2ab + %) = (a + b) Va

Vb + 24%b + ab® =

Wmgefehrt: Man fann einen Faftor der Wurzel unter bie Wurzel

feben, inbem man ihn quadriert. 3. B.

( l b = ; .rg -l/,' — VH f: oher l —VH == 'Ir,tll e 'l,.,r’ i A

Bemerfung. Man vermeide den naheliegenden Fehler, Ya* 4 v
gleidh « -+ 0 3u fepen, der af8 joldher fofort einlenchtet, wenn nian
beidberfeitd quabriert

82) Jn manden Ausdriiden laffen fich die Wurgeln entfernen,
jodaf; 1[]111 ‘}Iu,u‘t[mmm nicht nbtig ijt, 3. B.

(@ + Vo) (a — Vb)) = a>— (VD) = a® — b.

s laffen fih auch Wurzeln aus dem Nemner in den Fahler
{daffen, 3 B.
1 1 o—Yb a—}b
a +Vb 3 a-+Vh . a—Vb T el =

wad eine unmittelbave Folge des vovigen Ausovruds iit.
Andere Haufige Wmformungen find:

[;:g - [/ EJ:‘J: =at+ 0+ 2aV0,
it — Vb)) =at 4 b — 2aV0,

[

folglich: 2
(@ + Vo) + (e = Vo) =2(+b
{_'_;.-. — 1/-’} )‘2 — (r.f - Vb‘j =Tt 'I/Ef.
Ferner:

1 3 o
=a+ Ve — &,

rl/m_—g_-_e }‘l/“_(:| Elz'{_’_!_f{—(f l u--,~clca—(’

folglich |
[ -!/(,-_ + YV — & = ‘l/‘_” 4;3'__{' 3 [/a.— ¢

4]

Set man Bier a® — ¢ = b, alfp ¢ =Va* — U, jo folgt:

el e ]
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83) Das Ausziehen
&3 it a* 4+ 2ab
folgendes
Va2 + 2ab + b* = a +
’.fj ‘
9-’.‘|2 al
2ab

Ebenjo war nad) Nr.
(a4 b+ cf —a +

alfo gilt folgendes

ber Quadratwurgel

vorldufige Redhenjdema:

2= (a4 b))% Davausd ergibt fidh
b*) 3 8. /529 =20+ .3 = 23
a® = 400
2a = 40129
2ahr=" 120
9
5 =— 9

22

(2ab + %) + [2(a + D) + &7,

Rechenjchenta:

Vat + 2ab + ¥+ 2@+ b)ete=a+4+0b+c
a” | =
'_)H|:3r'{|r:
2|‘EL
S
%
2 (a _-]L— !{3|‘2 (@ +Db)c
2(a+0b)e
Cﬂ
¢
3 B 1,;-""101.'_:;7{‘; = 300 -4 20 4 4
2= 9000¢ AP T VAOT R )6
> : 6("L5[122E’}é pber abgefiivat /104976 = 324
af = ) JH
9
2ab — 12000 i L
2976 s
b? = 400 29
2(a + b) = 640[2576 4
) bV = 256 p
2(a + b) _m_[) 64|257
16 256
e 6
: i 16
16

F

*) 2q | 2ab joll Heifien 2a in 2ab, aljo dasdfelbe wie 2ab:2a.

Umitellung ift Hier aus Raumgriinden zvedmifig.

Solamitller, Elementarmathen

watif. T 4. Auifl 15
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Man zieht alfo die erfte Wurzel a aug, dividiert jodaun bag
sweite Glied duvd) 24, was b gibt, worauf b abgejogen oird. Jebt
fteht vechtd « 4 b, man dividiert durd) 2 (a + b), Was ¢ gibt, worauf
¢® abzuziehen ift. Ubwed)jemd tird aljo durd “mu boppelte Rejultat
ividiert und das Duadrat der ulest gefundenen Bafhl abgezogen.

84) Bilde ebenfo die Wurzel aus den folgenden Ausbriiden und
Babhlen.

Vo + (2ab+ bi} iz [2 '\” -+ b)e -4 ¢*] 4 [2 (a+ b4 c)d+ a?],

Ve +k’rcx+b‘1 rl)L”J_,h‘lr + e+ [2(a+b+c)d+a*]+[2(a+b+c¢ c+d)e+e]

V/5/49|90[25 = 2845  ober aud: V5]49|90|25 = 2845
4 \ 4
4]14[ 413|149
12] 129
29 , 4642090
9 1856
46|209 4685|234 25
184 23425
250
16
-it1§<|2'~54‘)
_.JJ.“

B bD
on O

Regel. Teile die Fahl bon redid anfangend, in Gruppen ju
aweten ein.  Jjt fie ein Dezimalbrud), o feile vom Komma and
nach rechts und finfs in Gruppen zu ziveen ein. (Steht namlid
porn 52, jo iveif man zunddijt nidt, ob man mit /5 oder V52
beginnen joll. Bei 526 liegt aber die erjte Wurzel 3wijden 20 und 30,
bagegen Dei 5263 zwifden 70 und 80. Dag eine mal Hatte man
pie Gruppierung 525 unb begann mit V5, bad ztveite maf 52 63
und begann mit V5 2,) — Rann man gelegentlid) dad Quabdrat nidht
abgiehen, fo ift Dbie lepte Renung mit dem um 1 niedrigeren
Duotienten zu iviederholen, wad bidtveilen mebrfach gefchehen mug.
Died gejchieht 3 B. im folgendben Beijpiele bei der erften Divifion
purd) 2, bei ber man twedber 6 nod) & gebraudjen fanm.
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/994 3896 — 14,979 ...
I f

1
*)Llf Riirger:
44 V/224,3806 = 14,979 . ..
16 1
28|283 24/124
252 96
318 289[2858
81 2601
298[2379 2987[23796
2086 20909
2936 29949288700
49 269541
2994[28870 S
26946
19240

81

@eht die Rechnung nicht ouf, jo rvedhnet man unter Anbingung von
Nullen meiter. Geitbte Redyner fonnen fid) einiges Schreibwert erjparen.
Sdema fiiv abgefiirste Ausziehung der Quadratiourzel bei jed)é-
ftelligem NRechnen:
V26,6521 = 5,16546
2 |

w

}

i
101|1 68
101 Probe. 5,16546
i“itilﬁ?:ﬁl :J‘,]_t'}:)‘ig’i
6156 25 8273
alr (i 5164
103561 ol
o 3099
a2lb
z 258
104 ;.: 20
4C 3
1o 26,6817

b

Die Ungenautgleit am Shluf beruht auf den angewandten Abkirzungen.
Sie ift alg geringfiigig zu Dbetradhten.

15*
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[85) Die Quabratiourzel aud einer Primzahl ift ftet3 etn end=
{ofer Dezimalbrud) obhne Periode, D. h. etne Jrrationalzahl.

Wire 3. B. /7 ein endlider Dezimalbrud), oder ein enbdlojer mit
Periode, alfo ein vationaler Bruch, jo lepe diefer fidh) ald l:; darftellen
(vergl. 58), wo m und » gange Jahlen find, die man burd) Kiirzung ju

T HL=

relativen Primzahlen gemadht Hat. Dann wave Y1 = = alfo 7=~
Died ift aber nady Abjdhnitt 48D) unmiglid), da }: feine gange Babl

fein fann, folglid) ift /7 iveational*) Uberhaupt ijt die Quadrat:
wurzel aus jeder gamzen Fabl, pie nicht Quadratzahl ift,
eine Srrationalzahl. Beim Ausziehen Dder Duadratiwurzel aus
ganzen Sablen ijt Ddie Serationalzahl nicht die Uudnahme, fonbern
oie Regel, ihre Cinfiihrung ijt alfo nidht etwas Willtiivhihes und
{iberflitffiges, fonbern eine unbebingte Motwendigleit. — Die purdh
Wurzelausziehung entjtehenden Srrationalzaflen Heifen algebraijdye
Srrationalzaflen im Gegenjaly zu Dem jpdter auftvetenden trans-
senbenten, zu Denen w gehort.
Handelt e& fidh um Quadratwurzeln (ober um Duadratwurzeln
a3 Duadrativurzeln) gewdhulicer Jahlen, fo fann man fie geometrijd
barftellen, o. §. mit Jirkel und

515 100 Qineal fonftruieven, wfd Fwar

//""'__' — ald mittlere PLroportionale zhvi-

n~ fdhen Dber gegebenen Bahl unb 1.

x’/ 2 Xt 3 B, i Fig. 109

[ W7 \ 4B=1, BC=1, jo ift
l_ e . | BD=Y7,bemn1:BD=BD:7,
o ——+—C pp*—1, dffo BD=VT

(Bgl. Geometrie 264.) Aus
jeder Bafl alfo, bie fid) aus der Qinge AB = 1 fonftruieven [dpt,
fann man geometrifch die Duadratiwurzel audziehen, aud diefer LWurzel
wicherum bdie Quadratwurzel, ujw.

#) 9uf feinere zaplentheoretijche Unterjuchungen toird Hier verzidhtet. €3
fanbelt fich nur barum, auj die junehmenbde Widtigleit der Sxrationalzaflen
aufnterfiam zu madpen.



1II. Grundform b. gemijdht quabrat. Gleidjung mit einer Unbefannten. 229

III. Grundform der gemifht guadratifchen Gleidpung
mit einer Unbekannten,

86) Bur LWwfung gemijdt quadratijher Gleidhungen vereinige man
sundchft alle Glicder mit «?, fodbann alle Glieder mit =, zuleht alle
@licber ofne = Die fo gewonnene Form a,a” + b,z = ¢ bringe
man burd) Deiderfeitige Divifion durd) «, wod) auf bdie Form
a b, ¢

x° —L 2 = -~ pber auf die Jormalform

& o,
1) 2 4 ax = b.
Man fann vorldufig den Kunftqriff amwenden, az al3 ein
3 L) = s 5
boppeltes Prodbuft 2 = su fdreiben und dadburd), baf man redis

a\2 ; FH T 70 i . A T
) abbiert, die linfe Seite in ein volljtandiged Quadrat

2/

und finfs (

zu vermwanbeln, aljo:

@ a\2 @\
. (4 i e —
A o I+(3) —~—(2) —+ b,

wofilr man fdyreiben fann
a (a2
("‘l o Bl 5 P

Beiderfeitige usziehung der Duadrattwourzel gibt, da man bdie
Borzeiden der beiden Wurzeln auf zweierlei Wrt fombinieren fann,

a : fa\2 |
affo ift die Rijung
! a , 1//2\
2) s—— 1 £V () +e
[Bezeidnet man in Gleidung 1) f: af8 ben Halben Faftor (von z),
fo fann man al8 Lojung furz merfen:
% = — Yalber Faftor 4 }/Halber Faftor jum Quabrat -+ redyte Seite. |

Gr qiebt alfo zwei Lijungen:
¢ §

J

fy = — —1/ [‘:j-i- 0

|

unb

I

L)
_
=
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3

Beijpiel. o 4 2 = 12 gibt, da de Saftor vou x gleidh) 1 ijt,

1T T 1 /49 ! T
r=—itVE) '+ 12=—stVi=—3%5,
aljo
}1=_ﬁp'i“r J'_,:——E:——-;jl

Probe. 32+ 3=9+43=12 (—4)—4=16—4d =12
Die beiden moglichen Lojungen (Wurzeln) find affo gefunden.

Beijpicl. Fas
P br=—6gite—2+ V(B —6=714 Vi=241
alfo -
amiti=tos a=f-i-i-:

TWicherhole an beiden Beifpielen den allgemetnen Entividelung3-
qang. Beacdhte aud), daf im erften Beifpiele die Summe der Lijungen
3 + (—4)=—1, ifhr Produtt 3 - (—4) = — 12 i, ». h. ab-
gefehen vom Borzeiden bden Faftor von = beyw. Die vechte Seite
gibt, twdhrend im weiten Veijpiele 3 + 2 = 5 8-2 =6 ijt. Hud
bei der allgemeinen Qjung ift 2, + o, = — @, HT = — b. —
Eingehendeve Befprechung der Gleichung sweiten Grades exfolgt jpdter.
{ibungsmaterial bieten die Aufgabenjammilungen.

IV. Potensen und Warzeln mit gangen pofitiven Exponenten.

87) Werden zwei Faftoren a miteinander nuiltipliiert, fo be-
jeidynet man dag Produft mit o, bet brei Faftoren a fdreibt man o,
bei bier Faftoven a' [lied: a Hod) 4 (ober @ Fuv vierten Poteny)],
bet n Faftoren «”, aljo
1) Goqr @@ G=ar.

Der Nusdrud o Heift die ntt Poteny von «, die Bahl a beipt
rundzahl oder Bafid der Poteny, » peifit der Potenzerponent.

88) Da a®: a® = (aaq) - (aca) = anaca = a® ijt, jo fjolgt

a2 - ab = att® = b, Ullgemein folgt fiiv ganged m und «
2) am a® =gt +t*,
a’ a-a¢-a-a&-a ol en 5 a® :
P =———— —a.a=a® ift, fo folgt - = a
@ a-a-a g a”

= g®—3,  Algemein ift
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| &,

3) _ — qu—

" 3

wobet zundadyit = > » jein joll.

w1 m-n

8 - : 5 d | . il : -
[us 2) fonnte man jolgern: o = ———, aljo — e
g a a.l {e?-' -
Da (a?)P =a’-a? @ = a® T2+ = af ijt, alfo (a®)® =a®?,
fo folgt allgemein
4.‘] [ “_.';e".,u —_— glmen

Aug 2), 3) und 4) folgen fitr ganzzablige pofitive Erponenten
folgenbe Regeln:

a) Potenzen derfelben Grundzahl werden miteinander
multipliziert, indem man ihre Erponenten addiert.

b) Gine Potens wird durd) eine andbeve dberfelben Grund-
sahl dividiert, indbem man den Erponenten dev lepteren von
bem bder erfteven abzieht. (Dabet foll vorldufig der Erpoment
per erfteren Poteny grofer als der ber sweiten fein.)

c) Gine Poteny wird potengiert, indbem man die beiden
Grponenten miteinander multipliziert.

PBei a) und c) ift die Reihenfolge gleidgiiltig, alio 3 B.

L R — a™ L u"“&“""‘ Sl e ({'J'+”"'_|'R IEiIU.,
['l“\:”u.'\Jrr]-f = "Nl — gd™n — gnem i,
: Ty (L 1 1 - a? 1
89) @8 ift ;=—— = = —,  alfo —=

(7 5 aaaa a @ a’ @ah— 4

Allgemeiner ift
a™ 1

7 n—m'
7 e a

jobald zunidit » > m ijt.

Wird alfo eine Potens durd) eine anbdeve von derjelben Grund-
3abl Dbividiert, deven Erpoment grifer ift, jo dividiert man 1 durd
bie Potens, deren Grpoment die pofitive Differens der beiden ge-
gebenen Cypponenten it

90) Ferner ijt
: (ab)® = (abd) (ab)(ad) = aaabbb = a’v®,
allgentein
5\} 'iii’ EJ t.')” = q" I!ra o,
Apnlich ift
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allgemein

ra\® 1

) 5=

)
Darausd entjpringen die NRegeln:
d) Man potengievt ein Produft, indem man die ein:
selnen Faftoren potengiert.
e) Man potengziert einen Brud), indem man den Jahler
uid den Nenner potengiert.

91) Der Ausdrud » =Va gilt als Anflsjung ber Gleichung

L]

= ol 3 = . . g = =
2? = a. @benjo gilt # =V (Ties: dritte Wurzel aug «) ald Auf:
{(Blung der Gleidung »* = a. (Von der Miglicheit, daf mehrere
Wuryelwerte eriftieven Eonnen, joll Hier abgefehen werden.) Allgemein:

1) g 'I/Lf. ift die uflofung der Gleidhung «" = .

i - n,— . E = s .

Hier heift Va die n* Wurzel aud a, » ber Wurzelexponent,
ber unddit eine ganze pofitive Babhl fein joll, die Bahl a beiht der
Radifand (bie Bahl, aud der die Wurzel audgezogen werden foll).

Nad) diefer Grflarung ift

i \n
(___']r’f a ) = .

92) it =z = Va, fo folgt o = a, ift ferner ='1uf"'s}J jo
folgt ™ = 0.

Durd) Multiplifation ergibt fidh ausd den neunen Gleichungen

a"y* = ab, ober (wy)" = ab, folgli) zy — -ln/f:f b, ober

: n T p— B—— : Ho— f— N 7
3) Va Vb =Vab, allgemeiner: Va Vb Ve -+ =Vabe .
i
S Fapen . X a
Durd) Divifion bdagegen Dhitte man gefunden - = b ober
Yy
™ a ¢ e ;
? —_— ? —— _-" i Y
(y,) = v b i l 3 pber
[ J— "y
V a / v}
4) =V
Yo

Folglid) gelten die Hegeln:

a) Wurzeln mit gleichen Egponenten werden miteinander
multipliziert, indbem man die Radifanden multipliziert (und
aud bem ‘Produfte die Wuvzel ausdzieht). Und umgelehrt:
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b) ®ie Wurzel wird aus einem Produfte ausdgezogen,
inpem man fie ausd ben einjelnen Faftoren ausdzieht (und
bag Produft der Cingeltourzeln bildet).

¢) Cine Wurzel wird durd) eine andbere mit demjelben
Erponenten dividiert, inbem man den Radifanbden der exiten
burd) ben der zweiten dividbiert (und aus dem Brude die Wurel
augzieht). Unbd umgefehrt:

d) €in Brud) twird rabiziert, indem man Jdahler und
Nenner einjeln vabiziert (und die erjte ber entftandenen Wurzeln
purch bie iveite Ddividiert).

93) Aus J}’“c: 15}5 J"]'?,f’u.ﬂ- o= H]/cr @
folgt ;

B e
5) {llf"r.z) = lia" il

o) Man potengiert eine Wurzel, indem man den Rabi-
fanben potengiert (und aus bder entjtandenen Poteny bdie Wurzel
auszieht); und umgetelrt:

) Man zieht die Wurzel aus einer Poteny aus, indem
man jie aud der Grundbzahl ausdzieht (und die jo entjtandene
Wurzel zur entiprechenden Potenz erhebt). Ober:

g) Hat man eine Sahl zu potenzieven und jugleid zu
radizieven, jo it die Rethenfolge gleichgiiltig.

0d) St V=, o Folgt Vameim Tolghith & == (#7) — &>,

. o -. T o e ma — - . - = £ 5
Ausd z"" = a folgt aber 2 = Ja. Einfebung in die Anfangs-
gleichung gibt
- './!n‘f,. ot —
6) V Vs Va,
uno allgenteiner: iBead
i g
Pry— mnp
6 ’-‘) /i Vg = ]-/ .

Uljo: h) Soll eine Jahl mehrfad) nadjeinander radbiziert
werden, jo fann man fie mit dbem Produfte dber Erponenten
rabizieren. Umgefehrt:

i) MWan radigiert eine Jabhl durd) ein Produit, indem
man mit den einjelnen Erponenten nadeinander vadiziert.
Bei beiben Operationen ijt die Reifenfolge gleidhgiiltig.

=, . i ; e o = = -
E}a__\, &3 toar 1-”;:-" = x. Seht man o fitr z ein, jo erhdlt man

n

HelF e ‘ T :
V(a*)* = a” oder Ja?? = a’.
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Bieht man beiderjeitd die ¢ Wurzel ansd, jo ergidt jid
G q

7) V”P“::}ﬂpg

Solglidh: k) Die Wurjel ausd einer Poteng bleibt unge:-
andert, wenn man die beiden Crponenten mit bderjelben
Bahl multiplizievt; dadjelbe gilt, wenn man beide Erponenten
purd) biefelbe Bahl dividiert Borldufig wird babei boraudgefeht,
aff diefe Divifion einen ganzzabligen Erponenten qibt.
baB Diefe Div gangzabligen Ex ten gibt

bungsbeijpiele fiehe in den Wufgabenjammiungen.

96) Ausziehung der Kubifwurzel
s ift (e + -’_::]3 — a® 4+ 8ab 4 3al® 1+ 1. Daraus er:
gibt fich als Redenjdema:

3
/T S ] : i
Va® + 3a°b + 3ab® -+ 1V’ =a -+ 1

(!3
3a® 3a*l
3a’h
3ab’
3ab?
bﬂ
L3
Beijpiel.
o F = =
lfl'_:'lt.‘;i = fl..' == :;.
20% = 8000
3 .20 = 12004167
31200 = 3600
567
3-.20-3° = 540
27
8% = 27

Doer abgekiirst gejdyrieben:
V12167 = 23
8
3.27 = 1241
36
Db

3.2.8 = 54

>
b b
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Ferner ift:
(@ 4+ b4 c)=0d+0 4+ 3 a*h + 3a’c + 3al® 4+ 3¢
1 3ac® + 3be* + babe,
twad jid) folgenbermafen ordmen (dfit:
(a 4+ b + e)?
— o® + (8a°b + 3ab® + b3 4+ [37a -+ f)f]'g-’.‘- +3(a+0b)c* 4]
Daz  entjpredjende Redjenjhema ergibt fih ausd folgenoem
Betjpiele:

V14348907 — 200 + 40 + 3

a’ = 200° = 8000000
. 34 = 120000 | 6348907

3a*h = 4800000
1548907

3ab® = 960000
588907

b = 64000

3(a 4 b)* = 172800 524907
3(a + b)’c = 518400
6507

3 (a4 b)c® = 6480
27

=27

Abgekiirat:

3ah 4 3ab® + b= 58:

)
3 (a - ?.Jj'“l = 1728 524 9

3(a + b)*ec+ 8(a 4 ) + ¢ = 524 907

Hilfsrecdhnungen und Crlauterung:

34 4 —48
3ab® 3.2.16 = 96
ddi 4=

b*

3{{2{) + 31’.1‘;)1 —'— E.‘ii = :r:.‘w'::é?

o5 &
3a b

[
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oo

3(a 4+ b =38 24" = 172
3 (a4 b)*e= 1728 -3 = 5184
3 {c‘t - {";)f;?' —iA Q-J: I —

? == 8% = 27
3(a+ b)?2c+ 3(a + L“u, + ¢ = 524907
Daz Sdema geht etter:
(a+b+4+c+d—+ -- )P = a® 4+ (3a° .:—{— 3ab® + %)
4 [8(a 4+ b)?c 4 3 (a 4 b) 4 ¢’]
+ [8(a + b + ¢)*d + 3(a+ b4 d® + a4 o0

Regel. Abgeteilt wird zu dreiem von rvedh)ts ab, bei Tezimal=
briidgen bom Komma ab nad) vedhtd und linfs zu dreien.
Quabdrat: und Kubifmurzeln werden aus geovdneten algebraijden

Augbriiden ebenfo wie aud Jahlen audgejogen. 3. B.

T A BN TOhE e ge 3 8¢
J/ atat + daba? + 40+ 6ac + 25+ 25 — ot 20455
a2t
2 a s —|~» aba®
+ taba®
= ot 41
4 0%
: 9 . 12 be
2ax° 4 40 6ac + —;
P
12 be
bac + -
9 ¢*
o
9ct
it
Die geometrifdhe Darftellung von Jahlenwerten wie Y2, V3,

V5 ujw. it im  allgemeinen mit Bivfel und Lincal nidt bdurd:-
! o L "

fiifrbar.
[n dhnlicher Weife, wie bei den Quadratwurzeln, fann gezeiat

erdent, daf die Rubifmurzeln aud gangen Jahlen, bdie nuf}t fubif-

saflen find, Jrrationalzahlen fein miifien. So ijt 3. B. ylﬂ ebenfo

3 s » i : :

V100 eine Jrrationalzahl. Soll bei gangem pofitiven » bdie dritte
= - p -, - n . -

Wurzel aud 10" eine gange Zabhl jein, jo muP - eine gange Sabhl

fein. Entfpredjendes gilt von benm 4!, 5", n'*t Wurzeln.



Bujammenitellung ber wejentlidyjten Ergebnifje. R

©piter wird geseigt tverden daf, wenn n eine ganze Sabhl ijt,
im gangen » verjhiedene n'® Wurzeln aus jeder Sabhl exiftievem, Ddie
st ber hier Devechmeten einmen Wurzel in einfacder Beziehung jteben.
Dazu ift jedoch die Einfilihrung einer neuwen Art von Sahlen erforderlid.

Man fann die 4., 8., 16. Wurzel ausziehen, indem man ausd
der Quadratiourzel die Quabdrativurzel, aud bdiefer iwieber dbie Luadrat:
wurzel audzieht w. §. w. Die 6. Wurzel zieht man ang, indem man
aug der 3. Wurzel die Duadratiwurzel audzieht, die 9. Wurzel, inbem
man aud der KQubifiourzel die Kubifivurzel auszieht uji.

Fitr bie 5., 7, 11, Wurgel u. j. w. fonute man fid) die Redynungs-
jchemata ebenfalld aufjtellen, bdiefe twerben aber o umijtdndlich, dap
man andere, fpiter zu behandelnde Methoden vorzieht.]

Bufammenfiellung der wefentlidfien Eegebniffe iber Pro-
portionen, Gleidpugen, Potengen wnd Wuvseln.

Die Proportion a:b = ¢:d ijt eine richtige, wenn ad = be ijt.
Aus ihr folat:

1) (0 +b):(et+d=a:c=0b:d,
2) (a—b):(c—d)=a:c=0:d,
3) (a+b):(a—0b)=(c+ d):(c— 4d).

Multiplifation der entfpredhenden Glieder jweier Proporvtionen gibt
toieder eine ridhtige Propovtion. Dasfelbe gilt von der Divifion.
el b ¢

Mg — = — — oder a:b:e=a, :b,:¢ folat
TR TR 3 10186 T0IG

a4+ 0+ ¢ (1} b c

¢

al. -;}:-bl. _I_ cl‘ T ﬂl
Mug ax =1 folgt

:Im

b

a

e
gy =

Musd ax by = ¢ und a,z + b,y = ¢, folat
1% == 0 Y 1 {
bie— b
ab, —ab
Aus 22 4+ ax = b folgt
a JTaNE — a + Va*+ 4b
=t Y[ pr TS

!

ae, — a,¢

o S ab, — a, b :

LR

b
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m B o g1 . . 7
[# SR = '7 = g = iy .
, L i n "—1n3 N 7 3

)

; a\n a”
(a EJ ST .f;.” b:.r . ( ) - "
% ) 3 h ‘.TJ n 3

no— % " < l’ (1 n / 5 n —Y n P
}/(1 V{r_r = 'l,a' a F.l,' i ]r/ b g (‘l_z’u} = T a® :

Vb

m
Min

i = : qn, .
‘l/u == }f (1 ;f.’i-}“'l' == 1 ar.,

C. Sehranfgabe ver Unterjelunda.

I Gleidungen jweiten Guades.™)
97) AE Normalform der jhon behandelten Gleichung jiveiten
@rades biene jebt die folgemde:
1) i e o=l

Man faun fie folgendermapen umformen:

pDer

Nun [aft fid) aber bie Differeny zveier Quadrate in Swmme mal
Diffevens der Grunbzablen zerlegen, alfo ift jept

= {)

1

I—c = ‘j = l/ ({:]“_ b| - | — 5+ V (..;» )“__ b

Soll bas PRrodbuft zweier Grofen gleidh MNull fein, fo muf entweder
ber erfte Faftor, ober der zweite gleich Null fein. Sept man bie
eingefnen Rfammern gleich Null, o hat man givel Gleichungen erften
&rabes, aug denen fidh die beiben Ldfungen exgebent, namlid)

*) Diefes Rapitel fann aud) an den Schlnf der Qetranjgabe der Unterjefunda
geftellt werben, wenm ber Untervichtsbetrieb Dder Trigonometrie iwegen eine
frithere Einfithrung in die Lehre von ben Logarithmen erfordert.



[ Gleidungen zweiten Grabes. 239
( a /a2 a+ Va* — 4b
P DR s O
2) ! J
‘ a AT a— Ya* — 4%
=g = V-0 -

98) An Stelle de3 frither angewandien Kunjtgriffs ift aljo die
Cigenfdhaft jeded Ausbruds vom zweiten Grade gefreten, fid) in
jivei Faftoren evften Gradesd zerlegen zu lajjen [eine Faltorven:
serfegung, die in allgemeinerer Geftalt bei allen Gleidungen moglid) 1ft,
die x nur in Pofenzen mit gangen pofitiven Erponenten enthalten].

Adbdiert man die Werte der Lojungen (die jogenannten Wurzeln
per Gleidung), fo erhdlt man
3) r, 4+ x, = a;
multipliztert man bdbie Lojungsiverte, jo ergibt fidh

aa=[F +VE -] - VE -

[

ober
4) T T, = L.
Folglich gilt der Sah:
In der Gleidung
2 —ax 4+ b=0

ift per Roeffizient von — x gleid) dber Summe der Wurzeln,
pasd Glied ohne = gleidh dbem Produfte der Wurzeln.

99) Diefer merhoiirdige Sap ergibt fidh alg felbjtverjtandlich
auf folgendem Wege:

Die Gleichung (v — a) (# — b) = 0 ift offenbar erfitllt fiir
bie Werte ©, — a und x, = b, denn Dbei der Cinfebung eines jolden
with ber Dbetveffende Faftor gleidh Mull. Wultipliziert man nun bie
linfe Seite aud, fo ergibt fid):

2? — (a + b)x 4 ab = 0,

ber Roeffizient von — 2z ijt aljo wirflich die Summe ber Wurgeln, dag
jogenannte abjolute @lied (ohne z) gleid) dem Produfte der Wurzeln.

100) Man faun aljo leicht Gleidhungen aufjtellen, die gegebene
Wurzeln Haben follen. Sollen 3 B. die Wurzeln einer Gleidung

3 und 8 fein, jo lautet fic:

(x — 8)(xz — 8) =0,
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ober 2° —(3 -+ 8)a 4 3-8=0, ober o — 1llz 4 24 =0,
Sollen die Wurzeln — 3 und -+ 8 fein, jo lautet die Gleichung:

2 —(— 38+ 8)x+ (—3) (4 8) =0, ober 2* — 5r— 24 =0.

Die gewihnliche Anflojungdart beftdtigt die Ridhtigteit.

fa\

) : a 1/[a\2 : 7o
[101) Bei der Lbjung o = - | l/’ (5) — 0 fann nun der Fall
eintreten, bap b > (ﬂﬂ ift, jobap unter der Wurzel Negatives fteht.

Dann nennt man die Lojung der Gleihung eine imagindve (oder
unmiglide). Bisher namlich find und nur DVuadratwurzeln aud
pofitiven Sahlen entgegengetveten. Wi wuften 3. B., daf Y 49=-+7
war, Ddagegen fanuten wir bigher feine Jahl, bdie mit fich jelbit
multipliziert — 49 giebt, jobaB }/— 49 vorldufig als etwad Un:
miglides, al8 imagindr zu betracdhten ift. Jm Gegenjah dazu
heifen die bisher behandelten Bafhlen veelle Bahlen. Erjt m der
yweiten Halfte des adtzehuten Jahrhundertd tvagte man ed, diefe jo-
genannten unmiglichen Bahlen eingehender zu unterfuchen, wobei fich
bald jeigte, daf nur mit ibhrer Hilfe eine gewiffe Abrundung ded
mathematifchen Lehrgebiubed unbd ein iiberfichtlicher Ansban bdesdjelben
ermbglicht wourbe. Crft jest lernte man beweijen, dbap jede Gleidhung
ntt" @rabes » Wurzeln Daben muf, erft jebt tourde eine tifjen:
idaftlide Rartographie miglih ujw. Man febt 3. B. V' — 49
— /49 -V — 1 = -+ 7Y/ — 1 und begeichuet die Grofe 4} — 1
(al8 die imagindve Ginheit) mit i, jodaf J/— 49 = + 7-i ift,
allgemein V— a* =Va'V— 1 = +a-i. Femer ift (J— 1)°
= — 1, alfo #=—1 ufw. Bahlen von bder Form a - bi
werden fomplere Bafhlen genannt. Wir gehen auf diejen Gegenjtand
noch nicht ndher ein und evinnern nuy an folgendes:

Die Subtraftion jwang zur Cinjithrung bder negativen
Bahlen.

Die Divifion zwang zur Cinfiithrung der gebrodjenen Sahlen.

Bid bhierher veidhte dad Gebiet der rvationalen Bahlen.

Die Wurzeloudzichung jwang ur Cinfithrung der (unddit
algebraifhen) Jrrationalzabhlen

Big hierher reichte dad Gebiet der veellen Fahlen.

Die Wurzelangziehung zwingt aber aud) zur Cinfithrung der
imagindren Jahlen. Denn till man bden Begriff ded Rabizierens
gany allgemein auffaffen, fo muf unter der Wurzel aud) MNegatives
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gedadt werden fonuen. Die imagindven Sahlen, mit ben rveellen 3u-
jammengefest, geben bad Gebiet der tompleren Bahlen. Bu ihrer geo-
metrijden Darjtellung ift auj bder frither befprodhenen Gevaben, bdie
burd) die Rational= und Jrrationalzahlen (algebraifche und trangzenbente)
jtetig exfiillt ijt, fein Raum mehr vorhanden. Anf einer hoheren Stuje
joll gezeigt werben, daf man mit den fompleren Jahlen eine ganze Ebene
ftetig erfiillen fann. Diefe geometrifche Darftellungsiveife ift fiiv die Ent=
idelung der Mathematif von aufevordentlicher Bedeutung geworden.]

102) $Hat man eine Gleichung zweiten Grabed mit zwei ln-

befannten von der Form
ax® 4= byt 4+ exy +dex + ey 4+ f=0
und eine zweite Gleichung erften Grabes mit zwei Unbefannten von
ber Fovm
ax + by 4+ ¢ =0,

jo fann man y aud ber zweitey berechuen, den Wert in bie erjte
einfegenn und die jo entftehende Gfleihung ziveiten Grvaded aufldjen,
tad wei Werte flir = gibt. Jeber von Ddiefen, it Ddie iveite
Gleidhung eingefeit, ermbglidht die Bevedynung der beiben gugehovrigen
PWerte fiir .

Aud) zy ijt ald Ausdrud zweiten Grades zu betvachten.

Handelt e3 fih um zwei Gleichungen weiten Grades mit je
siwet Unbefannten, fo gibt die Cntfermung (Climination) von y im
allgemeinen eine Gleidjung vom vievten Grade, nur in bejonberen
SKillen fapt fich die Gleichung auf den zweiten Grad zuriidfiihren.

Wbungdmaterial findet fidh in den Wufgabenjammilungen.

IL Potempen mit negativen wnd gebvodjenen Erponenten.

T i
) L - e} 1
103) @5 ift = @"—", fobald m >n, unbd = —
/ a;,- = ] “u —_ T
L
. ; 9 S i 5
fobald n >m. Jft m =n, fo ijt — = ™", aljo Tann man, da
[Thicy
an =g
- =1 und m — m =0 ijt, jdreiben:
a
1) a’ = 1.

Sede Bahl, zur 0" Poteny erhoben, ift alfo gleidh 1. Diesd ijt
lediglidh) dDie Definition der Poteny mit dem CErpomenten Null,

Holymiiller, Elementarmathematif. L. 4. Wuil 16
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5 a’ # P A o
Demnad) it — = 2 alfo, wenn man die friihere ©dretb:

i : " a’ - 1 S eE
weife beibehdlt: — = Sl e = und ebenfo findet man
allgemein
1 1
2) T = — ) %= ——0
(1 b a

@ine Poteny mit negativem Erponenten joll demgemdp von jept ab
bedeutent Den umgefehrten Wert von der entjprecdhenden Poteny mut

pofitivem Gyponenten. Aud) died ift nur eine Tefinition.
it died feftgefebt, jo erqibt jid)
a— ™. at = =2 a* = a

i

1

1 — 1 — MR

== ([

b. . ber Gap fiir die Multiplifation von Potenen gleider Grund:

3afl gilt audy fiiv negative Erponenten,
Ebenjo 1t

a dai o1 1

e = = g m—n

n T n “_r.':_ +n

Sn gleider Weife Lkt fich seigen, dap alle fiir pofitive gange -
ponenten bewiefenen Sdbe aud) fiir negative Erponenten gelten, 3. B,

a-—- m '_(’.‘H
Spig — Sess = sl ¢ al
4 S u_. =1 J.; “_ m.o ., fy) g “. m _r:|l e S H._.l.i.l T rz’
4] [ Gy
w— T . X
I a fa\—m hixm . \

— T =T —1n -3 L e— p—— { —_—T — el i
a- - Tw=(ab) T, s (,b = (u) , (a=m)pr=ua ;
famNy—n —— g—mn (A= e MR
'L\ﬂ J o 4 : |:\ﬂ' ) T 3

- ¥ Tt . L = g . ™
104) Sn Abjdynitt 95 wurbe gezeigh, Daf Va*? = a? ijt, aljo,
= .y n .
vent man np = m, folglih p = = febt,
m

1) 'i/ :’z‘;’-‘ = ",

W . ; =
Dort war angenommen, daf ~ gang toar. Jebt wird feftgefett,
m

T 3 1 . . s 2
baf aud) banu, twenn - nidht gang ift, a® die »* Wurzel aus a™

bebeutert foll, jodbap Gleidhung 1) aud) dann fortbejteht. o ijt 5 B.
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s 3 v ."-. : 4
a® =Va® o® =V’ Dann fann der Grponent aud) negativ umd

gebrodjen fein, 3. B. it
- 1 1 V1 ST B
B oaitts S e g LT —
T} = = —u—_——]/{—{-—}/u
5 Vet Va
(i1

Die frithere Gleidung (Abjhnitt 95, Nr. 7) Varr = VaP lafit

fih bann fdjreiben a”? = «?, fodaB der qebrodene Grpoment er-

weitert oder gefiirgt werben fann, ofne daff der Potenzwert fidh
dnbert.

Aud) ver Safy itber die Multiplifation von Potenzen gleider
Grundzabl bleibt beftehen, denn

mop

B ] g y—— Ty g —
tt n ¥ L — "[,-r ”m -lf/’ff.‘” e l],‘/ﬂ?ﬁ q* 1/'”;1 L— '{;"rr.i_;nf‘.l {.{‘H " _._._qu”_m q -|" np

mg—np mo, o
' i
= q nq — gn g

Alfo gelten, wie frither, die Sipe:

il B m i i
a® g =qag" 9,
i b i P
B s Bt q
a*iad il 7

I i

i

ar-hr = fu.f::i”-,

m

.{_};-bu —_— g n
{ . b /

( e\ p mn
" ,J = g™

r
‘.'-' (] ‘.'.r
K N T (7]
1 il -
= m P
at:oa § =— 7 1 )
ujin.,

jodaf jamtlidje fiiv Lotengen mit gangen pofitiven Epponenten be-

wiejenen Sdbe aud) fiir negative und gebrochene Erponenten un-
befdrdntie Geltung Haben.

16*
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[T11. Mie gemeinen oder Briggifdyen Logarithmen.
1
105) Aus a = b™ folgt b=a". €8 fragt jid), ob man aus dev
erfteren ®leichung nicht nur b, joubern ftatt dejjen aud) m beredynen
fant. TWiv bejchranfen und vorliufig auf die Grundzahl 10 und jepen
folgendes feft: Jjt 10 = ¢, jo nennt man o ben gemeinen¥)
pber Briggijdhen Logarithmus von «, gejdrieben lgaj a Deift
ver Numerud jum Logarithmusd .
Afjo 1) aud 10* =a folgt « = lga
Sn Worten: Der gemeine Logarvithmus etner Bahl a ift
per Grponent, mit dem man dbie Grundzahl 10 potenzieven
mup, um jene Jahl zu erhalten

106) ©o ijt 3. B.

10 =1, folglich 0=1g1
W —1 folglid) 1 = lg 10
10* = 100, folglic 9=—12100
10° = 1000, folglid) 3 = 1g 1000
&benijo
et e S Falalt = = |er
10—!'= , = 0,1 folglid i
10~ = . =001, folglij — 2 =1g0,01
10—% = = 0,001, folglig — 3 =130,001

Die Logarithmen der Potenzenw von 10 mit pofitiven gangen
und negativen gangen Erponenten jind alfo leicht zu finden.

107) Man fann aud) getviffe andere Logavithmen begi. Numerus
leicht Deftimmen. €& it 3 B.
1
10* =710 — 3,1622 - - -,
folglidy it

22 -«

(o1

= 0,5 = lg 3,1

o r

) Qogarithmen mit anderen Grundzafhlen werben jpiter betannt gegeben
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Ferner it

3 e
10 =10 ' ? = 10-1/10 — 31,622 - -,
folglich
2 e 18 = 1081600
Ebenfo;
b S 1
102 = 10 2 = 100 Vl('j = 316,22 - - -,
folglich
P — 25 —1g316,22
. e 1 3 1 5 1
Jifulich fann man fiix 108, 10%, 104, 10*%, 10°, 10°, 108,

10"‘*, 108, 108 u. j. w. und ihre 10-fachen, 100-fachen, 1000-fachen
MWerte und fitv die umgefehrien Werte aller diefer Jabhlen bdie loga-
rithmifchen Folgerungen ziehen.

Sdjon fo erfennt man bdie Miglichfeit, fiir ganze Reihen von
Bablen fejtzujtellen, von tweldjen andeven Bablen fie die Logarithmen
jind, man ecfennt die Moglichteit logarithmifder Tabellen,
ber fogenannten Qogavithmentafeln, obwohl diefe auj anbderem
Wege bevechnet worben find. Sdjaltet man die neugefunvenen Be-
siehungen an geeigueter Stelle in die Tabelle unter 106) ein, fo er:
fennt man folgenpes:

Die Logavithmen pofitiver einjtelliger Bahlen beginnen mit O,

7 % y  stoeiftelliger i n 1
5 7 w - breiftelliger. i ki
- 3 - bierjtelliger g 5oy
(] " " i'iiitﬂiitgff " ' 1 (” o T)‘

Die Logarithmen echter Briidhe jind negativ, und jwar gilt folgendes:

Qiegt bie Babl ztvifdh. 0u.0,1, fo Legt der Logarithmus zwifd.0 u. — 1,
0,11.0,01 a—1um—2

" I (1l I P Fr i I rr
2o e S (e ,— 21— 8,
uj.

[108) Oben twaven zu gewifjen Logarithmen bdie Jtumerus be-
vechnet; umgetehrt fann gefragt werden, wie man zu einem Numerud
ben Qogarithmug findet. Die Miglichleit dagu joll an einem BVeijpiele
nadhgeiviefen werden.




)
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[Nufgabe. 2 aus der Gleihung 10” = 2 su bevedynen, d. §. den
Qogarithmud der Jahl 2 aufzufinden.
Aufldjung. 2 liegt zwijen 10° = 1 und 10* = 10, affo it

10° < (107 = 2) < 10!, folghd) ift O<z <1

’

pavaus folgen (duvd) wiederholted Quadrieven bed in der Klammer
Gtefhenden) die ,Ungleichungen”

10° < (10%® = 4) < 10" ilglih 0<22 <1 umd 0 < e < L
10 = (10% —16}<107 folglid) 1 <<4ax < 2 und 1 <y < 1
10° < (10%= = 256)<10° jolghd) 2 <8x << 3 und _9: e e 3
10* < (10167 = 65536) < 10° folglich 4 <162<T 5 und :G < “

So fortfahrend fann man = jtwijden engere und engere Grenzen einz
fchliefen, diefe in Dezimalbriichen darftellen und durd) die Bergleidung
ber jufammengehirigen Werte evfennen, bid auf wie viele Stellen
man den Wert von lg 2 gefunden hat. Oben it erft gegeigt, daf
sifchen 0,25 und 0,312 liegt, und e bdauert emlid) lange,
big¢ man geseigt Hat, daB lg 2 = 0,3010300 ijt. (WMan berechnet
jest bie Qogarithmen auf befferem Wege weit jdneller mit groger
Genanigfeit.)
Sind m und n ganze Bablen und ift m >n, jo gibt

10* nur damn eine ganze Sahl, und war eine Poteny von 10 mit
ganzem Grpomentert, wenn » in m ohne Reft aufgeht. Jjt lepteres

™m
nicht der Fall, fo ift 107 = 110™ eine Srrationalzahl (gl 2Ab-
jbuitt 85 und 96). Geht man aljo 10* = a, und ijt « eine ganze
Babl, aber feine Poteny von 10 mit ganzem pofitiven CErponenten,
fo muB x irrational jein. (Denn twive = gebrodjen rvational, aljo

gleidy :T jo ware ¥/10™ = a ircational) Folglich) find bdie ge-

meinen Logarithmen aller gangen Bablen, die nicht Potenjen von 10
mit gangem pofitiven Cpponenten find, Jrrationalzahlen. Die BVe-
beutung der Jrrationalzafhlen wird alfo durd) die Einfithrung der
Qogarithmen gany echeblich gejteigert. Sie bilden aud) hier fiir das
praftijhe Rechnen bie Regel, die Rationalzahlen dagegen eine ver-
jhwindende Wusnabhme.

it ber Qogavithmus einer bofitiven veellen Bahl iweber gang,
nody rational, nod) algebraifd) ivvational, fo Dandelt es fid) um
eine trandzendente Jrvrvationalitdt, b §h. um eine joldhe, die
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iiber dad Gebiet der algebraijden Bahlen Hinausdgeht und jo eine
newe Bahlenivelt erdifuet.]

Sn den meiften Qogarithmentafeln befindet ficdh) eine niveifung
sum Aufjdhlagen ded su einem Numerud gehodrvigen Logavithmus und
bed zu einem SLogarithmus gehovigen Tnmerus.

Wir befchranfen und auf die Logavithmen pofitiver Habhlen.
[Die Logarithmen von negativen Bahlen fommen in den oben ab:
geleiteten Tabellen nicht vor. Der Grunbd ergibt ficd) fofort.]

109) Die Grundformeln fir baz Rednen mit Loga:

rithmen.

Sit o« =1ga, fjo folgt 10* = H‘l L
it g=I1gb, fo jolgt 107 = I-Jr )
aljo  durh Multiplifation 10%- 107 =ab oder 10*T7 = ab

1
folglich ift o« 4 B =lg(ab) oder lga -+ lgb = Ig(ab). Merke

'_].l l!L_"; I;f{.l’,u.] —= E!' It _I_. 13.- I."Jr
p.5.: Der Logarithmus eined Produftes ift gleich) der Summe
ber Qogarvithmen®), lg(abe...) =Ilga + 1gb + lge 4 - - -

, :
Reael. Man logarithmiert ein Vroduft, indem man die
! g ) : '
Qogarithmen der einzelnen Faftoren abddiert
g ) 0 =
Dagegern Hitte man durd) Divijion aud den Gleichungen 1) exhalten
10% f..s o & e i ; a
= —. pber 10%*~ P =, 0. b ¢« —f=lg-
]U'J fJ flr 2 ! ot f!
poer
loa — 1gh = lg f
Pean merke:
: Ry | S
3) log— =loa — lgb,
g =] b i =)
D. h.: Der Logarithmusd eines Brudes ift der Logarithmus
ped 3ahlers verminberf um den ded Nenners.

#) Um zu fehen, wie e3 mit den Xogarithmen negativer Jahlen jteht,
wihle man fiiv den Faftor — 1 die pojitive Schreibweife 4 % Da 3. B.
(— 10) = 44 - 10 ijt, jo folgt, wenn man dad Multiplifationdgejels gelten
(Gft, lg(—10) =lgi+lgi+lg10=21gi+ 1, aljo lg(—10) =1 } 21g¢
= 1-+2lgy— 1. Ulgemein: lg(—a) = lga + 21gi. So erfennut
man, daf bie Qogarithmen negativer veeller Jahlen nur dburch die imagindven
Bablen erflart werden fonnen, worauf wir hier nidht cingehen. Wieberum
seigt fich), baf man bie imagindven Grdfen notvendig einfithren mufpy, wenn
man bic mathematijdhenn Operationen gang allgemein auffaffen twill.
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Regel. WVan l[ogarithmiert einen Brud), indem man
pom Logarithmus ded Zahlerd denm ded Nennersd fubtrahiert.

St e=1lga, jo folgt 10* = a, und, wenn mnan [infs und
recd)td sur »1** Poteny erhebt, (10%)* = a”, 0. §. 10** = a* Ffolglich
na = lga® ober nlga = lg(a®). Man merfe:

4) Ig (a*) = nlga,

0. h: Der Logarithmusd einer Potenz ift das Produft aus
pem Crponenten und dem Logarithmus ber Grundzahl,

Regel. Man logavithmiert eine Potenz, indem man
pen Logarithmus ber Grundzahl mit dem CErponenten
multipliziert.

3t e =lga, fo folgt 10 = @, und, twenn man beiberfeitd bie
n'® Wurzel audzieht, 1e 104 = ':i/r:; pber 107" = :i-«"rr, aljo :i = lg Va
ober 1 lga = lg}a. Man merke:

T

n 1
,\} lL’.’ V” g = T2 Iga,

o

b.h.: Der Logarithmud einer Wurzel ift der Quotient aus
bem Sogarithmus des NRabdifanden und dem Wurgeley:-
ponenten.

Regel. Man logarithmiert eine Wurzel, indem man
ben Pogarithmus bdes Rabdifanden bdurd den Wurzelex-
ponenten dividiert.

110) Diefe Fovmeln fithren in Lerbindung mit den Logarithmen:
tafeln auf gany auBerordentlidhe MRedjenerleidhterungen, ivozu
einige Beijpiele gegeben fein migen (fiinfjtellige Logarvithmen). Be-
jonders bas ugzichen bhoherer Wurzeln wird ermoglicht bezw. ex:

. . =+ ! - SR ] -
leidhtert; 3. B. it lgye = +lga = 0,21g«, Wwozu der Numerus

1
5 18 )
5

aufauichlagen ift, wenn man Va erhalten till.

51,268" . 5,78213 2,08
Nufgabe, ——: - ober
: V172,45 - 0,98216 ¢-d
we al*? = -
Nuflojung. lg —— = [2lga - 3lgt] — | lge 4+ lgd
“Ve-d i L -
lga = 1,70980 2lga = 3,41960
lgb = 0,76209 3lgb = 2,28627
lg des Fahlers: lg Z = 5,70587
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lg c = 2,88787 - lge = 1,44394
lgd = 0,99218 — 1

lg Ded Mennerd: 1g N = 1,43612
Z 5 T QRO TH
lgf = lgZ — lg N = 426975

L 18610
N ).

Bemerfung, Wit Hilfe dber Logarithmen verwandelt man dad
Multiplizieren in Abbievenr, dad Dividieren in Subtrabieren, dad
Potengieren in Multiplizieren, dag Wurzelaudziehen in Dividieren.
Dagegen find die Logavithmen nidt braudhbar jiiv die BVereinfachung
ber bdition und Subtvaftion (man miigte denn durd)y Abjonberung
gemeinjdaftlicher Faftoven ober bdburd) jonjtige Berlegung in Probufte,
5. B, a* — b = (a + ) (¢ — b), Borteile finden). Die negativen
Qogarithmen {dreibt man pofitiv, zieht jeboch von dem Dezimalbruch
(Mantiffe) die gangzahlige Chavatterijtif (Kennziffer) ab. So war
im vorigen Beijpiele lgd = 0,99218 — 1, wad bdasfelbe 1jt wie
— 0,000782.

Sind Wurzeln aus echten Briihen ausdzuziehen, 3. B. } 0,98216, fo
it nad) obigem Dder Logavithmud durd) den L,l_pumntut 3u blm‘mu—‘-n,
und Ddabei fannm Ddie abjuziehende Kennziffer, bdie mit zu Ddibidieren
ijt, eine gebrochene Bahl tverben, wasd nicht mehr in dag gebriuchliche
Recdjenjdjema pakt. Wm died zu vevmeiden, vermebhrt man den Loga-
vithmud und die abjuziehende Kemnziffer um bdiejelbe Bahl, und 3ivar
fo, baB jene Divifion aufgeht. So toird im lepten Beijpiele ge-
jhrieben lgd = 2,99218 — 3, jodaf l lgd =0,99739 — 1 ird.
Demuach i

ag

4,
y0,98216 = 0,99401.

111) Aber nidht nurx ﬂh‘rffcm‘rh’idﬁerutlgt‘n finben ftatt, jondern
ed werden aud) gang neue Gebiete erdffnet, 3. B. bad der Exponential-
gleidungen, bei bemen die Unbefannte tn einem Crponenten fjtehi.

Nufgabe. = qud der Gleidung 2% = 3 ju berechnen.

‘Huiﬁiimtg. lg(2%) = 1g 3, folglih «lg2 =1g3, folglid

1;
Z == l'Lz und lga = 1g(lg3) — Ig(lg2). Mun ift:
lg 3 = 047712, alip lg(lg3) = 0,67863 — 1

lge = 1g(lg3) — lg(lg2) =

3 3) :
lg 2 = 0,30103, aljo 1lg(lg2) = 0,47861 — 1

folglidh = = 1,56850.
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Aufgabe. LT

I

Uuflojung. zlga 4 221gb =lge, z(lga + 21gd) = Igc

o et

R Y
Auf der Lsbarfeit der Erponentialgleichungen beruht 3. B. bie
Lisbarfeit getviffer Wufgaben bder Binjedzind- und NRentenvednung.
Qest joll mur auf die erftere eingegangen werden.

112) Binjedzinsrednung.
&3 fei ¢ ein Deftimmted Anfangstapital, welded zu eimem ge-
wifjert Lrozentjah » zindbar angelegt wird. Da mun 100 Wart

- ; vom ¥ ; 5 o { . v -
jabrlich p Mart Finjen geben, eine Mart aljo 1¢m Mart gibt, jo geben

¢ Mart ¢ lgo Marf, und nach einem Jahre erhdlt man durd) Jins:

ep

- ; : : i sy jl :
sujdlag ¢ 4 50 Mart als ein neued Kapital ¢, = r."(l + —“(——) Dad

100/ °

vergriperte Rapital verroanbelt fich int jivetten Fahre tn ¢, = ¢ (] -+ 1‘;{-’-)
—e(1 —+ 2 T’ nach einem weiteren Jahre exhilt man f’..={:(l -} 4 )i
\ 100/ ! : ; g \ 100/
Sennt man aljo dad Sdluptapital %, jo bat man nad) » Sabhren,
wennt man den Prozentjab mit dem faufmdnnijhen Beicdhen Y/, und

die Rlammer mit ¢ begeichnet:

1) ;A {_'1 L 1:.‘“,"{',‘}" Py
rolglich : x
3) lgk=1gc + nlg (_l - u]r:‘))

affo zur BVerechuung ded Wnfangsfapitald bei gegebenem Endfapital

I

lge 4 nlgq,

3.\! lge=1gk — nlg [1 - ITIU] =lgk —nlgg.
Bur BVerednung ded Progentjabed hat man unddit » lg(l - u)
= lgk — lge, ober
3 o/, 1 ”
4) lgg==1g (I -+ sz) ==A{lgk —1Ig ¢).

Bezeichret man den Mumerns, der zur vedhten Seite gehort, al3

v (k=g

\

fo ergibt fig (1 + %) = ¥(EEE), afjo

i Tt \ I 100, n

. pres ol hor = o .
% nf = e [ 2 S— = N—1].
4%) /o = 100| X ( = ) 1| = 100 [N — 1]
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Die Beredhnung der Anzahl der Jahre beruht auf der Erponential-
glethung 1) und erfolgt, twie fich aud 2) ergibt, nacd) der Fovmel

z lekh —lge g & lz e
L :I ,‘f.’ = : { ar Y = = o --F
Y 8 T i lgg
o \ 100
aljo
5%) lgn=Ig[lgk—Ilgec] —1glg (14 :?:) =lg[lgk —1gc]|—Ilglgy.

Diefe lehte Lojung gilt nur fiiv gange Jahlen n, da der Bins-
sujhlag nicht mitten im Jabhre, Jondern nur am Jahres{dlup erfolgt.
Der etmaige Jeititberihup iviicde alfo eine bejondere BVereinbarung

notig machen.

113) Werben bdie Binfen Halbjahrlich zum Kapital gejdhlagen,
jo hat man Sie doppelte Wnzahl der Termine, aljo bei n Jahren
2n Termine, fiir diefe aber den Halben Prozentjah. Died gibt fiiv
n Jahre die Grundformel

e (14 2y

300 /

aud Dder die anderen bdurd) Logavithmierung ufw. abjuleiten fjind.
Bei monatlihem JBindzujdlag erhilt man ebenjo

= (. o5 \12n
) == {] 5 lzw}) !
affo bet jabrlich m=maligem Bindzujdlag

S s 32 "JJ’rI it n‘
b) H==( (1 - iUl}m)

Beijpiele zur Binjedzindredhnung finden fidh in ben Aufgaben-
jammiungen. Sie beziehen fih aud) auf die Junahme bder Bevolfe-
rung von Stiabdten und Staaten, auf die Entwidlung der Verfehrs-
verfdltnifie, 3 B. auf die Junahme der jahrlichen Fradtmengen unfere
@ifenbabhnen, desd Holzbeftanded von Waldungen u. dgl.

MWird der Prozentjab ald mnegativ angenommen, gebht aljo bdie
Grundformel itber in

K = (\1 =i ]UlJ_-) = "';:l.']f

jo bandelt e3 fich 3 B. um eine aflmibhliche Abnahme des Anjangs-
fapitals, bie jebodh niemald ganz zu Cnde geht. Man fann
g = (1 — %) alé den Verminbevungsfattor begeichnen.

Die praftifd) toichtigite nmmwendung der Logarithmenlehre finvet
fiir bie Sdule in dem Gebiete ber Trigonometrie jtatt.
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Bweite Abteilung: Arithmetit.

Bulammenfiellung der widgtigiten Ergebuiffe.

Gileidyungen.
Mg 2® — az + b = 0 folgt

- TR a\? ].u—ih
a .1, =3 1/ 2) 2 - -
Dabet it =, + =, g% ety =
alfo gefchricben erben:

& — (24 JJ\ &+

Potengen.

@it =1 o "=— Va

== (I a
i

Die Gleichung fann

Xifir negative und gebrodjene Crponenten gelten bdiefelben Ge-

fepe, mwie fitr pofitive und ganze.

Logarithmen.
it 10° =a, o ijft «a = lga.
’ 5 £
lg (ab) = lga + lg b; lg; = lga — lgb.
. n o, 1
lg(a" ) = nlga; lgya= —lga.

Binjeszing - Redynung.
E=2¢ (-_[ -‘5-' : ])R: cq®,

100

\ n r
% = 100| N kl = BE) - 100 [N — 1]
. i _lgk—lge
g o =
gn=Ilg[lgk —lge¢] —lglg (1 + ;%) =1lg[lgk — lgc] — Ig]
E=c (14 5R)" h=c(t 4 )™ =14 )"
b



Sritte - Abtetlung
Trigonometfrie.

Qefranfgebe der Unterjefunda.

I. Mie frigonometrifdien Funktionen am redyfwinkligen
Mreiedh.

1) Unter Trigonometvie (Dreieddmeptunit) verjteht man Die
Berechnung von Dreiecen aud drei gur Bevedynung geeigneten Stiiden.
Goldhe Beredhnungen fanden jhon in bder Geometrie ftatt. Sie bes
icheintten jich aber auj die Veftimmung von Seiten und Flachen,
fodfhrend Wintel nur infoweit jur Beredhnung famen, ald fie, tvie
oie Winfel 60° 30° 45° 36° u. {. . geometrijd fonftruiert werden
fonten. Auch waven die gegebenen Stitde in der HRegel nur Seiten
und Fladen, mue augnahmsiveije fonftruierbarve Winfel. Sdjon Ddie
QandmeRfunit beanfprud)t volle Befreiung von jenen Einjdrantungen.
Sie verfangt die Bevedhnung ded Dreiedd mit Hilfe beliebiger
MWintel und die BVerechnung beliebiger Winfel aus gegebenen Stiidern.
Das Biel der Trigonometrie bejteht zuniichit davin, jene Schranfen
aufgufeben. Bu diefem Biwede ift ed nbtig, stvijden den Setten
und Winfeln beftimmte Bezichungen aufzujtellen.

2) MNacdh der Uhnlidfeitslehre Haben redtwintlige Dreiede
biefelben Wintel, Jobald fie in einem Seitenverhilinis iibereinjtimmen.
Aus dem Ceitenverhiltnid alfo miiffen fich die fpiben Winfel be-
frimmen faffen; umgefehrt folgen aus den Winfeln die Seitenverhiltnifje

(4] -

Sit 3. 3. in Fig. 131 ==, o it o == 45% it =
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jo ift @ = 60° B = 30", denn e3 Handelt jich um die Haljte einesd
gleichjeitigen Dreied3, u. j. w.
Soldjer Seitenverhilinifje find fed)d miglich,

Sig. 181, e : o & ke b
Fig 18L. B Sy und ihre Umtehrungen =
G & 4 r

bl u

._ f’-i Nur mit dben Drei erftgenannten braudht man fid)
/ | su Defdhdftigen, die Cinridhtung ber Logavithmen:
|

: - b
tafe(n macht ed aber zwedmdpig, aud ., Devan:
|“  sugiehen.
/ | Die bier Dbezeichneten Seitenverhalinijfe bHat
: man mit dem Winfel o folgendermafen in Be:
| iehung gejebt:

e e a

g Man bezeichnet 5 a8 penn Sinug bed Win-
b GRS D e s o e e =
fel3 «, 5 ald ben Rojinud bdesjelben, i ald bie Tangente bes-

jetber, :, alg feine Sotangente.®)
Man jdreibt abgekiirat:

: T b a
sine = —, cose = —, tane = o,
. c bh!

b

cotax =

Sn Worten: Jm redtwintligen Dreied ift

der ©Sinug eined Winteld dad Verhdltnid der Gegenfathete zur
Hippotenuie,

per Rofinusd eines Winfeld das Werhdltnid der anliegenben
fathete zur Hypotenuje,

bie Tangente eined Winfeld dag Verhilinis bder Gegenfathete
sur anliegenden Kathete,

pie Rotangente ened Winfeld dad BVerhiltnid bder anliegenden
Rathete jur Gegentathete.

Weil biefe vier Verhiltniffe bon der Grofe der Winfel abhingig
find, bezeidhnet man fie al8 Funftionen der Dreieddwinfel ober
al3 bie trigonometrifdhen ober goniometrijden Funftiomen.

*) Die Juver hatten fiir die halbe Sehne dad Wort dschyld oder dschiva.
Die Araber iibernahmen e3 al8 dschiba. Wurden die BVofale nicht gejdrieben,
jo fonnte man lefen dschaib, wad Bujen, Herz, Tajde bebentet. Die faljde
Qesart biirgerte fich ein, und jo wurbe bie Uberfebung sinus (burd) Gerhard
bon Cremona) Herbeigefithrt. — Die iibrigen Worte werden jpdter gelegentlid)

G : o T RS e e =e=k
exldutert, Die Verhdltniffe ~ = Sefante bon o, und — Rofefante bon «

: b
find fiir die Sdulzwede fiberfliijfig.
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3) Beijpiele. Fiiv a=10 ift 9Ce= 45", und babei ift
E=a 4 b =24 alfo c=a}/2 =10)2, afjo:

: ~ o 1 o > o
sin 45° = - - = =) — — /0,5 = cos 45°;
a V2 yz & g
_ (4] e i
tan 45" = — =1, cot45’ = — = 1.
[ (i §
’ " ai
Sm gleidyjeitigen Dreie mit Seite o ift die Hohe 1 = ]/ a* — 1

:V; a* = fi V3. Demnady ift in dbem durd) diefe PHihe ab-
gefdnittenen redjtivinfligen Dreied:

—1/3 -
SE h 2} T /8 e .
B0 o =i Vs =V = 10,75 = cos 30°,
a
2 () 2 1 = an0
cos bl)” = = = sin a7,
{1 E
24
3
h o b ;
tan 60" = =2 = }/3 = cot 30°,
o i
2 2
(1]
2 1

cot 600 = —— =
e
V3

I

/L = tan 30°.

Xdallt man ferner Dbei einem fonjtruierbarven Bentriwvinfel vom
Bentrum aud bas Lot auf die Sehne, fo entjtehen vedhtwintlige Dreiede,
beren Winfelfunftionen man bHeveduen fann.  Jjt 3 B. » der Radiud

bes Kreifes, fo ijt bie Seite ded regelmdafigen Behneds S @5 —1

bie Dalbe Seite alfo ; (V5 — 1), folglidh:

9% 3
4 (l = l,}r V5—1

cos 72 = = = = gin 18° ujin,
5 ;

Nady Art von Abjdnitt 308 der Geometrie famn man ftetd vechnend
su dent Halben Winteln iibergehen.

©o erfennt man die Miglidfeit von Tabellen fiiv die Funitionen
ber Wintel von 0° bid 90° und von Tabellen ber Logarithmen ber trigo-
nometrijchen Funftionen. Dad Aufidlagen der Funttionen (beziv, ihrer
Qogarithmen) zu gegebenen Winfeln ift su itben, ebenjo dad Aufjhlagen
ber Winfel u gegebenen Funftiondtverfen (bejw. ihren Logarithmen).
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4) Aufgabe a) Cin vechtivintliged Dveied Habe die Hypotenufe
c = 12 und bie Rathete « = 7. Wie qrof find jeine Winkel?

Nuflojung. sine =, aljo lgsine =1g,, =1g7 — lg12.

lg 7 =0,84510
lg12 = 1,07918
lgsing = 1g7 — 1g 12 = 9,76592 — 10%)
folglidy <% o= 35%41" 10"
X B = 54" 18" 50",

ufgabe b) Cin vechtivintliged Dreied Habe die Katheten « =15
und b = 8. Wie grop find die Winkel?
Aufldjung. tane — =, lgtane = 1g15 — Ig8.

g/
lg15 =1,17609
lg & = 0,50309
lgtan ¢ = 1g 15 — 1g 8 = 0,27300
folglidy X o= 61°55" 40"

X =28" 4'20".

Nufgabe c) Cin redhtwinfliges Dreted Habe die Hypotenuje 13

und den Winkel « = 35° 20" 107, Wie grof find bdie Seiten a
und b und ver Jnbalt £'2

We @ : i ‘ ; b "

Anflojung. : = gine, folgli) a = c-sine, : = cos e, alfo

b=ccosa (aud) b = V¢ — a®> =V (c+- a) (¢ — a) fann angewandt
: ab =
wetden). F =" UAlfo:

-

lga=Ilge+ lgsine, lgb=Ilgc+}lgeose, lgF=Ilga-1gb—I1g2.

lge = 1,11394 lgc = 1,11394
lgsing = 9,76221 — 10 lgcose — 9,91157 — 10
lga — 0,87615 lgh = 1,02551
a = 17,5188 b = 10,605

lga = 0,87615
lgb = 1,02551
lga + lgb = 1,90166
lg 2 = 0,30103
lg F = 1,60063

F = 39,869.

*, Sn den Tabellen ijt ftatt 0,..... — 1 jtetd gefept 9,....— 10, ftatt
¢ [ — 2 ftetd 8,... — 10, ftatt 0,...—3 ftetd 7,...— 10 u. | t0.
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Hufgabe d)  Ju einer Stadt, die unter 51° 30" nordlicher Breite
liegt, judt jemand bei Nadht eine Stellung auf, bei ber ihm bdie
©pite eines Domturms genau den Polavitern verdedt. Wie hHod)
it bie Spike iiber Dem Wuge ded Beobadhters, toenn jeine Horizontale
Gutfernung von der Mitte ded Turmed 120 m Dbetrigt?

uflojung. Unter bder genannten Breite fteht der Polarftern
51° 80" fiber bem Horizonte. €8 it alfo ]_JZ'U == tan 51 30', b b
J-= 120 tan 51% 30"

lg e — 2,07918
lg tane = 0,09939

lgh = 2,17857

h = 150,86 m.

Aufgabe e) Wie viele Meilen (bezto. Kilometer) betragt Dder
Umfang des 50. Pavallelfreijes der Crdfugel, wenn der Radiug bdev
Grbe 3u 860 Metlen angenommen wird? (Geogr. Meile = 7420,44 km.)

Nuflojung. Bieht man von einem Puntte desd TPavallelfreifes
aud einen Grovadiug » und ein Lot o nady der Erdadyfe, fo entfteht
ein redjtvintliged Dreied mit dem Winkel (90° — 50°) bei dem Erd-
sentrum.  Alfo wird o = 7 sin 40" = r cos 50°. Der gejudhte Umfang
ift u=20m=2rmcos50". Alfo lgu=I1g2+lgr-+lgm-lgcos50";

Igr — 2,93450
lg = 0,49715

I

lg cos 50" 9,80807 — 10
3,64075

34734 Meilen.

lg 1

I

(1

5) Bwijden den Funftionen Deftehen einfade Beziehungen, die
{ogenannten goniometrijden (ber Winfelmefjung entjpringenden)
Bejiehungen.

Bildet man die Funttionen der fpigen Winfel ¢ und f = 90" — «
eined vechtwinfligen Drveieds, jo ergibt {ich folgendes:

1) sin (90° — @) = cose, tan(90° — &) = cot,

in Worten: Der Kojinud eines Winfels ift gleidh dem Sinud feinesd
Somplementivinfels; die Kotangente eines Wintels it gleid) ber Tangente
feinesd Somplementwinfe(s. Bufammengefapt: Die Kofjunftionen eined
Winfeld find gleih den Funftionen ded Komplementwintels. (Kofinus
Hetfit alfo des Komplementes Sinus, fodaf es fidh um eine abgeliivyte
Sdyreibiveife hanbelt.)

Holgmitller, Elementarmathematil. I. 4. Wujl 17
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Deshald Haben die Logarithmentafeln nur die Winfel von 0°
big 45" nitig. —

6) Ferner ift

3 - sin o . COS
2) tanoe = ——, Ccota = — 7
s cOS o 21N &
[
gin « c a
Denn = — = — = ftana,
Coso b ]
C
b
COS & C J
—_— == —— —— OO [,_rJ
sin «o “ a
c
voraué nod) folgt
o 1
3) eob o — - .
: tan o

(Folglich ift lgeote =I1gl —Ilgtane = 0—Ilglane=—Ilgtane,
was in ben Tafeln zu vergleihen ift. So ift 3 B. lg tan 18°
= 951178 — 10 = — 0,48822 = — Igcot 187, Die ‘Tabelle der
Sotangenten ijt aljo leidht ausd der der Tangenten abjuleiten, telde
ijrexjeits aud lgtan ¢ = lgsine — lgcosa hervorgeht.)

7) Gine weitere Fovmel ift:

4) sino 4+ cos*a=1.
5 : a b
Beineis, gin = —, CoOS@=——
' G
S 5 5 ' b*  a*+4 u* ¢
folalih sin*a 4 cos*a = 5 + 5 = — = =],
; c” - G c”
Solgerungen darans jnd
b cose = /1 — sin«e, sine=}1— cos®e.
(Aug cose =1]1 — sin*a ergibt fich, tvie man aud Der

logarithmifchen Sinustabelle bie der Rofinus bevedmen famn. Man
fennt DHiernach und nad) obigem jamtliche Funitionen aller Winkel
atijdjen 0° und 90° twenn man mir die Sinusd von 0° bis 4 5Y fennt.)

8) Qft im vehtwinfligen Dreied die Rathete a von der Linge

il

Mull, fo ift aud) <<« =0, undb ed ergibt jih sin 0° = — =0,

i = > ) Fl : 0 2

und, dba b und ¢ aujeinander fallen, cos0’'=—=;=1,tan0"= 5 0,
Y L ¥ /

b B : g RN =g

cot 00 = — = oo (unendlich grof). Fiix den Komplementtvinfel 90°

0
folgt: sin90% =1, c¢0s90° =0, tan90’ = o0, cot 90" = 0.
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9) Sn Figur 132 fei ber Radbiudg MB =1, damn ijt
AB AB

= AB. Deshalb heift AB die Sinusdlinte

G

filr ben Winfel « (Die IMapzalhl

ifrer Linge ftimmt dtberein mit bem Blisy -

Sahlenwerte des Sinus.) Gbenfo ift T —~_ &

cos ¢ = ﬁ 1; = "”1"1- — M A, und M A | \r\/"'??'/

heifit die Rofinuslinie. Diefe ift | =N

affo die Projeftion des Sdjenfels | oo~

MB =1 auf ben Sdenfel MC. =% ——~-__}—'c'

- i AB cD CD g

Ferner 1jt tan @ = WA — MO — 1

— ('D, bafer heift OD die Tangentenlinie. (Cigentlid) ftammt

umgefefrt der Name der Funftion tan « daber, baf CD ecine RKreis-
T e M A rE rE o

tangente 1t.) Enbdlicy ift nod) cote = T T e e FE:

21N o

-

FE feift die Qotangentenlinie, und ift zugleich die Tangenten:
finte fiiv den Komblementwinfel.

10) An der Fiqur erfennt man folgenbed:

Wachit der Winfel von 0° big 90°, fo wddijt der Smus von
0 bi3 1 und die Tangente von O big co, dagegen nimmt der Kofinus
ab von 1 big 0, die Kotangente nimmt ab von oo bi3 0.

[Weil Hier die Funttionen Sinus und Tangente mit dem Winkel
wadhfen, werden beim Anfjhlagen ihrer Logavithmen bdie jogentannten
{ogarithmijdhen Diffevenzen adbiert; dagegen iverden fjie jubtrabuert,
fobald e2 fich wm Kofunftionen Hanbelt, denn die lesteren nehumen ab,
wenn der Wintfel wadit. |

I1. Seredymmng redjtwinkliger und gleidpfdyenkliger Dreiedie
und cegelmiBiger Vieledve,

11) Wufgabe a) Gin rechtivinfliged Dreied zu berehuen aus
d UND o

[

Hufldfung. sine= , f=90"—«, b=ccose (ODer

i

5 5 /7 : - : ab G
b=V —a*=V(e+a)(c—a) F= - Entfprechend ge-

ol
ichieht die Berechming bHed Dreiedd aus b und c.
Wufgabe b) Gin vechtivinfliged Dreied zu berehnen ausd « und b.
17
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a X o 7 ;
" o f e R - 1“‘l.‘
Auflojung. tanae=,, (=90 «, ¢=——— (ober

ab

/e ) -
e — 1."' ”"J + |r_r"| j‘ E

P &)

Aufgabe c) Cin redhtwintliges Dreied aus a und « 3u bevecdhnen.
a 1)

Nuflojung. f = 90° — «, ¢ = - bh = = ncot ,
: sin o’ tan e«
ab

i
(Gbenjo gejdieht die Verehnung aus a unv §, ausd und e,
aud b und B.)
Aufgabe d) Ein vehtiwintliges Dreied aud ¢ und « i bevechnen.
Yufldjung. o«=rcsine, b=cecose, f=190"—¢, I'= ";-

Gbenjo gefdhieht die Bevednung aus ¢ und f.)
je|iey ( |

12) DBerjudje Anfgaben wie folgende ju [ofen: Gin redtwintliges
Dreied i beredhnen aus « und », oder « und », aud F und «,
Fund a, F und ¢ F und o; aud Umfang « und e, aud u und o;
aud h und « twoo h bie Hihe auf der Hypotenuje ijt, aus wu und n,
» und 7, a wnd g, ¢ und g, c und oy, ¢ und o,. Stelle jelbit

S

nod) andere Uufgaben auf.

gg2es: 3) Das gleidjdentlige Dreied bes
ftebt aus stvei fongruenten vedytwintligen Dret-
ecfent, bietet aljo nichts neues.

Nujgnbe a) Gegeben Bafis a und Seite b.

Aufldjung. sin & — o,
. 2 26

. L \ F - o o : al
/ l N = ‘:H.}ﬂ = IIil|l £ FJ COSs =i ! _—

]

ple L "'?..lis, ﬂiltfgfl-ht b) @egeben a und A
Auflojung.
IiI '.ﬂJre’- vy f Jre'-
o tanpB, S—=90°—8, b=y F=

(r.: ] a = gin g’ 2
)

-

Nufgabe ¢) Gegeben b und << o
Auflojung. o =bsin., h=1 cos o, B=90°— =

2

Berfudpe, wie bei dem vedptwintligen Dreied, Aufgaben auf:
sujtellen, bei Demen nidjt mur Seiten odber Wintel oder /y, jonbern aud)

andere Stide tie 7., F. u, o, 0., 0,, © . §. . gegeben find.
(] 2y ' ' SOy o

-l g O I
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14) Das regelmdpige Bieled. Sind » und die Seitengahl »

: N . s TN - 360° .
gegebert, fo ift Der Bentritvinfel fitr jede Seite ¢ = _;1 ;. der Winfel
MEA. B S : o 1807
an der Bafis jedes Cingeldreieds ift f = 90° — - oder f = 90° — - =
w e . W g 3 a
Aud r und 5 ober § lift fid) bie BVafis, die Hihe, die Flade des
Ginjeldbreiedd bevecdhnen, fodbaB aud) am Bieled alled berechnet
werben fann.
Fitgre bdies durd) am 5:Gd, 10-Cd, 15-Ck, am 8:Ed und
16-Gd ufio. Neben n fann ftatt » aud) gegeben fein o, «, w, F' ujt.
Yuch bie fibrig Hleibenben Segmente des Um-Kreifes lafjen jich) berechnen.

1. Mie Funktionen des fumpfen Winkels und das
allgemeine Dreied.

15) Qn Fig. 134 fei e ein frumpfer Winfel.  Fdllt man ebenjo
wie in Fig. 132 von B aud auf den Scenfel M C ein Lot, und ijt
MB =1, jo nennt man naturgemafp
die Projeftion M A von MB iie e
porher die Rojinudlinie. Da biefe
aber auf die NRitdverlingerung bdes
iwiederum al3 pofitiv aufzufafjenden
Sdienfeld MC fallt, fo mu man
MA alg negativ auffaffen.®) Aus
sin e = V1 cos® @ foiirbe, wenn
man bad Fortbejtehen diefer Fornel
verfangt, 4 B al3 Sinudlinie folgen,
benn o3 it AB = V1 — MA?
wobei M A aud) negativ fein fanu.
Da aber jebt die Sinuslinie diejelbe
Richtung tvie vorher Hat, fo ift fie .
wiederum alé pofitiv aufzufaifen. — \
Rergleicht man bdie Kojinusd- und bie
Sinuslinie des ftumpfen Winteld «
mit der feined Supplementivintels :
B = 180° — «, fo erfennt man, D

#) Bergleidje die geometrijhe Darjtellung pojitiver und negativer Grogen
i Figur 129,
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baf bdie entjprechenden Qimien fitr beide TWintel abjolut genmommen
einander gleic find, alfo aud) bie Sinud felbjt, und war ijt

1) sin o = sin (180° — ), cose = — co0s (180" — «).

Solglich mup jein:

sin o gin (180" — &) CO8 — cos (180" )
cose  — mjé (180" — a) nd sin ¢ 8in ::I-HU" e
. b
2) tane = — tan (15‘0“ — @), Ccote = — cCOl i:IH(_!“ — &).

Qepteres erfennt man aud) an dber Figur, benn erftend fchneidet die
in ¢ bevithrende Tangente ben viidwdrts verldngerten Sdentel M B
in D, fodbaf bdie Tangentenlinie CD jebt nach unten gevichtet,
p. h. negativ ift, ferner it CD = — CD,. Ebenjo ijt die nady l(ints
gebenbe, in F berithrende Qotangentenlinie FE jebt negativ und
abjolut gleid) FE,. Man Hat alfo den Sab:

Die Funftionen von Supplementwinfeln jind abjolut
gemommen eimander gleid), und ed unterjcheiden jidh nux
Q@ojinus, Tangente und Kotangente jolder Wintel dburd) das
Borzeiden. (Deshalb find Tafeln fiir die ftumpfen Winkel ftberflitifig.)

Bei pem Aufjchlagen des Winfeld fiiv einen gegebenen Sinus
gibt e3 aljo ftetd swei Winfel, den betrefjenden jpiben und feinen
fumpfen Supplementwintel. Dad Nufihlagen de3 Winfeld Ffiiv bdie
fibrigen Funftionen gibt aber Det pojitiven Winfeln swifchen 0" und
180" nuy einen eingigen Wert.

Durd) bdiefe Ausdehnung des Begrifie der trigonometrijdyen
Sunftionen auf fhumbfe Winkel tird der Betweis einiger Sige v
pa3 allgemeine Drete evmiglicht, aus denen leidhte Berechnung3arten
fitr Diefed folgen.

16) Der Sinudjoh. Sn jedem Dreied verhalten jid) die
Geiten tvie die Sinud der gegeniiberliegenden Winfel

ip. 13ba.
_/T‘-._ Fig. 135 b.
; I\ o~
! = L N Tl
1 x MR e
A =i
X oy
ar L L+ \ J”f —
- bt i e
ey S e e - o T o, oo
Beteis. Ju Fig. 135a Yt sine = ==, sin = ) folgldy
o @ ' :
h h e |
Sin o SN |:ﬂ = — — = —— b
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1L Die Funitionen ved ftumpfen Winfeld und das allgemeine Dreied.

Allgemein ijt alfo
) a:b:c=sine:sinf:smy.

[Beim ftumpfoinfligen Dreied in Fig. 135b ijt
; e \ g
sine =— sin (180" — o) = ==,
» “ ]

fonjt aflez, wie vorber.|

17) Der Kojinusjas. Das Duabdrat einer Dreiedsfeite ift
gleidh der Summebder Quabdratederbeidenanderen Seiten, ver:
mindert um dad doppelte Produft aus diefen beiden Seiten
und dem Rofjinusd dbed ein-
gejdhloffenen Wintels.

Beweis. J[n der Geo:

#ig. 1364,

>
il

metrie ijt in Ubjdmitt 258a Hlg %
. St i e
und b gezeigt tworden, dap in // D
rohe Drete (eE ol >
jedem Dreied T &
L el u,
] 2 1 B i et
=1 -|-— b® - 20bp Y .
s = ey ; / N i e
ift, je naddpem ber Seite ¢ e St
htenr S pner” Shsmnfer - Jhmtel oal e L — i
: . 1 .

gegenitberliegt.
Sm Falle des fpipen Winkeld (Fig. 136a) ift nun die Projeftion
p = acosy. Einjebung diecjes Werted qibt

2

o a9 >
¢? =@ 4+ b — 2ab cos

Sm Falle ded frumpfen Wintels (Fig. 136Db) ijt die Projettion

p == (I €OS (]8(.)“ — :,\; —

a cos y, was, oben en- Fig. 1861
gefest, ebenfalls & = a*
—+ b* — 2ab cos y qibt. I >

Wiihrend alfo die Geo- [F A 2,

metrie el Sibe zu unter- e :
jeheiden Hat, fennt die Trigo: /” 6 e o
nometrie nur den einen Sal: : . ' MH_.B

I-J I‘_"g--— a* —1— -J.-'?'—'.'.}rh'l: COS y.
Der Unterichied [iegt jebt in dem Ausdbrude cosy, der pofitiv fite
jpite, aber megativ fitv ftumpfe Winkel ijt.

18) Der Inhaltsjah. Der Inhalt cines Dreieds ift gleid)
pem Halben Produfte aus wei Seiten und dem Sinusd des
eingejdhlojjenen Wintels.
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Bl B c-h, X :
Beweid, Jn Fig. 185a und 135b ijt F'= ~_*, alfo, da
hg = bsine ift, F'= i be sin .
Allgentein ift:
F= _1, ab siny = lr besine = 1, ca sin f.

19) Uufgabe. CEin Dreied zu bevednen aud zwei Seifen und
pem eingejchlofjenen Winfel. (Dem erften Kongruenzjabe entiprechend.)
Nuflofung. Sind o, b und yp gegeben, fo gibt der Kofinusfab

S 5 ; e I o @ sin y
0 = ;/;r ~+ b* — 2ab cosy. Ans bem Sinugjae jolgt sin ¢ — o 4
e, bsiny = * _ £
und sin g = = . PMan wahlt zum Rednen dad exfte ober das

goeite, je nadbem « ober b das Ileinere ift, denn daun Hhat man
feinen Bweifel itber fpif oder ftumpf. Dex bdritte Winfel folgt ausd
ber Winfeljumme 180° Jubalt F'=  ab siny.
20) Nujgabe. Cin Dreied zu bevehnen aud einer Seite und
wei Winteln. (Entfpricht dem jweiten Kongruenzjate.)
3 ] g1aBe.
Aujlojung. Sind a,  und y gegeben, jo folgt « = 180° — (8 4+ 7).
% s { e

em[

asiny
Aus dem Sinusdjape folgt b = — S
510 o

1 .
und ¢ =———; F=5absiny.

21) Aufgabe. Cin Dreied aud den drei Seiten ju Ferechnen.
(Dem britten Rongruenzjage entfprechend.)
© SuEis : £ i Ape 30 = 2 b — ¢®
Grite Lojung. Aus dem Kofinusiabe folgt cos y = A '-'*:;b :
(p ift fpib, wenn der Jdabler pojitiv, flumbf, wenn der Jahler negativ
ift.) Man fahre wie bet 19) mit dem Sinusfape fort.
Bweite Lojung. Nad) Geometrie NRr. 262 ijt

g [/- gt hrola —0+g@-cli—cle l} Ps Py
Rt o ” JI_ b e . '
a-+b+c : : s
oo p = 5 By ===, Pa=— P — Irf|l Ps— P ' l]T_
. o g o o 20 f 7] 20
Davaus folgt tan — = — Ctan & — — = .
Daraus folgt 2 P, —tI—|—IJ 2 Pe a—Db-e¢
¢ Y 0 EE\) > ] A -
3 . PN S e Trphe ber I8 . 1
(tan 3 5 T ey fann  jur Lu[f‘ mit der Winfeljumme
; 24 a b+ ¢
benust werben.) F = gp = o - +2; .
Dritte Lojung. Aus Geometrie Nr. 262 folgt =V p - p,-ps-
. vor G 2 . o I
ferner ift ' = F, folglid) iy = T, wobei « al3 gropte &-mfc an:

genommen tverden mag. Aud ben redhtvinfligen Dreiecfen folgt dann

-
W
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: h : h : . ot : :
siny = und sinf = —- (b, liegt innerhalb bes Dreieds, iveil

a bie grofite Seite war.)

22) Aufgabe. Gin Dreied zu bevednen aus jwei Seiten und
bem Der qriferen Ceite gegeniiberfiegenden Winfel. (Dem vierten
Qongruenzjabe entjprechend.)

Nufldjung. Gegeben a, b, « und a > b; dann gibt der Sinus-

2 . e : At bsin o .

jap Den fpigen Winfel f aud sinf=—", y= 180° — (e« + ),
@ sin y = Jio sex s

c g F=—absiny.

23) Nufgabe. Cin Dreied zu bevedhnen aud zwei Seiten und
bem ber feineren Geite gegeniiberliegenden Winfel. (Vem fiinften
Qongruenzjape entfprechend.)

uflijung. Geqgeben a, b, ¢ und a<b. Wan Hat el
Qojungen zu berechnen, bdie eine mit bem fpifen Winfel aus
i hosin ; . i o : : —
sin f = T bie andere mit Defjen ftumpfem Supplementivintel.
Die Werte fiir », ¢ und F bezw. y,, ¢, und F, .verden ivie vorber
gefunber.

24) Nufgabe. Weldhe Besiehung befteht beim Dreied wijdyen der
Seite a, dent gegeniiberliegenden << e und dem Rabius » ded Um-Kreifes?
Hufldjung. jt A BC dbas Dreied mit @, « und », o siehe
man von B aud den Durchmefier B A, ded Um-Rreifed und berbinde
A, mit €, bann it L BAC=0; =« (Reripheriemwintel), und

: : T AT T e e nn SR a
/A BCA, ijt ein redhtwinfliges Treted. Jn diejem 1jt sine, = o,
) . Y
= Ve Ve v - - v S - & u
folglich ift in Dem urfpriinglidhen Dretect ebenfalld sin « = 7
s b A c
Ebenfo ift sinf = AR L et

Bemerfung. Samtliche Aufgaben, die man ald Dreiedsion:
freuftionen mit Bivfel und Lineal duvdjfithren fann, laffen jich aud
als trigonometrijhe Rednungdaufgaben ausfiihren, wobei jedesmal
orei voneinander unabhiangige Stiide gegeben fein mitjjen. It
2. B. a und r gegeben, jo fann o nidt gegeben werden, jonbern man
fat e3 aud sine = .:’r su Devechnen; ein drittes ©tild, 3 . 4y,

muf nod) ald gegebene Gvofe herangezogen werben.
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25) Nujgabe. Cin Berggipfel C erfdeine von einem Punite A
per Meeredfliche aus unter bem Elevationdwintel (Crhshungswintel) .
Mm bdie Hohe und Lage bdes Verged zu bejtimmen, jegelt man um
eine meBbave Euifernung ¢ in der Ridhtung auf den Gipfel vorwarts,
woranf er von B aud unter dem griBeren Elevationdmwinfel g er:
fjeint. Wie Hody ift ber BVerg und in iweldher Entfernung von A
ift jein Gipfel auf der Landfarte jejtzulegen?

Wuflojung. Bervedine Seite AC im Dreied A BC, fobann die
©eiten ¢, ¢ und AC, im redtwintligen Dreied CC, 4, wo | Dder
Brojeftiondpuntt von C ift. (Die Keimmung der Erde joll vernad)-
[afjigt terden.)

26) Uufgabe. Gin BVerg auf etner Jujel fet 3000 m Hod.
Wie teit fann man vbon ihm aus diber den Ozean jehen, tvenn bdev
Rabding besd Crdforpers zu S60 Deilen (860 - 7420 m) angenominen
wird, und wie grof ift der Wintel zwijchen der bevechneten Tangente
und der Hovizontalen? (Deprefjionsivintel.)

uflojung. Nad) Sap 299 und Aufgabe 300b der Geometrie
it # =~ (k- 2r), wo ¢ dbie zu bevedhnende Tangente an ben Crd-
forper, 1 die Hihe des Berges und » der in demjelben Mage ge-
meffene Grdradius ift. Nadh BVevedhung der Tangente £ ijt ihr Be-
viirungspuntt auf den fenfredhten Radiud zu projizieren und ber
geforderte Winfel zu bevedhuen.

27) Nufgabe. Feldmefjer haben eine horizontale Standlinie 4 B
biesfeitd eines Stromesd gemeffen und wollen die Entjernungen A ¢ unbd
BC nad) einer Marke jenfeitd derjelben beftimmen. Wie grof find
biefe, wenn fid) beim Wifieren die Winkel C AL =— « und CBA = f§
ergeben? Davauf foll die Hiohe der Mavke, 3. B. eined Verggipfels,
bejtimmt iverden, mwenn «, der ju A gehorige Clevationdwintel ijt.

[28) ufgabe. Die geographijchen Breiten des Kaps ber guten
$Hoffnung und der Stadt BVerlin find 33°55” (jiidlich) und 5231
(nbrdlich). Beidbe Drte liegen nabheju auf demjelben Mevidiane.
Lalanbde beftimmte am 6. Degember 1751 zu Berlin den Jenit
abjtand des jiidlichen Mondbrandes im Momente ded Mieridiandurd)-
gangs u 41°16°, Lacaille fand am Kap gleidhzeitig 46°34°. €3
jei mun A dag Kap, B Berlin, ¢ die beobachtete Stelle bed Monbea.
Der Crdradiug tverde zu 860 Meilen angenommen. Wie bevechnet
man die Sehne A B? BWie grof jind die Winfel ded Dreiedd ABCY
Wie qrop find die Cnijernungen AC und BC? Wie grop ift der



1L Die Funftionen ded ftumpfen Winfeld und dad alfgemeine Dreied. 267

Durdhmefjer des Mondes, wemt er von B aus unter einem TWintel
pon 32 erjdjeint?]

29) Nadhtrag. JIn Nv. 19 ijt die Aufgabe geldft worden, das
Dreiect aus zwei Seiten und dem eingefdhlofienen Winkel Fu bervechnen.
Werdben dabel alle Stiide verlangt, jo wendet man befler den Tan-
gentenjap an. Diefer lautet:

Xn jebem Dreied findet fitr je zwei Winfel o und § und
fiir bie gegeniiberfiegenden Seiten folgende Beziehung jtatt:

e+ B
SEn 2 a -+ b
 e—p a—0
tan 3

(Suche died in Worten audzubriicen.)
Reweis, . Am Dreiect ABC in Fig. 136¢ fei CE =D und die
Rerlangerutg CD =1b, alfo BE=a — 1 utdb BD = a + b.

» wig. 1d6¢c
I. 5 - o
1% SR A
] 'I '-L\_‘ 2
LY /// 53 \..?_
; o \_\.i =

9
y
/
']
!

o b ol

B,
=
A
[,
B
!
Vel
\
o
=~
h -

Die Verbindbungdlinie DA it big zum Sdjnitte mit dem Yote BF

% e g : (1] pf v
verldngert. Dabei it L CDA = 3, folglidy, ba - + 5 -{- :

R . : ' o 4 f , e
— 90° ift, < BF'D = gpt i L e Tt 2, Ferner ift BEAF

&) -2
ein  Sefnenvieved, Denm feime Wintel ber A und B jind redye

(2 EAD = (90° — ?) + £ = 90%), alfo ift SCAFE =< al8

: e Ay S L e = ‘ ; a—
Peripheriewintel iiber A E, folgli) s< BFE = = . e f=— e,
- B BD a b . o — @ BE a—b

Nun 1jt tan = 5 P — BF I—’I_I , unbd tan — P — BF = BIF':'
Durd) beiberfeitige Divifion folgt aud den leten Gleichungen

e g

BN a b

o — B ~— g —b>b
tan
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nwendung. Um ein Drveied aud a, b und p zu beredynen,

7
=
|
|-

" J ;
bilbet man « 4+ § = 180° — p, fodaf — ~ = 90° — i befannt
ift. Der Tangentenial giebt

o« —f a—b, o-p
4 e ¥ .
tan — P tan —

~ . (¢4 e i - §
Hat man tan —; P berechnet, fo ergeben bie Logarithmentafeln

_ o — o v — iy . i
pent Wert von —— Plogus “TF o 5 : folgen turc) Adbdition

und Subtraftion die Werte fiiv « und . (Cine Probe fiir die Ridytigeit
der Rechmung ergibt fich daraus, dah « + § -+ y = 180° fein muf.)
sin y

Der Wert von ¢ folgt aud bem Sinusjape als ¢ = a . -

Bufammenfiellung der widgtigfien Ergebnife.
1) Redtwintliges Dreicd.

; Eioel ia .
sing = — = ¢o3 § = cos (90" — «a).
P S )
] e SR |
CoB e = = Bl pic== SR 90 —a).
& _. J{.. 0 5
tane = — = cot § = cot (90" — a).
b . /
cot 0 = — = tanp = tan(90° — @)
8in o 1 08 € 1
tan ¢ = = - o ocote = . = .
COS & cot e’ Bl tan o
s . / A A / I3
sinfa 4+ cos’ae =1, cose=})1—sine, sine=J)1— cos«c
sin @ = sin (180" — «), COS ¢ = — COS {MJHUU — ),

tan @ = — cot (180° — «), cote = — tan (180" — «).
2) Fur das allgemeine Dreied ijt
a:b:c=sina:sinf:siny,
¢ =a"+ b — 2abcosy,
I = 1 absiny = Vpp, 919-;-5

S 11 Via+b+c)(—a —|— b —|— e)(a—b—4c¢)(a+b—c)=pe,



1V. Bujommenitellung der idtigiten Ergebnifie.

o= —I/;.'P| tz; Halae _l,- L

o' 1]
Tl =t

- /ff{— a+bt+c@a—b+ol+b—g¢

1) + b -E"- c

p 0 P AT

tan — = tan - =
2 Py 2 Ps
Ay b q c
sin p = ar! sl == 3;
— p ¥ N
—3 s e .
—f (@ +2):(a— 1)




Vievte Abtetlung.
Sterecomefrie.

Lehranfgabe der linterfefunda.

Porbemerkungen.

1) Aug dem Vorfurind und der Lehraufgabe bder Dinta und
Dutarta twerben folgende Begriffe der vdumlichen Geometrie als be
fannt voraudgefept:*)

Dreidimenfionaler Rawm (mathematifher Raum m Gegenijah
sum  Weltraun). Kovper (mathematijcher Kovper im Gegenjab zum
phyfifdhen Rovper). CEbene Flache. Krumme Flade. Ebene  furve.
Raumfurve. Ghene Punfigruppen. Nidhtebene Punftgruppen. Dasd
Strafhlenbiindel eines Punftes (Gejamtheit ber Ridtungen). Sent:
vedte, tagerecdte und jchiefe Geraben. Pavallele Gevaden im Haume.
Senfrechte, twagerechte und jdjiefe Chemen. Parallele Ebenen. Jbr
gegenfeitiger Abjtand. Lot auf eimer Ehene. Normalebere auf eirnev
eraben.  Abftand eiued Punftez von einer Ebeme. Gerade, die
s einer Gbene pavallel ift. Jhv Abjtand von der Ehene. Gerade
ald Sdnitt stveier oder mehrever Gbenen. Dag Ebenenbitichel einer
eraden. Scmittwinfel zweier Chenen. Schnittwintel einer Geraben
und einer Gbene. Beftimmung einer Gbene durd) drei Puntie, die
nidht in einer Gbene (iegen; ober bdurd) jivei einanber jchneibende
Geraden; oder Durd) zivei parvallefe Geraden, ober durd) eine Gerabde
und einen Punkt auferhald der Gevaden. Bier Punfte in nicdht ebener
pber windichiefer Lage. Windjdhiefe ober einander freugende Geraben.
Riirzefter Abftand oder gemeinjhaftliches Lot zweier Geraden.

" Hier wird jwedmdhig eine vollftindige Wiederholung vorgenommen,
bie zu tveiterer Rldrung ber Grundbegrifje dienen fanm.
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Die rechtwintlige Cde. Der Wiirfel mit feinen Kanten, Fladen,
Diaaqonalen, Diagonalebenen. Sein Rauminhalf, feine Dberfladhe,
jeine Qantenjumme. Seine einbejdriebene Kugel. Die Kubifzahlen
und bie Raummafe. Der Rechtedsforper, feime Kanten, Fladen,
Diagonalen und Diagonalebenen. Sein Jubalt, jeine Oberfldche, jeine
Qantenfumnte.  Dreifantige Sanlen, die mit dem Wiirfel und bem
Rechtedstorper ujammenfingen. Jhre Juhaltsdformel. Lyvamiven,
bie mit pem Wiirfel und dem Redytedsivrper zujanumenhingen. X
pem Wiirfel cinbejchriebene vegelmdiBige Wchtflach. Die Dbeiden Ddem

Wiirfel einbejchricbenen regelmdBigen BVierfladje. — Die Symmetrie
im Raume. — Die Kugelflache alg Ort fonjtanten Abjtandes von

eitem Puntte. Halbmefier, Sehue, Durdymefler, Gegenpunite over
Rugelilide. Die Kugel als vegelmdafiger Kirper. Sdnitt einer Chene
mit der Sugel. Hanpt: ober grifte Kreife, fleineve Kreife der Sugel.
Meridiane und Parallelfreife. Kugelabjdnitt (Segment). Halbfugels
firper. Kugelbaube (Ralotte). Halblugelflade. Quaelausichnitt (Seftor).
Meridianfeil und Dievidiamed.  Kreidbiijhel auf der Kugelflade.
Quiimmung. Linge, Breite und Grabeinteihing am Globug. Sent
rediter Qreigzplinder (Walze). Sein JInbalt, feine Mantelflache und
Dberflade. Der fongentrifde Hohlzylinder. Dev fentrechte RKreisfegel,
jeine Mantelflache und Dberflache. Nepe einiger Korper. Kirpers
mobelle verjchiedener At

I. {ibungen om Wiirfel wund an dew ans ihue abgeleiteten
frpern.

2) Das Beidhuen ded Wiirfels. Die Kunjt, dreibimeniionale
@érper und jonftige Raumgebilde in der nur jweidinenfionalen Ebene
burc) eine forvefte Jeichnung iviederjugeben, heifit Die darftellenbde
Geometrie. Jebe Dbefondeve Art Der Darftellung eines Kivpers
in der Ghenme Degeichnet man al® eine Projeftion bes Kbrpers.
Die Veredhtiqung Ddiefes Namend iird fich aud ben jolgenden Ere
(duterungen diber die Darftellung des Wiirfeld durd) entjprechende
eidmungen ergeben.

a) SMan denfe fich dbas Drahtmodell des Wiirfels auf einem horiz
sontalen Neifbrett ftehend und die Sonne jo barauf fcheinend, bdaf
ber Sdatten ded Mobelld auf dag Neifgbrett geworfen (projigiert)
irh. Bei jhragem Cinfall der Sommenftrahlen, bie man tvegen der
fehr. grofen Gntfernung der Sonme ald parvallel betradyten darf,




272 Gtereometrie I  Witrfel und aug ihm abgeleitete Kovper.

nennt man dad entjtehende Schattengebilve eine jhrdage Pavallel
projeftion bes Wiirfels (BVergl. Fig. 137.)

Dabet decfen fich fitr dbad in bdie Sonne verjebt gedadhte Unge
bie unendlich diinn zu denfenden Trdihte der Grundilade A, B, C; D,
pea Modelld mit ihren ecigenen Scdattenlinien, die aljp ein Quadrat
bitben. Die Jenfrechten Wiirfelfanten aber werfen parallele Sdatten:
linfen, denn fteht 3 B. bie Sonne im
Siidojten, jo geben Ddieje Schattenlinien
N + jamtlid nad) Norvbwejten. Auferdem
If‘r T 1 jind bdiefe gleichlang. OSteht nimhd

pie Sonme 3 B. 50° iiber bem Hori:
sonte, und ijt % die LQinge der Wiirfel:
fante, jo ijt die ©dyattenlinge der jent:
redhten  Ranten b = kcot 50° Ul
N e |/P gemeiner it b = % cot «, fobald Die
= oemabp ©onne o« diber Ddem PHorizonte jtebt.
Die Drahte der obeven Wiirfelfladpe end-
(ich geben Sdattenlinien, tweldhe die Endpunfte der eben befprodhenen
perbinben, fobaf fie ein Lluadrat bilden, ivelched Ddem jzuerjt be-
jprochenen fongruent und gegen Ddiefes um die Strede b verjhoben ift

Sn Tig. 137 Obedeutet bei Dbiefer Auffafjung 4, B, C,D; bie
®rundiliche, 4 BCD bie obere Flache, 4,4, B, B, €, C und D, D
find bie Sdatten bder fjenfrechten RKanten. Die Sonne ift wo Fu
penfen? (Man errvidhte in D, auf der Cbene ber Jeidnung einn Lot
D, X =k Bieht man DX, fo zeigt diefe Linie nad) bev unendlid)
ferm 3t denfenden Sonme Hin.)

Aufgabe. Berjude Fig. 137 fo zu deuten, dah dad Wiirfels
modell mit der Flache 4, B,C; D, an
bie fenfrechte Wanbdtafel gehalten und
bas Sdiattengebilbe durd) die Soune auf
bieje geworjen toird. Weldes ift dann
bie horizontale Grundfldce des Wiirfels,
wo find bdie fenfvediten Seitenfanten,
und wie Hat man fid) den Stand bder
Sonne zu denfen?

b) Man fann fid) die Sonne aud
ShEes e as Rl jo ftehend bdenfen, daf ba3 ©Sdatten:
: gebilde fo wie in Fig. 138 erideint.
99" Die porher fidhtbaren Seitenjlidhen jind

jet unfichtbar geworben. Un Stelle besd
Winfels A, A B, der vorher 30° betrug, ift ein Winkel von 90° getveten.

Fig. 187.

Hig. 138.
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¢) e nad) ber Hihe bes Sonmenjtanded tonnen die Kanten A 4,,
BB,, €0, DD, tes Wirfeld verfiivzt, verfdngert ober auch
in ridtiger QLange erfdeinen. Jm lepteren Falle famn man e
eichnung ald eine ijometrifche Dbegeidnen. Jn der Regel wird
man aber irgend eine Verfiivsung twihlen. Chenjo willkinlid) Fann
man mit dem Winfel A, AB verfahren.

Man 1wird jeht verjtehen, was e3 heifen joll, in Fig. 137 fei
per Wiirfel in der Pavallelperfpeftive®) zu 30° mit § Bers
tiirzung gezeidhnet.  GEbenfo fann man bie SRarallelperipeftive
45° und +, 1, 1+ ujw. Verfiivzung nehmen; ebenjo die Parallel:
perfpeftive 3u 90° und 1 BVertiivzung njw.  Statt Parallelperipettive
im allgemeinen moge man abgefitryt jagen ,Scdyragbilo™

Die gewdhnliche Stellung des Wiirfels ift dabet die jog. Front
ftellung. (Durd) die in Fig. 137 eingeseichuete Dialgonalebene ijt
sugleich Dargejtellt, wie die Ddreijeitigen Sdulen, in die burd) jene ber
Wiivfel zerfleat ift, ericheinen witrden.)

d) Unfgabe. Den Wiivfel in der Parvallelperjpeftive
s 300 und L Verkiivzung in  Mbereditellung” ju geidnen.®)

(Man fann bie Figur aud Fig. 137 ableiten. Seft man n
biefer AB — 1, fo geichne man einen Witrfel von der Kante V2, jo-
baf feine Hibe leidht su bejtimmen ijt. Die ®rundlinien erjdheinen dann
pont Derfelben Linge und Richtung, tvie in Fig. 137 4, B und A B,.)

e) Bwei Sonberfalle dev Parallelperipeftive jind von bejonderer
Wichtigteit, bei dement e8 ficdh um die Berkiivgung 1 — 0 hanbelt.

Stefit die Sonne fenfrecht itber dem Reifsbrett, bejiv. per Fldche
per Wandtafel, Jo fillt A BCD auf 4, B, C; D, und e3 with 44, =0,
BB, — 0 ujn. Jn dem einen Falle entteht damm bie Grunbdrif-
Beidynung, in dem anberen Ddie Aufrif=Beidhnung ded Wiirfeld, in
peiben Fallen zunachit ein Quadrat. Jm Gegenjabe ju den Sdrdg:
bildern bejeichuet man diefe Seidhuungen als jenfredte PBrojeftionen
(orthogonale ober orthographiicde Projeftionen) bes Wiirfeld. Die
Jeichnungen der Baus und Majchinentechit werden in der MRegel
ourd) Gruudrif und Aufrif jugleid dargeftellt. ©o ijt in

* Der Name Perjpeftive fommt dafer, daf man das unendlic) jdharfe
Yuge ded Beobachters an die Stelle der Soune verfeht vent. Diefem Auge
pecen fich die Drahifanten ded Modells mit thren Sdhattenlinien. Fhm er:
fdheint der Wiirfel fo, wic das gezeichnete Bild.

#) Mifheres iiber diefe Darjtellung findet man in des Berfajjers ,, Ein-
fithrung iu dbag jteveometrijche Jeidynen”. Veipzig bei B. . Teubuer,
1886.

Solamititer, Glementarmatbematif. I 4 Aujl 18
POl
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Fig. 189 der Wiirfel im Srundril und Aufrif zugleic) gezeichuet. SFiir
bie mathematijhen Jwede der Schule ijt die Schragprojeftion im all=

)

o

gemeinert die geeignetere, da fie
nur eine Seidnung erforbert.
e Saur fiic die Feichnung der Kugel

ift die fenfrechte *Projeftion bov-

i | suziehen, weil fie in diefer ald
i i Qreis, bei ber jdragen Ddagegen
IIM.’J '?fw < i_u} .niimam‘imu alg Ellipfe ex-
s . jchetnt.

ﬂ['_”_ L -,],J,i?(; f) Die Grundz und Auf=
'. rifizeichuung ijt jehr geeignet, den
| ; Wiirfel in Dden verjdhiedenjten
:I Stellungen zur Darjtellung 3u
| . bringen.  Wie Ddied gefdhehen

!’;’; e —(),j fann, ergibt jih aus Fig. 140.

X biefer ift unddit bie ge
wihnlice Froutjtellung getvablt, wobei Ddie vevbedten ‘Puntte mit
eingeflamuerten BVudhjtaben begeichnet find. Denft man fid) dann
pen FWiirfel im Unfrif um ivgend einen Wintel unter Sejthaltung
ber Qante AE gedbreht, wobet dag Anufrifbilo jonjt ungeanoert Bletbt,
o wandern die Grundripunite in Borizontaler Bahn. Wie fre im

D
i.

Al

HE

m

sweiten Bilbe liegen, ergibt fid) ausd vem Hevabprojizieven dev Anfrif-
mmfte in den Grunbdrif. Dann drehe man bag Grundrifbild, wobet
bie Puntte des Aufrifies Horizontal wandbern. Jhre Lage ergibt jich
aug bem Hinaufprojisieven. Jm Aufri fann man jlieBlih nod
eine andere Drehung vorvnehmen, wad eine ganz allgemerne Qage ergibt.
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g) Dentt man fich die Kante ded Wiirfeld ald 1, fo Hat die
einbefdhriebene Kugel den Radiud o = 1, die umbefdhricbene aber hat
ben Radiug » = £J/3, (warum?) fann alfo ebenfallg feicht Eonjtruiert
werden.®) Den Mittelpuntt beiber Kugeln findet man durd) den Schnitt
je aeier Hauptdiagonalen. Die Kugeln jind aljo fitr alle vier Lagen im
Grund- und Wufrif al8d je zwei gleidh grofe Kreife feidht u jeichnen.

h) Madht man den exrften BVelenchtungdverjuch ftatt mit den
Sonnenjtrablen mit einen Kerzenlichte, jo erbalten die Duadrate ver:
jchicbene Grofe, und bie Schatten der fenfrechten Drdafte laufen fo
auseinander, ald ob fie von einem Punfte audgingen, dem duferen
S{pmtichfeitapuntte der beiden Duadrate. Fig. 141 ftellt eine joldpe
Brojeftion dar, die man alé Bentralprojeftion (Bentralperfpettive,
Malecperipettive) Dded
Wiirfeld begeichnet. Ste 975
ftellt Den Wiirfel fo dar, G e
toie er dem in endlicher s
Entfernung befindlichen el : R 4
Auge erjcheint. NRdum-
lih ift dad Kevzenlicht
top zu benfen? Mian
ervichte in einem @d:
puntte 7, ded fleineven
Quabrated auf ber Ehere |- z
ber Beidnung ein Lot
D, X glei) ber Seite diefed Duadrated. Jft nun D der Enbpuntt
der zugehibrigen Sdyrdglinie, jo zeigt bie Gerabe DX nad) dem lench:
tenben , Punfte” Hin. Mad)t man Dbdiefelbe Konjtruftion an einer
andberen Ede, fo johueiden fidh) die beiden Raumlinien im leuchtenven
PBunfte. — Dad Auge befindet fich an derfelben Stelle.

Auf diefe Beidnungsdart fann hier nod) nidht ndbher eingegangen
werben. *¥)

3) Mufgaben. a) Der Wiirjel Habe die Kante k; wie grof it
feine Dberflache, fein JInbalt und, wenn p° dasd jpesififhe Gewidyt ift,
fein ®ewicht? (Bei Gifen 3 B. ift p' = 7,56 ju nehmen.)

\|

«
"
l
1
H
\ \l
STl R,

B —
L
Y

S — |

\. : iy
\\ ' ;

‘ﬂllfli.il'liﬂ[;a 0O=256 f.-ir Frsip® L=t -’T':{_jr(,

b) Wie grop find & I und p Dbei gegebener Lberflade O?

Lebterer Kreid geht nicht dburch die Eefen vex juerft gezeichneten Ditadrate.

) Die Einfiihrung in bad ftereometrifche Beichen teilt dad Widhtigite
baritber mit.

18%
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/0 e’)
Ruflojung. £ _—-l/ = I = k® (]/ . P = U
wobet aud) p’ gegeben fein muf.
¢) Wie grof find &, O und p bet gegebenem I?

r

Auflojung. ~= r; I = I% 0= 6k = EJS B = 1= p

d) Wie fang miifjen Ddie Qanten eines foiivfelformigen Heftoliter
gefifed gemommen terben?

ﬁi[llﬂﬁillltq 2% = 100 chdem, folglid) z = | 100 =

e) Wie lang miiffen die Ranten eined Eijenmwiirfels i'
1000 kg totegent joll?

Aufldjung. Aus p—1-75=2"-7,5 fol r,—‘/” l /1600,

".I')

Der

f) Ein Wiixfel von per Rantenlinge & Habe das Gewidt p.
Wie grof ift bag jpesififhe Gewicht der Mafie?

Auflsjung. o’ .‘;I'_’:,,-*“i.

4) Yufgaben. Wie grofy ift bei dem in Fig. 137 bargejtellten
Wiirfel jede Dwadratdiagonale, 3. B. A, B; e qrof jebe Haupt:
biagonale, 3. B. BD,; wie grof ber rrrﬁiuﬁm Diagonaljdnitt A, BC D,
tie grof der Dreiedige Diagonaljchuitt ACD,?

ujldjung. Nad) Pythagoras ift A, B? = B4 b= 2k
alfo 4, B = V2. Nad) Pythagorvad ijt fermer BD; A, B
L A D — 21F + I = 3% alfo BD, = EV3. Flache

A BOD, — A, B - A4, D, =LY 2k=1*)2. Jlide ACD, 'll_f"p’:-;

o

[ -

o S
— i V8 = ’) V3.

5) Die Houptdiagonaljdnitte 4, BC Dy wnd AB; C; D (Hig. 142)
jhneiden fich in der Mittellinte FG pes Wiirfels. Die Dbeiden
anberen Paare von Schnittfladhen geben dic Miittellinien HJ und K1

Se jwei ber Geradben FG, HJ und KL bejtimmen eine Ebene,
bie Den Witrfel in fongruente Teile zerlegh. Dieje Ebenen  Beifen
bie MitteljGnitte des Wiirfeld. Der Punft I, ber diejen prei Gbenen
gemeinjhaftlid) ijt, ift augleic jamtlihen Haupidiagonaljdnitten ge-
mein, in thm fdhueiden fich fjotvohl die Mittellinien FG, HJ, KL,
afs aud) die vier Hauptdiagonalen AC,, BD;, B, D wmd 4,C. M

# 1lber den Wirfel, die Kubifzablen, bie Maunt= und Gewidismafe,
pie Glitffigfeitdmafe, dasd jpesifijhe Gewidht, iitber bie Urmape und {iiber
numerijde Anfgaben vgl. BVorfurjus § 76 hid § 79. Mian beachte bejonbers
bie Dort unter 78e) gegebene Jechenregel.
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beift der Mittelpunft bes Wiirfels. €8 ift gleihiveit von allen
Gden, gleidhveit von allen Ranten, gleichiveit von allen Fladen dez
Witreld entfernt. CGr ijt alfo Dder

: < - fip =3 Fig. 142.
Mittelpunft der einbejdyriebenen Kugel, D, 2 {__
T i - . R

beren Rabiud o = - ift, und zugleid D/ s
per Mittelpuntt Dder umbejdhriebenen :' @
Rugel, bderen Rabiug FBD; oder s 1L I .

R A & Tl I ;
r——)/3 ijt. Gr ift aud) ber Mittel: ok
puntt einer RKugel, die jede Wiirfel- _,iLt_*______";_“___L_E_JB
fante in ihrev Mitte Dberithrt. Jn der T e BN 4

friftallographie nennt man Ddie Drei
Mittellinien F'G, HJ und KL dad Achienfreuy bes Wiirfels.

6) Mufgaben. a) Wie grofi find die Kanten %, die Dberflide O,
ber Snbalt I eined Wiirfeld und ber Radius » der umbejdricbenen
fugel, wenn der Nabiud ¢ ber einbejdyriebenen gegeben 1jt?

b) Wie grof find & O, T und g, wenn » gegeben ijt?

¢) Einer RKugel mit Nadiug r fei ein. Wiirfel um= und ein
auberer einbefhrieben. Wie grof ift der Unterfchied der Kanien, der
Oberflachen, der JInbalte betber Wikrjel?

d) Wie grofy ift der Radiud », wenn irgend eine Der genanuten
Differengen gegeben 1ift?

e) Welde Neigung hat jedbe Hauptdiagonale des auf horizontaler
Bafig jtehenben LWiirfels?

uflojung. In Fig. 142 ijt tan f = jl,; ?I‘ = :-., = ]/E— -VJ.U..-"‘!',
lg 0,5 = 19,698 97 — 20, ober lg V0,5 = 9,849 49 — 10, aljo
B = 385°15"50". Man nenut bdiefen Wintel den Neigungdwinfel der
Hauptdiagonale gegen die Grundilache. Der Winkel, den eine Gerabe
mit einer Gbene bildet, wird ftetd in Dderjenigen Cbene gemeffen, die
purd) bie Gevade geht und auf ber erjteven Gbene fenfrecht fjtebt,
alfo in der projizierenden Ebene. ©3 fandelt fich alfo um ben Winkel
swifchen den Gevaben und ihrer Projeftion auj die Ehene.

ede Pauptdiagonale ded Wiirfels bilbet mit jeder der Wiirfel-
flachen den Winfel 35° 15" 507,

f) Welden Winfel bilbet jede Haupidiagonale bes Wiirfeld mit
den von ihr getroffenen Kanten?

Wufldjung. Fig. 142 zeigt, daf ed fih nm den Komplement:
wintel bed vorigen Handelt, alfo um B, = 54°44° 107, fiir den
tan B, = V2 it




278 Stereomefrie .  Witrfel und aus ihm abgeleitete Kdrper.

Bemerfung. Dan founte auch) nach der Neigung jragen, die
eine Hauptbiagonale gegen Wiirfelfanten hat, mit denen fie fih nidht
trifit. So find 3. B. die Diagonale BD; und die Rante D einander
fragende Geraden. Die Neigung der beiden gegeneinander wird durd
ben TWinfel gemefjen, denn man exhalf, wenn man duvd) einen Punit
der einen diefer Gevaden eine Parallele zur andeven legt. So ift 3 B.
O, | DC, ed Hanbdelt fich aljo um den Wintel B D, ) = 54°44 10"
ic Neiqung der Pauptdiagonalen gegen jamtliche Wiirfelfanten it
pemnad) diefelbe.

g) Man fonnte ferner nac) der Fleinjten Enifernung ber cin=
ander freuzenden Gevaden D und BD; voneinander fragen.

Wuflojung. Die Gevade DC ijt pavallel zu jeber durd) D, C,
qelegten Gbene, aljo aud) pavallel zu der dburd) D, C;, und B, ge
(egten Gbene BC, D, A, die unter 45° gegen Ddie Horizontalebene
geneigt ift. Bon Ddiefer Ebene Hhat DC diberall die Entjernung
=D =% E"‘_ Berbindet man M mit dem PHalbiernungdpunite
port DC, fo erhaflt man den fleinjten Abjtand der Gevaden DC und
BD, voneinander, d. §. miederum H,f] Diefe BVerbindungslinie
fteht namlich auf betden Gevaden fenfrecdht, wad bei feiner ziveiten
Verbindungalinie ihrer Puntte jtattfindet. Jebe andere LVerbinbdumngs:
linie ift aljo ldnger.

X dhulicher Weife beftimmt man allgemein fiiv spel etnander
freuzende Geraden bad gemeinjdaftliche Lot umd die Hirzefte Entfernung
beiber vomneinanbder.

h) S Fig. 143 find die vier Diagonalen cined Wiirfeld ge-
weichiet, welche eine jenfredhte Pyrautide von der quadratijden

Grundfladhe A BCD und ber Spise M

D
1))

g 143, s ke Sl g

B ¢ Deftimmen, Der Wiirfel Laft fidh) in fechs

o s % folche Pyramiben zerlegen; ijt alfo «a
FHRTRINR S T "_'-Jf_""’? t feine Kante, jo hat jede diejer Pyramiden

ben Jnbalt = Dafiiy fann man jdreiben
]

¢ it o -
La? . = +a®-h, wenn man Ddie Pira-

mibenhiohe {:
bie Grundilade a®>=F, jo ift der Jun=
halt diefer Pyramide J = Fkh, b h. der bdritte Teil des
Brodutts ausd Grundflide und Hohe. (Diefe Fovmel wird ficdh
a3 fitr alle Pyvamiden und Kegel giilfig Hevausitellen.)

i) Nujgabe. Das Flachennes des Wiirfels ju zeichuen
und jein KRavtonmodell anzufertigen.

— J fepst. ©ept man nod
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Dad Neb ijt in Fig. 144 davgejtellt und bedarf feiner Erlduterung
(Bgl. Vorfurjus § 75.)
k) Den Witrfel vou der Kante c=(a+b) gemdp der ®leichung

¢’ = (a + B = a® 4+ 3a%b 4+ 3ab® + b°
in Witrfel von den Kanten a und b, in dret quadbratijche Sdulen von

per Grundildche «® und der Hohe b, und in drei quadbratijhe Saulen

Frig: 144.

pon ber Grundildche b und der Hobhe a ju zerlegen. (Cin genaues
Sdrighild wird geforbert.)

1) Die Kante eines Wiirfels jei c=a —Db. €8 joll fteveo
metrijh gezeigt werden, daf

)= (g — h)"; — at — 30t |- 3ab® — b’

it (Gin genawed Schraghild with geforbert.)

Bu beiben Anjgaben vgl. BVorfurjus § 93.

Bemerfung. Jn der Wiinevalogie fritt der Wiirfel auf ald
Qriftallform fitv Steinjalz, Fhthipat, Silber, Gold, Bleiglanz, Schefel=
fied ujw.

7) Yufgabe. Das regelmifige Adhtflad (Dftaecder) aus
bem Wiirfel abzuleiten.

Huflojung. Die Mitten der Witrfelfladhen find die Ecden eines
vegelmipigen Ahtilachs, weldes ihm einbejdyricben ijt. Diejed Iann
alfo leiht gezeichuet und Devechnet werden. Jn Fig. 145 ijt die
Aeidhnung andgefithrt.  Jft @ die Linge jeber Halbacdhfe, fo it
BO2— g L o = 242 alio BC—a)/2. Dies ift die Ldnge jeder
ver 12 Ranten der Lorpers. Die 8 Fladen find demnady gleidieitige
Dreeiede. 3 bandelt fih alfo um dag rvegelmdaBige Dftaeder
ober Achtflad). Sebe Flade des Oftaedersd ift, tvemn man die Ofta-

eberfante mit & Dejeichnet, F = 1 13, die gefamte Dberflade alio
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0= 21%Y3 = 4a2y/3. Der forperlihe Juhalt twivd erjt fpdter
beredet.

Qn ber Stellung ber Figur ift die Neigung jeder jdrigen Kante
gleic) 45° Sebe Rante bildet mit den drei mit ihr ujammenitoBenden
Qanten ztvei Winfel von 60° und einen von 90°.

Die Neigung der Flide A BC mift man mit Hilfe der WMittel-
linte DC 1ud der Geraden DM, da beide auf der Schnittfante A B
ber Fliche ABC und der Horizontalebene A B M jenfrecht ftehen.

MC a
Ly
wan KM, welded ebenfalls in der Ghene MCD fegt, alfo CD in
etnem Punfte E jdneidet, wobei <= KM D nad) obigem (gl 6)
gleidhy 35915° 50”7 ijt, fo folgt, daf << DEM = 90° ift. Da nun
sugleich die Gbene CDM | ABC iit, jo ift EM das vom Ntiftel
punfte M auj die Flade ABC gefdllte Mot

Yuad tanc=)2 folgt, daf EM = DEY?2 ijt, und bda
ADEM~ AMEC, 5o folgt, baf CE= EMY2=DE}2)?2
— 2D E ijft. Demnad) ift X dber Mittelpuntt ded gleichjeitigen Dreieds
ABC. Da DO='y5 ="Viy5 _a)E, dfp DE=2°
— a)/L iit, fo folgt EM = DEY2 =a)iV2 =al)} Dies
gilt fitv alle Flachen bes Dftacders. Folglidh: Dem vegelmaRigen

Dabet ijt tan « = = 1/2, aljo « = 54%44° 107, Bieht

il

Oftaeder lapt fid) eine Kugel einbejdyreiben, beren Radius o = a}/;
ift. Gbenfo likt fich thm eine Kugel vom Radiud » = a umbejdyreiben.

e zwet mit ben RKanten ancinanbder ftofende Dftacderfliden
bilben einen Winfel von der Griffe 2« = 109°28° 207, je atvei nur
in einer @de zujommenftofende bilden einen Winfel 180° — 2¢
— 70°31740”. Man adyte auf folgende Beztehungen:

Weil der Wiirfel 6 Fladen Hat, bejibt dad Oftacber 6 Ciden,

i 5 8 Eden i i - 5 8 Fliden,
P o 19 Ganten % i . 12 Santen,

penn jeder bdreifantigen Ede ded Witrfels liegt eine dretfantige Flddye
be3 Oftaebers gegeniiber, jeder vierfantigen Gde des Dftaeders ent:
ipridht eine vierfantige Flade des LWiirfels.

e 3wei einanber gegeniiberfiegende Kanten bezw. Flichen bder
Oftaebers find parallel.

Das Flachennep ded Dftaeders ift in Fig. 146 bdargeftellt. Die
gleichieitigen Dreiede find dabei fo angeordmet, dafy in jeder Gde ded
Korpers dier von thnen zujammenijtofen.
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Bemerfung. Dad vegelmipige Oftaeder ift die Kriftallform fiir
Magneteifen und einige anbere Cifenevze, fiiv Roffupfer, Schivefelfies,
Bleiglang, Silberglang, Platin, Alaun,
®old ufw. LE

8) ufgaben. a) Vei einem regel:
migigen Oftaeber fei eine Dder Grifen
a, k, O, r, o gegeben. Die andeven follen
ausd ihr Devedmet twerben.

b) Giner Rugel vom Rabing » fei
ein vegelmdfgiged Oftacder einbejdhrieben
und dasd entjprechende umbejdyrieben. Wie
grofs ift die Diffevens ihrer Halbadjjen,
ihrer Kanten, ihrer Oberfladen?

c) Eine bdiefer Differengen fer ge-
geben, wie qrofy ift dann der Rabiud »?

d) ©ude zu Dbeweijen, baf Dbie
Mittelpuntte der Flachen ded regelmapigen
Oftaederd die Ecfen bdesd einbejchrichenen
Wiirfeld find, aeihne bdie entjprechende
Figur und bevechne die nene Wiirfelfante aud ver Halbad)je des Dftaecders.

¢) Ginem Wiirfel fei ein Dftaedber, bdiefem ein Wiirfel em=
geseidhnet.  Wie verhalten fich bie Kanten dev beiden Witrfel?

£) Reichne den ebenflidyigen Kirper, deflen Eden die Halbierungs-
punfte ber Dffacderfanten find, und bejdjreibe und berechne diefen.

g) Life biejelbe ufgabe fitr die Halbierungspunite der Kanten
bes Wiirfels. (Bu f) und g) vgl. Fig. 172.)

9) Aujgabe. Dasd regelmdpige Bierflad) (Tetraeder)
aund bem Wiirfel abjuletten.
Nufldjung. Jn FJig. 147 find am
Wiirfel vier Ddreijeitige Diagonaljdynitte T
gefithet, welche die gleichieitigen Dreiece ,
ABC, ACD, ADB untd BCD gegeben |
faben. Diefe begremzen bdad gefuchte i} _
'

|
b m B e

Tresm

Bierflad) oder Tetraeder ABCD. Die
Beidhnung ded jo aufgejtellten Kdrpers
macht alfo feine Schivierigleit. Daf jeine
Sladhen gleidjeitige Dreiede von bers A¥=—=---- :

felben Grige find, rveiht fdhon Pin, ihn

al8 einen regelmaBigen KRorper erjdjeinen zu lafjen. Man fann ihn ald
bie eingige wirtlid) vegelmdfige Pyramide betrachten.
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Verbindet man die Mitten der Gegentanten bdiefes Bierflacdhs, jo
fchneiden einander die Verbindbungslinien in einem Punfte und bilden
toieder bas Ucdhjenfreny X X,, Y'Y, ZZ, bed Kijvpers.

Rerbindet man die Mitten dev Kanten aud) in anderver Wetfe
fo echilt man da3d bem Tetraeder einbejdyricbene vegelmafhige Achtilach.
Bon den adt Flachen ded lepteren fallen vier in die Flachen des
Tetraehers. On der Suiftallographie wird dafer dag Tetvaeder als
per Halbffachner (die Hemicdrie) ded Oftacders beseichnet. Dentt man
fih die Flachen eined Dftacderd abivechielnd mit + und — Dbezeichuet,
penft man fich die mit dem Minugzeichen verfehenen weg, und er-
weitert man Ddie jtehenbleibenden big zum Schlieen, jo entjteht em
Tetraeber. (Eudlich erfennt man an der Figur nod), dah die Wuf
febung einer gewijfen 2t von %Jmuiiben auf die Fladen ded Tetra:
eders Den FWiirfel ald etnen Sonberfall ded Byramidentetraedersd ent:
fteher 1dft.)

g}

D

ie Tetracderfldchen Haben demmad), twie die Dftacderfladien, m
ver gejeichneten Stellung jdmtlic) die Neigung 54° 44" 1€ 0" gegen Die
Horiontalebene, bilden alfp, wie an dev fante €D gegeigt tnerden
fannt, miteinanber Winfel von der Grife 180° — 2(54°44°107)
— 70°31°407. Die einbejhriebene Kugel jtimmt mit ber des Dfta
eberd itbevein, ift aljo vom Radiug ¢ = a}/4, wenn a die Ldinge der
Halbadic M X ift. Die umbejchriebene Kugel dagegen Hat den Radnd

MD = a)/3, ftimmt alfo mit der ded3 Wiirfeld iibevein. Da
bie Hauptdiagonalen bes Wiirfels fidh in einem Punfte I jdyneiden,
und da jede vor ibhnen eine der Tetvaederflachen fentredht | purd)jchnetdet,
fo treffen fich die vier Dohen bed Tetraeberd in einem Puntte M,
und von jeder ift burc) bdiefen Der vievte ZTeil abgejdhuitten, tweil
r— 3¢ ift. Qedbe Tetvaeverfliche twird von den Kanten der fibrigen
Flachen unter Winfeln von der Guife 54°44° 107 gejdynitien.

Qft k, die Tetvaederfante, & die Wiirfelfante, a die Halbadie,
fo it 12 = 2k = 8d? alfp & = 2a /2, folglic) jede Tetracderfliche

By S . 5 e . s
{ V3 =2a)3 und bie gejamte Oberflacdhe des Norpers O =8a” /3,
9. §. boppelt fo grof, al8 die Dftacdevoberflache, twad fich aud) ohue
Redhnung  zeigen it 1\‘1 fovperfiche QJubalt joll erft jpdter Dbes

rechnet twerden.

Fig. 148 ftellt dad Flachenueh ded Tetraeberd bar.

Die Bahl der Gcen des Ribrpers ijt 4, die ber Kanten 6. Die
Mittelpuntte der Flachen bed vegelmiBigen Tetraederd bilden wiederum
ein veqelmiBiges Tetvacder. Je zivei Gegenfanten ded Tetvaeders
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freuzen einander fenfreht. Legt man duvc) jebe Kante eine Ebene
parallel zur Gegenfante, {o erhalt man den umbejdhriebenen Witrfel
(Fig. 148).

Sn ber Mineralogie erjdeint das Tetraeder mehriad) ald Krijtall-
form, 3 B. beim Fahlers, bet der Binfblende uji.

[(Nufgabe. Die beiden Tetvaeder, bie fich dem Wiivfel
einzeichnen lajfen, in ifrver gegenjeitigen Durddringung
parzuijtellen.

uflofung. JIn Fig. 149 ijt die Aufgabe geldft, roobei gunddjt

=

alle Duadratbiagonalen deg LWitrfeld gezogen find. Bor je zwei fich

ithneidenden Dreiecen, wie 3 B. ABC und DEF, find dabei je jwe
Snittpuntte, 3. B. X und ¥, zu judjen und durd) eine Sdnittlinte
st berbinden.®)]

10) Yufgaben. a) Bei einem rvegelmdipigen Tetvaeder fei cine
ber Grbfen «, k, O, r, o oder h (Hibe ded Tetvaederd = » + o)
gegeben.  Die dibrigen jollen davaud bejtimmt iverben.

b) Giner Kugel vom Radiud » fei ein veqelmdpiged Tetvaeber
um-, ein andered einbejhrieben. Wie groB ift die Differeny threr
Qanten, threr Halbadhjen, ihrer Oberflachen?

¢) Ginem vegelmdpigen Tetracber von bder Ranfe & fer ein
anderes einbefchrichen, bdeflen Ecden mit den Flachenmittelpuntten desd
anderen zufammenfallen. Die Kante Ded zwveiten Tetvaedersd joll be-
rechnet tverben.

d) Cinem regelmdfigen Tetraeder bon der Rante X fei ein
Wiivfel umbejdhricben. Die Nante desfelben joll bevedmet roerdem.

# 3 empfiehlt fich, die fichtbaven Flachenteile jedes Tetraeders mit
feidyten Farbentdnen o angulegen, dafy sufammenqehdrige Stitde fich deutlich
hervorheben. Das gegenjeitige Durchdringen tritf pabet flar Herbor, und der
&chiiler bt jich darin, die cbene Feidhnung vémmlid)y (plajtijc)) su jehen.
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¢) Unter welhem Winkel jdyneiden fich die Fldchen der Detden
jidh durdhbringenden regelmdBigen Tetracber Der Fig. 1497

t) Bwei gleiche Wiirfel follen eine Diagonale gemein Haben und
unter 60° gegeneinanber gedreht fein. Wie fieht die gegenfeitige Durdh=
dringung aus?

(Fia. 150 ftellt die Beihnung dav, tr ber aewijfe Wiirfelfanten
hafbiert find. Der eine Witrfel ijt jchraffiert, der anbeve weip gelajfen.)

o) Bei gwei gleidhen Dftacdern jollen jvei Gegenfladjen in Ddies
jelben Gbenen fallen, und Ddie Korper jollen um 60° gegeneinanbder

Fig. 151,

ig. 150. ]
= /
= = /
- A, = |ll
- l"‘-‘r\_—_. —

gedreht jein, joda jeme beiden Fldchen ald regelmifpige Sedysediterne
ercdeinen.  TWie fieht die gegenfeitige Durdidringung aus?

(Fig. 151 ftellt bie Jeihmmg dar. Dev eineg  Rorper 1jt
jchrafiiert. Nur bdiejenigen Dreiecde find unjdjrafficrt, die ben Sedhged-
jtern vollenden.)

Bu beiden Aufgaben vgl. den BVorfurjus.

[11) Wujgabe. Auf die Fladen eined Wiirfelsd Pyramiden
pon gegebener Hohe Jo aufpujepen, oaf ein Pyramidenmwiirfel
entiteht.

Sn Fig. 152 it aunddit der gegebene Wiicfel gezeichnet und der
Mittelpuntt jeder Flicpe beftimmt. Dort find auf jeder Fldche Lote
pon Der gegebenen Linge BC erridytet, das nac) vorn gevidjtete Yot
DE natiieli in der gewdhlten Bertiiryung (3. B. in 1 per Linge)
gejeichet.  Die Cudpunfte ber Lote find mit den Wiirfeleden ver:

e

punden. Aus der Wiirfelfante & und ber Pyramidenhhe 2 laffen jich
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Qantert, Oberflache, Winfel, Radiug o der einbefchriebenen Kugel uftw.
oes Qbrperd Devechnen. (©ine wmbejchriebene Rugel Hat der Korper
mir i einem Sonberfalle. Jn tweldhem?)

Dasd Neh des Korperd ift leidht zu zeidhnen. Hier oird an
genommen, baf ber Rorper itberall fonvey ift, bap aljo die Pyramiden
nicht fo Hoch find, daf einfpringende Winfel entftehen. Der Grensfall
foll ber nachftehende fein. (Fig. 153.)

Bemerfung. Der Pyrvamidentoiivfel ift ald Kriftallform in der
Mineralogic von Bedeutung. Cr it Hier befproden, weil fidh aus

ihn  aubere Rorperformen Teiht ableiten laffen. IMadht man bdie

Fig. 153,

Ryramidenhiohe gleih der Halben Wiirfelfante, jo erhalten die Pyra-
mibdenflichen die Neiguug 45° gegen die Wiivfelfldchen, und die Kante
awifchen je awei benachbarten fallt weg, jodah ausd 24 Dreteden
12 Rbomben entjtehen. Fig. 153 ftellt dieferr befonbderen Fall des
Ryramideniviirfels, dbas Rhombenzwilfflac) odber Rhombendbobefaeder,
bar. (Dies it die haufigite Krijtallform ded Granats, der RKdrper
wird baber auc) ald Granatoeder™®) begeichnet.) Wug der Wiirjelfante
k laffen fich bie Ranten, die Dberflache, die Winfel des Kirpers leicht
berechuen. |

Da die feineren Diagonalen der Rhomben zugleid) Wiirfeltanten
find, die griferen bagegen die Lange der zugehivigen Lunadratdiagonalen
habern, jo jind die NHomben leidht zut zeichnen. 3n Fig. 154 ijt bas

* Das Wort Granatoeder ift fpradiid) als Mipbiloung zu betrachten,
(iRt fich aber in der Mineralogie faumt vermeiden.
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Flachennel ded Rbombenzwiliflachd fonjtruiert. Die Jabhlen in ben
Winfeln der Flachen geben an, twelde EGden ujammenyallen, iweun
man Had Kavtonmodell wirklich bilbet.

7. / 12) a) Bezeidynet man die Fldden des Pyra:

J i niibentviivfeld abwedhjelnd mit 4 uud —, wie ed
Y */_ -,..__1'5;7,_— in Fig. 152 aefdjehen ijt, (it man die mit -

"'\\ [ o bezeichneten Flachen twegfallen, und eriveitert man

bic {ibrig bleibenben fjo tveif, bay Der RKbrper

\ wieder qgefhioffen ift, Jo entjtebt ein im all

,.‘ij'[-‘_'!. 154,

7 P =1

gemeinen von unregelmdfigen, aber jymmetrifhen Fiinfeden be-
qremates Bmwilfflad), dad Pentagondodefaecder. Diefed ift aljo
per Palbfladhner oder die Hemiedrie ded Pyvamidenwiivfeld.  And
Jig. 152 feitet fich bdie Qonftenftion folgendevmafen ab: Je et
jtehenbleibende Ryramivenflachen bilben in ihrer Eriveiterung ein Dad),
pefien Firjtlinie zu den Grunbdfanten povallel ift. Cine jolde Firjte
ift ourd) € yvarafle! su KF zu fegen. Hehts veiht fie bid zum
Sdmitte mit bder buvd) H gehenden Mittellinie bder Flade F'GH,
wodurd) die Halbe Linge der Firitlinie gegeben ift. Eine joldhe von
berfelben Limge ift fenfrecht durc) E zu legen ujw. Die Enbpuntte
biefer jechd Dadjfirften geben mit ben Eden Des Wiirel i

i

sujamimen
die 12 4+ 8 — 20 Gden bes gefuchten Rirpers, der in einem Sonbers
falle durd) Fig. 155 veranjdaulicht werde.

Das nicht von regelmdpigen, fondern von fymumetrijden Fiinj=



Megelmipiges Fodlfflad. 287

ecfenn  Degremste Pentagonbobefacder fommt in der Mineralogie al3
Qriftallform bed Scdhwefelficied ober Pyritd vor und wird dort ald
Pyritoeder bezeicdhnet (was ald fpradliche Mifbildung su betvadhten ift.)

b) Jebt wird folgendes behauptet: Macht man die Pyramiden
bed Byramidentviirfeld jo hod), daf die von der Mitte ded
Rocpers big zu jeder Pyramidenfpipe gehende Gevabe burd

wig. 156.
b of 1D
fr;%':; F
-2\
L | «
! :_J I.J 1
i
| [ ! i
| A = ST
d Y| It

bie Wiirfelflacdhe ftetig geteilt ift, dbann wird das aus dem
Q@brper hervorgehende Pentagondobefaeber ein vegelmdiger
ftorper.

Sn Fia. 156 ift dargejtellt, wad tm Mitteljdhnitte des Korpers
bei der vorvigen Sonftruftion jitr den Fall vor fid) geht, daB ILJ
und MO in Z bezw. in Y ftetig geteilt fiud. Durch J ift bie Fivft:
finte KD bi3 zum Sdmitte mit CA gelegt, jodaf auch ¢D in 4
ftetiq geteilt ift, bemm J, Z, M find Horizontal auf CD projiziert.
it man DX ald Qot auf ZA4, fo verbalten fi) aud)y XA wund
Y wie Teile einer jtetig geteilten Qinie (hulichteit der Dreiede),
und betde zujammen geben den ju Y C gehorigen gropeven Teil MY
ber fretig gefeilten Gevaben MC, fodap ZX = Y C ift. Demnad) 1jt

ZXDJ ein Quabrat, und die Firjtlinie KD = « ijt doppelt jo lang

T G o Il e iy : -
ald bie Pyramidenhohe h = - - (BVgl. Geometrie, 302, Vemertung.)

- T v S e = E
Aud der ftetigen Teilung vou M.J folat, wenn man M Z = - jest,
2 = N - i s I."/ril'-' . a s
w:d=d:(a+d), aljo d= £+ |/ +a’ oder, da nuur dad poyitive
Voo e = 2 [) ! Lo \ I QA P TE
TWurzelzeichen braudhbar ift, d= - (/5 -+ 1) al8 Qange der Wiirfelfante.
vt ” ) s
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e el a A e A S P |
Demunad) it XA=_ — = 1 U/.-J - 1) —

¥ &)

{1 e S o X = -
= ( V5 —1), wad nad

)

pem Gefels ved goldenen Schnitted aud) ohne Rechnung folgt. Demuad) ijt

e > - .-"""?2 ”ﬁf . . - = o .-’ - 3 4

AD =YDX F X2 =)/ + . (6—2V5) =" Vi0—2V5.
g 4 16 * 4 4

Man denfe fih nun in A auf der Jetdhnungdebene ein Lot von der

Qinge - evridhtet und deffen Endpuntt H mit D verbunden, dann fat

man eine mene Kante HD ded Rbrpers. Diefe ift von bder Liinge
S 1 /[
7o/ (<)

HD = a. Folglidh: Nicht nur die Fivjtlinien, fondern aucd) die Ber-
binbungalinien der Witrfelecten mit den Cndpuniten jener jind jamtlid)
vont Der Qinge a, d.§. bie Fiinfede des Kibrpers haben gleid) lange

1

Geiten. Sie find unadft mur jymmetrijd), befiben aber die Hibhen

/! £
2 T a

i ) (a1 aa/leEY | I’.f‘:l,f' a1/ .
Ealle bk 2V5) + T (10 — 2)/5) ober

= : al/5—15 9 /N a* f .";!‘_J S 5
abjduitte AD = l ul —umd AC ! (L) = ‘l )

2 2 S 2 2 |
weldhe die ded vegelmdBigen Fiinfeds von der Seite o find. Dem:
nach) find die Flacdhen ded entftandenen Pentagondodefacders
regelmafige Fiinfece, und der Korper ift ein vegelmdpiger.

Damit ift junddhit die CEriften ded vegelmipigen Pentagondo-
defaeders betviejen.

¢) Nadh) Fig. 157 fann man e3 folqendermapen Herjtellen:

Man nehme einen Wiirfel, deffen Kante gletch der Diagonale
eined regelmipigen Fiinfeds ift. Dad Fiinjed lege man jo an eiue

ig. 158,

Hig. 157.

Wiirfelfante an, daf die Ede D genau o tweit von der zugehirigen
Wiirfelfldche entfernt ijt, ivie die Grundlinie BF bon bder ju diejer
gehbrigen (wobei die Gntferung gleid) ber Halben Fiinfedstante 1it).
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MNadht man dasfelbe im gamzen mit 3w6If fongruenten Fimfeden, jo
erhalt man bad vegelmdBige Bentagondodefaeder.

d) Gine zweite Herjtellung ijt folgende. Man Ffonftruiere ein
Achjentreuy, teile eine der Halbacdhien nad) bem golbenen Sdnitt jo,
paf der grofere Teil von der Mitte ausgeht, ervidte im CEndpunite
jeder Halbachie ein Lot, deffen Richtung den befprochenen Firvitlinien
entivricht und markiere
bie Ccpuntte de3 zum SR
verfletnerten  Achjen- O
freuze gehorvigen Wiir 4 i
feld (3. B. dburd) defjen ; :
Diagonalen), dann hat Do B
nan alle Gden bes Kir ; e T
persd, die muir nodhgerad: ; A
finig 3u verbinden find. ; b s

e) Die Beidhmmg H 2 2
inParallelperfpeftivezn N\ | EFES e S TR
30 und § Berkiirzung '
it in Fig. 158 bar
gejtellt uno geht am | :
bequemiten vom Wiirfel L e RE St Ty
aud, defjen Achientreus !
s jeichnen und in an- ' oy
gegebener Weife 3u ber: \ e
lingern ijt.

£) Gine Aufripzeichnung ift in Fig. 159 im Anjdhlup an Fig. 156
bargejtellt. Da ber Rabiug bder umbejdhriebenen Sugel aud) bem
Witrfel angehort, ift » = j /3 FL (V5 + 1) V3. Das Fiinfed

s . s e 1/5+V5
mit Seite a Hat als Radiusd ded umbejdriebenen Kreijed r,—a l s
Demnady it der Rabiud bder dem Kbrper einbejdhriebenen Kugel Fu

a ],«”25 1+ 1175
2 10

o) Die Hiilfte des Flachennepes ift in Fig. 160 geseichnet.™) Und)
in biefer Fiqur fpielt bie Teilung nach dem golvenen Scnitte eine
bedeutende Nolle. Man adte auf die Finfedjterne (Pentagramne,
0. b Fiinfede, die exjt nad) zweimaligem Umgange iuﬁltuf;en) T

¢
mitteljten Fiinfec und im groBen Fiinfed.

berechnen aud o = MO> — OP*=*>— 1] ald o =

*) Bejdyreibe die Entjtehung diejer Figur. (Vgl. Vorfurjusd § 100.)

Dolymiiller, Elementarmathematil. L 4. Wuil. 19
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h) Denft man fich) jeded ber fitnf duferen Finfede bex Figur
fo foeit um bdie Rante geflappt, die fie mit dem innerjten Fiinjed
gemein Haben, big ifre Seitenfanten jih paariveife treffen, jo entfteht
eine Art Sdhitffel alg Hilfte der Oberfliche des Korpers. Wihrend
ber entjprecdienden Betwegung twandern Ddie eingelmen Punfte auf
Qreifen, deven Projeftionen auf die Grundflache gerade Linien find.
©o  anbert
5 B. dbie Pro:
jeftion bon H,
auf bder Ge-
raben H, I, bie
von Fy attf der
Geraben F. 5.
Wo H, E und
F. B einander
jchnetden, Dda
liegt die Pro-
jeftion bed ben
Puniten H,
und F, ent

ibrechenden
Sditfelpunties
Z%)  Ebenjo
geben F) unb
H, einenr fpm:
metrijd) ju 74

liegenden
Sditjjelhuntt
Z,, wobet ZZ, = H, F; und bdie Projeftion ber lehteven Linie in
ber neuen Qage ift. ZZ, ift die Diagonale des 3iweiten vegelmaBigen
Finfeds mit Horizontaler Grunbdlinie, weldes fich in den RKreis M,
legen lagt. AZ ift alfo bie Seite ded bem lepteven einbefdhriebenem
Bebneds, aljo gleid) 3 (V5 — 1), wenn bder Radiug gleich 1 gejebt
wird. Damn it MZ =1+ L(Y5—1) =1 (V5 4+ 1) ber Radius
bed stveiten der fomgentvijchen Sreife.  Uuf ihm liegen Dbie {fiing
Punfte 7 der Schiifjel und zugleidh bdie Punite M, big I, denn
audy ML, ift gleich L (V5 + 1). Die erfte Schiifiel wird ndmlid)

Fig. 160

# Man jdhreibe Z in Fig. 160 ein. €8 ergibt {id) ver eine Punit, o
ber um M, gelegte ®reid und der mit Radiud M M, um M gelegte etnauder
jdmeiden. Der jweite Sdmittpunft ift mit Z, zu bezeichnen.
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pon Der weiten noc) fehlendben Sdhiiffel fo bebedt, dafy die Spiben
pon Deren feitlichen Ffinfeden mit den Punfien Z zujammenfallen,
wihrend die fonjtigen Raundpuntte nac) den Punften M, bis M
falfenr, denn bie PLrojeftionen beider Teile jind fongruent. Folglid
bilden die Projeftionen ber Ranbpunfte jedber dev beiden
Sdfifjeln im Grundrifp dad regelmdapige Jehned der Punfte
M, bié M, und der zwifdenliegenden Punfte Z auj dem
Queife mit Radiug MM, Dies lGht fich auch durd) Redhnung
nad)i eifen.

i) Somit ift die Grundrifizeichnung ber Fig. 161 bequem ber-
suftellen. Man denfe fich fongentrijhe Kreife mit den Radien o =1 und
= i-_a_],-":"; -+ 1), beren Radien fid) alfo verhalten wie die Teile
etter nach) dbem golbenen
Sdnitte  geteilten Oe- Olfclbl
raden, gezeidhnet. JIn Myan el S i
pen inneren Kreis lege A
man wei rvegelmifige il '. i NS
Fiinfedfe mit je einer 1\ """" /”-\ SRR
jentrechten Seite fo, daf v \ Sr g e
ihre @Eden 1‘.1'111 rrr:grpf St ’;ﬁ'}”f """ R ; 7(1“3"
mdhiged Sebhned Dbilben. B o RS
Durd) die Ccken lege man PR A 'fs;'-.lr'f;} -._-1,;’5;5;; F )
bie Fortiebungen von A ) '
Radien, Ddie big zum i
duperen Kreije reidhen
und zeichne bag daburch
bejtimmte Sehned fertig.

MNian 3iehe die Ge-
raben, bie fichtbar oben
liegen jollen, frdftig aus
uno deute die anberen ges
jtrichelt an.

k) Siir die geeich: d
nete Qage crgibt fid) bie e
AufriBzeichnung dadurd,
pafy man die Puntte des
unteren Fiinfedd nad) der oberen Grumdlinie projiziert, was Ddort
Puntte A, (B), (0., D, B, gibt. Dag RNadbarfiinfed gibt
auBerdem im Aufrif die Punfte F, G und (H). Beim Auf:
flappen Dbewegen fich ¥ und (H), audh) G auf Kretfen um 4, jo
weit, i3 bie Punite in die fenfredhten Geradben OPO; bezw. NN,

19*

_:‘:,-l
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falfe. Sm die durd) O, und N, gelegten Horizontalen fallen dann
bie fibrigen Punfte der Winde beider Schiifjeln, die aljo leicht nach
oben au projizieven find. Die obere Sdyiifjel eridjeint ald Der unteren
fongruent, der Abftand Der beiden oberjten SHihenjdhichten ijt aljo
gleich dem ber beiden umterften. Uuc) die Punite pes pberen Fiinfeds
fud nun leicht nod) oben zu projizieven.

Die WufriBseihnung ift diefelbe, die in Fig. 159 gegeben tvar,
mur ift bie Dortige Linte OJ jesit horizontal geftellt worden.

[Denft man fich den inneven Kreis einem Fiinted von ver Seite a

A : by atls N1/ 6-+VY5 e
umbejdhricbent, danm ift der Nadiug oy = ¢ l 'LF,' , Der Ded auperen
i

T S : Bt b s Al F IR N i .'.;,
freifes ift dad i : fache oder 7, = ) e l 1“1 '
T ~ . : " /5 + V5 | i e |
bie Summe beiber aljp o + 1y = @ |14 —

o=, . 10 | H 2

Y AE A VG - S : b 2 =
e ] 54 V5 I-‘gl ) ober A rr] .E“] }|ll-—';l""”.‘

=
3

i

ed it aber bad Doppelte

@ I ..-"'11'n1;—-1-L]-':'.a & l_’m_ 115
10 10

be3 oben Deredneten Radiud o der einbejdricbenen Kugel, folglicd

fiegt Die oberfte Schicht bes WAufrifjes in der Hobe r, + o, und da

bie Dohen bder beiden mittleren Sdyichten Dder ftetigen Teilung ent

jorechen (tweil A, N, ftetig geteilt ift), fo find die Hohenlagen aller

vier Sdyichten durd) Null, o, oy, und (1, + o) gegeben. |

1) Aufgabe. Pian drehe den Grumdriff der Fig. 161 o, Daf

et der Behnedsfeiten fenfredht mwerden und
Big. 162 fonftruiere den zugehdrigen Unfrip.
= ' Die Hihenlagen der Anfrifpuntte bleiben
biefelben. Der Wujrify jelbjt fallt jymmetrijch
augd. (BVgl Fig. 171a.)

m) Yufgabe. Den Grundrif des
auf einem Edpuntte balancierenden
regelmipigen 3wolffladyd ju zeidhnen.

Sn BFig. 162 ift die Wnjgabe geldit,
auch) die uwmbejchriebene Kugel mitgezeichnet.

&
-

13) Wujgabe. Man bejtimme Dbdie Mittelpuntte bdex
Sladen bes rvegelmdahigen Bwdlifladsd und unterjude das
purd) diefe Cdpuntte beftimmtie Polygon.

a) Qe brei aneinanber jtoende Flachen geben drei Mittelpuntie,
die gleichiveit von 7 entfernt find unb miteinander verbunden ein
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gleidhjeitiges Dreied gebem. Der entjtehende Korper ift ein dem
Bwilfilach) einbejdhriebener bon zwanzig regelméiBigen Dreieden be-
grenzter regelmifiger Sirper, bet dem je fiinf Flahen zu einer Ede
gehoren. Wibhrend basd Zwolfflach 12 Fladen, 20 Ecen und 30 Kanten
bat, hat der neue Korper 12 Eden, 20 Fladen
und 30 Kanten. Er Heipt dad regelmdahige
Bwanzigflad oder Jfojaeder.

Die Mitten feiner Dreiedsflacden bilben
ein ihm einbejchricbenes regelmdBiged Bwolf-
flad). Jn Fig. 163 ift ed in Der der Fig. 158
entiprecdhenden Lage gezeichnet.

b) Dag Neb Dded regelmdRigen
Biwanzigflads zu zeidnen

Sn Jig. 164 ift dad MNep gegeichnet,
wobet vom Dreiede ABC aus-
gegangen ijt. Jn die Winfel jind
jtetd bie Bablen eingejdhrieben,
welche angeben, welde Eden bei
ver Bilbung des PMobelld zujam:
menfallen. (Jm BVorfurjugd § 90
ift dieje Ungelegenbhert emgehender
exfrtert tworden.)

¢) Die Eden, bdie Fliden
und die Kanten desd Bwilfflads
hangen mit ben Fladen beziv.
Eden und Kanten des Jwanjig:
flady3 ebenjo eng zujammen, iwie
die Ded Wiirfeld und Dftaeders.
NMan nennt jededmal den einen
Sorper den veziprofen ded anbeven.
Bwei Flachen bed etnen entjprechen
aei Ccpunften ded anderen, Dder
Edynittlinie der erfteren entjpricht
pie Berbindbungslinie der l(ebteren.
Denft man fid) den einen Korper
ald den etnbejdjriebenen De3 amn=
peren, fo entpricht jeber Geraben
an  bem einen eine fie redt
winfelig freuzenbe Gerade Ddes
anberen. (Dem Achienfreuze Dded einen entfpreden Geraben, bdie

Fig. 163,

in  unendlicher Cniferung fiegen und jene Wdjen reditwinfelig
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freugen. Died gilt von jeder duvd) den Mittelpuntt gehenven Ge-
vaden.) Dev BVerbindungdlinie jiveier Gegeneden des Dftaebers 3. B.
entfpricht bie Sdnittlinie ber zugehbrigen pavallelen Gegenflachen des
Wiirfe(s. Der BVerbinbungdlinie der IMitten sweter Gegenfeiten ded
Wiirfels entfpricht die Schnittlinie Ddex sugebirigen parallelen Gveny
fachen Des Oftacbers. Der durd) die Ecden gehenden Qugel ded einen
entipricht die die Fldchen Deriihrende Kugel bes anmbeven. Der Wuj:
jebung fenfrechter Pyvamiden auf dem einen entfpridit regelmifige
Abftumpfung dev Gden de3 anderen ufw. So fommt e3, ba man
pon Dem eimen Korper unmittelbar auf den anberen dhliefen Tann.
Eintge folche Scliiffe jollen gezogen und nadytraglic) betiejen twerden.
e adyt Gden des regelmipigen Brdliflachs (iegen fidh als Eden
eines einbefdricbenen Witrfeld betracdhten. Da jebedmal nur eine
Diagonale jedes Fiinfedd al3 Wiirfeltante zur Geltung fam, jo licken
fi) dem Ribrper fitnf Wiirfel

Fig. 165. einbefchreiben. Jedem Wiirfel

| aber Tiefen fich zwei Jwiliflache
umbefchreiben, dad der mit +
beseichneten Flacdhen dez be-
treffenden  Pyramidenviirield
und das der mit — begeid:
neten Jlachen. Beide Bwidlf-
3B flade find um 90" gegen em-
ander gebreht.  Folglidh: Je
adht Fladen bded regel:
maphigen Bwanzigflads
fajfen fid) als Fladen
eined umbejdhriebenen
Adhtiladhs betradten. Jn
Fig. 165 find die betreffenden
Borberflachen f{draffiert worben, bdie bvier entjprechenden hinteren
Slichen gehoren nod) dazu. (€8 wird fid) seigen, dah BD wmd ED
ftetig geteilt find, jobap bei BD ber grofere Teil oben, Det ED
unten liegt. @benfo ift BE ftetig geteilt, die Beidmung aljo feidht
anufertigen.) Die Kante DE geht durc) eine Ecfe des Jtojaederd und
liegt mit der von Der Achfe M D DHalbierten Firftlinie in einer Haupt:
jhnittebene der sugehbrigen Pyramide. Da aber jebe Sante biefer
Gde ald Firftlinie betrachtet werben famm, find fiinf jolder Dftaeder-
fanten durd) jebe Gde moglid). Folglich Taffen fih dem Bwanzig:
flach fiinf Dftacder umbefchreiben. Tedem Dftacder laffen fich ziver
Bwanzigilade einbejdyreiben, die wm 90° gegeneinander gedreht find,
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3. 8. um bdie Achfe CD. Unten find die beiden Kovper pavgejtellt.
(Fig. 167).

Die Deiben demjelben Wiirfel umbejchriebenen Jwilfflace Haben
einen Pyramidenviiciel gemein, bei dem die BVerlingerung ver Palb-
adhjen einer ftetigen Teilung
entiprad). Folglich: Die bei-
vpen bemfelben Dftaeper
angehdrigen Jfojaecber
find Dbemfelben abge-
jtumpften Dftaeder eim-
befchrieben, bei bem Die
Abjtumpfung einer fteti
gen Teilung der Halb-
adhfe entipridht. Der Witr:
fel und Die beiden ihm um=
bejdyriecbenenBiviliflacie haber
diefelbe umbejchriebene Kugel,
per Pyramidentviicfel und die
beiben Bwolfflache haben die
felbe einbejhricbene Rugel.
Bolglich :

DagOftaeder
und bdie beiden
ibm einbejdrie-
benen Bwanzig-
fladje Haben Ddie:
felbe einbejdrie:
bene Qugel; da?d
abgeftumpfte Of-
taeber unbd Ddie
beiben Bwanzig:
flade Haben die-
jelbe umbefdyrie-
bene Qugel

Su  Fig. 166
find die beiben dem- B
jelben Witrfel um= O
bejchriebenen Jwilf: Ny
flache inihrer Durch-
dringung dargejtellt. Das eine von beiben ijt jchraffiert worben. Der Wiirfel
und ebenjo der gemeinfchaftliche Pyvamidentviiviel find (eicht u erfemen.

Ftg. 166.
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&ig. 167 fjtellt die beiden bdemfelben Dftaeber einbejdyricbenen
Kfofacdber in ihrer Durddringung dar. Dad eine von beiden 1jt
draffiert worben, nur war bei der Sdyraffievung folgenbed zu be-
achten: Jn ber Oftaederfliche BB D liegen el gleichieitige Dreiecte
JGH und J,G,H, ber beiben Bwanzigilade aufeinanbder und bilben
etnen unvegelmaBigen Sedpeditern. (€3 wird fich zeigen, dap jebe
Dftaeberfante, 3. B. BD, auf jwei Wrten ftetig geteilt ift, 3 B. in
H und H,.) Bei den iiberichiegenden Dreieden bes Sterns, bdie dem
idraffiecten Oftaeder angehiren, ift die Sdraffieung angedeutef, die
gemeinjdaftlihe Jldde ift unjdraffiert gelafjen. Diefem Sedyseditern

entipricht in Fig. 166

. oie an der entjpreden=

5 < den Wiirfelede befind-
fiche ,CSternede” mit
e einjpringenden  LWin-

feln.

Fig. 168.

S G
o : Das Oltaeder 1jt

pureh quabdratifche
il Bladen  abgeftumpit
===l (entedt), von Ddenen
A . —i nur bie Diagonalen
- gegeidhnet find.
t PMan verjuche 3u
| jedem  Punfte ober
jeder Flade der einen
‘ © Gigur bie jugehorige
Slade Dbezw. den Fu=
gehorigen ‘Punft der
2 anderen zu bejtimmen,
st jeder Rante bder
ginenn bie jugebbrige rechttvinflig Freuzende Kante der anberen auf:
sufinden.

d) Bum DBeweife ded oben Gejagten veidt folgendes Hin.

[ Jig. 168 ift ein Adhfentrenz gezeidnet. Cine jetmer Halb-
acdhjen ift in B nadh) dem goldenen Sdhnitte geteilt. Der grofere Teil a
ift an jebem Achjenenbe nach ziwei entgegengejessten Achjenrichtungen ald
Lot angebradht worden. E3 wird behauptet, dah die 3wolf
Cndpunfte diefer in der Figur gezeidyneten Lote die Eden
eined vegelmdBigen Jfofaebers jind.

Beweis. FC'=FE*4 EC*=FE*+4 HC?+4 HE®. Eest
wan MB=a, BA=20, aljp M A= a-+}0b, jo exhilt man FE=aq,

ke
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HC — -”- c"|/';') + 1), H_JI =2 I;'_la-"':f_r —1). Daber witd FO*=do®
+ - (5 - 21/5) —§— (h4+1—2 ]"13'_3 = dat—(2q) D
FG=32a, FO =24 me ebenfo GC = 2a ijt, fo it FGC emn
gleichfeitiges Dreied. Soldher gleihieitigen Dretede laffen fih) an dem
®ebilbe 3wanzig nadeifen, folglih find die Ccen die emed regels
migigen Jwanzigiladh.

Bemerfung. Verlingert man jede Halbachje nod) wm a, jo find
die meuen Wchfen ftetig geteilt und man erhilt die Edpuntte des einen
pem Sfofaeber wmbejchrichenen Oftaeders. Daf 3. B. die Kante DE
in §ig. 165 fjtetig geteilt ift, folgt aud dem Pavalleligmus von KM
und der , Firftlinie’. Jm Jfofacder befinden fidh 3 = 5 gleichberech-
tigte Achjentreuge, cbenjo im Dodelaeder.

Die Verbindbungslinte jeded Flachenmittelpuntted mit dem Mittel:
punfte deg Korpers gibt den Radiud dev einbejdyriebenen Kugel. Die
Sliche FKC liegt fo in dem zugehorigen Oftacder ded Achjenirveuses,
baf o mit allen Adhfen biefelben Wintel bilbet. €2 hat ndmbid die
Qage einer Wiirfeldiagonale fiiv die normale Wiivfeljtellung. Demnad
ift die zugehirige Ytormalfliiche, wie behauptet war, eine Dftaederjladhe.

[e) Der Radiug der umbejdhriebenen Kugel desd Q\fmm‘m; uqtht
fich bei der gewahlten X Beseichmung aud FM>= ME+EF=(a+b)*+a®
=| “ (V5 + ;J +at="[5+1+2Vb+4]=7 gl.a +1/5),

o o ,-’ ‘P—— 15"
jodaf unter Vorausdfepung der Kante b= 2 der Rabdiug » —r:] dl

e e . ’ o .IFI. § f‘”:"] ]I -l, {'T]. 7 f_.-".:‘] el 1;" 5
ijt. Jiiv die Kante & ift dbemnad) r = l = = l e

Der Radiud Dber einbefchrichenen RKugel ergibt fih aus
— ME®— (LEC)%. Hier ift die Pohe EC bed gleidyjeitigen

P\t niEa ol 2 2a o o R i 1 /o
Dreieds von Seite 2a gleid —- V8 —=a)/3, alfo LEC=3a)3

S(V5+1)| — (V3 = 7(6 + 2V/5)

2

= a)/t ©o folgt o=

@ a 2
(15 (1 e e a* g(* =

s LAY V_-',_.]_..:_I.:”._— 9+3)5—2]= — e V'5). Dem:

v 7R . i)
l 74 816

nach ift Gei der RKamte & = 2a bder Radiud ¢ =a a Titr
]
ok } ‘sp 5 'lr‘i B
) - = = [ L/ ! .
bie SKante % aljp ift o / ~ |

t) Wujgabe. Das n;a_fm_ncbcr. im Anjdhlup an Fig. 168
im Aufrif zu zeidnen.
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Wuflojung. Die in Fig. 169 gegebene Darjtellung unterjcheivet
fih von ber in Fig. 163 und 168 gegebenen nur dadurd), bap bie
oritte Adpje in der Liange Null erjcheint,
ebentfo  Die beiden zu ihr parallelen Firjt
(inten.

Der Grundrip ift leicht dagu zu fon-
jftruieren. Gr fieht ebenjo aud und ijf nur
um 90° gebreht zu zeidhnen.

g) Die Grund- und Aufripzeid:
nung des Jfofaeders nad) der Auj:
flappmethode herzuijtellen. JInFig.170
jind im Grundrif zundadjt fiinf gleidjeitige
Dretede  regelmdpig um  einen Punit
gruppiert tworden, twobei bdad cine eine fjenfrechte ©eite Daben
foll.  Syebes Dreted foll um eine Achie gedreht werben, bdie durd) den
gemeinjdajtlichen Edpunit M geht und zuvr Dbetveffenden l&)eqmivitc
pacallel ijt. Die Dreh-

Fig. 170.
v ung joll jo tveit geben,
/\\ bis bie Ranten gleich-
; \‘\ mifig aneinander
/ o f"“';” \7‘" jtoken, jodap eine Art
,f' \-. s Tridhter entjteht, .9

eine auf bder Spibe

‘\4\42—@;;; ﬁiﬂ’f} baloncievende  flinfjjer:

X tige Pyramide. Dabei

: 7-}.‘ ﬁ: . HPIU'H _ bewegen fid) 3 °B. bie
i T B Projeftionen von A
' : '-__! Lt und B normal gegen

ol il

o |
\ f
A \ F)
"l 1
Y 3 A {
WG L ST
A >
T . \ /y
e g yo
b 8 ,; ~
b g Y
\ \\"‘-. S— =t

AB. Gbenjo maden e3 bdie fibrigen Wufenpuntte, und jo entjteht in
ber Figur baz Gvundrififiinfed NLOPQ, defjen Cden mit M 3u
perbinden jind.



«

Regelmipiges Joanzigilad. 299

Der Aufrifs diefes Trichters entiteht folgendermapen: M, A und B
qeben, auf die Grumblinic des Unjrifjed projistect, DL, A, und (By).
Pan jdlage mit DL A, einen Rveisbogen um M fo toeit, bid NN,
und (L) fenfrecht iiber NL Tiegen. Damit ift die Hihenlage fiix
oa3 Fiinfed N, L,0, P, Q, gefunbden. Bugleid) zeigt fih, dap bdurd)
die Gevade I, Q, beyw. I, O, die Ebene des Fiinfeds I, @ Iy Vy 0,
bargeftellt ift. Diefed Fiinfed erfdheint in berjelben Rrojeftionszeid)
nung ivie dad vorige, aljo ift MG — P,Q, md QR = @ Ny,
alio A P, M, Q, gleichjchenflig und, wenn man nodh) P, R, 3tebt,
AQ M N, = @PR. Mt R ift die Hobenlage filr bag obere
Sitnfed R, V, S, Wy T, gefunden. Der oberfte FTrichter (Pyramide) ift

¢

ig. 171 a. F¥ig. 171 b,

= _'fl__J'— ".'—'ll:_l

\ \
e

aum  unterjten fongruent ju seichnen, jedod) entjprecdend au drehen.
Die Figur ift leiht u vollenden. Dev Aufrif ftimmt mit dem in
Fig. 169 gegebenen itbevein, mur find 3tei dber fdrigen Parallelen
Borijontal geftellt worden, bie Udje AB bagegen fenfrecht. Gegen
Q,S, finbet Symmetrie jtatt. Sn ber nebenftehenden Figur ift Der
®rundrify vollendet, der fidh ald ein reqelmapiged Sehued mit jtvel
einbefchricbenen Fiinfeden und den augehovigen Rabdien daritellt.

h) Yujgabe. Den Grundrif Fig. 170 fo zu brefen, daf aivet
Behnedsieiten fenfrecdht werdem. Jm Yufrif findet danm nur Hovi-
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sontalverjhicbung jtatt, und die Figur wird fymmetrijd) gegen eine
vertifale Achie.

i) ufgabe. Dasd auf einer Fliche ftehende Jtojacder im Grund:
und Wnfrif davzuftellen. (Jn Fig. 171 b ift die Anfgabe geldft. Dabet
ift geseigt, baf, wenn man im Grundrif diefelben Hilfstretie wabhlt
ie beim Pentagondbobdefacder, die vier Punitihichten ded Aufrifjes in
dpiefelben Hohen fallen toie bei diefem. Der Sdhitfer fithre die Kon=
fteuftion und die Beweife jelbjt ausd.)

14) Ginige Halbftumpfe und ihre veziprofen Kirper.
Mnter Halbjtumpf joll ein Kbrper verftanden werben, der dadurch aus
einemt anberen entfteht, daf man die Ranten des lepteren Halbiert und
die Abjtumpfung der Eden (Entedung) 6i3 dorvthin dburdyithrt. Dabet
fannt Dexjelbe Rovper aus jwei verjdjiedenen entjtehen.

a) Der Halbftumpf des vegelmipigen Ucbtilachd ijt in Fig. 172
geseichnet. Gr it jugleid) der Halbjtumpf des Wiirfeld. Seine Flachen
find fechd Quabdrate und adt regelmdpige Dreiecte.

Fig. 173.
B
Fig. 172. = e s
T e e P
A A T
v b}
; / o
./ \ \\
et B 1
S — = A 1
A = e
S |
e i
Sre
i |
= \ ! ‘//,I'
™, -
M o
- i
X i
S s
il f{
..")V
q_____‘__p il
B

Die Flachenmitten bdiefed Korperd bilden ein Rhombenzwilijlad,
weldhes demnacd) ber veziprofe Kbrper iff.  Der Wbjtumpfung bed
Wiirfels ober Oftaeders 0i3 zur RKantemmitte entjpridht alio ein Auf:
fepen fo hober Pyramiven auf die Wiirfelflachen oder Dftaederflichen,
bak je awet benadbarte Pyramidenfliden in bdiejelbe Ebene fallen
und wmur die Halbe Anzahl von Fladen bejtehen bleibt.

b) Der Halbjtumpf des regelmipigen Jwanzigiladd ift in Fig. 173
pargejtellt, ©r it ugleidh der bes regelmdfigen Bwilfflachs. Er
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seigt als Flacden wilf regelmapige Fiinfede und jwanzig gleihjertige

Dreiede. Dem Achjentreuze entipricht etn einbejdyriebenes Lftaeder.
Die Flachenmitten bdiefed RKovpers [iegen auf einem Rhomben-

preifigilach. Diefed ijt in Fig. 174 davgejtellt. Beide Korper find

rejiprof  jueinander.  Die

unterite und oberjte Fldache glg 1t

ped  Rbhombendreifigilachs, i

: i : 2t T B

pie vorderite und Dinterjte, R e

bie linfe und rvechte find b et

Fldachen eineg umbejchriebe: B x)ir,f---f--'*},”:

nen Wiirfels. /,«-"I{U\- .'
Jn bad  regelmdpige 3 Z |

Awdlfflach laffen fid tm | o sl '

gangen fitnf Witrel einjtellen. Ju _ H““\,-h;____

Die dreipig Witrfelflacgen |1 \N & L \ |

umbiillen  ein  NRhomben: H\\_: o s H

oreifigiladh), wdhrend die N\ . B /S | G

e e o : SN i i 3 =
Eden ber Wiirfel (von denen R ey / Z
je el gujammenfallen, jo: o
paf ihre Bahl ¥ = 20 Dbe
trdgt) bie Eden bdes Dobefaeberd bilben.

Um bad vegelmafige Bwanzigilad laffen fih im gamgen Ffitnf
Dfttaeber legen. Die bierzig Hlachen diefer Oftaeber, vonm demen je
stwel in diefelbe Ghene fallen, jodbafy nur zwanzig jelbitindig bejtehen,
umbitllen das Stojaeber, die bdreiffig Cden bder Oftaeder liegen aber
i pen Ecfen ded durd Fig. 173 bdargejtellten Halbjtumpis.

Auf die Flahen einesd Rpombendreipigilachd lajjen fid) die Kanten
eines vegelmdfigen Bwidliflachs zetdmen. Die betreffenden Fiinfece
werdent durch bdie Fleinen Diagonalen der Nhomben gebilbet.  Aber

aud) die Lanten eined vegelmipigen Swanzigilads lafjen fid) aufzeichnen.
®ie betreffenden Dreiefe werden bdurch die gvoen Diagonalen der
Rhomben gebildet.

Da Oy Dy Diagonale des Finfedds und gleiy CD ijt, A, B,
bagegen alg Finfedsfeite auftritt, fo verhalten fich bie Eleineven und
bie groferen Dingonalen jeded Rbombus wie die Teile einer ftetig
geteilten Geraden. Dad Nep bes Korperd ift daher mit Hilfe eined
tegelmafigen Fiinfedd ober ber ftetigen Teilung lewdht herzuitellen.
Su Fig. 175 ift die Hiljte bes Neped gezeichnet und dabet angedentet,
elche Gcden beim Bilben bes Mobdelles zujammenfallen.

Die genannten Eigenidaften Des Rhombendreifigilachs hingen
bamit jujammen, daf e8 der Bwijdenfall fitr dag Pyramidenzriliflad)
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besv. a3 Pyramidengmwanzigilad) ift, bei dem je stvet Byramiden-
5-12 320
== besw. —— obex

fldchen u einer ujammenjallen, jodbaB nur
30 Jlachen bejtehen bleiben.
Diefen Cigenjdaften ftehen reyiprofe bed jugehirvigen palbjtumpis
gegeniiber, welche aufsujucdjen dem Sdbitler itberlaffen bleiben joll. —
Shuliche Betvachtungen verjude man fiiv dasd
Rhombendodefacber und den Halbjtumpf des Wiirfels

1 augzufiihren.

\ /| Fig. 175. Dexr  Halb:

1 X / {

\\ ; T 7 £ 5oz T

e 1/ 4';%- A fumpf bes Te-
Nt T T Sl traeders 1)t em

Dftaeder.

15) LWie
fich bem Rbom:-
benbobefaeder
fiinf2Biirfel ein=
bejdyreiben laj-
fert, lajfen fidh
ihm auc) 3ehn
Tetraeder ein:
bejdhreiben,
benn in jebem
Wiirfel fonnen
jiel eingezeidy
net toerber.
Bon bdiefen Tetvaebern fann man je fiinf ausjucen, die feine Ecfe
miteinander gemein Hhaben.

I'.f'?//

Denft man fidh aljo die jwanzig Een eined regelmdfigen Jroblf-
flachd gezeichnet, jo famn man ftetd je bier ald Ecfen eined Tetraebders
betracdpten.  Diefe Tefvaeber bilben ben jogenanuten ©tern der fiinj
Tetraeder. Diefer ift durd) Fig. 176 davgeftellt. So find 3. B.
A,, By, C,, D, Gden eines Tetraeders, davon D; bie auf per Miid:
feite au benfende. (Der Punft Hat nod) eine anbere BVedeutung. Sede
Tetraederfante ift an zwei Stellen ftetig geteilt, 3. B. ByCy i Dy
und in dem durc) A. verdedten Punfte, aud) ift jie halbiert an ver
Stelle, wo fjie 3wijden zwei Tetvaederflichen Ivieder fidhtbar twerden
mbehte, ofue jedod) ind Frete zu gelangen. Jebe ber auftretenden
Scnittlinien qeht verlingert bdurd) eine Dder Tetvaedereden. i
swanzlg Flachen umbiillen ein Jfofaeder.)

¢

"
[
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Um dag Jfofaeder lieen fidh) fiinf Oftaeber [egen, bom bdenen
jebed ztvei umbejdjriebene Tetvaeder ald Halbjladner hat. Wihit man
pont den jehn Tetvaedern eben-
fall8 fiinf voneinander frete aus,
jo entjteht tvieder ein Stern von
filnf Tetraedern. Der reziprofe
Rirper zu etnem jolchen Tetras
eberftern ijt aljo ivieder etw
jolcher. —

16) Bemerfungen iiber
bie regelmdaBigen oder Pla-
tonifden Korper. LVon ben
regelmifigen Korpern jind drei
von gleichieitigen Dreieden be-
grenat. Beim Tetvaeber ftofen
in jeber Gefe dret Deetede zu-
jammen, Dbetm Oftaeder wvier,
beim Qfofaeber  fiinf. Ein :
jeitever von Dreieden begrenzter Kidvper ift nicht mioglich, denn fech
gleichieitige Dretecde bilben feine Ede, jonbern fallen, da 6 - 60° = 360
ift, in Diefelbe Gbene. Cin Wintel von mehr ald 360° ijt ferner
unmbglich, da die Summe der Winfel um einen Punft bei einer Ton-
peren Ede 360° nidt iiberjteigen fanm.

Ein vegelmapiger Korper, der Wiirfel, ift von Quadraten begrent,
pont Demen je drei in jeder Ede zujammenftoBen. Ein tweiterer von
Quabdraten beqrenzter Korper ift unmiglich, denn vier Quadrate bilden
feine Gcfe, fie fallen in Ddiefelbe ECbene, da 4 - 90° = 360° ift. Nodh
mehr Caadrate fonnen erft vecdht feine ©de bilben.

Cin regelmifiger Kbrper, dagd Jwilfjlad), war von regelmifigen
Giinfecfen begrenzt. Ein tweiterer bon jolden begrenster Sdrper ijt
unmbglih, da 4 -108% = 432° den Wintel von 360° Jchon iiberichreitet.

Ein von regelmdpigen Sedygeden begrenzter Kirber 1jt unmibglid),
beun drei {older Fladhen fonnen feine Ccfe bilden, fondern jie fallen,
ba 8 -120° = 360° ift, in Diejelbe Ehene.

Bei drei Siebeneden twiirde ber Winfel bon 360° jdhon tveit
{iberjchritten twerden. Folglich gibt s micht mehr ald die genannten
fitnf reqelmdpigen BVielflache. WLE Grenzfall, d. §. ald regelmdiBiges
Unendlichflach, Fonmmen nur die Kugel oder etwa die unbegrengte ECbene
geften, Denm auf der leteren laffen fich umenblich viele gleichieitige
Dreiecfe oder Quadrate oder rvegelmdapige Sed)ecte Hidenlod aneinanber
jchliefsen.

Fig. 176.

= By
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Von den fitnf vegelmdpigen Polyedern find das Awbliflach und
vas Bmwangigilach rveziprofe. Die Jahl dev Fldaden, Santen, Cden it
beim erfteven 12, 30, 20, beim lepteren 20, 30, 12. Den Fiinfecen
ped erjteren {'uhpud]ul fiinfedige Qanten bed lepyteren, den dreifantigen
Geen Des evfteren die Dretece bed lehteren. eziprol find ach Liirfel
and Oftaeder. Die Detveffenden Bahlen find bet beiben 6, 12, 8 beziv.
8, 12, 6. Das Tetveader ift su fich felbjt veziprof. Die Jahlen find 4,

4. Man bezeichnet diefe fiinf Korper ald dre Rlatonijchen Krper.

i.'m Bemerfungen iber Halbregelmifige ober Ardyimes
pifdhe Rbrper und ihrve vegiprofen. Kirper, bie pon regelmdRigen
,\Imlw*t perjchiedener Art mgml«,t find, pilegt man alé halbregelmdpige
Qirper 3u Degeidhnen.  Hievher gehbren cigentlich anc) alle Saulen
pon regelmapiger Grunbdjldche und quadratifhen ©ertenflacdjen (Der
RWiirfel ift auszuidhlicken). Da aber dann Ddie Anzahl der Formen
unendlich qrof fein wiirde, pilegt man die Saulen aus ssujdliepen und
T mmu Formen hierher zu rvedmen.

3u ben Dalbregelmdfigen ober *T[ldjmu,bmlmr Sorpern gehoren
bie beiden oben betracdhteten Halbjtumpfe de3d Wiirfeld (oder Achtjlachs)
ud ded Bwblfflachs (oder Bwangigilachs). €& gibt jolde Korper
mit awei Arten von Fladhen, die Dreiece und Quabdrate, Dreiede und
Gedysede, Quabdrate und Sedhdede, Dreiede und ﬂtd}tvrﬁ Dreiede und
Fitnfede, Sedhsede und Fiinfede, Jehnede und Dretece fein founen.
Yndere hoben dret Avten vegelmdfiger Fldden, 5 B. AUdptede, Sedydede
and Quadrate, ober Fiinfede, Dreiede und Duadrate, ober Fehnede,
Sechecte und Duadrate. Damit ijt die Anzahl der Miqlicheiten bejchloffen.

Auch die Archimedijchen Kbrper haben ihre veziprofen. ©o ge:
povte zum Palbftumpi dved Wiirfels dad Rhombenbodefaeder, um
Salbftumpi bed Bwiliflach3 daz RHombendreipigilad). Das erjtere
hatte rvegelmdfige Dreifanteden und regelmdpige Bievfantecden, welde
dbie reziprofen Gebilbe der Dreiede und Duabrate find. Beim Rbomben:
dreifiigilach Dagegen gab e3 regelmipige Dreifanteden und Fitnjtantecen
ald Bilber der vegelmipigen Dreiede umd Fiinfecte.  Die reziprofen
Q@prper der Urchimedijchen twerden auch als antavchimedi) jche Dezeichet.

Niber auf diefe Gebilde einzugehen, iviirde ju eit fithren.®)
(Auf die Kepler-Poinfotihen Kirper und auj bdie verjdyiedenen
Qriftallformen jei befonberds aufmerfiom gemadht.)

Teitered Material findet man im Anhange des ‘Jﬁmmrlu« in bed Bey:
fafiexs , Einfithrung in dasd jtereometrijde Beidhnen’, Leipsig Dei
B. . Teubner, und in ]_Li.]].t!l[ pierbdnbigen Werke , Elemente der Stereo-
mefrie’, Qeipyig bei &. J. Gojden.
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1. Senkredyte Prismen und Bylinder.

18) Jn Fig. 177 ftelle ABCD ein Dorizontaled Tedhted dar,
auf defjen Gbene in den Gcfpunften Lote von gleidher Hiohe evvidyet
find, deven Gnbdpuntte affo ber Hovizontalen Sdjnittebene A, B, €, D,
angehiren. Der jo Deftimmte ebenflichige Qorper Deift Redyteds-
frper (oder aud) Rechteder) oder jenfredytes Rierfantpridma
(Sdule).

Stehent die Grundfanten a und b unier fich und zur Hohe & in
rationalem Verhiltnid a:b: h, teldes durd bdie Heinjten mbglichen
gangen Bahlen audgedriidt jein mag, fo (aft fidh der Kiorper ebenfo
in Wiirfel zerlegen, toie frither dad Redyted in Quadrate zerlegt
yourbe. Die Unzahl bdiefer Wiirfel ijt abh. Betradtet man jeden
biefer Witrfel al8 Raumeinheit, jo ift der Inhalt des Kirperd I = abl,
ober, wenn man die Grundilide ab mit G

beseichnet: 7= G -7, b. §. abgetiirst gejprochen: Wi LI
Sufalt gleid Grundfldde mal H ihe. 2 &
Per Fall dez irrationalen BVerhiltnified 4 11 S

tpird ebenfo, wic bei dem Rechted, daburd
ecledigt, Daff man mit Deliebiger Genauigleit
vechnet, inbem man fiix Den endlojen Dezimal=
brud) ohue Periode den ndchitliegenden endliden
Dezimalbruch von ber gemwablten Stellenzahl
nimmt.  Der Beweid fitr die Richtigleit bder
Formel

A

I=Gh

wird alfo dann mur angendbert geliefert, jedodh mit beliebiger Ge-
nauigteit.

*

19) Wufgaben. a) Beredhne aus a, b und h pen nbalt und
die Dberflache ded Redhtedsiorpers.

b) Bereche die Diagonale BD, = d bes Riorpers.

Wufldjung. Nad) Pythagorad ijt B D} — 12+ B, D; = I
4 (B,Ci4 0D} = +a®+ b, alfp d— Va* + 0 + i,

o) Weldge Winfel bilbet bdiefe Diagonale mit dew Ranten?

Hufldjung. Dreief BAD, Hat den rechien Wintel bei 4, alfo

i (L T o r rpt o
ift cose = —, tooraus fih « bevechuen [Gfst. Ebenjo bejtimmen i
. S __ b h

die andern Wintel aud cosf = — und cosy = -

Solzmitller, Glementavmathematit. L. 4, Yufl. 20
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Bemerfungen, Die Formel @ = a” + ° + IE joiro algd der
Bythagoreijdhe Lefhriap fiir den Raum Dbezeichnet umd lautet
in Worten: Dag Duadrat iiber der Hauptdiagonale des
Redtedatirpers ift gleid) der Summe ber Duadrate iiber
bert drei in einer Gde zujammenitofenden Kanten diefesd
forpers.

Ausd dev Fouvmel folgt

l*® i (s ~+— Iz R S - i* s ! S i
l = — = T == e = —— = — == (03" & - CO8" P - CO8" Y.
ol o= ¥ {7/ " J

Bildet aljo etne Gerade mit drei aufeinander Senfrechten bdie Wintel
e, f und y, jo ift die Summe bder Kofinudquadrate bdiejer Winfel
gleidh Eins.

d) Eine Gerade gehe von einer Ede aus, in der drei aufein-
ander fenfrechte Gerade zujammenftofen. Sie bitbe mit jamtlichen
Gexaben fpibe Winfel, von denen « und g gegeben find. Wie grod
ift ber britte Winfel 57

Auflojung. Nad) obigem ijt

cos’y = 1 — cos’a — cos” 3, aljo cosy = V1 — cos* & — cos*P.

[e) An einem Puntte wirfen jenfredhl gegeneinander die Krafte
5 kg, 4 kg, 12 kg. Wie grof ift ihre Refultante, und tweldpe Wintel
bilvet fie mit den Eingelfrdjten?
Hufldfung. R =V/3* 4 4?4+ 12* = )/169 = 13 kg, Die
i %

iy iy = & 12
Wintel beftimmen fidh aug cos e« = ., cosp = cosy = 5]

157 13!

1

20) Werben mehreve Redhteddforper von gleiher Hohe A, aber
von berjchiedenen Grundfanten, jo auf diefelbe Gbene gejtellt, dah je
jwei pon ~ihuen mit einer jenfrechten Fldade sujammenitoBen, jo bilbet
die Grundflache eine aus Redyteden Dejtehende Figur nad) Art von
Sig. 178. Der Jnhalt des Gejamtforperd ift dann

[ = (;1,"1 - (‘r'gl;.ﬂ ~+- Gyl =

- = (G, + Gy+ Gy + ) h=Gh,
wenn man die gefamte Grundflade mit & bezeidnet.

Nun [Gpt jih aber jede beliebig begremzte ebene Flade nad
et der Fig. 178 mit Redhptecfen ausfiillen, wobei, wenn man in ge-
cigneter Weife Feinere und fleineve Nechtecde anwendet, die iibrig
bleibenben , dreiectigen” Flichen am Ranbde jchlieplich) verjdhwinbend
flein werden, jodbap man fie vernadldjfigen fann. Demmad) gilt von
jedem fenfrechten Bridma oder Bylinder von beliebiger Grundilade,
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bie Daburd) entjtehen, bdaf bdie Grundfldcde fenfrecht gegen ihve
Ebene bewegt toird, die Formel

g, 178.
I— (G + Gyt G+ b= 6
Daher gilt der Sab:

@enfredyte Prismen und Jylinder
pon beliebiger Grundjladhe gehorden
bev QJubaltdformel ¥ = G, b. b ab:
gefiirzt gejproden: Jubalt gleid
Grundbflade mal Hobe

21) Aufgaben. a) Cin jentrechtes
Dreifantprisma Habe die Grundianten «, b und ¢ und die HPihe /.
Wie qrofy ift bie gefamte Dberflache? (Venupe fiiv dad Dreied die
Heronifde Formel) Wie grof ift der Jnhalt? Weldhe Winkel bilden
die Geitenflidjen bded RKorpers miteinander? (Trigonontetrijc) zu
beredhnern. )

b) Diefelbe Aujgabe fitv dag regelmipige Dreifantpridma*®) von
Grunbdfante « und Hohe .

¢) Diefelbe Aufgabe fiir das rvegelmiBige Dreitantpridma von
Grundfante « und quabdratijdhen Seitenflacden.

d) Diejelbe Aufgabe fiir regelmdhige Prismen, beren Grumd-
flichen 4=, 5z, 6-feitig find. Wud) bejondere WVeftimmungen fitr die Hiohen
fonunen babet vovgenommen werben. (Bei bem Fiinfedk ift 3. B. Trigono=
metrie anjuwenden.)

e) Megelmapige ig. 170.

BRrisnen von verjdie:
berter Seitengahl n
unjerer  Pavallelper:
fpeftive  forreft 3u
seichnen.

Sn Fig. 179 it
bie Aufgabe am vegel:
maBigen fiinfleitigen
Pridma geldjt. A, b,
ift Horigontal al8 A B

hingelegt, &, D, auf , vedugiert und ald ¢ D unter 30° angelegt, tvas
ber von und aewdbiten Parallelperipeftive entjpricht. G F ijt al8

*) Gin reqelmafiged Pridma ijt cin jenfrechted Pridma, bdeflen Grund-
flache ein reqelmifiged Polpgon ift.
20%
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' G, F, abgetragen. Durd) F ift die Hovigontale EC = E,C; fo

gelegt, bap F DHalbievungdpuntt bleibt. Ladurd) ijt das perfpeftiviide
Kiinfed A BCDE beftimmt. Dag Ubrige evgiebt fid) von felbit.

Bemerfung. Jeded regelmifige Pridma Hat eine Mittellinie,
bie Berbindbungslinie der IMittelpuntte der beiben Grumbilichen.

Rerbinbet man Dden oberen Endpunit der AMittellinie mit den
Gden der Grundfliche, jo erhalt man bdie Kanten der zugehdrigen
PByramidbe mit vegelmdpiger Grundflade. Jjt die Grundildde
ein Rreid, {o entfteht der Kegel '

Nufgabe. Bei gegebener Grundfante « und Hihe /L Ddie
Seitenfanten einer ,regelmiBigen” Byramidbe unb ihre Neigung, bdie
Seitenflachen und ihre Neigung zu bevecdnen, je nadgbemt die Grimbd-
flache 8-, 4-, 5- 6-feitig ift.

922) Beidnung und Berednung ded fenfredjten Kreis:
splinbers.
Die Beidhnung bed RKreidylinderd ergiebt fid) am bequemiten
fofgendermafen: Man wahle fjtatt Ddev Peripeftive mit Neigung 30"
die mit Netqung 90°. Die Verkiivzung auf
¢ 4 fann man beibehalten. Jn Fig. 180 1jt
gezeigt, tie dadurd) dbag Quabrat A BCD
mit dem einbejdriebenen RKreife in ein
Redhtef 4, B,C, D, verwanbdelt twird, dem
eine Qurbe einbejdyrieben ift, bie man als
@{lipfe Dbeseichnet. Jebe ber fenfrechten
Qreidjehnen ift auf f, ber Linge redujiert,
wad der Ellipje dad Achjenverhilinid 1 : 3
gibt. [Die Elipfe fpielt in ber Mathematif, m Aeidhnen und in
per Daritellenden Geometrie, in der Mechanit, Tedhnif, PHyfit und
=3 Wftronomie eine bebentende NRolle. ]
o S Fig. 181 ift bex fertige Rreidzylinder dbargeftellt.

B Sein Jubalt ijt 7 = Gh = r*=h. Sein Mantel
| ‘| Bat die Fldache M =2rmh Dentt man fid) diefen

namlid) lingd einer der Geraden aufgefdnitten
‘ | und in bie Gbene audgebreitet, fo Hat man ein
, | RedyteE mit der Grundlinie v = 2rm und der
i ‘ Hofhe k. Nimmt nan den Durdymeffer d ftatt »,
el | o ift

wig. 180.

D

= ‘_lip

I}

k o ;
= [ =-mh, M= dmh
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93) Nufgaben. a) Gin gylindrifdes Litergefif foll doppelt o
fodh), ald Dreit fein. Wie find die inmeren Abmefjungen zu nehmen?
Unfldjung. T —*xwh =z (4r) foll gleid) 1 cbdem fein, alfo

3

4r®x =1, folglih r = ]/_111 = ? dem. Die Hohe with h =

b) Gin zylindrijhes Pefiolitergefdf joll viermal fo breit ald

hoch fein. Wie find bdie Mape ju mI)mew
T

Auflojung. I = »’mh = ’n- =" " joll gleih 100 chdem

o e 1 /200
fein. Darvaud folgt » = V S 2 dem.

Yndere Aufgaben verfangen bdie Beredhnung des Gewidhted p
mit Hilfe ded fpesifijhen Gewidtes P.

Yeded gerade Prisma mit regelmipiger Grundiliche hat einen
einbejdrichenen und einen umbejdriebenen Bylinder, jebe jolche Pyra=
mibe einen wmbefchriebenen und einen einbejdjriebenen Kegel.

Aufgabe. Wie verhalten fi) bdie Jnhalte bes Witrfels und
9e2 ein: und umbejchriebenen Bylinderd? Wie veralten fid) bdie
Dberfladhen bdiefer drei Kidrper?

[Die Triebtwellen 1und Trandmijfionswellen der Technif, zabhl-
reiche Pajdhinen und VBauteile, Kabrifihornfteine, Brunnen: und
Bergwertsihachte und viefe Werfzeuge und Geriite, befonbers Gefdpe,
faben den Bylinder afd Grundform.]

924) Nufgabe. Ginen fongentrijhen Hohlzhlinder mit bden
Radien » und », und der Hohe A zu zeichnen und jewmen Snbalt
und feine gefamte Oberflache zu beredhnen.

Kig. 182 ftellt die Beidnung dar, deren - 185
E(lipjen tvie vorher u fonftruieren jind. (Man
achte auf die jdheinbave Wevinbderlichieit ded
Abjtanbed der immeren und nm,emt Rurve.)

I=(n—1imh =mn(? — ra) b
—=x(r+r) @ —n)h

(Qebtere Berlequng eignet ficdh) filr bie [oqnutﬁnludje Beredynung.)
H==‘?(.=*z-—:rﬂ-{—).:q:fr—-—‘}e'rrh-—ﬁrr —31—[-}'.*(1—]—3)J
— on[(r4r)(r—n) + (1)) = 2m(r 41 Mr—r + 2]
Beijpiel. Gin gufeiferned Sdwungrad Habe einen ©dioung-

ring von folgenben Abmefjungen: r = 2,8 m, 7, = 2.5 m, Dide
h= 0,3 m. Wieviel Tommen iwiegt er, twenn bag fpesifijche ©e-

widt p = 7,6 gefet ird?
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1. Der Sab des Cavalieri und Jeine widptigfen
Amuendungen,

25) Der Jnhalt des Sapes werde zuniadit planimetrijd) exlanutert:
Siijdyen zivei

e a7 = 5 Bavallelen A B und
) e D € migen fid) end:
ﬁE MRS ﬁft fiche Rechtectreifen
Y = — IJDIIIE]RIIllJIIL‘tL‘l'IJﬁl]u
p1 _ 3 R - _¢ Dbefinden, bie 3iwvet

Figuren a und b
geben. Die in gleicher Hihe befindlichen Streifen jollen gleiche Breite
haben. Dann find beide Figuren inhaltsgleid). Die eine ift durd)
blofe BVerjdhicbung der Streifen ansd der anbdeven entjtanden. Dasdjelbe
gilt, wenn die Streifen nidht Millimeterhohe, fondern nur den 1000ften,

1000000 ften ujtv. Teil diejer Hihe
haben Die Figuren hHhaben

] 3 —~ gleidien JInhalt, jobald fie in

= E gleiden Hohen gleidhe Duer-

; jhnittdlinien Hhaben.

Fig. 184.

'II fi Stk ain ‘ e
5 ] Died ift 3. B. auch) in Fig. 184
S ) 5 e e
&= v 7 oer Fall oo bie emjelnen ©treétfen
7 5 { pon jo verjdhwindend fleiner Hibhe

su denfen find, dbaf man in Fig. b
nicht einmal bie ,Treppenjtufen” der vovigen Figur wahrnimmt, jondern
foimmte Linden als feitliche Begrengung jieht.

26) Denft man fih nun an Stelle der Streifen diinme Hori
sontale, jeitlich jenfvecht Degremzte WBlatten, bdie jwijhen parallelen
Ghenen aujetnander gefdjichtet find, jo Hat man Eutfprechendes. Sind
bie in gleidher Hihe fiegenden Platten von gleicher Grunbdildde, fo
find fie, wenn gleihe Dide angenommen wird, inhaltsgleid), mag
aud) die Geftalt der verglichenen Rlatten nocd) fo veridjieden fein.
Sind bdie Platten von verjhwindend fleiner Dide, jo mmmt man
feitfich feine Treppenjtufen wabhr, fo daf die Kontuven a8 Frumm
finig, die Geitenflichen als Frnmme Flachen gelten fommen. Die
Subaltsgleidheit aber Gleibt beftefen. So gilt unter der Boraus:
febung endlicher Duerfdnitte der Sah:
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Haben jwei Korper in gleiden Hohen iladhengleidhe
Queridnitte, fo find jie inhaltdgleid.*)

Trig. 185.

e
i- ﬂ \\_) \\_,/\
’j| l’*\\ ‘—\ﬂ

97) Die in Fig. 185%%) dbargeftellten Kovper jollen von oben bis
unten denfelbent Querfdhnitt ¢ haben und in der Hobe itberetnitimmen.
Da mun der erjte per Qorper den Juhalt G - k Hat, fo find fie
ramtlid vom Snbalte G Die Formel I = Gh gilt aljo fiir fenk:

#) Bei der planimetrijchen Peranjdhaulichung des Sapes faun man einen
ftrengeren Beweid geben, inbem man zeigt, dap die , Treppenvdume’’ ber
Giejtalt unendlich fleiner Dreiede jujtveben. Pat ein joldhes pie Grunbdlinte
[ Il

= und die Hodhe . wobei m und n unendlich grofe Bablen jind, jo ijt jeine
'l - M

e : D o e e ; 3 . =
wliche gletdh . jobaf im MNenner unendlid) gropes zivetter Drdbnung”

2 0L

fteht, was wan durh daz Symbol oo® bdarjtellen fanm. Die Anzahl der
Dreiecde ift aber mur unenbdlid) grof erfter Ordming. Jjt dad beredynete bas

i e e : : bhoo!
qubfte von allen, jo ijt bie Swime alfer fleiner ald g

bl
rud fanu als :

“5 Diefer AUns-

5 g Gujgelant werbenr, 0. 0. cv firebt der Grofe Null Fuw.

S(hulich ift e& bei den Edrperlichen Betvadjtungen. Die Anzahl der Treppen
véume ift unenbdlidh grof; erfter Ordmung, der Inbalt ded qripten aber unend:

: o ; = k 4 2 : =
fid) flein sweiter Orbnung, ;. B. a0t aljo Handelt e fich Dbei ber Summe

aller iieder wm einen Musdrud, ber fleiner ald oo - 5 oder ijt, was

aber der Mull sujtvebt. Aljo audy hier darf man dem Juhalt der Treppen
viwme jdlieglich vernadyldijigen. Gin ndheres Gingehen auj joldhe Jnfiniteji-
malbetrachtungen ijt erft auj einem Hoheren Standpunite mibglid. Der von
Cavalieri audgejprochene aber im Hinblid auj gewifje Ausnahmen nidht
ftreng genug Dbewiejene Saf wird nad) ihm benannt.

=) Diecfe Figur it nur jhematifd) aufzufajien. Bei genauer fonjtruttion
wiivben die qrofien Eilipjenadifen etvad geneigt gegen die Horizontale liegen.
Die genane Konjtruftion geht iiber den Standpuntt der Klaffe hinaus. Dad-
jelbe gilt von Fig. 186 und 187,
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recdhte und fdhrdge Prismen, fitv fenfrechte und jdrdge Jylinder und
port Rbrpern beliebigen Profils, die von oben bis unten fladengleiche
Queridnitte haben. Die Geftalt diefer Lueridnitte darf fid) bdabei
von unten nach) oben dnbern.

28) Der erfte Dadhforper der Fig. 186 hat ald Hilfte eines

J

et s A G S . : : x
Rechtectstorpers den Jubalt — —; Hat der ziweite eine ebenjo groge

oig- 186,

Grundfldde und diefelbe Hohe, fo hat er denjelben Jnhalt. Jm erjten
namlich ift fiiv die Querjdmittdfladen Gy: G = hy 7 (arum?), aljo
ot 2 By : : L s
Gy =G - Jm jiveiten ift ebenfalld G, = G ;:1 , alfo find dieDauer-
jhmitte beider Ribrvper in gleihen Hohen fldadjengleid). Wngenommen,
bag Profil bed dritten Kbrpers fei o gewdhlt, dap auch bei thm
h,

fitv jedes A, ber Querfdnitt ¢, = G

o oF . G T
Snhaltaformel I = — .

ift, fo ijt aud) fiir ihn bie

[

&ig- 187

29) Sn Fig. 187 find Pyvamiben und ein Kegel bavgejtellt.
Alle jollen Grundildcdhen vou derfelben Grofe ¢ haben und aud) m ver
Hohe L dtbereinftimmen. Wil man beteifen, Daf fiir alle bdiejelbe

]

e
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Subaltsformel gilt, o muB gezeigt werden, daf fie in gleichen Hoben
gleihe Querfdnitte Haben. Bunadyjt ift bei jedem diefer RKRirper ber
Barallelfehnitt dhnlich der Grunbdfldche, denm die Spige ift ald Ahn-
(ichteitspunft zu Detrachten, jodafy e8 fi) mm eine gefebmapige Vex-
fleinerung Hanbelt. Sind & und ky entfprechende Linien in der erjten
Sigur, fo ift & sk =hy:h, alfo k2:%® = k}:R" e8 ijt aber fitr
bie dhnlidhen Fladen G,:6 =121, folgli G, : G =17: 12,
9. b.: Bei jeder Pyramide und jebem Kegel ift bie hovizon:
tale Querfdnittdflade proportional dem Quadrate ihred
fenfredten Abftanded bon dber Spibe

Sn jeber Hiohe 2, ift aljo bei allen drei Kdrpern der Fig. 187
G, = G ;; alfe Haben in gleichen Hihen flachengleiche Daevjdynitte.
Folglid): Pyramiden und Kegel von gleidyen Grundfladen
und gleidgen Hohen jind inhaltsgleid.

n dem bdreifeitigen Pridma in Fig. 188
(@Bt fidh mun folgended jzeigen: Bieht man in
pen Seitenflahen Diagonalen in einem Juge
(ofhne abzufepen), fo ift burd die entfprecdhenden
Sfadenidnitte dad Prisma in  dret Pyra:
miden zerlegt:

I. (4BC)A4,*),

IL (A4,B,C)B ober (BC B))A4,,

I (BCC,) 4,.

Die beiden erjten Pyramiden haben gleidye
Grundffichen ABC = A, B, C; unbd gleide
Hihen (Abjtand ber oberen bom der unteren Flade), fie find aljo
inhaltsgleich. Die sweite Pyramide in der anderen Sdjreibtveife und
bie Dritte Haben gleidhe Grundilidhen BC, B, und BCC; in ber:
fefben Gbene, und da fie Diejelbe Spige A, haben, jtimmen aud
bie Hohen itberein, folglid aud) die Juhalte. Da jomit alle brei
Pyramiden inhaltdgleid) find, jo ijt jede ber dritte Teil ded Pridmas.
iir biefes war aber I = G, folglid ift fitr die Pyramide (ABC) A,

fFig. 188

Gh

bie Jnbaltsformel I = —5=- Alle Pyrvamiden und Kegel von Dder:
felben Grundilice und derfelben Hihe & find aber inhaltsgleid), folglich:

R T ] : = e G-
Sir jedbe Pyvamide und jeden Kegel it = 4 &
: i 5 A m]

Xiir pen Kegel ift G ==, aljo I = ?—;—r—f-

* Tie Spipe ift jedesmal auferhald dev Klammer gejchrieben.
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Bemerfung. Dad Refultat fiiv die Pyrvamide jtimmt mit dem
auf Seite 278 angegebenen itberein.

[Hufgaben. Beredhne den Jnhalt des regelmiRigen Tetraeders
aud der Rante & den ded vegelmdfigen Dffaederd aus der Halbachje
a, den ded Phramideniviivfels aud dber Wiirfelfante & und der Pyhra-
mibenhohe /, ebenfo den bed Rhombendodefaeders. — Berfudhe™) die
Ranten, die Wintel, bie Fladen und den Jnbalt de2 Pentagonbode
facberd aug Dbex .!gga'hnd)fc a ded jugehivigen Wiirfeld, ober aud ber
Wiirfelfante b, oder aud ber Dobdefacderfante £ zu beredmen. Cin
(){1
3
Diefelbe Aufgabe joll fitr dad Jfofaeder geldft twerben, wobei das
Dftaeder an Stelle bed Wiirfeld tritt.*)

Teil der Rechnungen ift oben vorbereitet. Der Jnhalt wird J =

30) Fig. 189 jtellt einen Bylinder bdav, der duvd) Drehung
eined Quabdrated bvon ber Seite r um bdie Linie M N entjtanden ijt
Diefer Bylinder hat den Jnhalt (¥m)r = r*m. A3 dem Bylinder
ift der Reqel ABM ausdgefhnitten, deffen JInhalt = r’x L= T;’W

) v
ift.  (Von ihm ift nur der Haubtjdhnitt gezeidhnet. Die tan-
gentialen Gvenglinien find abfidhtlich iweggelaffen) Der iibrig

S S o , ; : i R
bleibende Refttbrper Hat den Jnbalt +*7w — ~= oder o +7m. Jn den

i, 189. Aylinder ijt auperbem eine
e Halbfugel einbejdyrieben,
=31 s port ber fidh jeigen ldRt,

e — bafs fie in gleichen Hohen

1 ﬁm)/ mit bem Rejttorper fladen-
e T gfeidhen Querfdnitt Hat.
= ’ A ? (Bon 1hr ift ebenfalls nicht
= \‘< ‘ ver vidhtige Umrif, jonbern
= Guiplt I =g i) nur der Hauptjdnitt ge:
= / Ny g deidmet) Jm  Abjtande

; N / MO = b ift ndmlid
A Bl fiiv  Den Regelquerfdmitt

b= h, aljo t}at port
per ‘Rc]tfmpu pic  Sdmittflade 1*zw — o'z = w (¥ — o)
= m (r* — h%); bie Halbfugel hat in Ddexfelben Hihe den mnid)t ge-

seidneten Querfdnitt CD*m = a(MD* — MC*) = =(1® — I¥)

#) Diefe beidben Anjgaben waren gewifjermafen dad Endziel dber Geometrie
und Stereometric ded Cutlid.
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Beive Scuitte ftimmen alfo im Flacheninhalte itberein, und tweil died

fitv jede $ihe gilt, fo hat die Halbfugel mit dem Rejtforper gletchen

Qnpatt.  Fiir die Halbfugel ift alfo Is-:f; »Pm, folglih fiir bie
i

ganze Sugel I = rm

31) Denft man fich die Oberfliche der Kugel in fehr Heine
3. . vechtecige Stiicte zerlegt, die man bei ihrer Rleinbeit ald Chenen
betrachten darf (3. B. durd) benadybarte
Meribiane und Pavallelfreije), und ver-
bindet man die Cden mit dem Kugel: T -
sentrum M, jo entjtehen zablreiche fleine / : \

Fig. 190.

Phramiden. Sind ihre Grundildchen / o \
G GG io find, weil » die Hibe i \
. . . ; = 3 i !
ijt, die Jubalte zujanumengenonumen [ e M }
¥ o Gy E N e i : 2
(ry1 e at + 0, 1 + Sroe ".\ i =
§=smissg 3 VAN

;tf_”l G F Gy - o) \;;;'j_.' /
Die Pyramidben geben ujommen den

Rugelinhalt 7 = ‘ rPr, die Grundfldden zujammen bdie Kugelober-

flache 0. Dabher ijt nach obiger Gleichung
== J 0 ober 0= S‘I = 5 :i rim== 497,

b5 1 |
Aljo: Die Kugeloberfliache ift gleid) 4»*x odex gleid) dem
Bierfadjen von der Flade des grifiten Kreijes. Die Halb-
fugel(wilbung hat alfo Die doppelte Flade, wie ihre Bajis

32) Bemerfungen. Jn Fig. 189 find bie Jnhalte des Kegeld,

ber Dalbiugel und Dbesd Jylinderd bder Reihe nad 'rj:r, ?'2-;”,
T g HT fie verfalten fich afjo wie 1:2:3. Dicjer Sah wird
pem Urchimedes gugefchrieben.
Der Snbalt einer Hohlfugel mit den Radien r umd ry ijt
e f rém — 'l{ o = s (¥ — 1Y)

33 Die Linte A Cam fenfredhten Rreistegel (Fig. 191) begeid)-
net man al8 jeine Seite. Diefe bevechnet fid) ald s = Vi R Die
Mantelfliche bed Regeld (aft fich durd) aufeinanderjolgenve Gerade in
fehr fdymale Dreiece wie DI zerlegen, die man ald eben betrachten
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i barf. Sind g,, gs, g5, -.. bie aufeinanderfolgenden Grundlinien der
Dreiede, fo ift die Summe ihrer Fldachen

f¥ig. 191.
98 | 928 | Gs8
PR
8
= (g~ gy 0 = r00):

Die Summe der ¢ ijt aber der RKreidumijang
2rm, alfo hat der Regelmantel die Fldde
5

~2rm = ras.

Rever Regelftumpf oder Pyraniden:
ftumpf ift die Diffevens zweier Kegel Deziv.
Byramiden. Spiter tverben bejondere Bes
recdynungdmethoben gelehrt.

34) it ein ebenflachiger Kovper einer
fugel mit Rabdiug o umbejchrieben, und ift feine

0

5

Dberflacge 0, fo ift fein Jnbalt T = O - o

Beweis, BVerbindet man bdad Kugel:
sentrum mit den Eden jeder Fldache, jo erbalt
man Pyramiden bon der Hohe o, deven Grund-

fladen G,, G, Gg, ... fein migen. Die Summe der Jnbalte ift
e y @ __ 0 g CETRE T e
Gy g {’23 + (":s5 i e ((’1 —}—{;._, i Geiziy) o= 3" 0.

Diefe Forme! findet 3. B. Anivendung bei der Bevedhnung ded Jubhalts
: i} X f
regelmdgiger Polyeder.

IV. Permifdte Ubungsaufgaben.

35) a) Die Grbfugel habe einen Radiug 860 Meilen (860 ><
7420 m) Qinge. Wie viele Quadratmeilen hat ihve Oberflice?
Wie viele Kubifmeilen betvigt der Jnbhalt? Gieb bas MRejultat and
in Quadrat: bezw. Kubiffilometern an.

b) Ungenommen der Erbradiud hHabe 860 Mieilen, der Sonnen:
rabiug 100000 Meilen Lange. Wieviel mal jo grof ift ber Sonnen:
inhalt im BVerbdltnid zum Erdinhalt?

" 4 a 4 f . o -
Uuflojung. S rP=m: [ rjm=12"107 w | W,
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[c) Die Ujtvonomen geben aber bie Sonmemmafie ald dad
355 000-fadge der Grdbmafje an, dad mittlere fpesifijhe Getwicht der
Groe als 5,6. Wie grop ift danad) das mittlere fpesifijhe Getvidht
ber Sonme?]

d) Gine Gifenfugel joll 1000 kg toiegen. Wie grop ift der
Radingd 3u twihlen, wenn das jpesifijhe Gewidt p” = 7,5 iit?

e) Die einem Wiirfel einbejdhriebene Rugel Habe den Jnbalt 1.
Wie groB ift die Kante bed Wiirfels?

f) Die einem Witrfel nmbejcdhricbene Kugel habe den Jnbhalt I
Wie qrof ift die Kante des Wiirfels?

g} Diefelben Uufgaben fitr die Oberjlide O biefer Kugeln.

h) Entjprechende Aufgaben fiir dad regelmifige Tetvaeber und
Oftaeber.

36) a) Wie grof ift der JInhalt eined dreifeitigen Prisnmad von
regelmiBiger Grundfldcdhe und der Grundiante &, temn fidh ibm eme
Rugel einbejdhreiben [dft? Wie grof it pabei Der Madiud ber um:
bejchriebenen Sugel?

b) Gutjpredjende Aufgaben fiiv Prismen, bdeven Grundfladen
vegelmifiige Sedhsede, Achtede 2c. find.

¢) Giner Rugel foll ein regelmiRiges Pridma von quabdratijden
Seitenflichen einbejdjricben werben. Wie grop find die Kanten, twenn
bie Grundilache 32, 4z, b=, 6-feitig gewdhlt wird?

d) Giner Rugel joll ein vegelmapiges Pridma umbejdrieben
fwerden. Wie qrop werben die Kanten, je nadjdem die Grundfldche
3, 4, bz, B-jeitig gerdbhlt wird?

o) Ginem Regel vom Grundrading » und der Hihe h joll eine
Rugel ein-, Degtw. umbejdhricben wevden. Wie qrof werden die Radien?

f) Einem Regel von Denfelben Dimenjionen foll ein regelmaBiges
Brisma mit quabdratifhen Seitenjldden eingeseichnet twerden. Wie
grof find die Kanten, je nadydem dag Pridma 3z, 47 5z, 6-feitig 1jt?

Bablveicdhe [bungsanfgaben gum Konjtruieren und Beredhnen
findet man in ded Verfaffers ,Einfithrung in das jtereometrijche
Beiduen’, befouderd aud) jolde friftallographijcher Art. [Man ver-
gleidge auch bie beiben exften Teile feirer vierbindigen Stereometeie
(Qeipsig bei J. I. Gojden).]
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Bufommenfellung der widtighen Ergebuiffe.

@8 giebt fiinf regelmdpige Polyeder.

Bon regelmipigen Dreieden find begremzt: Tetvaeder, Litacder,
Jfojaeder. Von Duabdraten begrenzt: Wiirfel. Von vegelmdBigen
Fiinfecen Deqrenst: Pentagonbdodefaeder. — ‘Byvamidentviirfel und
Rpombendodefaeder find widtigere Kviftallformen. — Bei reziprofen
Rbrpern Hat der eine ebenfoviel Eden, mwie der andere Fldchen und
ebenfoniel Flicdhen wie der andere Eden, bie Unzahl der Kanten aber
ijt bei beiben bDicfelbe. Wiirfel und regelmdpiges Acdtflacdh find
veziprofe Rorper, ebenfo vegelmdfhiged Bwdliflach und Fwanzigilad).
Das regelmipige BVierflach ift zu fidh felbjt veziprof. Dem Wiirfel
(affent fid) 3tvet regelmapige Tetraeder einbejchreiben, ziver vegelmiRige
Dobdetaeder umbejdyreiben. Dem Ditaeder laffen fid) zivei vegelmipige
Tetraeder umbefchreiben, jwei regelmifige Jfojaeder einbejdhreiben.
Dem regelmihigen Dobdefaeder lafjen fidh) fiinf Witrfel einbefchreiben,
bem regelmdBigen QJfofaeder laflen fich fiinf vegelmdpige Dftaeder
nmbejdyreiben. Dem rvegelmihigen Dobdefaeder lafjen fich fiinf regels
mapige Tetraeber einbejdjreiben, die feine CEcfe gemein Hoben. Dem
regelmapigen Sfofaeder laffen fich fiinf vegelmdfige Tetraeder um-
befdhreiben, bie feine Flache gemein Haben. Died gibt den Stern der
fiinf regelmiBigen Tetvaeder. Oftaeber und Wiirfel haben denjelben
Halbftumpf, der veziprof zum NRbhombendodefaeder ijt.  Jlojacder
und Dodefaedber Dhaben bdenfelben Halbjtumpf, der veziprof su einem
Rpombendreifigilach 1ijt.

Senfrechte und jdiefe Pridmen und Bylinder: [ == Gi.
Diagonale ded Redptedsforpers: d = Var ¥4+ 32
Fitr ihre Winfel mit den Ranten ift: cos®a 4 cos’f 4~ cos®y = 1.

i b ¢

Dabet it cos ¢ = cos = —, cosy = =
f

(i- ! il I
Alinder: I =r’nh, M = 2rnh =dnh.
©ab bed Cabalieri: Haben zwer Korper in gleihen Hiohen
flachengleiche enbdliche Querfdnitte, fo find fie inhaltsgleich.

-



Aujammenitellung der widtigiten Ergebnifje. ol9

,..\ : i h
Dadforper: 1 = ——-
o . - - {.il |Ir.r.
Ryramidbe und Kegel: [ = T
= e rahy
streigfegel: [ = g
Senfrechter Rreidfegel: M = rms.
X - | B u rr
fugel; 1= _r’x, O0=4r"n, I=
. ; Oo
Wimbejdhriebenes Polyever: [ =
o
Sind  einem fenfrechten Kreidzylinder von der Hihe h = 27

eine Wugel unbd ein Kegel einbejdhrieben, jo verbalten fid) die Jnhalte
ber drei Korper toie 3: 2: 1.

T
=




Grok

flein

Das griedijhe Ulphabet.

Benennung in
[ateinifder Umidrift

alpha
beta
gamind
delta
épsilon
dseta (zeta)
eta

theta
igta
kappa
lam(b)da
my

Girof

'q_J'

ME MY EON 2

Hlein

e

a4 =

=

Benennung in
[ateinifder Hmidrift

Iy

ka1
omikron
jull

l‘l]il
gigma
tau
ypsilon
phi

chi

psi

omega
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